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Ενότητα 1η

Σύνολα Αριθµών

1.1 Τα σύνολα N και Z
Αξίωµα 1.1.1 (Επαγωγή) Αν A ⊆ N µε την ιδιότητα «1 ∈ A και όταν n ∈ A

συνεπάγεται n + 1 ∈ A» τότε A = N.

Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

Παραλλαγή του παραπάνω αξιώµατος είναι το

Αξίωµα 1.1.2 (Πλήρης επαγωγή) Αν A ⊆ N µε την ιδιότητα «1 ∈ A και όταν

k ∈ A για όλα τα k < n συνεπάγεται n ∈ A» τότε A = N.

Μια σηµαντική συνέπεια του αξιώµατος της επαγωγής είναι η αρχή του ελαχί-

στου:

Θεώρηµα 1.1.3 Κάθε µή κενό υποσύνολο A του N έχει ελάχιστο στοιχείο.

Το σύνολο Z µπορεί να οριστεί από το N. ∆ιαισθητικά µιλώντας, προσθέτουµε

στο N το σύµβολο 0 (µηδέν) ορίζοντας να έχει την ιδιότητα n + 0 = n για κάθε

n ∈ N. Επίσης εισάγουµε ένα νέο σύµβολο − (πλήν) και ορίζουµε −n := (−, n)
(διατεταγµένο Ϲεύγος). Τέλος ορίζουµε τις εξής σχέσεις :

−0 := 0, −(−n) := n, n −m := −(m − n),

για κάθε n ∈ N και για κάθε m ∈ N µε m ≥ n. Ως προς τη διάταξη επεκτείνουµε

αυτή του N ϑέτωντας

−n < 0 < n, n < m ⇔ −n > −m,

για κάθε n, m ∈ N.
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1.2 Τα σύνολα Q και R
Για τα κλάσµατα ϑα µπορούσαµε να ϑέσουµε

a
b = (a, b) για κάθε a ∈ Z και b ∈ N.

Με αυτή τη σύµβαση όµως δεν ϑα µπορούσαµε να ορίσουµε άµεσα το σύνολο των

ϱητών αριθµών αφού τα στοιχεία (1, 2) και (2, 4) ϑα πρέπει να αντιστοιχούν στο

ίδιο στοιχείο του Q. ΄Ετσι για να ορίσουµε το σύνολο Q ϑεωρούµε το σύνολο όλων

των διατεταγµένων Ϲευγών Z × N και σε αυτό ορίζουµε µιά σχέση ισοδυναµίας

ϑέτωντας (a, b) ∼ (x, y) αν και µόνο αν ay = bx. Τώρα ορίσουµε το Q ως το

σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας (Z × N)�∼. ∆ηλαδή το κλάσµα
1
2 ορίζεται ως η

κλάση ισοδυναµίας [(1, 2)].
Σε αυτό το σύνολο ορίζουµε τις πράξεις «κατά τα γνωστά», δηλαδή ϑέτουµε για

παράδειγµα

[(a, b)] + [(x, y)] = [(ay + bx, by)]
(

δηλαδή,
a

b
+

x

y
=

ay + bx

by

)
, κλπ.

Ορισµός 1.2.1 ∆ιατεταγµένο σώµα ειναι ένα σώµα F το οποίο έχει και µία διάταξη

< ώστε

(α΄) Αν x, y, z ∈ F και y < z τότε x + y < x + z.

(ϐ΄) Αν x, y ∈ F µε x > 0 και y > 0 τότε xy > 0.

Ονοµάζουµε το στοιχείο x «ϑετικό» αν x > 0 και «αρνητικό» αν x < 0.

Ορισµός 1.2.2 Για ένα σώµα F λέµε ότι έχει την «ιδιότητα του ελαχίστου άνω

ϕράγµατος» αν για κάθε A ⊆ F είτε το A είναι µη άνω ϕραγµένο είτε έχει ελάχιστο

άνω ϕράγµα. ∆ηλαδή είτε για κάθε x ∈ F υπάρχει y ∈ A ώστε x < y είτε υπάρχει

x ∈ F ώστε αν x < y τότε y /∈ A, και το x είναι το ελάχιστο στοιχείο του F µε αυτή

την ιδιότητα.

Θεώρηµα 1.2.3 Υπάρχει διατεταγµένο σώµα R µε την ιδιότητα του ελαχίστου άνω

ϕράγµατος. Επιπλέον το R περιέχει το Q ως υποσώµα (οι πράξεις το R περιορισµένες

στα στοιχεία του Q είναι ακριβώς οι πράξεις του Q.

Το R ορίζεται ως το σύνολο των τοµών Dedekind του Q· δηλαδή ως το σύνολο

των υποσυνόλων του Q µε τις ακόλουθες ιδιότητες :

(α΄) α ∈ R τότε α 6= ∅ και α 6= Q.

(ϐ΄) για κάθε α στο R αν p ∈ α, q ∈ Q και q < p τότε q ∈ α (το α είναι κάτω

τελικό).

(γ΄) για κάθε α στο R και p ∈ α υπάρχει r ∈ α ώστε p < r (το α είναι πάνω

ανοικτό).

Θεώρηµα 1.2.4 (α΄) Αρχή του Αρχιµήδη: αν x, y ∈ R µε x > 0 τότε υπάρχει

n ∈ N ώστε nx > y.

(ϐ΄) Πυκνότητα του Q: αν x, y ∈ R και x < y τότε υπάρχει p ∈ Q ώστε x < p < y.
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Θεώρηµα 1.2.5 (΄Υπαρξη n-στης ϱίζας) Για κάθε ϑετικό πραγµατικό αριθµό x
και κάθε ϑετικό ακέραιο n υπάρχει ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός y ώστε yn = x

Πόρισµα 1.2.6 Για κάθε a, b > 0 και για κάθε n ∈ N ισχύει (ab)1/n = a1/nb1/n
.

Παρατηρήστε ότι για κάθε a στο R η ακολουθία [na]/n αποτελείται από ϱητούς

και συγκλίνει στο a.

Ορισµός 1.2.7 Το αναπτυγµά του αριθµού a ∈ R ως προς τη ϐάση � ∈ N ορίζεται

να είναι η ακολουθία (
[�na]

�n

)
n∈N

.

Για παράδειγµα η ακολουθία [10na]/10n
αποτελεί το δεκαδικό ανάπτυγµα του

a ενώ η [2na]/2n
το δυαδικό ανάπτυγµα του a.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. ∆είξτε µε επαγωγή ότι

1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
,

για κάθε n ∈ N.

΄Ασκηση 2. ∆είξτε µε επαγωγή ότι για κάθε x1, x2, · · · , xn , y1, y2, · · · , yn ∈ R ισχύει

η ανισότητα Cauchy-Schwartz:

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn ≤
(
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

)1/2 (
y2

1 + y2
2 + · · ·+ y2

n

)1/2
.

΄Ασκηση 3. Για κάθε x > 0 και για κάθε y ∈ R υπάρχει n ∈ N ώστε nx > y.

΄Ασκηση 4. ∆είξτε ότι για κάθε x, y ∈ R µε x < y υπάρχει p ∈ Q ώστε x < p < y·

και υπάρχει r ∈ R \Q ώστε x < r < y.

΄Ασκηση 5. ∆είξτε ότι αν A 6= ∅ και α κάτω ϕράγµα του A, και � άνω ϕράγµα του

A τότε α ≤ �. Ισχύει αυτό αν A = ∅;



Ενότητα 2η

Στοιχεία τοπολογίας του R

2.1 Ανοικτά σύνολα, σηµεία συσσώρευσης

Ορισµός 2.1.1 Κάθε σύνολο της µορφής (a, b) = {x ∈ R : a < x < b} λέγετε

«ανοικτό διάστηµα» µε κάτω άκρο το a και άνω άκρο το b.

Ορισµός 2.1.2 Κάθε ανοικτό διάστηµα της µορφής (x = ε, x + ε) (ε > 0) λέγετε

ανοιχτή περιοχή του x µε ακτίνα ε. Το x λέγετε «κέντρο» του διαστήµατος.

Ορισµός 2.1.3 Περιοχή (ανοικτή περιοχή) ενός σηµείου x ∈ R ονοµάζουµε κάθε

ανοικτό διάστηµα (a, b) ώστε x ∈ (a, b).

Ορισµός 2.1.4 Αν A ⊆ R, το x ∈ R λέγεται σηµείο συσσώρευσης του συνόλου A
αν για κάθε ε > 0 ισχύει (

(x − ε, x + ε) ∩ A
)
\ {x} 6= ∅.

Πόρισµα 2.1.5 Αν x σηµείο συσσώρευσης του συνόλου A τότε για κάθε ε > 0 το

σύνολο (x − ε, x + ε) ∩ A είναι απειροσύνολο.

[
∆ιαλέξτε ένα σηµείο στο (x − 1

n , x + 1
n ) ∩ A για κάθε n ∈ N.

]
Θεώρηµα 2.1.6 Αν Kn = [an , bn] για an , bn ∈ R και Kn+1 ⊆ Kn τότε ∪∞n=1Kn 6= ∅.

[
Παρατηρούµε ότι an ≤ b1 για κάθε n ∈ N. Θέτουµε x = supn∈N an και

αποδεικνύουµε ότι x ∈ ∪∞n=1Kn.

]
Θεώρηµα 2.1.7 (Bolzano-Weierstraß) ΄Εστω E ϕραγµένο απειροσύνολο στο R.

Τότε το E έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσσώρευσης.

6



2.1. ANOIKT§A S§UNOLA, SHME§IA SUSS§WREUSHC 7


Αφού το E είναι ϕραγµένο έπεται ότι ϑα υπάρχει διάστηµα, έστω το [a, b]
ώστε E ⊆ [a, b]. ∆ιαιρούµε το [a, b] στα [a, a + (b− a)/2] και [a + (b−
a)/2, b] και ονοµάζουµε K1 (δες Θεώρηµα 2.1.6) εκείνο που έχει άπειρη

τοµή µε το E. Επαναλαµβάνουµε τη διχοτόµηση και χρησιµοποιούµε

το Θεώρηµα 2.1.6.


Θεώρηµα 2.1.8 ΄Εστω an ακολουθία στο R.

(α΄) Η an συγκλίνει στο x αν και µόνο αν κάθε περιοχή του x περιέχει όλους τους

όρους της an εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος.

(ϐ΄) Το όριο είναι µοναδικό.

(γ΄) Αν an συγκλίνει, τότε είναι ϕραγµένη.

(δ΄) Αν το E ⊆ R έχει οριακό σηµείο το x τότε υπάρχει ακολουθία xn ∈ E η οποία

συγκλίνει στο x.

Ορισµός 2.1.9 Αν xn ακολουθία στο R και n1 < n2 < n3 < · · · ακολουθία στο N
τότε η ακολουθία

(
xni

)∞
i=1

λέγετε «υπακολουθία» της xn.

Προφανώς αν xn → x και xni µια υπακολουθία της, τότε xni → x καθώς i →∞.

Θεώρηµα 2.1.10 (Heine-Borel) Κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει συγκλίνουσα

υπακολουθία.

[Προκύπτει άµεσα από το Θεώρηµα 2.1.7. ]

Ορισµός 2.1.11 Μιά ακολουθία xn ∈ R λέγεται ακολουθία Cauchy αν και µόνο

αν για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N ώστε αν n, m ≥ N τότε |xn − xm | ≤ ε.

Πρόταση 2.1.12 Μια ακολουθία xn είναι συγκλίνουσα αν και µόνο αν είναι ακο-

λουθία Cauchy.

[
Για την κατεύθυνση «Cauchy ⇒ συγκλίνουσα» δείχνουµε ότι εί-

ναι ϕραγµένη και χρησιµοποιούµε Θεώρηµα Heine-Borel (Θεώ-

ϱηµα 2.1.10).

]

Θεώρηµα 2.1.13 Κάθε αύξουσα και άνω ϕραγµένη ακολουθία συγκλίνει στο su-
premum των όρων της. Κέθε ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη ακολουθία συγκλίνει

στο infimum των όρων της.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 6. Αποδείξτε ότι αν xn → x τότε κάθε περιοχή του x περιέχει όλους τους

όρους της xn εκτός από ένα πεπερασµένο πλήθος όρων.

΄Ασκηση 7. Αν xn → x ∈ R τότε η xn είναι ϕραγµένη.

΄Ασκηση 8. Αν το x είναι οριακό σηµείο ενός συνόλου E, τότε υπάρχει ακολουθία

xn ∈ E ώστε xn → x.

΄Ασκηση 9. Αν xn → x ∈ R τότε η xn είναι ακολουθία Cauchy

΄Ασκηση 10.

• Αν η xn είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, τότε xn → sup{xk : k ∈ N}.

• Αν η xn είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη, τότε xn → inf{xk : k ∈ N}.



Ενότητα 3η

Ανώτερα και κατώτερα όρια

3.1 Ανώτερα και κατώτερα όρια

Ορισµός 3.1.1 Για µια ακολουθία sn λέµε ότι συγκλίνει στο ∞ αν και µόνο αν

για κάθε M > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει sn ≥ M .

Για µια ακολουθία sn λέµε ότι συγκλίνει στο−∞ αν και µόνο αν για κάθε M > 0
υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n ≥ n0 να ισχύει sn ≤ −M .

Ορισµός 3.1.2 ΄Εστω ακολουθία sn ∈ R. ΄Εστω E ⊆ R ∪ {±∞} ώστε x ∈ E
αν και µόνο αν υπάρχει υπακολουθία snk της sn µε snk → x (δηλαδή το E είναι το

σύνολο όλων των υπακολουθιακών ορίων της sn ).

Θέτουµε s∗ = sup E και s∗ = inf E. Το s∗ λέγεται «ανώτερο όριο» της sn

και το s∗ λέγεται «κατώτερο όριο» της sn. Γράφουµε s∗ = lim sup sn ή limsn και

s∗ = lim inf sn ή limsn.

Για παράδειγµα, lim sup(−1)n = 1, lim inf(−1)n = −1, lim sup 1
n = 0,

lim inf n2 = ∞.

Θεώρηµα 3.1.3 ΄Εστω ακολουθία sn στο R και E το σύνολο των υπακολουθιακών

ορίων της.

(α΄) s∗ ∈ E

(ϐ΄) αν x > s∗ τότε υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει sn < x

(γ΄) ο αριθµός s∗ είναι ο µοναδικός αριθµός µε τις ιδιότητες (i) και (ii)

(δ΄) s∗ ∈ E

(ε΄) αν x < s∗ τότε υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει sn > x

(ϛ΄) ο αριθµός s∗ είναι ο µοναδικός αριθµός µε τις ιδιότητες (iv) και (v)

[
Για το (ii) αν x > s∗ τότε η sn δεν µπορεί να έχει άπειρους όρους πάνω

από το x γιατί τότε ϑα είχε υπακολουθιακό όριο µεγαλύτερο ή ίσο του

x.

]

9
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Πόρισµα 3.1.4 (α΄) lim sup sn ≤ lim sup sn.

(ϐ΄) lim sup sn = lim inf sn αν και µόνο αν υπάρχει το lim sn και τότε

lim sn = lim sup sn = lim inf sn.

[
Για το (ii) αν lim sup sn = lim inf sn τότε το σύνολο των υπακολουθιακών

ορίων είναι µονοσύνολο.

]
Πρόταση 3.1.5 Για κάθε ακολουθία an στο R ισχύει

lim sup an = lim
k→∞

(
sup{an : n ≥ k}

)
.

[Η ακολουθία sup{an : n ≥ k} είναι αύξουσα. ]

Θεώρηµα 3.1.6 Για κάθε ακολουθία an στο R µε an > 0 ισχύει

lim
an+1

an
≤ lim n

√
an ≤ lim n

√
anlim

an+1

an
.

Αν s∗ = lim an+1
an

τότε υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει

an+1

an
< s∗ + ε ⇒ an+1 <

(
s∗ + ε

)n−N+1
aN .


Ορισµός 3.1.7 ΄Ενα σύνολο A ⊆ R λέγεται «ανοιχτό σύνολο» αν για κάθε x ∈ A

υπάρχει ε > 0 ώστε (x − ε, x + ε) ⊆ A.

Ορισµός 3.1.8 ΄Ενα σύνολο F ⊆ R λέγεται «κλειστό σύνολο» αν για κάθε ακο-

λουθία xn ∈ F µε xn → x ∈ R συνεπάγεται x ∈ F .

Πρόταση 3.1.9 ΄Εστω K ⊆ R. Το K είναι κλειστό αν και µόνο αν το Kc
είναι

ανοιχτό.

Πρόταση 3.1.10 (α΄) Ενώση ανοιχτών συνόλων είναι ανοιχτό σύνολο.

(ϐ΄) Τοµή πεπερασµένου πλήθους ανοιχτών συνόλων είναι ανοιχτό σύνολο.

(γ΄) Τοµή κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.

(δ΄) ΄Ενωση πεπερασµένου πλήθους κλειστών συνόλων είναι κλειστό σύνολο.
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3.2 Το σύνολο Cantor

Το σύνολο Cantor κατασκευάζεται αφαιρώντας από το [0, 1] το µεσαίο τρίτο υπο-

διάστηµα και επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για τα εναποµείναντα δια-

στήµατα. Ακριβέστερα ϑέτουµε

E1 = [0, 1]

E2 =
[
0,

1
3

]
∪

[
2
3

, 1
]

E3 =
[
0,

1
32

]
∪

[
2
32

,
3
32

]
∪

[
6
32

,
7
32

]
∪

[
8
32

, 1
]

E4 =
[
0,

1
33

]
∪

[
2
33

,
3
33

]
∪

[
6
33

,
7
33

]
∪

[
8
33

,
9
33

]
∪

∪
[
18
33

,
19
33

]
∪

[
20
33

,
21
33

]
∪

[
24
33

,
25
33

]
∪

[
26
33

, 1
]

.

.

.

και ορίζουµε το σύνολο Cantor P ως την τοµή όλων των En:

P = ∩∞i=1En.

C1

0 1

C2

0 11/3 2/3

C3

0 13/3
2

6/3
2

1/3
2

2/3
2

7/3
2

8/3
2

C4

0 1
9

33

18

33

3

33

6

33

21

33

24

33

1

33

2

33

7

33

8

33

19

33

20

33

25

33

26

33

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

Σχήµα 3.1: Η κατασκευή του συνόλου Cantor

Πρόταση 3.2.1 Για κάθε a, b ∈ [0, 1] µε a < b ισχύει (a, b) * P
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Για κάθε k, m ∈ N ισχύει

(
(3k + 1)/3m , (3k + 2)/3m

)
∩ P = ∅. Αν

m αρκετά µεγάλο ώστε 3/3m < (b − a)/2 τότε υπάρχει k ∈ N ώστε(
(3k + 1)/3m , (3k + 2)/3m

)
⊂ (a, b).


Ορισµός 3.2.2 ΄Ενα σύνολο E λέγεται τέλειο όταν είναι κλειστό και κάθε σηµείο

τού E είναι σηµείο συσσώρευσής του.

Πρόταση 3.2.3 Το σύνολο Cantor είναι τέλειο σύνολο.

[
Είναι ϕανερά κλειστό και αν x ∈ P ϐρίσκουµε το διάστηµα του En (από

την κατασκευή του Cantor) που περιέχει το x και ϑέτουµε xn το άκρο

του διαστήµατος που δεν είναι ίσο µε το x.

]

Πρόταση 3.2.4 Το σύνολο Cantor είναι υπεραριθµίσιµο.


Αν x ∈ P τότε

x =
∞∑

i=1

ai

3i

όπου ai ∈ {0, 2}.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 11. Υπολογίστε τα lim inf και lim sup των ακολουθιών xn = 1 + (−1)n −
(−1)n/n και

yn =


1

2
n
2 +1 , αν n άρτιος

1

2
n+1
2

, αν n περιττός.

Επίσης υπολογίστε τα lim inf και lim sup της yn+1/yn και n
√

yn.

΄Ασκηση 12. Βρείτε τα lim inf και lim sup της
n
5 −

[
n
5

]
.

΄Ασκηση 13. Βρείτε τα οριακά σηµεία των συνόλων:{
1
n

: n ∈ N
}

,

{
1
n

+
1
m

: n, m ∈ N
}

,

{
(−1)n

[
1 +

1
n

]}
.

΄Ασκηση 14. Αν x > lim sup an τότε υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει

x > an.

΄Ασκηση 15. ∆είξτε ότι αν τα σύνολα An είναι ανοιχτά για κάθε n ∈ N τότε το

A = sup∞n=1 An είναι ανοιχτό.

΄Ασκηση 16. ∆είξτε µε τον ορισµό (δηλαδή µε χρήση ακολουθιών) ότι αν F1, F2 είναι

κλειστά σύνολα τότε και το F1 ∪ F2 είναι κλειστό.

΄Ασκηση 17. ∆είξτε (µε ένα παράδειγµα) ότι άπειρη ένωση κλειστών συνόλων δεν

είναι πάντα κλειστό σύνολο.



Ενότητα 4η

Συµπάγεια

4.1 Συµπάγεια

Ορισµός 4.1.1 Τα σύνολα (Ga)a∈A λέγεται ότι αποτελούν «ανοιχτή κάλυψη» ενός

συνόλου E αν είναι ανοικτά και E ⊆ ∪a∈AGa .

Ορισµός 4.1.2 ΄Ενα υποσύνολο K του R λέγεται «συµπαγές» αν και µόνο αν κάθε

ανοιχτή κάλυψη του K περιέχει πεπερασµένη υποκάλυψη· δηλαδή αν τα (Ga)a∈A εί-

ναι ανοιχτά και K ⊆ ∪a∈AGa , τότε υπάρχουν a1, a2, . . . , an ∈ A ώστε K ⊆ ∪n
j=1Gax .

Παράδειγµα 4.1.3 Το σύνολο (a, b) για a < b, a, b ∈ R δεν είναι συµπαγές

αφού τα σύνολα (a, b − 1/n) για n ∈ N αποτελούν ανοιχτή κάλυψη του (a, b)
χωρίς πεπερασµένη υποκάλυψη.

Πρόταση 4.1.4 Για κάθε a, b ∈ R µε a < b το σύνολο [a, b] είναι συµπαγές.


Αποδεικνύουµε ότι το supremum του συνόλου

A = {t ∈ [a, b] : το [a, t] έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα}

είναι ίσο µε το b.


Πρόταση 4.1.5 Κλειστό υποσύνολο συµπαγούς συνόλου είναι συµπαγές σύνολο.

Πρόταση 4.1.6 Κάθε ανοικτό κάλυµµα (οποιουδήποτε συνόλου) στο R έχει αριθ-

µήσιµο υποκάλυµµα.

Θεώρηµα 4.1.7 ΄Εστω K ⊆ R. Το K είναι συµπαγές αν και µόνο αν κάθε ακο-

λουθία στο K έχει συγκλίνουσα υπακολουθία µε όριο στο K.

14



4.1. SUMP§AGEIA 15



Αν η ακολουθία xn ∈ K δεν έχει σηµείο συσσώρευσης στο K τότε το σύ-

νολο A = {xn : n ∈ N είναι κλειστό υποσύνολο του K και άρα συπαγές,

το οποίο οδηγεί σε άτοπο αφού χωρίς σηµεία συσσώρευσης τα σηµεία

του A ως µεµονοµένα µπορούν να καλυφθούν από άπειρο πλήθος ξέ-

νων µεταξύ τους διαστήµατα. Για το αντίστροφο πάλι χρησιµοποιούµε

απαγωγή στο άτοπο: πέρνουµε ένα αριθµήσιµο κάλλυµα που δεν έχει

πεπερασµένο υποκάλυµα και διαλέγουµε xn στο K έξω από τα πρώτα

n σύνολα του καλύµατος.


Θεώρηµα 4.1.8 Αν K υποσύνολο του R τότε το K είναι συµπαγές αν και µόνο αν

το K είναι κλειστό και ϕραγµένο.

[
Προκύπτει εύκολα από το προηγούµενο και το Θεώρηµα Heine-Borel
(Θεώρηµα 2.1.10).

]



16 ΕΝΟΤΗΤΑ 4. SUMP§AGEIA

Ασκήσεις

΄Ασκηση 18. ΄Εστω a < xn < b και xn → b (a, b, xn ∈ R). ΄Εστω (Gi)i∈I ανοιχτό

κάλυµα του (a, b] ώστε το διάστηµα (a, xn) να έχει κάποιο πεπερασµένο υποκά-

λυµµα από το κάλυµµα (Gi)i∈I για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι και το (a, b] έχει

πεπερασµένο υποκάλυµµα.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω ακολουθία xn → x. ∆είξτε ότι για κάθε k ∈ N ισχύει

x ≤ sup{xn : n ≥ k}.

΄Ασκηση 20.

(α΄) ∆είξτε ότι η ακολουθία ak = sup{xn : n ≥ k} είτε συγκλίνει σε κάποιο

σηµείο του R είτε αποκλίνει στο +∞.

(ϐ΄) Με τη ϐοήθεια της ΄Ασκησης 19 δείξτε ότι lim sup xn ≤ ak για κάθε k ∈ N.

∆ηλαδή

lim sup xn ≤ lim
k→∞

(
sup{xn : n ≥ k}

)
.

(γ΄) ΄Εστω ε > 0. ∆είξτε ότι υπάρχει k0 ώστε για κάθε k ≥ k0 ισχύει ak ≤
(lim sup xn) + ε.

(δ΄) ∆είξτε ότι limk→∞ ak = lim sup xn, δηλαδή

lim sup xn = lim
k→∞

(
sup{xn : n ≥ k}

)
.

΄Ασκηση 21. ∆είξτε ότι

1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n
→∞

µε τα ακόλουθα ϐήµατα:

(α΄) Θέστε

xn = 1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n − 1

− log n

και

yn = 1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n
− log n.

∆είξτε ότι η xn είναι αύξουσα και η yn είναι ϕθίνουσα.

(ϐ΄) ∆είξτε ότι yn ≥ x1 για κάθε n ∈ N.

(γ΄) Από τα α΄ και ϐ΄ συµπεράνατε ότι η yn συγκλίνει.

΄Ασκηση 22. ΄Εστω xn ακολουθία Cauchy και xkn υπακολουθία της xn µε xkn →
x ∈ R. ∆είξτε ότι xn → x.

΄Ασκηση 23. Βρείτε τε σηµεία συσσώρευσης των συνόλων:{
1
n

: n ∈ N
}

,

{
1
n

+
1
m

: n, m ∈ N
}

,

{
(−1)n

[
1 +

1
n

]
: n ∈ N

}
.



Ενότητα 5η

Συνέχεια συναρτήσεων

5.1 Συνέχεια συναρτήσεων

Ορισµός 5.1.1 Μιά συνάρτηση f : R → R λέγεται «συνεχής» αν και µόνο αν για

κάθε ανοικτό υποσύνολο U του R η αντίστροφη εικόνα του f −1(U) είναι ανοικτό

σύνολο.

Παρατήρηση 5.1.2 Αν ε > 0 τότε το σύνολο

(
f (x0)− ε, f (x0) + ε

)
είναι ανοιχτό,

άρα ϑα είναι ανοιχτό και το f −1
((

f (x0)− ε, f (x0) + ε
))

εφόσον η f είναι συνεχής.

΄Οµως x0 ∈ f −1
((

f (x0)− ε, f (x0) + ε
))

(αφού f (x0) ∈
(
f (x0)− ε, f (x0) + ε

)
) άρα

υπάρχει δ > 0 ώστε

(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ f −1
((

f (x0)− ε, f (x0) + ε
))

.

∆ηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν |x − x0| < δ (οπότε και x0 ∈
(x0 − δ, x0 + δ)) τότε |f (x)− f (x0)| < ε (αφού f (x) ∈

(
f (x0)− ε, f (x0) + ε

)
.

Αντιστρόφως, έστω U ανοιχτό σύνολο και x0 ∈ f −1(U). Τότε f (x0) ∈ U και

αφού U ανοιχτό, υπάρχει ε > 0 ώστε

(
f (x0)− ε, f (x0) + ε

)
⊆ U . Για αυτό το ε > 0

ϑα υπάρχει δ > 0 ώστε

(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ f −1
((

f (x0)− ε, f (x0) + ε
))
⊆ f −1(U).

΄Αρα για κάθε x0 ∈ f −1(U) ϐρήκαµε δ > 0 ώστε (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ f −1(U). ΄Αρα

το f −1(U) είναι ανοιχτό.

Θεώρηµα 5.1.3 Συνεχής εικόνα συµπαγούς συνόλου είναι συµπαγές σύνολο. ∆η-

λαδή, αν f : R → R είναι συνεχής συνάρτηση και το K ⊆ R είναι συµπαγές σύνολο,

τότε το σύνολο f (K) είναι επίσης συµπαγές.

Θεώρηµα 5.1.4 Αν f : K → R είναι συνεχής συνάρτηση, και το K είναι συµπαγές

υποσύνολο του R, τότε η f έχει µέγιστο και ελάχιστο στο K. ∆ηλαδή, υπάρχουν

x1, x2 ∈ K ώστε για κάθε x ∈ K να ισχύει

f (x1) ≤ f (x) ≤ f (x2).

17
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Αφού το f (K) είναι συµπαγές συνεπάγεται ότι είναι κλειστό και ϕραγ-

µένο. ΄Αρα έχει supremum και infimum που λόγω της κλειστότητας

του f (K) ανήκουν σε αυτό.


Θεώρηµα 5.1.5 ΄Εστω f : K → R και ένα προς ένα, και K συµπαγές υποσύνολο

του R. Τότε η αντίστροφη συνάρτηση f −1 : f (K) → K είναι συνεχής.


Αρκεί να δείξουµε ότι αν το U είναι ανοιχτό υποσύνολο του K τότε

είναι ανοιχτό και το f (U). Το f (K \ U) είναι κλειστό διότι το K \ U
είναι συµπαγές (ως κλειστό υποσύνολο του συµπαγούς K) και f (U) =
f (K) \ f (K \ U).


5.1.1 Είδη ασυνέχειας

Γράφουµε f (x+) για το limt→x+ f (t) και f (x−) για το limt→x− f (t).

Ορισµός 5.1.6 Για τη συνάρτηση f : (a, b) → R λέµε ότι έχει «ασυνέχεια πρώτου

είδους» στο x ∈ (a, b) όταν είναι µεν ασυνεχής στο x αλλά τα πλευρικά όρια f (x+)
και f (x−) υπάρχουν και ανήκουν στο R (δηλαδή δεν είναι συν ή πλή άπειρο).

Αν τουλάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια της f στο x δεν υπάρχει (συµπεριλαµ-

ϐανοµένης της περίπτωσης να είναι ±∞ τότε λέµε ότι η f έχει «ασυνέχεια δεύτερου

είδους» στο x.

Παρατήρηση 5.1.7 Για να έχει µιά συνάρτηση f ασυνέχεια πρώτου είδους σε

ένα σηµείο x δύο πράγµατα µπορούν να συµβάινουν : είτε f (x+) 6= f (x−) είτε

f (x+) = f (x−) 6= f (x).

Παράδειγµα 5.1.8 Η συνάρτηση

f (x) =
{

1, αν x ∈ Q
0, αν x /∈ Q

έχει ασυνέχειες δεύτερου είδους σε όλα τα σηµεία του R.

Παράδειγµα 5.1.9 Η συνάρτηση

f (x) =
{

x, αν x ∈ Q
0, αν x /∈ Q

είναι συνεχής στο x = 0 και έχει ασυνέχειες δεύτερου είδους σε όλα τα σηµεία του

R \ {0}.

Παράδειγµα 5.1.10 Η συνάρτηση

f (x) =
{

sin 1
x , αν x 6= 0

0, αν x = 0

είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του R \ {0} και έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στο

x = 0.



5.1. SUN§EQEIA SUNART§HSEWN 19

Ασκήσεις

΄Ασκηση 24. ΄Εστω η ακολουθία

1
2

,
1
3

,
2
3

,
1
4

,
2
4

,
3
4

,
1
5

,
2
5

,
3
5

,
4
5

,
1
6

, . . .

Για ποιά a ∈ R υπάρχει υπακολουθία της παραπάνω µε όριο το a;

΄Ασκηση 25. Το K ⊆ R είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι κλειστό και ϕραγµένο.

΄Ασκηση 26. ΄Εστω A ⊆ R. Θέτω

A′ = {x ∈ R : x σηµείο συσσώρευσης του A},

και A = A ∪ A′.∆είξτε ότι το A ίναι κλειστό σύνολο και ότι αν F ⊇ A και F κλειστό

τότε F ⊇ A. Τέλος δείξτε ότι

A =
⋂

F κλειστό

F⊇A

F.

΄Ασκηση 27. Αποδείξτε ότι τα µοναδικά υποσύνολα του R που είναι και ανοιχτά και

κλειστά είναι το ∅ και R µε τον εξής τρόπο:

΄Εστω G ⊆ R, G 6= ∅, Gανοιχτό και κλειστό σύνολο. Αρκεί να δείξω ότι G = R.

Αφού το G δεν είναι κενό, έστω x ∈ G. Θέτω

M = sup{t ∈ R : (x − t, x + t) ⊆ G}

(γιατί υπάρχει το supremum;).

Αρκεί να δείξω ότι M = ∞. Αν όχι τότε για κάθε ε > 0 ισχύει x + M − ε ∈ G
(γιατί ;). ΄Αρα x + M ∈ G (γιατί ;). Συνεπώς [x − M, x + M ] ⊆ G (γιατι ;). ΄Οµως το

G είναι και ανοιχτό άρα υπάρχει ε > 0 ώστε (x − M − ε, x + M + ε) ⊆ G (γιατί ;)

άτοπο (γιατί ;).

΄Ασκηση 28. Αν A, B συµπαγή υποσύνολα του R τότε τα A∪B και A∩B είναι επίσης

συµπαγή. Ισχύει το ίδιο για άπειρο πλήθος συµπαγών συνόλων ;

΄Ασκηση 29. Γιατί το σύνολο

{0} ∪ { 1
n

: n ∈ N}

είναι συµπαγές ;

΄Ασκηση 30. ΄Εστω Kn ακολουθία µη κενών, συµπαγών υποσυνόλων του R µε Kn ⊇
Kn+1 για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι ∩∞n=1Kn 6= ∅. (Υπόδειξη : δείξτε ότι αν διαλέξουµε

ένα xn από κάθε Kn τότε η ακολουθία που σχηµατίζεται έχει τουλάχιστον ένα

σηµείο συσσώρευσης το οποίο ανήκει σε όλα τα Kn.)



Ενότητα 6η

Οµοιόµορφη συνέχεια

συναρτήσεων

6.1 Οµοιόµορφη συνέχεια συναρτήσεων

Ορισµός 6.1.1 Μια συνάρτηση f : A → R, A ⊆ R, λέγεται οµοιόµορφα συνεχής

στο A αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ A µε |x − y| < δ
συνεπάγεται |f (x)− f (y)| < ε.

Παράδειγµα 6.1.2 Η συνάρτηση f (x) = 1/x : (0, 1) → R είναι συνεχής αλλά

όχι οµοιόµορφα συνεχής.



Για ε = 1 αν υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ (0, 1) µε |x − y| < δ

συνεπάγεται

∣∣∣ 1
x −

1
y

∣∣∣ < ε, τότε ϑα ισχύει και για y = x + δ/2. ΄Οµως∣∣∣∣ 1x − 1
y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ δ/2
x(x + δ/2)

∣∣∣∣ ,

το οποίο είναι µεγαλύτερο από 1 αν το x είναι αρκετά κοντά στο µηδέν.


Οι δύο ένοιες —συνέχεια και οµοιόµορφη συνέχεια— συµπίπτουν πάνω σε

συµπαγή σύνολα:

Θεώρηµα 6.1.3 Αν f : K → R είναι συνεχής συνάρτηση και το K είναι συµπαγές

σύνολο, τότε η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο K.

20
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Για κάθε x ∈ K υπάρχει δx > 0 ώστε αν |x−y| < δx τότε |f (x)− f (y)| <
ε/2. Φανερά K ⊆ ∪x∈K(x − δ, x + δ) και λόγω της συµπάγειας του K
υπάρχει N ∈ N και x1, x2, . . . , xN στο K ώστε

K ⊆ ∪N
j=1

(
xj − δxj , xj + δxj

)
.

Θέτουµε δ = 1
2 min

{
δxj : j = 1, 2, . . . , N

}
. ΄Εστω x, y ∈ K µε |x −

y| < δ. ΄Εστω 1 ≤ i ≤ N ώστε x ∈
(
xi − δxi , xi + δxi

)
. ΄Αρα ισχύει

|f (x)− f (xi)| < ε/2. Τώρα έχουµε:

|y− xi | ≤ |y− x|+ |x − xi | < δ +
1
2

δxi ≤ δxi .

Συνεπώς |f (y)− f (xi)| < ε/2. Μια τριγωνική ανισότητα δίνει το αποτέ-

λεσµα.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 31. ΄Εστω F, K ⊆ R όπου F κλειστό και K συµπαγές. Αν F ∩ K = ∅ δείξτε

ότι υπάρχει ε > 0 ώστε για κάθε x ∈ F και για κάθε y ∈ K να ισχύει |x − y| ≥ ε.

΄Ασκηση 32. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R. ∆είξτε ότι η f συνεχής αν και µόνο αν η

αντίστροφη εικόνα f −1(K) ενός κλειστού συνόλου K ⊆ R είναι κλειστό.

΄Ασκηση 33. ΄Εστω Kn συµπαγή υποσύνολα του R µε Kn 6= ∅ για κάθε n ∈ N και

K1 ⊇ K2 ⊇ · · · . ∆είξτε ότι η τοµή όλων των Kn είναι µή κενή µε τον ακόλουθο

τρόπο: αν K1 ∩ (∩∞n=2Kn) = ∅ τότε K1 ⊆ (∩∞n=2Kn)c
. Χρησιµοποιήστε τον νόµο

του De Morgan και τον ορισµό της συµπάγειας για το K1 ώστε να καταλήξετε σε

άτοπο.

΄Ασκηση 34. ΄Εστω f, g : R → R συνεχής συναρτήσεις. Βρείτε ποιά από τα παρα-

κάτω σύνολα είναι ανοιχτά και ποιά είναι κλειστά :

{x ∈ R : f (x) =
√

2}, {x ∈ R : f (x) < g(x)}, {x ∈ R : f (x) 6= g(x)}.

΄Ασκηση 35. Ποιές από τις ακόλουθες συνεπαγωγές είναι σωστές ;

(α΄) (f : A → R συνεχής και A ϕραγµένο υποσύνολο του R) ⇒ f (A) ϕραγµένο.

(ϐ΄) (f : R → R συνεχής και A ϕραγµένο υποσύνολο του R) ⇒ f (A) ϕραγµένο.

΄Ασκηση 36. ΄Εστω A ⊆ R όχι συµπαγές. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση f : A → R
συνεχής και ϕραγµένη που δεν έχει µέγιστο στο A.

΄Ασκηση 37. ΄Εστω συνάρτηση f : R → R. ∆είξτε την ακόλουθη ισοδυναµία

f συνεχής ⇔ [∀xn ∈ R µε xn → x ∈ R ⇒ f (xn) → f (x)].
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΄Ασκηση 38. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι αν A ⊆ R και f : A → R συνεχής

συνάρτηση, 1-1 και επί, τότε η αντίστροφη συνάρτηση f −1 : R → A δεν είναι

απαραίτητα συνεχής.

΄Ασκηση 39. ΄Εστω συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → [0, 1].∆είξτε ότι υπάρχει x ∈
[0, 1] ώστε f (x) = x.

΄Ασκηση 40. ΄Εστω E ⊆ R µη συµπαγές σύνολο. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση

f : E → R η οποία να είναι συνεχής αλλά όχι οµοιόµορφα συνεχής.

΄Ασκηση 41. Εξετάστε ως προς την οµοιόµορφη συνέχεια τις συναρτήσεις :

(α΄) f (x) = 1/x, x > 0

(ϐ΄) f (x) = x2/(1 + x2)

(γ΄) f (x) = x3

(δ΄) f (x) = (x2 − 4)−1
.

΄Ασκηση 42. ΄Εστω r ϱητός αριθµός. Να δείξετε ότι η ακολουθία sin(nrπ)n∈N έχει

πεπερασµένο πλήθος οριακών σηµείων.
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