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Πρόλογος

Υπάρχουν εκατοντάδες βιβλία γραμμικής άλγεβρας στƞ διεθνή βι-
βλιογραφία και αρκετά βιβλία στƞν ελλƞνική, και πολλά από αυτά
είναι πραγματικά εξαιρετικά. Όμως τα περισσότερα από αυτά τα βι-
βλία παρουσιάζουν με τέτοιο τρόπο το υλικό που τελικά καταλήγουν
να βάζουν έμφασƞ (τουλάχιστον στα μάτια των φοιτƞτών και φοι-
τƞτριών) στο «πώς;». Οι σƞμειώσεις αυτές αντιθέτως στοχεύουν στο
είναι τƞς Γραμμικής Άλγεβρας. Έτσι, για αυτές τις σƞμειώσεις πίνακας
δεν είναι μια «ορθογώνια διάταξƞ στοιχείων». Ορίζουσα δεν είναι το
αποτέλεσμα των γνωστών περίτεχνων πράξεων με τα στοιχεία του
πίνακα ή μια «εναλλάσσουσα πλειογραμική μορφή». Ίχνος δεν είναι
το άθροισμα των στοιχείων τƞς διαγωνίου. Το ότι κάθε ισομετρία
στον ℝ𝑛 είναι ορθογώνιος μετασχƞματισμός, δεν είναι το αποτέλε-
σμα ευφυών πράξεων με το εσωτερικό γινόμενο αλλά μια εντελώς
προφανής συνέπεια του αντίστροφου του Πυθαγορείου Ɵεωρήμα-
τος, βεβαίως γνωστό από τƞν αρχαιότƞτα. Και ο κατάλογος αυτών
των «δεν είναι» συνεχίζεται σχεδόν σε όλα τα θέματα που πραγ-
ματεύεται ƞ Γραμμική Άλγεβρα σε μια προσπάθεια να δοθεί νόƞμα
σε περίτεχνες αλγεβρικές πράξεις—πράξεις που κατά τƞ γνώμƞ μου,
και συμφωνώντας με τον Dieudonné, κρύβουν το πραγματικά απλό
νόƞμα συχνά με απίστευτα μεγάλƞ επιτυχία.
Ʃτα μαθήματα Ανάλυσƞς των προχωρƞμένων ετών οι φοιτƞτές

μας έρχονται γνωρίζοντας επαρκώς να κάνουν τις πράξεις, αλλά δεν
γνωρίζουν ακριβώς τι κάνουν. Αυτό βάζει εμπόδια στƞ γρήγορƞ πρό-
οδό τους σε σƞμαντικούς κλάδους τƞς Ανάλυσƞς. Νομίζω ότι οι φοι-
τƞτές και φοιτήτριες που κλίνουν προς τƞν Ανάλυσƞ πρέπει να παίρ-
νουν τα απαραίτƞτα εφόδια από τƞν Άλγεβρα, και αντιστρόφως:
τα παιδιά που κλίνουν προς τƞν Άλγεβρα πρέπει να εφοδιάζονται
σωστά και από τƞν Ανάλυσƞ. Οι κλάδοι είναι πλήρως συνδεδεμένοι
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μεταξύ τους—είναι Μαθƞματικά—και δεν είναι απομονωμένοι ο ένας
από τον άλλον. Η παρουσίασƞ του πώς ο ένας κλάδος συνδέεται με
τον άλλον όχι μόνο δεν πρέπει να κρύβεται αλλά πρέπει να «διαφƞ-
μίζεται» με κάθε πρόσφορο τρόπο. Γιατί αυτό αυξάνει τα κίνƞτρα
για τƞν μελέτƞ των Μαθƞματικών και βελτιώνει τƞν απόδοσƞ των
παιδιών.
Οι σƞμειώσεις αυτές προέκυψαν όταν φοιτƞτές και φοιτήτριες με

ενδιαφέρον στο να μάθουν άρχισαν να με ρωτούν διάφορα πράγ-
ματα για αυτά τα θέματα. Γρήγορα συνειδƞτοποίƞσαν με έκπλƞξƞ
ότι υπάρχει ένας υπέροχος κρυμμένος κόσμος πίσω από τις δυσχερείς
πράξεις αυτού του μαθήματος και μου ζήτƞσαν να γράψω το υλικό
«αλλιώς».
Ɵέλω να ευχαριστήσω για τις συζƞτήσεις και τις παρατƞρήσεις

τους πολλούς φοιτƞτές και πολλές φοιτήτριές μου όπως τƞν Ευφρο-
σύνƞ Χασιώτƞ, τƞ Τζένƞ Κοντού και τƞ Φρειδερίκƞ Παπαγεωργίου.
Ιδιαίτερες ευχαριστίες πρέπει να πάνε στον Μάνο Μπομπολάκƞ, με-
ταξύ άλλων για τƞν ακομπλεξάριστƞ και υγιή επιμονή του στο «δεν
καταλαβαίνω» και να καλέσω τους φοιτƞτές και φοιτήτριες να α-
παιτούν εξƞγήσεις αντί να δέχονται παθƞτικά τα μαθήματα.

Αντώνƞς Τσολομύτƞς
Ʃάμος 2018



Μέρος I

The name of the game





Κεφάλαιο 1

Διανύσματα

1.1 ορισμοί

Αρχικά θα μιλήσουμε για διανύσματα στο επίπεδο, δƞλαδή στο
ℝ2.
Το πώς αντιλαμβανόμαστε τƞν έννοια του διανύσματος έχει να

κάνει και με το από πια επιστƞμονική περιοχή ερχόμαστε. Για παρά-
δειγμα, ο Φυσικός φαντάζεται το διάνυσμα ως ένα βέλος το οποίο
έχει μήκος και κατεύθυνσƞ και μπορεί να το μετακινεί ελεύθερα στον
χώρο αρκεί να το μετακινεί παράλλƞλα και να διατƞρεί μήκος και
κατεύθυνσƞ.

Όλα τα βέλƞ του παραπάνω σχήματος είναι το ο ίδιο διάνυσμα. Ο
Φυσικός τα μετακινεί ελεύθερα στο χώρο διατƞρώντας κατεύθυνσƞ
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και μήκος.
Για τον οικονομολόγο ή για τον άνθρωπο τƞς πλƞροφορικής, διά-

νυσμα είναι μια λίστα, ένας κατάλογος, από αριθμούς. Κάτι σαν τα

( 2
−3) ή (01) ή (−2.0003.000) .

Για τον Μαθƞματικό όμως τα διανύσματα είναι οποιαδήποτε α-
ντικείμενα που απαρτίζουν ένα σύνολο 𝑉 στο οποίο μπορεί να γίνει
πρόσθεσƞ μεταξύ τους και πολλαπλασιασμός με αριθμό, πράξεις που
ικανοποιούν συγκεκριμένες ιδιότƞτες. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ το σύ-
νολο 𝑉 με αυτές τις πράξεις λέγεται διανυσματικός χώρος. Αυστƞρά
μιλώντας έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.1.1 Ο 𝑉 λέγεται διανυσματικός χώρος αν

• για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ορίζεται το άθροισμα 𝑥+𝑦 ώστε να ανήκει στο
σύνολο 𝑉 και ƞ πρόσθεσƞ αυτή είναι τέτοια ώστε να ισχύουν οι
ιδιότƞτες

1. 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 και (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧,
2. υπάρχει διάνυσμα 0 ∈ 𝑉 ώστε 𝑥 + 0 = 0+ 𝑥 = 𝑥 και
3. για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 υπάρχει διάνυσμα 𝑥′ ∈ 𝑉 ώστε 𝑥′ + 𝑥 =

𝑥+ 𝑥′ = 0. Το 𝑥′ το συμβολίζουμε με −𝑥.

• για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 και για κάθε αριθμό 𝜆 ∈ ℝ ορίζεται το γινόμενο
𝜆 ⋅ 𝑥 ∈ 𝑉 ώστε αυτός ο πολλαπλασιασμός να έχει τις ιδιότƞτες

1. 𝜆 ⋅ (𝜇 ⋅ 𝑥) = (𝜆𝜇) ⋅ 𝑥,
2. 𝜆 ⋅ (𝑥 + 𝑦) = 𝜆 ⋅ 𝑥 + 𝜆 ⋅ 𝑦,
3. (𝜆 + 𝜇) ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 + 𝜇 ⋅ 𝑥,
4. 1 ⋅ 𝑥 = 𝑥,

για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 και για κάθε 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ.

Το ℝ στον παραπάνω ορισμό μπορούμε να το αλλάξουμε σε άλλα
σύνολα όπως το ℂ και τότε ο διανυσματικός χώρος αλλάζει από το
να λέγεται «πραγματικός διανυσματικός χώρος» σε «μιγαδικός δια-
νυσματικός χώρος». Και άλλα σύνολα μπορούν να παίξουν τον ρόλο
του ℝ ή του ℂ αλλά αυτό το θέμα δεν θα μας απασχολήσει. Για να
απλοποιƞθεί ο συμβολισμός στο εξής θα γράφουμε 𝜆𝑥 αντί για 𝜆 ⋅ 𝑥.
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Ας δούμε με ποια έννοια το επίπεδο είναι ένας διανυσματικός χώ-
ρος. Ɵεωρούμε λοιπόν το επίπεδο με ένα σύστƞμα αξόνων. Για εμάς
τους Μαθƞματικούς όλα τα διανύσματα (που μπορούμε να τα φα-
νταζόμαστε σαν βέλƞ) έχουν αρχή τƞν αρχή των αξόνων. Έτσι με
αυτή τƞν παραδοχή (που δε θα άρεσε στους Φυσικούς) κάθε διά-
νυσμα περιγράφεται από τις συντεταγμένες του τέλους του. Για να
ξεχωρίζουμε το σƞμείο (2, 1) του επιπέδου από το διάνυσμα που ξε-
κινάει από το (0, 0) και καταλήγει στο σƞμείο (2, 1) θα γράφουμε
σε στήλες. Έτσι το (2, 1) είναι σƞμείο, αλλά το ( 21 ) είναι το διάνυσμα
(βέλος) με αρχή το (0, 0) και τέλος το (2, 1).

	� �


	� �
è�

�
é

Υπ’ αυτή τƞν έννοια θα μπορούσε να πει κανείς ότι δεν υπάρχει λόγος
να διαχωρίσουμε τα διανύσματα από τα σƞμεία, αφού ακόμα και
αν γράφαμε (2, 1) για το διάνυσμα θα ήταν σαφές ότι μιλάμε για
το διάνυσμα ( 21 ). Όμως θα επιμείνουμε στον διαχωρισμό αυτό σε
πρώτƞ φάσƞ για πρακτικούς λόγους. Αργότερα θα επανεξετάσουμε
το θέμα.
Μπορούμε τώρα να ορίσουμε τƞν πρόσθεσƞ και τον πολλαπλα-

σιασμό με αριθμό κατά συντεταγμένƞ, δƞλαδή

( 𝑥𝑦) + ( 𝑧
𝑤) = ( 𝑥 + 𝑧

𝑦 +𝑤) και 𝜆 ⋅ ( 𝑥𝑦) = ( 𝜆𝑥𝜆𝑦) ,

και εύκολα βλέπουμε ότι το σύνολο των διανυσμάτων του επιπέδου
είναι διανυσματικός χώρος, δƞλαδή ικανοποιεί όλες τις ιδιότƞτες του
Ορισμού 1.1.1 (Άσκƞσƞ).
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Δεν κάνουμε τις πράξεις και το αφήσαμε ως άσκƞσƞ, διότι εμάς
εδώ μας ενδιαφέρει να καταλάβουμε τι συμβαίνει στο επίπεδο. Αν
προσθέσετε τα διανύσματα ( 21 ) και ( 1/21 ) θα προκύψει το ( 5/22 ). Το
ενδιαφέρον είναι ότι το διάνυσμα που προκύπτει δεν είναι παρά ƞ
διαγώνιος από το (0, 0) του παραλλƞλογράμμου με πλευρές τα δια-
νύσματα που προσθέτουμε όπως φαίνεται στο σχήμα. Και αυτό δεν
είναι τυχαίο για τους συγκεκριμένους αριθμούς, αλλά ισχύει για ο-
ποιαδήποτε δύο διανύσματα προσθέτουμε (Άσκƞσƞ).

Ενώ ο πολλαπλασιασμός με αριθμό δεν κάνει τίποτα άλλο από το να
μεγεθύνει ή να μικραίνει το μήκος του διανύσματος ή να του αλλάζει
και φορά αν πολλαπλασιάζουμε με αρνƞτικό αριθμό. Ʃτο παραπάνω
σχήμα, το μπλε διάνυσμα είναι −2 φορές το κόκκινο και το μωβ 3
φορές το πράσινο.

1.2 γραμμικοί συνδυασμοί

Το άθροισμα δύο ή περισσότερων διανυσμάτων με συντελεστές
πραγματικούς αριθμούς ονομάζεται γραμμικός συνδυασμός. Δƞλαδή
γραμμικός συνδυασμός των διανυσμάτων 𝑢, 𝑣 είναι παραστάσεις τƞς
μορφής

𝜆𝑢 + 𝜇𝑣
για 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ. Ο λόγος για τον οποίο οι παραστάσεις 𝜆𝑢 + 𝜇𝑣 ονο-
μάζονται γραμμικές είναι ότι αν αφήσουμε το 𝜆 ή το 𝜇 να αλλάζει
τιμές σε όλο το ℝ, τότε το 𝜆𝑢+𝜇𝑣 παράγει μια ευθεία στον χώρο που
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βρίσκονται τα διανύσματα. Αν για παράδειγμα πάρουμε στο ℝ2 τα
𝑢 = ( 21 ) και 𝑣 = ( 1/21 ) και σχƞματίσουμε τα αθροίσματα 𝜆𝑢 + 𝑣 (εδώ
το 𝜇 είναι ίσο με 1) τότε αυτά σχƞματίζουν μια ευθεία που περνάει
από το σƞμείο τερματισμού του 𝑣 και είναι παράλλƞλƞ με το 𝑢, όπως
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (τα αποτελέσματα του γραμμικού
συνδυασμού εμφανίζονται με κόκκινο και με μπλε ƞ παραγόμενƞ ευ-
θεία και τα πολλαπλάσια του 𝑢).

Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει όταν στον γραμμικό συνδυασμό 𝜆𝑢 + 𝜇𝑣
σταθεροποιήσουμε το 𝜆 και επιτρέψουμε στο 𝜇 να πάρει όλες τις τιμές
στο ℝ. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ θα παραχθεί μια ευθεία που περνάει
από το σƞμείο τερματισμού του 𝜆𝑢 και είναι παράλλƞλƞ στο 𝑣.

1.3 γραμμική εξάρτηση και ανεξαρτησία

Τι θα συμβεί όμως αν αφήσουμε και τις δύο παραμέτρους ελεύθε-
ρες; Τι διανύσματα παίρνουμε από τον συνδυασμό 𝜆𝑢+𝜇𝑣 όταν τα 𝜆
και 𝜇 πάρουν όλες τις δυνατές τιμές στο ℝ; Είναι φανερό ότι σε αυτή
τƞν περίπτωσƞ, αν τα 𝑢 και 𝑣 δεν είναι στƞν ίδια ευθεία τότε θα
πάρουμε οποιοδήποτε διάνυσμα στο ℝ2. Αν όμως τα 𝑢 και 𝑣 είναι συ-
νευθειακά τότε τα μόνα διανύσματα που μπορούμε να πάρουμε από
τους γραμμικούς συνδυασμούς είναι πάνω στƞν κοινή ευθεία των 𝑢
και 𝑣. Πράγματι, αν τα 𝑢 και 𝑣 είναι συνευθειακά (και το 𝑢 δεν είναι
το μƞδέν) τότε υπάρχει ένα 𝑡 ∈ ℝ ώστε 𝑣 = 𝑡𝑢. Οπότε

𝜆𝑢 + 𝜇𝑣 = 𝜆𝑢+ 𝜇(𝑡𝑢) = (𝜆 + 𝜇𝑡)𝑢,
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δƞλαδή ο γραμμικός αυτός συνδυασμός είναι πάνω στƞν ευθεία του
𝑢, και συνεπώς δεν γίνεται να πάρουμε οποιοδήποτε διάνυσμα στο
ℝ2.
Ʃτƞν περίπτωσƞ που τα 𝑢 και 𝑣 δεν γίνεται να παράγουν με γραμ-

μικούς συνδυασμούς όλο το ℝ2 τότε λέμε ότι τα 𝑢 και 𝑣 είναι γραμμικά
εξαρτƞμένα στο ℝ2. Ο όρος σƞμαίνει ότι τουλάχιστον ένα από τα δύ-
ο προκύπτει ως γραμμικός συνδυασμός του άλλου, και επειδή μιλάμε
για ένα διάνυσμα, αναγκαστικά αυτός ο γραμμικός συνδυασμός εί-
ναι απλά ένα πολλαπλάσιο του άλλου διανύσματος. Για παράδειγμα,
τα ( 12 ) και ( 36 ) είναι γραμμικά εξαρτƞμένα, αφού

(12) = 1
3 ⋅ (36) .

Δƞλαδή τα διανύσματα αυτά είναι πάνω στƞν ίδια ευθεία και έτσι
κάθε γραμμικός συνδυασμός τους είναι πάνω σε αυτή τƞν ευθεία.
Πρέπει να προσέξουμε στο προƞγούμενο ότι ο χώρος έχει σƞμασία:

δύο οποιαδήποτε διανύσματα 𝑢 και 𝑣 δεν μπορούν με γραμμικούς συν-
δυασμούς να παράγουν τον ℝ3. Αυτό δεν σƞμαίνει ότι είναι γραμμικά
εξαρτƞμένα στον ℝ3. Η διάκρισƞ αυτή θα ξεκαθαριστεί παρακάτω
με τον τυπικό ορισμό τƞς γραμμικής εξάρτƞσƞς (Ορισμός 1.3.2).
Ας δούμε λίγο αυτό το θέμα στον ℝ3 για τρία διανύσματα 𝑢, 𝑣 και

𝑤. Οι γραμμικοί συνδυασμοί τώρα είναι οι παραστάσεις τƞς μορφής

𝜆1𝑢 + 𝜆2𝑣 + 𝜆3𝑤,

με τα 𝜆1, 𝜆2 και 𝜆3 στο ℝ. Ας υποθέσουμε προς το παρόν ότι τα 𝑢 και
𝑣 δεν είναι μƞδέν ούτε βρίσκονται στƞν ίδια ευθεία. Άρα οι γραμμικοί
συνδυασμοί τους θα παράγουν ένα επίπεδο (το οποίο το ονομάζουμε
span{𝑢, 𝑣}). Αν το 𝑤 δεν ανήκει σε αυτό το επίπεδο τότε μπορεί κανείς
να παράγει με γραμμικούς συνδυασμούς οποιοδήποτε διάνυσμα του
ℝ3 (δείτε το επόμενο σχήμα). Αν όμως το 𝑤 βρίσκεται στο επίπεδο
που παράγουν με γραμμικούς συνδυασμούς τα 𝑢 και 𝑣 τότε αυτό δεν
γίνεται. Οποιοσδήποτε γραμμικός συνδυασμός θα δώσει διάνυσμα
πάνω σε αυτό το επίπεδο. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ, δƞλαδή στƞν
περίπτωσƞ που υπάρχουν 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ ώστε 𝑤 = 𝜆𝑢+𝜇𝑣 λέμε ότι τα 𝑢, 𝑣
και 𝑤 είναι γραμμικά εξαρτƞμένα.
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Βέβαια δεν είναι αυτή ƞ μόνƞ περίπτωσƞ που τα διανύσματα 𝑢, 𝑣
και 𝑤 είναι γραμμικά εξαρτƞμένα. Ɵα μπορούσε για παράδειγμα να
συμβαίνει 𝑣 = 0 και το 𝑤 να μƞν είναι πολλαπλάσιο του 𝑢 στον ℝ3.
Τότε το 𝑤 δεν είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑢 και 𝑣 (αφού ƞ 𝑤 =
𝜆𝑢+𝜇𝑣 = 𝜆𝑢 συνεπάγεται ότι τα 𝑤 και 𝑢 είναι συνευθειακά) αλλά το
𝑣 είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑤 και 𝑢, αφού 𝑣 = 0 ⋅𝑢+0 ⋅𝑤. Για
να έχουμε ένα ενιαίο τρόπο αντιμετώπισƞς όλων των περιπτώσεων
δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.3.1 Τρία διανύσματα 𝑢, 𝑣, 𝑤 στον ℝ3 λέγονται γραμμικά
εξαρτƞμένα αν υπάρχουν 𝜆1, 𝜆2 και 𝜆3 στο ℝ όχι όλα ίσα με το μƞδέν
ώστε

𝜆1𝑢 + 𝜆2𝑣 + 𝜆3𝑤 = 0.

Αυτός ο ορισμός φαίνεται περίεργος. Όμως ƞ ιδέα είναι απλή: αν κά-
ποιος συντελεστής είναι μƞ μƞδενικός τότε μπορεί κανείς να λύσει ως
προς το αντίστοιχο διάνυσμα και να το γράψει ως γραμμικό συνδυα-
σμό των υπολοίπων. Αν, για παράδειγμα, ισχύει 𝜆1𝑢+𝜆2𝑣+𝜆3𝑤 = 0
με 𝜆2 ≠ 0 μπορούμε να συμπεράνουμε ότι

𝑣 = (−𝜆1𝜆2
)𝑢 + (−𝜆3𝜆2

)𝑤,

δƞλαδή το 𝑣 είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑢 και 𝑤.
Γενικότερα έχουμε τον εξής ορισμό σε ένα διανυσματικό χώρο 𝑉.
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Ορισμός 1.3.2 Τα διανύσματα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 σε ένα διανυσματικό χώ-
ρο 𝑉 λέγονται γραμμικά εξαρτƞμένα αν υπάρχουν 𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛 στο
ℝ όχι όλα ίσα με το μƞδέν ώστε

𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 0.

Επαναλαμβάνουμε: το να μƞν είναι όλοι οι συντελεστές ίσοι με το
μƞδέν, χρƞσιμοποιείται προκειμένου να καταλάβουμε ότι κάποιο από
αυτά τα διανύσματα είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων,
αφού μƞ μƞδενικός συντελεστής σε κάποιο διάνυσμα σƞμαίνει ότι
μπορούμε να λύσουμε ως προς αυτό το διάνυσμα.
Όταν αυτό δεν συμβαίνει, όταν κανένα διάνυσμα δεν είναι γραμ-

μικός συνδυασμός των υπολοίπων τότε τα διανύσματα ονομάζονται
γραμμικά ανεξάρτƞτα, όπως τα 𝑢, 𝑣 και𝑤 του παραπάνω σχήματος.
Αυτό το διατυπώνουμε με τον εξής τρόπο:

Ορισμός 1.3.3 Τα διανύσματα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 σε ένα διανυσματικό χώ-
ρο 𝑉 λέγονται γραμμικά ανεξάρτƞτα αν ο μόνος τρόπος να ισχύει

𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 0,

είναι να είναι όλοι οι συντελεστές 𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛 ίσοι με το μƞδέν.

Ο Ορισμός 1.3.3 είναι ƞ άρνƞσƞ του Ορισμού 1.3.2. Για αυτό είναι ισοδύ-
ναμο με τον Ορισμό 1.3.3 να πούμε ότι τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι γραμμικά
ανεξάρτƞτα όταν δεν είναι γραμμικά εξαρτƞμένα.

1.4 βάσεις

Ʃτο ℝ2 δύο διανύσματα είναι πολύ ιδιαίτερα. Αναφερόμαστε στα
διανύσματα 𝑒1 = ( 10 ) και 𝑒2 = ( 01 ) που έχουν μήκος 1 και βρίσκονται
πάνω στους άξονες. Η ιδιαιτερότƞτά τους έγκειται στο ότι κάθε διά-
νυσμα ( 𝑥𝑦 ) του ℝ2 μπορεί να παραχθεί από τα 𝑒1 και 𝑒2 με τον εξής
τρόπο: αν πολλαπλασιάσουμε το 𝑒1 με τον αριθμό 𝑥 τƞν πρώτƞ συ-
ντεταγμένƞ του ( 𝑥𝑦 ) και το 𝑒2 με το 𝑦, τƞ δεύτερƞ συντεταγμένƞ του
( 𝑥𝑦 ), θα προκύψουν τα διανύσματα 𝑥 ⋅ 𝑒1 και 𝑦 ⋅ 𝑒2 (δείτε το επόμενο
σχήμα) και αν τα προσθέσουμε θα πάρουμε το διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ). Δƞλα-
δή ισχύει

( 𝑥𝑦) = 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2.
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Επίσƞς παρατƞρούμε ότι κάτι ανάλογο δεν ισχύει αν χρƞσιμοποιή-
σουμε μόνο το 𝑒1 ή μόνο το 𝑒2. Δεν είναι δƞλαδή σωστό ότι κάθε
διάνυσμα μπορεί να γραφτεί μόνο με τƞ βοήθεια του 𝑒1 ή μόνο με τƞ
βοήθεια του 𝑒2, αλλά απαιτούνται και τα δύο αυτά διανύσματα.
Ένα τέτοιο σύνολο διανυσμάτων, που με τƞ βοήθεια τους μπορού-

με να γράψουμε με ένα γραμμικό συνδυασμό οποιοδήποτε διάνυσμα
του χώρου μας και που χρειάζονται όλα του τα διανύσματα για να
είναι αυτό εφικτό, το ονομάζουμε βάσƞ του διανυσματικού μας χώ-
ρου. Έτσι τα 𝑒1 και 𝑒2 αποτελούν βάσƞ του ℝ2. Πρέπει να προσέξου-
με στο εξής: για να είναι βάσƞ ένα σύνολο διανυσμάτων δεν αρκεί
να μπορούμε να γράψουμε με γραμμικούς συνδυασμούς τους όλα τα
διανύσματα του χώρου, αλλά πρέπει να μƞν μπορεί να γίνει αυτό
με λιγότερα διανύσματα. Για παράδειγμα, τα διανύσματα 𝑒1 = ( 10 ),
𝑒2 = ( 01 ) και 𝑣 = ( 34 ) έχουν τƞ ιδιότƞτα ότι οποιοδήποτε διάνυσμα
του επιπέδου είναι γραμμικός συνδυασμός τους:

( 𝑥𝑦) = 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2 + 0𝑣.

Δεν είναι όμως βάσƞ του 𝑅2 διότι τƞν ίδια ιδιότƞτα έχουν τα 𝑒1 και
𝑒2 που είναι λιγότερα από τα 𝑒1, 𝑒2 και 𝑣. Επίσƞς ƞ βάσƞ δεν είναι
μοναδική. Για παράδειγμα και τα −𝑒1 και 𝑒2 είναι βάσƞ του 𝑅2, αφού

( 𝑥𝑦) = −𝑥(−𝑒1) + 𝑦𝑒2
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αλλά και τα 𝑢 = ( 21 ), 𝑣 = (−13 ) είναι βάσƞ του ℝ2. Πράγματι, εύκολα
ελέγχουμε ότι για να ισχύει ( 𝑥𝑦 ) = 𝜆𝑢+ 𝜇𝑣 θα πρέπει να έχει λύσƞ το
σύστƞμα

{ 2𝜆 − 𝜇 = 𝑥
2𝜆 + 6𝜇 = 𝑦,

το οποίο λύνεται και δίνει 𝜆 = (3𝑥+ 𝑦)/7 και 𝜇 = (2𝑦 − 𝑥)/7, δƞλαδή

( 𝑥𝑦) = 3𝑥 + 𝑦
7 𝑢 + 2𝑦 − 𝑥

7 𝑣.

Ορισμός 1.4.1 Αν τα διανύσματα του συνόλου {𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛} σε ένα
διανυσματικό χώρο 𝑉 έχουν τƞν ιδιότƞτα οι γραμμικοί συνδυασμοί
τους να δίνουν οποιοδήποτε διάνυσμα του χώρου 𝑉 και οποιοδήποτε
γνήσιο υποσύνολό του να μƞν έχει αυτή τƞν ιδιότƞτα, τότε το σύνολο
αυτό λέγεται βάσƞ του διανυσματικού χώρου 𝑉.

Για τƞν περίπτωσƞ που 𝑉 = ℝ𝑛 εύκολα βλέπουμε ότι τα διανύσμα-
τα

𝑒1 = (

1
0
0
⋮
0

) 𝑒2 = (

0
1
0
⋮
0

) … 𝑒𝑛 = (

0
0
0
⋮
1

)

αποτελούν βάσƞ του 𝑉 και τƞν ονομάζουμε συνήθƞ βάσƞ του ℝ𝑛.

Πρόταση 1.4.2 Τα διανύσματα μιας βάσƞς ενός διανυσματικού χώ-
ρου είναι πάντα γραμμικά ανεξάρτƞτα.

Απόδειξƞ: Αν 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι βάσƞ ενός διανυσματικού χώρου 𝑉
και τα διανύσματα αυτά είναι γραμμικά εξαρτƞμένα, τότε κάποιο
από αυτά, έστω το 𝑢𝑛, είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων.
Δƞλαδή υπάρχουν συντελεστές 𝑎1,… , 𝑎𝑛−1 ώστε

𝑢𝑛 = 𝑎1𝑢1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑢𝑛−1.
Αλλά αν 𝑥 οποιοδήποτε διάνυσμα στον 𝑉, αφού τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι
βάσƞ, υπάρχουν συντελεστές 𝜆1,… , 𝜆𝑛 ώστε

𝑥 = 𝜆1𝑢1 +…+ 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 𝜆1𝑢1 +…+ 𝜆𝑛−1𝑢𝑛−1 + 𝜆𝑛
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖

= (𝜆1 + 𝑎1𝜆𝑛)𝑢1 +⋯+ (𝜆𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝜆𝑛)𝑢𝑛−1,
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δƞλαδή τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 έχουν ένα γνήσιο υποσύνολό τους, το {𝑢1,
…,𝑢𝑛−1}, που παράγει τον χώρο με γραμμικούς συνδυασμούς. Αυτό
αντιφάσκει με τον ορισμό τƞς βάσƞς. 2

Πόρισμα 1.4.3 Αν 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι βάσƞ ενός διανυσματικού χώρου
𝑉 τότε για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 υπάρχουν μοναδικοί συντελεστές 𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛 ∈
ℝ ώστε

𝑥 = 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑢𝑛.

Απόδειξƞ: Η ύπαρξƞ των συντελεστών είναι άμεσƞ από τον ορισμό
τƞς βάσƞς. Η μοναδικότƞτα προκύπτει από το εξής: αν υποθέσουμε
ότι υπάρχουν 𝜆𝑖 και 𝜇𝑖 ∈ ℝ για 𝑖 = 1,… , 𝑛 ώστε

𝑥 = 𝜆1𝑢1 + 𝜆2𝑢2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑢𝑛 = 𝜇1𝑢1 + 𝜇2𝑢2 +⋯+ 𝜇𝑛𝑢𝑛,

τότε
(𝜆1 − 𝜇1)𝑢1 +⋯+ (𝜆𝑛 − 𝜇𝑛)𝑢𝑛 = 0,

και από τƞ γραμμική ανεξαρτƞσία των 𝑢𝑖 συμπεραίνουμε ότι 𝜆𝑖 = 𝜇𝑖
για κάθε 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛. 2

Πρόταση 1.4.4 Αν τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι βάσƞ του διανυσματικού χώ-
ρου 𝑉, τότε κάθε άλλƞ βάσƞ του χώρου 𝑉 έχει αναγκαστικά 𝑛 δια-
νύσματα.

Απόδειξƞ: Αρκεί να αποδείξουμε ότι δεν υπάρχει βάσƞ με λιγότερα
από 𝑛 διανύσματα. Διότι τότε δεν θα μπορεί να υπάρχει βάσƞ με ούτε
περισσότερα από 𝑛 διανύσματα, αφού αν υπήρχε βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑚 με
𝑚 > 𝑛 τότε τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 θα ήταν βάσƞ με λιγότερα διανύσματα
από 𝑚 που θα έχει ήδƞ αποκλειστεί από το πρώτο βήμα.
Έστω λοιπόν ότι 𝑘 < 𝑛 και υποθέτουμε ότι υπάρχει βάσƞ με 𝑘 δια-

νύσματα 𝑣1,… , 𝑣𝑘. Το 𝑢1 είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛,
αφού τα τελευταία είναι βάσƞ. Άρα υπάρχουν 𝜆1,… , 𝜆𝑘 πραγματικοί
αριθμοί ώστε

𝑢1 = 𝜆1𝑣1 +⋯+ 𝜆𝑘𝑣𝑘.
Όμως 𝑢1 ≠ 0 (αφού τα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 ως βάσƞ είναι γραμμικά ανεξάρ-
τƞτα) άρα κάποιο 𝜆𝑖 είναι μƞ μƞδενικό. Ας υποθέσουμε χωρίς βλάβƞ
τƞς γενικότƞτας ότι 𝜆1 ≠ 0. Τότε λύνοντας ως προς 𝑣1 βρίσκουμε ότι

𝑣1 =
1
𝜆1

𝑢1 + (−𝜆2
𝜆1

) 𝑣2 +⋯+ (−
𝜆𝑘
𝜆1

) 𝑣𝑘.
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Δƞλαδή 𝑣1 ∈ span{𝑢1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘} συνεπώς, αφού

𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘 ∈ span{𝑢1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘},

συμπεραίνουμε ότι
span{𝑢1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘} = 𝑉.

Τώρα επαναλαμβάνουμε με επαγωγή το προƞγούμενο: το 𝑢2 γρά-
φεται ως γραμμικός συνδυασμός των 𝑢1, 𝑣2,… , 𝑣𝑘 άρα αν

𝑢2 = 𝜇1𝑢1 + 𝜇2𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑘𝑣𝑘
για κατάλλƞλους πραγματικούς 𝜇1, 𝜇2,… , 𝜇𝑘. Κάποιο από τα 𝜇2,… , 𝜇𝑘
δεν είναι μƞδέν (αλλιώς τα 𝑢1 και 𝑢2 είναι γραμμικά εξαρτƞμένα).
Έστω ότι 𝜇2 ≠ 0 οπότε λύνοντας ως προς 𝑣2 συμπεραίνουμε ότι 𝑣2 ∈
span{𝑢1, 𝑢2, 𝑣3…,𝑣𝑘}. Αλλά τώρα και 𝑣1 ∈ span{𝑢1, 𝑢2, 𝑣3…,𝑣𝑘}, αφού

𝑣1 ∈ span{𝑢1, 𝑣2, 𝑣3…,𝑣𝑘} ⊆ span{𝑢1, 𝑢2, 𝑣3…,𝑣𝑘}.

Άρα span{𝑢1, 𝑢2, 𝑣3…,𝑣𝑘} = 𝑉. Επαναλαμβάνοντας τƞ διαδικασία
καταλήγουμε στο ότι span{𝑢1, 𝑢2, 𝑢3…,𝑢𝑘} = 𝑉 το οποίο είναι άτοπο
αφού τα 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3…,𝑢𝑛, ως βάσƞ, δεν έχουν μικρότερο υποσύνολο
που να παράγει τον χώρο. 2

Παρατήρηση 1.4.5 Ένας χώρος μπορεί να έχει και άπειρο πλήθος γραμ-
μικά ανεξάρτƞτων διανυσμάτων. Για παράδειγμα ο χώρος όλων των
ακολουθιών πραγματικών αριθμών, εύκολα βλέπουμε ότι είναι δια-
νυσματικός χώρος και οι ακολουθίες

𝑒𝑛 = (0, 0,… , 0, 1, 0, 0, 0…)

με όλους τους όρους τƞς μƞδέν και τον 𝑛-στο όρο ίσο με 1 είναι άπειρο
πλήθος γραμμικά ανεξάρτƞτων στοιχείων.

Για να δώσουμε τον ορισμό τƞς διάστασƞς τώρα χρειάζεται πρώ-
τα να βεβαιωθούμε ότι κάθε διανυσματικός χώρος έχει μία βάσƞ. Ɵα
αποδείξουμε κάτι ισχυρότερο. Ʃτο επόμενο θεώρƞμα για 𝐹 ⊆ 𝑉 συμ-
βολίζουμε με span𝐹 το σύνολο όλων των πεπερασμένων γραμμικών
συνδυασμών στοιχείων του 𝐹. Δƞλαδή

span𝐹 =
⎧{
⎨
{⎩

𝑛
∑
𝑗=1

𝜆𝑗𝑢𝑗 ∶ 𝑢𝑗 ∈ 𝐹, 𝜆𝑗 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ
⎫}
⎬
}⎭
.
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Θεώρημα 1.4.6 Αν τα 𝑢1,… , 𝑢𝑛 είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα διανύ-
σματα μέσα σε ένα σύνολο 𝐹 υποσύνολο ενός διανυσματικού χώρου
𝑉 το οποίο παράγει τον χώρο, δƞλαδή span𝐹 = 𝑉, τότε υπάρχει σύ-
νολο 𝐵 ώστε

{𝑢1,… , 𝑢𝑛} ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐹
το οποίο είναι βάσƞ του διανυσματικού χώρου 𝑉.

Απόδειξƞ: Η απόδειξƞ χρƞσιμοποιεί το λήμμα του Zorn από τƞ Ɵεωρία
Ʃυνόλων. Ʃτƞν περίπτωσƞ που το 𝐹 είναι πεπερασμένο τότε το λήμμα
του Zorn δεν είναι απαραίτƞτο. Αν αυτό το λήμμα δεν είναι γνωστό
μπορείτε να διαβάσετε μόνο το τμήμα τƞς απόδειξƞς που αφορά σε
πεπερασμένο 𝐹. Ʃτƞν περίπτωσƞ λοιπόν που το 𝐹 είναι πεπερασμένο
σύνολο, επιλέγουμε από όλα τα υποσύνολά του που περιέχουν τα
𝑢1,… , 𝑢𝑛 και έχουν όλα τα στοιχεία τους γραμμικά ανεξάρτƞτα, ένα
από εκείνα με το μεγαλύτερο πλήθος στοιχείων. Αυστƞρά, ο αριθμός

max{|𝐵| ∶ 𝐵 ⊆ 𝐹, 𝑢𝑗 ∈ 𝐵, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛,
τα στοιχεία του 𝐵 είναι γρ. ανεξ.}

(όπου |𝐵| ƞ πλƞθικότƞτα του 𝐵), υπάρχει γιατί το 𝐹 είναι πεπερασμέ-
νο, άρα και το δυναμοσύνολό του, και επιλέγουμε οποιοδήποτε από
αυτά τα 𝐵 με τƞν παραπάνω πλƞθικότƞτα (του maximum). Φανερά
τα στοιχεία του 𝐵 είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα και περιέχει τα 𝑢𝑗 για
𝑗 = 1, 2,… , 𝑛. Επίσƞς span𝐵 = span𝐹 = 𝑉 διότι αν όχι, τότε το 𝐹 περιέ-
χει τουλάχιστον ένα διάνυσμα έξω από το span𝐵, άρα είναι γραμμικά
ανεξάρτƞτο από τα διανύσματα του 𝐵. Αν το προσθέσουμε λοιπόν
στο 𝐵 θα προκύψει σύνολο με μεγαλύτερƞ πλƞθικότƞτα από το 𝐵 που
ικανοποιεί τις ίδιες ιδιότƞτες, πράγμα άτοπο από τƞν επιλογή του 𝐵.
Άρα το 𝐵 παράγει τον χώρο 𝑉. Τέλος κανένα γνήσιο υποσύνολο του
𝐵 δεν παράγει τον 𝑉 αφού θα του λείπει τουλάχιστον ένα γραμμικά
ανεξάρτƞτο από τα στοιχεία, του διάνυσμα. Άρα το 𝐵 είναι βάσƞ
του 𝑉.
Για τƞ γενική περίπτωσƞ που το 𝐹 είναι άπειρο σύνολο εργαζό-

μαστε ομοίως αλλά αντί για τƞ χρήσƞ του μεγίστου ως προς τƞν
πλƞθικότƞτα χρƞσιμοποιούμε το λήμμα του Zorn ως εξής. Έστω ό-
τι ƞ ℬ είναι ƞ οικογένεια όλων των υποσυνόλων του 𝐹 που περιέ-
χουν μόνο γραμμικά ανεξάρτƞτα διανύσματα και περιέχουν τα 𝑢𝑗,
𝑗 = 1, 2,… , 𝑛. Αν τα 𝐵𝑗 συνιστούν μια ολικά διατεταγμένƞ οικογένεια
στοιχείων τƞς ℬ το σύνολο 𝐵0 = ∪𝑗𝐵𝑗 περιέχει τα 𝑢𝑗, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 και



24 . Διανύσματα

βεβαίως 𝐵0 ⊆ 𝐹. Επίσƞς τα στοιχεία του είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα,
διότι αν 𝑣𝑘 ∈ 𝐵0 για 𝑘 = 1, 2,… ,𝑁 τότε υπάρχουν 𝑗𝑘 ώστε 𝑣𝑘 ∈ 𝐵𝑗𝑘 για
κάθε 𝑘 (από τον ορισμό τƞς ένωσƞς συνόλων). Αλλά τα 𝐵𝑗1 ,… , 𝐵𝑗𝑁
είναι μεταξύ τους ολικά διατεταγμένα άρα κάποιο από αυτά περιέχει
όλα τα 𝑣𝑘 (είτε 𝐵𝑗1 ⊆ 𝐵𝑗2 είτε 𝐵𝑗1 ⊇ 𝐵𝑗2 . Αν 𝐵𝑗1 ⊆ 𝐵𝑗2 απορρίπτουμε
το 𝐵𝑗1 αλλιώς το 𝐵𝑗2 . Ʃυνεχίζουμε έτσι μέχρι να εξαντλƞθούν όλα τα
𝐵𝑗𝑘 , 𝑘 = 1, 2,… ,𝑁 , και να μείνει μόνο ένα, που από τƞ διαδικασία
περιέχει όλα τα προƞγούμενα). Ʃυνεπώς τα 𝑣𝑘 είναι γραμμικά ανε-
ξάρτƞτα. Άρα ∪𝑗𝐵𝑗 ∈ ℬ. Από το λήμμα του Zorn ƞ ℬ έχει μεγιστικό
στοιχείο. Δƞλαδή υπάρχει 𝐵0 ∈ ℬ ώστε κανένα γνήσιο υπερσύνολό
του δεν ανήκει στƞν ℬ. Εφαρμόζουμε στο σύνολο αυτό τα ίδια επι-
χειρήματα που εφαρμόσαμε στο 𝐵 στƞν περίπτωσƞ που το 𝐹 ήταν
πεπερασμένο. 2

Επειδή ένα μƞ μƞδενικό διάνυσμα (για 𝑛 = 1) είναι πάντα γραμ-
μικά ανεξάρτƞτο και επειδή πάντα μπορούμε να επιλέξουμε το 𝐹 να
είναι το ίδιο το 𝑉, το παραπάνω θεώρƞμα λέει ότι κάθε διανυσματι-
κός χώρος έχει βάσƞ.

Ορισμός 1.4.7 Το πλήθος των διανυσμάτων μιας βάσƞς ενός διανυ-
σματικού χώρου 𝑉 ονομάζεται διάστασƞ του χώρου, και τƞ συμβο-
λίζουμε με dim𝑉.

Για παράδειγμα dimℝ2 = 2, dimℝ3 = 3 και γενικά dimℝ𝑛 = 𝑛. Αν 𝑋
ο χώρος όλων των πραγματικών ακολουθιών, επειδή αυτός περιέχει
τα διανύσματα 𝑒𝑛 για κάθε 𝑛 τα οποία είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα,
ισχύει dim𝑋 = ∞.

Παρατήρηση 1.4.8 Προσοχή στο εξής: στον προƞγούμενο χώρο 𝑋 τα
𝑒𝑛 για 𝑛 = 1, 2,… δεν είναι βάσƞ! Διότι κάθε διάνυσμα θα πρέπει
να γράφεται ως πεπερασμένος γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων
τƞς βάσƞς. Για παράδειγμα, ƞ ακολουθία (1/𝑛)𝑛∈ℕ δεν είναι πεπερα-
σμένος γραμμικός συνδυασμός των 𝑒𝑛. Αλλιώς, πεπερασμένοι γραμ-
μικοί συνδυασμοί των 𝑒𝑛 δίνουν ακολουθίες που από ένα σƞμείο και
μετά είναι σταθερά μƞδέν. Τα διανύσματα 𝑒𝑛 είναι βάσƞ του διανυ-
σματικού χώρου 𝑐00 που περιέχει όλες τις πραγματικές ακολουθίες με
πεπερασμένο φορέα. Δƞλαδή

𝑐00 = {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ ∶ υπάρχει 𝑛0 ∈ ℕ, ώστε 𝑥𝑛 = 0 για κάθε 𝑛 ≥ 𝑛0}.
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1.5 η ευκλείδεια νόρμα

Με τον όρο «νόρμα» ενός διανύσματος στον ℝ𝑛 θα εννοούμε το
Ευκλείδειο μήκος του διανύσματος. Από το Πυθαγόρειο θεώρƞμα αν
το διάνυσμα 𝑥 έχει συντεταγμένες 𝑥1,… , 𝑥𝑛 ως προς τƞ συνήθƞ βά-
σƞ αυτό είναι ίσο με √𝑥21 +⋯+ 𝑥2𝑛. Για να μƞν επαναλαμβάνουμε
αυτή τƞν παράστασƞ τƞν ονομάζουμε Ευκλείδεια νόρμα του 𝑥 και
γράφουμε

‖𝑥‖2 = √𝑥21 +⋯+ 𝑥2𝑛.

Πρόταση 1.5.1 (Τριγωνική ανισότητα) Για οποιαδήποτε διανύσματα
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ισχύει

∣‖𝑥‖2 − ‖𝑦‖2∣ ≤ ‖𝑥 ± 𝑦‖2 ≤ ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2.

Απόδειξƞ:

Πόρισμα 1.5.2 Η ποσότƞτα ‖𝑥‖2 στο ℝ𝑛 είναι νόρμα.

Απόδειξƞ:





Κεφάλαιο 2

Γραμμικοί μετασχηματισμοί

2.1 ορισμοί

Επιστρέφοντας στο θέμα του πολλαπλασιασμού διανύσματος με
αριθμό έχουμε να παρατƞρήσουμε κάτι ενδιαφέρον. Αν πολλαπλα-
σιάσουμε, για παράδειγμα με 2, όλα τα διανύσματα του επιπέδου,
τότε βεβαίως θα ξαναπάρουμε ως σύνολο όλο το επίπεδο. Όμως κάθε
διάνυσμα πολλαπλασιάστƞκε με το 2. Άρα αν κάθε τελεία στο αρι-
στερό πλέγμα του επόμενου σχήματος τƞ θεωρήσουμε σƞμείο τερμα-
τισμού ενός διανύσματος και πολλαπλασιάσουμε όλα τα διανύσματα
με 2 τότε θα πάρουμε τα διανύσματα στα δεξιά (όπου και πάλι οι
τελείες δείχνουν τα σƞμεία τερματισμού των διανυσμάτων). Είναι
σαφές δƞλαδή ότι ο πολλαπλασιασμός με 2 «διαστέλλει» τον χώρο
κατά ένα παράγοντα 2.
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Ʃτα δεξιά έχουμε σχεδιάσει το αποτέλεσμα του πολλαπλασιασμού
με τον αριθμό 2 με τις μαύρες τελείες ενώ έχουμε κρατήσει με γκρι
χρώμα τις αρχικές τελείες για να είναι άμεσƞ ƞ σύγκρισƞ. Ʃτα επό-
μενα σχήματα για να είναι ευκολότερƞ ƞ εποπτεία του σχήματος το
νέο «πλέγμα» που δƞμιουργείται θα το σχεδιάζουμε με διακεκομμένες
γραμμές ενώ θα κρατάμε και το αρχικό με τελείες.
Αυτό είναι το πρώτο ουσιαστικό θέμα που πρέπει οπωσδήποτε να

καταλάβουμε πριν προχωρήσουμε στα επόμενα. Πολλαπλασιασμός
των διανυσμάτων με τον αριθμό 𝜆 όπου |𝜆| > 1 διαστέλλει τον χώ-
ρο σε όλες τις διευθύνσεις, ενώ αν |𝜆| < 1 συρρικνώνει τον χώρο σε
όλες τις διευθύνσεις. Η επόμενƞ παρατήρƞσƞ είναι καθοριστικής σƞ-
μασίας: αν ονομάσουμε 𝑒1 το διάνυσμα ( 10 ) και 𝑒2 το διάνυσμα ( 01 )
τότε

• Κάθε διάνυσμα γράφεται ως συνδυασμός αυτών των δύο με
τον εξής τρόπο

( 𝑎𝑏) = ( 𝑎0) + (0𝑏) = 𝑎 ⋅ (10) + 𝑏 ⋅ (01) = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2,

και

• ƞ διαστολή ή συρρίκνωσƞ κατά 𝜆 κάθε διανύσματος καθορίζε-
ται από τƞ διαστολή ή συρρίκνωσƞ των 𝑒1 και 𝑒2, διότι

𝜆 ⋅ ( 𝑎𝑏) = 𝜆(𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2) = 𝜆(𝑎𝑒1) + 𝜆(𝑏𝑒2)

= (𝜆𝑎)𝑒1 + (𝜆𝑏)𝑒2 = (𝑎𝜆)𝑒1 + (𝑏𝜆)𝑒2
= 𝑎(𝜆𝑒1) + 𝑏(𝜆𝑒2).

Δƞλαδή όταν γνωρίζουμε πώς μεταβάλλονται (με πολλαπλα-
σιασμό) τα 𝑒1 και 𝑒1 μπορούμε να βρούμε πώς μεταβάλλεται
οποιοδήποτε διάνυσμα ( 𝑎

𝑏 ). Δείτε το επόμενο σχήμα όπου χρƞ-
σιμοποιούμε το 𝜆 = 2.
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Ʃτα αριστερά το διάνυσμά μας ( 21 ) είναι ίσο με 2𝑒1 + 𝑒2 και όταν
πολλαπλασιάζεται με 𝜆 = 2 γίνεται 2(2𝑒1)+(2𝑒2) ισοδύναμα το ( 42 ).
Αν λοιπόν πούμε ότι απεικονίζουμε το 𝑒1 στο 2𝑒1 = ( 20 ) και το 𝑒2 στο
2𝑒2 = ( 02 ) τότε αυτή ƞ πλƞροφορία καθορίζει ακριβώς και πώς θα
αλλάξουν τα υπόλοιπα διανύσματα του χώρου. Είναι φυσιολογικό
λοιπόν να βάλουμε μαζί τα διανύσματα ( 20 ) και ( 02 ) φτιάχνοντας
έτσι το σύμβολο

( 2 0
0 2 ) ,

και να θεωρούμε ότι αυτό «κωδικοποιεί» μέσα του (δƞλαδή περιέχει
όλες τις απαραίτƞτες πλƞροφορίες) τις αλλαγές που γίνονται σε κάθε
διάνυσμα του χώρου.
Ας το τονίσουμε άλλƞ μια φορά γιατί είναι ιδιαίτερα σƞμαντικό:

το σύμβολο

( 2 0
0 2 )

μας περιγράφει πού απεικονίζονται τα διανύσματα 𝑒1 = ( 10 ) και
𝑒2 = ( 01 ). Απεικονίζονται στα ( 20 ) και ( 02 )· και εφόσον ξέρουμε αυτό,
ξέρουμε και πού απεικονίζεται οποιοδήποτε άλλο διάνυσμα. Ʃυγκε-
κριμένα το ( 𝑥𝑦 ) απεικονίζεται στο ( 2𝑥2𝑦 ). Ʃυμβολικά γράφουμε

( 2 0
0 2 )( 𝑥𝑦) = ( 2𝑥2𝑦) .

Το σύμβολο

( 2 0
0 2 )
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το ονομάζουμε «πίνακα» και αντιλαμβανόμαστε τƞν πράξƞ μεταξύ
αυτού του πίνακα και του ( 𝑥𝑦 ) ως ένα είδος πολλαπλασιασμού.
Ας δούμε το ίδιο τώρα πιο γενικά. Δεν είναι απαραίτƞτο να απει-

κονίσουμε το 𝑒1 στο 𝜆𝑒1 όπως κάναμε πριν (με 𝜆 = 2). Μπορούμε να
απεικονίσουμε το 𝑒1 στο ( 𝑎

𝑏 ) (οποιοδήποτε άλλο διάνυσμα) και το 𝑒2
στο ( 𝑐𝑑 ). Τώρα το σύμβολο που περιγράφει αυτή τƞ μεταβολή είναι
το

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) .

Με τον ίδιο με πριν τρόπο μπορούμε να δούμε που θα απεικονιστεί το
τυχόν διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ). Αφού

( 𝑥𝑦) = 𝑥(10) + 𝑦 (01)

το διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ) θα απεικονιστεί στο

𝑥 ( 𝑎𝑏) + 𝑦 (𝑐𝑑) ,

δƞλαδή στο

( 𝑎𝑥 + 𝑐𝑦
𝑏𝑥 + 𝑑𝑦) .

Ʃυμβολικά, όπως και πριν γράφουμε

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 )( 𝑥𝑦) = ( 𝑎𝑥 + 𝑐𝑦

𝑏𝑥 + 𝑑𝑦) , (2.1)

και αντιλαμβανόμαστε το αριστερό σκέλος τƞς παραπάνω εξίσω-
σƞς ως ένα είδος πολλαπλασιασμού. Ας δούμε τώρα σχƞματικά πώς
αλλάζουν με αυτή τƞν απεικόνισƞ τα διανύσματα του επιπέδου πα-
ρατƞρώντας το γνωστό μας πλέγμα των προƞγούμενων σχƞμάτων.
Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να απεικονίσουμε το 𝑒1 = ( 10 ) στο ( 2

1/2 )
και το 𝑒2 = ( 01 ) στο ( 11 ).
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Βλέπουμε δƞλαδή ότι αυτή ƞ απεικόνισƞ «παραμορφώνει» το επίπε-
δο. Λέμε «το μετασχƞματίζει». Για αυτό και ονομάζεται «μετασχƞ-
ματισμός» (ως ένα συγκεκριμένο είδος συνάρτƞσƞς). Μάλιστα το με-
τασχƞματίζει με τρόπο που κάθε ευθεία γραμμή απεικονίζεται σε
μια ευθεία γραμμή. Για αυτό τον λόγο αυτή ƞ συνάρτƞσƞ ονομάζε-
ται ειδικότερα «γραμμικός μετασχƞματισμός». Επιπλέον οι αποστά-
σεις μεταξύ παραλλήλων ευθειών αν ήταν σταθερές διατƞρούνται
σταθερές. Αυτό, όπως και το ότι οι ευθείες γραμμές απεικονίζονται
σε ευθείες γραμμές, εκτός του ότι είναι φανερό από το παραπάνω
σχήμα θα το αποδείξουμε παρακάτω (δείτε Πρότασƞ 2.3.3). Πριν το
αποδείξουμε ας δούμε άλλον ένα γραμμικό μετασχƞματισμό: τον

( 1 1
0 1 ) .

Δεν πρέπει να επιτρέψουμε στο σύμβολο να μας μπερδέψει. Το σύμβο-
λο λέει απλά ότι το 𝑒1 = ( 10 ) θα απεικονιστεί στον εαυτό του και το
𝑒2 = ( 01 ) στο ( 11 ). Αυτός ο γραμμικός μετασχƞματισμός παραμορφώ-
νει (μετασχƞματίζει) τον χώρο του επιπέδου όπως δείχνει το επόμενο
σχήμα.
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Αυτός ο γραμμικός μετασχƞματισμός λέμε ότι «στρεβλώνει» το επίπε-
δο 45 μοίρες προς τα δεξιά. Επιπλέον το τυχόν διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ) απεικο-
νίζεται στο

( 1 1
0 1 )( 𝑥𝑦) = 𝑥(10) + 𝑦 (11) = (𝑥 + 𝑦

𝑦 ) .

Από εδώ και στο εξής θα σταματήσουμε να γράφουμε τƞν ενδιάμεσƞ
παράστασƞ «𝑥( 10 ) + 𝑦( 11 )» και θα γράφουμε κατευθείαν

( 1 1
0 1 )( 𝑥𝑦) = (𝑥 + 𝑦

𝑦 ) .

Βρείτε ένα μνƞμονικό κανόνα για να κάνετε τις πράξεις όπως δείχνει
ο τύπος (2.1).

Ʃτο διπλανό σχήμα ο σχεδιαστής
γραμματοσειρών εφαρμόζει τον
πίνακα στρέβλωσƞς ( 1 0.2

0 1 ) στο
γράμμα β για να παράγει τƞν
πλάγια έκδοσή του.

Υπάρχει βεβαίως ƞ ειδική περίπτωσƞ όπου τόσο το 𝑒1 όσο και το 𝑒2
απεικονίζονται σε διανύσματα πάνω στƞν ίδια ευθεία. Η περίπτωσƞ
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αυτή είναι «ειδική» διότι όταν συμβαίνει αυτό, τότε κάθε διάνυσμα
του επιπέδου θα απεικονιστεί αναγκαστικά στƞν ίδια αυτή ευθεία
κάνοντας δƞλαδή μια «υπερβολική» συρρίκνωσƞ όλου του επιπέδου
σε μια ευθεία. Πράγματι, αν τα

( 𝑎𝑏) και (𝑐𝑑) του πίνακα ( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 )

είναι στƞν ίδια ευθεία τότε φανερά το ένα είναι πολλαπλάσιο του
άλλου. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα 𝜆 ∈ ℝ ώστε

(𝑐𝑑) = 𝜆( 𝑎𝑏) .

Τότε το τυχόν διάνυσμα

( 𝑥𝑦) = 𝑥(10) + 𝑦 (01)

θα απεικονιστεί στο

𝑥 ( 𝑎𝑏) + 𝑦 (𝑐𝑑) = 𝑥( 𝑎𝑏) + 𝑦𝜆( 𝑎𝑏) = (𝑥 + 𝜆𝑦)( 𝑎𝑏) ,

δƞλαδή οποιοδήποτε διάνυσμα απεικονίζεται στƞν ευθεία που ορίζει
το ( 𝑎

𝑏 ). Όταν το προƞγούμενο δεν συμβαίνει, όταν δƞλαδή ούτε το
( 𝑎
𝑏 ) βρίσκεται στƞ ευθεία του ( 𝑐𝑑 ) ούτε το ( 𝑐𝑑 ) βρίσκεται στƞ ευθεία
του ( 𝑎

𝑏 ) τότε, όπως έχουμε ήδƞ δει, τα ( 𝑎
𝑏 ) και ( 𝑐𝑑 ) είναι γραμμικά

ανεξάρτƞτα.

Πρόταση 2.1.1 Ένας πίνακας

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) με τα ( 𝑎𝑏) και (𝑐𝑑) γραμμικά ανεξάρτƞτα

μετασχƞματίζει ελλείψεις σε ελλείψεις. Ειδικότερα μετασχƞματίζει κύ-
κλους σε ελλείψεις.

Αυτή τƞν πρότασƞ θα τƞν αποδείξουμε αργότερα. Τƞ διατυπώσα-
με όμως τώρα γιατί μας επιτρέπει να δούμε οπτικά τις παραμορφώ-
σεις που κάνει ένας γραμμικός μετασχƞματισμός στο επίπεδο χρƞσι-
μοποιώντας κύκλους και ελλείψεις αντί για το πλέγμα που χρƞσιμο-
ποιούσαμε μέχρι τώρα.
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Ʃτο πρώτο παράδειγμα του επόμενου σχήματος ƞ χώρος του ε-
πιπέδου μετασχƞματίζεται με τον πίνακα ( 1,3 0

0 0,8 ). Το διάνυσμα 𝑒1
πολλαπλασιάζεται με 1,3 και το 𝑒2 με 0,8. Έτσι ο χώρος του επιπέ-
δου μεγεθύνεται στƞ διάστασƞ 𝑥 και συστέλλεται στƞ διάστασƞ 𝑦,
«παραμορφώνοντας» ομόκεντρους κύκλους σε ομόκεντρες ελλείψεις.

Ʃτο δεύτερο παράδειγμά μας ƞ μεγέθυνσƞ και σμίκρυνσƞ γίνεται στις
διευθύνσεις των διανυσμάτων ( 11 ) (στƞ διεύθυνσƞ τƞς κύριας διαγω-
νίου) και (−11 ) στƞ διεύθυνσƞ τƞς άλλƞς διαγωνίου).

Για να βρούμε πώς οδƞγούμαστε σε αυτόν τον μετασχƞματισμό
του επιπέδου μπορούμε να κάνουμε το εξής. Να σκεφτούμε ότι μπο-
ρούμε πρώτα να εφαρμόσουμε τον πίνακα ( 1,3 0

0 0,8 ) όπως και πριν,
και στƞ συνέχεια να εφαρμόσουμε έναν πίνακα που θα στρίψει το
επίπεδο αριστερόστροφα κατά 45 μοίρες. Αυτός ο δεύτερος πίνακας
απεικονίζει το 𝑒1 στο (√2/2√2/2 ) και το 𝑒2 στο (−√2/2√2/2 ). Δƞλαδή είναι ο
πίνακας (√2/2 −√2/2

√2/2 √2/2 ). Έτσι ο μετασχƞματισμός αυτός υλοποιείται αν
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εφαρμόσουμε τƞ σύνθεσƞ των γραμμικών μετασχƞματισμών

( √2/2 −√2/2
√2/2 √2/2 )( 1,3 0

0 0,8 ) .

Ποιος είναι όμως αυτός ο νέος μετασχƞματισμός; Αυτό θα το «ανα-
καλύψουμε» στƞν επόμενƞ ενότƞτα.

2.2 πολλαπλασιασμός πινάκων

Ɵα μελετήσουμε τώρα τι συμβαίνει όταν εφαρμόσουμε στο επίπε-
δο έναν γραμμικό μετασχƞματισμό και στƞ συνέχεια εφαρμόσουμε
στο μετασχƞματισμένο επίπεδο ένα δεύτερο. Ας υποθέσουμε ότι οι
πίνακές μας είναι οι

( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

) και ( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

) .

Εφαρμόζοντας τον πρώτο στο διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ) παίρνουμε το διάνυσμα

( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

)( 𝑥𝑦) = (𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦
𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦

) = (𝑎1𝑥+𝑐1𝑦) (
1
0)+(𝑏1𝑥+𝑑1𝑦) (

0
1) .

Έτσι, όταν σε αυτό εφαρμόσουμε τον δεύτερο θα πάρουμε ότι

( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

)(( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

)( 𝑥𝑦))

= (𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦) (
𝑎2
𝑏2

) + (𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦) (
𝑐2
𝑑2

)

= (𝑎2(𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦) + 𝑐2(𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦)
𝑏2(𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦) + 𝑑2(𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦)

)

= ((𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1)𝑥 + (𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1)𝑦
(𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1)𝑥 + (𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1)𝑦

) .

Αλλά αν θυμƞθούμε τον τύπο (2.1) παρατƞρούμε ότι το τελευταίο
διάνυσμα είναι το αποτέλεσμα

( 𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1 𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1
𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1 𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1

)( 𝑥𝑦) .

Δƞλαδή ƞ σύνθεσƞ δύο γραμμικών μετασχƞματισμών παραμένει γραμ-
μικός μετασχƞματισμός (αν και ομολογουμένως έχει ένα περίπλοκο
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αλγεβρικό τύπο). Έτσι είναι φυσιολογικό να ορίσουμε τƞ σύνθεσƞ
των δύο αυτών απεικονίσεων θέτοντας:

( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

)( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

) = ( 𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1 𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1
𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1 𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1

) . (2.2)

Ʃυχνά όταν αναφερόμαστε στους γραμμικούς αυτούς μετασχƞματι-
σμούς ως πίνακες δεν λέμε «σύνθεσƞ πινάκων» για τον τύπο (2.2)
αλλά τον ονομάζουμε πολλαπλασιασμό πινάκων. Επειδή ο ορισμός
πράγματι είναι περίπλοκος θα πρέπει να βρείτε ένα μνƞμονικό κανό-
να για να μπορείτε να τον θυμάστε.

Το γεγονός όμως είναι ότι ο πρώτος μετασχƞματισμός «παραμορ-
φώνει» το επίπεδο όπως έχουμε συζƞτήσει και στƞ συνέχεια ο δεύτε-
ρος μετασχƞματισμός το «παραμορφώνει» επιπλέον. Για ένα παρά-
δειγμα, αν χρƞσιμοποιήσουμε τους πίνακες

𝐵 = ( −2 1
1 1 ) και 𝐴 = ( 1 1

0 1 )

μπορούμε όπως παραπάνω να υπολογίσουμε ότι

𝐵𝐴 = ( −2 −1
1 2 ) .

Ʃτο Ʃχήμα 2.1 (σελίδα 37) το πρώτο γράφƞμα δείχνει τƞν παραμόρ-
φωσƞ του χώρου του επιπέδου που κάνει ο Α, το δεύτερο τƞν παρα-
μόρφωσƞ που κάνει ο 𝐵 και το τρίτο τƞν παραμόρφωσƞ που κάνει ο
𝐴 αν στƞ συνέχεια εφαρμοστεί ο 𝐵.
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§ÅØ
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Ʃχήμα 2.1: Οι μετασχƞματισμοί 𝐴, 𝐵, 𝐵𝐴 και 𝐴𝐵. Φανερά 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴.

Ενώ αν επιστρέψουμε στο τελευταίο παράδειγμα τƞς προƞγούμε-
νƞς ενότƞτας εκείνος ο μετασχƞματισμός είναι ο

( √2/2 −√2/2
√2/2 √2/2 )( 1,3 0

0 0,8 ) = ( 1,3√2/2 −0,8√2/2
1,3√2/2 0,8√2/2 ) .
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2.2.1 Ιδιότƞτες πολλαπλασιασμού

Το πρώτο πράγμα που παρατƞρούμε είναι ότι το γινόμενο πινά-
κων δεν είναι αντιμεταθετικό. Δƞλαδή δεν ισχύει πάντα ότι 𝐵𝐴 = 𝐴𝐵.
Αυτό είναι αναμενόμενο εφόσον στƞν ουσία μιλάμε για σύνθεσƞ α-
πεικονίσεων (και γνωρίζουμε ότι για πραγματικές συναρτήσεις 𝑓 και
𝑔 δεν ισχύει 𝑓 ∘ 𝑔 = 𝑔 ∘ 𝑓). Αλλά μπορούμε να το επιβεβαιώσουμε
εύκολα. Αν 𝐴 = ( 1 1

0 1 ) και 𝐵 = (−2 1
1 1 ) τότε

𝐵𝐴 = ( −2 1
1 1 )( 1 1

0 1 ) = ( −2 −1
1 2 )

ενώ

𝐴𝐵 = ( 1 1
0 1 )( −2 1

1 1 ) = ( −1 2
1 1 )

(δείτε και Ʃχήμα 2.1 σελίδα 37).
Η προσεταιριστική ιδιότƞτα όμως ισχύει:

Πρόταση 2.2.1 Για οποιουσδήποτε πίνακες 𝐴, 𝐵 και 𝐶 ισχύει

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

Απόδειξƞ: Ɵα μπορούσαμε να μπούμε σε μια διαδικασία πράξεων
αλλά δεν είναι απαραίτƞτο: για να βρούμε που απεικονίζει ένα διά-
νυσμα ο πίνακας (𝐴𝐵)𝐶 πρέπει να εφαρμόσουμε στο διάνυσμα πρώ-
τα τον πίνακα 𝐶. Ʃτο αποτέλεσμα πρέπει να εφαρμόσουμε τώρα τον
𝐴𝐵. Δƞλαδή να εφαρμόσουμε πρώτα τον 𝐵 και τέλος τον 𝐴. Το ίδιο
ακριβώς θα πρέπει να κάνουμε όταν στο διάνυσμα πρέπει να εφαρ-
μόσουμε τον 𝐴(𝐵𝐶). Πρώτα τον 𝐶, μετά τον 𝐵 και τέλος τον 𝐴. Επειδή
και στις δύο περιπτώσεις κάνουμε ακριβώς τους ίδιους μετασχƞματι-
σμούς με τƞν ίδια σειρά θα πάρουμε αναγκαστικά ακριβώς το ίδιο
αποτέλεσμα. 2

Αυτό που κάναμε στƞν παραπάνω απόδειξƞ δεν ήταν άλλο από
το ότι εφόσον οι πίνακες είναι μετασχƞματισμοί του επιπέδου, είναι
ίσοι αν δίνουν το ίδιο αποτέλεσμα σε κάθε διάνυσμα. Αλλά

και ((𝐴𝐵)𝐶)(𝑣) = 𝐴(𝐵(𝐶(𝑣))) και (𝐴(𝐵𝐶))(𝑣) = 𝐴(𝐵(𝐶(𝑣))).

Οπότε (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).
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Υπάρχει και τρίτο σκεπτικό που θα μπορούσε να ακολουθήσει κα-
νείς. Ποια είναι ƞ πρώτƞ στήλƞ των πινάκων (𝐴𝐵)𝐶 και 𝐴(𝐵𝐶); Είναι
το διάνυσμα στο οποίο απεικονίζεται το 𝑒1. Αλλά και στις δύο περι-
πτώσεις αυτό είναι το 𝐴(𝐵(𝐶(𝑒1))), άρα οι πίνακες έχουν τƞν ίδια
πρώτƞ στήλƞ. Ομοίως και για τις υπόλοιπες στήλες. Τώρα αν κανείς
έχει τƞ διάθεσƞ να κάνει πράξεις με τον τύπο (2.2) μπορεί να το κάνει
ως Άσκƞσƞ …αντοχής.

2.3 η «γραμμικότητα» των γραμμικών μετασχηματισμών

Ʃτο εξής αντί να γράφουμε 𝐴(𝑢) για το διάνυσμα στο οποίο o Α
απεικονίζει το 𝑢 θα γράφουμε απλά 𝐴𝑢.

Πρόταση 2.3.1 Για κάθε πίνακα 𝐴 κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ2 και κάθε 𝜆 ∈ ℝ
ισχύουν τα εξής:

(i) 𝐴(𝑢 + 𝑣) = 𝐴𝑢+𝐴𝑣,

(ii) 𝐴(𝜆𝑣) = 𝜆(𝐴𝑣).

Απόδειξƞ: (i) Αν 𝑢 = (𝑢1𝑢2
), 𝑣 = (𝑣1𝑣2

) και 𝐴 = ( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) τότε

𝑢 + 𝑣 = (𝑢1 + 𝑣1
𝑢2 + 𝑣2

) = (𝑢1 + 𝑣1)𝑒1 + (𝑢2 + 𝑣2)𝑒2,

οπότε

𝐴(𝑢 + 𝑣) = (𝑢1 + 𝑣1) (
𝑎
𝑏) + (𝑢2 + 𝑣2) (

𝑐
𝑑)

= 𝑢1 (
𝑎
𝑏) + 𝑣1 (

𝑎
𝑏) + 𝑢2 (

𝑐
𝑑) + 𝑣2 (

𝑐
𝑑)

= 𝐴(𝑢1𝑒1 + 𝑢2𝑒2) + 𝐴(𝑣1𝑒1 + 𝑣2𝑒2)
= 𝐴(𝑢) + 𝐴(𝑣).

(ii) 𝜆𝑣 = (𝜆𝑣1)𝑒1 + (𝜆𝑣2)𝑒2 οπότε

𝐴(𝜆𝑣) = (𝜆𝑣1) (
𝑎
𝑏) + (𝜆𝑣2) (

𝑐
𝑑) = 𝜆(𝑣1 (

𝑎
𝑏) + 𝑣2 (

𝑐
𝑑)) = 𝜆(𝐴𝑣)

2
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Πρόταση 2.3.2 Για οποιουσδήποτε πίνακες 𝐴, 𝐵, 𝐶 και οποιοδήποτε
𝜆 ∈ ℝ ισχύουν οι ιδιότƞτες

(i) 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 +𝐴𝐶,

(ii) 𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵 = 𝐴(𝜆𝐵).

Απόδειξƞ: (i) Για κάθε διάνυσμα 𝑣 ∈ ℝ2 ισχύει

(𝐴(𝐵 + 𝐶))(𝑣) = 𝐴((𝐵 + 𝐶)(𝑣)) = 𝐴(𝐵(𝑣) + 𝐶(𝑣))
= 𝐴(𝐵(𝑣)) + 𝐴(𝐶(𝑣)) = (𝐴𝐵)(𝑣) + (𝐴𝐶)(𝑣)
= (𝐴𝐵 +𝐴𝐶)(𝑣).

Άρα 𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 +𝐴𝐶.
(ii) Ομοίως. 2

Πρόταση 2.3.3 Ένας πίνακας μετασχƞματίζει γραμμικά το επίπεδο
στο επίπεδο, δƞλαδή

(i) απεικονίζει το μƞδέν στο μƞδέν

(ii) απεικονίζει ευθείες γραμμές σε ευθείες γραμμές, και

(iii) ευθείες γραμμές που έχουν ίσες αποστάσεις μεταξύ τους απει-
κονίζονται σε ευθείες γραμμές που έχουν πάλι ίσες αποστάσεις
μεταξύ τους.

Απόδειξƞ: (i) Αυτό είναι φανερό, αφού 0 = 0𝑒1 + ⋯ + 0𝑒𝑛, οπότε
𝐴0 = 0(𝐴𝑒1) +⋯+ 0(𝐴𝑒𝑛) = 0.
(ii) Ευθεία γραμμή που διέρχεται από το σƞμείο τερματισμού του

διανύσματος 𝑣 και είναι παράλλƞλƞ στο διάνυσμα 𝑢 είναι (εξ’ ορι-
σμού) το σύνολο

𝐸𝑣,𝑢 = {𝑣 + 𝜆𝑢 ∶ 𝜆 ∈ ℝ}.

Κάθε στοιχείο 𝑣+𝜆𝑢 τƞς 𝐸𝑣,𝑢 απεικονίζεται (λόγω τƞς Πρότασƞς 2.3.1)
στο 𝐴(𝑣 + 𝜆𝑢) = 𝐴𝑣 + 𝜆𝐴𝑢. Άρα ƞ ευθεία 𝐸𝑣,𝑢 απεικονίζεται στο
σύνολο

{𝐴𝑣 + 𝜆𝐴𝑢 ∶ 𝜆 ∈ ℝ} = 𝐸𝐴𝑣,𝐴𝑢,

δƞλαδή μια ευθεία γραμμή (που περνάει από το σƞμείο τερματισμού
του 𝐴𝑣 και είναι παράλλƞλƞ στο 𝐴𝑢).
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(iii) Ας υποθέσουμε ότι οι ευθείες 𝐸𝑣,𝑢, 𝐸𝜆𝑣,𝑢 και 𝐸𝜇𝑣,𝑢 είναι ευθείες
παράλλƞλες (στο 𝑢) που περνάνε από τα σƞμεία τερματισμού των 𝑣,
𝜆𝑣 και 𝜇𝑣 (δƞλαδή ƞ ευθεία Ε0,𝑣 είναι οποιαδήποτε τέμνουσα ευθεία
των τριών ευθειών). Αν υποθέσουμε ότι οι τρεις αυτές ευθείες δεν
περνάνε όλες από το μƞδέν (αλλιώς ως παράλλƞλες θα ταυτίζονται)
και ισαπέχουν, τότε ισχύει ‖𝜆𝑣 − 𝑣‖2 = ‖𝜇𝑣 − 𝜆𝑣‖2 ισοδύναμα |𝜆 − 1| =
|𝜇−𝜆|. Όταν εφαρμοστεί ο πίνακας 𝐴 θα προκύψουν οι ευθείες 𝐸𝐴𝑣,𝐴𝑢,
𝐸𝜆𝐴𝑣,𝐴𝑢, και 𝐸𝜇𝐴𝑣,𝐴𝑢. Η τέμνουσα ευθεία 𝐸0,𝑣 θα απεικονιστεί στƞν
ευθεία 𝐸0,𝐴𝑣 ƞ οποία τέμνει τις μετασχƞματισμένες ευθείες στα 𝐴𝑣,
𝜆𝐴𝑣 και 𝜇𝐴𝑣. Αλλά

‖𝜆𝐴𝑣 − 𝐴𝑣‖2 = |𝜆 − 1| ‖𝐴𝑣‖2 = |𝜇 − 𝜆| ‖𝐴𝑣‖2 = ‖𝜆𝐴𝑣 − 𝜇𝐴𝑣‖2,

ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

2.4 διανύσματα και πίνακες στον ℝ𝑛

Ακριβώς τα ίδια ισχύουν και στον ℝ𝑛. Τώρα έχουμε 𝑛 βασικά δια-
νύσματα, τα

𝑒1 = (

1
0
⋮
0

) 𝑒2 = (

0
1
⋮
0

) … 𝑒𝑛 = (

0
0
⋮
1

) ,
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και κάθε διάνυσμα έχει 𝑛 συντεταγμένες. Ο γραμμικός μετασχƞματι-
σμός ορίζεται από το σε ποια διανύσματα απεικονίζει τα 𝑒1,… , 𝑒𝑛.
Αν ένας γραμμικός μετασχƞματισμός του ℝ𝑛 στον ℝ𝑛 απεικονίζει το
𝑒𝑖 στο

𝑣𝑖 = 𝐴𝑒𝑖 = (

𝑣𝑖1
𝑣𝑖2
⋮
𝑣𝑖𝑛

)

για 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛, ορίζουμε το σύμβολο

(

𝑣11 𝑣21 ⋯ 𝑣𝑛1
𝑣12 𝑣22 ⋯ 𝑣𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣1𝑛 𝑣2𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

)

το οποίο ονομάζουμε 𝑛 × 𝑛 πίνακα. Αυτό το σύμβολο περιέχει όλƞ
τƞν απαραίτƞτƞ πλƞροφορία για το που απεικονίζεται οποιοδήποτε
διάνυσμα του ℝ𝑛. Αν

𝑥 = (

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

) = 𝑥1𝑒1 + 𝑥2𝑒2 +⋯𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ ℝ𝑛,

τότε

(

𝑣11 𝑣21 ⋯ 𝑣𝑛1
𝑣12 𝑣22 ⋯ 𝑣𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣1𝑛 𝑣2𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

)(

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

) = 𝑥1(

𝑣11
𝑣12
⋮
𝑣1𝑛

)+⋯+ 𝑥𝑛(

𝑣𝑛1
𝑣𝑛2
⋮
𝑣𝑛𝑛

)

= (

𝑥1𝑣11 +⋯+ 𝑥𝑛𝑣𝑛1
𝑥1𝑣12 +⋯+ 𝑥𝑛𝑣𝑛2

⋮
𝑥1𝑣1𝑛 +⋯+ 𝑥𝑛𝑣𝑛𝑛

) . (2.3)

Και πάλι ο τύπος αυτού του ονομαζόμενου «πολλαπλασιασμού» πί-
νακα επί διάνυσμα είναι περίπλοκος και απαιτείτε να βρείτε ένα μνƞ-
μονικό κανόνα.
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Εργαζόμενοι ομοίως με πριν για τƞ σύνθεσƞ γραμμικών απεικο-
νίσεων, δƞλαδή για τον «πολλαπλασιασμό» πινάκων βρίσκουμε τον
εξής τύπο:

(

𝑢11 𝑢21 ⋯ 𝑢𝑛1
𝑢12 𝑢22 ⋯ 𝑢𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑢1𝑛 𝑢2𝑛 ⋯ 𝑢𝑛𝑛

)(

𝑣11 𝑣21 ⋯ 𝑣𝑛1
𝑣12 𝑣22 ⋯ 𝑣𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣1𝑛 𝑣2𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

)

= (

∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖1𝑣1𝑖 ∑𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖1𝑣2𝑖 ⋯ ∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖1𝑣𝑛𝑖

∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖2𝑣1𝑖 ∑𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖2𝑣2𝑖 ⋯ ∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖2𝑣𝑛𝑖

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖𝑛𝑣1𝑖 ∑𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖𝑛𝑣2𝑖 ⋯ ∑𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖𝑛𝑣𝑛𝑖

) . (2.4)

Όλες οι ιδιότƞτες των πινάκων ισχύουν με τις ίδιες ακριβώς αποδείξεις
όπως και στο ℝ2 (βεβαίως αν κάποιος θέλει μπορεί να κάνει πράξεις
με…τƞ σχέσƞ (2.4) αλλά αυτό δεν χρειάζεται).
Ο πίνακας που δεν αλλάζει κανένα διάνυσμα, δƞλαδή που απει-

κονίζει το 𝑒1 στο 𝑒1, το 𝑒2 στο 𝑒2 κλπ, δƞλαδή ο πίνακας

(

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

)

ονομάζεται ταυτοτικός πίνακας και τον συμβολίζουμε με 𝐼𝑛 ή με 𝐼𝑑𝑛,
ή όταν εννοείται ότι μιλάμε για 𝑛 × 𝑛 πίνακες παραλείπουμε το 𝑛
και γράφουμε 𝐼 ή 𝐼𝑑. Εύκολα ελέγχουμε ότι 𝐼𝐴 = 𝐴𝐼 = 𝐴 για κάθε
𝑛 × 𝑛 πίνακα (είναι προφανές (δεν χρειάζονται πράξεις), αφού ο 𝐼
δεν αλλάζει κανένα διάνυσμα).

2.5 γραμμικοί μετασχηματισμοί από τον ℝ𝑛 στον ℝ𝑚

Με τον ίδιο τρόπο ορίζουμε τους μετασχƞματισμούς από τον ℝ𝑛

στον ℝ𝑚. Πάλι ορίζουμε το σύμβολο του (τώρα 𝑚× 𝑛) πίνακα

(

𝑣11 𝑣21 𝑣31 ⋯ 𝑣𝑛1
𝑣12 𝑣22 𝑣32 ⋯ 𝑣𝑛2
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣1𝑚 𝑣2𝑚 𝑣3𝑚 ⋯ 𝑣𝑛𝑚

)
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του οποίου κάθε στήλƞ μας δείχνει που απεικονίζονται τα βασικά
διανύσματα του ℝ𝑛 στον ℝ𝑚. Οι λεπτομέρειες αφήνονται ως άσκƞ-
σƞ. Παρατƞρούμε μόνο ότι ο𝑚×𝑛 πίνακας είναι γραμμική απεικόνισƞ
από τον ℝ𝑛 στον ℝ𝑚 άρα εφαρμόζεται σε διανύσματα 𝑛 συντεταγ-
μένων. Τέλος ƞ σύνθεσƞ (άρα ο «πολλαπλασιασμός» πινάκων) έχει
νόƞμα όταν ο πρώτος μετασχƞματισμός έχει πεδίο τιμών τον ℝ𝑚 και
ο δεύτερος έχει πεδίο ορισμού του ℝ𝑚 δƞλαδή το γινόμενο πινάκων
𝐴𝐵 έχει νόƞμα μόνο αν ο 𝐵 είναι 𝑚× 𝑛 και ο 𝐴 είναι 𝑘 × 𝑚. Πρέπει
δƞλαδή όσες στήλες έχει ο 𝐴 τόσες γραμμές να έχει ο 𝐵.

2.6 το εσωτερικό γινόμενο

Παρατƞρούμε ότι αν θέσουμε 𝑥𝑡 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) το σƞμείο τερματι-
σμού του διανύσματος 𝑥 τότε με τƞ βοήθεια του γινομένου πινάκων
ορίζεται μια γραμμική απεικόνισƞ από το ℝ𝑛 στο ℝ με τƞ σχέσƞ

𝑥𝑡 ⋅ 𝑦 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛)(
𝑦1
⋮
𝑦𝑛

) = 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗. (2.5)

Παρατƞρούμε επίσƞς ότι 𝑥𝑡 ⋅ 𝑥 = ‖𝑥‖22.

Ορισμός 2.6.1 Για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 απεικόνισƞ 𝑥𝑡 ∶ ℝ𝑛 → ℝ με

𝑥𝑡(𝑦) = 𝑥𝑡 ⋅ 𝑦 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ⋅ (
𝑦1
⋮
𝑦𝑛

) = 𝑥1𝑦1+⋯+𝑥𝑛𝑦𝑛 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗 (2.6)

ονομάζεται εσωτερικό γινόμενο του 𝑥 με το 𝑦 και γράφουμε

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥𝑡 ⋅ 𝑦.

Ας δούμε τώρα τι πραγματικά σƞμαίνει το εσωτερικό γινόμενο που
ορίζει με τον παραπάνω τρόπο το τυχόν διάνυσμα 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Ποιο είναι
το νόƞμα δƞλαδή τƞς παράστασƞς 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

Πρόταση 2.6.2 Η τιμή του εσωτερικού γινομένου του 𝑥 με το 𝑦, δƞ-
λαδή ƞ τιμή ⟨𝑥, 𝑦⟩ ισούται με το μήκος τƞς προβολής του 𝑦 στο 𝑥 επί
το μήκος του 𝑥. Επειδή ƞ παράστασƞ 𝑥1𝑦1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑦𝑛 είναι ίδια με
τƞν 𝑦1𝑥1+⋯+𝑦𝑛𝑥𝑛, το εσωτερικό γινόμενο είναι συμμετρικό, δƞλαδή
⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩, και άρα ισούται και με το προσƞμασμένο μήκος τƞς



2.6 Το εσωτερικό γινόμενο . 45

προβολής του 𝑥 στƞ διεύθυνσƞ του 𝑦 (θετικό αν ƞ προβολή είναι ο-
μόρροπƞ με το 𝑦 και αρνƞτικό αλλιώς) επί το μήκος του 𝑦. Ειδικότερα
ισχύει

⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ = 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 = ‖𝑥‖2 ⋅ ‖𝑦‖2 cos𝜃,

όπου 𝜃 ƞ κυρτή γωνία του 𝑥 με το 𝑦 στο επίπεδο span{𝑥, 𝑦}.

Απόδειξƞ: Ɵα αποδείξουμε πρώτα ότι

‖𝑥‖2 ⋅ ‖𝑦‖2 cos𝜃 = 𝑥1𝑦1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛,

όπου 𝜃 ƞ κυρτή γωνία του 𝑥 με το 𝑦 στο επίπεδο span{𝑥, 𝑦}. Το διά-
νυσμα 𝑥 + 𝑦 ανήκει και αυτό στο span{𝑥, 𝑦} και άρα κοιτώντας το
σχήμα στο δισδιάστατο επίπεδο span{𝑥, 𝑦} βλέπουμε τƞν εξής γεωμε-
τρική εικόνα:

À

SØSÙ Ø

SÙSÙ

Ù

SØ�
ÙSÙ

Ø� Ù

Ö

�

�

�

Από τις ιδιότƞτες των παραλλƞλογράμμων 𝜙 = 𝜋 − 𝜃 οπότε cos𝜃 =
− cos𝜙. Αλλά στο τρίγωνο ΑΒΓ

⊿
ο νόμος των συνƞμιτόνων μας δίνει

ότι
‖𝑥 + 𝑦‖22 = ‖𝑥‖22 + ‖𝑦‖22 + 2‖𝑥‖2‖𝑦‖2 cos𝜙.

Άρα

2‖𝑥‖2‖𝑦‖2 cos𝜙 = ‖𝑥 + 𝑦‖22 − ‖𝑥‖22 − ‖𝑦‖22

=
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗)2 −
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥2𝑗 −
𝑛
∑
𝑗=1

𝑦2𝑗

= 2
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗 = 2⟨𝑥, 𝑦⟩, (2.7)

αποδεικνύοντας τον τύπο.
Επιπλέον, το ότι ƞ τιμή αυτή ισούται με το προσƞμασμένο μήκος

τƞς προβολής του 𝑥 στƞ διεύθυνσƞ του 𝑦 επί το μήκος του 𝑦 μπορεί να
κατανοƞθεί είτε από το ότι το ‖𝑥‖2 cos𝜃 είναι το μήκος τƞς προβολής
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πάνω στƞ διεύθυνσƞ του 𝑦, είτε εφαρμόζοντας το γενικευμένο Πυ-
θαγόρειο θεώρƞμα (που είναι ισοδύναμο βεβαίως με τον νόμο των
συνƞμιτόνων) στο τρίγωνο ΑΒΓ

⊿
. 2

Παρατήρηση 2.6.3 Αν ‖𝑥‖2 = ‖𝑦‖2 = 1 δƞλαδή αν τα διανύσματα 𝑥
και 𝑦 ανήκουν στƞ σφαίρα 𝕊𝑛−1 ακτίνας 1 στον ℝ𝑛, τότε το ⟨𝑥, 𝑦⟩
είναι ίσο ακριβώς με το προσƞμασμένο μήκος τƞς προβολής του 𝑥 στƞ
διεύθυνσƞ του 𝑦, αλλά και με το προσƞμασμένο μήκος τƞς προβολής
του 𝑦 στƞ διεύθυνσƞ του 𝑥.

Πρόταση 2.6.4 (Ανισότητα Cauchy-Schwartz) Για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ι-
σχύει

|⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

Απόδειξƞ: Η απόδειξƞ είναι προφανής αφού

|⟨𝑥, 𝑦⟩| = ∣‖𝑥‖2‖𝑦‖2 cos𝜃∣ ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

2

Πόρισμα 2.6.5 Η απεικόνισƞ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ είναι συνεχής ως
προς και τις δύο μεταβλƞτές τƞς.

Απόδειξƞ: Αν 𝑥𝑚 → 𝑥 και 𝑦𝑚 → 𝑦, δƞλαδή αν ‖𝑥𝑚 − 𝑥‖2 → 0 και
‖𝑦𝑚 − 𝑦‖2 → 0 καθώς 𝑚 → ∞, οι ‖𝑥𝑚‖2 και ‖𝑦𝑚‖2 είναι φραγμένες
πραγματικές ακολουθίες, αφού είναι συγκλίνουσες. Πράγματι από
τƞν τριγωνική ανισότƞτα ισχύει

∣‖𝑥𝑚‖2 − ‖𝑥‖2∣ ≤ ‖𝑥𝑚 − 𝑥‖2 → 0,

άρα ‖𝑥𝑚‖2 → ‖𝑥‖2 καθώς 𝑚 → ∞. Ομοίως για τƞν ‖𝑦𝑚‖2. Έστω ότι
‖𝑥𝑚‖2 ≤ 𝑀 και ‖𝑦𝑚‖2 ≤ 𝑀 , για κατάλλƞλο 𝑀 ∈ ℝ. Τότε από τƞν
ανισότƞτα Cauchy-Schwartz θα έχουμε

∣⟨𝑥𝑚, 𝑦𝑚⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩∣ = ∣⟨𝑥𝑚, 𝑦𝑚⟩ − ⟨𝑥𝑚𝑦⟩ + ⟨𝑥𝑚, 𝑦⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩∣
= ∣⟨𝑥𝑚, 𝑦𝑚 − 𝑦⟩ + ⟨𝑥𝑚 − 𝑥, 𝑦⟩∣
≤ ∣⟨𝑥𝑚, 𝑦𝑚 − 𝑦⟩∣ + ∣⟨𝑥𝑚 − 𝑥, 𝑦⟩∣
≤ ‖𝑥𝑚‖2‖𝑦𝑚 − 𝑦‖2 + ‖𝑥𝑚 − 𝑥‖2‖𝑦‖2
≤ 𝑀‖𝑦𝑚 − 𝑦‖2 +𝑀‖𝑥𝑚 − 𝑥‖2,

άρα συγκλίνει στο μƞδέν. 2
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Ʃτα παρακάτω θα χρειαστούμε και τον ορισμό του εσωτερικού
γινομένου στον ℂ𝑛. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ υπάρχει μια διαφοροποί-
ƞσƞ. Επειδή πάλι θα θέλουμε να ισχύει ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ‖𝑥‖22 αναγκαζόμαστε
να ορίσουμε το εσωτερικό γινόμενο αντί να είναι

⟨(𝑥1,… , 𝑥𝑛), (𝑦1,… , 𝑦𝑛)⟩ =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗 ⋅ 𝑦𝑗,

ώστε να προκύψει ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ‖𝑥‖22. Οπότε τώρα ως συνέπεια αυτής τƞς
μεταβολής ισχύει

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗 ⋅ 𝑦𝑗 =
𝑛
∑
𝑗=1

𝑦𝑗 ⋅ 𝑥𝑗 = ⟨𝑦, 𝑥⟩.

Δƞλαδή το μιγαδικό εσωτερικό γινόμενο δεν είναι συμμετρικό. Το ο-
νομάζουμε «αντισυμμετρικό» για αυτή του τƞν ιδιότƞτα. Πολύ εύκο-
λα ελέγχουμε ότι όλες οι ιδιότƞτες του εσωτερικού γινομένου ισχύουν
και στο μιγαδικό εσωτερικό γινόμενο με τις προφανείς τροποποιήσεις
λόγω τƞς αντισυμμετρίας. Για παράδειγμα, συνεχίζει να ισχύει ƞ α-
νισότƞτα Cauchy-Schwartz αλλά ƞ απόδειξƞ πρέπει να τροποποιƞθεί,
αφού στƞν (2.7) θα πάρουμε

2‖𝑥‖2‖𝑦‖2 cos𝜃 = ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑥⟩ = 2Re⟨𝑥, 𝑦⟩.

Αν ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0 τότε ƞ ανισότƞτα Cauchy-Schwartz ισχύει τετριμμένα.
Αν ⟨𝑥, 𝑦⟩ ≠ 0 αντικαθιστούμε το 𝑥 με το 𝑒𝑖𝜙𝑥 όπου 𝑒𝑖𝜙 = |⟨𝑥, 𝑦⟩|/⟨𝑥, 𝑦⟩.
Οπότε από τα προƞγούμενα, και επειδή |𝑒𝑖𝜙| = 1 θα έχουμε

|⟨𝑥, 𝑦⟩| = 𝑒𝑖𝜙⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑒𝑖𝜙𝑥, 𝑦⟩.

Δƞλαδή ƞ τελευταία παράστασƞ είναι πραγματικός αριθμός. Οπότε
συνεχίζουμε:

|⟨𝑥, 𝑦⟩| = Re⟨𝑒𝑖𝜙𝑥, 𝑦⟩ = ‖𝑒𝑖𝜙𝑥‖2‖𝑦‖2 cos𝜃 ≤ ‖𝑒𝑖𝜙𝑥‖2‖𝑦‖2 = ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

Εδώ πιθανώς να εγερθούν ενστάσεις ως προς το τι είναι ƞ γωνία 𝜃
και αν είναι ƞ ίδια όταν χρƞσιμοποιούμε το 𝑥 ή το 𝑒𝑖𝜙𝑥. Για αυτό, συ-
νήθως ακολουθείται μια άλλƞ, αλλά λιγότερο διαισθƞτική απόδειξƞ:
για κάθε 𝜆 ∈ ℝ ισχύει

⟨𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑥 + 𝜆𝑦⟩ = ‖𝑥 + 𝜆𝑦‖22 ≥ 0.
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Άρα

0 ≤ ⟨𝑥 + 𝜆𝑦, 𝑥 + 𝜆𝑦⟩ = (⟨𝑦, 𝑦⟩)𝜆2 + 2Re(⟨𝑥, 𝑦⟩)𝜆 + ⟨𝑥, 𝑥⟩.

Επειδή αυτό θα πρέπει να ισχύει για κάθε 𝜆 ∈ ℝ συμπεραίνουμε ότι ƞ
διακρίνουσα του προƞγουμένου τριωνύμου (ως προς 𝜆) πρέπει να μƞ
θετική, δƞλαδή

|Re⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

Τώρα επαναλαμβάνουμε το επιχείρƞμα με το 𝑒𝑖𝜙𝑥 όπως και πριν.

2.7 καθετότητα, ορθογώνια προβολή

Δύο διανύσματα 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 είναι κάθετα όταν cos𝜃 = 0, όπου 𝜃
ƞ γωνία των 𝑥 και 𝑦 (στο επίπεδο που παράγουν), ισοδύναμα, από
τƞν Πρότασƞ 2.6.2, όταν ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0.
Αν 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑛 και ‖𝑢‖2 = 1, ορίζουμε τƞν ορθογώνια προβολή του

𝑣 στο υπερεπίπεδο 𝑢⟂ να είναι το διάνυσμα 𝑃𝑢⟂(𝑣) = 𝑣 − ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑢. Το
διάνυσμα αυτό είναι πράγματι στο 𝑢⟂, αφού χρƞσιμοποιώντας τƞ
γραμμικότƞτα του εσωτερικού γινομένου έχουμε

⟨𝑢, 𝑃𝑢⟂(𝑣)⟩ = ⟨𝑢, (𝑣 − ⟨𝑣, 𝑢⟩𝑢)⟩
= ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑣, 𝑢⟩⟨𝑢, 𝑢⟩
= ⟨𝑢, 𝑣⟩ − ⟨𝑣, 𝑢⟩‖𝑢‖2
= 0.

Ομοίως ορίζουμε τƞν ορθογώνια προβολή σε επίπεδο διάστασƞς 𝑘. Αν
𝑢1,… , 𝑢𝑛−𝑘 ορθογώνια και μήκους 1 διανύσματα στον ℝ𝑛 ορίζουμε
τƞν προβολή του 𝑣 στον υπόχωρο 𝐹 = span{𝑢1,… , 𝑢𝑛−𝑘}⟂ διάστασƞς
𝑘 να είναι το διάνυσμα

𝑃𝐹(𝑣) = 𝑣 −
𝑛−𝑘
∑
𝑖=1

⟨𝑣, 𝑢𝑖⟩𝑢𝑖.

Εύκολα ελέγχεται όπως και πριν ότι 𝑃𝐹(𝑣) ∈ 𝐹 δείχνοντας ότι το 𝑃𝐹(𝑣)
είναι κάθετο σε όλα τα 𝑢1,… , 𝑢𝑛−𝑘 υπολογίζοντας τα ⟨𝑢𝑗, 𝑃𝐹(𝑣)⟩ για
𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 − 𝑘.
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2.7.1 Τανυστικά γινόμενα

Η πιο απλή προβολή είναι ƞ προβολή στƞ διεύθυνσƞ ενός διανύ-
σματος. Αν το 𝑒 είναι ένα διάνυσμα μήκους 1 στου οποίου τƞ διεύ-
θυνσƞ θα προβάλουμε, τότε ƞ προβολή αυτή είναι ƞ απεικόνισƞ

𝑃[𝑒]𝑥 = ⟨𝑥, 𝑒⟩𝑒.

Ʃυχνά ƞ προβολή αυτή συμβολίζεται με 𝑒 ⊗ 𝑒 και ονομάζεται τανυ-
στικό γινόμενο του 𝑒 με τον εαυτό του. Ο ορισμός αυτός μπορεί να
επεκταθεί σε οποιαδήποτε δύο διανύσματα θέτοντας

(𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑥) = ⟨𝑥, 𝑣⟩𝑢,

για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑛. Φανερά το τανυστικό γινόμενο
𝑢 ⊗ 𝑣 δεν είναι τίποτα άλλο από μια γραμμική απεικόνƞσƞ από τον
ℝ𝑛 στον ℝ𝑛, δƞλαδή μπορεί να περιγραφεί από τον πίνακα με στήλες
τις εικόνες τƞς συνήθους βάσƞς. Άρα

𝑢 ⊗ 𝑣 = ((𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑒1),… , (𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑒𝑛)).

Ή αλλιώς στƞ 𝑗 στήλƞ αυτός ο πίνακας έχει το διάνυσμα (𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑒𝑗)
άρα στƞν 𝑗 στήλƞ στƞν 𝑖 γραμμή έχει τƞν 𝑖 συντεταγμένƞ του (𝑢 ⊗
𝑣)(𝑒𝑗), δƞλαδή τƞν τιμή ⟨(𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑒𝑗), 𝑒𝑖⟩. Έτσι ισχύει

(𝑢 ⊗ 𝑣)𝑗𝑖 = ⟨(𝑢 ⊗ 𝑣)(𝑒𝑗), 𝑒𝑖⟩ = ⟨𝑒𝑗, 𝑣⟩⟨𝑢, 𝑒𝑖⟩ = 𝑣𝑗𝑢𝑖.

Ως εκ τούτου, αν 𝑒1,… , 𝑒𝑛 ƞ συνήθƞς βάσƞ του ℝ𝑛 τότε

(𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑚)𝑗𝑖 = 𝑒𝑚𝑗𝑒𝑘𝑖,

το οποίο κάνει πάντα μƞδέν εκτός από τƞν περίπτωσƞ που 𝑗 = 𝑚 και
𝑖 = 𝑘 που ισούται με 1. Δƞλαδή ο πίνακας 𝑒𝑘⊗𝑒𝑚 έχει παντού μƞδενικά
εκτός από τƞ 𝑚 στήλƞ και 𝑘 γραμμή που έχει το στοιχείο 1. Άρα κάθε
𝑛 × 𝑛 πίνακας 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖) γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός των
𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑚 με συντελεστές τα στοιχεία του 𝑎𝑖𝑗:

𝐴 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑖𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗.
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Για ένα παράδειγμα στον ℝ2,

( 1 3
2 4 ) = ( 1 0

0 0 ) + ( 0 0
2 0 ) + ( 0 3

0 0 ) + ( 0 0
0 4 )

= 1 ⋅ ( 1 0
0 0 ) + 2 ⋅ ( 0 0

1 0 ) + 3 ⋅ ( 0 1
0 0 ) + 4 ⋅ ( 0 0

0 1 )

= 1 ⋅ 𝑒1 ⊗ 𝑒1 + 2 ⋅ 𝑒2 ⊗ 𝑒1 + 3 ⋅ 𝑒1 ⊗ 𝑒2 + 4 ⋅ 𝑒2 ⊗ 𝑒2.

Μπορούμε λοιπόν να θεωρήσουμε τα τανυστικά γινόμενα 𝑢 ⊗ 𝑣 ως
στοιχεία του ℝ𝑛2 . Κάθε 𝑛 × 𝑛 πίνακας είναι και αυτός στοιχείο του
ℝ𝑛2 και μια βάσƞ του χώρου αυτού είναι τα 𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗 για 𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛.
Το τανυστικό γινόμενο είναι ένα πολύ χρήσιμο εργαλείο και μπορεί

να οριστεί σε γενικούς, αφƞρƞμένους διανυσματικούς χώρους 𝑉, και
όχι μόνο στον ℝ𝑛 όπως έγινε εδώ.

2.8 ορθοκανονικές βάσεις

Μια βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛 τουℝ𝑛 λέγεται ορθοκανονική αν τα διανύσμα-
τα 𝑣𝑗 είναι όλα μήκους 1 και μεταξύ τους κάθετα. Φανερά, ƞ συνήθƞς
βάσƞ 𝑒1,… , 𝑒𝑛 είναι μια ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛.
Πολύ χρήσιμƞ είναι ƞ παρατήρƞσƞ ότι από κάθε βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛

του ℝ𝑛 μπορούμε να παράγουμε μια ορθοκανονική βάσƞ. Η διαδι-
κασία που περιγράφουμε ονομάζεται ορθοκανονικοποίƞσƞ Grahm-
Schmidt. Ɵέτουμε 𝑢1 = 𝑣1/‖𝑣1‖2 (το 𝑣1 δεν ισούται με μƞδέν, αφού τα
𝑣1,… , 𝑣𝑛 είναι βάσƞ, άρα γραμμικά ανεξάρτƞτα). Φανερά ‖𝑢1‖2 = 1.
Για να βρούμε το 𝑢2 αφαιρούμε από το 𝑢1 τƞν προβολή του 𝑣2 στƞ
διεύθυνσƞ του 𝑣1 και «διορθώνουμε» το μήκος του να είναι ίσο με 1.
Δƞλαδή θέτουμε

𝑢2 =
𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1

‖𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1‖2
(ο παρονομαστής δεν είναι ίσος με το μƞδέν διότι αν ήταν τα 𝑣2 και
𝑢1 θα ήταν γραμμικά εξαρτƞμένα, άρα και τα 𝑣2 και 𝑣1). Φανερά
‖𝑢2‖2 = 1 και

⟨𝑢1, 𝑢2⟩ =
⟨𝑢1, 𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1⟩
‖𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1‖2

= ⟨𝑢1, 𝑣2⟩ − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩‖𝑢1‖22
‖𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1‖2

= 0,

δƞλαδή τα 𝑢1 και 𝑢2 είναι ορθογώνια. Ʃυνεχίζουμε επαγωγικά με
τον ίδιο τρόπο, δƞλαδή θέτουμε 𝑢3 να είναι το 𝑣3 πλƞν τƞν προβολή
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του στο επίπεδο span{𝑢1, 𝑢2} ώστε να είναι κάθετο στα 𝑢1 και 𝑢2 και
στƞ συνέχεια «διορθώνουμε» το μήκος του να είναι ίσο με 1:

𝑢3 =
𝑣3 − (⟨𝑢1, 𝑣3⟩𝑢1 + ⟨𝑢2, 𝑣3⟩𝑢2)

∥𝑣3 − (⟨𝑢1, 𝑣3⟩𝑢1 + ⟨𝑢2, 𝑣3⟩𝑢2)∥2

(ο παρονομαστής δεν είναι μƞδέν πάλι από τƞ γραμμική ανεξαρτƞ-
σία των 𝑣𝑗). Και πάλι από τον ορισμό του 𝑢3 ισχύει ‖𝑢3‖2 = 1 και
εύκολα ελέγχουμε όπως και πριν ότι 𝑢3 ⟂ 𝑢1 και 𝑢3 ⟂ 𝑢2. Ʃυνεχίζου-
με επαγωγικά με όλα τα 𝑣𝑗. Φανερά από τƞν κατασκευή τους τα 𝑢𝑗
έχουν μήκος ίσο με 1 και είναι μεταξύ τους ορθογώνια. Μένει να δεί-
ξουμε ότι παράγουν τον ℝ𝑛. Αυτό είναι φανερό, αφού οι ορισμοί των
𝑢𝑗 μπορούν διαδοχικά να λυθούν ως προς 𝑣𝑗 (δƞλαδή 𝑣1 = 𝑢2‖𝑣1‖2,
𝑣2 = ‖𝑣2 − ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1‖2𝑢2 + ⟨𝑢1, 𝑣2⟩𝑢1 κλπ) οπότε 𝑣𝑗 ∈ span{𝑢1,… , 𝑢𝑛},
άρα span{𝑢1,… , 𝑢𝑛} = ℝ𝑛.

2.9 πίνακες στροφής και ανάκλασης

2.9.1 Ʃτροφές

Ξεκινάμε πρώτα στις 2 διαστάσεις. Ʃτον ℝ2 είναι πολύ εύκολο να
δει κανείς ότι ο πίνακας 𝑅𝜃 = ( cos 𝜃 − sin 𝜃

sin 𝜃 cos 𝜃 ) στρέφει κάθε διάνυσμα κα-
τά γωνία 𝜃 (αριστερόστροφα αν 𝜃 ≥ 0). Πράγματι, ο 𝑅𝜃 απεικονίζει
τα 𝑒1 και 𝑒2 στα ( cos 𝜃sin 𝜃 ) και (−sin 𝜃

cos 𝜃 ), και λόγω γραμμικότƞτας κάνει
ακριβώς το ίδιο σε κάθε διάνυσμα του επιπέδου. Μπορεί κανείς να
επαλƞθεύσει ότι κάθε διάνυσμα ( 𝑥𝑦 ) σχƞματίζει γωνία 𝜃 με το

𝑅𝜃 (
𝑥
𝑦) = ( cos𝜃 − sin𝜃

sin𝜃 cos𝜃 )( 𝑥𝑦) = ( 𝑥 cos𝜃 − 𝑦 sin𝜃
𝑥 sin𝜃+ 𝑦 cos𝜃) .

Αυτό αφήνεται ως άσκƞσƞ. Η άσκƞσƞ δƞλαδή είναι να υπολογιστεί
το συνƞμίτονο τƞς γωνίας των ( 𝑥𝑦 ) και 𝑅𝜃( 𝑥𝑦 ) με τƞ βοήθεια του ε-
σωτερικού τους γινομένου και των μƞκών τους.
Αν θέλουμε να εκτελέσουμε τƞν ίδια στροφή στον ℝ3 κρατώντας

τον τρίτο άξονα σταθερό, δεν έχουμε παρά να αφήσουμε αμετάβλƞ-
τες τις τρίτες συντεταγμένες κάθε διανύσματος. Ʃυνεπώς ένας πίνα-
κας που κρατάει σταθερό το 𝑒3 και στρέφει το επίπεδο span{𝑒1, 𝑒2}
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κατά γωνία 𝜃 είναι ο

(
cos𝜃 − sin𝜃 0
sin𝜃 cos𝜃 0

0 0 1
) .

Βεβαίως αν ƞ στροφή θα γίνει στο επίπεδο span{𝑒2, 𝑒3} τότε επειδή
ƞ πρώτƞ συντεταγμένƞ δεν αλλάζει ο πίνακας θα είναι ο

À

À

ÅØ

ÅÙ

ÅÚ ¸�ÅÙ

¸�ÅÚ

(
1 0 0
0 cos𝜃 − sin𝜃
0 sin𝜃 cos𝜃

) .

Ενώ αν ƞ στροφή γίνει στο επίπεδο span{𝑒1, 𝑒3} επειδή ƞ δεύτερƞ
συντεταγμένƞ δεν αλλάζει ο πίνακας θα είναι ο

(
cos𝜃 0 − sin𝜃

0 1 0
sin𝜃 0 cos𝜃

) .

Εντελώς ανάλογα είναι τα πράγματα στον ℝ𝑛. Για παράδειγμα,
στροφή κατά 𝜃 στο επίπεδο span{𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛} κάνει ο πίνακας

(

1 0 ⋯ 0 0 0
0 1 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 0
0 0 ⋯ 0 cos𝜃 − sin𝜃
0 0 ⋯ 0 sin𝜃 cos𝜃

) .

Ας υποθέσουμε τώρα ότι στον ℝ𝑛 θέλουμε να στρέψουμε το τυχόν
διάνυσμα 𝑣 ≠ 𝑒𝑛 στƞ διεύθυνσƞ του 𝑒𝑛 ώστε να γίνει ομόρροπο με το
𝑒𝑛, και ƞ στροφή να γίνει πάνω στο επίπεδο 𝐹 = span{𝑣, 𝑒𝑛}. Πρώτα
βρίσκουμε μια ορθοκανονική βάσƞ του 𝐹 τƞν οποία επεκτείνουμε σε
ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛. Ʃυγκεκριμένα θέτουμε
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𝑣′ =
𝑃𝑒⟂𝑛𝑣

‖𝑃𝑒⟂𝑛𝑣‖2
= 𝑣 − ⟨𝑒𝑛, 𝑣⟩𝑒𝑛

‖𝑣 − ⟨𝑒𝑛, 𝑣⟩𝑒𝑛‖2
.

Φανερά τα 𝑣′ και 𝑒𝑛 είναι ορθοκανονική βάσƞ του επιπέδου 𝐹. Χρƞσι-
μοποιούμε το Ɵεώρƞμα 1.4.6 για να επεκτείνουμε τƞ βάσƞ αυτή του
𝐹 σε μια ορθοκανονική βάσƞ του χώρου (στο προƞγούμενο σχήμα
προσθέτουμε το διάνυσμα 𝑣1). Έτσι τα 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2, 𝑣′, 𝑒𝑛 είναι ορ-
θοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛. Ɵέτουμε 𝑈 να είναι ο πίνακας με στήλες
τα 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2, 𝑣′, 𝑒𝑛:

𝑈 = (𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2, 𝑣′, 𝑒𝑛).

Έτσι ο 𝑈 απεικονίζει τƞ συνήθƞ βάσƞ 𝑒1, 𝑒2,… , 𝑒𝑛 στƞ νέα βάσƞ
𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2, 𝑣′, 𝑒𝑛, και ƞ αντίστροφƞ απεικόνισƞ (ας τƞ συμβολί-
σουμε με 𝑈 −1) απεικονίζει τƞ βάσƞ 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2, 𝑣′, 𝑒𝑛 στƞ συνήθƞ
βάσƞ. Άρα στέλνει 𝑒𝑛 στο 𝑒𝑛 και το 𝑣′ στο 𝑒𝑛−1. Τώρα έχουμε ό-
λα τα στοιχεία για να περιγράψουμε τƞν επιθυμƞτή στροφή. Έστω
ότι 𝜃 είναι ƞ γωνία που σχƞματίζει το 𝑈 −1𝑣 με το 𝑒𝑛 στο επίπεδο
span{𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛}. Τότε οποιαδήποτε στροφή στο 𝐹 μπορεί να γίνει ως
εξής. Απεικονίζουμε το 𝐹 στο span{𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛} με τƞν 𝑈 −1, μετά στρέ-
φουμε εκεί το 𝑈 −1𝑣 στο 𝑒𝑛 και επιστρέφουμε το span{𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛} στο 𝐹.
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Ʃυνεπώς ƞ στροφή που αναζƞτάμε δεν είναι παρά ƞ σύνθεσƞ

𝑈 (

1 0 ⋯ 0 0 0
0 1 ⋯ 0 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0 0
0 0 ⋯ 0 cos𝜃 − sin𝜃
0 0 ⋯ 0 sin𝜃 cos𝜃

)𝑈 −1.

Αυτή ƞ στροφή προφανώς αφήνει αναλλοίωτα τα διανύσματα 𝑣1, 𝑣2,
…,𝑣𝑛−2, αφού αυτά απεικονίζονται από τον 𝑈 −1 στα 𝑒1, 𝑒2,… , 𝑒𝑛−2,
στƞ συνέχεια ƞ στροφή στο span{𝑒𝑛−1, 𝑒𝑛} επίπεδο τα αφήνει αναλ-
λοίωτα και τέλος ο 𝑈 τα ξαναεπιστρέφει στα 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛−2.
Είναι φανερό ότι αν ƞ 𝑅1 στρέφει το 𝑣 στο 𝑒𝑛 και ƞ 𝑅2 το 𝑢 στο

𝑒𝑛, τότε ƞ σύνθεσƞ 𝑅−1
2 𝑅1 στρέφει το 𝑣 στο 𝑢 στο επίπεδο span{𝑣, 𝑢}

(γιατί;). Έτσι μπορούμε να στρέψουμε τον χώρο ώστε οποιοδήποτε
διάνυσμα να απεικονιστεί σε διάνυσμα ομόρροπο με οποιοδήποτε άλ-
λο διάνυσμα.
Επίσƞς μπορεί κανείς να πάρει πολύ πιο περίπλοκες στροφές στον

ℝ𝑛 αν συνθέσει οσεσδήποτε τέτοιες απεικονίσεις.
Τέλος είναι φανερό ότι οι στροφές αυτές είναι ισομετρίες. Δƞλαδή

δεν αλλάζουν τα μήκƞ των διανυσμάτων ούτε τις μεταξύ τους γωνί-
ες. Δƞλαδή αν 𝑅 οποιαδήποτε στροφή στον ℝ𝑛 τότε ‖𝑅𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 και
⟨𝑅𝑥, 𝑅𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛.

2.9.2 Ανακλάσεις

Ʃε αυτή τƞν υποενότƞτα θα μελετήσουμε τις ανακλάσεις ως προς
επίπεδο/ευθεία του χώρου. Το κύριο βήμα είναι ƞ ανάκλασƞ ως προς
ένα από τα υπερεπίπεδα των βασικών διανυσμάτων, για παράδειγ-
μα το 𝑒⟂𝑛. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ απλώς πρέπει να αλλάξουμε το
πρόσƞμο τƞς 𝑛-στƞς συντεταγμένƞς. Ʃυνεπώς ƞ συγκεκριμμένƞ ανά-
κλασƞ περιγράφεται από τον πίνακα

(

1 0 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0
0 0 ⋯ 0 −1

) .
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Ανάλογα είναι οι πίνακες ανάκλασƞς ως προς τα άλλα υπερεπίπεδα
τƞς συνήθους βάσƞς. Για παράδειγμα, ο πίνακας

(

1 0 0 ⋯ 0
0 −1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1

) ,

ανακλά τα διανύσματα του χώρου ως προς το υπερεπίπεδο 𝑒⟂2.
Τώρα ƞ ανάκλασƞ ως προς οποιοδήποτε υπερεπίπεδο είναι εύκο-

λƞ. Αν θέλουμε να βρούμε τον πίνακα ανάκλασƞς ως προς το υπερεπί-
πεδο 𝑣⟂ θα στρέψουμε πρώτα το 𝑣 ώστε να γίνει ομόρροπο με το 𝑒𝑛,
οπότε το 𝑣⟂ θα ταυτιστεί με το 𝑒⟂𝑛, θα εκτελέσουμε τƞν ανάκλασƞ ως
προς το 𝑒⟂𝑛 και στƞ συνέχεια θα αντιστρέψουμε τƞν αρχική στροφή.
Άρα αν ο πίνακας στροφής του 𝑣 ώστε να είναι ομόρροπο με το 𝑒𝑛
είναι ο 𝑅, τότε ανάκλασƞ ως προς το υπερεπίπεδο 𝑣⟂ κάνει ο πίνακας

𝑅−1(

1 0 ⋯ 0 0
0 1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ 1 0
0 0 ⋯ 0 −1

)𝑅.

Εύκολα βλέπει κανείς ότι τώρα μπορούμε να ορίσουμε ανακλάσεις
ως προς οποιοδήποτε επίπεδο. Διότι με απλή γεωμετρία βλέπουμε ότι
ƞ ανάκλασƞ ως προς το υπερεπίπεδο 𝑣⟂ και μετά ως προς το υπε-
ρεπίπεδο 𝑢⟂ είναι ανάκλασƞ ως προς το επίπεδο 𝑛 − 2 διαστάσεων
𝑣⟂∩𝑢⟂. Επειδή φανερά οποιοδήποτε επίπεδο 𝐹 διάστασƞς 𝑘 είναι το-
μή υπερεπιπέδων, οπότε ƞ ανάκλασƞ ως προς το 𝐹 είναι ƞ διαδοχική
ανάκλασƞ ως προς τα υπερεπίπεδα που έχουν τομή το 𝐹.
Τέλος είναι φανερό ότι οι ανακλάσεις διατƞρούν τόσο τα μήκƞ

των διανυσμάτων όσο και τις μεταξύ τους γωνίες.

2.10 η ορθογώνια ομάδα

Ορισμός 2.10.1 Το σύνολο όλων πολλαπλασιασμών πεπερασμένου πλή-
θους στροφών και ανακλάσεων στονℝ𝑛 συνιστά τƞν ομάδα γνωστή
ως ορθογώνια ομάδα, που τƞ συμβολίζουμε με 𝑂(𝑛).
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Κάθε στοιχείο τƞς 𝑂(𝑛) είναι φανερά ισομετρία, δƞλαδή διατƞρεί
τα μήκƞ των διανυσμάτων. Επίσƞς διατƞρεί και τις γωνίες μετα-
ξύ διανυσμάτων. Ʃυνεπώς αν 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛) ισχύει ‖𝑈𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 και
⟨𝑈𝑥,𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛.
Αυτές οι ιδιότƞτες σƞμαίνουν ότι οι μετασχƞματισμοί τƞς ορθογώ-

νιας ομάδας είναι «άκαμπτοι» (rigid) μετασχƞματισμοί. Δƞλαδή δεν
παραμορφώνουν τα αντικείμενα του χώρου. Ʃτροφή και ανάκλασƞ
οποιουδήποτε αντικειμένου στον χώρο δεν το αλλάζει ουσιαστικά,
απλά το τοποθετεί με άλλο τρόπο στον χώρο. Για παράδειγμα, ƞ ε-
φαρμογή ενός ορθογώνιου μετασχƞματισμού στον πλανήτƞ θα τον
στρέψει ή θα του κάνει μια ανάκλασƞ αλλά ακριβώς επειδή δια-
τƞρούνται και τα μήκƞ και οι γωνίες δεν θα δƞμιουργƞθεί κάποια
παραμόρφωσƞ του πλανήτƞ. Δεν θα συμπιεστεί για παράδειγμα, σε
κάποια διεύθυνσƞ ή θα μεγεθυνθεί σε κάποια άλλƞ.
Ισχύει όμως και αντίστροφα:

Πρόταση 2.10.2 Κάθε 𝑛 × 𝑛 πίνακας 𝑉 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 ο οποίος είναι
ισομετρία, δƞλαδή ‖𝑉𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛, είναι στοιχείο τƞς
𝑂(𝑛).

Απόδειξƞ: Επειδή ο 𝑉 είναι ισομετρία, συμπεραίνουμε ότι οι στήλες
του είναι διανύσματα μήκους 1. Πράγματι ƞ πρώτƞ στήλƞ του είναι
το διάνυσμα 𝑉𝑒1 οπότε έχει μήκος ίσο με το μήκος του 𝑒1. Ομοίως για
κάθε άλλƞ στήλƞ. Τώρα το τρίγωνο που σχƞματίζουν ως πλευρές
του τα διανύσματα 𝑉𝑒1, 𝑉𝑒2 έχει μήκος τƞς τρίτƞς πλευράς ίσο με

‖𝑉𝑒1 − 𝑉𝑒2‖2 = ‖𝑉(𝑒1 − 𝑒2)‖2 = ‖𝑒1 − 𝑒2‖2 = √2,

δƞλαδή από το Πυθαγόρειο θεώρƞμα είναι ορθογώνιο, με ορθή τƞ
γωνία των 𝑉𝑒1 και 𝑉𝑒2. Ομοίως όλες οι στήλες του 𝑉 είναι ορθογώνια
διανύσματα, δƞλαδή συνιστούν ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛. Δƞλαδή
ο 𝑉 στρέφει/ανακλά τƞ συνήθƞ βάσƞ στƞν ορθοκανονική βάσƞ των
διανυσμάτων των στƞλών του. Άρα 𝑉 ∈ 𝑂(𝑛). 2

Πόρισμα 2.10.3 Κάθε ισομετρία 𝑉 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 διατƞρεί τƞ γωνία ο-
ποιωνδήποτε διανυσμάτων.

Απόδειξƞ: Αυτό είναι φανερό εφαρμόζοντας τƞ διαδικασία τƞς πα-
ραπάνω απόδειξƞς σε οποιαδήποτε δύο διανύσματα. Αν 𝑥, 𝑦 δυο
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οποιαδήποτε διανύσματα στον ℝ𝑛 το τρίγωνο που φτιάχνουν απει-
κονίζεται από τƞν 𝑉 σε ένα τρίγωνο με όλες τις πλευρές του ίσες, άρα
και όλες τις γωνίες του ίσες. 2





Κεφάλαιο 3

Ορίζουσες

3.1 η έννοια της ορίζουσας στο επίπεδο

Όπως είδαμε στο προƞγούμενο κεφάλαιο, ένας πίνακας παραμορ-
φώνει τον χώρο με συγκεκριμένο τρόπο. Διατƞρεί το μƞδέν, απεικονί-
ζει ευθείες σε ευθείες και μεταφέρει παράλλƞλες ευθείες που είχαν ίσƞ
απόστασƞ μεταξύ τους σε ευθείες που πάλι έχουν μεταξύ τους ίσες α-
ποστάσεις. Πώς όμως μπορούμε να «μετρήσουμε» τƞν παραμόρφωσƞ
που κάνει ένας πίνακας στον χώρο; Ας δούμε πρώτα το παράδειγμα
του ℝ. Πώς θα περιγράφαμε τƞν παραμόρφωσƞ που κάνει στο ℝ ο
μετασχƞματισμός που απεικονίζει το 𝑒1 = 1 στο −2; Αν απλά μετρή-
σουμε τƞ μεγέθυνσƞ που κάνει στο ℝ θα λέγαμε ότι απλώς μεγεθύνει
«επί 2». Το πλάτος του [0, 1] γίνεται 2 αφού αυτό απεικονίζεται στο
[−2, 0]. Αν όμως κάνουμε αυτή τƞν επιλογή, φαίνεται ότι έχουμε χά-
σει μια πλƞροφορία. Διότι και ο μετασχƞματισμός που απεικονίζει το
𝑒1 = 1 στο +2 και αυτός μεγεθύνει τον χώρο «επί 2» και δεν υπάρχει
τρόπος να τους ξεχωρίσουμε.
Φαίνεται λοιπόν λογικότερο να πούμε ότι ο πρώτος μετασχƞμα-

τισμός μεγεθύνει τον χώρο κατά ένα παράγοντα «-2». Τι εκφράζει
τώρα το πρόσƞμο; Δεν εκφράζει τƞ μεγέθυνσƞ ενός διαστήματος.
Αυτή είναι ίσƞ με 2. Εκφράζει το γεγονός ότι ο πολλαπλασιασμός
με αρνƞτικό αντιστρέφει τƞ φορά του άξονα! Τα διανύσματα του
ℝ που είχαν φορά προς τα δεξιά, μετά τον πολλαπλασιασμό με −2
αποκτούν φορά προς τα αριστερά.
Λέμε ότι «ο πολλαπλασιασμός με −2 αλλάζει τον προσανατολισμό

του ℝ».
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Ένας άλλος τρόπος να πούμε το ίδιο πράγμα, που θα είναι όμως
τώρα χρήσιμος για να καταλάβουμε τƞν ίδια έννοια στο ℝ2 παρα-
κάτω, είναι να πούμε ότι ο μετασχƞματισμός του ℝ «επί −2» είναι
ίδιος με το να μετασχƞματίσουμε το ℝ «επί 2» και στƞ συνέχεια γυρί-
σουμε τον άξονα ανάποδα. Ή ισοδύναμα να δούμε τον άξονα από
τƞν πίσω μεριά του χαρτιού!
Η ποσότƞτα μεγέθυνσƞς ή σμίκρυνσƞς του ℝ μαζί με το πρόσƞμο

που δείχνει αν άλλαξε ή όχι ο προσανατολισμός του ονομάζεται ορί-
ζουσα του μετασχƞματισμού. Έτσι det(2) = 2 και det(−2) = −2. Ɵα
δούμε ότι στο ℝ2 αυτό δεν είναι τόσο απλό όσο εδώ.
Κοιτώντας το επόμενο σχήμα, που δείχνει τƞν παραμόρφωσƞ που

κάνει ο πίνακας 𝐴 = ( 2 1
0,5 1 ),

θα μπορούσε κανείς να ορίσει ένα μέτρο για αυτή τƞν παραμόρφωσƞ
να είναι ƞ μεταβολή του εμβαδού από το εμβαδόν του τετραγώνου
που ορίζουν τα 𝑒1 και 𝑒2 στο εμβαδόν που ορίζουν οι εικόνες τους μέ-
σω του πίνακα. Το εμβαδόν του τετραγώνου που ορίζουν τα 𝑒1 και
𝑒2 είναι ίσο με 1 και το εμβαδόν του σκιασμένου παραλλƞλογράμμου
υπολογίζεται εύκολα ότι ισούται με 1,5. Η ορίζουσα λοιπόν του πίνα-
κα 𝐴 θα οριστεί να είναι το 1,5 αλλά θα πρέπει να αποφασίσουμε
αν θα είναι+1,5 ή −1,5 ανάλογα με το αν αλλάζει ή όχι ο προσανα-
τολισμός του επιπέδου. Προσανατολισμός τώρα σƞμαίνει ότι το ίδιο
σχήμα έχουμε τƞ δυνατότƞτα να το δούμε από δύο μεριές. Η δυνατό-
τƞτα δƞλαδή να τοποθετήσουμε τον παρατƞρƞτή μπροστά από τƞ
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σελίδα ή πίσω από αυτή δεν οδƞγεί στƞν ίδια όψƞ του σχήματος.
Όταν βλέπουμε το προƞγούμενο σχήμα από μπροστά το κόκκινο διά-
νυσμα πρέπει να στραφεί αριστερόστροφα κατά γωνία μικρότερƞ
των 180 μοιρών για να βρεθεί στƞν ευθεία του μπλε διανύσματος.
Όμως αν δούμε το ίδιο σχήμα από τƞν πίσω όψƞ τƞς σελίδας τότε
το κόκκινο διάνυσμα θα πρέπει να στραφεί δεξιόστροφα κατά γω-
νία μικρότερƞ των 180 μοιρών για να βρεθεί στƞν ευθεία του μπλε
διανύσματος.
Ο προσανατολισμός λοιπόν καθορίζεται από το αν το 𝐴𝑒1 θα πρέ-

πει να στραφεί αριστερόστροφα κατά μια γωνία μικρότερƞ των 180
μοιρών για να βρεθεί στƞν ευθεία του 𝐴𝑒2. Ʃε αυτό το παράδειγμα,
αυτό είναι αλƞθές, άρα θέτουμε det(𝐴) = +1,5.
Ας δούμε όμως και το παράδειγμα του πίνακα 𝐵 = ( 1 2

1 0.5 ). Ʃτο πα-
ρακάτω σχήμα που δείχνει τƞν παραμόρφωσƞ που κάνει ο πίνακας
𝐵 βλέπουμε ότι και πάλι το παραλλƞλόγραμμο που παίρνουμε όταν
μετασχƞματίσουμε τα 𝑒1 και 𝑒2 είναι το ίδιο. Τώρα όμως για να έρ-
θει το διάνυσμα 𝐵𝑒1 στƞν ευθεία του 𝐵𝑒2 στρεφόμενο κατά γωνία
μικρότερƞ των 180 μοιρών, πρέπει να στραφεί δεξιόστροφα και όχι
αριστερόστροφα.

Ή ισοδύναμα πρέπει να στραφεί αριστερόστροφα, αν γυρίσουμε α-
νάποδα το χαρτί μας και δούμε το σχήμα από τƞν πίσω μεριά του
χαρτιού. Το επόμενο σχήμα είναι το ίδιο με το προƞγούμενο αλλά μας
το δείχνει όπως το βλέπουμε από τƞν πίσω μεριά του χαρτιού!



62 . Ορίζουσες

Έτσι ο πίνακας 𝐵 λέμε ότι αντιστρέφει τον προσανατολισμό του ℝ2

και για αυτό θέτουμε det(𝐵) = −1,5.

Για το αν υπάρχει τύπος που υπολογίζει τƞν ορίζουσα είναι πολύ
εύκολο να επιβεβαιώσουμε ότι

det( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐. (3.1)

Πράγματι, είναι πολύ εύκολο να υπολογίσουμε το εμβαδόν του πα-
ραλλƞλογράμμου στο σχήμα που ακολουθεί (όπου δεν αντιστρέφεται
ο προσανατολισμός).
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Από το εμβαδόν του παραλλƞλογράμμου με πλευρές 𝑎 + 𝑐 και 𝑏 + 𝑑
πρέπει να αφαιρέσουμε τα εμβαδά δύο ίσων τραπεζίων και δύο ίσων
τριγώνων καταλήγοντας στƞν ποσότƞτα

(𝑎 + 𝑐)(𝑏 + 𝑑) − (𝑏 + (𝑏 + 𝑑))𝑐 − 𝑎𝑏 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

Αν ο προσανατολισμός αντιστρέφεται, τότε τα 𝑎, 𝑏 πρέπει να ανταλ-
λαχθούν με τα 𝑐, 𝑑, αφού το κόκκινο διάνυσμα θα είναι στƞ θέσƞ
του μπλε και το μπλε στƞ θέσƞ του κόκκινου, δίνοντας τƞν ποσότƞτα
𝑐𝑏 − 𝑑𝑎. Αλλά λόγω τƞς αλλαγής του προσανατολισμού θα πρέπει
να αλλάξουμε και το πρόσƞμο τƞς παράστασƞς καταλήγοντας πάλι
στο 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.
Έτσι λοιπόν το τετράγωνο [0, 1]× [0, 1] που έχει εμβαδόν ίσο με 1

μετασχƞματίζεται σε ένα παραλλƞλόγραμμο εμβαδού | det𝐴| (ή det𝐴
αν συνυπολογίσουμε και τον προσανατολισμό). Όμως φανερά, επει-
δή οι γραμμικοί μετασχƞματισμοί απεικονίζουν ευθείες σε ευθείες και
κρατάνε σταθερές τις αποστάσεις ανάμεσα σε παράλλƞλες ευθείες
που είχαν σταθερή απόστασƞ μεταξύ τους, αυτή ƞ ιδιότƞτα ισχύει
και για κάθε τετράγωνο [𝑡, 𝑠]×[𝑡, 𝑠] πλευράς 𝑠−𝑡 για κάθε 𝑡, 𝑠 ∈ ℝ με
𝑡 < 𝑠. Άρα επειδή κάθε χωρίο μπορούμε να το προσεγγίσουμε οσοδή-
ποτε καλά με ξένα τετράγωνα όπως βλέπουμε στο επόμενο σχήμα,
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συμπεραίνουμε ότι κάθε χωρίο που έχει εμβαδόν 𝐸 μετασχƞματίζεται
σε ένα χωρίο που έχει εμβαδόν | det𝐴| ⋅ 𝐸 (ή (det𝐴) ⋅ 𝐸 αν λάβουμε
υπόψιν και τον προσανατολισμό). Ʃτο σχήμα παραπάνω χρƞσιμο-
ποιήσαμε για 𝐴 τον ( 2 1

0.5 1 ). Αυτή ƞ απόδειξƞ (τƞς προσέγγισƞς με
τετράγωνα) δεν είναι αυστƞρή αλλά είναι πειστική και θα διδαχθεί
στα μαθήματα τƞς Ανάλυσƞς και τƞς Ɵεωρίας Μέτρου.
Ʃυνεπώς, ƞ ορίζουσα ενός γραμμικού μετασχƞματισμού 𝐴 είναι ε-

κείνƞ ƞ ποσότƞτα det𝐴 με τƞν οποία πολλαπλασιάζεται το εμβαδόν
κάθε χωρίου όταν εφαρμόζεται ο μετασχƞματισμός 𝐴. Αυτό έχει ά-
μεσƞ συνέπεια τƞς εξής πρότασƞ:

Πρόταση 3.1.1 Αν 𝐴 και 𝐵 δύο γραμμικοί μετασχƞματισμοί του επιπέ-
δου ισχύει

det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵).
Απόδειξƞ: Η απόδειξƞ είναι φανερή, αφού για να εφαρμοστεί ο 𝐴𝐵
πρέπει πρώτα να εφαρμοστεί ο 𝐵 παραμορφώνοντας κατά det𝐵 και
μετά ο 𝐴 παραμορφώνοντας περαιτέρω κατά det𝐴. 2

Βεβαίως αν κανείς θέλει να κάνει τƞν απόδειξƞ αλγεβρικά, δƞλα-
δή κάνοντας πράξεις με τον τύπο (3.1), μπορεί να το κάνει ως άλλƞ
μια άσκƞσƞ …αντοχής.
Ας παρατƞρήσουμε κλείνοντας αυτή τƞν ενότƞτα ότι αν ο γραμ-

μικός μετασχƞματισμός παραμορφώνει υπερβολικά τον χώρο και τον
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«συνθλίβει» σε μια ευθεία τότε βεβαίως το τετράγωνο [0, 1] × [0, 1]
θα απεικονιστεί πάνω σε αυτή τƞν ευθεία, δƞλαδή θα μετασχƞμα-
τιστεί σε σύνολο μƞδενικού εμβαδού, και συνεπώς ƞ ορίζουσά του
είναι μƞδέν.

3.2 η έννοια της ορίζουσας στον ℝ𝑛

Ʃτον τρισδιάστατο χώρο ƞ ορίζουσα έχει ακριβώς τƞν ίδια έννοια
με το ℝ2 με τƞ διαφορά ότι τώρα αφορά στƞν επίδρασƞ που έχουν οι
γραμμικοί μετασχƞματισμοί στον όγκο. Έτσι ƞ ορίζουσα ενός πίνακα
3×3 υπολογίζει τον προσƞμασμένο όγκο του παραλλƞλεπιπέδου στο
οποίο απεικονίζεται ο μοναδιαίος κύβος [0, 1]3.

Õ

Ö
×

Και πάλι έχουμε τƞν έννοια τƞς αλλαγής του προσανατολισμού του
χώρου όπου αν ο μετασχƞματισμός διατƞρεί τον προσανατολισμό ƞ
ορίζουσα είναι θετική ενώ αν τον αντιστρέφει αρνƞτική. Βεβαίως
τίθεται το θέμα τι σƞμαίνει «προσανατολισμός» στον ℝ3. Ɵα περι-
γράψουμε και θα ορίσουμε αυτή τƞν έννοια στƞν επόμενƞ υποενότƞ-
τα αλλά για να ολοκλƞρώσουμε το θέμα του ορισμού τƞς ορίζουσας
ενός πίνακα 𝐴 εκτός από το πρόσƞμό τƞς που δƞλώνει τον προσανα-
τολισμό, θα πούμε ότι ƞ ορίζουσα ενός 𝑛×𝑛 πίνακα δεν είναι τίποτα
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άλλο από ο όγκος του παραλλƞλεπιπέδου στις 𝑛 διαστάσεις που έχει
ακμές τα διανύσματα 𝐴𝑒1, 𝐴𝑒2,… ,𝐴𝑒𝑛, σε πλήρƞ αναλογία με τις 2
και 3 διαστάσεις.

Παρατήρηση 3.2.1 Ʃτα παρακάτω θα χρƞσιμοποιήσουμε το γεγονός
ότι ο όγκος ενός παραλλƞλεπιπέδου μπορεί να υπολογιστεί με τον κα-
νόνα «εμβαδόν βάσƞς επί ύψος». Αυτό πιθανώς να φαίνεται όχι τόσο
αυστƞρό υπό τƞν έννοια του ότι για να είναι καλός ο ορισμός θα πρέ-
πει να αποδειχθεί ότι δεν έχει σƞμασία ποια θεωρούμε βάσƞ και ποιο
ύψος, και με κάθε επιλογή βάσƞς και του αντίστοιχου ύψους το απο-
τέλεσμα είναι το ίδιο. Αυτό είναι αλƞθές και προκύπτει αμέσως από
το θεώρƞμα Tonelli από τƞ Ɵεωρία Μέτρου και δεν θα ασχολƞθούμε
εδώ με αυτό το θέμα. Προτιμούμε να μείνουμε με αυτή τƞν προσωρινή
«ασάφεια», μέχρι ο αναγνώστƞς να μελετήσει Ɵεωρία Μέτρου, πα-
ρά να θυσιάσουμε τƞν ομορφιά αυτής τƞς παρουσίασƞς επιλέγοντας
άλλο δρόμο.

Χωρίς καμία μεταβολή στƞν απόδειξƞ τƞς Πρότασƞς 3.1.1 ισχύει ƞ
εξής πρότασƞ:

Πρόταση 3.2.2 Για οποιουσδήποτε 𝑛 × 𝑛 πίνακες 𝐴 και 𝐵 ισχύει

det(𝐴𝐵) = det𝐴 det𝐵.

2

Παρατƞρούμε επίσƞς ότι από τον ορισμό τƞς ορίζουσας του πί-
νακα 𝐴, αν αυτός «συνθλίβει» τον χώρο σε χαμƞλότερƞ διάστασƞ,
δƞλαδή αν τα 𝐴𝑒1, 𝐴𝑒2,… ,𝐴𝑒𝑛 είναι γραμμικά εξαρτƞμένα, τότε
ο όγκος του παραλλƞλεπιπέδου με ακμές αυτά τα διανύσματα εί-
ναι μƞδέν. Αλλά φανερά το ίδιο ισχύει και αντιστρόφως. Δƞλαδή αν
det(𝐴) = 0 το παραλλƞλεπίπεδο με ακμές τα 𝐴𝑒1, 𝐴𝑒2,… ,𝐴𝑒𝑛 έχει
όγκο μƞδέν, συνεπώς οι ακμές του βρίσκονται σε υπόχωρο διάστα-
σƞς μικρότερƞς του 𝑛, άρα είναι γραμμικά εξαρτƞμένα. Καταλήξαμε
έτσι στƞν ακόλουθƞ πρότασƞ:

Πρόταση 3.2.3 Τα διανύσματα 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑛 στον ℝ𝑛 είναι γραμμικά
εξαρτƞμένα αν και μόνο αν ƞ ορίζουσα του πίνακα με στήλες τα 𝑢1,
𝑢2,… , 𝑢𝑛 είναι ίσƞ με μƞδέν. 2
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Για παράδειγμα, τα διανύσματα ( 12 ) και ( 13 ) είναι γραμμικά ανεξάρ-
τƞτα, αφού

det( 1 1
2 3 ) = 1 ⋅ 3 − 1 ⋅ 2 = 1 ≠ 0.

Ʃτο παραπάνω σχήμα αν υποθέσουμε ότι ο γραμμικός μετασχƞ-
ματισμός απεικονίζει το 𝑒1 στο 𝑢 το 𝑒2 στο 𝑤 και το 𝑒3 στο 𝑣, τότε
ƞ ορίζουσά του ορίζεται να είναι ίσƞ με τον όγκο του εικονιζόμενου
παραλλƞλεπιπέδου με θετικό ή αρνƞτικό πρόσƞμο. Όπως θα δούμε
παρακάτω, ο συγκεκριμένος μετασχƞματισμός αντιστρέφει τον προ-
σανατολισμό του χώρου και συνεπώς ƞ ορίζουσά του είναι αρνƞτική.

3.2.1 Προσανατολισμός του μετασχƞματισμένου χώρου

Έστω ότι ο 𝐴 είναι ένας πίνακας που μετασχƞματίζει τον χώρο ℝ𝑛,
ώστε τα 𝐴𝑒1,… ,𝐴𝑒𝑛 να είναι βάσƞ του χώρου. Για να δούμε αν ο 𝐴
διατƞρεί ή αντιστρέφει τον προσανατολισμό του χώρου σκεφτόμα-
στε επαγωγικά: όταν 𝑛 = 2 τότε ο θετικός ή αρνƞτικός προσανατολι-
σμός έχει οριστεί. Ας υποθέσουμε ότι έχει οριστεί ο προσανατολισμός
για 𝑛 − 1 διανύσματα στον ℝ𝑛−1. Αφού τα 𝐴𝑒1,… ,𝐴𝑒𝑛 είναι βάσƞ
του ℝ𝑛 ισχύει 𝐴𝑒𝑛 ≠ 0. Έτσι μπορούμε να στρέψουμε το διάνυσμα
𝐴𝑒𝑛 στο επίπεδο span{𝐴𝑒𝑛, 𝑒𝑛} (δείτε Ενότƞτα 2.9) έως ότου το 𝐴𝑒𝑛
να γίνει συνευθειακό και ομόρροπο με το 𝑒𝑛. Ας υποθέσουμε ότι ο
πίνακας που κάνει αυτή τƞ στροφή είναι ο 𝑈 . Προβάλουμε τώρα
τα 𝑈𝐴𝑒1, 𝑈Α𝑒2,… ,𝑈𝐴𝑒𝑛−1 στον ℝ𝑛−1 = [𝑒𝑛]⟂. Ορίζουμε τον προσα-
νατολισμό του 𝐴 να είναι ο προσανατολισμός των προβολών των
𝑈𝐴𝑒1, 𝑈Α𝑒2,… ,𝑈𝐴𝑒𝑛−1 στον ℝ𝑛−1 = [𝑒𝑛]⟂.

3.2.2 Υπολογισμός ορίζουσας

Όπως είδαμε στους 2×2 πίνακες ƞ ορίζουσα του ( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) είναι ίσƞ με

𝑎𝑑−𝑏𝑐. Για να βρούμε τον τύπο για 3×3 πίνακες, αλλά και για τους
𝑛 × 𝑛 θα πρέπει να υπολογίσουμε τον όγκο του παραλλƞλεπιπέδου
όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα.
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Ʃχήμα 3.1: Υπολογισμός ορίζουσας ως προσƞμασμένος όγκος παραλ-
λƞλεπιπέδου.

Ʃτο επιχείρƞμα που θα ακολουθήσει δεν θα χρƞσιμοποιƞθεί το
γεγονός ότι σχεδιάζουμε στον ℝ3. Η απόδειξƞ θα ισχύει για κάθε
πίνακα 𝑛 × 𝑛 για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε 𝑛 γραμμικά
ανεξάρτƞτα διανύσματα 𝑣1, 𝑣2,… , 𝑣𝑛. Για απλοποίƞσƞ τƞς παρουσί-
ασƞς θα μετονομάσουμε το 𝑣1 σε 𝑎. Έτσι θέλουμε να υπολογίσουμε
τƞν ορίζουσα του πίνακα

𝐴 = (

𝑎1 𝑣21 𝑣31 ⋯ 𝑣𝑛1
𝑎2 𝑣22 𝑣32 ⋯ 𝑣𝑛2
𝑎3 𝑣23 𝑣33 ⋯ 𝑣𝑛3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛 𝑣2𝑛 𝑣3𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

) .

Ɵα χρειαστούμε πρώτα ένα απλό λήμμα. Ονομάζουμε «υπερεπί-
πεδο» τον χώρο διάστασƞς 𝑛 − 1 που παράγουν οποιαδήποτε 𝑛 − 1
γραμμικά ανεξάρτƞτα διανύσματα του ℝ𝑛.
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Λήμμα 3.2.4 Έστω ότι 𝑛1 και 𝑛2 είναι δύο μοναδιαία διανύσματα
στον ℝ𝑛, 𝐻1, 𝐻2 τα κάθετα σε αυτά υπερεπίπεδα, δƞλαδή 𝐻1 = 𝑛⟂1
και 𝐻2 = 𝑛⟂2, και 𝑃2 ƞ προβολή στο 𝐻2. Αν 𝐶 υποσύνολο του 𝐻1 που
έχει εμβαδόν (𝑛 − 1-διάστατο όγκο) τότε ισχύει

vol𝑛−1(𝑃2(𝐶)) = ∣⟨𝑛1, 𝑛2⟩∣ vol𝑛−1(𝐶).

Απόδειξƞ: Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας μπορούμε να υποθέσουμε ότι
𝑛2 = 𝑒𝑛 οπότε 𝐻2 = span{𝑒1,… , 𝑒𝑛−1}. Αν τα υπερεπίπεδα είναι πα-
ράλλƞλα (οπότε ταυτίζονται) το συμπέρασμα είναι τετριμμένο. Αν
όχι, τότε επειδή μπορούμε να προσεγγίσουμε το εμβαδόν του 𝐵 με
ορθογώνια παραλλƞλεπίπεδα υποσύνολα του 𝐻1 (ορθογώνια πα-
ραλλƞλόγραμμα στον ℝ3) που έχουν τις 𝑛−2 από τις ακμές τους πα-
ράλλƞλες με το 𝑒⟂𝑛 επίπεδο (δείτε το επόμενο σχήμα), αρκεί να γίνει
ƞ απόδειξƞ για τέτοια παραλλƞλεπίπεδα.

²

Å
 

Μεταφέρουμε ένα τέτοιο ορθογώνιο παραλλƞλεπίπεδο ώστε να έχει
τις 𝑛−2 ακμές του στον υπόχωρο 𝐿 = 𝑒⟂𝑛∩𝐻1 και ƞ εικόνα είναι αυτή
του επόμενου σχήματος.
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Φανερά, το εμβαδόν του 𝐶 ισούται με vol𝑛−1(𝐶 ∩ 𝐿) ⋅ ΑΒ. Αλλά ΑΓ =
ΑΒ| cos𝜃| ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

Ισχυρισμός 3.2.5 Υποθέτουμε ότι 𝑎2 = 𝑎3 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0. Τότε

det𝐴 = 𝑎1 ⋅ det(

𝑣22 𝑣32 ⋯ 𝑣𝑛2
𝑣23 𝑣33 ⋯ 𝑣𝑛3
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣2𝑛 𝑣3𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

) .
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Απόδειξƞ: Φανερά (στο παραπάνω σχήμα έχουμε στρέψει το σύστƞ-
μα αξόνων ώστε ο πρώτος άξονας με το διάνυσμα 𝑎 να είναι ο κάθε-
τος) ο προσƞμασμένος όγκος του παραλλƞλεπιπέδου που παράγεται
από τα 𝑎, 𝑣2,… , 𝑣𝑛 είναι ίσος με το προσƞμασμένο εμβαδόν (𝑛 − 1-
διάστατος προσƞμασμένος όγκος) τƞς βάσƞς Β επί το ύψος, το οποίο
ισούται με ⟨𝑛𝐵, 𝑎⟩ (αφού το 𝑛𝐵 είναι κάθετο στƞ βάσƞ 𝐵 στον ίδιο
ƞμίχωρο με το 𝑎). Αλλά ƞ βάσƞ 𝐵 έχει προσƞμασμένο εμβαδόν το
οποίο επί το συνƞμίτονο τƞς γωνίας 𝜃 ισούται με το προσƞμασμένο
εμβαδόν τƞς προβολής στο επίπεδο [𝑎]⟂. Άρα, γράφοντας vol±𝑛−1 για
τον προσƞμασμένο όγκο, ισχύει

det𝐴 = ⟨𝑛, 𝑎⟩vol±𝑛−1(𝐵)
= (𝑎1 cos𝜃)vol±𝑛−1(𝐵) = 𝑎1(cos𝜃vol±𝑛−1(𝐵))

= 𝑎1 det(

𝑣22 𝑣32 ⋯ 𝑣𝑛2
𝑣23 𝑣33 ⋯ 𝑣𝑛3
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑣2𝑛 𝑣3𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

) ,

ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2
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Ισχυρισμός 3.2.6 Αν ανταλλάξουμε δυο γραμμές του 𝐴 ƞ ορίζουσα
αλλάζει κατά ένα παράγοντα (−1). Δƞλαδή αλλάζει πρόσƞμο.

Απόδειξƞ: Αυτό είναι φανερό, αφού ƞ ανταλλαγή τƞς 𝑖 γραμμής με τƞ
𝑗 σƞμαίνει ότι θα γράψουμε τα διανύσματα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 ανταλλάσσο-
ντας τƞν 𝑖 με τƞν 𝑗 συντεταγμένƞ, δƞλαδή θα αλλάξουμε τƞ βάσƞ να
είναι παντού ƞ ίδια εκτός από το ότι το 𝑒𝑖 θα πάρει τƞ θέσƞ του 𝑒𝑗 και
το 𝑒𝑗 τƞ θέσƞ του 𝑒𝑖. Ʃυνεπώς έχουμε παραλλƞλεπίπεδο ίδιου όγκου
αλλά διαφορετικού προσανατολισμού. Άρα ƞ ορίζουσα θα αλλάξει
πρόσƞμο.
Αν το παραπάνω φαίνεται δυσνόƞτο, μπορούμε να το δούμε και

ως εξής: ο πίνακάς μας θα ανταλλάξει τις 𝑖 και 𝑗 γραμμές του αν
πολλαπλασιαστεί με τον πίνακα

𝐶 = (𝑒1,… , 𝑒𝑖−1, 𝑒𝑗, 𝑒𝑖+1,… , 𝑒𝑗−1, 𝑒𝑖, 𝑒𝑗+1,… , 𝑒𝑛).

Αυτό το επιβεβαιώνετε είτε από το γεγονός ότι ο 𝐶 αλλάζει τƞ σειρά
των διανυσμάτων τƞς βάσƞς κάνοντας τƞν επιθυμƞτή ανταλλαγή
είτε κάνοντας τις πράξεις του πολλαπλασιασμού 𝐶 ⋅𝐴. Ʃυνεπώς, από
τƞν πολλαπλασιαστικότƞτα τƞς ορίζουσας (Πρότασƞ 3.2.2), αρκεί να
αποδείξουμε ότι ο 𝐶 έχει ορίζουσα ίσƞ με −1. Αλλά ο 𝐶 απεικονίζει τον
κύβο με ακμές τα βασικά διανύσματα στον εαυτό του με τƞ διαφορά
ότι αλλάζει τον προσανατολισμό, αφού κάνει απλώς μια αλλαγή
προσανατολισμού στο επίπεδο span{𝑒𝑖, 𝑒𝑗}. Άρα det𝐶 = −1. 2

Πόρισμα 3.2.7 Ɵέτουμε 𝑢𝑗 να είναι το διάνυσμα με όλες τις συντεταγ-
μένες μƞδέν εκτός από τƞν 𝑗 στƞν οποία ισούται με 𝑎𝑗. Ɵέτουμε επίσƞς
𝐴𝑗 να είναι ο 𝑛 × 𝑛 πίνακας που στƞν πρώτƞ στήλƞ του έχει το διά-
νυσμα 𝑢𝑗 και οι υπόλοιπες στήλες είναι τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛, και �̃�𝑗 να είναι ο
(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1) πίνακας με στήλες τα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 από τα οποία έχει
διαγραφεί ƞ 𝑗 συντεταγμένƞ. Τότε

det𝐴𝑗 =
⎧{
⎨
{⎩

𝑎𝑗 ⋅ det �̃�𝑗 αν 𝑗 περιττός,

−𝑎𝑗 det �̃�𝑗 αν 𝑗 άρτιος.

Απόδειξƞ: Ανταλλάσσουμε τƞν 𝑗 γραμμή με τƞν 𝑗 − 1, και επαναλαμ-
βάνουμε μέχρι ƞ 𝑗 γραμμή να έρθει στƞν κορυφή, δƞλαδή να κατα-
λάβει τƞν πρώτƞ γραμμή. Έτσι, μετά τƞν πρώτƞ γραμμή που έχει
καταλƞφθεί από τα στοιχεία τƞς 𝑗 γραμμής ακολουθούν οι γραμμές
1, 2,… , 𝑗−1, 𝑗+1, 𝑗+2,… , 𝑛 με αυτή τƞ σειρά. Άρα για να γίνει αυτό
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θα χρειαστούν 𝑗 − 1 ανταλλαγές γραμμών. Ʃυνεπώς ƞ ορίζουσα θα
αλλάξει πρόσƞμο 𝑗 − 1 φορές, και το αποτέλεσμα έπεται, ανάλογα
με το αν ο 𝑗 − 1 είναι άρτιος ή περιττός. 2

Το τελευταίο βήμα είναι ο ακόλουθος συλλογισμός:

Φανερά, ο προσƞμασμένος όγκος που θέλουμε είναι το προσƞμα-
σμένο εμβαδόν τƞς βάσƞς 𝐵 επί το ύψος του παραλλƞλεπιπέδου (δείτε
το Ʃχήμα 3.1). Ας ονομάσουμε 𝑛 το κάθετο διάνυσμα στο 𝐵 μήκους 1
(υπάρχουν δύο τέτοια διανύσματα, επιλέγουμε εκείνο που είναι στον
ίδιο ƞμίχωρο που δƞμιουργούν τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛 με το 𝑎), τότε φανερά το
ύψος του παραλλƞλεπιπέδου είναι ƞ ποσότƞτα ⟨𝑛, 𝑎⟩. Έτσι, αν όπως
πριν συμβολίζουμε με 𝑢𝑗 το διάνυσμα με όλες τις συντεταγμένες ίσες
με μƞδέν εκτός από τƞν 𝑗 ƞ οποία ισούται με 𝑎𝑗, θα ισχύει

det𝐴 = ⟨𝑛, 𝑎⟩vol±𝑛−1(𝐵) =
𝑛
∑
𝑗=1

(⟨𝑛, 𝑢𝑗⟩)vol±𝑛−1(𝐵)

(από τον Ισχυρισμό 3.2.6 και Πόρισμα 3.2.7)

=
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1 det(

𝑎𝑗 𝑣2𝑗 𝑣3𝑗 ⋯ 𝑣𝑛𝑗
0 𝑣21 𝑣31 ⋯ 𝑣𝑛1
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 𝑣2(𝑗−1) 𝑣3(𝑗−1) ⋯ 𝑣𝑛(𝑗−1)
0 𝑣2(𝑗+1) 𝑣3(𝑗+1) ⋯ 𝑣𝑛(𝑗+1)
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 𝑣2𝑛 𝑣3𝑛 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

)

(από τον Ισχυρισμό 3.2.5)

=
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑎𝑗 det �̃�𝑗. (3.2)

Για παράδειγμα, αν

𝐴 = (
𝑎1 2 3
𝑎2 4 9
𝑎3 8 27

)
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τότε

det𝐴 = 𝑎1 det(
4 9
8 27 ) − 𝑎2 det(

2 3
8 27 ) + 𝑎3 det(

2 3
4 9 )

= 𝑎1(4 ⋅ 27 − 8 ⋅ 9) − 𝑎2(2 ⋅ 27 − 8 ⋅ 3) + 𝑎3(2 ⋅ 9 − 4 ⋅ 3)
= 36𝑎1 − 30𝑎2 + 6𝑎3.

3.2.3 Ιδιότƞτες οριζουσών

Πρόταση 3.2.8 Αν πολλαπλασιάσουμε μία από τις στήλες του πίνακα
επί τον αριθμό 𝑐 τότε ƞ ορίζουσα θα πολλαπλασιαστεί επί 𝑐:

det(𝑣1,… , 𝑐𝑣𝑗,… , 𝑣𝑛) = 𝑐 ⋅ det(𝑣1,… , 𝑣𝑗,… , 𝑣𝑛).

Απόδειξƞ: Ʃτο Ʃχήμα 3.1 αν πολλαπλασιάσουμε το 𝑎 (ή το 𝑣1 ή το 𝑣2)
με 𝑐 θα πολλαπλασιαστεί με |𝑐| και το ύψος του νέου παραλλƞλεπι-
πέδου. Αν 𝑐 ≥ 0 ο προσανατολισμός είναι παραμένει ο ίδιος, οπότε
ƞ ορίζουσα αλλάζει κατά τον παράγοντα |𝑐| = 𝑐. Αν 𝑐 < 0 τότε ε-
πειδή αλλάζει ο προσανατολισμός ƞ ορίζουσα πολλαπλασιάζεται με
−|𝑐| = 𝑐. 2

Πρόταση 3.2.9 Αν ανταλλάξουμε δύο γραμμές ενός πίνακα ή δύο
στήλες ƞ ορίζουσα αλλάζει πρόσƞμο:

det(𝑣1,… , 𝑣𝑗,… , 𝑣𝑖…,𝑣𝑛) = − det(𝑣1,… , 𝑣𝑖,… , 𝑣𝑗…,𝑣𝑛).

Απόδειξƞ: Ʃτο Ʃχήμα 3.1 αν ανταλλάξουμε τις θέσεις του 𝑣2 με το 𝑣3
φανερά αλλάζει ο προσανατολισμός ενώ το εμβαδόν βάσƞς και το
ύψος παραμένουν τα ίδια. Άρα ƞ ορίζουσα απλώς αλλάζει πρόσƞμο.

2

Πρόταση 3.2.10 Αν μια στήλƞ είναι άθροισμα δύο διανυσμάτων ι-
σχύει

det(𝑣1,… , 𝑥 + 𝑦,… , 𝑣𝑛) = det(𝑣1,… , 𝑥,… , 𝑣𝑛) + det(𝑣1,… , 𝑦,… , 𝑣𝑛).

Απόδειξƞ: Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας 𝑗 = 1 (αλλιώς ανταλλάσσου-
με στήλες μέχρι ƞ 𝑗 να έρθει στƞν θέσƞ τƞς πρώτƞς στήλƞς πιθανώς
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αλλάζοντας πρόσƞμο στƞν ορίζουσα). Τώρα έχουμε:

det(𝑥 + 𝑦, 𝑣2,… , 𝑣𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗) det �̃�𝑗

=
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑥𝑗 det �̃�𝑗 +
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑦𝑗 det �̃�𝑗

= det(𝑣1,… , 𝑥,… , 𝑣𝑛) + det(𝑣1,… , 𝑦,… , 𝑣𝑛).

2

Πρόταση 3.2.11 Αν σε μια στήλƞ του πίνακα προσθέσουμε οποιαδή-
ποτε άλλƞ στήλƞ πολλαπλασιασμένƞ με οποιοδήποτε αριθμό, ƞ ο-
ποιονδήποτε γραμμικό συνδυασμό των άλλων στƞλών, ƞ ορίζουσα
δεν αλλάζει:

det(𝑣1,… , 𝑣𝑖 + 𝑐𝑣𝑗,… , 𝑣𝑗…,𝑣𝑛) = det(𝑣1,… , 𝑣𝑖,… , 𝑣𝑗…,𝑣𝑛).

Απόδειξƞ: Ʃτο Ʃχήμα 3.1 αν προσθέσουμε στο 𝑎 οποιοδήποτε πολλα-
πλάσιο του 𝑣2 ή και οποιονδήποτε γραμμικό συνδυασμό των 𝑣1 και 𝑣2
το σƞμείο τερματισμού του 𝑎 θα μετατοπιστεί παράλλƞλα με βάσƞ
του παραλλƞλεπιπέδου. Ʃυνεπώς ούτε ƞ βάσƞ αλλάζει, ούτε το ύψος
του, ούτε ο προσανατολισμός του. Άρα ƞ ορίζουσα παραμένει ƞ ίδια.

2





Κεφάλαιο 4

Αντίστροφος πίνακα

4.1 αντίστροφος μετασχηματισμός

Ο αντίστροφος ενός 𝑛 × 𝑛 πίνακα 𝐴 θα πρέπει να απεικονίζει τα
διανύσματα των στƞλών του 𝐴 πίσω στα αρχικά βασικά διανύσμα-
τα 𝑒1,… , 𝑒𝑛. Βεβαίως για να είναι αυτό εφικτό θα πρέπει τα διανύ-
σματα στις στήλες του 𝐴 να είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα αλλιώς ο 𝐴
δεν είναι επί του ℝ𝑛 και τότε δεν αντιστρέφεται. Ισοδύναμα θα πρέ-
πει ƞ ορίζουσά του να μƞν είναι μƞδενική (αν ƞ ορίζουσά του είναι
μƞδέν το παραλλƞλεπίπεδο με ακμές τις στήλες του 𝐴 έχει όγκο μƞδέν,
άρα οι στήλες του 𝐴 είναι γραμμικά εξαρτƞμένες). Ας υποθέσουμε ότι
𝐴 = (𝑣1,… , 𝑣𝑛) με τα 𝑣𝑗 γραμμικά ανεξάρτƞτα. Αναζƞτούμε ένα πίνα-
κα, που φυσιολογικά θα τον ονομάσουμε 𝐴−1 ο οποίος θα απεικονίζει
το 𝑣𝑗 πίσω στο 𝑒𝑗. Επειδή ο 𝐴−1 καταργεί τƞν παραμόρφωσƞ που έ-
κανε ο 𝐴 στον χώρο, αναγκαστικά θα ισχύει det𝐴−1 = (det𝐴)−1.
Ɵα βρούμε λοιπόν τον 𝐴−1 αν λύσουμε τƞν εξίσωσƞ 𝐴𝐴−1 = 𝐼 ως

προς 𝐴−1. Αν ονομάσουμε 𝑥1,… , 𝑥𝑛 τα διανύσματα που έχει στις στή-
λες του ο 𝐴−1 ƞ εξίσωσƞ αυτή οδƞγεί στα 𝑛 συστήματα 𝑛 εξισώσεων
τƞς μορφής: 𝐴𝑥𝑖 = 𝑒𝑖, ισοδύναμα

⎧{{
⎨
{{⎩

𝑣11𝑥𝑖1 + 𝑣21𝑥𝑖2 +⋯+ 𝑣𝑛1𝑥𝑖𝑛 = 𝛿𝑖1
𝑣12𝑥𝑖1 + 𝑣22𝑥𝑖2 +⋯+ 𝑣𝑛2𝑥𝑖𝑛 = 𝛿𝑖2

⋮
𝑣1𝑛𝑥𝑖1 + 𝑣2𝑛𝑥𝑖2 +⋯+ 𝑣𝑛𝑛𝑥𝑖𝑛 = 𝛿𝑖𝑛,

όπου 𝛿𝑖𝑗 = 0 αν 𝑖 ≠ 𝑗 και 𝛿𝑖𝑗 = 1 αν 𝑖 = 𝑗 το δέλτα του Kronecker. Αυτή
ƞ διαδικασία είναι καθαρά αλγεβρική και θα παρουσιαστεί στο α-
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ντίστοιχο κεφάλαιο του 2ου μέρους. Εδώ θα καταγράψουμε ένα τύπο
για τον 𝐴−1 και θα επιβεβαιώσουμε ότι δεν υπάρχει πρόβλƞμα με τƞν
ύπαρξƞ αριστερά αντιστρόφου. Με το τελευταίο εννοούμε το εξής: ƞ
επίλυσƞ των παραπάνω συστƞμάτων για κάθε 𝑖 θα μας δώσει ένα
πίνακα 𝐴−1 για τον οποίο θα ισχύει 𝐴𝐴−1 = 𝐼. Μια και έχουμε πει
ότι ο πολλαπλασιασμός πινάκων δεν είναι αντιμεταθετικός θα πρέπει
να αποδείξουμε ότι ο πίνακας 𝐴−1 ικανοποιεί και τƞν 𝐴−1𝐴 = 𝐼. Αυτό
όμως είναι απλό: αν 𝐵 ο από αριστερά αντίστροφος του 𝐴 (υπάρ-
χει γιατί ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμƞ απεικόνισƞ εφόσον υποθέσαμε ότι
det𝐴 ≠ 0), θα ισχύει

𝐵 = 𝐵𝐼 = 𝐵(𝐴𝐴−1) = (𝐵𝐴)𝐴−1 = 𝐼𝐴−1 = 𝐴−1.
Τέλος όσον αφορά στον τύπο για τον 𝐴 ονομάζουμε 𝐴𝑖𝑗 τον πίνακα

που προκύπτει από τον Α αν διαγράψουμε τƞν 𝑖 γραμμή και τƞν 𝑗
στήλƞ του. Ο 𝐴𝑖𝑗 δƞλαδή είναι ένας (𝑛−1)×(𝑛−1) πίνακας. Ɵέτουμε
adj𝐴 = ((−1)𝑖+𝑗 det𝐴𝑖𝑗)𝑖𝑗, δƞλαδή

adj𝐴 = (

det𝐴11 − det𝐴21 ⋯ (−1)1+𝑛 det𝐴𝑛1
− det𝐴12 det𝐴22 ⋯ (−1)2+𝑛 det𝐴𝑛2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
(−1)𝑛+1 det𝐴1𝑛 (−1)𝑛+2 det𝐴2𝑛 ⋯ (−1)𝑛+𝑛 det𝐴𝑛𝑛

) .

Ισχύει
𝐴−1 = 1

det𝐴adj𝐴.
2

Βεβαίως όταν det𝐴 = 0 ο πίνακας σύμφωνα με τα προƞγούμενα
δεν είναι αντιστρέψιμος. Όμως κάθε πίνακας μπορεί να προσεγγιστεί
από αντιστρέψιμους πίνακες. Πρώτα όμως πρέπει να ορίσουμε μια
έννοια απόστασƞς για να έχει νόƞμα ƞ έννοια τƞς προσέγγισƞς. Υ-
πάρχουν διάφοροι τρόποι να γίνει αυτό και όλοι είναι μεταξύ τους
ισοδύναμοι. Ίσως ο απλούστερος είναι να θεωρήσουμε κάθε 𝑛 × 𝑛
πίνακα ως στοιχείο του ℝ𝑛2 και να ορίσουμε τƞν απόστασƞ δύο πι-
νάκων ως τƞν απόστασή τους ως διανύσματα.

Ορισμός 4.1.1 Αν 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖𝑗 και 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)𝑖𝑗 δύο 𝑛× 𝑛 πίνακες ορίζουμε
τƞν Ευκλείδεια απόστασή τους να είναι ƞ ποσότƞτα

‖𝐴 − 𝐵‖2 = (
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗|2)
1/2

.
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Με τον παραπάνω ορισμό μια ακολουθία πινάκων 𝐴𝑘 = (𝑎(𝑘)𝑖𝑗 )𝑖𝑗 συ-
γκλίνει στον 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖𝑗 καθώς 𝑘 → ∞ αν και μόνο αν lim𝑘→∞ ‖𝐴𝑘 −
𝐴‖2 = 0 ισοδύναμα

lim
𝑘→∞

(
𝑛
∑
𝑖=1

𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎(𝑘)𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗|2)
1/2

= 0,

ισοδύναμα lim𝑘→∞ 𝑎(𝑘)𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 για κάθε 𝑖 και για κάθε 𝑗. Παρατƞρούμε
ότι αυτό είναι ισοδύναμο με το να ισχύει

lim
𝑘→∞

𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎(𝑘)𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗|2 = 0

για κάθε 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛, δƞλαδή αν και μόνο αν κάθε στήλƞ των πι-
νάκων 𝐴𝑘 = (𝑎(𝑘)𝑖𝑗 )𝑖𝑗 συγκλίνει στƞν αντίστοιχƞ στήλƞ του 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖𝑗.
Με άλλα λόγια ƞ ακολουθία 𝐴𝑘 = (𝑎(𝑘)𝑖𝑗 )𝑖𝑗 συγκλίνει στον 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑖𝑗
αν και μόνο αν οι εικόνες των διανυσμάτων 𝑒1,… , 𝑒𝑛 τƞς συνήθους
βάσƞς του ℝ𝑛 συγκλίνουν στα διανύσματα στα οποία ο 𝐴 απεικονίζει
τα 𝑒1,… , 𝑒𝑛.

Παρατήρηση 4.1.2 Ʃτους απειροδιάστατους χώρους αυτές οι συγκλί-
σεις δεν είναι ισοδύναμες όπως εδώ. Η σύγκλισƞ των 𝐴𝑘 στον 𝐴 με
βάσƞ το αν τα 𝑎(𝑘)𝑖𝑗 συγκλίνουν στα 𝑎𝑖𝑗 για 𝑘 → ∞ ονομάζεται ασθε-
νής σύγκλισƞ και γράφουμε 𝐴𝑘

𝑤⟶𝐴, ενώ ƞ σύγκλισƞ με βάσƞ το αν
𝐴𝑘𝑥 συγκλίνει στο 𝐴𝑥 για κάθε 𝑥 στο πεδίο ορισμού (σε αναλογία με
τƞν παραπάνω σύγκλισƞ των στƞλών του 𝐴𝑘, δƞλαδή των 𝐴𝑘𝑒𝑗 στο
𝐴𝑒𝑗) ονομάζεται ισχυρή σύγκλισƞ και γράφουμε 𝐴𝑘

𝑠⟶𝐴. Αυτές οι συ-
γκλίσεις στους απειροδιάστατους χώρους μελετώνται στα μαθήματα
τƞς Ʃυναρτƞσιακής Ανάλυσƞς.

Θεώρημα 4.1.3 Για κάθε πίνακα 𝐵 με det𝐵 = 0 υπάρχει ακολουθία
πινάκων 𝐴𝑘, 𝑘 ∈ ℕ, ώστε det𝐴𝑘 ≠ 0 και lim𝑘→∞ ‖𝐴𝑘 − 𝐵‖2 = 0.

Απόδειξƞ: Αφού det𝐵 = 0 τα 𝐵𝑒𝑗 για 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 είναι γραμμικά
εξαρτƞμένα, δƞλαδή βρίσκονται όλα σε ένα επίπεδο 𝐹 διάστασƞς
𝑚 < 𝑛. Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας τα 𝐵𝑒1,… , 𝐵𝑒𝑚 είναι γραμμικά
ανεξάρτƞτα. Η απόδειξƞ τώρα είναι προφανής: απλά θα «βγάλου-
με» τα 𝐵𝑒𝑚+1,… , 𝐵𝑒𝑛 από το επίπεδο 𝐹 ώστε τα νέα διανύσματα
μαζί με τα 𝐵𝑒1,… , 𝐵𝑒𝑚 να είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα. Πράγματι,
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θεωρούμε πρώτα μια ορθοκανονική βάσƞ 𝑣𝑚+1,… , 𝑣𝑛 του χώρου 𝐹⟂,
και στƞ συνέχεια τƞν ακολουθία πινάκων 𝐴𝑘 που οι πρώτες 𝑚 στήλες
τους είναι σταθερά τα διανύσματα 𝐵𝑒1,… , 𝐵𝑒𝑚 και οι επόμενες είναι
οι

1
𝑘𝑣𝑚+1 +𝐵𝑒𝑚+1,

1
𝑘 𝑣𝑚+2 +𝐵𝑒𝑚+2,… , 1𝑘𝑣𝑛 +𝐵𝑒𝑛.

Εύκολα ελέγχουμε ότι οι στήλες του 𝐴𝑘 είναι γραμμικά ανεξάρτƞτες,
άρα det𝐴𝑘 ≠ 0, και όταν 𝑘 → ∞ οι στήλες του 𝐴𝑘 συγκλίνουν στις
στήλες του 𝐵, άρα lim𝑘→∞ ‖𝐴𝑘 − 𝐵‖2 = 0. 2

4.2 ο χώρος των στηλών και ο πυρήνας

Έστω ότι ο 𝐴 είναι ένας 𝑚× 𝑛 πίνακας. Δƞλαδή σύμβολο για μια
γραμμική απεικόνισƞ από τον ℝ𝑛 στον ℝ𝑚. Αν οι 𝑛 στήλες του εί-
ναι γραμμικά ανεξάρτƞτα διανύσματα στον ℝ𝑚 τότε με γραμμικούς
συνδυασμούς παράγουν ένα υπόχωρο του ℝ𝑚 διάστασƞς 𝑛. Αν είναι
γραμμικά εξαρτƞμένες τότε παράγουν ένα υπόχωρο του ℝ𝑚 διάστα-
σƞς ίσƞς με το μεγαλύτερο πλήθος γραμμικά ανεξαρτήτων στƞλών
του. Ʃε κάθε περίπτωσƞ, επειδή ο 𝐴 είναι μια γραμμική απεικόνισƞ,
οπότε ισχύει

𝜆1𝐴𝑥1 +⋯+ 𝜆𝑛𝐴𝑥𝑛 = 𝐴(𝜆1𝑥1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛),

ο γραμμικός συνδυασμός των στƞλών του είναι ίσος με το σύνολο
τιμών του. Ʃυμβολίζουμε με Im𝐴 το σύνολο τιμών του 𝐴 στον ℝ𝑚,
που σύμφωνα με τα παραπάνω αποτελεί τον χώρο που παράγουν
οι στήλες του.
Αν dim Im𝐴 < 𝑛 αυτό σƞμαίνει ότι οι στήλες του 𝐴 είναι γραμμικά

εξαρτƞμένες άρα υπάρχουν 𝜆𝑗 όχι όλα μƞδέν ώστε

𝜆1𝐴𝑒1 +⋯+ 𝜆𝑛𝐴𝑒𝑛 = 0.

Ισοδύναμα, λόγω γραμμικότƞτας,

𝐴(𝜆1𝑒1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑒𝑛) = 0.

Το διάνυσμα 𝜆1𝑒1 +⋯+ 𝜆𝑛𝑒𝑛 δεν είναι ίσο με το μƞδέν αφού τα 𝜆𝑗
δεν είναι όλα μƞδέν και τα 𝑒𝑗, ƞ συνήθƞς βάσƞ του ℝ𝑛 είναι γραμ-
μικά ανεξάρτƞτα διανύσματα. Ʃυνεπώς ο 𝐴 απεικονίζει μƞ μƞδε-
νικά διανύσματα, για παράδειγμα το 𝑣0 ∶= 𝜆1𝑒1 + ⋯ + 𝜆𝑛𝑒𝑛, στο
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μƞδέν. Άρα και όλο τον υπόχωρο span{𝑣0} του ℝ𝑛 στο μƞδέν, αφού
𝐴(𝜆𝑣0) = 𝜆𝐴𝑣0 = 0.
Ονομάζουμε πυρήνα του 𝐴 το σύνολο όλων των διανυσμάτων του

πεδίου ορισμού του (εδώ του ℝ𝑛) που απεικονίζονται στο μƞδέν, και
γράφουμε ker𝐴. Ο πυρήνας είναι φανερά γραμμικός υπόχωρος του
ℝ𝑛 διότι αν 𝑣, 𝑢 ∈ ker𝐴 και 𝜆, 𝜇 ∈ ℝ θα ισχύει και 𝜆𝑣 + 𝜇𝑢 ∈ ker𝐴,
αφού

𝐴(𝜆𝑣 + 𝜇𝑢) = 𝜆𝐴𝑣 + 𝜇𝐴𝑢 = 0.
Τƞν παρακάτω πρότασƞ μπορούμε να τƞ δούμε ως ένα είδος «αρ-

χής διατήρƞσƞς τƞς διάστασƞς» για τις γραμμικές απεικονίσεις.

Πρόταση 4.2.1 Για κάθε 𝑚× 𝑛 πίνακα 𝐴 ισχύει

dimker𝐴+ dim Im𝐴 = 𝑛.

Απόδειξƞ: Έστω ότι ƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑘 μια βάσƞ του ker𝐴 τƞν οποία επεκτεί-
νουμε σε βάσƞ του ℝ𝑛 προσθέτοντας τα διανύσματα 𝑣𝑘+1,… , 𝑣𝑛. Α-
φού κάθε διάνυσμα του ℝ𝑛 είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑣1,… , 𝑣𝑛
οι εικόνες μέσω του 𝐴 είναι γραμμικός συνδυασμός των 𝑣𝑘+1,… , 𝑣𝑛, α-
φού τα 𝑣1,… , 𝑣𝑘 θα απεικονιστούν στο μƞδέν. Ʃυνεπώς ο χώρος Im𝐴
παράγεται από τα διανύσματα 𝐴𝑣𝑘+1,… ,𝐴𝑣𝑛. Άρα μένει να αποδεί-
ξουμε ότι αυτά είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα. Έστω ότι

𝜆𝑘+1𝐴𝑣𝑘+1,… , 𝜆𝑛𝐴𝑣𝑛 = 0. (4.1)

Ɵα δείξουμε ότι αναγκαστικά 𝜆𝑗 = 0 για κάθε 𝑗 = 𝑘 + 1,… , 𝑛.
Πράγματι, ƞ (4.1) συνεπάγεται ότι

𝐴(𝜆𝑘+1𝑣𝑘+1,… , 𝜆𝑛𝑣𝑛) = 0,

και συνεπώς
𝜆𝑘+1𝑣𝑘+1,… , 𝜆𝑛𝑣𝑛 ∈ ker𝐴.

Άρα υπάρχουν 𝜆1,… , 𝜆𝑘 ώστε

𝜆𝑘+1𝑣𝑘+1,… , 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 𝜆1𝑣1 +⋯+ 𝜆𝑘𝑣𝑘

οπότε
(−𝜆1)𝑣1 +⋯+ (−𝜆𝑘)𝑣𝑘 + 𝜆𝑘+1𝑣𝑘+1,… , 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 0.

Αλλά τα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 είναι γραμμικά ανεξάρτƞτα, συνεπώς 𝜆𝑗 = 0 για
κάθε 𝑗 = 1,… , 𝑛. 2





Κεφάλαιο 5

Δυϊκός χώρος

5.1 ορισμοί

Ορίζουμε τον δυϊκό χώρο του ℝ𝑛 να είναι το σύνολο των γραμ-
μικών μετασχƞματισμών από το ℝ𝑛 στο ℝ, και τον συμβολίζουμε με
𝑉∗ αν έχουμε ήδƞ θέσει 𝑉 = ℝ𝑛. Το παράδειγμα του εσωτερικού γι-
νομένου τƞς (2.5) δείχνει κάθε διάνυσμα 𝑥 στον ℝ𝑛 με τερματικό σƞ-
μείο το 𝑥𝑡 ορίζει μια γραμμική απεικόνισƞ, οπότε υπ’ αυτή τƞν έννοια
ℝ𝑛 ⊆ 𝑉∗.
Ένα φυσιολογικό ερώτƞμα εδώ είναι αν το σύνολο 𝑉∗ περιέχει

και στοιχεία που δεν είναι τƞς μορφής (2.5) ισοδύναμα αν ισχύει ότι
ℝ𝑛 ⊊ 𝑉∗. Η απάντƞσƞ είναι αρνƞτική. Ɵα δείξουμε παρακάτω ότι αν
ƞ 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ είναι μια γραμμική απεικόνισƞ τότε είναι αναγκαστικά
τƞς μορφής (2.5).

Παρατήρηση 5.1.1 Αυτό δεν είναι αλƞθές για κάθε διανυσματικό χώ-
ρο. Ʃυγκεκριμένα, δεν είναι αλƞθές σε απειροδιάστατους χώρους πα-
ρά μόνο με τƞν επιπλέον συνθήκƞ ότι οι γραμμικές μας επεικονίσεις εί-
ναι συνεχείς. Αυτό θα αποδειχθεί αργότερα στο βιβλίο. Επειδή αυτό
το θεώρƞμα, για απειροδιάστατους χώρους (δείτε ενότƞτα ???), έχει
μƞ τετριμμένƞ απόδειξƞ, έχει όνομα: «το Ɵεώρƞμα Αναπαράστασƞς
του Riesz». Ɵα χρƞσιμοποιήσουμε το ίδιο όνομα και στƞν απλούστερƞ
περίπτωσƞ των χώρων πεπερασμένƞς διάστασƞς.

Θεώρημα 5.1.2 (Θεώρημα αναπαράστασης του Riesz) Για κάθε συ-
νεχή γραμμική συνάρτƞσƞ 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ υπάρχει μοναδικό 𝑥 ∈ ℝ𝑛
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ώστε να ισχύει
𝑓(𝑦) = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

Απόδειξƞ: Αφού ƞ 𝑓 είναι γραμμική, για να βρούμε ένα τύπο για τƞν
𝑓, δƞλαδή ένα πίνακα, ακολουθούμε τƞ συνήθƞ διαδικασία του Κε-
φαλαίου 2: υπολογίζουμε τƞν 𝑓 στα διανύσματα τƞς συνήθους βά-
σƞς 𝑒1,… , 𝑒𝑛. Αν 𝑥𝑗 = 𝑓(𝑒𝑗) για κάθε 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 τότε χρƞσιμο-
ποιούμε αυτά ως στήλες για να κατασκευάζουμε το σύμβολο/πίνακα
(𝑥1,… , 𝑥𝑛). Έτσι, 𝑓(𝑦) = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ⋅ 𝑦 όπου ƞ τελεία συμβολίζει τον
πολλαπλασιασμό πινάκων. Ɵέτουμε

𝑥 = (
𝑥1
⋮
𝑥𝑛

) .

Φανερά
𝑓(𝑦) = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ⋅ 𝑦 = 𝑥𝑡 ⋅ 𝑦 = ⟨𝑥, 𝑦⟩,

το οποίο αποδεικνύει το υπαρξιακό μέρος του θεωρήματος. Για τƞ
μοναδικότƞτα, υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα άλλο διάνυσμα 𝑥′ ώστε

⟨𝑥′, 𝑦⟩ = 𝑓(𝑥′) = ⟨𝑥, 𝑦⟩
για όλα τα 𝑦 ∈ ℝ𝑛. Έπαιτε ότι ⟨𝑥′ − 𝑥, 𝑦⟩ = 0 για κάθε 𝑦 ∈ ℝ𝑛, και
χρƞσιμοποιώντας 𝑦 = 𝑥′−𝑥 παίρνουμε ότι ‖𝑥′−𝑥‖22 = 0 και άρα 𝑥′ = 𝑥.

2

5.2 παράδειγμα: το εξωτερικό γινόμενο

Μέχρι στιγμής έχουμε ορίσει δύο ιδιαίτερες γραμμικές απεικονίσεις
από το ℝ𝑛 στο ℝ. Η μία είναι το εσωτερικό γινόμενο. Η άλλƞ είναι
ƞ ορίζουσα! Πράγματι, ƞ ορίζουσα είναι γραμμική απεικόνισƞ αν
θεωρήσουμε μεταβλƞτό το διάνυσμα στƞν πρώτƞ (ή οποιαδήποτε
άλλƞ) στήλƞ τƞς. Αν 𝑣2, 𝑣3,… , 𝑣𝑛 σταθερά διανύσματα του ℝ𝑛 και 𝑥
οποιοδήποτε διάνυσμα στον ℝ𝑛, ƞ απεικόνισƞ 𝑓(𝑥) = det(𝑥, 𝑣2,… , 𝑣𝑛)
είναι γραμμική. Η ιδιότƞτα 𝑓(𝑐𝑥) = 𝑐𝑓(𝑥) είναι ƞ Πρότασƞ 3.2.8, ενώ
ƞ ιδιότƞτα 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) είναι ƞ Πρότασƞ 3.2.10. Άρα από
το θεώρƞμα αναπαράστασƞς του Riesz υπάρχει διάνυσμα𝑤 (που θα
εξαρτάται προφανώς από τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛) ώστε

𝑓(𝑥) = det(𝑥, 𝑣2,… , 𝑣𝑛) = ⟨𝑤, 𝑥⟩.
Δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό.
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Ορισμός 5.2.1 Το διάνυσμα 𝑤 ∈ ℝ𝑛 για το οποίο ισχύει

det(𝑥, 𝑣2,… , 𝑣𝑛) = ⟨𝑤, 𝑥⟩,
ονομάζεται εξωτερικό γινόμενο των 𝑣2,… , 𝑣𝑛 και γράφουμε 𝑤 = 𝑣2×
𝑣3 ×⋯× 𝑣𝑛.

Το διάνυσμα αυτό δεν είναι δύσκολο να εντοπιστεί. Πράγματι, ƞ ο-
ρίζουσα det(𝑥, 𝑣2,… , 𝑣𝑛) υπολογίζει τον προσƞμασμένο όγκο του πα-
ραλλƞλεπιπέδου που έχει βάσƞ το παραλλƞλεπίπεδο με ακμές τα 𝑣2,
…,𝑣𝑛 και ύψος το (προσƞμασμένο) μήκος τƞς προβολής του 𝑥 στƞ
διεύθυνσƞ του μοναδιαίου διανύσματος 𝑛 που είναι κάθετο στο

span{𝑣2,… , 𝑣𝑛}
και με τέτοια φορά που τα 𝑛 και 𝑣2,… , 𝑣𝑛 να έχουν θετικό προσανα-
τολισμό. Άρα αναγκαστικά το 𝑤 πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του
𝑛 και συγκεριμένα να έχει μήκος ίσο με το εμβαδόν (𝑛 − 1-διάστατο
όγκο) τƞς βάσƞς. Αλλά από τƞ σχέσƞ (3.2) φανερά

det(𝑥, 𝑣2,… , 𝑣𝑛) =
𝑛
∑
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑥𝑗 det �̃�𝑗

= ⟨(det �̃�1, − det �̃�2,… , (−1)𝑛−1 det �̃�𝑛) , 𝑥⟩ .

Από τƞ μοναδικότƞτα του Ɵεωρήματος Riesz το εξωτερικό γινόμενο
των 𝑣2,… , 𝑣𝑛 είναι το διάνυσμα

(det �̃�1, − det �̃�2,… , (−1)𝑛−1 det �̃�𝑛) .
Από τƞ συζήτƞσƞ που προƞγήθƞκε, αναγκαστικά αυτό το διάνυσμα
έχει μήκος ίσο με το εμβαδόν (𝑛− 1-διάστατο όγκο) του παραλλƞλε-
πιπέδου τƞς βάσƞς 𝐵 που φτιάχνουν τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛. Δƞλαδή ισχύει

(det �̃�1)2 + (det �̃�2) +⋯+ (det �̃�𝑛)2 = vol𝑛−1(𝐵)2. (5.1)

Παρατƞρούμε εδώ ότι ƞ σχέσƞ (5.1) δεν είναι στƞν ουσία τƞς μια
καινούργια σχέσƞ. Ʃτƞν πραγματικότƞτα δεν είναι τίποτα άλλο α-
πό τƞ γενίκευσƞ του Πυθαγορείου Ɵεωρήματος στα εμβαδά! Παρα-
τƞρήστε ότι ƞ ποσότƞτα | det �̃�𝑗| είναι το εμβαδόν (𝑛 − 1-διάστατος
όγκος) του παραλλƞλεπιπέδου με ακμές τις προβολές των διανυσμά-
των 𝑣2,… , 𝑣𝑛 στο υπερεπίπεδο 𝑒⟂𝑗 , αφού o �̃�𝑗 είναι ο (𝑛−1)×(𝑛−1)
πίνακας που φτιάχνεται από τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛 αφού διαγραφούν οι 𝑗 συ-
ντεταγμένες. Υπ’ αυτή τƞν έννοια ƞ (5.1) είναι ειδική περίπτωσƞ του
εξής:
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Θεώρημα 5.2.2 (Πυθαγόρειο θεώρημα για εμβαδά) Αν 𝐵 υποσύνολο
υπερεπιπέδου που έχει 𝑛 − 1-διάστατο όγκο και 𝑃𝑗 ƞ προβολή στο 𝑒⟂𝑗
υπερεπίπεδο, τότε ισχύει

vol𝑛−1(𝐵)2 = vol𝑛−1(𝑃1(𝐵))2 +⋯+ vol𝑛−1(𝑃𝑛(𝐵))2.
Απόδειξƞ: Η απόδειξƞ είναι απλούστατƞ αν χρƞσιμοποιήσουμε το
Λήμμα 3.2.4. Αν 𝑛 το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο υπερεπίπεδο
που βρίσκεται το 𝐵 (οποιοδήποτε από τα δύο κάθετα), τότε το λήμμα
αυτό μας λέει ότι

vol𝑛−1(𝑃𝑗(𝐵)) = vol𝑛−1(𝐵)|⟨𝑛, 𝑒𝑗⟩|.
Υψώνοντας στο τετράγωνο και αθροίζοντας τις σχέσεις αυτές για
όλα τα 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛 παίρνουμε

𝑛
∑
𝑗=1

vol𝑛−1(𝑃𝑗(𝐵))2 = vol𝑛−1(𝐵)2
𝑛
∑
𝑗=1

|⟨𝑛, 𝑒𝑗⟩|2

= vol𝑛−1(𝐵)2‖𝑛‖22
= vol𝑛−1(𝐵)2,

ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

Το ότι το παραπάνω είναι γενίκευσƞ του Πυθαγορείου θεωρή-
ματος φαίνεται αμέσως όταν 𝑛 = 2. Διότι τότε το 𝐵 είναι μονοδιά-
σταστο, οπότε επιλέγοντάς το να είναι το μήκος ενός διανύσματος, οι
παραπάνω προβολές δεν είναι παρά οι προβολές στους άξονες και τα
μήκƞ τους οι απόλυτες τιμές των συντεταγμένων του διανύσματος.
Και πάλι, αυτή δεν είναι ƞ τελευταία γενίκευσƞ του Πυθαγορεί-

ου Ɵεωρήματος. Το παραπάνω μπορεί να γενικευθεί περαιτέρω στον
τύπο που είναι γνωστός ως τύπος Cauchy-Binet (τƞ γεωμετρική ερμƞ-
νεία έδωσε πρώτος ο Binet). Τώρα προβάλουμε το 𝐵 σε χαμƞλότερƞς
διάστασƞς υποχώρους. Το άθροισμα των τετραγώνων του εμβαδού
των προβολών του 𝐵 σε όλους του 𝑘-διάστατους συντεταγμένους υ-
ποχώρους του ℝ𝑛 ισούται με το τετράγωνο του εμβαδού του 𝐵. Και
πάλι ƞ απόδειξƞ δεν είναι δύσκολƞ αλλά ξεφεύγει από τους σκοπούς
του παρόντος και παραλείπεται.

5.3 παράδειγμα: ο ανάστροφος/συζυγής πίνακας

Μια άλλƞ εφαρμογή του θεωρήματος αναπαράστασƞς είναι ο
ανάστροφος πίνακας. Για κάθε 𝑦 ∈ ℝ𝑚 και για κάθε 𝑚× 𝑛 πίνακα



5.3 Παράδειγμα: ο ανάστροφος/συζυγής πίνακας . 87

𝐴, δƞλαδή γραμμική απεικόνισƞ από τον ℝ𝑛 στον ℝ𝑚, ορίζουμε τƞ
γραμμική απεικόνισƞ 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ με 𝑓(𝑥) = ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩. Φανερά ƞ 𝑓 είναι
γραμμική, αφού

𝑓(𝜆𝑥1 + 𝑥2) = ⟨𝐴(𝜆𝑥1 + 𝑥2), 𝑦⟩ = ⟨𝜆𝐴𝑥1 +𝐴𝑥2, 𝑦⟩
= 𝜆⟨𝐴𝑥1, 𝑦⟩ + ⟨𝐴𝑥2, 𝑦⟩
= 𝜆𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2).

Άρα από το θεώρƞμα αναπαράστασƞς του Riesz υπάρχει ένα διά-
νυσμα 𝑔(𝑦) ∈ ℝ𝑛 ώστε ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑔(𝑦)⟩ για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛. Έτσι,
ορίζεται μια απεικόνισƞ από τον ℝ𝑚 στον ℝ𝑛 που απεικονίζει το 𝑦
στο 𝑔(𝑦). Ɵα δείξουμε στƞ συνέχεια ότι ƞ 𝑔 δεν είναι παρά μια γραμ-
μική απεικόνισƞ, και θα υπολογίσουμε έναν πίνακα που τƞν ορίζει. Η
γραμμικότƞτα προκύπτει από τƞ μοναδικότƞτα στο θεώρƞμα Riesz.
Πράγματι, αν 𝑦1, 𝑦2 ∈ ℝ𝑚 και 𝜆 ∈ ℝ, τότε

⟨𝑥, 𝜆𝑔(𝑦1) + 𝑔(𝑦2)⟩ = 𝜆⟨𝐴𝑥, 𝑦1⟩ + ⟨𝐴𝑥, 𝑦2⟩
= ⟨𝐴𝑥, 𝜆𝑦1 + 𝑦2⟩,

για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 και από τƞ μοναδικότƞτα του θεωρήματος Riesz
αναγκαστικά 𝑔(𝜆𝑦1 +𝑦2) = 𝜆𝑔(𝑦1) + 𝑔(𝑦2). Δƞλαδή ƞ 𝑔 είναι γραμ-
μική. Έτσι ƞ 𝑔 καθορίζεται από τις τιμές που δίνει στα διανύσματα
τƞς συνήθους βάσƞς δƞλαδή ƞ 𝑔 περιγράφεται με τον 𝑛×𝑚 πίνακα
𝐴𝑡 = (𝑔(𝑒1), 𝑔(𝑒2),… , 𝑔(𝑒𝑚)).
Με τƞ βοήθεια του παραπάνω μπορούμε να βρούμε τƞ σχέσƞ του

𝐴𝑡 με τον 𝐴. Πράγματι, από τον ορισμό του 𝐴𝑡 θα πρέπει να ισχύ-
ει ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑡𝑦⟩ για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑦 ∈ ℝ𝑚. Άρα ισχύει και για
τα διανύσματα τƞς συνήθους βάσƞς, δƞλαδή ⟨𝐴𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖, 𝐴𝑡𝑒𝑗⟩ =
⟨𝐴𝑡𝑒𝑗, 𝑒𝑖⟩, όπου στƞν τελευταία ισότƞτα χρƞσιμοποιήσαμε τƞν ιδιότƞ-
τα του εσωτερικού γινομένου ⟨𝑣, 𝑢⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩. Αλλά φανερά, για κάθε
πίνακα το ⟨𝐴𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ είναι ƞ τιμή που έχει ο πίνακας στƞ γραμμή 𝑖 στƞ
στήλƞ 𝑗. Ʃυνεπώς, ƞ σχέσƞ ⟨𝐴𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝐴𝑡𝑒𝑗, 𝑒𝑖⟩ μας λέει ότι o 𝐴𝑡 στƞν
𝑗 γραμμή στƞ στήλƞ 𝑖 έχει τƞν ίδια τιμή που έχει ο 𝐴 στƞν 𝑖 γραμμή
στƞ στήλƞ 𝑗. Για παράδειγμα, αν 𝐴 = ( 1 3

2 4 ) τότε 𝐴
𝑡 = ( 1 2

3 4 ). Ενώ αν

𝐴 = ( 1 2 3
4 5 6 ) τότε 𝐴𝑡 = (

1 4
2 5
3 6

) .
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Ή αν

𝐴 = (1, 2, 3) τότε 𝐴𝑡 = (
1
2
3
) .

Ή τέλος αν ο πίνακας είναι τετραγωνικός, αν για παράδειγμα,

𝐴 = (
1 4 7
2 5 8
3 6 9

) τότε 𝐴𝑡 = (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) .

Ʃτƞν περίπτωσƞ που εργαζόμαστε με πίνακες από το ℂ𝑛 στο ℂ𝑚
θα υπάρχει μια μικρή διαφοροποίƞσƞ. Ο πίνακας που μας εγγυάται
το θεώρƞμα αναπαράστασƞς του Riesz ότι υπάρχει, και τον οποί-
ον τώρα θα τον συμβολίζουμε με 𝐴∗ αντί για 𝐴𝑡, θα ικανοποιεί τƞν
⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴∗𝑦⟩ αλλά το τελευταίο εσωτερικό γινόμενο είναι ίσο με
⟨𝐴∗𝑦, 𝑥⟩ (και όχι ⟨𝐴∗𝑦, 𝑥⟩ όπως στƞν πραγματική περίπτωσƞ). Οπότε
για τα διανύσματα τƞς συνήθους βάσƞς θα ισχύει

⟨𝐴𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝐴∗𝑒𝑗, 𝑒𝑖⟩
Έτσι τώρα ο 𝐴∗ δεν είναι απλώς ο 𝐴𝑡 αλλά αλλάζουν τα στοιχεία
του στα μιγαδικά συζυγή τους. Για παράδειγμα, αν 𝐴 = ( 1 2𝑖

𝑖 3𝑖 ) τότε
𝐴∗ = ( 1 −𝑖

−2𝑖 −3𝑖 ).
Ο πίνακας 𝐴𝑡 ονομάζεται «ανάστροφος του 𝐴» και ο 𝐴∗ ονομάζε-

ται «συζυγής του 𝐴». Επειδή αν ο 𝐴 είναι από το ℝ𝑛 στο ℝ𝑚 τότε
φανερά 𝐴∗ = 𝐴𝑡 ονομάζουμε τον ανάστροφο και συζυγή του 𝐴 ανε-
ξάρτƞτα αν ο 𝐴 είναι μιγαδικός ή πραγματικός πίνακας. Για λόγους
σαφήνειας όμως θα κρατήσουμε τον συμβολισμό 𝐴𝑡 για τους πραγ-
ματικούς πίνακες και 𝐴∗ για τους μιγαδικούς.
Παρατƞρούμε εδώ ότι αν 𝐴 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑚 τότε 𝐴𝑡 ∶ ℝ𝑚 → ℝ𝑛. Λό-

γω του ορισμού του μας επιτρέπει να αλλάζουμε θέσƞ, κατά κάποιο
τρόπο, στον 𝐴 σε ένα εσωτερικό γινόμενο, αφού ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑡𝑦⟩,
ισοδύναμα ⟨𝐴𝑡𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑦,𝐴𝑥⟩.
Ʃτƞν περίπτωσƞ που ο πίνακας 𝑈 ανήκει στƞν ορθογώνια ομά-

δα 𝑂(𝑛) επειδή ⟨𝑈𝑥,𝑈𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ αλλά και ⟨𝑈 𝑡𝑈𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑈𝑥,𝑈𝑦⟩,
συμπεραίνουμε ότι ⟨𝑈 𝑡𝑈𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ για κάθε 𝑥 και 𝑦 στον ℝ𝑛. Ά-
ρα αυτό ισχύει και για τα διανύσματα τƞς συνήθους βάσƞς. Δƞ-
λαδή ⟨𝑈 𝑡𝑈𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 0 αν 𝑖 ≠ 𝑗 και ⟨𝑈 𝑡𝑈𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = 1 αν 𝑖 = 𝑗. Αυτό
μας λέει ότι 𝑈 𝑡𝑈 = Ι. Καταλήγουμε στο ότι για ορθογώνιους πίνα-
κες 𝑈 ο ανάστροφος είναι και αντίστροφός τους! Αυτό είναι και υ-
πολογιστικά εύκολο διότι κάθε ορθογώνιος 𝑈 έχει για στήλες του
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ορθοκανονικά διανύσματα βάσƞς, έστω τα 𝑣1,… , 𝑣𝑛. Οπότε όταν
υπολογίσουμε το γινόμενο 𝑈 𝑡𝑈 εύκολα βλέπουμε ότι θα προκύψει
ο πίνακας (⟨𝑣𝑖, 𝑣𝑗⟩) δƞλαδή ο ταυτοτικός. Επίσƞς παρατƞρούμε ότι
det𝑈 𝑡 det𝑈 = det(𝑈 𝑡𝑈) = det 𝐼 = 1. Αλλά επειδή ο 𝑈 έχει για στήλες
τα διανύσματα μιας ορθοκανονικής βάσƞς έχει ορίζουσα είτε 1 είτε
−1, ανάλογα αν ƞ βάσƞ αυτή έχει τον ίδιο προσανατολισμό ή όχι
με τƞ συνήθƞ. Άρα αναγκαστικά τƞν ίδια τιμή πρέπει να έχει και ƞ
det𝑈 𝑡 ώστε το γινόμενό τƞς με τƞν det𝑈 να ισούται με 1. Δƞλαδή
det𝑈 𝑡 = det𝑈 . Ɵα δούμε αργότερα ότι αυτή ƞ ιδιότƞτα ισχύει για
κάθε τετραγωνικό πίνακα. Δƞλαδή det𝐴 = det𝐴𝑡. Αυτή ƞ ιδιότƞτα
δεν είναι καθόλου προφανής (εκτός αν κανείς έχει τƞ διάθεσƞ να
κάνει περίπλοκες πράξεις με τον τύπο που υπολογίζει ορίζουσες).
Με τον ίδιο τρόπο βλέπουμε ότι για δύο πίνακες 𝐴, 𝐵 που μπορούν

να πολλαπλασιαστούν, ισχύει (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵 𝑡𝐴𝑡. Πράγματι, θα ισχύει

⟨(𝐴𝐵)𝑡𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖, (𝐴𝐵)𝑒𝑗⟩ = ⟨𝑒𝑖, 𝐴(𝐵𝑒𝑗)⟩
= ⟨𝐴𝑡𝑒𝑖, 𝐵𝑒𝑗⟩ = ⟨𝐵 𝑡𝐴𝑡𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩,

δƞλαδή οι πίνακες (𝐴𝐵)𝑡 και 𝐵 𝑡𝐴𝑡 έχουν ίδιους αριθμούς στις ίδιες
θέσεις ως πίνακες, δƞλαδή (𝐴𝐵)𝑡 = 𝐵 𝑡𝐴𝑡.
Μια άλλƞ ιδιότƞτα είναι ότι (𝐴𝑡)𝑡 = 𝐴 για κάθε πίνακα 𝐴. Αυτή

είναι πολύ εύκολƞ και αφήνεται ως άσκƞσƞ.
Τέλος δίνουμε τον εξής ορισμό.

Ορισμός 5.3.1 Ένας 𝑛×𝑛 πίνακας 𝐴 ονομάζεται αυτοσυζυγής ή ερμι-
τιανός αν 𝐴 = 𝐴𝑡.

Για ένα παράδειγμα, ο πίνακας

𝐴 = (
1 2 3
2 4 5
3 5 6

)

είναι φανερά αυτοσυζυγής. Επίσƞς κάθε διαγώνιος πίνακας είναι αυ-
τοσυζυγής.





Κεφάλαιο 6

Το ίχνος πίνακα

6.1 ορισμοί

Η ορίζουσα είναι μια συνάρτƞσƞ από το σύνολο των 𝑛 × 𝑛 πινά-
κων στο ℝ. Επειδή οι πίνακες αυτοί περιέχουν 𝑛2 στοιχεία μπορούμε
να πούμε ότι ƞ ορίζουσα είναι μια απεικόνισƞ από τον ℝ𝑛2 στο ℝ,
ταυτίζοντας κάθε πίνακα με τƞν ακολουθία των στοιχείων του δια-
βάζοντάς στα τƞ μία στήλƞ μετά τƞν άλλƞ (ή τƞ μία γραμμή μετά
τƞν άλλƞ). Μάλιστα αν θεωρήσουμε τα στοιχεία του πίνακα σαν με-
ταβλƞτές ƞ ορίζουσα είναι μια πολυωνυμική παράστασƞ των μετα-
βλƞτών αυτών. Για παράδειγμα, για τους 2×2 πίνακες, det ∶ ℝ4 → ℝ
με det(𝑥, 𝑦, 𝑧,𝑤) ≡ det ( 𝑥 𝑧

𝑦 𝑤 ) = 𝑥𝑤 − 𝑦𝑧, ένα πολυώνυμο των συντε-
λεστών τƞς. Ομοίως και σε μεγαλύτερες διαστάσεις με πιο περίπλο-
κους τύπους. Αφού λοιπόν είναι πολυωνυμική είναι και διαφορίσιμƞ
και μάλιστα όσες φορές επιθυμούμε. Ʃτƞν κατεύθυνσƞ τƞς μελέτƞς
τƞς παραγώγου τƞς ορίζουσας το πρώτο ίσως που θα σκεφτόταν
κανείς, είναι ποια είναι ƞ παράγωγος τƞς det στον πίνακα 𝐼. Επειδή
όμως είμαστε σε πολυδιάστατους χώρους θα πρέπει να καθορίσου-
με και τƞ διεύθυνσƞ στƞν οποία παραγωγίζουμε. Έτσι, γράφουμε
det′(𝐼)(𝐴) για τƞν κατευθυνόμενƞ παράγωγο τƞς det στον πίνακα 𝐼
στƞ διεύθυνσƞ του 𝐴. Αυτή τƞν ποσότƞτα τƞν ονομάζουμε ίχνος του
𝐴:

Ορισμός 6.1.1 Ίχνος tr(𝐴) ενός 𝑛×𝑛 πίνακα 𝐴 ονομάζουμε τƞν κατευ-
θυνόμενƞ παράγωγο τƞς ορίζουσας στον 𝐼 στƞ διεύθυνσƞ του 𝐴 (ως
στοιχεία του ℝ𝑛2). Ισοδύναμα το ίχνος του 𝐴 είναι ƞ τιμή του διαφο-
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ρικού det′(𝐼) στƞ θέσƞ 𝐼 υπολογισμένο στον πίνακα 𝐴. Ʃυγκεκριμένα

tr(𝐴) ∶= det ′(𝐼)(𝐴) = lim
ℎ→0

det(𝐼 + ℎ𝐴) − det 𝐼
ℎ .

Ο λόγος που «ξεχωρίζουμε» τƞ συγκεκριμένƞ παράγωγο είναι ότι λό-
γω των ιδιοτήτων τƞς ορίζουσας, όταν γνωρίζουμε πώς να βρίσκου-
με τƞν παράγωγο στον 𝐼 μπορούμε να βρούμε τƞν παράγωγο σε κάθε
αντιστρέψιμο πίνακα 𝑇. Πράγματι,

det ′(𝑇)(𝐴) = lim
ℎ→0

det(𝑇 + ℎ𝐴) − det𝑇
ℎ

= lim
ℎ→0

det(𝑇(𝐼 + ℎ𝑇−1𝐴) − det𝑇
ℎ

= lim
ℎ→0

det(𝑇)(det(𝐼 + ℎ𝑇−1𝐴) − det 𝐼)
ℎ

= det(𝑇)tr(𝑇−1𝐴). (6.1)

Ʃυνεπώς «ακολουθώντας το ίχνος ενός πίνακα» μπορούμε να υπολο-
γίσουμε τƞν παράγωγο τƞς ορίζουσας σε κάθε αντιστρέψιμο πίνακα.

Πρόταση 6.1.2 Για οποιουσδήποτε 𝑛 × 𝑛 πίνακες 𝐴 και 𝐵 ισχύει

tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴).

Απόδειξƞ: Η απόδειξƞ θα προκύψει εύκολα από τƞν αντίστοιχƞ ιδιό-
τƞτα για τις ορίζουσες. Παρατƞρούμε πρώτα ότι

𝐴(𝐼 + ℎ𝐵𝐴) = 𝐴+ ℎ𝐴𝐵𝐴 = (𝐼 + ℎ𝐴𝐵)𝐴,

άρα
det𝐴 det(𝐼 + ℎ𝐵𝐴) = det(𝐼 + ℎ𝐴𝐵) det𝐴.

Ʃυνεπώς, όταν ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμος οι ορίζουσά του διαγράφεται
στƞν προƞγούμενƞ σχέσƞ και προκύπτει

det(𝐼 + ℎ𝐵𝐴) = det(𝐼 + ℎ𝐴𝐵).

Όμως κάθε πίνακας είναι όριο αντιστρέψιμων πινάκων, και επειδή
ƞ ορίζουσα είναι συνεχής συνάρτƞσƞ ƞ προƞγούμενƞ ισχύει για ο-
ποιουσδήποτε πίνακες 𝐴 και 𝐵. Από εδώ και πέρα ƞ απόδειξƞ είναι
προφανής: αφαιρούμε det 𝐼 και από τις δύο πλευρές τƞς εξίσωσƞς,
διαιρούμε με ℎ και αφήνουμε το ℎ να πάει στο μƞδέν παίρνοντας
tr𝐵𝐴 = tr𝐴𝐵. 2
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6.2 υπολογισμός του ίχνους

Πρόταση 6.2.1 Για κάθε πίνακα 𝐴 με 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛𝑖,𝑗=1 ισχύει

tr(𝐴) = 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛,

δƞλαδή το ίχνος ενός πίνακα συμπίπτει με το άθροισμα των στοιχείων
τƞς διαγωνίου του.

Πριν προχωρήσουμε στƞν απόδειξƞ παρατƞρούμε ότι θα μπορούσα-
με να δώσουμε για ορισμό του ίχνους το άθροισμα των στοιχείων τƞς
διαγωνίου του, κάτι πολύ πιο απλό από τƞν κατευθυνόμενƞ παρά-
γωγο. Αλλά αυτή ƞ επιλογή δεν θα πρόσθετε τίποτα στƞ διαίσθƞσή
μας, αφού θα παρουσίαζε για ορισμό μια υπολογιστική παρατήρƞσƞ
χωρίς (εξ’ αρχής) ιδιαίτερο νόƞμα.

Απόδειξƞ: Παρατƞρούμε απλώς ότι ƞ ορίζουσα det(𝐼 + ℎ𝐴) είναι
ίσƞ με 1+ℎ(𝑎11+𝑎22+⋯+𝑎𝑛𝑛)+𝑂(ℎ2) όπου ƞ ποσότƞτα 𝑂(ℎ2) έχει
τƞν ιδιότƞτα αν διαιρεθεί με το ℎ2 να παραμένει φραγμένƞ καθώς
ℎ → 0. Πράγματι, αυτό είναι σωστό για 𝑛 = 2, αφού αν 𝐴 = ( 𝑎11 𝑎21

𝑎12 𝑎22
)

θα ισχύει

det(𝐼 + ℎ𝐴) = det( 1 + ℎ𝑎11 ℎ𝑎21
ℎ𝑎12 1 + ℎ𝑎22

)

= (1 + ℎ𝑎11)(1 + ℎ𝑎22) − ℎ𝑎12ℎ𝑎21
= 1+ ℎ(𝑎11 + 𝑎22) + ℎ2(𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21).

Αν έχει αποδειχθεί για 𝑛× 𝑛 πίνακες, και ο 𝐴 είναι (𝑛 + 1) × (𝑛+ 1)
πίνακας, τότε

det(𝐼 + ℎ𝐴) = (1 + ℎ𝑎11) det(𝐼 + ℎ𝐴)11

+
𝑛+1
∑
𝑗=2

(−1)𝑖−1ℎ𝑎1𝑗 det(𝐼 + ℎ𝐴)1𝑗
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από τƞν επαγωγική υπόθεσƞ για τον (𝐼 + ℎ𝐴)11:

= (1+ ℎ𝑎11)(1 + ℎ(𝑎22 +⋯+ 𝑎(𝑛+1)(𝑛+1)) + 𝑂(ℎ2))

+
𝑛+1
∑
𝑗=2

(−1)𝑖−1ℎ𝑎1𝑗 det(𝐼 + ℎ𝐴)1𝑗

= 1+ ℎ(
𝑛+1
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑗)+ ℎ2𝑎11(
𝑛+1
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑗)+ (1+ ℎ𝑎11)𝑂(ℎ2)

+
𝑛+1
∑
𝑗=2

(−1)𝑖−1ℎ𝑎1𝑗 det(𝐼 + ℎ𝐴)1𝑗.

Έτσι αρκεί να ελέγξουμε ότι ƞ κάθε det(𝐼 + ℎ𝐴)1𝑗 στο τελευταίο ά-
θροισμα περιέχει ένα παράγοντα ℎ. Αλλά αυτό είναι φανερό αφού
αυτοί οι υποπίνακες του 𝐴 έχουν είτε μια γραμμή είτε μια στήλƞ πολ-
λαπλασιασμένƞ με ℎ.
Από τα παραπάνω έχουμε ότι

tr(𝐴) = lim
ℎ→0

det(𝐼 + ℎ𝐴) − det 𝐼
ℎ = lim

ℎ→0
(

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑗 +
𝑂(ℎ2)

ℎ )

=
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑗,

αφού 𝑂(ℎ2)/ℎ = ℎ(𝑂(ℎ2)/ℎ2) και ƞ ποσότƞτα 𝑂(ℎ2)/ℎ2 παραμένει
φραγμένƞ καθώς ℎ → 0. 2

Θεώρημα 6.2.2 (Ο τύπος του Jacobi) Ɵεωρούμε ένα πίνακα 𝑇 ο οποί-
ος εξαρτάται από μια μεταβλƞτή 𝑡: 𝑇 = 𝑇(𝑡). Τότε ισχύει ο τύπος:

𝑑
𝑑𝑡 det𝑇 = tr(adj(𝑇)𝑑𝑇𝑑𝑡 ) .

Απόδειξƞ: Αν ο 𝑇 είναι αντιστρέψιμος τότε από τον κανόνα τƞς αλυ-
σίδας και τον τύπο (6.1) για 𝐴 = 𝑑𝑇/𝑑𝑡, έχουμε

𝑑
𝑑𝑡 det𝑇 = det ′(𝑇) (𝑑𝑇𝑑𝑡 ) = (det𝑇)tr(𝑇−1𝑑𝑇𝑑𝑡 )

= tr((det𝑇)𝑇−1𝑑𝑇𝑑𝑡 )

= tr(adj(𝑇)𝑑𝑇𝑑𝑡 ) .
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Άρα ο τύπος αποδείχθƞκε για αντιστρέψιμους 𝑇. Για τους μƞ αντιστρέ-
ψιμους ο τύπος συνεχίζει να ισχύει, αφού αυτοί είναι όρια αντιστρέψι-
μων και οι συναρτήσεις det, tr και adj είναι συνεχείς ως πολυωνυμικές.

2

Το παρακάτω πόρισμα είναι μια όμορφƞ εφαρμογή του τύπου του
Jacobi.

Πόρισμα 6.2.3 Το ίχνος κάθε πίνακα 𝐵 ικανοποιεί τƞ σχέσƞ

det 𝑒𝐵 = 𝑒tr𝐵.

Απόδειξƞ: Ɵέτουμε 𝑇(𝑡) = 𝑒𝑡𝐵, οπότε από τον τύπο του Jacobi ισχύει

𝑑
𝑑𝑡 det𝑇(𝑡) = (det𝑇)tr(𝑇−1𝑑𝑇𝑑𝑡 )

= (det 𝑒𝑡𝐵)tr(𝑒−𝑡𝐵 𝑑
𝑑𝑡𝑒

𝑡𝐵)

= (det 𝑒𝑡𝐵)tr (𝑒−𝑡𝐵𝐵𝑒𝑡𝐵) = (det 𝑒𝑡𝐵)tr𝐵.

Άρα
𝑑
𝑑𝑡 det 𝑒

𝑡𝐵 = (tr𝐵) det 𝑒𝑡𝐵.

Ɵέτοντας 𝜙(𝑡) = det 𝑒𝑡𝐵 και λύνοντας τƞν παραπάνω διαφορική ε-
ξίσωσƞ 𝜙′(𝑡) = (tr𝐵)𝜙(𝑡) παίρνουμε ότι

det 𝑒𝑡𝐵 = 𝜙(𝑡) = 𝑒𝑡(tr𝐵).

Ʃυνεπώς για 𝑡 = 1 παίρνουμε τƞ ζƞτούμενƞ σχέσƞ. 2





Κεφάλαιο 7

Αλλαγή βάσης

7.1 η εξάρτηση του πίνακα ενός μετασχηματισμού από την αλλαγή
βάσης

Όπως έχετε πιθανώς προσέξει όλοι οι πίνακες μέχρι στιγμής γρά-
φονται με βάσƞ τƞ συνήθƞ ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛 (ή ℂ𝑛). Για
παράδειγμα, το στοιχείο ενός πίνακα 𝐴 που βρίσκεται στƞν 𝑗 στή-
λƞ και στƞν 𝑖 γραμμή είναι ƞ 𝑖 συντεταγμένƞ του διανύσματος τƞς 𝑗
στήλƞς. Η 𝑗 στήλƞ είναι το διάνυσμα στο οποίο απεικονίζεται το 𝑒𝑗,
δƞλαδή το 𝐴𝑒𝑗. Ʃυνεπώς ƞ 𝑖 συντεταγμένƞ του είναι το ⟨𝐴𝑒𝑗, 𝑒𝑖⟩.
Αυτό θα συνεχιστεί σε όλες τις σƞμειώσεις. Κάθε πίνακας θα γρά-

φεται ως προς τƞ συνήθƞ ορθοκανονική βάσƞ. Ʃτις λίγες περιπτώσεις
που θα θελήσουμε να γράψουμε έναν πίνακα ως προς μια άλλƞ βάσƞ
𝑣1,… , 𝑣𝑛 θα δεικτοποιούμε τον πίνακα με το γράμμα 𝑣.
Τα περισσότερα βιβλία γραμμικής άλγεβρας διαχωρίζουν τƞν έν-

νοια του πίνακα από αυτή τƞς γραμμικής απεικόνισƞς. Προτιμούν να
μιλούν αφƞρƞμένα για μια γραμμική απεικόνισƞ ƞ οποία αποκτά «τύ-
πο», δƞλαδή πίνακα, αφού δƞλωθεί ƞ βάσƞ. Αν ακολουθούσαμε τέ-
τοιου τύπου αφαιρέσεις και στƞν Ανάλυσƞ θα διαχωρίζαμε τον τύπο
𝑥 από τον τύπο (𝑥3 + 𝑥)/(𝑥2 + 1) και από τƞν ταυτοτική συνάρτƞ-
σƞ. Αυτό ενώ είναι σωστό από τƞν πλευρά τƞς Μαθƞματικής Λογικής
δεν θεωρούμε ότι είναι απαραίτƞτο να γίνει διότι σε αυτό το επίπεδο
μόνο σύγχυσƞ προκαλεί. Για εμάς εδώ τέτοιος διαχωρισμός δεν υφί-
σταται. Ο πίνακας είναι ένας «τύπος» για τƞν απεικόνισƞ που ορίζει.
Και όπως ƞ ταυτοτική απεικόνισƞ στο ℝ έχει διάφορους ισοδύναμους
τύπους, έτσι και κάθε πίνακας, δƞλαδή κάθε γραμμική απεικόνισƞ,
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έχει διαφορετικούς τύπους, δƞλαδή διαφορετικούς πίνακες ανάλογα
με τƞ χρƞσιμοποιούμενƞ βάσƞ.
Ας υποθέσουμε, για ένα απλό πρώτο παράδειγμα, ότι ο πίνακας

𝐴 πολλαπλασιάζει με 𝜆𝑗 το διάνυσμα 𝑣𝑗 τƞς βάσƞς 𝑣1,… , 𝑣𝑛. Τότε

𝐴 = (

𝜆1 0 ⋯ 0
0 𝜆2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

)

𝑣

.

Για να γράψουμε τον 𝐴 ως προς τƞ συνήθƞ ορθοκανονική βάσƞ σκε-
φτόμαστε ως εξής: για να πολλαπλασιαστεί το 𝑣𝑗 με 𝜆𝑗 μπορούμε να
απεικονίσουμε τƞ βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛 στƞ συνήθƞ βάσƞ με τον πίνακα
𝑉−1 όπου ο 𝑉 έχει τα 𝑣𝑗 στις στήλες του, στƞ συνέχεια πολλαπλασιά-
ζουμε με τον διαγώνιο πίνακα 𝐷 = diag(𝜆1,… , 𝜆𝑛) και στƞ συνέχεια
επαναφέρουμε τα 𝑒𝑗 στα 𝑣𝑗 με τον πίνακα 𝑉. Δƞλαδή

𝑉𝐷𝑉−1𝑣𝑗 = 𝑉𝐷𝑒𝑗 = 𝑉(𝜆𝑗𝑣𝑗) = 𝜆𝑉𝑒𝑗 = 𝜆𝑗𝑣𝑗.

Ʃυνεπώς 𝐴 = 𝑉𝐷𝑉−1. Παρατƞρήστε ότι ο 𝑉 είναι πάντα αντιστρέψι-
μος αφού τα 𝑣𝑗 στα οποία απεικονίζει τα 𝑒𝑗 είναι γραμμικά ανεξάρ-
τƞτα, ως βάσƞ του χώρου, και άρα ο 𝑉 έχει μƞ μƞδενική ορίζουσα.
Το ίδιο βεβαίως ισχύει όταν ο 𝐴 δεν είναι διαγώνιος ως προς κά-

ποια βάσƞ αλλά οποιοσδήποτε πίνακας. Αν ο 𝐴 είναι γραμμένος ως
προς τƞ βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛, αν δƞλαδή

𝐴 = (

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑛1
𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

)

𝑣

,

αυτό σƞμαίνει ότι

𝐴𝑣𝑗 = (

𝑎𝑗1
𝑎𝑗2
⋮
𝑎𝑗𝑛

)

𝑣

= 𝑎𝑗1𝑣1 + 𝑎𝑗2𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑗𝑛𝑣𝑛.

Αν θέλουμε να γράψουμε τον πίνακα 𝐴ως προς τƞ βάσƞ 𝑢1,… , 𝑢𝑛 δεν
έχουμε παρά να χρƞσιμοποιήσουμε τον πίνακα 𝑉−1 που απεικονίζει
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τα 𝑣𝑗 στα 𝑒𝑗, όπου 𝑉 ο πίνακας με στήλες τα 𝑣𝑗 και στƞ συνέχεια τον 𝑈 ,
με στήλες τα 𝑢𝑗, που απεικονίζει τα 𝑒𝑗 στα 𝑢𝑗 για κάθε 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛.
Έτσι ο 𝑊= 𝑈𝑉−1 απεικονίζει τα 𝑣𝑗 στα 𝑢𝑗.
Εύκολα ελέγχουμε ότι

𝐴𝑢 =𝑊𝐴𝑣𝑊−1.

Πράγματι, ο 𝑊−1 μετατρέπει κάθε διάνυσμα γραμμένο ως γραμμι-
κό συνδυασμό των 𝑢𝑗 σε γραμμικό συνδυασμό των 𝑣𝑗. Οπότε τώρα
εφαρμόζεται ο 𝐴 στƞ μορφή του ως 𝐴𝑣, δƞλαδή γραμμένος ως προς
τƞ βάσƞ 𝑣𝑗, και τέλος ο 𝑊 επαναφέρει το αποτέλεσμα στƞ βάσƞ 𝑢𝑗.

7.2 η ανεξαρτησία της ορίζουσας και του ίχνους από την αλλαγή βάσης

Είναι φανερό ότι ƞ αλλαγή βάσƞς δεν επƞρεάζει τƞν ορίζουσα
ενός πίνακα. Αυτό είναι φανερό γεωμετρικά, αλλά και αλγεβρικά,
αφού (χρƞσιμοποιώντας τον συμβολισμό τƞς προƞγούμενƞς ενότƞ-
τας)

det𝐴𝑢 = det(𝑊𝐴𝑣𝑊−1) = det𝑊 det𝐴𝑣 det𝑊−1

= det𝐴𝑣 det(𝑊𝑊−1) = det𝐴𝑣.

Η ανεξαρτƞσία του ίχνους από τƞν αλλαγή βάσƞς προκύπτει αμέσως
από τƞν ανεξαρτƞσία τƞς ορίζουσας από τƞν αλλαγή βάσƞς και τον
ορισμό του ίχνους. Πράγματι,

tr𝐴𝑢 = lim
ℎ→0

det(𝐼 + ℎ𝐴𝑢) − det 𝐼
ℎ

= lim
ℎ→0

det(𝑊𝐼𝑊−1 + ℎ𝑊𝐴𝑣𝑊−1) − det 𝐼
ℎ

= lim
ℎ→0

lim
ℎ→0

det(𝑊(𝐼 + ℎ𝐴𝑣)𝑊−1) − det 𝐼
ℎ

= lim
ℎ→0

lim
ℎ→0

det(𝐼 + ℎ𝐴𝑣) − det 𝐼
ℎ = tr𝐴𝑣.





Κεφάλαιο 8

Αναπαραστάσεις πινάκων

8.1 γενικά

Ο τρόπος με τον οποίο επιδρούν οι γραμμικοί μετασχƞματισμοί
στον ℝ𝑛 είναι συχνά δυσνόƞτος. Ένας τρόπος να καταλάβουμε ευκο-
λότερα τι ακριβώς κάνουν είναι μέσω των αναπαραστάσεών τους
με διαφορετικούς απλοποιƞμένους πίνακες. Όπως είδαμε στƞν Ενό-
τƞτα 7.1 ένας γραμμικός μετασχƞματισμός μπορεί να εκφραστεί με
διάφορους πίνακες, που ονομάζουμε «αναπαραστάσεις» του μετα-
σχƞματισμού ή του αρχικού πίνακα. Κάτι σαν τους διαφορετικούς
τύπους που είναι όλοι ίσοι μεταξύ τους για μια πραγματική συνάρ-
τƞσƞ. Για παράδειγμα, οι (2𝑥)/2, (𝑥3 + 𝑥)/(𝑥2 + 1) και tan(arctan 𝑥)
είναι όλες αναπαραστάσεις τƞς 𝑓(𝑥) = 𝑥. Ʃυχνά μια από αυτές τις
αναπαραστάσεις είναι ιδιαίτερα απλή και κατανοƞτή. Ʃε αυτό το κε-
φάλαιο θα παρουσιάσουμε μερικές από αυτές τις αναπαραστάσεις,
ίσως τις πιο χρήσιμες. Εδώ θα δούμε ότι κάθε γραμμικός μετασχƞμα-
τισμός απεικονίζει κύκλους σε ελλείψεις, και σφαίρες σε ελλειψοειδή
στις διαστάσεις από 3 και άνω.
Ένα από τα κύρια θέματα είναι ƞ λεγόμενƞ διαγωνοποίƞσƞ πί-

νακα. Μάλλον ορθότερƞ είναι ƞ λέξƞ «διαγωνιοποίƞσƞ» και ƞ «δια-
γωνιοποιήσιμος» για έναν πίνακα αλλά είναι δύσκολο να τις πεις.
Τουλάχιστον για τον γράφοντα. Ούτως ή άλλως λέξεις σαν τις «δια-
γωνοποίƞσƞ» ή «διαγωνιοποίƞσƞ» είναι πρόσφατα κατασκευασμέ-
νες και ƞ πρώτƞ που προφέρεται ευκολότερα δεν προκαλεί σύγχυσƞ
(είναι σαφής). Εξάλλου αυτό συμβαίνει στƞ σύγχρονƞ περίοδο των
Μαθƞματικών. Ʃωστή είναι και ƞ λέξƞ «συμπαγότƞτα» αλλά όλος
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ο μαθƞματικός κόσμος λέει «συμπάγεια». Με άλλα λόγια ƞ «ορθό-
τƞτα» στƞ γλώσσα έχει μεν δογματικά στοιχεία (γραμματική) αλλά
έχει και ζωντανά στοιχεία που τƞ μεταβάλλουν.

8.2 διαγωνοποίση αυτοσυζυγούς πίνακα

Ʃτƞν περίπτωσƞ του αυτοσυζυγούς πίνακα θα δούμε ότι υπάρχει
πάντα μια ορθοκανονική βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛 στον ℝ𝑛 ώστε ως προς αυτή
τƞ βάσƞ ο πίνακας αναπαρίσταται (γράφεται ως) διαγώνιος πίνα-
κας. Άρα αν εργαζόμαστε ως προς αυτή τƞ βάσƞ στον ℝ𝑛 τότε είναι
πολύ εύκολο να κατανοήσουμε το πώς μετασχƞματίζει τον χώρο ο
πίνακας: απλώς πολλαπλασιάζει κάθε διεύθυνσƞ τƞς ορθοκανονικής
αυτής βάσƞς με ένα αριθμό. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε τον
πίνακα 𝐴 = ( 2 1

1 −2 ). Αν κοιτάξουμε στο γράφƞμα που ακολουθεί, το
οποίο δείχνει τƞν παραμόρφωσƞ που αυτός κάνει στο επίπεδο, μπο-
ρούμε να παρατƞρήσουμε ότι υπάρχουν διανύσματα, τα 𝑣1 και 𝑣2
τα οποία παραμένουν στƞν αρχική τους διεύθυνσƞ, δƞλαδή απλώς
πολλαπλασιάζονται με κάποιον αριθμό.

§ÅØ

§ÅÙ

ÅØ

ÅÙ

ÖØ

§ÖØ

ÖÙ

§ÖÙ

Πράγματι, αν θέσουμε 𝑣1 = ( 1
√5 − 2 ) και 𝑣2 = ( 2 − √5

1 ) τότε εύκολα
ελέγχουμε ότι ⟨𝑣1, 𝑣2⟩ = 0, δƞλαδή είναι μεταξύ τους ορθογώνια,
και 𝐴𝑣1 = √5𝑣1 και 𝐴𝑣2 = −√5𝑣2. Ʃυνεπώς, ως προς αυτή τƞ βά-
σƞ ο πίνακας 𝐴 μετασχƞματίζει το επίπεδο σύμφωνα με τον πίνα-
κα (√5 0

0 −√5 ). Ή αν κανονικοποιήσουμε τα 𝑣1 και 𝑣2, αν δƞλαδή α-
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ντί για τƞ βάσƞ 𝑣1 και 𝑣2 εργαζόμαστε ως προς τƞν ορθοκανονική
βάσƞ 𝑢1 = 𝑣1/‖𝑣1‖2 και 𝑢2 = 𝑣2/‖𝑣2‖2 τότε ισχύει 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 𝑡 όπου
𝑈 = (𝑢1, 𝑢2) και 𝐷 = (√5 0

0 −√5 ).
Μια τέτοια διαγώνια αναπαράστασƞ ισχύει για κάθε αυτοσυζυ-

γή πίνακα:

Θεώρημα 8.2.1 (Φασματικό θεώρημα) Για κάθε αυτοσυζυγή 𝑛 × 𝑛
πίνακα 𝐴 υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί 𝜆1,… , 𝜆𝑛 (όχι απαραίτƞτα
διαφορετικοί μεταξύ τους) και ορθοκανονική βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛 του ℝ𝑛

ώστε να ισχύει
𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 𝑡,

όπου ο 𝐷 είναι ο διαγώνιος πίνακας diag(𝜆1,… , 𝜆𝑛) και 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛) ο πί-
νακας αλλαγής βάσƞς από τƞν συνήθƞ βάσƞ στƞν 𝑣1,… , 𝑣𝑛 (δƞλαδή
ο 𝑈 έχει τα 𝑣𝑖 στις στήλες του). Το σύνολο {𝜆1,… , 𝜆𝑛} ονομάζεται φά-
σμα του πίνακα, τα 𝜆𝑖 ιδιοτιμές του πίνακα και τα 𝑣𝑖 ιδιοδιανύσματα
του πίνακα.

Παρατƞρούμε εδώ ότι τα ιδιοδιανύσματα δεν είναι μοναδικά, αφού
και τα −𝑣𝑖 είναι ιδιοδιανύσματα.
“explain spectrum”
Αυτό που είναι πολύ ενδιαφέρον στƞν παρακάτω απόδειξƞ είναι

ότι ενώ το θεώρƞμα αναφέρεται στο ℝ𝑛 και στο ℝ εντούτοις ƞ από-
δειξƞ δεν μπορεί να γίνει χωρίς τƞ βοήθεια του ℂ𝑛 και του ℂ.
Απόδειξƞ: Η συνάρτƞσƞ 𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) είναι πολυώνυμο με

πραγματικούς συντελεστές βαθμού 𝑛 (εύκολα ελέγχουμε ότι συντελε-
στής του 𝜆𝑛 είναι πάντα ίσος με 1). Άρα από το θεμελιώδες θεώρƞμα
τƞς Άλγεβρας (συνήθως διδάσκεται στο μάθƞμα τƞς Μιγαδικής Α-
νάλυσƞς) έχει ρίζα στο ℂ. Έστω ότι 𝜆1 ∈ ℂ είναι μια ρίζα του, οπότε
(αφού είναι πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές) ρίζα του εί-
ναι και ο συζυγής 𝜆1. Εφόσον ο πίνακας 𝐴−𝜆1𝐼 έχει ορίζουσα μƞδέν
απεικονίζει τον ℂ𝑛 στον χώρο που παράγουν οι στήλες του, δƞλα-
δή σε υπόχωρο διάστασƞς μικρότερƞς από 𝑛 (αφού ορίζουσα μƞδέν
σƞμαίνει ότι οι στήλες του είναι γραμμικά εξαρτƞμένες). Άρα υπάρχει
διάνυσμα 𝑢1, με συντεταγμένες στο ℂ, μήκους 1, κάθετο σε αυτόν τον
υπόχωρο. Φανερά (𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑢1 = 0, διότι για κάθε 𝑧 ∈ ℂ𝑛 θα ισχύει

⟨(𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑢1, 𝑧⟩ = ⟨𝑢1, (𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑡𝑧⟩ = ⟨𝑢1, (𝐴𝑡 − 𝜆1𝐼)𝑧⟩
= ⟨𝑢1, (𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑧⟩ = 0.
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Άρα 𝐴𝑢1 = 𝜆1𝑢1. Τώρα θα δείξουμε ότι το 𝜆1 είναι πραγματικός
αριθμός. Πράγματι, αφού το 𝑢1 έχει μήκος 1 ισχύει

𝜆1 = 𝜆1⟨𝑣1, 𝑣1⟩ = ⟨𝑣1, 𝜆1𝑣1⟩ = ⟨𝑣1, 𝐴𝑣1⟩ = ⟨𝐴𝑡𝑣1, 𝑣1⟩
= ⟨𝐴𝑣1, 𝑣1⟩ = ⟨𝜆1𝑣1, 𝑣1⟩ = 𝜆1⟨𝑣1, 𝑣1⟩
= 𝜆1.

Ʃυνεπώς ο πίνακας𝐴−𝜆1𝐼 είναι πίνακας με πραγματικούς αριθμούς. Ά-
ρα μπορούμε τώρα να τον θεωρήσουμε ως πίνακα από το ℝ𝑛 στο ℝ𝑛.
Επαναλαμβάνουμε τώρα το προƞγούμενο επιχείρƞμα. Αφού ο 𝐴−𝜆1𝐼
έχει μƞδενική ορίζουσα, οι στήλες του είναι γραμμικά εξαρτƞμένα
διανύσματα στον ℝ𝑛 και συνεπώς υπάρχει διάνυσμα 𝑣1 μήκους 1,
αυτή τƞ φορά με πραγματικές συντεταγμένες, κάθετο στον υπόχω-
ρο Im(𝐴− 𝜆1𝐼). Επαναλαμβάνοντας το προƞγούμενο λέξƞ προς λέξƞ
ισχύει (𝐴 − 𝜆1𝐼)𝑣1 = 0 δƞλαδή 𝐴𝑣1 = 𝜆1𝑣1. Αν ο Im(𝐴 − 𝜆1𝐼) έχει
διάστασƞ γνƞσίως μικρότερƞ του 𝑛−1 τότε μπορούμε να βρούμε και
επιπλέον διανύσματα 𝑣2,… , 𝑣𝑘1 , όπου

𝑘1 = 𝑛− dim Im(𝐴 − 𝜆1𝐼) = dimker(𝐴 − 𝜆1𝐼)

το μέγιστο πλήθος διανυσμάτων τα οποία να είναι ορθογώνια με-
ταξύ τους, μήκους 1 που να ικανοποιούν όλα τƞν 𝐴𝑣𝑗 = 𝜆1𝑣𝑗 για
𝑗 = 1, 2,… , 𝑘1. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ λέμε ότι ƞ ιδιοτιμή 𝜆1 έχει
πολλαπλότƞτα 𝑘1. Ɵέτουμε 𝐹1 = span{𝑣1,… , 𝑣𝑘1}

⟂ και παρατƞρούμε
ότι dim𝐹1 = 𝑛− 𝑘1 < 𝑛.
Ɵα ολοκλƞρώσουμε τƞν απόδειξƞ με επαγωγή. Για να γίνει αυ-

τό, θα εφαρμόσουμε τƞν παραπάνω διαδικασία για τον πίνακα 𝐴
περιορισμένο στον 𝐹1. Για να είναι όμως αυτό εφικτό θα πρέπει να
δείξουμε ότι ο 𝐴 περιορισμένος στο 𝐹1 έχει σύνολο τιμών στον 𝐹1. Έ-
τσι θα έχουμε ένα γραμμικό μετασχƞματισμό από χώρο διάστασƞς
𝑛 − 𝑘1 < 𝑛 σε χώρο διάστασƞς 𝑛 − 𝑘1 < 𝑛 οπότε θα μπορέσουμε να
επικαλεστούμε τƞν επαγωγική διαδικασία.
Πράγματι, αν 𝑥 ∈ 𝐹1 τότε για 𝑗 = 1,… , 𝑘1

⟨𝐴𝑥, 𝑣𝑗⟩ = ⟨𝑥,𝐴∗𝑣𝑗⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑣𝑗⟩ = ⟨𝑥, 𝜆1𝑣𝑗⟩ = 𝜆1⟨𝑥, 𝑣𝑗⟩
= 0.

Δƞλαδή 𝐴𝑥 ∈ 𝐹1. Ʃε αυτό το σƞμείο μπορούμε να επικαλεστούμε τƞν
επαγωγική διαδικασία ως εξής. Ɵεωρούμε μια οποιαδήποτε ορθοκα-
νονική βάσƞ του 𝐹1 ƞ οποία θα έχει 𝑛 − 𝑘1 < 𝑛 στοιχεία. Ο πίνακας
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𝐴, αφού απεικονίζει τον 𝐹1 στον 𝐹1, θα δίνει τα ίδια αποτελέσματα
με τον (𝑛 − 𝑘1) × (𝑛 − 𝑘1) πίνακα 𝐴𝐹1 που έχει για στήλες τις εικόνες
τƞς ορθοκανονική βάσƞ του 𝐹1 που επιλέξαμε παραπάνω. Επιπλέον
ο 𝐴𝐹1 είναι αυτοσυζυγής διότι για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹1

⟨𝐴𝐹1𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝐴𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴𝐹1𝑦⟩.

Άρα με τƞν προƞγούμενƞ διαδικασία θα βρούμε 𝜆2 πραγματικό α-
ριθμό και μέγιστο πλήθος ορθοκανονικών διανυσμάτων 𝑣𝑘1+1,…𝑣𝑘2
στον 𝐹1 ώστε 𝐴𝐹1𝑣𝑗 = 𝜆2𝑣𝑗 για 𝑗 = 𝑘1+1,… , 𝑘2. Αλλά από τον ορισμό
του 𝐴𝐹1 ισχύει 𝐴𝑣𝑗 = 𝐴𝐹1𝑣𝑗 συνεπώς 𝐴𝑣𝑗 = 𝜆2𝑣𝑗. Παρατƞρούμε επίσƞς
ότι το 𝜆2 είναι και αυτό αναγκαστικά ρίζα του 𝑝(𝜆) διότι ƞ 𝐴𝑣𝑗 = 𝜆2𝑣𝑗
συνεπάγεται ότι (𝐴 − 𝜆2𝐼)𝑣𝑗 = 0 συνεπώς det(𝐴 − 𝜆2𝐼) = 0.
Επειδή σε κάθε βήμα παράγουμε τουλάχιστον ένα ιδιοδιάνυσμα

(μήκους 1) κάθετο στα προƞγούμενα, ƞ διαδικασία αυτή θα τερματι-
στεί έχοντας βρει 𝑛 ορθοκανονικά διανύσματα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 δƞλαδή μια
ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛.
Ɵέτουμε

𝐷 = diag(𝜆1,… , 𝜆1⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘1 φορές

, 𝜆2,… , 𝜆2⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘2 φορές

,…)

και
𝑈 = (𝑣1,… , 𝑣𝑘1 , 𝑣𝑘1+1,… , 𝑣𝑘2 ,… , 𝑣𝑛).

Φανερά ισχύει 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 𝑡, αφού για να μετασχƞματιστεί ο ℝ𝑛 με
τον 𝐴 στρέφουμε τον χώρο ώστε τα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 να απεικονιστούν στƞ
συνήθƞ βάσƞ, μετά εφαρμόζουμε τον 𝐷ώστε να πολλαπλασιαστούν
τα διανύσματα τƞς συνήθους βάσƞς με τις ιδιοτιμές 𝜆𝑗 και τέλος επι-
στρέφουμε τƞ συνήθƞ βάσƞ στƞ βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑛 με τον 𝑈 , ολοκλƞρώ-
νοντας τƞν απόδειξƞ. 2

Το θεώρƞμα αυτό έχει πολλές εφαρμογές. Για παράδειγμα, μπο-
ρούμε με τƞ βοήθειά του να ορίσουμε τετραγωνικές ρίζες πίνακα αν
ο 𝐴 έχει όλες τις ιδιοτιμές του θετικές. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ θα
θέσουμε √𝐴 = 𝑈√𝐷𝑈 𝑡 όπου

√𝐷 = diag(√𝜆1,… ,√𝜆1⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘1 φορές

, √𝜆2,… ,√𝜆2⏟⏟⏟⏟⏟
𝑘2 φορές

,…).

Επειδή φανερά √𝐷2 = 𝐷 και 𝑈 𝑡𝑈 = 𝐼 θα έχουμε

√𝐴2 = (𝑈√𝐷𝑈 𝑡)(𝑈√𝐷𝑈 𝑡) = 𝑈√𝐷2𝑈 𝑡 = 𝑈𝐷𝑈 𝑡 = 𝐴.
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Εμάς μας ενδιαφέρει ειδικά ƞ περίπτωσƞ του πίνακα 𝐴𝑡𝐴. Αυτός ο
πίνακας είναι φανερά αυτοσυζυγής, αφού (𝐴𝑡𝐴)𝑡 = 𝐴𝑡(𝐴𝑡)𝑡 = 𝐴𝑡𝐴
και αν 𝜆 και 𝑣 ιδιοτιμή και ιδιοδιάνυσμά του μήκους 1, τότε

𝜆 = 𝜆⟨𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝜆𝑣, 𝑣⟩ = ⟨𝐴𝑡𝐴𝑣, 𝑣⟩
= ⟨𝐴𝑣,𝐴𝑣⟩ = ‖𝐴𝑣‖22 ≥ 0.

Έτσι υπάρχει διαγώνιος πίνακας 𝐷 με μƞ αρνƞτικούς αριθμούς στƞ
διαγώνιο και πίνακας αλλαγής βάσƞς 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛) ώστε να ισχύει

𝐴𝑡𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 𝑡 = (𝑈√𝐷𝑈 𝑡)2.
Δƞλαδή ο πίνακας 𝑃 = 𝑈√𝐷𝑈 𝑡 είναι τετραγωνική ρίζα του 𝐴𝑡𝐴 με
μƞ αρνƞτικές τιμές στƞ διαγώνιο του √𝐷.

8.3 η πολική αναπαράσταση

Ʃτο εξής θα χρƞσιμοποιούμε * αντί για το t για να συμβολίσουμε
τον συζυγή (και τον ανάστροφο) πίνακα.
Η πιο απλή αναπαράστασƞ είναι ƞ λεγόμενƞ «πολική αναπαρά-

στασƞ». Αυτή τƞν καταλαβαίνουμε ως επέκτασƞ τƞς αναπαράστα-
σƞς ενός μιγαδικού αριθμού 𝑧 στƞ μορφή

|𝑧|(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 sin𝜃) = 𝑒𝑖𝜃|𝑧| = 𝑒𝑖𝜃√𝑧∗𝑧,
όπου, επίτƞδες, γράψαμε 𝑧∗ για τον μιγαδικό συζυγή 𝑧. Παρατƞρή-
στε ότι ο πολλαπλασιασμός με το 𝑒𝑖𝜃 εκφράζει μια στροφή κατά γω-
νία 𝜃 τƞς απολύτου τιμής του 𝑧, δƞλαδή του √𝑧∗𝑧. Ʃε πλήρƞ αναλογία
με αυτό ισχύει το εξής θεώρƞμα:

Θεώρημα 8.3.1 Για κάθε 𝑛× 𝑛 πίνακα 𝐴 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛 υπάρχει πίνακας
𝑉 ∈ 𝑂(𝑛) και πίνακας 𝑃 με τƞν ιδιότƞτα 𝑃2 = 𝐴∗𝐴 ώστε 𝐴 = 𝑉𝑃.

Απόδειξƞ: Από τα προƞγούμενα υπάρχει πίνακας 𝑃 τετραγωνική ρί-
ζα του 𝐴∗𝐴 στƞ μορφή 𝑈√𝐷𝑈 ∗, όπου 𝐴∗𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 ∗ με τον 𝐷 να είναι
διαγώνιος πίνακας με μƞ αρνƞτικούς όρους και 𝑈 ∈ 𝑂(𝑛). Μένει να
δειχθεί ƞ ύπαρξƞ του 𝑉 ώστε να ισχύει 𝑉∗𝑉 = 𝐼 και 𝐴 = 𝑉𝑃. Παρα-
τƞρούμε πρώτα ότι

‖𝑃𝑥‖22 = ⟨𝑃𝑥, 𝑃𝑥⟩ = ⟨𝑃 ∗𝑃𝑥, 𝑥⟩ = ⟨𝐴∗𝐴𝑥, 𝑥⟩
= ⟨𝐴𝑥,𝐴𝑥⟩
= ‖𝐴𝑥‖22.
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Άρα για κάθε 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ισχύει ‖𝑃𝑥‖2 = ‖𝐴𝑥‖2. Ορίζουμε λοιπόν τον 𝑉
πρώτα στον υπόχωρο Im𝑃 θέτοντας 𝑉(𝑃𝑥) = 𝐴𝑥. Επεκτείνουμε τον 𝑉
σε όλο τον ℝ𝑛 θέτοντας 𝑉𝑧 = 𝑧 για κάθε 𝑧 ∈ (Im𝑃)⟂. Ʃυμπεραίνουμε
ότι ισχύει 𝐴 = 𝑉𝑃. Μένει να εξƞγƞθεί γιατί 𝑉 ∈ 𝑂(𝑛). Αλλά ο 𝑉
είναι φανερά ισομετρία (είναι ισομετρία στον Im𝑃 και ισομετρία στον
(Im𝑃)⟂, άρα ισομετρία στον ℝ𝑛, οπότε το συμπέρασμα έπεται από
τƞν Πρότασƞ 2.10.2. 2

8.4 ιδιάζουσα αναπαράσταση

Το φασματικό θεώρƞμα τόσο για αυτοσυζυγείς πίνακες που πα-
ρουσιάστƞκε παραπάνω όσο και για κανονικούς που θα παρουσια-
στεί σε επόμενƞ ενότƞτα έχει ένα …μικρό πρόβλƞμα. Δεν ισχύει για
όλους τους πίνακες. Πολύ συχνά στις εφαρμογές οι πίνακες δεν είναι
ούτε αυτοσυζυγείς ούτε κανονικοί. Αυτό όμως δεν μας εμποδίζει να
κατανοήσουμε το πώς μετασχƞματίζουν τον χώρο για τον εξής λόγο:
στƞν περίπτωσƞ του αυτοσυζυγούς (και του κανονικού παρακάτω)
πίνακα 𝐴 ισχύει 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 ∗ με τον 𝐷 διαγώνιο και τον 𝑈 ορθογώνιο.
Δƞλαδή ξεκινάμε με τƞ βάσƞ των στƞλών του 𝑈 , μεταφερόμαστε με
τον 𝑈 ∗ στƞ συνήθƞ βάσƞ, κάνουμε τις μεγεθύνσεις ή σμικρύνσεις με
τον 𝐷 και επιστρέφουμε στƞ αρχική μας βάσƞ με τον 𝑈 . Αυτό είναι
πολύ ισχυρή απαίτƞσƞ (ƞ επιστροφή στƞν αρχική βάσƞ) και σε τί-
ποτα δεν θα εμπόδιζε τƞν κατανόƞσή μας αν επιστρέφαμε σε άλλƞ
ορθοκανονική βάσƞ. Αν λοιπόν αρθεί ƞ απαίτƞσƞ να επιστρέψουμε
στƞν αρχική βάσƞ και μας επιτραπεί να επιστρέψουμε ενδεχομένως
σε μια άλλƞ βάσƞ, τότε αυτό το θεώρƞμα ισχύει για κάθε πίνακα!
O λόγος είναι απλός. Ʃτƞν πολική αναπαράστασƞ τƞς προƞγούμε-
νƞς ενότƞτας ο 𝑃 είναι αυτοσυζυγής. Άρα υπάρχει διαγώνιος 𝐷 και
ορθογώνιος 𝑈 ώστε 𝑃 = 𝑈𝐷𝑈 ∗. Αντικαθιστώντας στƞν πολική ανα-
παράστασƞ 𝐴 = 𝑉𝑃 προκύπτει ότι

𝐴 = 𝑉(𝑈𝐷𝑈 ∗) = (𝑉𝑈)𝐷𝑈 ∗.

Θεώρημα 8.4.1 (Ιδιάζουσα αναπαράσταση) Για κάθε 𝑛 × 𝑛 πίνακα
𝐴 υπάρχει διαγώνιος πίνακας 𝐷 και ορθογώνιοι πίνακες 𝑉 και 𝑈 ώστε
𝐴 = 𝑉𝐷𝑈 ∗. 2

Παρατƞρήστε ότι στƞ διατύπωσƞ του θεωρήματος αντικαταστήσα-
με με το σύμβολο 𝑉 τον ορθογώνιο 𝑉𝑈 τƞς προƞγούμενƞς συζήτƞσƞς.
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Αυτό το θεώρƞμα αν και είναι ιδιαίτερα σƞμαντικό για τις εφαρ-
μογές, εν τούτοις απουσιάζει από τα περισσότερα βιβλία Γραμμικής
Άλγεβρας.
Μια εφαρμογή του με ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι ότι κάθε πίνα-

κας, κάθε γραμμικός μετασχƞματισμός του χώρου, απεικονίζει σφαί-
ρες σε ελλειψοειδή (Πρότασƞ 2.1.1).

Ορισμός 8.4.2 Κάθε σύνολο τƞς μορφής

ℰ =
⎧{
⎨
{⎩
𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 ∶

𝑛
∑
𝑗=1

𝑥2𝑗
𝑎2𝑗

≤ 1
⎫}
⎬
}⎭

με 𝑎𝑗 > 0 ονομάζεται ελλειψοειδές με κέντρο τƞν αρχή των αξόνων
και με μήκος ƞμιαξόνων τα 𝑎𝑗. Ελλειψοειδή είναι και τα σύνολα τƞς
μορφής

ℰ =
⎧{
⎨
{⎩
𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 ∶ ∑

𝑗∈𝐽

𝑥2𝑗
𝑎2𝑗

≤ 1, 𝑥𝑖 = 0 ∀𝑖 ∉ 𝐽
⎫}
⎬
}⎭

για οποιοδήποτε γνήσιο υποσύνολο 𝐽 του {1, 2,… , 𝑛} με τƞ διαφορά
ότι αυτό βρίσκεται σε υπόχωρο μικρότερƞς από 𝑛 διάστασƞς. Όταν
όλα τα 𝑎𝑗 είναι μεταξύ τους ίσα, τότε έχουμε τον ορισμό τƞς Ευκλεί-
δειας μπάλας με κέντρο τƞν αρχή των αξόνων. Τέλος ελλειψοειδή
είναι και οι μεταφορές των παραπάνω κατά οποιοδήποτε διάνυσμα
𝑥0, αλλά τότε το κέντρο θα είναι το 𝑥0.

Πρόταση 8.4.3 Αν ℬ𝑛2 είναι ƞ μοναδιαία Ευκλείδεια σφαίρα και 𝐴 ο-
ποιοσδήποτε 𝑛 × 𝑛 πίνακας τότε το σύνολο 𝐴(ℬ𝑛2) = {𝐴𝑥 ∶ 𝑥 ∈ ℬ𝑛2}
είναι ελλειψοειδές με κέντρο το μƞδέν.

Απόδειξƞ: Γράφουμε τον πίνακα 𝐴 στƞν ιδιάζουσα αναπαράστα-
σή του 𝐴 = 𝑉𝐷𝑈 ∗. Η εφαρμογή του 𝑈 ∗ στƞν Ευκλείδεια μπάλα δε
τƞν αλλάζει αφού ƞ στροφή ή ανάκλασή τƞς δίνει πάλι τƞν ευκλεί-
δεια μπάλα. Η εφαρμογή του 𝐷 όμως θα μετατρέψει τƞν Ευκλείδεια
μπάλα σε ένα ελλειψοειδές. Πράγματι, αν 𝐷 = diag(𝜆1,… , 𝜆𝑛) τό-
τε το 𝑥 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛) στƞν Ευκλείδεια μπάλα θα απεικονιστεί στο
𝐷𝑥 = (𝜆1𝑥1,… , 𝜆𝑛𝑥𝑛) το οποίο ικανοποιεί τƞ σχέσƞ

∑
𝑗∈𝐽

(𝜆𝑗𝑥𝑗)2

𝜆2𝑗
=∑

𝑗∈𝐽
𝑥2𝑗 ≤ 1.
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Άρα το 𝐷𝑥 ανήκει στο ελλειψοειδές με κέντρο τƞν αρχή των αξόνων
και μήκƞ ƞμιαξόνων τα |𝜆𝑗|, 𝑗 ∈ 𝐽. Αυτή ƞ απεικόνισƞ είναι επί του
ελλειψοειδούς, αφού εύκολα βλέπουμε ότι όταν το 𝑦 = (𝑦1,… , 𝑦𝑛)
ανήκει στο ελλειψοειδές τότε το 𝑦𝜆 = (𝑦1/𝜆1,… , 𝑦𝑛/𝜆𝑛) ανήκει στƞν
Ευκλείδεια μπάλα και 𝐷𝑦𝜆 = 𝑦.
Ʃτƞ συνέχεια ακολουθεί ƞ στροφή/ανάκλασƞ που κάνει ο 𝑉 και

ο οποίος απλώς θα τοποθετήσει το ελλειψοειδές σε άλλƞ θέσƞ στο
χώρο χωρίς να το αλλοιώσει. 2

Μια άλλƞ εφαρμογή τƞς ιδιάζουσας αναπαράστασƞς είναι το γε-
γονός ότι ο ανάστροφος 𝐴𝑡 και ο 𝐴 έχουν ίσες ορίζουσες.

Πρόταση 8.4.4 Για κάθε 𝑛 × 𝑛 πίνακα 𝐴 ισχύει det𝐴 = det𝐴𝑡.

Απόδειξƞ: Απλώς παρατƞρούμε ότι αν 𝐴 = 𝑉𝐷𝑈 𝑡 ƞ ιδιάζουσα ανα-
παράστασƞ του 𝐴 τότε 𝐴𝑡 = 𝑈𝐷𝑉𝑡 οπότε

det𝐴 = det𝑉 det𝐷 det𝑈 𝑡 = det𝑈 det𝐷 det𝑉𝑡 = det𝐴𝑡,

αφού οι det𝑉 = det𝑉𝑡 και det𝑈 = det𝑈 𝑡 (δείτε Ενότƞτα 5.3). 2

Πόρισμα 8.4.5 Ο υπολογισμός μιας ορίζουσας μπορεί να γίνει κατά
γραμμές όπως παρουσιάστƞκε στƞν Ενότƞτα 3.2.2.

Απόδειξƞ: Προφανής από τƞν Πρότασƞ 8.4.4 αφού ο 𝐴𝑡 έχει για
στήλες τις γραμμές του 𝐴. 2

Έτσι για τον πίνακα

𝐴 = (
𝑎1 2 3
𝑎2 4 9
𝑎3 8 27

)

τƞς σελίδας 74 μπορούμε να υπολογίσουμε αναπτύσσοντας τƞν ορί-
ζουσα ως προς τƞν πρώτƞ γραμμή, ως εξής:

det𝐴 = 𝑎1 det(
4 9
8 27 ) − 2 det( 𝑎2 9

𝑎3 27 ) + 3 det( 𝑎2 4
𝑎3 8 )

= 𝑎1(4 ⋅ 27 − 8 ⋅ 9) − 2(27𝑎2 − 9𝑎3) + 3(8𝑎2 − 4𝑎3)
= 36𝑎1 − 30𝑎2 + 6𝑎3,

καταλήγοντας πάλι στο ίδιο αποτέλεσμα.
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8.5 η αναπαράσταση του schur

Θεώρημα 8.5.1 Αν ο 𝐴 είναι ένας 𝑛 × 𝑛 μιγαδικός πίνακας τότε ο 𝐴
μπορεί να γραφτεί στƞ μορφή 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈 ∗ όπου ο 𝑈 ικανοποιεί τƞν
𝑈 ∗𝑈 = 𝐼 (άρα ορθογώνιος στƞν πραγματική περίπτωσƞ) και ο 𝑇 είναι
ένας άνω τριγωνικός πίνακας, δƞλαδή έχει παντού μƞδενικά κάτω
από τƞ διαγώνιό του. Φανερά οι ιδιοτιμές του 𝐴 είναι τα στοιχεία τƞς
διαγωνίου του 𝑇.

Απόδειξƞ: Ʃτƞν ουσία απλώς θα επαναλάβουμε τƞν απόδειξƞ του
Ɵεωρήματος 8.2.1. Το πολυώνυμο 𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) είναι βαθμού 𝑛
και άρα έχει 𝑛 μιγαδικές ρίζες. Έστω ότι αυτές είναι οι 𝜆1,… , 𝜆𝑘 (με
κατάλλƞλες πολλαπλότƞτες). Η 𝜆1 ορίζει έναν ιδιόχωρο τον

𝑉𝜆1 = {𝑥 ∈ ℂ𝑛 ∶ 𝐴𝑥 = 𝜆1𝑥}

και τον κάθετό του 𝑉⟂𝜆1 . Παίρνουμε μια ορθοκανονική βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑘1
του 𝑉𝜆1 και τƞ συμπλƞρώνουμε σε μια ορθοκανονική βάσƞ προσθέ-
τοντας διανύσματα από τον 𝑉⟂𝜆1 . Αν 𝑈𝜆1 ο πίνακας με στήλες αυτή
τƞν ορθοκανονική βάσƞ, τότε φανερά ο 𝑈 ∗

𝜆1𝐴𝑈𝜆1 είναι τƞς μορφής

(

𝜆1 0 ⋯ 0 ? ⋯ ?
0 𝜆1 ⋯ 0 ? ⋯ ?
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ? ⋯ ?
0 0 ⋯ 𝜆1 ? ⋯ ?
0 0 ⋯ 0 𝑎𝑘1+1,𝑘1+1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑘1+1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 𝑎𝑘1+1,𝑛 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

) . (8.1)

Παρατƞρήστε ότι οι τιμές στις θέσεις των ερωτƞματικών (?) δεν μας
ενδιαφέρουν. Το ζƞτούμενο είναι ο πίνακας να έχει μƞδενικά κάτω
από τƞν κύρια διαγώνιό του. Άρα το θέμα για τƞ συνέχεια είναι να
γίνει άνω τριγωνικός ο πίνακας

(
𝑎𝑘1+1,𝑘1+1 ⋯ 𝑎𝑛,𝑘1+1

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑘1+1,𝑛 ⋯ 𝑎𝑛,𝑛

) .

Αλλά αυτός είναι το πολύ (𝑛 − 1) × (𝑛 − 1) (αν 𝑘1 = 1) οπότε
συνεχίζουμε επαγωγικά με τον πίνακα 𝑈 ∗

𝜆1𝐴𝑈𝜆1 περιορισμένο στον
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𝑉⟂𝜆1 μέχρι να εξαντλƞθεί ƞ διάστασƞ 𝑛. Το μόνο που μένει να επιβε-
βαιώσουμε ώστε να συνεχίζεται ƞ επαγωγική διαδικασία είναι ότι
𝑈 ∗
𝜆1𝐴𝑈𝜆1(𝑉

⟂
𝜆1) ⊆ 𝑉⟂𝜆1 . Αλλά αυτό είναι φανερό, διότι αν 𝑦 ⟂ 𝑉𝜆1 τότε

𝑦 ⟂ 𝑣𝑗 για κάθε 𝑗 = 1,… , 𝑘1. Ʃυνεπώς αν το 𝑦 γραφτεί ως προς τƞν
ορθοκανονική βάσƞ 𝑣1,… , 𝑣𝑘1 ,…, θα έχει μƞδενικά στις 𝑘1 πρώτες
θέσεις. Οπότε και ο πολλαπλασιασμός του με τον πίνακα στƞν (8.1)
θα έχει πάλι μƞδενικά σε αυτές τις θέσεις, δƞλαδή 𝑈 ∗

𝜆1𝐴𝑈𝜆1(𝑦) ⟂ 𝑉𝜆1 ,
ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

8.6 το φασματικό θεώρημα για κανονικούς πίνακες

Μια ιδιαίτερƞ εφαρμογή τƞς αναπαράστασƞς Schur προκύπτει α-
πό το ότι αν ένας άνω τριγωνικός πίνακας 𝑇 = (𝑡𝑖𝑗) ικανοποιεί τƞν
𝑇𝑇∗ = 𝑇∗𝑇 τότε είναι αναγκαστικά διαγώνιος. Πράγματι, ƞ πρώτƞ
στήλƞ του 𝑇 έχει όλα τα στοιχεία τƞς ίσα με το μƞδέν εκτός ίσως από
το 𝑡11. Αλλά

‖𝑇∗𝑒1‖22 = ⟨𝑇∗𝑒1, 𝑇∗𝑒1⟩ = ⟨𝑇𝑇∗𝑒1, 𝑒1⟩
= ⟨𝑇∗𝑇𝑒1, 𝑒1⟩ = ⟨𝑇𝑒1, 𝑇𝑒1⟩ = ‖𝑇𝑒1‖22,

άρα ‖𝑇∗𝑒1‖2 = ‖𝑇𝑒1‖2. Δƞλαδή ƞ πρώτƞ στήλƞ του 𝑇∗ έχει νόρμα ίσƞ
με τƞν πρώτƞ στήλƞ του 𝑇, ƞ οποία στήλƞ του 𝑇 έχει μόνο ένα μƞ
μƞδενικό στοιχείο, το οποίο έχει στƞν ίδια θέσƞ και ο 𝑇∗: το 𝑡11. Άρα
αναγκαστικά όλα τα στοιχεία τƞς πρώτƞς στήλƞς του 𝑇∗, εκτός ίσως
από το πρώτο, είναι ίσα με το μƞδέν. Αλλά αυτή ƞ στήλƞ έχει τα
ίδια στοιχεία με τƞν πρώτƞ γραμμή του 𝑇, οπότε ο 𝑇 έχει μƞδενικά
και στƞν πρώτƞ γραμμή του εκτός ίσως από το 𝑡11.
Ʃυνεχίζοντας ομοίως με τις υπόλοιπες στήλες προκύπτει ότι ο 𝑇

είναι διαγώνιος.
Έτσι λοιπόν αν 𝐴 οποιοσδήποτε μιγαδικός πίνακας και 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈 ∗

ƞ αναπαράστασƞ Schur του 𝐴, τότε παρατƞρούμε ότι αν 𝐴∗𝐴 = 𝐴𝐴∗

τότε

𝑇∗𝑇 = (𝑈 ∗𝐴𝑈)(𝑈 ∗𝐴𝑈) = 𝑈 ∗𝐴𝐴∗𝑈
= 𝑈 ∗𝐴𝐴∗𝑈 = (𝑈 ∗𝐴𝑈)(𝑈 ∗𝐴∗𝑈) = 𝑇𝑇∗.

Ʃυνεπώς, αν 𝐴∗𝐴 = 𝐴𝐴∗ τότε ο πίνακας 𝑇 τƞς αναπαράστασƞς Schur
του 𝐴 είναι διαγώνιος. Τέτοιοι πίνακες 𝐴 ονομάζονται κανονικοί, και
έχουμε αποδείξει το ακόλουθο θεώρƞμα.
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Θεώρημα 8.6.1 (Φασματικό για κανονικούς πίνακες) Για κάθε κανο-
νικό μιγαδικό 𝑛 × 𝑛 πίνακα 𝐴, δƞλαδή για κάθε 𝐴 που ικανοποιεί
τƞν 𝐴∗𝐴 = 𝐴𝐴∗, υπάρχει 𝑛 × 𝑛 πίνακας 𝑈 με 𝑈 ∗𝑈 = 𝐼 και διαγώνιος
πίνακας 𝑇 ώστε 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈 ∗. 2

8.7 άλλες κατηγορίες διαγωνοποιήσιμων πινάκων

Μέχρι στιγμής είδαμε ότι οι αυτοσυζυγείς και οι κανονικοί πίνακες
γίνεται να γραφτούν ως διαγώνιοι ως προς μια άλλƞ από τƞ συνή-
θƞ ορθοκανονική βάσƞ. Υπάρχουν άραγε άλλοι πίνακες με αυτή τƞν
ιδιότƞτα; Και τι θα συμπεράνουμε αν δεχθούμε να χρƞσιμοποιήσου-
με οποιαδήποτε βάσƞ του χώρου και όχι απαραίτƞτα ορθοκανονική;
Η απάντƞσƞ είναι θετική αν και δεν εμπίπτουν αυτοί οι πίνακες σε
κάποια ειδική κατƞγορία όπως οι παραπάνω. Ισχύει το εξής:

Θεώρημα 8.7.1 Ένας 𝑛× 𝑛 πίνακας 𝐴 είναι διαγωνοποιήσιμος αν και
μόνο αν ο 𝐴 έχει 𝑛 γραμμικά ανεξάρτƞτα ιδιοδιανύσματα.

Απόδειξƞ: Φανερά αν 𝑣1,… , 𝑣𝑛 γραμμικά ανεξάρτƞτα ιδιοδιανύσμα-
τα του 𝐴 με ιδιοτιμές 𝜆1,… , 𝜆𝑛 τότε φανερά 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 −1 με 𝐷 =
diag(𝜆1,… , 𝜆𝑛) και o 𝑈 έχει για στήλες του τα 𝑣𝑗. Αυτό το ελέγχουμε
εύκολα αν γράψουμε το τυχόν διάνυσμα 𝑥 ως προς τƞ βάσƞ 𝑣𝑗.
Αντίστροφα, αν ο 𝐴 είναι διαγωνοποιήσιμος τότε μπορεί να γρα-

φτεί ως διαγώνιος πίνακας 𝐷 = diag(𝜆1,… , 𝜆𝑛) ως προς κατάλλƞλƞ
βάσƞ του χώρου. Αν 𝑣1,… , 𝑣𝑛 τα διανύσματα αυτής τƞς βάσƞς τότε
φανερά είναι ιδιοδιανύσματα του 𝐴, αφού αναγκαστικά 𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖.
Παρατƞρούμε τέλος ότι αν θέσουμε 𝑈 να είναι ο πίνακας με στήλες

τα 𝑣𝑗 τότε φανερά 𝐴 = 𝑈𝐷𝑈 −1. 2

Πόρισμα 8.7.2 Αν ένας πίνακας 𝐴 είναι τέτοιος ώστε το χαρακτƞρι-
στικό του πολυώνυμο 𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) έχει 𝑛 διακεκριμένες ρίζες
τότε είναι διαγωνοποιήσιμος.

Απόδειξƞ: Κάθε ιδιοτιμή έχει τουλάχιστον ένα ιδιοδιάνυσμα. Ʃυνεπώς
εφόσον υπάρχουν 𝑛 διαφορετικές ιδιοτιμές θα υπάρχουν και 𝑛 γραμ-
μικά ανεξάρτƞτα ιδιοδιανύσματα. Πράγματι, αν οι ιδιοτιμές είναι οι
𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 όλες διαφορετικές και 𝑣𝑖 τα αντίστοιχα ιδιοδιανύ-
σματα μήκους 1, τότε αν αυτά είναι γραμμικά εξαρτƞμένα κάποιο
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από αυτά, έστω το 𝑣1 είναι γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων.
Δƞλαδή υπάρχουν 𝜇2,… , 𝜇𝑛 ώστε

𝑣1 = 𝜇2𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛𝑣𝑛

με τα 𝜇𝑖 να μƞν είναι όλα μƞδέν, αφού 𝑣1 ≠ 0. Εφαρμόζοντας τον 𝐴
προκύπτει ότι

𝜆1𝑣1 = 𝜇2𝜆2𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛𝜆𝑛𝑣𝑛,

οπότε
𝑣1 = 𝜇2

𝜆2
𝜆1

𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛
𝜆𝑛
𝜆2

𝑣𝑛.

Άρα
𝜇2𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛𝑣𝑛 = 𝜇2

𝜆2
𝜆1

𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛
𝜆𝑛
𝜆2

𝑣𝑛,

συνεπώς
𝜇2 (1 −

𝜆2
𝜆1

) 𝑣2 +⋯+ 𝜇𝑛 (1 −
𝜆𝑛
𝜆1

) 𝑣𝑛 = 0.

Αλλά ούτε τα 𝜇𝑖 είναι όλα μƞδέν ούτε τα 1 − 𝜆𝑖/𝜆1 είναι μƞδέν, οπό-
τε τα 𝑣2,… , 𝑣𝑛 είναι γραμμικά εξαρτƞμένα. Ʃυνεχίζοντας επαγωγικά
θα καταλήξουμε αλλάζοντας ενδεχομένως τƞ σειρά των 𝑣𝑖 ότι όλα
τα σύνολα {𝑣𝑖,… , 𝑣𝑛} είναι σύνολα γραμμικών εξαρτƞμένων διανυ-
σμάτων για κάθε 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛 − 1. Άρα το 𝑣𝑛−1 είναι πολλαπλάσιο
του 𝑣𝑛. Αλλά τα 𝑣𝑖 έχουν μήκος ίσο με 1 άρα 𝑣𝑛−1 = ±𝑣𝑛, συνεπώς
𝜆𝑛−1 = 𝜆𝑛 το οποίο είναι άτοπο. 2

Πόρισμα 8.7.3 Κάθε πίνακας 𝐴 είναι διαγωνοποιήσιμος αν και μόνο
αν για κάθε ιδιοτιμή του έχει τόσα γραμμικά ανεξάρτƞτα ιδιοδιανύ-
σματα όσα ƞ πολλαπλότƞτά τƞς.

Απόδειξƞ: Πρόκειται για απλή απόδειξƞ στα βήματα του Πορίσμα-
τος 8.7.2, και αφήνεται ως άσκƞσƞ. 2

8.8 ταυτόχρονη διαγωνοποίηση

Ʃυχνά στις εφαρμογές χρειάζεται να ελέγξουμε αν δύο ή περισ-
σότεροι πίνακες διαγωνοποιούνται ταυτόχρονα. Δƞλαδή αν υπάρχει
βάσƞ ως προς τƞν οποία όλοι οι πίνακες που μας ενδιαφέρουν είναι
διαγώνιοι.
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Όταν συμβαίνει αυτό τότε οι πίνακές μας μπορούν να έχουν όλοι τα
ίδια ιδιοδιανύσματα. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε μια οικογένεια 𝑛 × 𝑛
διαγωνοποιήσιμων πινάκων ℱ. Αν όλοι οι πίνακες τƞς ℱ είναι ταυτό-
χρονα διαγωνοποιήσιμοι, τότε υπάρχουν γραμμικά ανεξάρτƞτα δια-
νύσματα 𝑣1,… , 𝑣𝑛 ώστε αν θέσουμε𝑈 τον πίνακα με στήλες τα 𝑣𝑗 τότε
για κάθε 𝐴 ∈ ℱ υπάρχει διαγώνιος πίνακας 𝐷𝐴 ώστε 𝐴 = 𝑈𝐷𝐴𝑈 −1.
Αυτό έχει ως απλή συνέπεια το γεγονός ότι αν 𝐴, 𝐵 ∈ ℱ τότε

𝐴𝐵 = (𝑈𝐷𝐴𝑈 −1)(𝑈𝐷𝐵𝑈 −1) = 𝑈𝐷𝐴(𝑈 −1𝑈)𝐷𝐵𝑈 −1 = 𝑈𝐷𝐴𝐷𝐵𝑈 −1

= 𝑈𝐷𝐵𝐷𝐴𝑈 −1 = (𝑈𝐷𝐵𝑈 −1)(𝑈𝐷𝐴𝑈 −1)
= 𝐵𝐴,

όπου χρƞσιμοποιήσαμε το γεγονός ότι οι διαγώνιοι πίνακες αντιμε-
τατίθενται. Ʃυνεπώς όλοι οι πίνακες σε μια οικογένεια ταυτόχρονα
διαγωνοποιήσιμων πινάκων αντιμετατίθενται. Το επόμενο θεώρƞμα
λέει ότι αυτό εκτός από αναγκαία είναι και ικανή συνθήκƞ.

Θεώρημα 8.8.1 Αν ℱ είναι μια οικογένεια 𝑛 × 𝑛 διαγωνοποιήσιμων
πινάκων οι οποίοι αντιμετατίθενται, δƞλαδή αν 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 για κάθε
𝐴, 𝐵 ∈ ℱ τότε υπάρχει μια βάσƞ του χώρου ώστε όλοι οι πίνακες τƞς
ℱ να είναι διαγώνιοι ως προς αυτήν.

Απόδειξƞ: Έστω ότι ο 𝑉𝐴1 είναι κάποιος ιδιόχωρος του 𝐴1 ∈ ℱ για τƞν
ιδιοτιμή 𝜆1, δƞλαδή 𝐴1𝑣 = 𝜆1𝑣 για κάθε 𝑣 ∈ 𝑉𝐴1 . Ɵέτουμε ℱ1 για τƞν
υποοικογένεια τƞς ℱ για τƞν οποία κάθε στοιχείο περιορισμένο στους
ιδιόχωρους του 𝐴1 είναι πολλαπλάσιο του ταυτοτικού. Αν ℱ1 = ℱ τότε
έχουμε τελειώσει αφού οποιαδήποτε βάσƞ ιδιοδιανυσμάτων του 𝐴1
είναι ιδιοδιανύσματα και για τους υπόλοιπους πίνακες τƞς ℱ1.
Αν ℱ1 ≠ ℱ θεωρούμε ένα 𝐴2 ∈ ℱ ⧵ ℱ1. Έτσι θα ισχύει

𝐴1(𝐴2𝑣) = (𝐴1𝐴2)𝑣 = (𝐴2𝐴1)𝑣 = 𝐴2(𝐴1𝑣) = 𝐴2(𝜆𝑣) = 𝜆𝐴2𝑣.

Άρα 𝐴2𝑣 ∈ 𝑉𝐴1 . Ʃυνεπώς ο 𝐴2 αφήνει αναλλοίωτο τον 𝑉𝐴1 . Αλλά
αφού 𝐴2 ∉ ℱ1 κάποιος 𝑉𝐴1 δεν είναι ιδιόχωρος του 𝐴2 ∶ 𝑉𝐴1 → 𝑉𝐴1 .
Ʃυνεπώς για αυτόν τον 𝑉𝐴1 ο 𝐴2 ∶ 𝑉𝐴1 → 𝑉𝐴1 έχει τουλάχιστον δύο
ιδιόχωρους μέσα στον 𝑉𝐴1 , δƞλαδή με διάστασƞ γνƞσίως μικρότερƞ
του dim𝑉𝐴1 . Γράφουμε 𝑉𝐴2 για τον τυχόν ιδιόχωρο του 𝐴2 ως πίνακα
περιορισμένο στον τυχόντα ιδιόχωρο 𝑉𝐴1 . Άρα από το παραπάνω

{
κάποιος τέτοιος ιδιόχωρος 𝑉𝐴2 έχει διάστασƞ γνƞσίως
μικρότερƞ από τον 𝑉𝐴1 του οποίου είναι υποσύνολο.

} (8.2)
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Βεβαίως τα ιδιοδιανύσματα του 𝐴2 σε κάθε 𝑉𝐴2 είναι και ιδιοδια-
νύσματα του 𝐴1 αφού ανήκουν στον 𝑉𝐴1 . Άρα οι 𝐴1 και 𝐴2 είναι
ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιμοι. Ɵέτουμε ℱ2 για όλους τους πίνακες
στƞν ℱ που σε κάθε ιδιόχωρο τƞς μορφής 𝑉𝐴2 είναι πολλαπλάσια του
ταυτοτικού. Αν ℱ2 = ℱ ƞ απόδειξƞ ολοκλƞρώθƞκε. Αλλιώς επιλέγουμε
𝐴3 ∈ ℱ ⧵ ℱ2 και επαναλαμβάνουμε τƞ διαδικασία στους ιδιόχωρους
του 𝐴2 ∶ 𝑉𝐴1 → 𝑉𝐴1 . Επειδή σε κάθε βήμα μειώνουμε τƞ διάστασƞ σε
κάποιο ιδιόχωρο στο βήμα που περιγράφει ƞ (8.2), και ο χώρος μας
είναι πεπερασμένƞς διάστασƞς, σε κάποιο βήμα 𝑘 από αυτή τƞν επα-
γωγική διαδικασία, σε όλους τους ιδιόχωρους του 𝐴𝑘 ∶ 𝑉𝐴𝑘−1 → 𝑉𝐴𝑘−1
όλοι οι πίνακες τƞς ℱ είναι πολλαπλάσια του ταυτοτικού. Δƞλαδή α-
ναγκαστικά ℱ𝑘 = ℱ ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

*8.9 Υπολογισμός ιδιοδιανυσμάτων από ιδιοτιμές

Ʃε αυτή τƞν ενότƞτα παρουσιάζουμε ένα νέα τύπο (που αποδεί-
χθƞκε το 2019 από τον Terence Tao με τους φυσικούς Stephen Parke,
Xining Zhang και Peter Denton) ο οποίος καθορίζει τα ιδιοδιανύσματα
ενός πίνακα από ιδιοτιμές. Αυτό έχει μεγάλο ενδιαφέρον γιατί αριθ-
μƞτικά ο υπολογισμός ιδιοτιμών είναι εύκολος αλλά ο υπολογισμός
ιδιοδιανυσμάτων είναι ιδιαίτερα δύσκολος ακόμα και με σύγχρονους
ισχυρούς υπολογιστές, για εφαρμογές σε κλάδους όπως στƞν Φυσική.
Αυτός το τύπος κάνει τον υπολογισμό των ιδιοδιανυσμάτων (εκτός
από το πρόσƞμο) ουσιαστικά «τετριμμένο» για κάθε αυτοσυζυγή πί-
νακα.
Χρειαζόμαστε πρώτα νέο συμβολισμό. Αν𝐴 και 𝐵 είναι δύο πίνακες

με τον ίδιο αριθμό γραμμών, θα γράφουμε (𝐴|𝐵) για τον πίνακα που
ξεκινάει με τις στήλες του 𝐴 και συνεχίζει με τις στήλες του 𝐵. Για
παράδειγμα, αν 𝐴 = ( 𝑎 𝑐

𝑏 𝑑 ) και 𝐵 = ( 𝑒 𝑔
𝑓 ℎ ) τότε

(𝐴|𝐵) = ( 𝑎 𝑐 𝑒 𝑔
𝑏 𝑑 𝑓 ℎ ) .

Αν ο 𝐵 είναι απλά ένα διάνυσμα 𝑣 με το πλήθος συντεταγμένων ίσο
με τον αριθμό των γραμμών του 𝐴 θα γράφουμε απλώς (𝐴|𝑣). Για
παράδειγμα

(𝐴|0) = ( 𝑎 𝑐 0
𝑏 𝑑 0 ) .
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Ομοίως, αν οι 𝐴 και 𝐵 είναι δύο πίνακες με τον ίδιο αριθμό στƞλών, θα
γράφουμε (𝐴𝐵) για τον πίνακα που ξεκινάει με τις γραμμές του 𝐴 και
συνεχίζει με τις γραμμές του 𝐵, και το ίδιο αν ένας από τους πίνακες
είναι διάνυσμα γραμμένο σε πίνακα μιας γραμμής. Για παράδειγμα,

(0𝐵) = (
0 0
𝑒 𝑔
𝑓 ℎ

) .

Για ένα πίνακα 𝐴 με 𝑛 ιδιοτιμές θα τις γράφουμε ως 𝜆1(𝐴), 𝜆2(𝐴),… ,
𝜆𝑛(𝐴). Ξεκινάμε με ένα λήμμα.

Λήμμα 8.9.2 Αν ο 𝐵 είναι ένας 𝑛 × (𝑛 − 1) πίνακας και
𝐷 = diag(𝜆1, 𝜆2,… , 𝜆𝑛−1, 0)

τότε έχουμε

det(𝐵 ∗𝐷𝐵) = (
𝑛−1
∏
𝑗=1

𝜆𝑗) ∣det((𝐼𝑛−1|0) ⋅ 𝐵))∣
2

(8.3)

Απόδειξƞ: Παρατƞρήστε πρώτα ότι
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και το αποτέλεσμα προκύπτει αμέσως από το ότι ƞ ορίζουσα είναι
πολλαπλασιαστική και δίνει ίδια τιμή σε κάθε πίνακα και στον ανα-
στροφό του. 2

Αν ο 𝐴 είναι ένας αυτοσυζυγής 𝑛 × 𝑛 πίνακας τότε υπάρχει 𝑉 με
𝑉∗𝑉 = 𝑉𝑉∗ = 𝐼𝑛 ώστε 𝐴 = 𝑉𝐷𝑉∗ και 𝐷 = 𝑉∗𝐴𝑉. Παρατƞρήστε ότι
𝜆𝐽(𝐷) = 𝜆𝑗(𝐴). Οπότε αν 𝜆𝑛(𝐴) = 0 τότε μπορούμε να αντικαταστή-
σουμε τον 𝐷 στƞν (8.3) και παίρνουμε

det((𝑉𝐵)∗𝐴(𝑉𝐵)) =
𝑛−1
∏
𝑗=1

𝜆𝑗(𝐴)∣det((𝐼𝑛−1|0)𝐵)∣
2.

Αντικαθιστώντας τον 𝑛× (𝑛 − 1) πίνακα 𝑉𝐵 με τον 𝐵 παίρνουμε τον
ακόλουθο τύπο.

Λήμμα 8.9.3 Αν ο 𝐵 είναι ένας 𝑛 × (𝑛 − 1) πίνακας και 𝐴 είναι αυτο-
συζυγής πίνακας με 𝜆𝑛(𝐴) = 0, τότε ισχύει

det(𝐵 ∗𝐴𝐵) = (
𝑛−1
∏
𝑗=1

𝜆𝑗(𝐴)) ∣det((𝐼𝑛−1|0)𝑉∗ ⋅ 𝐵))∣
2
, (8.4)

όπου 𝑉 είναι ο ορθογώνιος πίνακας που διαγωνοποιεί τον 𝐴, δƞλαδή
ο 𝑉 έχει στις στήλες του τα ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα του 𝐴. 2

Ʃυμβολίζουμε με 𝐴𝑗 τον υποπίνακα του 𝐴 που προκύπτει αν δια-
γράψουμε τƞν 𝑗 γραμμή και τƞν 𝑗 στήλƞ του 𝐴. Με αυτόν τον συμβο-
λισμό το κύριο θεώρƞμα αυτή ςτƞς ενότƞτας είναι το ακόλουθο.

Θεώρημα 8.9.4 Έστω ότι τα 𝑣𝑖 = (𝑣𝑖𝑗)𝑛𝑗=1 είναι ορθοκανονικά διανύ-
σματα του αυτοσυζυγούς 𝑛 × 𝑛 πίνακα 𝐴. Τότε

|𝑣𝑖𝑗|2
𝑛
∏
𝑘=1
𝑘≠𝑖

(𝜆𝑖(𝐴) − 𝜆𝑘(𝐴)) =
𝑛−1
∏
𝑘=1

(𝜆𝑖(𝐴) − 𝜆𝑘(𝐴𝑗)). (8.5)

Πριν προχωρήσουμε με τƞν απόδειξƞ, παρατƞρούμε ότι ο υπολογι-
σμός των ιδιοδιανυσμάτων του 𝐴 θα υπολογίσει 𝑛2 στοιχεία (τις συ-
ντεταγμένες τους). Υπάρχουν 𝑛 πίνακες 𝐴𝑗 που ο καθένας έχει 𝑛 − 1
ιδιοτιμές. Έτσι, συνολικά πρέπει να υπολογιστούν 𝑛(𝑛 − 1) ιδιοτιμές
συν τις 𝑛 ιδιοτιμές του 𝐴, που είναι και πάλι 𝑛2 αριθμοί. Όμως ο υ-
πολογισμός ιδιοδιανυσμάτων είναι πολύ πιο απαιτƞτικός από τον υ-
πολογισμό ιδιοτιμών. Αυτό είναι που κάνει το παραπάνω θεώρƞμα
πολύ χρήσιμο στις εφαρμογές.
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Απόδειξƞ: Χωρίς βλάβƞ ƞς γενικότƞτας, υποθέτουμε ότι 𝑗 = 1 και
𝑖 = 𝑛, οπότε θέλουμε να αποδείξουμε ότι

|𝑣𝑛1|2
𝑛−1
∏
𝑘=1

(𝜆𝑛(𝐴) − 𝜆𝑘(𝐴)) =
𝑛−1
∏
𝑘=1

(𝜆𝑛(𝐴) − 𝜆𝑘(𝐴1)).

Ʃε αυτόν τον τύπο, αλλάζουμε τον 𝐴 σε �̃� = 𝐴−𝜆𝑛(𝐴)𝐼𝑛. Αυτό είναι
εφικτό διότι, αν το 𝑣𝑘 είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του 𝐴 τότε

�̃�(𝑣𝑘) = 𝐴𝑣𝑘 − 𝜆𝑛(𝐴)𝑣𝑘 = (𝜆𝑘(𝐴) − 𝜆𝑛(𝐴))𝑣𝑘,

και άρα ο �̃� και ο 𝐴 έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσματα. Επιπλέον, οι ιδιο-
τιμές του �̃�1 είναι 𝜆𝑘(𝐴1)−𝜆𝑛(𝐴), αφού αν το 𝑥𝑘 = (𝑥𝑘𝑗)𝑛𝑗=2 είναι ένα
ιδιοδιάνυσμα του 𝐴1 με ιδιοτιμή 𝜆𝑘(𝐴1) τότε
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όπου ƞ γραμμή και ƞ στήλƞ που διαγράψαμε τƞν εμφανίζουμε πα-
ραπάνω διαγραμμένƞ για να είναι απλούστερƞ ƞ παρακολούθƞσƞ
του επιχειρήματος.
Παρατƞρώντας ότι 𝜆𝑛(�̃�) = 0, έχουμε αναγάγει τƞν απόδειξƞ

στο να δείξουμε ότι

|𝑣𝑛1|2
𝑛−1
∏
𝑘=1

𝜆𝑘(𝐴) =
𝑛−1
∏
𝑘=1

𝜆𝑘(𝐴1), (8.6)

με τƞν επιπλέον υπόθεσƞ ότι 𝜆𝑛(𝐴) = 0.
Ɵέτουμε τώρα 𝐵 = ( 0

𝐼𝑛−1
) στƞν (8.4) που είναι ένας 𝑛 × (𝑛 − 1)

πίνακας με μƞδενικά στƞν πρώτƞ γραμμή του. Έτσι παίρνουμε ότι

det(𝐵 ∗𝐴𝐵) =
𝑛−1
∏
𝑗=1

𝜆𝑗(𝐴)∣det((𝐼𝑛−1|0)𝑉∗𝐵)∣
2.

Ʃτα αριστερά έχουμε τƞν ορίζουσα του 𝐴1 διότι ο πολλαπλασιασμός
𝐵 ∗𝐴 διαγράφει τƞν πρώτƞ γραμμή του 𝐴 και ο πολλαπλασιασμός
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(𝐵 ∗𝐴)𝐵 διαγράφει τƞν πρώτƞ στήλƞ του 𝐵 ∗𝐴. Οπότε αυτή ƞ ορίζου-
σα είναι το γινόμενο ∏𝑛−1

𝑘=1 𝜆𝑘(𝐴1).
Μένει να δείξουμε ότι | det((𝐼𝑛−1|0)𝑉∗𝐵)| = |𝑣𝑛1|. Αλλά είναι στοι-

χειώδες να ελέγξουμε (ελέγχοντας τƞν ισότƞτα των πινάκων που
εμφανίζονται) ότι

GHWð	� Ø]�
�
S
�ñ � GHW¦ 5ØÙ 5Ø 

5 ØÓÙ 5 ØÓ 

§
� GHW¨ 5ØØ 5ØÙ 5Ø 

5 ØÓØ 5 ØÓÙ 5 ØÓ 

5 ÓØ 5 ØÓÙ 5 ØÓ 

©
Αλλά είναι ορίζουσα αυτού του ελάσσονα πίνακα ισούται απολύτως
με |𝑣𝑛,1|, αφού οι στήλες του τελευταίου πίνακα (μαζί με τƞ διαγραμ-
μένƞ στήλƞ και γραμμή) είναι ορθοκανονική βάσƞ του ℝ𝑛. Πράγματι,
στο σχήμα που ακολουθεί βλέπουμε τον κύβο που ορίζουν τα διανύ-
σματα 𝑣𝑖 που έχει ακμές ίσες με 1. οπότε ƞ απόλυτƞ τιμή ƞς παραπάνω
ορίζουσας

ισούται με τƞν απόλυτƞ τιμή του εμβαδού (όγκου) τƞς έδρας που ορί-
ζεται από τα 𝑒1,… , 𝑒𝑛−1 και σχεδιάστƞκε εδώ με τις γκρίζες γραμμές.
Αυτή ƞ έδρα έχει εμβαδόν (όγκο) ίσο με 1 και άρα ƞ προβολή έχει
όγκο | cos𝜑|. Αλλά το μήκος του διανύσματος 𝑣𝑛 είναι επίσƞς 1, οπότε
ƞ πρώτƞ συντεταγμένƞ του ισούται με | cos𝜑|, ολοκλƞρώνοντας τƞν
απόδειξƞ. 2
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Διανύσματα





Κεφάλαιο 2

Γραμμικοί μετασχηματισμοί





Κεφάλαιο 3

Ορίζουσες

Ο τύπος του Leibniz:

det𝐴 = ∑
𝜎∈𝑆𝑛

(sgn(𝜎)
𝑛
∏
𝑖=1

𝑣𝑖𝜎𝑖) .

Ο τύπος των Levi-Civita:

det𝐴 =
𝑛
∑

𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑛=1
𝜖𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑛𝑣1𝑖1𝑣2𝑖2 ⋯𝑣𝑛𝑖𝑛 ,

όπου 𝜖𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑛 = sgn(𝑖1, 𝑖2,… , 𝑖𝑛) (ισούται με μƞδέν αν {𝑖1, 𝑖2,… , 𝑖𝑛} ≠
{1, 2,… , 𝑛}).
Ο κανόνας του Sarrus.
Το θεώρƞμα του Sylvester det(𝐼 + 𝐴𝐵) = det(𝐼 + 𝐵𝐴).





Κεφάλαιο 4

Αντίστροφος πίνακα

Ας υποθέσουμε πρώτα ότι θέλουμε να λύσουμε το σύστƞμα 𝑛 εξι-
σώσεων με 𝑛 αγνώστους 𝐴𝑥 = 𝑏, ισοδύναμα το,

⎧{{
⎨
{{⎩

𝑣11𝑥1 + 𝑣21𝑥2 +⋯+ 𝑣𝑛1𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑣12𝑥1 + 𝑣22𝑥2 +⋯+ 𝑣𝑛2𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮
𝑣1𝑛𝑥1 + 𝑣2𝑛𝑥2 +⋯+ 𝑣𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛,

Το αλγεβρικό τέχνασμα που δίνει τƞ λύσƞ είναι το εξής Ɵέτουμε 𝐵𝑗
να είναι ο πίνακας 𝐴 αφού του αντικαταστήσουμε τƞ 𝑗 στήλƞ με το
διάνυσμα 𝑏. Τώρα υπολογίζουμε τƞν ορίζουσά του:

det𝐵𝑗 = det(𝑣1,… , 𝑣𝑗−1, 𝑏, 𝑣𝑗+1,… , 𝑣𝑛)
= det(𝑣1,… , 𝑣𝑗−1, 𝐴𝑥, 𝑣𝑗+1,… , 𝑣𝑛)

= det(𝑣1,… , 𝑣𝑗−1,
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑣𝑖, 𝑣𝑗+1,… , 𝑣𝑛)

Αλλά ƞ ορίζουσα είναι γραμμική ως προς τƞν πρόσθεσƞ κατά στήλες,
οπότε

det𝐵𝑗 =
𝑛
∑
𝑖=1

det(𝑣1,… , 𝑣𝑗−1, 𝑥𝑖𝑣𝑖, 𝑣𝑗+1,… , 𝑣𝑛)

=
𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖 det(𝑣1,… , 𝑣𝑗−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑗+1,… , 𝑣𝑛).

Αλλά όλες οι παραπάνω ορίζουσες για 𝑖 ≠ 𝑗 είναι ίσες με το μƞδέν,
αφού όταν 𝑖 ≠ 𝑗 έχουν δύο ίδιες στήλες (το παραλλƞλεπίπεδο που



130 . Αντίστροφος πίνακα

ορίζουν οι στήλες τους είναι όγκου μƞδέν, αφού αυτές είναι γραμμικά
εξαρτƞμένες). Όταν τώρα 𝑖 = 𝑗 φανερά ƞ παραπάνω ορίζουσα είναι
ƞ ορίζουσα του 𝐴. Άρα det𝐵𝑗 = 𝑥𝑗 det𝐴, από όπου προκύπτει

𝑥𝑗 =
det𝐵𝑗
det𝐴 . (4.1)

Αυτά βέβαια υπό τƞν προϋπόθεσƞ ότι ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμος, οπότε
det𝐴 ≠ 0. Οι τύποι (4.1) ονομάζονται τύποι του Cramer.
Για να υπολογίσουμε τώρα τον αντίστροφο πίνακα, αν θέσουμε

𝐴−1 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) = (

𝑥11 𝑥21 ⋯ 𝑥𝑛1
𝑥12 𝑥22 ⋯ 𝑥𝑛2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥1𝑛 𝑥2𝑛 ⋯ 𝑥𝑛𝑛

)

πρέπει να λύσουμε τƞν εξίσωσƞ 𝐴𝐴−1 = 𝐼, ισοδύναμα τις 𝑛 στο πλή-
θος εξισώσεις 𝐴𝑥𝑖 = 𝑒𝑖. Κάθε τέτοια εξίσωσƞ είναι ένα 𝑛 × 𝑛 σύ-
στƞμα με αγνώστους τις συντεταγμένες του 𝑥𝑖, δƞλαδή τα 𝑥𝑖𝑗 για
𝑗 = 1, 2,… , 𝑛. Όπως και πριν, για να λύσουμε τƞν 𝐴𝑥𝑖 = 𝑒𝑖 φτιά-
χνουμε τον πίνακα 𝐸𝑗 ο οποίος είναι ο ίδιος με τον 𝐴 εκτός του ότι
αντικαταστήσαμε τƞν 𝑗 στήλƞ με το 𝑒𝑖. Ʃυνεπώς, από τους τύπους
του Cramer, θα ισχύει

𝑥𝑖𝑗 =
det𝐸𝑗
det𝐴 .

Αλλά αναπτύσσοντας τƞν ορίζουσα του 𝐸𝑗 ως προς τƞ 𝑗 στήλƞ (ƞ
οποία 𝑗 στήλƞ περιέχει το 𝑒𝑖, άρα έχει μια μονάδα στƞν 𝑖 γραμμή)
βρίσκουμε ότι det𝐸𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 det𝐴𝑖𝑗 (θυμίζουμε ότι ο 𝐴𝑖𝑗 είναι ο (𝑛 −
1) × (𝑛 − 1) πίνακας που προκύπτει από τον 𝐴 αν διαγράψουμε τƞν
𝑖 γραμμή και τƞ 𝑗 στήλƞ). Ʃυνεπώς

𝑥𝑖 =
1

det𝐴 (

(−1)𝑖+1 det𝐴𝑖1
(−1)𝑖+2 det𝐴𝑖2

⋮
(−1)𝑖+𝑛 det𝐴𝑖𝑛

) ,

οπότε
𝐴−1 = 1

det𝐴adj𝐴.



Κεφάλαιο 5

Δυϊκός χώρος





Κεφάλαιο 6

Το ίχνος πίνακα





Κεφάλαιο 7

Αλλαγή βάσης





Κεφάλαιο 8

Ιδιοδιανύσματα και
ιδιοτιμές





Μέρος III

Αφηρημένη Γραμμική
Άλγεβρα





Κεφάλαιο 9

Αφηρημένοι γραμμικοί
χώροι …ο δρόμος προς τη
Συναρτησιακή Ανάλυση

9.1 τα διανύσματα όχι ως λίστες αριθμών

9.2 χώροι συναρτήσεων

9.3 γραμμικότητα

9.4 παράγωγος

9.4.1 Η παράγωγος στον χώρο των πολυωνύμων

𝑑
𝑑𝑥 = (

0 1 0 0 0 ⋯
0 0 2 0 0 ⋯
0 0 0 3 0 ⋯
0 0 0 0 4 ⋯
0 0 0 0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

)
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(

0 1 0 0 0 0 ⋯
0 0 2 0 0 0 ⋯
0 0 0 3 0 0 ⋯
0 0 0 0 4 0 ⋯
0 0 0 0 0 5 ⋯
0 0 0 0 0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

)(3 − 2𝑥 + 4𝑥3 + 𝑥5)

≡ (

0 1 0 0 0 0 ⋯
0 0 2 0 0 0 ⋯
0 0 0 3 0 0 ⋯
0 0 0 0 4 0 ⋯
0 0 0 0 0 5 ⋯
0 0 0 0 0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

)(

3
−2
0
4
0
1
0
⋮

) = (

−2
0
12
0
5
0
⋮

)

≡ −2+ 0𝑥 + 12𝑥2 + 0𝑥3 + 5𝑥4

= 𝑑
𝑑𝑥(3 − 2𝑥 + 4𝑥3 + 𝑥5).
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