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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικά

Συντοµογραφίες. Συχνά χρησιµοποιούµε το ⇔ αντί του αν και µόνο αν και το ⇒ αντί
του συνεπάγεται

1.1. Στοιχειώδεις συνολοθεωρητικές έννοιες και συµ-
ϐολισµοί

Τα σύνολα συµβολίζονται συνήθως µε κεφαλαία λατινικά γράµµατα, µε ή χωρίς δείκτες.
Το κενό σύνολο συµβολίζεται µε ∅. Τα σύνολα των ϕυσικών αριθµών, των ακεραίων, των
ϱητών, των πραγµατικών και των µιγαδικών αριθµών συµβολίζονται µε N, Z, Q, R και C,
αντίστοιχα.
Το {a1, a2, . . .} παριστάνει το σύνολο που έχει ως µέλη ακριβώς όλα τα στοιχεία a1, a2, . . ..
Το ίδιο σύνολο γράφεται και ως {a1, a2, a3, . . .} ή και {a1, a2, . . . , an , . . .} Π.χ. {1,2, . . .} =

{1,2,3, . . .} = N, και {1,3,5, . . .} = {1,3, . . . ,2n − 1, . . .} είναι το σύνολο που αποτελείται
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από όλους τους περιττούς ϕυσικούς αριθµούς. Το {a1, a2, . . . , an} παριστάνει το σύνολο
του οποίου µέλη είναι ακριβώς τα στοιχεία a1, a2, . . . µέχρι και το an, το πλήθος των ο-
ποίων είναι το πολύ n γιατί ενδέχεται να µην είναι όλα διαφορετικά. Π.χ. {23,98,12},
{12,23,98} και {23,98,12,23,12} παριστάνουν το σύνολο που έχει ως µέλη τους αριθ-
µούς 12, 23 και 98. Το {2,4,6, . . . ,100} έχει ως µέλη τους άρτιους αριθµούς από το 2
µέχρι και το 100.
Οι συµβολισµοί x ∈ A και y < B σηµαίνουν : το x είναι µέλος ή στοιχείο του A και το y
δεν είναι µέλος του B. Λέµε επίσης ότι το x ανήκει στο A και το y δεν ανήκει στο B. Π.χ.
3 ∈ Z, −3 < N,

√
2 < Q.

Γράφουµε A ⊂ B, και λέµε το A είναι υποσύνολο του B, αν κάθε στοιχείο του A είναι
στοιχείο και του B. Γράφουµε A 1 B αν δεν ισχύει ότι A ⊂ B. Π.χ. N ⊂ Z, Z ⊂ Q, Q ⊂ R,
R ⊂ C, Z 1 N, Q 1 Z κ.ο.κ. ∆ύο σύνολα A, B είναι ίσα αν κάθε µέλος του A είναι µέλος
του B και, αντιστρόφως, κάθε µέλος του B είναι µέλος του B. ∆ηλαδή, A = B αν και µόνον
αν A ⊂ B και B ⊂ A. ∆ιαφορετικά, A , B

΄Ασκηση Ποια από τα παρακάτω είναι σωστά ;

1. Q = R
(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

2. ∅ = {∅}

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

΄Εστω P(x) µια πρόταση που έχει νόηµα για κάθε στοιχείο x ενός συνόλου A. Το
σύνολο όλων των µελών x του A για τα οποία η πρόταση P(x) αληθεύει συµβολίζεται µε
{x ∈ A : P(x)} ή και µε {x : x ∈ A, P(x)}. Π.χ. Αν η P(x) είναι η πρόταση «ο x είναι άρτιος»,
τότε {x ∈ N : P(x)} = {2,4,6, ...}. Αν η P(x) είναι πρόταση «ο x είναι περιττός αριθµός και
ο x είναι µικρότερος του 1000», τότε {x ∈ N : P(x)} = {1,3,5, ...,999}.
Ακόµη, Q = {x ∈ R : P(x)}, όπου P(x) είναι η πρόταση «ο x είναι πηλίκο ακεραίων m, n
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µε n , 0». Συντοµογραφικά, Q = {x ∈ R : x = m/n,m, n ∈ Z, n , 0} ή Q = {m/n : m, n ∈
Z, n , 0}.

΄Εστω ότι για κάθε στοιχείο i κάποιου συνόλου I δίνεται ένα σύνολο Ai . Η ένωση των
συνόλων Ai καθώς το i διατρέχει το I,

⋃
i∈I Ai , είναι το σύνολο που αποτελείται από όλα τα

στοιχεία που ανήκουν σε ένα τουλάχιστον Ai . Η τοµή των συνόλων Ai καθώς το i διατρέχει
το I,

⋂
i∈I Ai , είναι το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία που ανήκουν σε κάθε Ai .

∆ηλαδή,⋃
i∈I Ai = {x : x ∈ Ai για κάποιο i ∈ I},

⋂
i∈I Ai = {x : x ∈ Ai για κάθε i ∈ I}.

∆ιακρίνουµε τρεις ιδιαίτερες περιπτώσεις.

1. ΄Οταν I = {1,2}, η ένωση γράφεται A1 ∪ A2 και η τοµή A1 ∩ A2.

2. Στην πιο γενική περίπτωση που I = {1,2, . . . , n}, η ένωση γράφεται
A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An ή

⋃n
i=1 Ai και η τοµή A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An ή

⋂n
i=1 Ai .

3. ΄Οταν I = {1,2, . . .}, η ένωση γράφεται A1 ∪ A2 ∪ . . . ή
⋃∞
i=1 Ai ή

⋃
i∈N Ai και η τοµή

A1 ∩ A2 ∩ . . . ή
⋂∞
i=1 Ai ή

⋂
i∈N Ai .

Σηµειώστε ότι η ένωση δύο αριθµήσιµων συνόλων {a1, a2, . . . , }, {b1, b2, . . .} γράφεται και
στη µορφή {. . . a2, a1, b1, b2, . . . , }. ΄Ετσι Z = {. . . ,−2,−1,0,1,2, . . . }.

∆οθέντων συνόλων A, B η συνολοθεωρητική διαφορά A \B είναι το σύνολο που αποτε-
λείται από όλα τα στοιχεία του A που δεν ανήκουν στο B: A \ B = {x ∈ A : x < B}.

1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.2.1 ΄Εστω A1 = {x ∈ R : x2 = 1}, A2 = {x ∈ Z : x3 = 1} και A3 = {x ∈ C : x4 =

1}.
Βρείτε τα σύνολα A1 ∪ A2, A2 ∩ A3, (A1 ∩ A2) ∪ A3, A2 \ A3 και A3 \ A1. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.2 Βρείτε την ένωση
⋃
i∈N Ai και την τοµή

⋂
i∈N Ai , όπου Ai = {x ∈ R : 0 ≤ x <

1
i }. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.3 Βρείτε τα σύνολα
⋃
x∈R Ax ,

⋂
x∈R Ax ,

⋃
x∈N Ax ,

⋂
x∈N Ax ,

⋃
x∈Z Ax ,

⋂
x∈Z Ax ,

όπου Ax = {(x + 1)2,1,2}. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 Βρείτε την ένωση
⋃
x∈X Bx δεδοµένου ότι κάθε Bx είναι ένα υποσύνολο του

X που περιέχει το x. Υπόδειξη-Λύση

1.3. Συναρτήσεις

Μια συνάρτηση (ή απεικόνιση) f : X → Y αποτελείται από δύο σύνολα X , Y µαζί µε ένα
κανόνα f ο οποίος σε κάθε στοιχείο x του X αντιστοιχίζει µοναδικό στοιχείο f (x) του Y .
Το X λέγεται το πεδίο ορισµού και το Y το πεδίο τιµών της συνάρτησης f . Λέµε ότι το x
απεικονίζεται από την f στο f (x) ή ότι η f στέλνει το x στο f (x) ή ότι το f (x) είναι η τιµή
της f στο x. Για κάθε A ⊂ X το σύνολο f (A) = {f (x) : x ∈ A} λέγεται ευθεία εικόνα του A
µέσω της f .
∆ύο συναρτήσεις f, g ϑεωρούνται ίσες αν έχουν το ίδιο πεδίο ορισµού, το ίδιο πεδίο τιµών
και f (x) = g(x) για κάθε x στο πεδίο ορισµού.
Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται επί (του Y ) αν για κάθε y ∈ Y , υπάρχει τουλάχιστον
ένα x ∈ X µε f (x) = y.
Μια συνάρτηση f : X → Y λέγεται ένα–προς–ένα (1-1) ή µονοσήµαντη αν για όλα τα
στοιχεία x1, x2 ∈ X µε x1 , x2, έχουµε f (x1) , f (x2).
∆εδοµένου συνόλου X και υποσυνόλου A του X , ο εγκλεισµός του A στο X είναι η συ-
νάρτηση i : A → X που ορίζεται µε i(a) = a για κάθε a ∈ A. Ο εγκλεισµός του X στο X
λέγεται ταυτοτική συνάρτηση πάνω στο X . Κάθε εγκλεισµός είναι 1-1 και κάθε ταυτοτική
συνάρτηση είναι 1-1 και επί. Μια συνάρτηση f : X → Y είναι 1-1 και επί αν και µόνον
αν σε κάθε y ∈ Y αντιστοιχεί µοναδικό x ∈ X µε f (x) = y. Για κάθε τέτοια συνάρτηση

http://www.math.aegean.gr
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f , ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση f −1 : Y → X ως εξής. Για y ∈ Y , f −1(y) ορίζεται το
µοναδικό x ∈ X που ικανοποιεί f (x) = y. Προφανώς, f (x) = y ⇔ f −1(y) = x. Προκύπτει
ότι η και η f −1 είναι 1-1 και επί µε (f −1)−1 = f .
΄Εστω σύνολα X, Y . Αν υπάρχει συνάρτηση f : X → Y που είναι 1-1 και επί, τα X, Y λέ-
γονται ισοδύναµα ή ισοπληθή σύνολα. ΄Ενα σύνολο A είναι ισοδύναµο µε το {1,2, . . . , n},
όπου n ∈ N, αν και µόνον αν το A έχει n ακριβώς µέλη αν και µόνον αν το A γράφεται
στη µορφή {a1, a2, . . . , an} όπου τα στοιχεία ai είναι διακεκριµένα. ΄Ενα σύνολο λέγεται
πεπερασµένο αν είναι κενό ή αν είναι ισοδύναµο µε το {1,2, . . . , n} για κάποιο n ∈ N,
διαφορετικά λέγεται άπειρο. ΄Ενα σύνολο είναι άπειρο αν και µόνον αν περιέχει διακεκρι-
µένα στοιχεία a1, a2, . . ..

∆εδοµένων συναρτήσεων f : X → Y και g : Y → Z , ορίζεται η σύνθετη συνάρτηση
g ◦ f : X → Z µε (g ◦ f )(x) = g(f (x)), για κάθε x ∈ X . Προσέξτε ότι για να έχει νόηµα η
g ◦ f πρέπει το πεδίο τιµών της f να συµπίπτει µε το πεδίο ορισµού της g.

1.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.4.1 Αν οι συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → Z είναι επί, να δείξετε ότι και η
g ◦ f : X → Z είναι επί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.2 Αν οι συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → Z είναι 1-1, να δείξετε ότι και η
g ◦ f : X → Z είναι 1-1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.3 Αν οι συναρτήσεις f : X → Y και g : Y → Z είναι 1-1 και επί, να δείξετε
ότι και η g ◦ f : X → Z είναι 1-1 και επί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.4 ΄Εστω f : R→ R και g : R→ R, όπου f (x) = x2 + 1 και g(x) = 2x. Βρείτε
τους τύπους των συναρτήσεων f ◦ g και g ◦ f . Είναι ίσες ; Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 7 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 1.4.5 Βρείτε τις ευθείες εικόνες f ({−2,−1,0,1,2}), g({−2,−1,0,1,2}), f (Z), g(Z),
f (R), g(R), όπου f, g είναι οι συναρτήσεις της ΄Ασκησης 1.4.4. Είναι οι συναρτήσεις f, g, g ◦
f, f ◦ g 1-1 ή επί ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.6 ∆είξτε ότι η f : R→ R, όπου f (x) = 3x + 2 είναι 1-1 και επί και ϐρείτε την
αντίστροφη συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.7 ΄Εστω a, b πραγµατικοί αριθµοί µε a , 0. ∆είξτε ότι η f : R → R, όπου
f (x) = ax + b είναι 1-1 και επί και ϐρείτε την αντίστροφη συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.8 ΄Εστω A = {1,2,3,4,5}. Βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f : A → A
που στέλνει τους 1,2,3,4,5, στους 3,2,4,5,1, αντίστοιχα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.9 Βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης f : R → R, όπου f (x) = 5x αν ο x
είναι ϱητός, και f (x) = −x αν ο x είναι άρρητος. Υπόδειξη-Λύση

1.5. Ορισµοί και Αποδείξεις

΄Οταν ένας όρος εµφανίζεται για πρώτη ϕορά σε ένα µαθηµατικό κείµενο, γίνεται ένας
ακριβής και σαφής ορισµός των χαρακτηριστικών ιδιοτήτων του, συναρτήσει άλλων ήδη
γνωστών εννοιών. Π.χ., έχοντας ορίσει την έννοια του διαιρέτη ακεραίων, προτού προχω-
ϱήσουµε σε ϑεωρήµατα που αφορούν πρώτους αριθµούς, ορίζουµε την έννοια του πρώτου
αριθµού:

Ορισµός 1.5.1 ΄Ενας ακέραιος p λέγεται πρώτος αν p > 1 και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες
του p είναι οι 1 και p.

Εκτός της επικεφαλίδας, ένας άλλος συνήθης τρόπος ένδειξης ότι πρόκειται για ορισµό
κάποιας έννοιας, είναι η χρήση έντονων τυπογραφικών στοιχείων για τον όρο που ορίζεται
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: «΄Ενας ακέραιος p λέγεται πρώτος αν p > 1 και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του p είναι οι
1 και p».

΄Ολοι οι ορισµοί είναι «αν και µόνο αν» προτάσεις : ΄Ενας ακέραιος p είναι πρώτος αν
και µόνο αν p > 1 και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του p είναι οι 1 και p. Αν παρουσιαστεί
κάποιος πρώτος p, τότε γνωρίζω ότι ο p > 1 και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του p είναι οι 1
και p. Αντίστροφα, προκειµένου να δείξω ότι κάποιος ακέραιος p > 1 είναι πρώτος αρκεί
να ελέγξω ότι ο µόνος διαιρέτης του που είναι µεγαλύτερος από τον 1 είναι ο p.

Συχνά στα Μαθηµατικά απαντούµε προτάσεις της µορφής: Η πρόταση P(x) ισχύει
για κάθε x στο X ή, συντοµογραφικά, P(x),∀x ∈ X ή ∀x ∈ X, P(x). Για να αποδείξουµε
µια τέτοια πρόταση πρέπει να δείξουµε ότι η P(x) ισχύει για κάθε x στο X , όχι µόνο ότι
ισχύει για κάποια x στο X . Για να αποδείξουµε ότι µια τέτοια πρόταση δεν ισχύει αρκεί
να δείξουµε ότι για κάποιο συγκεκριµένο x0 στο X η P(x0) δεν ισχύει. Η άρνηση της
∀x ∈ X, P(x) είναι προφανώς η ∃x ∈ X τέτοιο ώστε η P(x) δεν ισχύει ή P(x) δεν ισχύει για
κάποιο x ∈ X . ΄Ενα x0 ∈ X για το οποίο δεν αληθεύει η P(x0) λέγεται ένα αντιπαράδειγµα
στον ισχυρισµό P(x), x ∈ X . Π.χ. Ο αριθµός

√
2 είναι ένα αντιπαράδειγµα στον ισχυρισµό

ότι κάθε πραγµατικός αριθµός είναι ϱητός, δηλαδή, στη πρόταση R ⊂ Q.

Συχνά στα Μαθηµατικά προκειµένου να αποδείξουµε µια πρόταση P καταφεύγουµε
στη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής ή της έµµεσης απόδειξης. ∆ηλαδή, υποθέτουµε κατ΄
αρχάς ότι δεν ισχύει η P και µετά από µια σειρά λογικών επιχειρηµάτων καταλήγουµε
σε µια πρόταση, η οποία µας είναι απαράδεκτη γιατί έχουµε ήδη αποδείξει ή δεχθεί την
άρνησή της. Συνεπώς η P πρέπει να αληθεύει ! Π.χ. ϑέλουµε να δείξουµε ότι ο µιγαδικός
αριθµός i δεν είναι πραγµατικός. Γνωρίζουµε ότι x2 ≥ 0 για κάθε x ∈ R. Ας υποθέσουµε
ότι i ∈ R. Τότε i2 = −1 ≥ 0. Απαράδεκτο (άτοπο) γιατί έχουµε ήδη αποδείξει ότι −1 < 0.
Συνεπώς i < R.
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Πρόταση 1.5.2 (Η αρχή της µαθηµατικής επαγωγής). ΄Εστω P(n) µια πρόταση για κάθε
n ∈ N. ΄Εστω ότι (i) η P(1) αληθεύει και (ii) για κάθε n ∈ N, η P(n) συνεπάγεται την P(n+1),
δηλαδή, αν αληθεύει η P(n), αληθεύει και η P(n + 1). Τότε η πρόταση P(n) αληθεύει για
κάθε n ∈ N. Απόδειξη

Στο πιο κλασικό παράδειγµα P(n) είναι η πρόταση ότι

1 + 2 + . . . + n = 1
2n(n + 1).

Εδώ είναι προφανές ότι η P(1) ισχύει και µένει να δείξουµε ότι η P(n) συνεπάγεται την
P(n + 1). Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι η P(n) ισχύει. Κάνουµε, δηλαδή, την επαγωγική
υπόθεση ότι 1 + 2 + . . . + n = 1

2n(n + 1). Μένει να δείξουµε ότι ισχύει η P(n + 1), δηλαδή,
ότι

1 + 2 + . . . + (n + 1) = 1
2 (n + 1)((n + 1) + 1).

΄Οµως, 1 + 2 + . . . + (n + 1) = (1 + 2 + . . . + n) + (n + 1) και από την επαγωγική υπόθεση
1 + 2 + . . .+ (n + 1) = ( 1

2n(n + 1)) + (n + 1) = 1
2 (n + 1)(n + 2) = 1

2 (n + 1)((n + 1) + 1). Αυτό
ολοκληρώνει την απόδειξη.

΄Εστω A ⊂ R. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός a0 τέτοιος ώστε a0 ≤ a για κάθε a ∈ A
λέγεται κάτω ϕράγµα του A. ΄Ενας πραγµατικός αριθµός b0 τέτοιος ώστε a ≤ b0 για κάθε
a ∈ A λέγεται άνω ϕράγµα του A. Το A λέγεται κάτω (αντίστοιχα, άνω) ϕραγµένο αν έχει
κάποιο κάτω (αντίστοιχα, άνω) ϕράγµα. Αν για κάποιο a0 ∈ A ισχύει a0 ≤ a για κάθε
a ∈ A, το a0 λέγεται πρώτο ή ελάχιστο στοιχείο του A. Αν για κάποιο a0 ∈ A ισχύει a ≤ a0
για κάθε a ∈ A, το a0 λέγεται µέγιστο στοιχείο του A. Προφανώς, τα ελάχιστα και µέγιστα
στοιχεία, αν υπάρχουν, είναι µοναδικά. Το N έχει ελάχιστο στοιχείο, το 0, αλλά δεν έχει
µέγιστο στοιχείο. Τα Z,Q,R δεν είναι ούτε κάτω ούτε άνω ϕραγµένα, συνεπώς δεν έχουν
ούτε ελάχιστα ούτε µέγιστα στοιχεία.
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Πρόταση 1.5.3 (Η αρχή της καλής διάταξης). Κάθε µη κενό και κάτω ϕραγµένο υποσύ-
νολο A του Z έχει ελάχιστο στοιχείο. Απόδειξη

Η πιο συνήθης µορφή της αρχής καλής διάταξης είναι ή εξής.

Πόρισµα 1.5.4 (Η αρχή της καλής διάταξης). Κάθε µη κενό υποσύνολο A του N έχει
ελάχιστο στοιχείο. Απόδειξη

Στην Πρόταση 1.5.3, δείξαµε ότι η αρχή της µαθηµατικής επαγωγής συνεπάγεται την
αρχή της καλής διάταξης. Στην ΄Ασκηση 1.6.2, ϑα δούµε ότι και το αντίστροφο ισχύει.
΄Ετσι, οι δύο αρχές είναι ισοδύναµες.

1.6. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.6.1 (Ακόµη µια µορφή της αρχής της καλής διάταξης). Να δείξετε ότι κάθε µη
κενό, άνω ϕραγµένο υποσύνολο B του Z έχει µέγιστο στοιχείο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.6.2 (Μια ισοδύναµη µορφή επαγωγής). ΄Εστω k κάποιος ακέραιος. Για κάθε
ακέραιο n ≥ k, δίνεται µια πρόταση P(n). ΄Εστω ότι (1) η P(n) ισχύει για n = k, και (2) αν
η P(n) ισχύει για n = m, όπου m ≥ k, τότε η P(n) ισχύει για n = m + 1. Να δείξετε ότι οι
προτάσεις P(n) αληθεύουν για κάθε n ≥ k. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.6.3 Να δείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n,

1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.6.4 Να δείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n, το σύνολο {1,2,3, . . . , n} έχει 2n

υποσύνολα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.6.5 Να δείξετε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 10, 2n > n3. Υπόδειξη-Λύση
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1.7. Σχέσεις ισοδυναµίας

΄Ενα διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) αποτελείται από δύο στοιχεία a, b µαζί µε την συγκεκρι-
µένη διάταξη των δύο στοιχείων, όπου το a εµφανίζεται πρώτο και το b δεύτερο. ΄Ετσι δύο
διατεταγµένα Ϲεύγη (a1, b1) και (a2, b2) είναι ίσα αν και µόνον αν a1 = a2 και b1 = b2.
Το σύνολο A × B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} λέγεται το καρτεσιανό γινόµενο των A, B.
Πιο γενικά, για n ∈ N, µια διατεταγµένη n-άδα (a1, a2, . . . , an) αποτελείται από τα στοι-
χεία a1, a2, . . . , an µαζί µε την συγκεκριµένη διάταξή τους, δηλαδή, (a1, a2, . . . , an) =

(b1, b2, . . . , bn) αν και µόνον αν a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn. ΄Εχουµε το καρτεσιανό
γινόµενο A1 × A2 × . . . × An = {(a1, a2, . . . , an) : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2, . . . , an ∈ An}, το οποίο
όταν A1 = A2 = . . . = An = A γράφεται και ως An.

Μια σχέση S σε ένα σύνολο A είναι τυπικά ένα υποσύνολο S του A2 = A×A. Γράφουµε
aSb όταν το Ϲεύγος (a, b) είναι µέλος της σχέσης S και λέµε ότι το a σχετίζεται µε το b, ως
προς την S. Προφανώς, µια σχέση S καθορίζεται µονοσήµαντα από τα Ϲεύγη (a, b) για τα
οποία ισχύει ότι aSb. Συνεπώς, προκειµένου να ορίσουµε µια σχέση S, αρκεί να πούµε
πότε ισχύει ότι aSb. Συνήθη σύµβολα για σχέσεις είναι : ∼, <,≤ κ.α.

Μια σχέση ∼ σε ένα σύνολο A λέγεται

1. ανακλαστική αν: a ∼ a για κάθε a ∈ A.

2. συµµετρική αν: a ∼ b συνεπάγεται b ∼ a, για κάθε a, b ∈ A

3. µεταβατική αν: a ∼ b και b ∼ c συνεπάγονται a ∼ c, για κάθε a, b, c ∈ A

4. σχέση ισοδυναµίας αν είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

Σε οποιοδήποτε σύνολο η σχέση της ισότητας (=) είναι σχέση ισοδυναµίας. Σε ο-
ποιοδήποτε υποσύνολο του R, η σχέση ≤ είναι ανακλαστική και µεταβατική, όχι όµως
συµµετρική: παρότι 1 ≤ 2, δεν ισχύει ότι 2 ≤ 1. Η σχέση < είναι µεταβατική αλλά δεν
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είναι ούτε ανακλαστική ούτε συµµετρική.

΄Εστω ∼ σχέση ισοδυναµίας σε ένα σύνολο A και x ∈ A. Η κλάση ισοδυναµίας του
x, ως προς την ∼, είναι το σύνολο [x] = {y ∈ A : y ∼ x}. Προφανώς, [x] = {y ∈ A : x ∼ y}
γιατί x ∼ y αν και µόνον αν y ∼ x. Γράφουµε x � y όταν δεν ισχύει ότι x ∼ y.

Πρόταση 1.7.1 Για µια σχέση ισοδυναµίας ∼ σε σύνολο A ισχύουν τα εξής.

1. x ∈ [x]

2. [x] = [y]⇔ x ∼ y

3. [x] = [y]⇔ x ∈ [y]

4. [x] ∩ [y] , ∅ ⇔ x ∼ y

5. [x] ∩ [y] , ∅ ⇔ [x] = [y]

6. [x] ∩ [y] = ∅ ⇔ x � y

Απόδειξη

Ενδέχεται δύο στοιχεία x, y ∈ A να έχουν την ίδια κλάση ισοδυναµίας. Σε τέτοια
περίπτωση λέµε ότι ότι τα x, y είναι αντιπρόσωποι της ίδιας κλάσης. Αυτό προφανώς
συµβαίνει αν και µόνο αν x ∼ y.

1.8. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.8.1 Από τις εξής τρεις σχέσεις στο A = {1,2,3}, ποιες είναι ανακλαστικές, ποιες
συµµετρικές και ποιες µεταβατικές ;
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1. S1 = {(1,1), (2,2), (3,3), (1,2)}

2. S2 = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}

3. S3 = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3)}

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.2 Μια σχέση ∼ ορίζεται στο Z µε x ∼ y αν και µόνον αν ο ακέραιος x −y είναι
περιττός. Είναι η ∼ ανακλαστική, συµµετρική ή µεταβατική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.3 Μια σχέση ∼ ορίζεται στο Z µε x ∼ y αν και µόνον αν x − y ≥ 0. Είναι η ∼
ανακλαστική, συµµετρική ή µεταβατική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.4 Μια σχέση ∼ ορίζεται στο Z µε x ∼ y αν και µόνον αν ο xy ≥ 0. Είναι η ∼
ανακλαστική, συµµετρική ή µεταβατική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.5 ΄Εστω ∼ σχέση ισοδυναµίας σε σύνολο A. Με τι ισούται η ένωση
⋃
x∈A[x]

όλων των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς ∼; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.6 Η σχέση ∼ που ορίζεται στο Z µε x ∼ y αν και µόνον αν ο |x | = |y| είναι
σχέση ισοδυναµίας. Με τι ισούται η κλάση ισοδυναµίας [x] στοιχείου x; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.8.7 Η σχέση ∼ ορίζεται στο Z µε x ∼ y αν και µόνον αν ο x − y είναι άρτιος.
∆είξτε ότι η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας και ϐρείτε όλες τις κλάσεις ισοδυναµίας. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 2

Οι ακέραιοι

2.1. ∆ιαιρετότητα στο Z
Θεώρηµα 2.1.1 (Αλγόριθµος διαίρεσης). ΄Εστω a, b ∈ Z µε b , 0. Τότε υπάρχουν µονα-
δικοί q, r ∈ Z τέτοιοι ώστε a = qb + r και 0 ≤ r < |b|.
( Ο q λέγεται το πηλίκο και ο r το υπόλοιπο της διαίρεσης του a µε το b) Απόδειξη

΄Εστω a, b ∈ Z. Αν a = qb για κάποιο q ∈ Z, τότε λέµε ότι ο b διαιρεί τον a ή ότι ο b
είναι παράγοντας του a ή ότι ο a είναι πολλαπλάσιος του b, και γράφουµε b|a.

Λήµµα 2.1.2 Για κάθε a, b, c, s, t ∈ Z,

1. a|0, 1|a, a|a,

2. a|b ⇒ b = 0 ή |a| ≤ |b|,
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3. a|b, b|a ⇒ a = ±b,

4. a|b ⇒ (−a)|b, a|(−b),

5. a|b, b|c ⇒ a|c,

6. c|a, c|b ⇒ c|(sa + tb).

Απόδειξη

΄Εστω a, b, d ∈ Z. Ο d λέγεται κοινός διαιρέτης των a και b αν d|a και d|b Ο d λέγεται
µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b, αν (1) d > 0, (2) ο d είναι κοινός διαιρέτης των
a, b και (3) κάθε κοινός διαιρέτης των a, b διαιρεί και τον d. Από το Λήµµα 2.1.2, αν οι
d1, d2 ικανοποιούν τις δύο τελευταίες ιδιότητες, τότε d1 = ±d2. Αν ικανοποιούν και την
πρώτη, τότε d1 = d2. ΄Επεται ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b, αν υπάρχει, είναι
µοναδικός. Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b συµβολίζεται µε µκδ(a, b).

Θεώρηµα 2.1.3 ΄Εστω a, b ∈ Z µε a ή b , 0. Τότε ο µκδ(a, b) υπάρχει. Μάλιστα είναι
γραµµικός συνδυασµός των a, b, δηλαδή, γράφεται στη µορφή sa+tb για κάποιους s, t ∈ Z.
Απόδειξη

΄Οταν ο µκδ(a, b) = 1, οι a, b λέγονται σχετικά πρώτοι.

Θεώρηµα 2.1.4 a, b είναι σχετικά πρώτοι αν και µόνον αν sa + tb = 1 για κάποιους
s, t ∈ Z. Απόδειξη

΄Ενας ακέραιος p λέγεται πρώτος αν p > 1 και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του p είναι
οι 1 και p.

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 16 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λήµµα 2.1.5 Κάθε ακέραιος a > 1 διαιρείται από ένα τουλάχιστον πρώτο. Απόδειξη

Θεώρηµα 2.1.6 (Ευκλείδης). Υπάρχουν άπειροι το πλήθος πρώτοι. Απόδειξη

Λήµµα 2.1.7 ΄Εστω p πρώτος και a ∈ Z. Τότε p|a ή µκδ(a, p) = 1. Απόδειξη

Λήµµα 2.1.8 ΄Εστω ότι µκδ(a, b) = 1 και a|bc. Τότε a|c. Απόδειξη

Λήµµα 2.1.9 ΄Εστω ότι p|ab, όπου ο p είναι πρώτος. Τότε p|a ή p|b. Απόδειξη

Λήµµα 2.1.10 Αν ένας πρώτος p διαιρεί το γινόµενο ακεραίων αριθµών a1, a2, . . . , an , τότε
διαιρεί ένα απ΄ αυτούς. Απόδειξη

Λήµµα 2.1.11 Αν ένας πρώτος p διαιρεί το γινόµενο πρώτων p1, p2, . . . , pn , τότε ισούται µε
ένα απ΄ αυτούς. Απόδειξη

Θεώρηµα 2.1.12 (Θεµελιώδες ϑεώρηµα της Αριθµητικής ή ϑεώρηµα µοναδικής παραγον-
τοποίησης για το Z).
΄Εστω a ∈ Z µε a > 1. Τότε

1. ο a είναι γινόµενο πρώτων.

2. αν a = p1p2 . . . pm και a = q1q2 . . . qn είναι δύο παραστάσεις του a ως γινόµενο
πρώτων, τότε m = n και κάθε pi ισούται µε κάποιο qj.

Απόδειξη

Πόρισµα 2.1.13 Κάθε ακέραιος a > 1 γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως a = pk1
1 p

k2
2 . . . pkmm ,

όπου p1, p2 . . . , pn είναι πρώτοι µε p1 < p2 < . . . < pm και k1, k2 . . . , km ∈ N. Απόδειξη
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Το ϑεώρηµα 2.1.3 µας λέει ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης υπάρχει. Το επόµενο
ϑεώρηµα µας λέει πως να τον ϐρούµε: ΄Εστω a, b ακέραιοι µε b , 0. ΄Εστω r1 το υπόλοιπο
της διαίρεσης του a µε το b, r2 το υπόλοιπο της διαίρεσης του b µε το r1, r3 το υπόλοιπο της
διαίρεσης του r1 µε το r2, . . . , ri το υπόλοιπο της διαίρεσης του ri−2 µε το ri−1. Σύµφωνα
µε το Θεώρηµα 2.1.1, |b| > r1 > r2 . . .. ΄Αρα, κάποιο rn είναι το τελευταίο ϑετικό υπόλοιπο.
Τότε rn = µκδ(a, b).

Θεώρηµα 2.1.14 (Ευκλείδειος αλγόριθµος). Για δεδοµένους ακέραιους a, b, έστω ότι υ-
πάρχουν q1, q2, . . . , qn+1, r1, r2, . . . , rn ∈ Z µε rn > 0 και

a = q1b + r1

b = q2r1 + r2

r1 = q3r2 + r3

. . .

rn−2 = qnrn−1 + rn

rn−1 = qn+1rn + 0.

Τότε rn = µκδ(a, b). Απόδειξη

Παραδείγµατα 1. Προκειµένου να ϐρω τον µκδ(365,15), κάνοντας διαδοχικές διαι-
ϱέσεις, έχω

365 = 24 × 15 + 5.
15 = 3 × 5 + 0.

Εδώ n = 1 και µκδ(365,15) = r1 = 5
Σηµειώστε ότι, ως γραµµικός συνδυασµός των 365,15, µκδ(365,15) = 5 = 365−24×15
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Παραδείγµατα 2. Για τον µκδ(766,27), έχουµε

766 = 28 × 27 + 10
27 = 2 × 10 + 7
10 = 1 × 7 + 3
7 = 2 × 3 + 1
3 = 3 × 1 + 0

΄Αρα ο µκδ(766,27) = 1. Σηµειώστε ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω
εξισώσεις προκειµένου να εκφράσουµε τον µκδ(766,27) ως γραµµικό συνδυασµό των 766
και 27:

1 = 7 − 2 × 3
= 7 − 2 × (10 − 1 × 7) = 3 × 7 − 2 × 10
= 3 × (27 − 2 × 10) − 2 × 10 = 3 × 27 − 8 × 10
= 3 × 27 − 8 × (766 − 28 × 27)
= −8 × 766 + 227 × 27.

2.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.2.1 Υπάρχει ο µκδ(0,0); Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 Ποιος είναι ο µκδ(0, a) για a , 0; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 Οι s, t στα Θεωρήµατα 2.1.3 και 2.1.4 είναι µοναδικοί ; Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.4 ∆είξτε ότι ο
√

2 είναι άρρητος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 ΄Εστω n ∈ N µε
√
n ϱητό. ∆είξτε ότι ο n είναι τέλειο τετράγωνο, δηλαδή,

ισούται µε το τετράγωνο κάποιου ϕυσικού αριθµού ή, ισοδύναµα,
√
n ∈ N. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 ΄Εστω p, q διακεκριµένοι πρώτοι. ∆είξτε ότι οι
√
p,
√
q,
√
pq,
√
p +
√
q δεν

είναι ϱητοί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.7 Βρείτε τον µκδ(365,25671) και εκφράστε τον ως γραµµικό συνδυασµό των
365 και 25671. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.8 Βρείτε τον µκδ(31447,720685) Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 Γράψτε το κλάσµα 31447
720685 σε ανάγωγο µορφή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.10 ΄Εστω ότι µκδ(a, b) = 1, a|c και b|c. ∆είξτε ότι ab|c. Υπόδειξη-Λύση

2.3. Ισοτιµία modulo n

΄Εστω n ένας συγκεκριµένος ϕυσικός αριθµός. Στο Z ορίζεται µια σχέση ∼ ως εξής :

x ∼ y⇔ n|(x − y).

Πρόταση 2.3.1 Η σχέση ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας. Απόδειξη

Η ∼ λέγεται η σχέση ισοτιµίας modulo n και οι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς ∼
λέγονται κλάσεις ισοτιµίας modulo n. ΄Ολοι οι ακέραιοι σχετίζονται modulo 1, ώστε η
κλάση ισοτιµίας modulo 1 κάθε ακεραίου είναι το Z. Η σχέση ισοτιµίας modulo 2 ταυτί-
Ϲεται µε την σχέση της ΄Ασκησης 1.8.7. ΄Εχει δε δύο διακεκριµένες κλάσεις ισοδυναµίας,
την [0], που αποτελείται από τους Ϲυγούς αριθµούς, και την [1], που αποτελείται από τους
µονούς αριθµούς.
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Πρόταση 2.3.2 ΄Εστω [x] κλάση ισοτιµίας modulo n ακεραίου x. Τότε

[x] = {x + kn : k ∈ Z}

Απόδειξη

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η κλάση [0] περιέχει ακριβώς όλα τα πολλαπλάσια του n.
Συνεπώς, [m] = [0] ακριβώς όταν n|m.

Πρόταση 2.3.3 Υπάρχουν ακριβώς n διακεκριµένες κλάσεις ισοτιµίας modulo n, οι [0],
[1], . . . , [n − 1]. Απόδειξη

Το σύνολο όλων των κλάσεων ισοτιµίας modulo n συµβολίζεται µε Zn. Από την Πρό-
ταση 2.3.3

Zn = {[0], [1], . . . , [n − 1]}.

Είναι χρήσιµο να σηµειωθεί ότι [x] = [r], όπου 0 ≤ r ≤ n−1 αν και µόνον αν το υπόλοιπο
της διαίρεσης του x µε το n είναι ο r.
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Κεφάλαιο 3

Οµάδες

3.1. Πράξεις

Ορισµός 3.1.1 Μια πράξη ∗ σε ένα σύνολο S είναι ένας κανόνας ο οποίος σε κάθε δια-
τεταγµένο Ϲεύγος (a, b) µελών a, b του S αντιστοιχίζει ένα και µοναδικό στοιχείο του S. Το
στοιχείο που η ∗ αντιστοιχίζει στο διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) συµβολίζεται µε a ∗ b.

Οι πιο γνωστές πράξεις είναι οι πράξεις της πρόσθεσης, +, και του πολλαπλασιασµού,
·, στα σύνολα N,Z,Q,R ή C. ∆εν είναι όµως πράξεις, µε την έννοια του Ορισµού 3.1.1,
σε κάθε σύνολο αριθµών. Π.χ. η + δεν είναι πράξη, στο σύνολο S = {2n + 1 : n ∈ N} γιατί
π.χ. 3 + 5 < S παρότι 3,5 ∈ S. Οµοίως, ο · δεν είναι πράξη στο σύνολο των αρνητικών
αριθµών.

Ορισµός 3.1.2 Μια πράξη ∗ σε ένα σύνολο S λέγεται

1. προσεταιριστική αν a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c για όλα τα µέλη a, b, c του S, και
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2. µεταταθετική αν a ∗ b = b ∗ a για όλα τα µέλη a, b του S.

Οι + και ·, στα σύνολα αριθµών όπου είναι πράξεις, είναι προσεταιριστικές και µε-
ταθετικές. Η προσεταιριστικότητα είναι µια πολυ χρήσιµη ιδιότητα. Μας εξασφαλίζει
ότι στην πρόσθεση (αντίστοιχα, πολλαπλασιασµό) 3 αριθµών x, y, z δεν έχει σηµασία πως
τοποθετούνται οι παρενθέσεις και το αποτέλεσµα µπορεί απλά να γραφεί ως x + y+ z (αν-
τίστοιχα, xyz). Πράξεις που δεν είναι προσεταιριστικές δεν έχουν αλγεβρικό ενδιαφέρον.
Υπάρχουν, όµως, ενδιαφέρουσες πράξεις που δεν είναι µεταθετικές.

Ορισµός 3.1.3 ΄Εστω ∗ µια πράξη σε ένα σύνολο S. ΄Ενα στοιχείο e του S λέγεται ταυτο-
τικό (ή ουδέτερο) στοιχείο της ∗ αν e ∗ a = a και a ∗ e = a για κάθε µέλος a του S.

Είναι προφανές ότι αν η πράξη ∗ στο S είναι µεταθετική, για να δείξουµε ότι το e
είναι ταυτοτικό στοιχείο, αρκεί να δείξουµε ότι, για κάθε µέλος a ∈ S, ισχύει µια από τις
ισότητες e ∗ a = a, a ∗ e = a.

Στα σύνολα Z,Q,R ή C, η + έχει το 0 ως ταυτοτικό στοιχείο, ο δε · έχει το 1. Το N έχει
ταυτοτικό ως προς ·, όχι όµως ως προς +.

Πρόταση 3.1.4 Το ταυτοτικό στοιχείο µιας πράξης ∗ σε ένα σύνολο S, αν υπάρχει, είναι
µοναδικό. Απόδειξη

Ορισµός 3.1.5 ΄Εστω ∗ µια πράξη σε ένα σύνολο S µε ταυτοτικό στοιχείο e. ΄Εστω a, b ∈ S.
Αν a ∗ b = e και b ∗ a = e, τότε το b λέγεται (ένα) αντίστροφο στοιχείο του a.

Προφανώς, σε ένα σύνολο S µε ταυτοτικό στοιχείο e, το e έχει ως αντίστροφο στοιχείο το e,
και το b είναι αντίστροφο του a αν και µόνον αν το a είναι αντίστροφο του b. Επίσης, αν
η πράξη ∗ στο S είναι µεταθετική, για να δείξουµε ότι το b είναι αντίστροφο του a, αρκεί
να δείξουµε µια από τις ισότητες a ∗ b = e, b ∗ a = e.
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Στα σύνολα N,Z,Q,R ή C, µε την έννοια του Ορισµού 3.1.5, αντίστροφο στοιχείου x
ως προς την + είναι το −x, και ως προς τον · είναι το 1

x , αν x , 0. Το 0 δεν έχει αντίστροφο
ως προς τον ·. Το N, ως προς τον · έχει ταυτοτικό στοιχείο το 1, κανένα όµως στοιχείο του
N πλην του 1 δεν έχει αντίστροφο.

Πρόταση 3.1.6 ΄Εστω S ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη ∗ η οποία
έχει ταυτοτικό στοιχείο e. Τότε το αντίστροφο ενός στοιχείου a του S, αν υπάρχει, είναι
µοναδικό. Απόδειξη

΄Εστω S ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια πράξη ∗. Το στοιχείο a1 ∗a2, όπου a1, a2 ∈ S,
συνήθως καλείται το γινόµενο των a1, a2, ως προς την ∗. Σε τρία στοιχεία a1, a2, a3
του S, µε την συγκεκριµένη διάταξη, αντιστοιχούν τα γινόµενα a1 ∗ (a2, a3) και (a1 ∗

a2) ∗ a3, τα οποία είναι ίσα όταν η ∗ είναι προσεταιριστική. Σε περισσότερα στοιχεία
αντιστοιχούν διάφορα γινόµενα, ανάλογα µε τον τρόπο που τοποθετούνται οι παρενθέσεις.
Κάθε γινόµενο στοιχείων a1, a2, . . . , an ∈ S ισούται µε ένα γινόµενο A ∗ B, όπου για
κάποιο 1 ≤ i < n, το A είναι ένα γινόµενο των a1, a2, . . . , ai και το B είναι ένα γινόµενο
των ai+1, ai+2, . . . , an.

Πρόταση 3.1.7 ΄Εστω S ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη ∗ και
a1, a2, . . . , an ∈ S. Τότε όλα τα γινόµενα των a1, a2, . . . , an είναι ίσα. Απόδειξη

΄Εστω S ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη ∗. Από την Πρόταση
3.1.7, δεν έχει καµία σηµασία πως τοποθετούνται οι παρενθέσεις στα γινόµενα πεπε-
ϱασµένων το πλήθος στοιχείων. ΄Ετσι, το γινόµενο στοιχείων a1, a2, . . . , an του S είναι
µονοσήµαντα ορισµένο και συνήθως συµβολίζεται απλά µε a1 ∗ a2 ∗ . . . ∗ an.

Για παιδαγωγικούς λόγους αποφεύγουµε την χρήση της Πρότασης 3.1.7 στις αµέσως
επόµενες ενότητες.
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3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 Η πράξη ∗ στο Q ορίζεται µε x ∗ y = x − y
Είναι η ∗ προσεταιριστική ή µεταθετική ; ΄Εχει ταυτοτικό στοιχείο ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 Η πράξη ∗ στο Z ορίζεται µε x ∗ y = 2x + 3y.
Είναι η ∗ προσεταιριστική ή µεταθετική ; ΄Εχει ταυτοτικό στοιχείο ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 Η πράξη ∗ στο Q ορίζεται µε x ∗ y = 3xy.
Είναι η ∗ προσεταιριστική ή µεταθετική ; ΄Εχει ταυτοτικό στοιχείο ; Ποια στοιχεία έχουν
αντίστροφο ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 ΄Εστω ∗ µια προσεταιριστική πράξη σε ένα σύνολο S και a, b, c, d στοιχεία
του S.
Πόσα γινόµενα αντιστοιχούν στα a, b, c, d;
∆είξτε ότι όλα αυτά τα γινόµενα είναι ίσα, χωρίς να χρησιµοποιήσετε την Πρόταση 3.1.7.
Υπόδειξη-Λύση

3.3. Οµάδες

Ορισµός 3.3.1 Μια οµάδα (G, ∗) αποτελείται από ένα σύνολο G εφοδιασµένο µε µια πράξη
∗ η οποία ικανοποιεί τα τρία αξιώµατα :

1. η ∗ είναι προσεταιριστική στο G

2. το G περιέχει ένα στοιχείο που είναι ταυτοτικό στοιχείο ως προς την ∗, και

3. για κάθε a ∈ G, το G περιέχει ένα στοιχείο που είναι αντίστροφο του a ως προς την ∗.
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Από την Προτάση 3.1.4, το ταυτοτικό στοιχείο µιας οµάδας είναι µοναδικό. Συνήθως
αυτό συµβολίζεται µε e.
Από την Προτάση 3.1.6, το αντίστροφο δοθέντος στοιχείου a µιας οµάδας είναι µοναδικό.
Συνήθως αυτό συµβολίζεται µε a′. Είναι προφανές από τον Ορισµό 3.1.5 ότι (a′)′ = a.

Παρατήρηση 3.3.2 Λέµε «το (G, ∗) είναι οµάδα» ή «το G είναι οµάδα ως προς την ∗» ή απλά,
όταν δεν χρειάζεται να αναφερθεί η πράξη, «το G είναι οµάδα».

Παραδείγµατα 1. Κάθε ένα από τα σύνολα Z,Q,R,C εφοδιασµένο µε την πρόσθεση
(+) είναι οµάδα. Ταυτοτικό είναι το 0 και το αντίστροφο του x είναι το −x.

Το (N,+) δεν είναι οµάδα γιατί δεν ικανοποιείται το τρίτο αξίωµα του ορισµού. Το
(R, .) δεν είναι οµάδα γιατί το 0 δεν έχει αντίστροφο, γίνεται όµως οµάδα αν αφαιρέσουµε
το 0.

Συµβολισµοί. Αν A είναι ένα σύνολο αριθµών, το σύνολο A \ {0} ϑα συµβολίζεται µε
A∗.
Αν A είναι πραγµατικών αριθµών A, το σύνολο {x ∈ A : x > 0} ϑα συµβολίζεται µε A+.

Παραδείγµατα 2. Τα σύνολα Q∗,R∗,C∗,Q+,R+ αποτελούν οµάδα ως προς το πολλα-
πλασιασµό (·). Ταυτοτικό είναι το 1 και το αντίστροφο του x το 1

x .

Ορισµός 3.3.3 Μια οµάδα λέγεται αβελιανή αν η πράξη της είναι µεταθετική.

Στα Παραδείγµατα 1 και 2 όλες οι οµάδες είναι αβελιανές.

Θεώρηµα 3.3.4 Σε µια οµάδα (G, ∗), ισχύουν :

1. a ∗ b = a ∗ c ⇒ b = c. (Αριστερός νόµος διαγραφής ή απλοποίησης).

2. b ∗ a = c ∗ a ⇒ b = c. (∆εξιός νόµος διαγραφής ή απλοποίησης). Απόδειξη
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Πόρισµα 3.3.5 Σε κάθε οµάδα, a ∗ b = e ⇒ b = a′, a = b′. Απόδειξη

Πόρισµα 3.3.6 Για όλα τα µέλη a, b µιας οµάδας (G, ∗), (a ∗ b)′ = b′ ∗ a′. Απόδειξη

Θεώρηµα 3.3.7 Σε µια οµάδα (G, ∗), για κάθε a, b ∈ G, κάθε µια από τις γραµµικές
εξισώσεις a ∗ x = b και x ∗ a = b έχει µοναδική λύση. Απόδειξη

3.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.4.1 Στο R+ η ∗ ορίζεται µέσω της x ∗ y = 5xy.
∆είξτε ότι το Ϲεύγος (R+, ∗) είναι οµάδα.
Βρείτε ολες τις λύσεις των

1. 4 ∗ x = 100

2. 4 ∗ (x ∗ 1) = 100

3. (x ∗ 5) ∗ x = 500.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.2 ∆είξτε ότι στο R \ {1} ορίζεται µια πράξη ∗ µέσω της x ∗ y = xy − x − y + 2.
Στη συνέχεια δείξτε ότι το (R \ {1}, ∗) είναι αβελιανή οµάδα.
Λύστε την εξίσωση 4 ∗ (5 ∗ x) = 13. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.3 ΄Εστω ∗ µια προσεταιριστική πράξη σε ένα σύνολο G τέτοια ώστε

• το G περιέχει ένα στοιχείο e που ικανοποιεί e ∗ x = x για κάθε x ∈ G
(ένα τέτοιο e λέγεται αριστερό ταυτοτικό στοιχείο)
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• για κάθε x ∈ G, υπάρχει x ′ ∈ G τέτοιο ώστε x ′ ∗ x = e
(ένα τέτοιο x ′ λέγεται αριστερό αντίστροφο του x ).

Να δείξετε ότι για κάθε a, b, c ∈ G,

1. a ∗ b = a ∗ c ⇒ b = c

2. a ∗ e = a

3. a ∗ a′ = e

Συνεπώς, το (G, ∗) είναι οµάδα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.4 ∆ιατυπώστε µια πρόταση για δεξιό ταυτοτικό και δεξιό αντίστροφο ανάλογη
της ΄Ασκησης 3.4.3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.5 Στο R∗ η ∗ ορίζεται µέσω της a ∗ b = a|b|.
Εξετάστε αν η ∗ είναι µεταθετική ή προσεταιριστική.
΄Εχει δεξιό ή αριστερό ταυτοτικό στοιχείο ;
΄Εχει ταυτοτικό στοιχείο ;
Είναι η (R∗, ∗) οµάδα ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.6 Βρείτε όλες τις λύσεις τις x ∗ x = x σε µια οµάδα (G, ∗). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.4.7 Αν για όλα τα µέλη a, b µιας οµάδας (G, ∗) ισχύει ότι (a ∗ b)′ = a′ ∗ b′,
δείξτε ότι η G είναι αβελιανή. Υπόδειξη-Λύση

3.5. Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός στο Zn
Θυµίζουµε ότι, για κάθε n ∈ N, Zn = {[x] : x ∈ Z}, όπου [x] είναι η κλάση ισοτιµίας
modulo n του ακεραίου x.
Στο Zn ορίζουµε την πράξη της πρόσθεσης ⊕ ως εξής :
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[x] ⊕ [y] = [x + y],

όπου + συµβολίζει την πρόσθεση ακεραίων.

Προκύπτει το ερώτηµα κατά πόσον η ⊕ όπως ορίστηκε παραπάνω είναι καλά ορισµένη:
Η κλάση [x + y] εξαρτάται µόνο από τις κλάσεις [x] και [y] ή παίζουν κάποιο ϱόλο οι
συγκεκριµένοι αντιπρόσωποι x και y των δύο κλάσεων ; Ας υποθέσουµε ότι [x1] = [x2]
και [y1] = [y2]. Αυτό σηµαίνει ότι ο n διαιρεί τους x1 − x2 και y1 − y2. ΄Αρα, ο n διαιρεί
και τον (x1 + y1)− (x2 + y2) = (x1 − x2) + (y1 − y2). Συνεπώς, [x1 + y1] = [x2 + y2], και η ⊕
είναι καλά ορισµένη.

Θεώρηµα 3.5.1 Το (Zn ,⊕) είναι αβελιανή οµάδα. Απόδειξη

Ο πολλαπλασιασµός � στο Zn ορίζεται ως εξής :

[x] � [y] = [x · y]

όπου x · y είναι το γινόµενο των ακεραίων x, y στο Z, το οποίο συνήθως γράφεται απλά
ως xy. Ο � είναι καλά ορισµένος : Ας υποθέσουµε ότι [x1] = [x2] και [y1] = [y2].
Αυτό σηµαίνει ότι ο n διαιρεί τους x1 − x2 και y1 − y2. ΄Αρα, ο n διαιρεί και τον
y1 · (x1 − x2) + x2 · (y1 − y2) = x1 · y1 − x2 · y2. Συνεπώς, [x1 · y1] = [x2 · y2].

΄Οπως µε την ⊕, εύκολα αποδεικνύεται ότι ο � είναι µεταθετικός, προσεταιριστικός και
έχει ταυτοτικό στοιχείο το [1]. Το [0] δεν έχει πολλαπλασιαστικό αντίστροφο όταν n > 1:
Για οποιοδήποτε [x] ∈ Zn, [x] � [0] = [x · 0] = [0] , [1].

Λήµµα 3.5.2 Στο (Zn ,�), ένα στοιχείο [m] έχει αντίστροφο αν και µόνον αν µκδ(m, n) = 1.
Απόδειξη
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Ο πολλαπλασιασµός ακεραίων, ·, είναι πράξη και πάνω στο σύνολο Z∗ των µη µη-
δενικών ακεραίων γιατί x, y , 0 ⇒ x · y , 0. Η αντίστοιχη ιδιότητα για τον � στο Zn
ισχύει µόνο όταν ο n είναι πρώτος. Για παράδειγµα, στο Z6, [2] � [3] = [6] = [0] παρότι
[2], [3] , [0].

Λήµµα 3.5.3 ΄Εστω [m], [n] ∈ Zp µε [m] � [n] = [0], όπου ο p είναι πρώτος. Τότε [m] = 0
ή [n] = 0. Απόδειξη

Στο εξής, Z∗n ϑα συµβολίζει το σύνολο Zn \ {[0]} = {[1], [2], . . . , [n −1]}. Από το Λήµµα
3.5.3, ο πολλαπλασιασµός � είναι πράξη και πάνω στο Z∗p όταν ο p είναι πρώτος.

Θεώρηµα 3.5.4 Το Z∗p, όταν ο p είναι πρώτος, είναι αβελιανή οµάδα ως προς τον πολλα-
πλασιασµό. Απόδειξη

Συµβολισµοί. Στο εξής ϑα χρησιµοποιούµε το σύµβολο + για την πρόσθεση στο Zn
και το σύµβολο · για τον πολλαπλασιασµό στο Zn. Επίσης, µε την εξαίρεση περιπτώσεων
όπου είναι ανάγκη να γίνει διάκριση µεταξύ ενός ακεραίου και της κλάσης ισοτιµίας του
modulo n, το µέλος [m] του Zn ϑα γράφεται απλά ως m. Τέλος, όταν µιλάµε για αντί-
στροφο κάποιου στοιχείου του Zn, ϑα εννοούµε αντίστροφο ως προς τον πολλαπλασιασµό.
Το αντίστροφο ως προς την πρόσθεση λέγεται το αντίθετο στοιχείο. Τα αντιστρέψιµα
στοιχεία είναι εκείνα που έχουν αντίστροφο (ως προς τον πολλαπλασιασµό).

3.6. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.6.1 Στο Z3, ποιο είναι το αντίστροφο (ως προς τον πολλαπλασιασµό) του 2;
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.6.2 Στο Z5, ϐρείτε τα αντίστροφα των 1,2,3,4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.3 Στο Z8, ποια από τα 1,2, . . . ,7 είναι αντιστρέψιµα ; Βρείτε το αντίστροφό
τους. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.4 Στο Z12, ποια από τα 1,2, . . . ,11 είναι αντιστρέψιµα ; Βρείτε το αντίστροφό
τους. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.5 Στο Zn , αν το a είναι αντιστρέψιµο, δείξτε ότι η εξίσωση a · x = b έχει
µοναδική λύση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.6 Βρείτε όλες τις λύσεις της 5·x+7 = 3mod 12, δηλαδή, στο Z12. (Σηµείωση

Το 5 · x + 7 σηµαίνει (5 · x) + 7 και όχι 5 · (x + 7).) Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.7 Βρείτε όλες τις λύσεις της 3 · x + 15 = 3 mod 6. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.8 Βρείτε όλες τις λύσεις της 2 · x + 7 = 16 mod 8. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.9 ΄Εστω a = ak10k + . . . + a2102 + a110 + a0, όπου a0, a1, . . . , ak είναι
ακέραιοι. Να δείξετε ότι

1. 3|a ⇔ 3|(ak + . . . + a2 + a1 + a0)

2. 9|a ⇔ 9|(ak + . . . + a2 + a1 + a0)

3. 11|a ⇔ 11|(a0 − a1 + a2 − a3 . . .).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.6.10 Βρείτε το αντίστροφο του 26 στο Z139. Υπόδειξη-Λύση
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3.7. Πίνακες οµάδων

Ο πίνακας µιας πράξης ∗ σε ένα σύνολο που αποτελείται από n στοιχεία a1, a2, . . . , an
είναι :

∗ a1 a2 . . . an
a1 a1 ∗ a1 a1 ∗ a2 . . . a1 ∗ an
a2 a2 ∗ a1 a2 ∗ a2 . . . a2 ∗ an
. . . . . . . . . . . . . . .
an an ∗ a1 an ∗ a2 . . . an ∗ an

όπου στην τοµή της γραµµής του ai µε την στήλη του aj τοποθετείται το στοιχείο ai ∗ aj.
΄Οταν πρόκειται για πράξη µε ταυτοτικό στοιχείο, τη ϑέση του πρώτου στοιχείου παίρνει
το ταυτοτικό.

Ο πίνακας της οµάδας (Z4,+) είναι :

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

΄Εστω V = {1, α, �, γ}, όπου α, �, γ είναι τα στοιχεία 3,5,7 του Z8, αντίστοιχα. Προκύ-
πτει ο πίνακας πολλαπλασιασµού
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· 1 α � γ
1 1 α � γ
α α 1 γ �
� � γ 1 α
γ γ � α 1

Γνωρίζουµε ήδη ότι ο · είναι προσεταιριστικός και µεταθετικός µε ταυτοτικό το 1 και κάθε
στοιχείο του V έχει τον εαυτό του ως αντίστροφο. Ο πίνακας δείχνει ότι ο · είναι πράξη
και στο V , γιατί το γινόµενο δύο στοιχείων του V είναι στοιχείο του V . Συνεπώς το (V, ·)
είναι αβελιανή οµάδα.
Η V λέγεται η 4–οµάδα του Klein.

3.8. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.8.1 Κάνετε το πίνακα πολλαπλασιασµού της Z∗5. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.8.2 ΄Εστω U = {1, a, b, c}, όπου a, b, c είναι τα στοιχεία 5,7,11 του Z12, αντί-
στοιχα. Κάνετε τον πίνακα του U ως προς τον πολλαπλασιασµό του Z12. Να συµπεράνετε
ότι το (U, ·) αποτελεί οµάδα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.8.3 Ο πίνακας της (U, ·) προκύπτει από τον πίνακα της (V, ·) όταν αντικαταστή-
σουµε τα α, �, γ µε τα a, b, c, αντίστοιχα.
Μπορούµε να ϐρούµε µια 1 − 1 και επί συνάρτηση f : V → Z∗5 έτσι ώστε όταν στον πίνακα
της (V, ·) αντικαταστήσουµε τα 1, α, �, γ µε τα f (1), f (α), f (�), f (γ), αντίστοιχα, να προκύπτει
ο πίνακας της Z∗5; Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

Υποοµάδες

4.1. Υποοµάδες

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω S ένα σύνολο όπου ορίζεται µια πράξη ∗. ΄Ενα υποσύνολο T του S
λέγεται κλειστό ως προς την ∗ αν a, b ∈ T ⇒ a ∗ b ∈ T .

Προφανώς το T είναι κλειστό ως προς την ∗ αν και µόνον αν η ∗ είναι πράξη και στο T .

Ορισµός 4.1.2 ΄Εστω (G, ∗) µια οµάδα. ΄Ενα υποσύνολο H του G λέγεται υποοµάδα της
G αν το H είναι κλειστό ως προς την ∗ και το (H, ∗) αποτελεί οµάδα.

Παραδείγµατα
Τα N, Z είναι κλειστά ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασµό αριθµών, το {2,3}
δεν είναι κλειστό ούτε ως προς την πρόσθεση ούτε ως προς τον πολλαπλασιασµό.
Η (Z,+) είναι υποοµάδα της (Q,+), που είναι υποοµάδα της (R,+), που είναι υποοµάδα
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της (C,+). Οι (Q+, ·), (Q∗, ·), (R+, ·) και (R∗, ·) είναι υποοµάδες της (R∗, ·).

Κάθε οµάδα G έχει ως υποοµάδες το G και το µονοσύνολο που αποτελείται από το
ταυτοτικό στοιχείο τηςG. Αν υπάρχουν κι άλλες υποοµάδες της G, αυτές λέγονται γνήσιες
υποοµάδες.

Θεώρηµα 4.1.3 ΄Εστω (G, ∗) µια οµάδα και H µια υποοµάδα της G. Τότε

1. το ταυτοτικό στοιχείο της H ισούται µε το ταυτοτικό στοιχείο e της G,

2. για κάθε a ∈ H, το αντίστροφο του a στην H ισούται µε το αντίστροφο a′ του a στην
G.

Απόδειξη

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι το σηµαντικότερο κριτήριο προκειµένου να αποφασί-
σουµε αν κάποιο υποσύνολο µιας οµάδας αποτελεί υποοµάδα.

Θεώρηµα 4.1.4 ΄Εστω (G, ∗) µια οµάδα. ΄Ενα υποσύνολο H του G αποτελεί υποοµάδα
της G αν και µόνον αν

1. το H είναι κλειστό ως προς την ∗,

2. e ∈ H, όπου e είναι το ταυτοτικό της G, και

3. a ∈ H ⇒ a′ ∈ H, όπου a′ παριστάνει το αντίστροφο του a στην G.

Απόδειξη
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4.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.2.1 Για κάθε ακέραιο n, το σύνολο {mn : m ∈ Z} όλων των πολλαπλασίων του
n συµβολίζεται µε nZ.
Να επαληθεύσετε ότι το nZ αποτελεί υποοµάδα της (Z,+). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.2 Ποια από τα N,Z,Q,Q∗,Q+, nZ είναι υποοµάδες της (R,+). Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 4.2.3 Ποια από τα N,Z,Q,Q∗,Q+, nZ είναι υποοµάδες της (R∗, ·). Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 4.2.4 ΄Εστω Un = {z ∈ C : zn = 1}, όπου n ∈ N.
Να δείξετε ότι το Un αποτελεί υποοµάδα της (C∗, ·). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.5 Βρείτε όλα τα στοιχεία της οµάδας U4 της ΄Ασκησης 4.2.3 και κάνετε τον
πίνακα πολλαπλασιασµού της.
Ποια ιδιότητα έχει η οµάδα του Klein V που δεν έχουν οι U4,Z4; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.6 ΄Εστω (G, ∗) µια οµάδα, καιH ένα µη κενό υποσύνολο του G µε την ιδιότητα
ότι

a, b ∈ H ⇒ a ∗ b′ ∈ H. (#)

Να δείξετε ότι η H είναι υποοµάδα της G. Υπόδειξη-Λύση

4.3. Ιδιότητες ∆υνάµεων

΄Εστω G ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη. Το γινόµενο δύο στοι-
χείων x, y του G, όταν δεν χρειάζεται να αναφερθεί ϱητά η πράξη του G, γράφεται απλά
ως xy. Οµοίως, το γινόµενο n στοιχείων x1, x2, . . . , xn, n ≥ 1, όπως ορίστηκε αµέσως µετά
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την Πρόταση 3.1.7, γράφεται ως x1x2 . . . xn. Αν όλα τα x1, x2, . . . , xn είναι ίσα µε συγκε-
κριµένο στοιχείο x, το γινόµενό τους λέγεται η n–οστή δύναµη του x και συµβολίζεται µε
xn. Αν το G διαθέτει ταυτοτικό στοιχείο e, ορίζουµε x0 = e. Τέλος, αν το G είναι οµάδα,
για αρνητικό ακέραιο n, η n–οστή δύναµη του x ορίζεται µε xn = (x−n)′. ΄Ετσι, x1 = x,
x2 = xx, x3 = xxx . . ., και αν το G είναι οµάδα, x−1 = x ′, το αντίστροφο του x, x−2 = (xx)′,
x−3 = (xxx)′ . . ..

Σηµειώστε ότι (xn)′ = x−n για κάθε n ∈ Z.

Λήµµα 4.3.1 ΄Εστω G ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη, x ∈ G και
m, n ∈ N. Τότε

1. xmxn = xm+n ,

2. (xm)n = xmn.

Απόδειξη

Πρόταση 4.3.2 ΄Εστω x ένα στοιχείο µιας οµάδας G και m, n ∈ Z. Τότε

1. xmxn = xm+n ,

2. (xm)n = xmn.

Απόδειξη

4.4. Ασκήσεις

Στις ασκήσεις που ακολουθούν, εφαρµόζεται το Λήµµα 4.3.1 στο Zn εφοδιασµένο µε την
πράξη του πολλαπλασιασµού.
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΄Ασκηση 4.4.1 Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 3614 : 5. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.4.2 Βρείτε το τελευταίο ψηφίο του 3614. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.4.3 Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 36014 : 7. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.4.4 Βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης 72007 : 25. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.4.5 Σε ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη, έστω a, b δύο
στοιχεία που µετατίθενται, δηλαδή, ισχύει ότι ab = ba.

∆είξτε ότι για κάθε m, n ∈ N,

1. abn = bna

2. ambn = bnam

3. (ab)n = anbn

Υπόδειξη-Λύση

4.5. Κυκλικές υποοµάδες

Θεώρηµα 4.5.1 Για κάθε στοιχείο a µιας οµάδας G, το σύνολο 〈a〉 = {an : n ∈ Z} όλων
των δυνάµεων του a αποτελεί αβελιανή υποοµάδα της G. Απόδειξη

Η οµάδα 〈a〉 συνήθως αναφέρεται ως η (κυκλική) υποοµάδα της G που παράγεται
από το a. Μια οµάδα G λέγεται κυκλική αν G = 〈a〉 για κάποιο στοιχείο a της G.
΄Ενα τέτοιο a καλείται (ένας) γεννήτορας της G. Προφανώς, κάθε κυκλική οµάδα είναι
αβελιανή.
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Το πλήθος των µελών ενός πεπερασµένου συνόλου X συµβολίζεται µε |X | και, όταν το
X είναι ένα άπειρο σύνολο, ϑέτουµε |X | = ∞. Η τάξη µιας οµάδας G είναι το πλήθος των
µελών της, δηλαδή, το |G|. Η τάξη ενός στοιχείου a µιας οµάδας G, είναι η τάξη της υπο-
οµάδας 〈a〉, συµβολίζεται δε µε o(a). Προφανώς, o(a) ≤ |G|, κάθε στοιχείο πεπερασµένης
οµάδας έχει πεπερασµένη τάξη, και το µόνο στοιχείο µε τάξη 1 είναι το ταυτοτικό.

Παρατήρηση 4.5.2 ΄Οταν µιλάµε για τις οµάδες Z,Q,R,C,Zn , εννοείται ότι η πράξη τους
είναι η πρόσθεση, γιατί δεν είναι οµάδες ως προς τον πολλαπλασιασµό. Για τον ίδιο λόγο,
όταν µιλάµε για τις οµάδες Q∗,R∗,C∗,Zp∗, όπου ο p είναι πρώτος, Q+,R+,C+, εννοείται ότι
η πράξη τους είναι ο πολλαπλασιασµός.
Στις οµάδες Z,Q,R,C, λοιπόν, η n–οστή δύναµη στοιχείου m είναι προφανώς ο αριθµός
nm και 〈m〉 = {nm : n ∈ Z} = mZ, το σύνολο των πολλαπλασίων του m. Συνεπώς,
〈1〉 = 〈−1〉 = Z, η Z είναι κυκλική, τα 1,−1 είναι γεννήτορές της και έχουν τάξη ∞.
Οµοίως, η Zn είναι κυκλική, τα 1,−1 είναι γεννήτορές της και έχουν τάξη n.

Θεώρηµα 4.5.3 Κάθε υποοµάδα H µιας κυκλικής οµάδας G είναι κυκλική. Απόδειξη

Λήµµα 4.5.4 ΄Εστω a ένα στοιχείο µιας οµάδας G και m ένας ϕυσικός αριθµός τέτοιος
ώστε am = e. Τότε

〈a〉 = {e, a, a2, . . . , am−1}.

Απόδειξη

Θεώρηµα 4.5.5 Για ένα στοιχείο a µιας οµάδας G, τα εξής είναι ισοδύναµα.

1. o(a) < ∞,

2. am = e για κάποιο m ∈ N.

Απόδειξη
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Η αρχή της καλής διάταξης και το Θεώρηµα 4.5.5 µας εξασφαλίζουν την ύπαρξη του
ακεραίου m στο επόµενο αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 4.5.6 ΄Εστω a ένα στοιχείο µιας οµάδας µε o(a) < ∞. ΄Εστω m ο ελάχιστος
ϕυσικός αριθµός µε am = e. Τότε

1. 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , am−1},

2. o(a) = m,

3. an = e, n ∈ Z⇒ m |n.

Απόδειξη

Παρατήρηση 4.5.7 Σε περιπτώσεις που η + χρησιµοποιείται για την πράξη µιας οµάδας,
η οµάδα είναι πάντοτε αβελιανή, το ταυτοτικό της συµβολίζεται µε 0 και το αντίστροφο
στοιχείου a λέγεται το αντίθετο του a και συµβολίζεται µε −a. Επίσης, η n–οστή δύναµη του
a συµβολίζεται µε na, οπότε οι κανόνες της Πρότασης 4.3.2 παίρνουν τη µορφή: mx +nx =

(m + n)x και n(mx) = (nm)x, για κάθε m, n ∈ Z.

4.6. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.6.1 Βρείτε τις υποοµάδες 〈1〉, 〈2〉, 〈3〉, 〈4〉 της Z∗5.
Βρείτε την τάξη των 1,2,3,4. Είναι η Z∗5 κυκλική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.2 Βρείτε όλες τις κυκλικές υποοµάδες της Z8, την τάξη κάθε στοιχείου της
και όλους τους γεννήτορές της. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.3 Βρείτε τις υποοµάδες 〈1〉, 〈−1〉 και 〈2〉 της R∗. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.4 Ποιες από τις οµάδες Q,R,C είναι κυκλικές ; Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.6.5 Βρείτε όλες της υποοµάδες της Z. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.6 ∆είξτε ότι η Un είναι κυκλική οµάδα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.7 ∆είξτε ότι κάθε πεπερασµένη κυκλική υποοµάδα της C∗ είναι της µορφής
Un. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.8 Ποιες από τις οµάδες Q∗,R∗,C∗,Q+,R+ είναι κυκλικές ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.9 Εξετάστε αν η 4–οµάδα Klein V είναι κυκλική. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.10 ∆είξτε ότι 〈a〉 = 〈a−1〉 για κάθε µέλος a µιας οµάδας. Συνεπώς, o(a) =

o(a−1). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.11 ΄Εστω a ένα στοιχείο µιας οµάδας, b = an και m = o(a) < ∞. ∆είξτε ότι
〈a〉 = 〈b〉 αν και µόνον αν µκδ(m, n) = 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.12 Βρείτε όλους τους γεννήτορες της Z24. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.13 ΄Εστω a, b στοιχεία µιας οµάδας που µετατίθενται, δηλαδή, ab = ba.
∆είξτε ότι για κάθε m, n ∈ Z,

1. abn = bna

2. ambn = bnam

3. (ab)n = anbn

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.14 ΄Εστω a, b στοιχεία µιας οµάδας µε µκδ(o(a), o(b)) = 1 και ab = ba.
∆είξτε ότι o(ab) = o(a)o(b). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.6.15 ∆ώστε παραδείγµατα δύο στοιχείων a, b µιας οµάδας µε o(ab) , o(a)o(b)
παρότι ab = ba. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.6.16 Για όλα τα µέλη a, b µιας οµάδας G ισχύει (ab)2 = a2b2.
∆είξτε ότι η G είναι αβελιανή.

Υπόδειξη-Λύση

4.7. Το ϑεώρηµα Lagrange

΄Εστω G µια οµάδα και H µια υποοµάδα της G. Στο σύνολο G ορίζουµε µια σχέση ∼ µε

a ∼ b αν και µόνον αν a′b ∈ H.

Λήµµα 4.7.1 Η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας. Απόδειξη

Το αριστερό σύµπλοκο της H στην G που καθορίζει ένα στοιχείο a της G είναι το
σύνολο {ah : h ∈ H}, το οποίο συµβολίζεται µε aH. Προφανώς, eH = H. Το πλήθος όλων
αυτών των (διακεκριµένων) αριστερών συµπλόκων λέγεται ο δείκτης της H στην G και
συµβολίζεται µε |G : H |.

Λήµµα 4.7.2 Κάθε αριστερό σύµπλοκο aH ισούται µε την κλάση ισοδυναµίας [a] του a ως
προς την σχέση ∼. Απόδειξη

Πρόταση 4.7.3 Για κάθε a, b ∈ G,

1. a ∈ aH

2. aH = bH ⇔ aH ∩ bH , ∅

3. aH = bH ⇔ a ∈ bH
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4. aH , bH ⇔ aH ∩ bH = ∅

5. aH = H ⇔ a ∈ H

Απόδειξη

Λήµµα 4.7.4 |H | = |aH | για κάθε στοιχείο a της G. Απόδειξη

Θεώρηµα 4.7.5 (Lagrange). Για κάθε υποοµάδα H µιας πεπερασµένης οµάδας G,

|G| = |G : H ||H |.

Συνεπώς, η τάξη της H διαιρεί την τάξη της G. Απόδειξη

Πόρισµα 4.7.6 Η τάξη o(a) ενός στοιχείου a µιας πεπερασµένης οµάδας G διαιρεί την
τάξη της G. Απόδειξη

Πόρισµα 4.7.7 Αν η τάξη µιας οµάδας G είναι πρώτος αριθµός, τότε η G είναι κυκλική και
κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο της G είναι γεννήτοράς της. Απόδειξη

Παρατήρηση 4.7.8 ΄Οταν η πράξη της οµάδας G είναι η +, το αριστερό σύµπλοκο µιας
υποοµάδας H στην G που καθορίζει ένα στοιχείο a της G συµβολίζεται µε a + H, δηλαδή,
a + H = {a + h : h ∈ H}. Συνεπώς, η Πρόταση 4.7.3 µεταφράζεται σε

1. a ∈ (a + H)

2. a + H = b + H ⇔ (a + H) ∩ (b + H) , ∅

3. a + H = b + H ⇔ a ∈ (b + H)

4. a + H , b + H ⇔ (a + H) ∩ (b + H) = ∅

5. a + H = H ⇔ a ∈ H.
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4.8. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.8.1 Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα της H = 〈3〉 στην Z6. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.2 Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα της H = 〈2〉 στην Z6. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.3 Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα της H = 〈6〉 στην Z∗7. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.4 Βρείτε όλα τα αριστερά σύµπλοκα της H = 8Z στην 2Z. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.5 ΄Εστω G µια οµάδα και H µια υποοµάδα της. Στο G ορίζεται µια σχέση ^
µε a ^ b αν και µόνον αν ab′ ∈ H.
∆είξτε ότι η ^ είναι σχέση ισοδυναµίας.
Στη συνέχεια, δείξτε ότι η κλάση ισοδυναµίας του a ως προς την ^ ισούται µε Ha = {ha :
a ∈ H}.
Το Ha λέγεται το δεξιό σύµπλοκο της H στην G που καθορίζει το a. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.6 ΄Εστω G µια οµάδα και H µια υποοµάδα της.
∆είξτε ότι aH = bH ⇔ Ha′ = Hb′ για κάθε και a, b ∈ G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.7 ΄Εστω G µια πεπερασµένη οµάδα και H µια υποοµάδα της.
∆είξτε ότι το πλήθος των δεξιών συµπλόκων της H ισούται µε το πλήθος των αριστερών
συµπλόκων της H. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.8 ΄Εστω H µια υποοµάδα κάποιας οµάδας G µε |G : H | = 2.
∆είξτε ότι aH = Ha για κάθε στοιχείο a της G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.8.9 ΄Εστω G µια οµάδα και H µια υποοµάδα της.
∆είξτε ότι |aH | = |Ha| για κάθε στοιχείο a της G. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 44 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 4.8.10 ΄Εστω G µια οµάδα µε |G| = pq, όπου p, q είναι (όχι απαραίτητα διακεκρι-
µένοι) πρώτοι.
∆είξτε ότι κάθε γνήσια υποοµάδα H της G είναι κυκλική. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 5

Κι άλλες οµάδες

5.1. Οµάδες µεταθέσεων

΄Εστω A ένα συγκεκριµένο σύνολο. Μια συνάρτηση f : A → A η οποία είναι 1 − 1 και επί
λέγεται µετάθεση του A. Το σύνολο όλων των µεταθέσεων του A συµβολίζεται µε SA. Η
σύνθεση g ◦ f δύο συναρτήσεων f, g ∈ SA είναι µια 1 − 1 και επί συνάρτηση από το A στο
A. Συνεπώς, g ◦ f ∈ SA και η ◦ είναι πράξη στο SA.

Θεώρηµα 5.1.1 Το (SA, ◦) αποτελεί οµάδα. Απόδειξη

Στην ειδική περίπτωση που A = {1,2, . . . , n}, n ∈ N, η οµάδα SA συµβολίζεται µε Sn
και λέγεται η συµµετρική οµάδα σε n στοιχεία. Τα µέλη της, εκτός του ταυτοτικού e,
συνήθως συµβολίζονται µε µικρά ελληνικά γράµµατα και γράφουµε στ αντί σ ◦ τ. Επίσης,(

1 2 . . . n
m1 m2 . . . mn

)
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συµβολίζει τη µετάθεση σ µε σ(1) = m1, σ(2) = m2, . . . , σ(n) = mn. Προφανώς, υπάρχουν
n επιλογές για το m1, n − 1 επιλογές για το m2, . . .. Προκύπτει ότι |Sn | = n!.

Η S1 περιέχει µόνο το e. Τα δύο στοιχεία της S2 είναι το e και το
(

1 2
2 1

)
. Τα στοιχεία

της S3 είναι τα

ρ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
, ρ3 = e

µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
.

Εύκολα υπολογίζεται ότι µ1ρ = µ2 ενώ ρµ1 = µ3. Συνεπώς, η S3 δεν είναι αβελιανή.

΄Εστω Πn το κανονικό πολύγωνο µε n κορυφές P1, P2, . . . , Pn, όπου Pi , Pi+1,1 ≤ i < n,
και Pn, P1 είναι γειτονικές κορυφές. Κάθε σ ∈ Sn τέτοια ώστε οι κορυφές Pσ(i), Pσ(i+1),1 ≤
i < n, και Pσ(n), Pσ(1) γειτνιάζουν λέγεται µια συµµετρία του Πn και αντιστοιχεί σε µια
απεικόνιση του Πn στο Πn που διατηρεί την απόσταση µεταξύ σηµείων. Το σύνολο των
συµµετριών του Πn αποτελεί µια υποοµάδα της Sn, την διεδρική οµάδα Dn. Προφανώς,
µια συµµετρία σ καθορίζεται από τις τιµές σ(1) και σ(2). Υπάρχουν, όµως, n επιλογές
για το σ(1) και δύο για το σ(2). ΄Ετσι, η Dn περιέχει 2n στοιχεία.

Για n = 3, Π3 είναι το ισόπλευρο τρίγωνο και D3 = S3. Μάλιστα, η ρ αντιστοιχεί σε
στροφή 120◦ γύρω από το κέντρο του τριγώνου, και κάθε µi αντιστοιχεί σε ανάκλαση ως
προς τη διχοτόµο της γωνίας Pi .

Για n = 4, Π4 είναι το τετράγωνο και D4 = {ρ, ρ2, ρ3, ρ4 = e, µ1, µ2, δ1, δ2}, όπου

ρ =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
, µ1 =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
, µ2 =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
,
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δ1 =

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
, δ2 =

(
1 2 3 4
1 4 3 2

)
Η ρ αντιστοιχεί σε στροφή 90◦ γύρω από το κέντρο του τετραγώνου, οι µ1, µ2 αντιστοιχούν
σε ανακλάσεις ως προς τις δύο µεσοκαθέτους και οι δ1, δ2 αντιστοιχούν σε ανακλάσεις ως
προς τις δύο διαγωνίους.

5.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.2.1 Να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού της S3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.2 Βρείτε την τάξη όλων των στοιχείων της S3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.3 ∆είξτε ότι η D4 δεν είναι αβελιανή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.4 Βρείτε την τάξη όλων των στοιχείων της D4.
Υπολογίστε το ρ27. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.5 Βρείτε όλα τα αριστερά και όλα τα δεξιά σύµπλοκα της υποοµάδαςH = 〈µ1〉

της S3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.6 ∆ώστε ένα παράδειγµα υποοµάδας H µιας οµάδας G όπου ισχύει aH = Ha
για όλα τα στοιχεία a της G και ένα παράδειγµα όπου δεν ισχύει. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.7 ∆ώστε ένα παράδειγµα δύο στοιχείων a, b µιας οµάδας µε o(ab) , o(a)o(b)
παρότι µκδ(o(a), o(b)) = 1. ∆είτε ΄Ασκηση 4.6.14. Υπόδειξη-Λύση
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5.3. Κύκλοι, τροχιές, εναλλάσσουσες οµάδες

Στο κεφάλαιο αυτό το n ϑα παριστάνει ένα συγκεκριµένο ϕυσικό αριθµό ≥ 2. ΄Εστω
a1, a2, . . . , am διακεκριµένα µέλη του {1,2, . . . , n}. Τότε µε (a1 a2 . . . am) ϑα συµβολί-
Ϲεται η µετάθεση που στέλνει το a1 στο a2, το a2 στο a3, . . . , το am−1 στο am , το am στο a1
και αφήνει τα υπόλοιπα στοιχεία αµετάβλητα. Το (a1 a2 . . . am) είναι προφανώς µέλος
της Sn τάξης m. Λέγεται κύκλος µήκους m. Αν m = 1, ο κύκλος (a1) είναι εξ ορισµού
το ταυτοτικό στοιχείο της Sn. Οι κύκλοι µήκους 2 λέγονται και αντιµεταθέσεις.

Παράδειγµα Στην S5, (1 2) και (5 2) είναι αντιµεταθέσεις, (3 5 4), (4 3 5 1),
(3 2 4 5 1) είναι κύκλοι µήκους 3,4,5, αντίστοιχα. Σηµειώστε ότι σύµφωνα µε τον
τρόπο γραφής που υιοθετήθηκε στην Ενότητα 5.1, στην S5,

(3 5 4) =

(
1 2 3 4 5
1 2 5 3 4

)
, (3 2 4 5 1) =

(
1 2 3 4 5
3 4 2 5 1

)
.

Σηµειώστε επίσης ότι, π.χ., στην S6,

(3 5 4) =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 5 3 4 6

)
, (3 2 4 5 1) =

(
1 2 3 4 5 6
3 4 2 5 1 6

)
.

Λήµµα 5.3.1 Οι εξής κύκλοι είναι όλοι ίσοι :

(a1 a2 . . . am), (a2 a3 . . . am a1), . . . , (am a1 . . . am−1).

Απόδειξη

Λήµµα 5.3.2 Κάθε κύκλος (a1 a2 . . . am) είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων. Απόδειξη

∆ύοι µεταθέσεις σ, τ λέγονται ξένες όταν
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{m : σ(m) , m} ∩ {m : τ(m) , m} = ∅.

Οι (1 3 4), (2 5 6) είναι ξένοι κύκλοι της S8. Οι (1 3)(7 9), (2 5 4 6)(2 6 5) είναι
ξένες µεταθέσεις στην S23.

Προφανώς, δύο κύκλοι

(a1 a2 . . . ak), (b1 b2 . . . bl)

είναι ξένοι αν και µόνο αν

{a1, a2, . . . , ak} ∩ {b1 b2 . . . bl} = ∅.

Λήµµα 5.3.3 ∆ύο ξένες µεταθέσεις σ, τ µετατίθενται, δηλαδή, στ = τσ. Απόδειξη

Λήµµα 5.3.4 ΄Εστω σ ∈ Sn. Στο {1,2, . . . , n}, η ∼ ορίζεται µε i ∼ j ⇔ j = σm(i) για κάποιο
m ∈ N. Τότε η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας. Απόδειξη

Η κλάση ισοδυναµίας ενός στοιχείου i ως προς την ∼ λέγεται η τροχιά του i (ως προς
την σ) και ϑα συµβολίζεται µε Oσ,i . Ανm είναι ο πρώτος ϕυσικός αριθµός µε σm(i) = i, τότε
τα σ(i), σ2(i), . . . , σm(i) είναι όλα τα στοιχεία του Oσ,i . Μάλιστα, αυτά είναι διακεκριµένα
γιατί σk(i) = σ l(i),1 ≤ k < l ≤ m συνεπάγεται σ l−k(i) = i παρότι 1 ≤ l − k < m. Ο κύκλος

(σ(i) σ2(i) . . . σm(i)) = (i σ(i) σ2(i) . . . σm−1(i))

ϑα συµβολίζεται µε κσ,i .

Λήµµα 5.3.5 Για 1 ≤ i, j ≤ n και σ ∈ Sn ,

1. κσ,i(j) = σ(j) για j ∈ Oσ,i ,

2. κσ,i(j) = j για j < Oσ,i ,
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3. κσ,i , κσ,j είναι ξένοι κύκλοι για j < Oσ,i .

Απόδειξη

Θεώρηµα 5.3.6 Κάθε σ ∈ Sn είναι γινόµενο ξένων κύκλων. Απόδειξη

Θεώρηµα 5.3.7 Κάθε σ ∈ Sn είναι γινόµενο αντιµεταθέσεων. Απόδειξη

Μια µετάθεση αν γράφεται ως γινόµενο άρτιου αριθµού αντιµεταθέσεων λέγεται άρτια,
αν γράφεται ως γινόµενο περιττού αριθµού αντιµεταθέσεων λέγεται περιττή. Αναµένουµε
ότι µια µετάθεση δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα άρτια και περιττή. Αυτό όµως χρειάζεται
απόδειξη.

Μέχρι και το τέλος των Ασκήσεων 5.4, το πλήθος των τροχιών µιας µετάθεσης σ ϑα
συµβολίζεται µε T (σ).

Λήµµα 5.3.8 ΄Εστω σ µια µετάθεση και τ = (i, j) µια αντιµετάθεση της Sn. Τότε T (τσ) −
T (σ) = ±1. Απόδειξη

Λήµµα 5.3.9 ΄Εστω σ µια µετάθεση και τ1, τ2 δύο αντιµεταθέσεις της Sn. Τότε ο αριθµός
T (τ1τ2σ) − T (σ) είναι άρτιος. Απόδειξη

Πρόταση 5.3.10 ΄Εστω σ µια µετάθεση και τ1, τ2, . . . αντιµεταθέσεις της Sn. Τότε για κάθε
m ∈ N,

1. ο αριθµός T (τ1τ2 . . . τ2m−1σ) − T (σ) είναι περιττός και

2. ο T (τ1τ2 . . . τ2mσ) − T (σ) είναι άρτιος.

Απόδειξη
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Πρόταση 5.3.11 Μια µετάθεση σ της Sn δεν µπορεί να είναι και περιττή και άρτια. Από-

δειξη

Η εναλλάσσουσα οµάδα An αποτελείται από όλες τις άρτιες µεταθέσεις της Sn. Είναι
όντως οµάδα :

Θεώρηµα 5.3.12 Η An είναι υποοµάδα της Sn. Απόδειξη

Θεώρηµα 5.3.13 Η An αποτελείται από 1
2n! στοιχεία. Απόδειξη

5.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.4.1 Πότε είναι άρτιος ένας κύκλος µήκους m; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.4.2 Βρείτε όλες τις τροχιές της σ, γράψτε την ως γινόµενο ξένων κύκλων, γράψ-
τε την ως γινόµενο αντιµεταθέσεων, και προσδιορίστε αν είναι άρτια ή περιττή όταν

1. σ είναι το µέλος της S3 που στέλνει τους 1,2,3 στους 3,1,2, αντίστοιχα.

2. σ είναι το µέλος της S4 που στέλνει τους 1,2,3,4 στους 4,3,2,1, αντίστοιχα

3. σ είναι το µέλος της S8 που στέλνει τους 1,2, . . . ,8 στους 4,3,8,5,1,7,6,2, αντίστοι-
χα.

4. σ είναι το µέλος της S9 που στέλνει τους 1,2, . . . ,9 στους 3,4,5,6,7,8,1,2,9, αντί-
στοιχα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.4.3 Στην S9, να εκφράσετε την (1 2 3 6)(1 5 4)(3 4 7 8)(8 9 2 3) ως
γινόµενο ξένων κύκλων. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.4.4 Γράψτε την (1 2 3 . . . 2m + 1)2 ως γινόµενο ξένων κύκλων. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.4.5 ∆ώστε όλα τα στοιχεία της A3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.4.6 ∆ώστε όλα τα στοιχεία της A4. Είναι αβελιανή ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.4.7 Βρείτε την τάξη των στοιχείων της A4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.4.8 ΄Εχει η A4 κυκλικές υποοµάδες τάξης 4; Βρείτε όλες τις υποοµάδες της A4
τάξης 4. Υπόδειξη-Λύση

5.5. Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

Το ευθύ γινόµενο οµάδων G1, G2 είναι το καρτεσιανό γινόµενο G1 × G2 εφοδιασµένο µε
την πράξη που ορίζεται µε

(x1, x2)(y1, y2) = (x1y1, x2y2).

Στην παραπάνω ϕόρµουλα, προφανώς (x1, x2)(y1, y2) είναι το γινόµενο των (x1, x2), (y1, y2)
στην G1 × G2, x1y1 είναι το γινόµενο των x1, y1 στην G1 και x2y2 είναι το γινόµενο των
x2, y2 στην G2.

Πιο γενικά το ευθύ γινόµενο οµάδων G1, G2 . . . Gn είναι το καρτεσιανό γινόµενο G1 ×

G2 × . . . × Gn εφοδιασµένο µε την πράξη που ορίζεται µε

(x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn) = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn).

Θεώρηµα 5.5.1 Το ευθύ γινόµενο G1 × G2 × . . . × Gn οµάδων G1, G2 . . . Gn είναι οµάδα.
Και αν κάθε Gi είναι αβελιανή οµάδα, το ίδιο ιχύει για το ευθύ γινόµενο. Απόδειξη
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Σηµείωση. ΄Οταν η πράξη της κάθε µίας από της Gi είναι η +, τότε και η πράξη του
γινοµένου τους συµβολίζεται µε + και το ταυτοτικό της µε 0.
Η οµάδα Rn, ως προς την πρόσθεση, είναι το ευθύ γινόµενο n αντιτύπων της οµάδας R.
Οµοίως, το ευθύ γινόµενο n αντιτύπων οµάδας G συµβολίζεται µε Gn.

Θεώρηµα 5.5.2 Αν µκδ(m, n) = 1, τότε η Zm × Zn είναι κυκλική τάξης mn. Απόδειξη

5.6. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.6.1 Βρείτε την τάξη του στοιχείου g = (α,2) της V × Z∗5.
Σηµείωση: V είναι η οµάδα του Klein της ενότητας 3.7. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.6.2 Βρείτε την τάξη του στοιχείου g = (2,3,6) της Z∗3×Z∗5×Z
∗
7. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.6.3 Βρείτε την τάξη κάθε στοιχείου της Z2 × Z2.
Είναι η Z2 × Z2 κυκλική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.6.4 Βρείτε την τάξη κάθε στοιχείου της Z2 × Z4.
Είναι η Z2 × Z4 κυκλική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.6.5 Βρείτε την τάξη κάθε στοιχείου της Z2 × Z2 × Z2.
Είναι η Z2 × Z2 × Z2 κυκλική ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.6.6 Αν µκδ(m, n) , 1, να δείξετε ότι η Zm × Zn δεν είναι κυκλική. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 6

Πόσες οµάδες ;

6.1. Οµοµορφισµοί

΄Εχουµε ήδη συναντήσει ένα αρκετά µεγάλο αριθµό οµάδων τάξης 4. Το ερώτηµα πού
τίθεται είναι ποιες από αυτές είναι ουσιαστικά διαφορετικές, δηλαδή, ποιες έχουν διαφορε-
τικές αλγεβρικές ιδιότητες. Πιο γενικά, πότε ϑα ϑεωρούµε ότι δύο οµάδες είναι αλγεβρικά
ισοδύναµες ; Η απάντηση είναι : όταν οι δύο οµάδες είναι ισόµορφες. Ακολουθούν οι
σχετικοί ορισµοί.

Ορισµός 6.1.1 ΄Εστω G1, G2 δύο οµάδες. Μια συνάρτηση φ : G1 → G2 λέγεται οµοµορφι-
σµός (οµάδων) αν για κάθε x, y ∈ G1,

φ(xy) = φ(x)φ(y).

Παρατήρηση. Στον παραπάνω ορισµό, το xy παριστάνει το γινόµενο στην G1 των δύο
στοιχείων της x, y, ενώ το φ(x)φ(y) παριστάνει το γινόµενο στην G2 των δύο στοιχείων της
φ(x), φ(y).
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Παραδείγµατα. Η συνάρτηση φ : R → R που ορίζεται µε φ(x) = 3x είναι οµοµορ-
ϕισµός γιατί φ(x + y) = 3(x + y) = 3x + 3y = φ(x) + φ(y). ΄Οµως, η φ : R∗ → R που
ορίζεται µε τον ίδιο τύπο, φ(x) = 3x, δεν είναι οµοµορφισµός, γιατί εδώ πρέπει να ισχύει
φ(x · y) = 3(x · y) = φ(x) + φ(y) = 3x + 3y, για κάθε x, y ∈ R∗. Αυτό δεν ισχύει π.χ. για
x = y = 1.

΄Εστω φ : G1 → G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Ο φ λέγεται µονοµοµορφισµός
(οµάδων) αν η φ (ως συνάρτηση) είναι 1 − 1. Ο φ λέγεται επιµοµορφισµός αν η φ είναι
επί. Ο φ λέγεται ισοµοµορφισµός αν η φ είναι 1 − 1 και επί.
∆ύο οµάδες G1, G2 λέγονται ισόµορφες (κατ΄ άλλους ισοµορφικές) αν υπάρχει κάποιος
ισοµορφισµός φ : G1 → G2.

Παρατήρηση. ΄Εστω G1 µια οµάδα η οποία αποτελείται από διακεκριµένα στοιχεία
x1, x2, . . .. ΄Εστω G2 µια δεύτερη οµάδα και φ : G1 → G2 µια συνάρτηση που είναι 1 − 1
και επί. Αυτό σηµαίνει ότι τα φ(x1), φ(x2), . . . είναι διακεκριµένα και µάλιστα είναι όλα τα
στοιχεία της G2. Τώρα, η φ είναι ισοµοµορφισµός αν και µόνον αν, για κάθε xi , xj ∈ G1,
φ(xi)φ(xj) = φ(xixj). ∆ηλαδή, η φ είναι ισοµοµορφισµός αν και µόνον αν αντικαθιστώντας
στον πίνακα της G1 κάθε x ∈ G1 µε το αντίστοιχο φ(x) ∈ G2 εκείνο το οποίο προκύπτει
είναι ο πίνακας της G2.

Ακολουθούν οι ϐασικές ιδιότητες οµοµορφισµών.

Θεώρηµα 6.1.2 ΄Εστω φ : G1 → G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων. Τότε

1. φ(e) = e,

2. φ(x ′) = φ(x)′ για κάθε x ∈ G1 και

3. φ(xn) = φ(x)n για κάθε x ∈ G1 και n ∈ Z.

Απόδειξη
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Θεώρηµα 6.1.3 ΄Εστω φ : G1 → G2 ένας µονοµορφισµός οµάδων και a ∈ G1. Τότε
o(a) = o(φ(a)). Απόδειξη

Θεώρηµα 6.1.4 ΄Εστω φ : G1 → G2 ένας επιµορφισµός οµάδων. Αν η G1 είναι αβελιανή,
τότε και η G2 είναι αβελιανή. Αν η G1 είναι κυκλική, τότε και η G2είναι κυκλική. Απόδειξη

Θεώρηµα 6.1.5 ΄Εστω φ : G1 → G2 και ψ : G2 → G3 οµοµορφισµοί οµάδων. Τότε η
σύνθετη συνάρτησηψ◦φ : G1 → G3 είναι οµοµορφισµός. Αν οι φ καιψ είναι µονοµορφισµοί,
επιµορφισµοί ή ίσοµορφισµοί, τότε την ίδια ιδιότητα έχει και η ψ ◦ φ. Απόδειξη

Θεώρηµα 6.1.6 ΄Εστω φ : G1 → G2 ένας ισοµορφισµός οµάδων. Τότε και η αντίστροφη
συνάρτηση φ−1 : G2 → G1 είναι ισοµορφισµός. Απόδειξη

Γράφουµε G1 � G2 αν οι δύο οµάδες G1, G2 είναι ισόµορφες, δηλαδή, αν υπάρχει
κάποιος ισοµορφισµός φ : G1 → G2. Προφανώς, G � G για κάθε οµάδα γιατί η ταυτοτική
απεικόνιση G → G είναι ισοµορφισµός. Από τα τελευταία δύο ϑεωρήµατα, η � είναι
σχέση ισοδυναµίας. ∆ύο ισόµορφες οµάδες έχουν τις ίδιες αλγεβρικές ιδιότητες. Π.χ.(1)
έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων, (2) αν η µια περιέχει ένα στοιχείο τάξης m, τότε και η
άλλη περιέχει ένα στοιχείο τάξης m (ϐλέπε Θεώρηµα 6.1.3), (3) αν η µια είναι αβελιανή,
τότε και η άλλη είναι αβελιανή, (4) αν η µια είναι κυκλική, τότε και η άλλη είναι κυκλική
(ϐλέπε Θεώρηµα 6.1.4). Στην ΄Αλγεβρα, δύο ισόµορφες οµάδες ϑεωρούνται ίδιες.

Θεώρηµα 6.1.7 Η µόνη άπειρη κυκλική οµάδα είναι η Z. Απόδειξη

Πόρισµα 6.1.8 ∆ύο άπειρες κυκλικές οµάδες είναι ισόµορφες.

Θεώρηµα 6.1.9 ∆ύο πεπερασµένες κυκλικές οµάδες της ίδιας τάξης είναι ισόµορφες. Α-

πόδειξη

Πόρισµα 6.1.10 Η µόνη κυκλική οµάδα ταξης n είναι η Zn.
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6.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.2.1 ∆είξτε ότι η φ : R → R+, όπου φ(x) = ex , είναι οµοµορφισµός. Είναι η φ
ισοµοµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.2 ∆είξτε ότι η f : R → R∗, όπου f (x) = 2x , είναι οµοµορφισµός. Είναι η f
µονοµορφισµός, επιµορφισµός ή ισοµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.3 Είναι η f : R∗ → R∗, όπου f (x) = |x |, οµοµορφισµός, µονοµορφισµός,
επιµορφισµός ή ισοµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.4 Είναι η g : R→ R, όπου g(x) = |x |, οµοµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.5 Να εξετάσετε κατά πόσον οι συναρτήσεις f, g, h : R→ R, οι οποίες ορίζονται
µε f (x) = 2x + 3, g(x) = 5x, h(x) = x5, είναι ισοµορφισµοί ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.6 Υπάρχουν δύο από τις οµάδες Z4, Z2×Z2, Z6, S3, Z2×Z4, Z8, Z2×Z2×Z2
που να είναι ισόµορφες ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.7 ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός. Πόσες οµάδες τάξης p υπάρχουν ; Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 6.2.8 ΄Εστω G µια µη κυκλική οµάδα τάξης 4. Να δείξετε ότι

1. x2 = e, άρα x = x ′, για κάθε x ∈ G,

2. xy = z, αν x, y, z είναι τα διακεκριµένα µη ταυτοτικά στοιχεία της G,

3. η G είναι αβελιανή.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.2.9 ΄Εστω G1, G2 δύο µη κυκλικές οµάδες τάξης 4, και f : G1 → G2 µία 1 − 1
και επί συνάρτηση µε f (e) = e. Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.10 Πόσες οµάδες τάξης 4 υπάρχουν ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.11 Πόσοι ισοµορφισµοί f : V → V υπάρχουν ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.12 ΄Εστω G,H δύο οµάδες πεπερασµένης τάξης, φ : G → H ένας οµοµορφι-
σµός, a ∈ G, m = o(a) και n = o(φ(a)). Να δείξετε ότι

1. n|m, και

2. m = n όταν ο φ είναι µονοµορφισµός.

Ισχύει πάντοτε ότι m = n, ακόµη και όταν ο φ είναι απλά ένας οµοµορφισµός ;
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.13 Πόσοι οµοµορφισµοί f : Z4 → Z7 υπάρχουν ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.14 ΄Εστω G µια οµάδα. Η f : G → G ορίζεται µε f (x) = x ′. Αν η f είναι
οµοµορφισµός, να δείξετε ότι η G είναι αβελιανή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.15 ΄Εστω G µια οµάδα. Η f : G → G ορίζεται µε f (x) = x2. Αν η f είναι
οµοµορφισµός, να δείξετε ότι η G είναι αβελιανή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.2.16 ΄Εστω G µια αβελιανή οµάδα και n ∈ Z. Η f : G → G ορίζεται µε
f (x) = xn. Να δείξετε ότι η f είναι οµοµορφισµός. Υπόδειξη-Λύση
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6.3. Κανονικές υποοµάδες και πυρήνες οµοµορφισµών

Μια υποοµάδα H µιας οµάδας G λέγεται κανονική υποοµάδα αν

g ∈ G, h ∈ H ⇒ ghg′ ∈ H.

Πρόταση 6.3.1 Κάθε υποοµάδα H µιας αβελιανής οµάδας G είναι κανονική. Απόδειξη

Πρόταση 6.3.2 Η An είναι κανονική υποοµάδα της Sn. Απόδειξη

Ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού φ : G → H είναι το σύνολο

{g ∈ G : φ(g) = e},

συµβολίζεται δε µε Kerφ. Προφανώς, e ∈ Kerφ. Αυτό έπεται από το Θεώρηµα 6.1.2, στο
οποίο ϐασίζονται και τα επόµενα τρία αποτελέσµατα.

Πρόταση 6.3.3 ΄Ενας οµοµορφισµός φ : G → H είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν
Kerφ = {e}. Απόδειξη

Θεώρηµα 6.3.4 ΟπυρήναςKerφ ενός οµοµορφισµούφ : G → H είναι κανονική υποοµάδα
της G. Απόδειξη

Πρόταση 6.3.5 ΄Εστω φ : G1 → G2 ένας οµοµορφισµός οµάδων και H µια υποοµάδα της
G1. Τότε η ευθεία εικόνα της H µέσω της φ

φ(H) = {φ(x) : x ∈ H}

είναι µια υποοµάδα της G2. Απόδειξη

∆εδοµένου οµοµορφισµού οµάδων φ : G → H, η εικόνα
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φ(G) = {φ(x) : x ∈ G}

συµβολίζεται µε Imφ. Προφανώς, η φ είναι επί αν και µόνον αν Imφ = H.

Πρόταση 6.3.6 ΄Εστω H µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G. Τότε για κάθε g ∈ G και
h ∈ H,

1. υπάρχει h1 ∈ H µε gh = h1g,

2. υπάρχει h2 ∈ H µε hg = gh2.

Απόδειξη

6.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.4.1 ∆είξτε ότι η υποοµάδα H = 〈(1 2)〉 της S3 δεν είναι κανονική. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 6.4.2 ∆είξτε ότι η υποοµάδαH = 〈(1 2 3)〉 της S3 είναι κανονική. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.3 ∆είξτε ότι κάθε υποοµάδα H οµάδας G µε |G : H | = 2 είναι κανονική.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.4 ∆είξτε ότι η f : Z12 → Z12 που ορίζεται µε f (x) = 3x είναι οµοµορφισµός.
Βρείτε τα σύνολα Kerf και Imf . Είναι ο f µονοµορφισµός ή επιµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.5 Ο οµοµορφισµός f : R∗ → R∗ ορίζεται µε f (x) = |x |.
Βρείτε τα σύνολα Kerf και Imf . Είναι ο f µονοµορφισµός ή επιµορφισµός ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.6 Η f : Sn → Z2 στέλνει τις άρτιες µεταθέσεις στο 0 και τις περιττές στο 1.
∆είξτε ότι η f είναι οµοµορφισµός και ϐρείτε τα σύνολα Kerf και Imf . Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.4.7 ΄Εστω H1, H2 υποοµάδες µιας οµάδας G. ∆είξτε ότι και η τοµή τους H1∩H2
είναι υποοµάδα της G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.8 ΄Εστω H1, H2 κανονικές υποοµάδες µιας οµάδας G. ∆είξτε ότι και η τοµή
τους H1 ∩ H2 είναι κανονική υποοµάδα της G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.9 ΄Εστω G µία οµάδα και a ∈ G. ∆είξτε ότι η f : G → G που ορίζεται µε
f (x) = axa′ είναι ισοµορφισµός οµάδων. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.4.10 ΄Εστω G µία οµάδα. ΄Εστω ότι η H είναι η µόνη υποοµάδα της G τάξης
m. ∆είξτε ότι η H είναι κανονική υποοµάδα της G. Υπόδειξη-Λύση

6.5. Οµάδες πηλίκα

Στο κεφάλαιο αυτό το H παριστάνει µια κανονική υποοµάδα µιας οµάδας G και το G/H
συµβολίζει το σύνολο των αριστερών συµπλόκων της H στην G. Αξίζει να υπενθυµίσουµε
ότι τα αριστερά σύµπλοκα είναι κλάσεις ισοδυναµίας ως προς τη σχέση ισοδυναµίας ∼
που ορίζεται µε

x ∼ y⇔ x ′y ∈ H.

Συνεπώς, xH = yH ⇔ y ∈ xH ⇔ y = xh για κάποιο h ∈ H. Επίσης, xH = H ⇔ x ∈ H.

Σκοπός µας είναι να µετατρέψουµε το G/H σε οµάδα. Ορίζουµε, λοιπόν, µια πράξη
∗ στο G/H µε xH ∗ yH = xyH, όπου, ως συνήθως το xy συµβολίζει το γινόµενο των x, y
στην G. Προκύπτει αµέσως το ερώτηµα κατά πόσο η ∗ είναι καλά ορισµένη: ΄Εστω ότι
x1H = x2H και y1H = y2H, οπότε x2 = x1h1 και y2 = y1h2 για κάποια h1, h2 ∈ H.
Θέλουµε να δείξουµε ότι x1x2H = y1y2H. ΄Εχουµε x2y2 = x1h1y1h2 και, επειδή η H είναι
κανονική υποοµάδα, από την Πρόταση 6.3.6, h1y1 = y1h3 για κάποιο h3 ∈ H. Συνεπώς,
έχουµε h3h2 ∈ H και x2y2 = x1(y1h3)h2 = (x1y1)(h3h2). ΄Αρα, x1x2H = y1y2H.
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Θεώρηµα 6.5.1 Το (G/H, ∗) αποτελεί οµάδα µε ταυτοτικό το H = eH και αντίστροφο του
xH το x ′H. Επιπλέον, ισχύουν και τα εξής.

1. Η π : G → G/H που στέλνει το x στο xH είναι επιµορφισµός µε Kerπ = H.

2. Αν η G είναι αβελιανή, τότε και η H είναι αβελιανή.

3. Αν η G είναι κυκλική, τότε και η H είναι κυκλική.

4. Αν η G είναι πεπερασµένη, τότε |G/H | = |G|
|H | .

Απόδειξη

Η G/H µε την παραπάνω πράξη λέγεται η οµάδα πηλίκο της G δια H ή η οµάδα
πηλίκο της G modulo H. Ο επιµορφισµός π : G → G/H λέγεται η ϕυσική απεικόνιση
της G στην G/H.

Θεώρηµα 6.5.2 (Το Θεµελιώδες ϑεώρηµα οµοµορφισµού). ΄Εστω φ : G → K ένας οµο-
µορφισµός. Τότε G/Kerφ � Imφ. Απόδειξη

Πόρισµα 6.5.3 ΄Εστω φ : G → K ένας επιµορφισµός. Τότε G/Kerφ � K. Απόδειξη

Σηµείωση. Από τώρα και στο εξής, επανερχόµαστε στη συνήθη πρακτική όπου το
γινόµενο δύο στοιχείων xH, yH της G/H γράφεται ως xHyH. Μόνη εξαίρεση αποτελεί η
περίπτωση που η πράξη της G ειναι η + οπότε υιοθετούµε το ίδιο συµβολο για την πράξη
της οµάδας πηλίκο, γράφοντας (x +H) + (y +H) για το «γινόµενο» δύο µελών (x +H) και
(y + H) της G/H.
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6.6. Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.6.1 Να αναγνωρίσετε την οµάδα πηλίκο Sn/An. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.2 Να κάνετε τον πίνακα και στη συνέχεια να αναγνωρίσετε την οµάδα πηλίκο
Z/4Z. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.3 Να κάνετε τον πίνακα και στη συνέχεια να αναγνωρίσετε την οµάδα πηλίκο
Z4 × Z2/〈(2,0)〉. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.4 Να κάνετε τον πίνακα και στη συνέχεια να αναγνωρίσετε την οµάδα πηλίκο
Z4 × Z2/〈2,1〉. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.5 ΄Εστω a ένα στοιχείο µιας οµάδας G. Να δείξετε ότι η φ : Z → G που
ορίζεται µε φ(n) = an είναι οµοµορφισµός. Ποιος είναι ο πυρήνας του ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.6 Να δείξετε ότι Zm = Z/mZ, για κάθε m ∈ Z. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.7 Αναγνωρίστε την οµάδα Zm × Zn/〈(1,0)〉. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.6.8 ∆είξτε ότι η f : Z × Z → Z που ορίζεται µε f (x, y) = x − y είναι ένας
επιµορφισµός.
Αναγνωρίστε την οµάδα Z × Z/〈(1,1)〉. Υπόδειξη-Λύση

6.7. Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.7.1 ∆είξτε ότι µια οµάδα G της οποίας η τάξη είναι άρτιος αριθµός περιέχει
στοιχείο τάξης 2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.7.2 ΄Εστω G µια οµάδα τέτοια ώστε x2 = e για κάθε x ∈ G. ∆είξτε ότι
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1. η G είναι αβελιανή.

2. αν |G| ≥ 4, τότε η G περιέχει την οµάδα του Klein V ως υποοµάδα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.7.3 ΄Εστω G µια µη κυκλική οµάδα τάξης 6. ∆είξτε ότι

1. η G περιέχει ένα στοιχείο a τάξης 2 και ένα στοιχείο b τάξης 3, µάλιστα

2. G = {e, b, b2, a, ab, ab2}.

Να κάνετε τον πίνακα πολλαπλασιασµού της G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.7.4 Πόσες µη κυκλικές οµάδες τάξης 6 υπάρχουν ; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.7.5 ∆είξτε ότι υπάρχουν µόνο δύο οµάδες τάξης 6. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 7

∆ακτύλιοι

7.1. Βασικές έννοιες και παραδείγµατα

΄Ενας δακτύλιος (S,+, ·) αποτελείται από ένα σύνολο S και δύο πράξεις, την πρόσθεση +

και τον πολλαπλασιασµό ·, οι οποίες ικανοποιούν τα εξής τρία αξιώµατα.

1. Το (S,+) αποτελεί αβελιανή οµάδα.

2. Ο πολλαπλασιασµός · είναι προσεταιριστικός.

3. Για όλα τα στοιχεία a, b, c του S, έχουµε

(α΄) a · (b + c) = (a · b) + (a · c) (αριστερός επιµεριστικός νόµος), και
(ϐ΄) (b + c) · a = (b · a) + (c · a) (δεξιός επιµεριστικός νόµος).

΄Ενας δακτύλιος (S,+, .) λέγεται µεταθετικός αν η πράξη · είναι µεταθετική. Να
σηµειωθεί ότι όταν ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός, τότε ο αριστερός επιµεριστικός
νόµος συνεπάγεται το δεξιό, και αντιστρόφως.
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Παραδείγµατα. Τα (C,+, ·), (R,+, ·), (Q,+, ·), (Z,+, ·), (nZ,+, ·), (Zn ,+, ·) είναι όλα
µεταθετικοί δακτύλιοι. Για n ≥ 2, το σύνολο των n×n πινάκων, εφοδιασµένο µε τις γνωστές
πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού πινάκων, αποτελεί µη µεταθετικό δακτύλιο.

΄Εστω (S,+, .) ένας δακτύλιος. Το ουδέτερο στοιχείο του S ως προς την +, ως συνήθως,
συµβολίζεται µε 0, το −a παριστάνει το αντίθετο του a και το a + (−b) απλοποιείται
σε a − b. ΄Ολοι οι παραπάνω δακτύλιοι, µε εξαίρεση τον (nZ,+, ·) για n ≥ 2, έχουν
ταυτοτικό στοιχείο ως προς τον πολλαπλασιασµό. Σηµειώστε ότι το ταυτοτικό στοιχείο ως
προς τον πολλαπλασιασµό του Z1 είναι το 0. Αν ο S έχει ταυτοτικό στοιχείο ως προς τον
πολλαπλασιασµό το οποίο είναι διάφορο του 0, το µοναδικό αυτό στοιχείο συµβολίζεται
µε 1 και λέγεται το µοναδιαίο στοιχείο του S.
Σε ένα δακτύλιο S, το γινόµενο a ·b απλοποιείται σε ab, δηλαδή, παραλείπεται το σύµβολο
του πολλαπλασιασµού. Επίσης, υιοθετείται η σύµβαση ότι σε εκφράσεις που περιέχουν
τα σύµβολα · και + (ή −), ο πολλαπλασιασµός εκτελείται πρώτα. Η σύµβαση αυτή µας
επιτρέπει να παραλείπουµε κάποιες παρενθέσεις. ΄Ετσι το −(a · b) απλοποιείται σε −ab
και οι επιµεριστικοί νόµοι γράφονται

a(b + c) = ab + ac και (b + c)a = ba + ca.

Επαγωγικά δε οι επιµεριστικοί νόµοι γενικεύονται σε

a(b1 + b2 + ... + bn) = ab1 + ab2 + ... + abn και
(b1 + b2 + ... + bn)a = b1a + b2a + ... + bna.

Πρόταση 7.1.1 Για όλα τα στοιχεία a, b, c ενός δακτυλίου S,

1. a0 = 0 και 0a = 0,

2. a(−b) = (−a)b = −ab,

3. (−a)(−b) = ab,
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4. (a − b)c = ac − bc και c(a − b) = ca − cb,

5. αν ο S έχει µοναδιαίο στοιχείο 1, τότε a(−1) = (−1)a = −a.

Απόδειξη

΄Εστω S ένας δακτύλιος µε 1. Τα αντιστρέψιµα (ως προς τον πολλαπλασιασµό) στοιχεία
του S λέγονται και µονάδες του S. Το σύνολο όλων των µονάδων του S, ϑα συµβολίζεται
µε U (S). Σηµειώστε ότι το 0 δεν είναι αντιστρέψιµο γιατί x0 = 0 , 1, για κάθε x ∈ S.

Πρόταση 7.1.2 ΄Εστω S ένας δακτύλιος µε 1. Τότε το U (S) αποτελεί οµάδα ως προς τον
πολλαπλασιασµό. Απόδειξη

Σηµειώστε ότι σε δακτύλιο S µε 1 το γινόµενο δύο αντιστρέψιµων στοιχείων είναι
διάφορο του 0 αφού ανήκει στο U (S).
΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος S µε 1 όπου

a , 0, b , 0⇒ ab , 0

ονοµάζεται ακέραια περιοχή. Η παραπάνω ιδιότητα γράφεται ισοδύναµα στην µορφή

ab = 0⇒ a = 0 ή b = 0.

΄Ενας µεταθετικός δακτύλιος S µε 1 ονοµάζεται σώµα αν κάθε µη µηδενικό στοιχείο
του S είναι αντιστρέψιµο, δηλαδή, αν U (S) = S \ {0}. Κάθε σώµα είναι και ακέραια
περιοχή, αφού τα µη µηδενικά στοιχεία καθώς και τα γινόµενά τους είναι προφανώς
αντιστρέψιµα.
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Παραδείγµατα. Τα (C,+, ·), (R,+, ·), (Q,+, ·) είναι σώµατα, όχι όµως τα (Z,+, ·),
(nZ,+, ·). Το (Zn ,+, ·) είναι σώµα αν και µόνον αν ο αριθµός n είναι πρώτος (ϐλέπε
Θεώρηµα 3.5.4 και ΄Ασκηση 7.2.7).
Το Z είναι µια ακέραια περιοχή, όχι όµως τα Z4,Z6,Z8,Z9 . . ..

Πρόταση 7.1.3 ΄Ενας δακτύλιος S που έχει µοναδιαίο στοιχείο είναι σώµα αν και µόνον
αν το σύνολο S \ {0} αποτελεί αβελιανή οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό. Απόδειξη

΄Εστω S ένας δακτύλιος και a, b ∈ S. Αν για κάποιο q ∈ S, b = qa, τότε λέµε ότι το a
διαιρεί το b ή ότι το a είναι παράγοντας του b ή ότι το b είναι πολλαπλάσιο του a, και
γράφουµε a|b.

Πρόταση 7.1.4 Για κάθε a, b, c, s, t ∈ S,

1. a|0,

2. a|b ⇒ (−a)|b, a|(−b),

3. a|b, b|c ⇒ a|c,

4. c|a, c|b ⇒ c|(sa + tb).

Απόδειξη

Σε δακτύλιο S, αν c|a και c|b, τότε το c λέγεται κοινός διαιρέτης των a, b. Το d
λέγεται (ένας) µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b αν (1) το d είναι κοινός διαιρέτης
των a, b και (2) κάθε κοινός διαιρέτης των a, b διαιρεί και τον d. ∆εν αποκλείεται το
ενδεχόµενο να υπάρχουν περισσότεροι από ένα µέγιστοι κοινοί διαιρέτες δύο στοιχείων σε
κάποιους δακτυλίους S. Στην περίπτωση του δακτυλίου Z, η µοναδικότητα του µεγίστου
κοινού διαιρέτη ήταν αποτέλεσµα της πρόσθετης απαίτησης να είναι ένας ϑετικός αριθµός.
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Θεώρηµα 7.1.5 (Ευκλείδειος αλγόριθµος). Για δεδοµένα στοιχεία a, b ενός δακτυλίου S,
έστω ότι υπάρχουν q1, q2, . . . , qn+1, r1, r2, . . . , rn ∈ S τέτοια ώστε

a = q1b + r1

b = q2r1 + r2

r1 = q3r2 + r3

. . .

rn−2 = qnrn−1 + rn

rn−1 = qn+1rn + 0.

Τότε το rn είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b. Απόδειξη

7.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.2.1 Ισχύει στον Z6 η εξής συνεπαγωγή ;

a · b = 0⇒ a = 0 ή b = 0.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.2 Είναι ο πολλαπλασιασµός πράξη στο Z∗9; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.3 Αναγνωρίστε την οµάδα U (Z9). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.4 Αναγνωρίστε την οµάδα U (Z18). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.5 Είναι η οµάδα U (Z24) κυκλική ;. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.6 ΄Εστω a ένα αντιστρέψιµο στοιχείο δακτυλίου S µε 1. Να αποδείξετε τους
κανόνες απαλοιφής
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1. ab = ac ⇒ b = c,

2. ba = ca ⇒ b = c.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.7 Αν ένας ακέραιος n > 1 δεν είναι πρώτος, να δείξετε ότι ο δακτύλιος Zn
δεν είναι σώµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.8 ΄Εστω S ένας µεταθετικός δακτύλιος µε 1 και u ∈ U (S). Να δείξετε ότι για
κάθε a, b ∈ S,

1. u|a,

2. a|u ⇒ a ∈ U (S),

3. a|b ⇔ ua|b.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.9 Στο Z6 ϐρείτε

1. τους κοινούς διαιρέτες των 2,4,

2. τους µέγιστους κοινούς διαιρέτες των 2,4,

3. τους κοινούς διαιρέτες των 2,3,

4. τους µέγιστους κοινούς διαιρέτες των 2,3.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.10 Σε ακέραια περιοχή D, να δείξετε ότι
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1. ab = ac, a , 0⇒ b = c,

2. a|b, b|a ⇔ b = ua για κάποιο u ∈ U (D).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.11 ΄Εστω ότι e, d είναι µκδ δύο στοιχείων µιας ακέραιας περιοχής D. Να
δείξετε ότι e = ud για κάποιο u ∈ U (D). Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 72 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

7.3. Πολυώνυµα

΄Ενα πολυώνυµο p(x) µε συντελεστές σε ένα δακτύλιο S είναι µια τυπική έκφραση της
µορφής

p(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + . . .,

όπου a0, a1, a2, a3, . . . ∈ S και για κάποιο ακέραιο m ≥ 0, am+1 = am+2 = am+3 . . . =

0. Τα a0, a1, a2, a3, . . . λέγονται οι συντελεστές του p(x). Το a0 καλείται ο σταθερός
συντελεστής του p(x), και το an ο συντελεστής ϐαθµού n.

Σηµείωση: Ο προσδιορισµός τυπική έκφραση στον παραπάνω ορισµό σηµαίνει ακρι-
ϐώς ότι δύο πολυώνυµα µε συντελεστές a0, a1, a2, a3, . . . και b0, b1, b2, b3, . . ., αντίστοιχα,
ϑα ϑεωρούνται ίσα αν και µόνον αν για κάθε n ≥ 0, έχουµε an = bn.

Συνήθως, στη γραφή του p(x) παραλείπονται οι όροι µε µηδενικό συντελεστή. ΄Ετσι,
το p(x) = akxk είναι το πολυώνυµο του οποίου όλοι οι συντελεστές είναι µηδενικοί, εκτός
ενδεχοµένως του συντελεστή ϐαθµού k. Και το

p(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + . . . + amxm ,

είναι το πολυώνυµο του οποίου όλοι οι συντελεστές ϐαθµού > m είναι µηδενικοί, χωρίς
να προεξοφλείται ότι a0, a1, . . . , am , 0.
΄Ενα πολυώνυµο της µορφής p(x) = a0 λέγεται σταθερό πολυώνυµο ή πολυώνυµο ϐαθ-
µού 0. Ο µεγαλύτερος ακέραιος για τον οποίον ο αντίστοιχος συντελεστής ενός µη στα-
ϑερού πολυωνύµου p(x) δεν είναι µηδενικός λέγεται ο ϐαθµός του p(x) και συµβολίζεται
µε deg(p(x)).

Το S[x] ϑα συµβολίζει το σύνολο όλων των πολυωνύµων µε συντελεστές σε ένα δακτύ-
λιο S. Στο S[x] ορίζονται οι πράξεις +, · ως εξής.
΄Εστω p(x) και q(x) δύο µέλη του S[x] µε συντελεστές a0, a1, a2, a3, . . . και b0, b1, b2, b3, . . .,
αντίστοιχα. Τοτε
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1. το p(x) + q(x) είναι το πολυώνυµο µε συντελεστή ϐαθµού n το an + bn,

2. το p(x).q(x) είναι το πολυώνυµο µε συντελεστή ϐαθµού n το
a0bn + a1bn−1 + . . . + anb0 =

∑
i+j=n aibj.

Πρόταση 7.3.1 Το (S[x],+, ·) είναι δακτύλιος για κάθε δακτύλιο S. Επιπλέον,

1. αν ο S είναι µεταθετικός, τότε και ο S[x] είναι µεταθετικός,

2. αν ο S έχει 1, τότε και ο S[x] έχει 1,

3. deg(p(x) + q(x)) ≤ max{deg(p(x)), deg(q(x))} για κάθε p(x), q(x) ∈ S[x],

4. deg(p(x)q(x)) ≤ deg(p(x)) + deg(q(x)) για κάθε p(x), q(x) ∈ S[x],

5. αν ο S είναι µια ακέραια περιοχή, τότε και ο S[x] είναι ακέραια περιοχή και deg(p(x)q(x)) =

deg(p(x)) + deg(q(x)) για κάθε p(x), q(x) ∈ S[x] \ {0}.

Απόδειξη

Να σηµειωθεί ότι, στον Z6[x], τα p(x) = 2x3 και q(x) = 3x3 έχουν ϐαθµό 3, ενώ
p(x)q(x) = 0.

Θεώρηµα 7.3.2 (Αλγόριθµος διαίρεσης). ΄Εστω F ένα σώµα και f (x), g(x) ∈ F [x] µε
g(x) , 0. Τότε υπάρχουν q(x), r(x) ∈ F [x] τέτοια ώστε

f (x) = q(x)g(x) + r(x) και r(x) = 0 ή deg(r(x)) < deg(g(x)).

Απόδειξη
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Σηµείωση: Το q(x) στο Θεώρηµα 7.3.2 καλείται το πηλίκο της διαίρεσης του f (x) µε
το g(x), και το r(x) το υπόλοιπο.

΄Οπως και στον δακτύλιο Z, µε δεδοµένο τον Ευκλείδειο αλγόριθµο, ο αλγόριθµος
διαίρεσης µας εξασφαλίζει µια διαδικασία εύρεσης ενός µέγιστου κοινού διαιρέτη δύο
πολυωνύµων f (x), g(x) στον F [x], η οποία, µάλιστα, µας επιτρέπει να τον εκφράσουµε ως
γραµµικό συνδυασµό των f (x), g(x).

Παράδειγµα 1. ΄Εστω ότι ϑέλουµε ένα µκδ(f (x), g(x)) στο Q[x], όπου f (x) = x4 + x2 +

x + 1, g(x) = x2 + 1.
Κάνοντας, µε το γνωστό τρόπο, διαδοχικές διαιρέσεις, έχουµε

f (x) = x4 + x2 + x + 1 = x2(x2 + 1) + (x + 1), r1(x) = x + 1
g(x) = x2 + 1 = (x − 1)(x + 1) + 2, r2(x) = 2

r1(x) = x + 1 =
1
2

(x + 1)2 + 0

Από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο, το r2(x) = 2 είναι ένας µκδ(f (x), g(x))). Από τις παραπάνω
εξισώσεις,

2 = g(x) − (x − 1)(x + 1)
= g(x) − (x − 1)(f (x) − x2g(x)
= (1 − x)f (x) + (x3 − x2 + 1)g(x).

Παράδειγµα 2. Για να ϐρούµε στο Z2[x] ένα µκδ(f (x), g(x)), όπου f (x) = x4 + x2 + x +
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1, g(x) = x2 + 1, κάνοντας διαδοχικές διαιρέσεις, έχουµε

f (x) = x4 + x2 + x + 1 = x2(x2 + 1) + (x + 1),
g(x) = x2 + 1 = (x + 1)(x + 1) + 0

΄Αρα το x + 1 είναι ένας µκδ(f (x), g(x)).
Προφανώς, x + 1 = f (x) − x2g(x).

Παράδειγµα 3. Για να ϐρούµε στο Z11[x] ένα µκδ(f (x), g(x)), όπου f (x) = x4 + x2 +

x + 1, g(x) = x2 + 1, κάνοντας διαδοχικές διαιρέσεις, έχουµε

f (x) = x4 + x2 + x + 1 = x2(x2 + 1) + (x + 1),
g(x) = x2 + 1 = (x − 1)(x + 1) + 2,

x + 1 = 6(x + 1)2 + 0.

Από τον Ευκλείδειο αλγόριθµο, το 2 είναι ένας µκδ(f (x), g(x)). Από τις παραπάνω εξισώ-
σεις,

2 = g(x) − (x − 1)(x + 1)
= g(x) − (x − 1)(f (x) − x2g(x)
= (1 − x)f (x) + (x3 − x2 + 1)g(x).

΄Εστω S ένας δακτύλιος. Για κάθε a ∈ S και κάθε πολυώνυµο
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p(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + . . . + amxm

µε συντελεστές στον S, p(a) συµβολίζει το στοιχείο του S πού προκύπτει όταν στο p(x)
αντικαταστήσουµε το x µε το a. ∆ηλαδή,

p(a) = a0 + a1a + a2a2 + a3a3 + . . . + amxm .

Αν p(a) = 0, το a λέγεται ϱίζα του p(x). Αν f (x) = p(x) +q(x) και g(x) = p(x)q(x), εύκολα
επαληθεύεται ότι f (a) = p(a) + q(a) και g(a) = p(a)q(a).

Πρόταση 7.3.3 ΄Εστω F ένα σώµα, a ∈ F και f (x) ∈ F [x]. Τότε το x − a διαιρεί το f (x) αν
και µόνον αν το a είναι ϱίζα του f (x). Απόδειξη

Πρόταση 7.3.4 ΄Εστω F ένα σώµα και f (x) ∈ F [x] µε deg(f (x)) = n > 0. Τότε στο F το
f (x) έχει ≤ n ϱίζες. Απόδειξη

΄Εστω S ένας δακτύλιος και f (x) ∈ S[x] µε degf (x) = n > 0. Το f (x) λέγεται α-
ναγώγιµο πάνω από τον S αν είναι γινόµενο δύο πολυωνύµων g(x), h(x) ∈ S[x] µε
deg(g(x)) < n, deg(h(x)) < n. ∆ιαφορετικά το f (x) λέγεται ανάγωγο πάνω από το S.
Προφανώς, όλα τα πολυώνυµα ϐαθµού 1 είναι ανάγωγα.

Πρόταση 7.3.5 ΄Εστω F ένα σώµα και f (x) ∈ F [x] µε degf (x) = n > 1. Αν το f (x) έχει
κάποια ϱίζα a ∈ F , τότε το f (x) είναι αναγώγιµο πάνω από το F . Απόδειξη

Σηµειώστε ότι το γεγονός ότι το f (x) = (x2 + 1)(x2 + 1) δεν έχει ϱίζες στο R δεν
εξασφαλίζει ότι το f (x) είναι ανάγωγο πάνω από το R.

Πρόταση 7.3.6 ΄Εστω F ένα σώµα και f (x) ∈ F [x] µε deg(f (x)) = 2 ή 3. Τότε το f (x)
είναι αναγώγιµο πάνω από το F αν και µόνον αν το f (x) έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο F .
Απόδειξη
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7.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.4.1 Να δείξετε ότι τα q(x) και r(x) στο Θεώρηµα 7.3.2 είναι µοναδικά. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 7.4.2 Βρείτε ένα µκδ των 2x3 + 2x2 + 1 και 3x2 + 2 στο Z5[x]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.3 Βρείτε ένα µκδ των f (x) = x5 + 2 και g(x) = 3x3 + 1 στο Z11[x]. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 7.4.4 Βρείτε ένα µκδ των f (x) = x7 + 2x6 + 3x5 + x4 + 2x + 5 και g(x) = 3x4 + 4
στο Z7[x]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.5 Είναι το f (x) = x4 + 4x2 + 3 αναγώγιµο πάνω από το R; ΄Εχει ϱίζες στο R;
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.6 Είναι το f (x) = x3 + 3x + 2 ανάγωγο πάνω από το Z2;
Αναλύστε το f (x) σε γραµµικούς παράγοντες πάνω από το Z2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.7 Αναλύστε το f (x) = x3 + 3x + 2 σε γραµµικούς παράγοντες πάνω από το
Z3.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.8 Εξετάστε αν το f (x) = x4 + 4 αναλύεται σε γραµµικούς παράγοντες πάνω
από το Z5. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.9 Εξετάστε αν το f (x) = x3 +3x+2 είναι ανάγωγο πάνω από το Z5. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 7.4.10 Εξετάστε αν το f (x) = x3 +x+1 είναι ανάγωγο πάνω από το Z7. Υπόδειξη-

Λύση
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΄Ασκηση 7.4.11 Εξετάστε αν το f (x) = x3+x+1 είναι ανάγωγο πάνω από το Z11. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 7.4.12 Για ποιους πρώτους αριθµούς p, είναι το x + 4 παράγοντας του f (x) =

x3 + x + 2 στο Zp[x]; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.13 ∆είξτε ότι το f (x) = x4 +x3 +x +1 είναι αναγώγιµο πάνω από οποιοδήποτε
σώµα F . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.14 Βρείτε όλες τις ϱίζες του x2 − 1 στον Z8. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.4.15 ΄Εστω ότι κάποια διακεκριµένα στοιχεία a1, a2, . . . , ak ενός σώµατος F
είναι ϱίζες ενός πολυωνύµου f (x) ∈ F [x].
Να δείξετε ότι το πολυώνυµο (x − a1)(x − a2) . . . (x − ak) διαιρεί το f (x). Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 8

Ιδεώδη και Οµοµορφισµοί
∆ακτυλίων

8.1. Υποδακτύλιοι

Στη ϑεωρία οµάδων οι έννοιες της υποοµάδας και της κανονικής υποοµάδας είναι πολύ
σηµαντικές. Οι αντίστοιχες έννοιες στη ϑεωρία δακτυλίων είναι εκείνες του υποδακτυλίου
και του ιδεώδους.

΄Εστω (S,+, ·) ένας δακτύλιος. ΄Ενα υποσύνολο H του S λέγεται υποδακτύλιος του S
αν είναι κλειστό ως προς τις πράξεις + και · και το (H,+, ·) αποτελεί δακτύλιο. Προφανώς,
το H είναι υποδακτύλιος του S αν και µόνον αν το H είναι κλειστό ως προς τις πράξεις +

και · και το (H,+) αποτελεί υποοµάδα της (S,+).
΄Ενα υποσύνολο H ενός δακτυλίου S λέγεται ιδεώδες του S αν

(i) το (H,+) είναι υποοµάδα της (S,+) και
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(ii) για κάθε h ∈ H και κάθε s ∈ S, τα στοιχεία hs και sh ανήκουν στο H.

Προφανώς, κάθε ιδεώδες του S είναι και υποδακτύλιος του S.

Παραδείγµατα. Για κάθε n ∈ N, το nZ είναι ένα ιδεώδες του Z.
Το Z είναι ένας υποδακτύλιος του Q, δεν είναι όµως ένα ιδεώδες του Q.

Πρόταση 8.1.1 ΄Εστω H ένα µη κενό υποσύνολο ενός µεταθετικού δακτυλίου S µε 1.
Τότε το H είναι ιδεώδες του S αν και µόνον αν sa + tb ∈ H για κάθε a, b ∈ H και s, t ∈ S.
Απόδειξη

Από την Πρόταση 8.1.1, για κάθε µέλος a ενός µεταθετικού δακτυλίου S µε 1, το
σύνολο

〈a〉 = {sa : s ∈ S},

δηλαδή, το σύνολο όλων των πολλαπλασίων του a, αποτελεί ένα ιδεώδες του S. Το 〈a〉
λέγεται το κύριο ιδεώδες µε γεννήτορα το a ή το κύριο ιδεώδες που παράγεται από το
a.

8.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.2.1 ∆είξτε ότι το σύνολο Z(i) = {m + ni : m, n ∈ Z} είναι υποδακτύλιος του C.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.2 ∆είξτε ότι, για κάθε k ∈ N, το σύνολο

Z(
√
k) = {m + n

√
k : m, n ∈ Z}

είναι υποδακτύλιος του R. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 8.2.3 ∆είξτε ότι, για κάθε k ∈ N το σύνολο

Q(
√
k) = {p + q

√
k : p, q ∈ Q}

είναι υπόσωµα του R. Υπόδειξη-Λύση

Σηµείωση ΄Ενα υποσύνολο T ενός σώµατος S λέγεται υπόσωµα του S αν το T αποτελεί
σώµα ως προς τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού του S.

΄Ασκηση 8.2.4 Να δείξετε ότι ένα σώµα F έχει µόνο 2 ιδεώδη. Υπόδειξη-Λύση

8.3. Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

΄Εστω S και T δύο δακτύλιοι. Μια συνάρτηση φ : S → T λέγεται οµοµορφισµός δακτυ-
λίων αν για κάθε a, b ∈ S,

1. φ(a + b) = φ(a) + φ(b), και

2. φ(ab) = φ(a)φ(b).

Η (1) µας εξασφαλίζει ότι η φ : (S,+)→ (T,+) είναι οµοµορφισµός οµάδων.

Πρόταση 8.3.1 ΄Εστω φ : S → T ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Τότε

1. φ(0) = 0,

2. φ(−x) = −φ(x) για κάθε x ∈ S,

3. φ(nx) = nφ(x) για κάθε x ∈ S και n ∈ Z,

4. φ(x − y) = φ(x) − φ(y) για κάθε x, y ∈ S. Απόδειξη
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΄Ενας οµοµορφισµός δακτυλίων φ : S → T λέγεται µονοµορφισµός, επιµορφισµός,
ή ισοµορφισµός αν η συνάρτηση φ είναι 1 − 1, επί, ή 1 − 1 και επί, αντίστοιχα.

Πρόταση 8.3.2 ΄Εστω φ : S → T ένας επιµορφισµός δακτυλίων. Τότε,

1. αν ο S είναι µεταθετικός, τότε και ο T είναι µεταθετικός,

2. αν ο S έχει το 1 ως µοναδιαίο στοιχείο, τότε ο T έχει το φ(1) ως µοναδιαίο στοιχείο.

Απόδειξη

΄Εστω φ : S → T ένας οµοµορφισµός δακτυλίων. Το υποσύνολο

{s ∈ S : φ(s) = 0}

του S ονοµάζεται ο πυρήνας του φ και συµβολίζεται µε Kerφ.

Πρόταση 8.3.3 Ο πυρήνας Kerφ οµοµορφισµού δακτυλίων φ : S → T είναι ένα ιδεώδες
του S. Απόδειξη

Αντιστρόφως, όπως ϑα δείξουµε στο επόµενο Θεώρηµα, κάθε ιδεώδες ενός δακτυλίου
S είναι ο πυρήνας ενός οµοµορφισµού µε πεδίο όρισµού το S.

΄Εστω H ένα ιδεώδες ενός δακτυλίου S. Στο σύνολο S/H = {a + H : a ∈ S}, το οποίο
αποτελείται από όλα τα αριστερά σύµπλοκα της υποοµάδας H της (S,+), στη Θεωρία
Οµάδων, ορίσαµε την πράξη + µε

(a + H) + (b + H) = (a + b) + H.
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Τώρα που το S είναι εφοδιασµένο και µε την πράξη του πολλαπλασιασµού, ορίζουµε τον
πολλαπλασιασµό · στο S/H µε

(a + H) · (b + H) = ab + H.

Αν a1 + H = a2 + H και b1 + H = b2 + H, τότε a1 − a2, b1 − b2 ∈ H. Επειδή το H είναι
ιδεώδες,

(a1 − a2)b1, a2(b1 − b2) ∈ H, άρα και a1b1 − a2b2 = (a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2) ∈ H.

Συνεπώς, a1b1 + H = a2b2 + H και ο πολλαπλασιασµός στο S/H είναι καλά ορισµένος.

Θεώρηµα 8.3.4 Για κάθε ιδεώδες H ενός δακτυλίου S, το (S/H,+, .) είναι δακτύλιος µε
ουδέτερο στοιχείο το 0 + H = H. Επιπλέον, ισχύουν και τα εξής.

1. Η ϕυσική απεικόνιση π : S → S/H που στέλνει το a στο a + H είναι επιµορφισµός
δακτυλίων µε Kerπ = H.

2. Αν ο S είναι µεταθετικός, το ίδιο ισχύει και για τον S/H.

3. Αν ο S έχει µοναδιαίο στοιχείο 1, τότε ο S/H έχει το 1 + H ως µοναδιαίο στοιχείο.

4. Αν ο S είναι πεπερασµένος, τότε |S| = |S/H ||H |.

Απόδειξη

Ο δακτύλιος S/H λέγεται ο δακτύλιος πηλίκο του S modulo H.

Θεώρηµα 8.3.5 ΄Εστω F ένα σώµα και f (x) ένα πολυώνυµο του F [x] µε deg(f (x)) = n > 0.
Τότε

1. κάθε µέλος του F [x]/〈f (x)〉 γράφεται µε µοναδικό τρόπο στη µορφή r(x) + 〈f (x)〉,
όπου r(x) ∈ F [x] µε degr(x) < n, και
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2. όταν το f (x) ένα ανάγωγο, ο δακτύλιος πηλίκο F [x]/〈f (x)〉 είναι σώµα.

Απόδειξη

Πόρισµα 8.3.6 ΄Εστω p ένας πρώτος αριθµός και f (x) ένα ανάγωγο πολυώνυµο του Zp[x]
µε deg(f (x)) = n > 0. Τότε ο δακτύλιος πηλίκο F [x]/〈f (x)〉 είναι ένα σώµα που περιέχει
pn στοιχεία. Απόδειξη

8.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.4.1 ΄Εστω f (x) = x3 + x2 + x + 1 και F ένα σώµα. Εξετάστε αν το πηλίκο
F [x]/〈f (x)〉 είναι σώµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.4.2 Κάνετε τους πίνακες πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού για τον δακτύλιο
Z2[x]/〈f (x)〉, όπου f (x) = x2 + x + 1.

1. Αναγνωρίστε την οµάδα (Z2[x]/〈f (x)〉,+).

2. ∆είξτε ότι ο Z2[x]/〈f (x)〉 είναι σώµα, χωρίς τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος 8.3.5.

3. Βρείτε όλες τις ϱίζες του x2 + x + 1 στο Z2[x]/〈f (x)〉.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.4.3 1. ∆είξτε ότι ο δακτύλιος Z2[x]/〈f (x)〉, όπου f (x) = x3 + x2 + 1, είναι
σώµα. ∆ώστε όλα τα στοιχεία του και αναγνωρίστε την οµάδα των µονάδων του.

2. Βρείτε την τιµή του f στα σηµεία α = x + 〈f (x)〉, � = (1+x) + 〈f (x)〉 και γ = x2 + 〈f (x)〉
του Z2[x]/〈f (x)〉.

3. Βρείτε όλες τις ϱίζες του f (x) στο Z2[x]/〈f (x)〉.
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 8.4.4 1. ∆είξτε ότι ο δακτύλιος Z3[x]/〈f (x)〉, όπου f (x) = x2 + 1, είναι σώµα.

2. Αναγνωρίστε την οµάδα των µονάδων του Z3[x]/〈f (x)〉.

3. Βρείτε το αντίστροφο κάθε µη µηδενικού στοιχείου του Z3[x]/〈f (x)〉.

4. Βρείτε όλες τις ϱίζες του g(x) = x4 + 2 στο Z3[x]/〈f (x)〉.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.4.5 Βρείτε ένα σώµα µε 27 στοιχεία. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.4.6 Βρείτε ένα σώµα µε 125 στοιχεία. Υπόδειξη-Λύση
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Αποδείξεις
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Απόδειξη : A1 ∪ A2 = A1 = {1,−1}, A2 ∩ A3 = A2 = {1}, (A1 ∩ A2) ∪ A3 = A3 = {1,−1, i,−i},
A2 \ A3 = ∅ και A3 \ A1 = {i,−i}. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Απόδειξη :
⋃
i∈N Ai = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1} ,

⋂
i∈N Ai = {0}. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Απόδειξη :
⋃
x∈R Ax = {x ∈ R : x ≥ 0},

⋂
x∈R Ax = {1,2},

⋃
x∈N Ax = {1,2} ∪ {4,9,16, . . .},⋂

x∈N Ax = {1,2},
⋃
x∈Z Ax = {0,1,2} ∪ {4,9,16, . . .},

⋂
x∈Z Ax = {1,2}. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Απόδειξη :
⋃
x∈X Bx = X . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Απόδειξη : ΄Εστω z ∈ Z . Αφού η g είναι επί , υπάρχει y ∈ Y µε g(y) = z. Τώρα αφού η f
είναι επί, υπάρχει x ∈ X µε f (x) = y. Μα τότε (g ◦ f )(x) = g(f (x)) = g(y) = z και η g ◦ f
είναι επί. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.1
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Σελίδα 92 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (g ◦ f )(x1) = (g ◦ f )(x2) ⇔ g(f (x1)) = g(f (x2)) ⇒ f (x1) = f (x2) γιατί η g είναι
1-1⇒ x1 = x2 γιατί η f είναι 1-1. ΄Αρα η g ◦ f είναι 1-1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.2

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 93 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Επεται από τις δύο προηγούµενες ασκήσεις. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.3

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 94 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (g ◦ f )(x) = g(f (x)) = g(x2 + 1) = 2(x2 + 1) = 2x2 + 2.
(f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (2x) = (2x)2 + 1 = 4x2 + 1.
g ◦ f , f ◦ g γιατί π.χ. (g ◦ f )(0) = 2 ενώ (f ◦ g)(0) = 1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.4

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 95 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f ({−2,−1,0,1,2}) = {1,2,5},
g({−2,−1,0,1,2}) = {−4,−2,0,2,4},
f (Z) = {1,5,10,17, . . . , n2 + 1, . . .},
g(Z) = {. . . − 4,−2,0,2,4, . . .},
f (R) = {x ∈ R : x ≥ 1}, g(R) = R.
f (−1) = f (1). ΄Αρα η f δεν είναι 1-1. Οµοίως, οι g ◦ f και f ◦ g δεν είναι 1-1.
g(x1) = g(x2)⇔ 2x1 = 2x2 ⇔ x1 = x2. ΄Αρα η g είναι 1-1.
Οι f, f ◦ g και g ◦ f δεν είναι επί γιατί λαµβάνουν µόνο ϑετικές τιµές, π.χ. δεν υπάρχει
στοιχείο του R που να απεικονίζεται στο 0.
Για τυχαίο y ∈ R, υπάρχει το x =

y
2 ∈ R που ικανοποιεί την g(x) = y. ΄Αρα η g είναι επί. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.5

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 96 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆εδοµένου y ∈ R, για οποιοδήποτε x ∈ R, f (x) = y ⇔ 3x + 2 = y ⇔ x =
y−2

3 .
Αυτό δείχνει ότι υπάρχει µοναδικό x ∈ R µε f (x) = y, συγκεκριµένα το x =

y−2
3 . ΄Επεται

ότι η f είναι 1-1 και επί και f −1(y) =
y−2

3 . Ισοδύναµα, f −1(x) = x−2
3 . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.6

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 97 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆εδοµένου y ∈ R, για οποιοδήποτε x ∈ R, f (x) = y ⇔ ax + b = y ⇔ x =
y−b
a .

Αυτό δείχνει ότι υπάρχει µοναδικό x ∈ R µε f (x) = y, συγκεκριµένα το x =
y−b
a . ΄Επεται

ότι η f είναι 1-1 και επί και f −1(y) =
y−b
a . Ισοδύναµα, f −1(x) = x−b

a . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.7

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 98 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η f −1 στέλνει τους 1,2,3,4,5, στους 5,2,1,3,4, αντίστοιχα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.8

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 99 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f −1(x) = x
5 αν ο x είναι ϱητός, και f −1(x) = −x αν ο x είναι άρρητος.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.9

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 100 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω k ένα άνω ϕράγµα του B. Θέτω A = {−x : x ∈ B}. Τότε το A είναι µη
κενό υποσύνολο του Z και −k είναι κάτω ϕράγµα του A. Από την Πρόταση 1.5.3, το A
έχει ελάχιστο στοιχείο. Αν a είναι αυτό το ελάχιστο στοιχείο, εύκολα ελέγχεται ότι το −a
είναι µέγιστο στοιχείο του B. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.6.1

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 101 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω A το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών n ≥ k για τους οποίους η P(n)
δεν αληθεύει. Αφού η P(k) αληθεύει, το A είναι κάτω ϕραγµένο από το k + 1. Ας υποθέ-
σουµε ότι A , ∅. Από την αρχή καλής διάταξης, κάποιο l ∈ A είναι ελάχιστο στοιχείο του
A. ΄Ετσι, l ≥ k + 1, l ∈ A ενώ l − 1 < A. ∆ηλαδή, η P(l) δεν αληθεύει παρότι η P(l − 1)
αληθεύει. Αυτό αντιφάσκει στη (2) για m = l − 1. Συνεπώς, A = ∅, δηλαδή, οι προτάσεις
P(n) αληθεύουν για κάθε n ≥ k. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.6.2

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 102 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο n. Θεωρούµε ότι P(n) είναι η πρόταση ότι
1 + 3 + 5 + . . . + (2n − 1) = n2. Προφανώς η P(n) αληθεύει για n = 1. Υποθέτουµε ότι η
P(n) αληθεύει για n = m. ∆ηλαδή, η επαγωγική µας υπόθεση είναι ότι

1 + 3 + 5 + . . . + (2m − 1) = m2.

Αρκεί τώρα να δείξουµε ότι ισχύει και η P(m + 1). Επειδή

1 + 3 + 5 + . . . + (2(m + 1) − 1) = (1 + 3 + 5 + . . . + (2m − 1) + (2(m + 1) − 1),

από την επαγωγική υπόθεση,

1 + 3 + 5 + . . . + (2(m + 1) − 1) = m2 + (2(m + 1) − 1) = m2 + 2m + 1 = (m + 1)2.

Συνεπώς, η P(m + 1) ισχύει και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.6.3

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 103 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο n. Το {1} έχει 21 = 2 υποσύνολα, τα ∅ και
{1}. ΄Αρα η πρότασή µας ισχύει για n = 1. Υποθέτω ότι η πρόταση ισχύει για n = m, δηλα-
δή, ότι το {1,2,3, . . . , m} έχει 2m υποσύνολα. Τώρα τα υποσύνολα του {1,2,3, . . . , m + 1}
είναι τα υποσύνολα του {1,2,3, . . . , m} µαζί µε τα σύνολα της µορφής A ∪ {m + 1}, όπου
το A είναι υποσύνολο του {1,2,3, . . . , m}. Από την επαγωγική υπόθεση αυτά ανέρχονται
σε 2m + 2m = 2m+1 υποσύνολα. ΄Ετσι ισχύει η πρόταση για n = m + 1 και η απόδειξη έχει
ολοκληρωθεί. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.6.4

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 104 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο n. Για n = 10, η πρόταση ισχύει γιατί
210 = 1024 > 1000 = 103. Ας υποθέσουµε ότι πρόταση ισχύει για n = m, δηλαδή, ότι
2m > m3, όπου m ≥ 10. Μένει να δείξουµε ότι 2m+1 = 2m + 2m > (m + 1)3 = m3 + 3m2 =

3m + 1. Εφόσον 2m > m3, αρκεί να δείξουµε ότι m3 ≥ 3m2 + 3m + 1. ΄Οντως, επειδή
m ≥ 10, 3m2 + 3m + 1 = 1

3 (9m2 + 9m + 3) < 1
3 (m3 +m3 +m3) = m3.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.6.5

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 105 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η S1 δεν είναι συµµετρική γιατί δεν ισχύει ότι 2S11 παρότι 1S12. Είναι όµως
ανακλαστική και µεταβατική.
Η S2 δεν είναι ανακλαστική γιατί δεν ισχύει ότι 3S23. Είναι όµως συµµετρική και µετα-
ϐατική.
Η S3 δεν είναι µεταβατική γιατί δεν ισχύει ότι 1S33 παρότι 1S32 και 2S33. Είναι όµως
ανακλαστική και συµµετρική.
2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.1

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 106 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆εν είναι ανακλαστική γιατί x � x για κάθε x.
Είναι συµµετρική : x ∼ y⇒ x − y περιττός⇒ y − x = −(x − y) περιττός⇒ y ∼ x.
∆εν είναι µεταβατική: 1 � 3 παρότι 1 ∼ 2 και 2 ∼ 3. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.2

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 107 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι ανακλαστική γιατί x ∼ x για κάθε x αφού x − x = 0 ≥ 0.
∆εν είναι συµµετρική: 3 � 4 παρότι 4 ∼ 3.
Είναι µεταβατική: x ∼ y, y ∼ z ⇒ x−y ≥ 0, y−z ≥ 0⇒ (x−y)+(y−z) = x−z ≥ 0⇒ x ∼ z.
2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.3

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 108 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι προφανώς ανακλαστική και συµµετρική. ∆εν είναι µεταβατική: −1 � 1
παρότι −1 ∼ 0 και 0 ∼ 1.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.4

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 109 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
⋃
x∈A[x] = A. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.5

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 110 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : [x] = {x,−x}. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.6

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 111 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προφανώς είναι ανακλαστική και συµµετρική. Τώρα x ∼ y, y ∼ z ⇒ x−y, y−z
άρτιοι⇒ x − z = (x −y) + (y− z) άρτιος⇒ x ∼ z. ΄Αρα η ∼ είναι και µεταβατική. Συνεπώς,
είναι σχέση ισοδυναµίας.
Προφανώς, [0] αποτελείται από όλους τους Ϲυγούς αριθµούς και [1] αποτελείται από ό-
λους τους µονούς αριθµούς. Από την Πρόταση 1.7.1, [x] = [0] αν ο x είναι Ϲυγός και
[x] = [1] αν ο x είναι περιττός. Συνεπώς, [0] και [1] είναι όλες οι κλάσεις ισοδυναµίας.

Εδώ προφανώς κάθε άρτιος αριθµός είναι αντιπρόσωπος της [0] και κάθε περιττός
αριθµός είναι αντιπρόσωπος της [1] 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.8.7
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• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 112 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω A το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών n για τους οποίους η P(n)
αληθεύει. Από τα δεδοµένα (i) 1 ∈ A και (ii) n ∈ A ⇒ n + 1 ∈ A. Συνεπώς, A =

{1,2,3, . . .} = N. ΄Αρα η P(n) αληθεύει για κάθε n ∈ N. 2

Πίσω στην Πρόταση 1.5.2
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• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 113 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω k0 ένας ακέραιος που είναι κάτω ϕράγµα του A και k1 ένα στοιχείο του
A, οπότε k0 ≤ k1.
΄Εστω P(n) η πρόταση ότι το k0 + n − 1 είναι κάτω ϕράγµα του A. Προφανώς, η P(1)
αληθεύει, αλλά όχι η P(k1 + 2 − k0), η οποία ισχυρίζεται ότι το k1 + 1 είναι κάτω ϕράγµα
του A! Συνεπώς, εφόσον δεν ισχύει η P(n) για κάθε n ∈ N, από την αρχή της µαθηµατικής
επαγωγής, για κάποιοm ∈ N, η P(m) αληθεύει, αλλά όχι η P(m+1). ∆ηλαδή, το k0+m−1
είναι κάτω ϕράγµα του A, αλλά όχι το k0 + m. Αυτό απλά σηµαίνει ότι το κάτω ϕράγµα
k0 +m − 1 είναι στοιχείο του A, συνεπώς είναι το ελάχιστο στοιχείο του A.

2

Πίσω στην Πρόταση 1.5.3
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• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 114 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Επεται από την Πρόταση 1.5.3 αφού το A είναι και κάτω ϕραγµένο (από το 1).
2

Πίσω στο Πόρισµα 1.5.4
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• Προκαταρκτικά

ä Στοιχειώδεις συνολοθεω-
ρητικές έννοιες και συµ-
βολισµοί

ä Ασκήσεις

ä Συναρτήσεις

ä Ασκήσεις

ä Ορισµοί και Αποδείξεις

ä Ασκήσεις

ä Σχέσεις ισοδυναµίας

ä Ασκήσεις

• Οι ακέραιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 115 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Λόγω ανακλαστικότητας της ∼, x ∼ x. ΄Αρα x ∈ [x].

2. ΄Εστω ότι [x] = [y]. Από την (1), y ∈ [y], άρα y ∈ [x]. Συνεπώς, x ∼ y.
Αντίστροφα, έστω ότι x ∼ y. Αν z ∈ [y], τότε y ∼ z και, λόγω µεταβατικότητας της ∼,
x ∼ z. ΄Αρα z ∈ [x]. Αυτό δείχνει ότι [y] ⊂ [x]. ΄Οµως, λόγω συµµετρικότητας της ∼,
αφού x ∼ y, έχουµε y ∼ x και συνεπώς [x] ⊂ [y]. ΄Ετσι, [x] = [y].

3. ΄Επεται από την (2) αφού x ∈ [y]⇔ x ∼ y.

4. ΄Εστω ότι [x] ∩ [y] , ∅. Τότε υπάρχει κάποιο z ∈ [x] ∩ [y]. ΄Ετσι z ∈ [x], άρα x ∼ z.
Επίσης, z ∈ [y], άρα z ∼ y. Τώρα λόγω µεταβατικότητας, x ∼ y.
Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι x ∼ y. Από την (2), [x] = [y] και, από την (1), το
σύνολο [x] ∩ [y] δεν είναι κενό γιατί περιέχει π.χ. το x.

5. [x] ∩ [y] , ∅ ⇔ x ∼ y από την (4)⇔ [x] = [y] από την (2).

6. [x] ∩ [y] = ∅ ⇔ x � y από την (4).

2

Πίσω στην Πρόταση 1.7.1
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 116 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι υπάρχει και ισούται µε d. Τότε ο διαιρέτης 2d του 0 διαιρεί τον ϑετικό
αριθµό d, και από το Λήµµα 2.1.1, d ≥ 2d! ΄Επεται ότι δεν υπάρχει ο µκδ(0,0). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 117 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : µκδ(0, a) = |a|. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2

http://www.math.aegean.gr


• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 118 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αντιπαράδειγµα:
µκδ(3,5) = 1 = 2 × 3 + (−1) × 5 = (−3) × 3 + 2 × 5.
Εδώ µπορούµε να έχουµε s = 2, t = −1 ή s = −3, t = 2. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 119 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι ο
√

2 είναι ϱητός. Τότε
√

2 =
p
q , όπου p, q είναι ϕυσι-

κοί αριθµοί. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι µκδ(p, q) = 1, µετά από απλοποίηση. Τώρα
2q2 = p2, και από το Λήµµα 2.1.10, το 2 διαιρεί τον p. ΄Ετσι p = 2r για κάποιο ακέραιο
r. ΄Επεται ότι 2q2 = 4r2, άρα, q2 = 2r2, και το 2 διαιρεί και τον q, πράγµα άτοπο αφού
µκδ(p, q) = 1. Αυτό αποδεικνύει ότι ο

√
2 είναι άρρητος. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 120 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αυτό αποδεικνύεται µε επαγωγή στο n. Ισχύει για n = 1. ΄Εστω ότι ο n > 1
κι ο

√
n είναι ϱητός. Ας υποθέσουµε ότι το αποτέλεσµα ισχύει για όλους τους ϕυσικούς

αριθµούς που είναι < n. Για κάποιους ϕυσικούς αριθµούς p, q µε µκδ(p, q) = 1,
√
n =

p
q ,

άρα q2n = p2. Από το Λήµµα 2.1.10 κάθε πρώτος διαιρέτης r του n διαιρεί τον p, αλλά
όχι και τον q. Από την εξίσωση q2 n

r =
p
r p, ο r διαιρεί τον q2 n

r , άρα και τον n
r . ΄Επεται ότι

ο n
r2 είναι ακέραιος και ο

√
n
r2 =

√
n
r είναι ϱητός. Από την επαγωγική υπόθεση,

√
n
r ∈ N

άρα και
√
n ∈ N. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 121 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Κανένας από τους p, q, pq δεν είναι τέλειο τετράγωνο. Από την ΄Ασκηση 2.2.5,
οι
√
p,
√
q,
√
pq δεν είναι ϱητοί. Τώρα, αν ο x =

√
p +

√
q ήταν ϱητός, τότε και ο

√
pq = 1

2 (x2 − p − q) ϑα ήταν ϱητός. Συνεπώς, ούτε ο
√
p +
√
q είναι ϱητός. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 122 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

25671 = 70 × 365 + 121
365 = 3 × 121 + 2
121 = 60 × 2 + 1

2 = 2 × 1 + 0

Συνεπώς, µκδ(365,25671) = 1. Από τις παραπάνω εξισώσεις

1 = 121 − 60 × 2
= 121 − 60 × (365 − 3 × 121) = −60 × 365 + 181 × 121
= −60 × 365 + 181 × (25671 − 70 × 365)
= 181 × 25671 − 12730 × 365

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 123 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

720685 = 22 × 31447 + 28851
31447 = 1 × 28851 + 2596
28851 = 11 × 2596 + 295
2596 = 8 × 295 + 236
295 = 1 × 236 + 59
236 = 4 × 59 + 0

Συνεπώς, µκδ(31447,720685) = 59. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 124 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε τον µκδ(31447,720685) = 59, έ-
χουµε 31447

720685 = 533
12215 . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 125 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τα δεδοµένα, sa + tb = 1, c = λa και c = µb για κάποιους ακέραιους
s, t, λ, µ. ΄Επεται ότι c = sac + tbc = (sµ + tλ)ab. ΄Αρα, ab|c. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 126 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε την µοναδικότητα των q, r, ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν
q1, r1, q2, r2 ∈ Z µε a = q1b + r1, a = q2b + r2, 0 ≤ r1 < |b| και 0 ≤ r2 < |b|. Από
τις πρώτες δύο εξισώσεις, |r1 − r2| = |q2 − q1||b| και, από τις τελευταίες δύο εξισώσεις,
|r1 − r2| < |b|. Αυτό συνεπάγεται ότι |q2 − q1| = 0. ΄Αρα q1 = q2 και r1 = r2.
Για να δείξουµε την ύπαρξη των q, r, ϑεωρούµε πρώτα την περίπτωση που b > 0 και
ορίζουµε

A = {a − xb : x ∈ Z, a − xb ≥ 0}.

Αν a ≥ 0, τότε a = a − 0b ∈ A. Αν a < 0, τότε a − ab = (−a)(b− 1) ≥ 0 και a − ab ∈ A.
΄Επεται ότι A , ∅. Επιπλέον, το υποσύνολο A του Z είναι κάτω ϕραγµένο (από το 0). Από
την αρχή της καλής διάταξης, το A έχει ελάχιστο στοιχείο, το οποίο καλούµε r. Από τον
ορισµό του A, r ≥ 0 και r = a − qb για κάποιο ακέραιο q. ΄Ετσι a = qb + r και µένει να
δείξουµε ότι r < b. Τώρα, αν r ≥ b, τότε 0 ≤ r−b = a−(q+1)b ∈ A. Αυτό όµως αντιφάσκει
στον ορισµό του r γιατί r − b < r. ΄Ετσι r < b και το ϑεώρηµα ισχύει όταν b > 0.
΄Εστω τώρα ότι b < 0. Από την προηγούµενη παράγραφο, υπάρχουν q, r ∈ Z τέτοια ώστε
a = q(−b) + r και 0 ≤ r < | − b|. Αφού a = (−q)b + r και |b| = | − b|, το αποτέλεσµα ισχύει
και για b < 0. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.1
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. 0 = 0a, a = a1, a = 1a.

2. a|b ⇔ b = qa για κάποιο ακέραιο q. Αν b , 0, |q| ≥ 1 και |b| = |q||a| ≥ |a|.

3. a|b, b|a ⇒ |a| = |b| από την (2)⇒ a = ±b.

4. a|b ⇒ b = qa για κάποιο ακέραιο q ⇒ b = (−q)(−a),−b = (−q)a.

5. a|b, b|c ⇒ b = qa, c = rb για κάποιους q, r ∈ Z⇒ c = (rq)a ⇒ a|c.

6. c|a, c|b ⇒ a = qc, b = rc για κάποιους q, r ∈ Z⇒ (sa+ tb) = (sq+ tr)c ⇒ c|(sa+ tb).

2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.2
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 128 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρώ το εξής υποσύνολο του N

A = {xa + yb : x, y ∈ Z, xa + yb > 0}.

Το A περιέχει το ϑετικό αριθµό a2 + b2. Από την αρχή καλής διάταξης, το A έχει
ελάχιστο στοιχείο, το οποίο καλώ d. Θα δείξω ότι d = µκδ(a, b).
Από τον ορισµό του A, d > 0 και d = sa + tb για κάποιους s, t ∈ Z. Από το Λήµµα 2.1.2,
κάθε κοινός διαιρέτης των a, b διαιρεί και τον d. Μένει να δείξω d|a και d|b. Από τον
αλγόριθµο διαίρεσης, υπάρχουν q, r ∈ Z µε a = qd + r και 0 ≤ r < d. Αν r > 0, τότε ο
r = a − qd = (1 − qs)a + (−qt)b ϑα ήταν στοιχείο του A µικρότερο από το d! ΄Επεται ότι
r = 0 και d|a. Οµοίως, d|b. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.3
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 129 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν a, b είναι σχετικά πρώτοι, από το Θεώρηµα 2.1.3, µκδ(a, b) = 1 = sa + tb
για κάποιους s, t ∈ Z. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι sa + tb = 1 για κάποιους s, t ∈ Z.
΄Εστω d = µκδ(a, b). Ο d διαιρεί τους a, b. Από το Λήµµα 2.1.2, ο d διαιρεί και τον
sa + tb = 1. Μα τότε ο d = ±1. Αφού όµως, από τον ορισµό ο µκδ είναι πάντα ϑετικός,
d = 1. ∆ηλαδή, µκδ(a, b) = 1. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.4
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 130 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το υποσύνολο A = {n ∈ N : n > 1, n|a} του N περιέχει τον a. Από την αρχή της
καλής διάταξης, µπορούµε να µιλούµε για το ελάχιστο στοιχείο p του A. Προφανώς, p|a.
Από το Λήµµα 2.1.2, ένας διαιρέτης n > 1 του p, διαιρεί και τον a, άρα ανήκει στο A και
n ≥ p. Συνεπώς, n = p και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του p είναι οι 1, p. ΄Ετσι, ο p είναι
ένας πρώτος που διαιρεί τον a. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.5
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 131 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε το αντίθετο, ότι, δηλαδή, για κάποιο n ∈ N, p1, p2, . . . , pn
είναι όλοι οι πρώτοι. Από το Λήµµα 2.1.5, για κάποιο i ∈ {1,2, . . . , n}, ο pi διαιρεί τον
a = 1 + p1p2, . . . pn. Αφού ο pi διαιρεί και τον 1 = p1p2 . . . pn, προκύπτει ότι ο pi διαιρεί
τον 1 = a − p1p2 . . . pn !
Συνεπώς οι πρώτοι είναι άπειροι το πλήθος. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.6
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μπορούµε να υποθέσουµε ότι a , 0. ΄Εστω d = µκδ(a, p). Ο d είναι ϑετικός
και διαιρεί τον πρώτο αριθµό p. ΄Αρα d = 1 ή d = p. Στη δεύτερη περίπτωση, ο p, ως
κοινός διαιρέτης, διαιρεί και τον a. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.7
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 133 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Θεώρηµα 2.1.4, sa+tb = 1 για κάποιους s, t ∈ Z. ΄Αρα c = (sc)a+t(bc),
όπου a|a και a|bc. Από το Λήµµα 2.1.2, a|c. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.8
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 134 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι p 6 |a. Από το Λήµµα 2.1.7, µκδ(a, p) = 1. Τώρα από το Λήµµα 2.1.8,
p|b. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.9
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 135 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο n. Για n = 1 ή 2 το αποτέλεσµα ισχύει
από το Λήµµα 2.1.9. Υποθέτουµε ότι n > 2 και ότι το λήµµα ισχύει για το γινόµενο n − 1
ακεραίων.
΄Εστω ότι p|a1a2, . . . , an. Τότε ο p διαιρεί το γινόµενο του a1a2, . . . , an−1 µε τον an. Από
το Λήµµα 2.1.9, p|a1a2, . . . , an−1 ή p|an. Στην πρώτη περίπτωση, από την επαγωγική
υπόθεση, ο p διαιρεί ένα από τους a1, a2, . . . , an−1. Σε κάθε περίπτωση, ο p διαιρεί ένα
από τους a1, a2, . . . , an, και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.10
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 136 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Λήµµα 2.1.10, p|pi , όπου i είναι ένας από τους 1,2, . . . , n. Επειδή ο
p είναι πρώτος, p > 1, και οι µόνοι ϑετικοί διαιρέτες του πρώτου pi είναι οι 1, pi . ΄Αρα
p = pi . 2

Πίσω στο Λήµµα 2.1.11
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 137 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο a. Το αποτέλεσµα είναι προφανές αν a = 2
ή πιο γενικά αν ο a είναι πρώτος. Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι το αποτέλεσµα ισχύει για όλους
τους ακέραιους που είναι < a και ότι ο a δεν είναι πρώτος.

1. Από το Λήµµα 2.1.5, ο a έχει κάποιο πρώτο παράγοντα p. Μα τότε 1 < a
p < a

και, από την επαγωγική µας υπόθεση, ο a
p είναι γινόµενο πρώτων. Συνεπώς και ο

a είναι γινόµενο πρώτων.

2. ΄Εστω ότι a = p1p2 . . . pm = q1q2 . . . qn, όπου pi και qi είναι πρώτοι. Από το Λήµµα
2.1.11, κάθε pi ισούται µε κάποιο qj. Τότε ο a

p1
έχει µια παράσταση ως γινόµενο

m −1 πρώτων και µια ως γινόµενο n −1 πρώτων. Από την επαγωγική µας υπόθεση,
m − 1 = n − 1. Συνεπώς, m = n.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.12
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 138 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι προφανές από το Θεώρηµα 2.1.12 ότι ο a γράφεται στη δοθείσα µορφή.
Η απόδειξη της µοναδικότητας γίνεται µε επαγωγή στο a. Το αποτέλεσµα είναι προφανές
αν a = 2 ή πιο γενικά αν ο a είναι πρώτος. Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι το αποτέλεσµα
ισχύει για όλους τους ακέραιους που είναι < a και ότι ο a δεν είναι πρώτος. ΄Εστω ότι
a = pk1

1 p
k2
2 . . . pkmm = ql11 p

l2
2 . . . q

kn
n , όπου p1, p2 . . . , pm είναι πρώτοι µε p1 < p2 < . . . < pn,

k1, k2 . . . , km ∈ N, q1, q2 . . . , qn είναι πρώτοι µε q1 < q2 < . . . < qn και l1, l2 . . . , ln ∈ N.
Εφόσον, από το Θεώρηµα 2.1.12, ο p1 ισούται µε κάποιο qi , τότε q1 ≤ qi = p1. Οµοίως,
p1 ≤ q1. ΄Αρα p1 = q1. Τώρα a

p1
= pk1−1

1 pk2
2 . . . pkmm = ql1−1

1 pl22 . . . q
kn
n και, από την επαγωγική

υπόθεση, m = n, k1 − 1 = l1 − 1 (άρα και k1 = l1), k2 = l2, . . . , km = lm . 2

Πίσω στο Πόρισµα 2.1.13
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 139 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την τελευταία εξίσωση, έχουµε ότι rn |rn−1. Τώρα, από την προτελευταία
εξίσωση και το Λήµµα 2.1.2, έχουµε ότι rn |rn−2. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, ϕτάνουµε
στην τρίτη εξίσωση, έχοντας αποδείξει ότι rn |rn−1, rn |rn−2,. . ., rn |r3, rn |r2. Τώρα έπεται από
την τρίτη εξίσωση ότι rn |r1, από τη δεύτερη ότι rn |b και από την πρώτη ότι rn |a. ΄Ετσι ο rn
είναι κοινός διαιρέτης των a, b.
΄Εστω c ένας κοινός διαιρέτης των a, b. Από την πρώτη εξίσωση και το Λήµµα 2.1.2,
έχουµε ότι c|r1, από τη δεύτερη εξίσωση ότι c|r2, . . . , και από την προτελευταία ότι c|rn.
Με δεδοµένο ότι το rn > 0, συµπεραίνουµε ότι rn = µκδ(a, b). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.14
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 140 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για όλους τους ακέραιους, x, y, z, χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ∼ και το
Λήµµα 2.1.2,

1. n|(x − x) γιατί x − x = 0. ΄Αρα, x ∼ x και η ∼ είναι ανακλαστική.

2. x ∼ y ⇒ n|(x − y) ⇒ n|(y − x) γιατί y − x = −(x − y)⇒ y ∼ x. ΄Αρα, η ∼ είναι
συµµετρική.

3. x ∼ y, y ∼ z ⇒ n|(x −y), n|(y− z)⇒ n|(x − z) αφού x − z = (x −y) + (y− z)⇒ x ∼ z.
΄Αρα, η ∼ είναι µεταβατική.
Από τα (1), (2), (3), η ∼ είναι σχέση ισοδυναµίας.

2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.1
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 141 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τον ορισµό της ισοδυναµίας modulo n, ∼, και την Πρόταση 1.7.1, y ∈
[x]⇔ y ∼ x ⇔ n|(y − x)⇔ y − x = kn για κάποιο k ∈ Z⇔ y = x + kn για κάποιο k ∈ Z.
2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.2
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• Προκαταρκτικά

• Οι ακέραιοι

ä ∆ιαιρετότητα στο Z

ä Ασκήσεις

ä Ισοτιµία modulo n

• Οµάδες

• Υποοµάδες

• Κι άλλες οµάδες

• Πόσες οµάδες;

• ∆ακτύλιοι

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 142 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆εδοµένου ακεραίου x, από τον αλγόριθµο διαίρεσης, x = kn+ r, όπου k, r ∈ Z
και 0 ≤ r < n. Μα τότε x ∼ r, και από την Πρόταση 1.7.1, [x] = [r], όπου r = 0,1, . . . ,
ή n − 1. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε κλάση ισοτιµίας modulo n ισούται µε µια από τις
[0], [1], . . . , [n − 1]. Μένει να δείξουµε ότι αυτές είναι διακεκριµένες. ΄Οποιες δύο απ΄
αυτές παριστάνονται ως [r1], [r2], όπου 0 ≤ r1 < r2 < n. Αν [r1] = [r2], από την Πρόταση
1.7.1, r1 ∼ r2. Αυτό συνεπάγεται το άτοπο συµπέρασµα ότι ο n διαιρεί τον ακέραιο
r2 − r1 που ικανοποιεί 0 < r2 − r1 < n. Συνεπώς, οι κλάσεις [0], [1], . . . , [n − 1] είναι
διακεκριµένες. 2
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Απόδειξη : 1∗(1∗1) = 1∗0 = 1 , −1 = 0∗1 = (1∗1)∗1. ΄Αρα η ∗ δεν είναι προσεταιριστική.
1 ∗ 2 = −1 , 1 = 2 ∗ 1. ΄Αρα η ∗ δεν είναι µεταθετική.
΄Εστω ότι υπάρχει ταυτοτικό στοιχείο e στο Q. Τότε

1. 1 = 1 ∗ e = 1 − e ⇒ e = 0

2. 1 = e ∗ 1 = e − 1⇒ e = 2!

Συνεπώς, η ∗ δεν έχει ταυτοτικό στοιχείο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Οµάδες

ä Πράξεις

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Η πρόσθεση και ο πολλα-
πλασιασµός στο Zn

ä Ασκήσεις

ä Πίνακες οµάδων

ä Ασκήσεις

• Υποοµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 144 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : 0 ∗ (1 ∗ 1) = 0 ∗ 5 = 15 ενώ (0 ∗ 1) ∗ 1 = 3 ∗ 1 = 9. ΄Αρα η ∗ δεν είναι προσεται-
ϱιστική.
0 ∗ 1 = 3 , 2 = 1 ∗ 0. ΄Αρα η ∗ δεν είναι µεταθετική.

Αν e είναι ταυτοτικό στοιχείο, τότε 1 = 1 ∗ e = 2 + 3e ⇒ 3e = −1, αδύνατο για e ∈ Z.
΄Αρα η ∗ δεν έχει ταυτοτικό στοιχείο. 2
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Απόδειξη : Είναι προφανές ότι η ∗ είναι µεταθετική γιατί ο πολλαπλασιασµός αριθµών
είναι µεταθετική πράξη.
x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (3yz) = 9xyz = (3xy) ∗ z = (x ∗ y) ∗ z. ΄Αρα η ∗ είναι και προσεταιριστική.
Αν ένας ϱητός e είναι ταυτοτικό στοιχείο, τότε 1 = 1 ∗ e = 3e ⇒ e = 1

3 . ΄Οντως, 1
3 ∈ Q και

για κάθε x ∈ Q, x ∗ 1
3 = x = 1

3 ∗ x.
Συνεπώς, η ∗ έχει το 1

3 ως ταυτοτικό στοιχείο.
Εύκολα προκύπτει ότι το 0 δεν έχει αντίστροφο, αλλά κάθε ϱητός x , 0 έχει τον 1

9x ∈ Q
ως αντίστροφο. 2
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Απόδειξη : Γράφοντας το γινόµενο στην µορφή A ∗ B, υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις για
το A.

1. A = a, οπότε προκύπτουν τα γινόµενα a ∗ ((b ∗ c) ∗ d) και a ∗ (b ∗ (c ∗ d)), που είναι
ίσα λόγω προσεταιριστικότητας.

2. A = a∗b, οπότε προκύπτει µόνο το (a∗b)∗(c∗d), το οποίο λόγω προσεταιριστικότητας
ισούται µε a ∗ (b ∗ (c ∗ d)) και µε ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d.

3. Το A είναι γινόµενο των a, b, c, οπότε προκύπτουν τα γινόµενα ((a ∗ b) ∗ c) ∗ d και
(a ∗ (b ∗ c)) ∗ d, που είναι ίσα λόγω προσεταιριστικότητας.

Από τα παραπάνω,τα 5 γινόµενα είναι ίσα. 2
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Απόδειξη : Εύκολα αποδεικνύεται ότι το (R+, ∗) είναι αβελιανή οµάδα µε ταυτοτικό στοιχείο
το 1

5 και αντίστροφο του x ∈ R+ το 1
25x (ϐλέπε ΄Ασκηση 3.2.3).

1. 4 ∗ x = 100⇔ 20x = 100⇔ x = 5
∆ιαφορετικά, από το Θεώρηµα 3.3.7, x = 4′ ∗ 100 = 1

100 ∗ 100 = 5

2. 4 ∗ (x ∗ 1) = 100⇔ 4 ∗ (x ∗ 1) = 4 ∗ 5x = 100x = 100⇔ x = 1

3. (x ∗ 5) ∗ x = 500⇔ 125x2 = 500⇔ x2 = 4⇔ x = 2.

2
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Απόδειξη : Παρατηρώ ότι x ∗ y = (x − 1)(y − 1) + 1. ΄Ετσι x ∗ y , 1 όταν x , 1 και y , 1,
και η ∗ όντως είναι πράξη στο R \ {1}.
Η ∗ είναι προφανώς αντιµεταθετική.
Προσεταιριστικότητα: (x ∗ y) ∗ z = ((x − 1)(y − 1) + 1) ∗ z = (x − 1)(y − 1)(z − 1) + 1 =

x ∗ ((y − 1)(z − 1) + 1) = x ∗ (y ∗ z).
Το 2 είναι ταυτοτικό στοιχείο : 2 ∗ x = x ∗ 2 = (x − 1)(2 − 1) + 1 = x.
Αντίστροφο του x ∈ R \ {1}: x ∗ y = (x − 1)(y − 1) + 1 = 2 ⇔ y = x

x−1 ∈ R \ {1}. Ετσι στο
∈ R \ {1}, κάθε στοιχείο x έχει αντίστροφο το x

x−1 .
Συνεπώς, το (R \ {1}, ∗) είναι αβελιανή οµάδα.

4 ∗ (5 ∗ x) = 13⇔ (4 − 1)(5 − 1)(x − 1) + 1 = 13⇔ x − 1 = 1⇔ x = 2. 2
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Απόδειξη : Χρησιµοποιώντας την προσεταιριστικότητα της ∗ και τις ιδιότητες του αριστερού
αντιστρόφου και του αριστερού ταυτοτικού στοιχείου,

1. a ∗ b = a ∗ c ⇒ a′ ∗ (a ∗ b) = a′ ∗ (a ∗ c)⇒
(a′ ∗ a) ∗ b = (a′ ∗ a) ∗ c ⇒ e ∗ b = e ∗ c ⇒ b = c

2. a′ ∗ (a ∗ e) = (a′ ∗ a) ∗ e = e ∗ e = e.
΄Ετσι a′ ∗ (a ∗ e) = a′ ∗ a, και η (1) συνεπάγεται ότι a ∗ e = a.

3. a′ ∗ (a ∗ a′) = (a′ ∗ a) ∗ a′ = e ∗ a′ = a′.
Από την (2), a′ = a′ ∗e. ΄Αρα a′ ∗ (a ∗a′) = a′ ∗e και η (1) συνεπάγεται ότι a ∗a′ = e.

2
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Απόδειξη : ΄Εστω G ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια προσεταιριστική πράξη ∗ τέτοια ώστε

1. x ∗ e = e για κάποιο e ∈ G και για κάθε x ∈ G

2. για κάθε x ∈ G, υπάρχει x ′ ∈ G µε x ∗ x ′ = e.

Τότε το (G, ∗) είναι οµάδα.

2
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Απόδειξη : Η ∗ είναι προσεταιριστική:
(a ∗ b) ∗ c = (a|b|) ∗ c = (a|b|)|c| = a(|b||c|) = a(|(b|c|)|) = a ∗ (b ∗ c).
Η ∗ δεν είναι µεταθετική: (−1) ∗ 1 = −1 , 1 = 1 ∗ (−1).
Ταυτοτικό στοιχείο : Αν το e είναι ταυτοτικό στοιχείο, τότε e∗1 = 1, δηλ. e = 1. ΄Οµως, το 1
δεν είναι ταυτοτικό στοιχείο γιατί δεν είναι αριστερό ταυτοτικό στοιχείο (1 ∗ (−1) = 1 , −1)
παρότι το 1 είναι δεξιό ταυτοτικό στοιχείο (a ∗ 1 = a). ΄Αρα η (R∗, ∗) δεν είναι οµάδα.
Σηµειώστε ότι τα αρνητικά µέλη a δεν έχουν δεξιό αντίστροφο: a ∗ b = a|b| , 1 για κάθε
b παρότι 1

|a| ∗ a = 1. 2
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Απόδειξη : Από το δεξιό νόµο διαγραφής σε οµάδα,
x ∗ x = x ⇔ x ∗ x = e ∗ x ⇔ x = e. 2
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Απόδειξη : ΄Εστω ότι (a ∗ b)′ = a′ ∗ b′. Τότε e = (a ∗ b) ∗ (a′ ∗ b′) και χρησιµοποιώντας
επανειληµµένα την προσεταιριστικότητα της ∗
b ∗ a = e ∗ (b ∗ a) = ((a ∗ b) ∗ (a′ ∗ b′)) ∗ (b ∗ a) = (((a ∗ b) ∗ (a′ ∗ b′)) ∗ b) ∗ a =

((a ∗ b) ∗ ((a′ ∗ b′) ∗ b)) ∗ a = ((a ∗ b) ∗ (a′ ∗ (b′ ∗ b))) ∗ a = ((a ∗ b) ∗ (a′ ∗ e)) ∗ a =

((a ∗ b) ∗ a′) ∗ a = (a ∗ b) ∗ (a′ ∗ a) = (a ∗ b) ∗ e = a ∗ b. 2
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Απόδειξη : Το 2 γιατί στο Z3, 2 · 2 = 4 = 3 + 1 = 0 + 1 = 1. 2
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Απόδειξη : 1,3,2,4, αντίστοιχα. 2
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Απόδειξη : Σχετικά πρώτα µε το 8 είναι µόνο τα 1,3,5,7. Σύµφωνα µε το Λήµµα 3.5.2
αυτά είναι τα αντιστρέψιµα στοιχεία του Z12.
Τα αντίστροφά τους είναι τα 1,3,5,7, αντίστοιχα, γιατί
1 · 1 = 1 = 3 · 3 = 5 · 5 = 7 · 7. 2
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Απόδειξη : Σχετικά πρώτα µε το 12 είναι µόνο τα 1,5,7,11. Σύµφωνα µε το Λήµµα 3.5.2
αυτά είναι τα αντιστρέψιµα στοιχεία του Z12.
Τα αντίστροφά τους είναι τα 1,5,7,11, αντίστοιχα, γιατί
1 · 1 = 1 = 5 · 5 = 7 · 7 = 11 · 11. 2
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Απόδειξη : Αν υπάρχει το a′, τότε το a′ · b έχει νόηµα.
Το a′ · b είναι λύση: a · (a′ · b) = (a · a′) · b = 1 · b = b.
Μόνο το a′ · b είναι λύση: a · x = b ⇒ a′ · (a · x) = a′ · b ⇒ (a′ · a) · x = a′ · b ⇒ 1 · x =

a′ · b ⇒ x = a′ · b. 2
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Απόδειξη : Στο Z12, το 5 έχει αντίστροφο το 5. Τώρα
5 · x + 7 = 3⇔ 5 · x = 3 − 7 = −4 = 8.
Από την ΄Ασκηση 3.6.4, η εξίσωση έχει µοναδική λύση το x = 5 · 8 = 40 = 4. 2
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Απόδειξη : Στο Z6, 3 · x + 15 = 3⇔ 3 · x = 3 − 15 = 0.
Εξετάζοντας ένα προς ένα τα στοιχεία του Z6, ϐλέπουµε ότι x = 0,2 ή 4. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.6.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z8, 2 · x + 7 = 16⇔ 2 · x = 1.
Εξετάζοντας ένα προς ένα τα στοιχεία του Z8, ϐλέπουµε ότι η εξίσωση δεν έχει λύση στο
Z8.
Η έλλειψη λύσης οφείλεται στο γεγονός ότι το 8 δεν διαιρεί ένα περιττό αριθµό ! 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.6.8
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Έξοδος

Απόδειξη :

1. Στο Z3,
[10] = [9] + [1] = [0] + [1] = [1],
[102] = [10] · [10] = [1] · [1] = [1],
[103] = [102.10] = [102] · [10] = [1] · [1] = [1]
. . .
΄Αρα,
[a] = [ak10k + . . . + a2102 + a110 + a0] =

[ak10k] + . . . + [a2102] + [a110] + [a0] =

[ak] · [10k] + . . . + [a2] · [102] + [a1] · [10] + [a0] =

[ak] · [1] + . . . + [a2] · [1] + [a1] · [1] + [a0] =

[ak] + . . . + [a2] + [a1] + [a0] =

[ak + . . . + a2 + a1 + a0].
Συνεπώς,
3|a ⇔ [a] = [0]⇔ [ak + . . . + a2 + a1 + a0] = [0]⇔ 3|(ak + . . . + a2 + a1 + a0).

2. Γίνεται µε τον ίδιο τρόπο δουλεύοντας στο Z9, όπου επίσης έχουµε
[1] = [10] = [102] = . . ..

3. Γίνεται µε τον ίδιο τρόπο δουλεύοντας στο Z11, όπου έχουµε
[10] = [−1], [102] = [1], [103] = [−1] . . ..

2
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Κάνοντας διαδοχικές διαιρέσεις,

139 = 5 × 26 + 9
26 = 2 × 9 + 8
9 = 1 × 8 + 1
8 = 8 × 1 + 0

΄Αρα,

1 = 9 − (26 − 2 × 9)
= 3 × 9 − 26
= 3 × (139 − 5 × 26) − 26
= 3 × 139 − 16 × 26

΄Επεται ότι στο Z139, 1 = 3 · 0 − 16 · 26 = −16 · 26 και το αντίστροφο του 26 είναι το
−16 = 123. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.6.10
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
· 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 4 1 3
3 3 1 4 2
4 4 3 2 1

2
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη :
· 1 a b c
1 1 a b c
a a 1 c b
b b c 1 a
c c b a 1

΄Οπως ακριβώς στην περίπτωση της (V, ·), έτσι και το (U, ·) αποτελεί οµάδα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.8.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι, γιατί αν κάτι τέτοιο ήταν δυνατό, τότε ϑα είχαµε f (1) = x · x για κάθε
x ∈ Z∗5 και συνεπώς 1 · 1 = 2 · 2 ! 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.8.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι το S περιέχει στοιχεία e1, e2 που είναι ταυτοτικά, δηλαδή,
έχουν τις ιδιότητες που απαιτεί ο Ορισµός 3.1.3. Τότε

1. e1 ∗ e2 = e2 γιατί το e1 είναι ταυτοτικό, και

2. e1 ∗ e2 = e1 γιατί το e2 είναι ταυτοτικό.

Από τις (1) και (2), e1 = e2. 2

Πίσω στην Πρόταση 3.1.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι το S περιέχει στοιχεία b1, b2 που είναι αντίστροφα του a,
δηλαδή, έχουν τις ιδιότητες που απαιτεί ο Ορισµός 3.1.5. Τότε

1. b1 ∗ (a ∗ b2)
= b1 ∗ e γιατί το b2 είναι αντίστροφο του a
= b1 γιατί το e είναι ταυτοτικό, και

2. (b1 ∗ a) ∗ b2
= e ∗ b2 γιατί το b1 είναι αντίστροφο του a
= b2 γιατί το e είναι ταυτοτικό.

Επειδή όµως η ∗ είναι προσεταιριστική, b1 ∗ (a ∗ b2) = (b1 ∗ a) ∗ b2. ΄Επεται από τις (1)
και (2), ότι b1 = b2. 2

Πίσω στην Πρόταση 3.1.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη είναι µε επαγωγή στο n. Το αποτέλεσµα ισχύει για γινόµενα ≤ 3
στοιχείων. Ας υποθέσουµε n ≥ 3 και ότι όλα τα γινόµενα n − 1 στοιχείων είναι ίσα.
΄Ενα γινόµενο Γ των a1, a2, . . . , an ισούται µε A ∗ B, όπου για κάποιο 1 ≤ i < n, το A
είναι ένα γινόµενο των a1, a2, . . . , ai και το B είναι ένα γινόµενο των ai+1, ai+2, . . . , an.
Θα δείξω ότι Γ = D ∗ an, όπου το D είναι ένα γινόµενο των a1, a2, . . . , an−1. Αυτό είναι
προφανές όταν i = n − 1. Αν i < n − 1, από την επαγωγική υπόθεση, B = C ∗ an, ό-
που το C είναι ένα γινόµενο των ai+1, ai+2, . . . , an−1. Από την προσεταιριστικότητα της ∗,
Γ = A ∗ B = A ∗ (C ∗ an) = (A ∗ C) ∗ an, και µπορώ να ϑέσω D = A ∗ C.

Θεωρώ τώρα δύο γινόµενα Γ1,Γ2 των a1, a2, . . . , an. Από την προηγούµενη παράγρα-
ϕο, Γ1 = D1 ∗an και Γ2 = D2 ∗an, όπου τα D1, D2 είναι γινόµενα των a1, a2, . . . , an−1. Από
την επαγωγική υπόθεση, D1 = D2. ΄Αρα και Γ1 = Γ2. 2

Πίσω στην Πρόταση 3.1.7
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Έξοδος

Απόδειξη :

1. a ∗ b = a ∗ c ⇒
a′ ∗ (a ∗ b) = a′ ∗ (a ∗ c)⇒ (λόγω προσεταιριστικότητας της ∗)
(a′ ∗ a) ∗ b = (a′ ∗ a) ∗ c ⇒(επειδή το a′ είναι το αντίστροφο του a )
e ∗ b = e ∗ c ⇒ (επειδή το e είναι ταυτοτικό στοιχείο)
b = c .

2. b ∗ a = c ∗ a ⇒
(b ∗ a) ∗ a′ = (c ∗ a) ∗ a′ ⇒ (λόγω προσεταιριστικότητας της ∗)
b ∗ (a ∗ a′) = c ∗ (a ∗ a′)⇒ (επειδή το a′ είναι το αντίστροφο του a)
b ∗ e = c ∗ e ⇒ (επειδή το e είναι ταυτοτικό στοιχείο)
b = c.

2
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι a ∗ b = e. Τότε a ∗ b = a ∗ a′ και, από τον αριστερό νόµο διαγραφής,
b = a′. Συνεπώς, b′ = (a′)′ = a. 2

Πίσω στο Πόρισµα 3.3.5
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Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιώντας δύο ϕορές την προσεταιριστικότητα της ∗

(a ∗ b) ∗ (b′ ∗ a′) = ((a ∗ b) ∗ b′) ∗ a′ = (a ∗ (b ∗ b′)) ∗ a′ = (a ∗ e) ∗ a′ = a ∗ a′ = e

΄Επεται από το Πόρισµα 3.3.5 ότι το b′ ∗ a′ είναι το αντίστροφο του a ∗ b. 2
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Απόδειξη : Το a′ ∗ b είναι µια λύση της a ∗ x = b γιατι, λόγω προσεταιριστικότητας της ∗,

a ∗ (a′ ∗ b) = (a ∗ a′) ∗ b = e ∗ b = b.

Αντίστροφα, αν x είναι οποιαδήποτε λύση της a ∗ x = b, τότε a ∗ x = a ∗ (a′ ∗ b). Τώρα
από τον αριστερό κανόνα απαλοιφής, x = a′ ∗ b.
΄Ετσι το a′ ∗ b αποτελεί µοναδική λύση της a ∗ x = b στην G.
Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η x ∗ a = b έχει µοναδική λύση το στοιχείο b ∗ a′

της G. 2
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Απόδειξη : Κάθε ιδιότητα της ⊕ προκύπτει από την αντίστοιχη ιδιότητα της + στο Z (και,
ϐέβαια, από τον ορισµό της ⊕). Π.χ. η ⊕ είναι µεταθετική γιατί από τον ορισµό της ⊕,

[x] ⊕ [y] = [x + y] = [y + x] = [y] ⊕ [x],

όπου στη δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι x + y = y + x στο Z. Οι
άλλες ισότητες είναι απλά ο ορισµός της ⊕. Για τις λοιπές ιδιότητες της ⊕ που πρέπει να
επαληθεύσουµε,

1. ([x] ⊕ [y]) ⊕ [z] = [x + y] ⊕ [z] = [(x + y) + z]
το οποίο λόγω προσεταιριστικότητας της + ισούται µε
[x + (y + z)] = [x] ⊕ [y + z] = [x] ⊕ ([y] ⊕ [z]).
΄Ετσι η ⊕ είναι προσεταιριστική.

2. [x] ⊕ [0] = [x + 0] = [x] γιατί στο Z, x + 0 = x.
΄Αρα το [0] είναι ταυτοτικό στοιχείο της µεταθετικής ⊕.

3. [x] ⊕ [−x] = [x + (−x)] = [0] γιατί στο Z, x + (−x) = 0.
΄Αρα το [−x] είναι αντίστροφο του [x], δηλαδή, στο Zn, κάθε στοιχείο έχει αντίστροφο.

2
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Απόδειξη : ΄Εστω ότι το [m] έχει αντίστροφο [k] ∈ Zn. Τότε [k] � [m] = [1], δηλαδή,
[km] = [1]. Αυτό σηµαίνει ότι ο n διαιρεί τον km − 1, δηλαδή, για κάποιο ακέραιο λ,
km − 1 = λn, οπότε, km + (−λ)n = 1. Από το Θεώρηµα 2.1.4, µκδ(m, n) = 1.
Αντίστροφα, αν µκδ(m, n) = 1, από το Θεώρηµα 2.1.4, για κάποιους ακέραιους s, t,
έχουµε sm + tn = 1. Τότε [1] = [sm + tn] = [sm] ⊕ [tn] = ([s] � [m]) ⊕ ([t] � [n]) =

([s]� [m])⊕ ([t]� [0]) = ([s]� [m])⊕ ([t ·0]) = ([s]� [m])⊕ [0]] = [s]� [m]. Αφού ο � είναι
µεταθετικός, από την εξίσωση [s] � [m] = 1, συµπεραίνουµε ότι το [s] είναι αντίστροφο
του [m] στο Zn, ως προς τον �. 2

Πίσω στο Λήµµα 3.5.2
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Έξοδος

Απόδειξη : Αφού [mn] = [m]� [n] = [0] στο Zp, ο πρώτος p διαιρεί τον mn. Από το Λήµµα
2.1.9, ο p διαιρεί έναν από τους m, n. Συνεπώς, ένας από τους [m], [n] ισούται µε το [0].
2
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Απόδειξη : Γνωρίζουµε ήδη ότι ο πολλαπλασιασµός είναι µεταθετικός, προσεταιριστικός
και έχει ταυτοτικό στοιχείο το [1]. Μένει να δείξουµε την ύπαρξη αντιστρόφου κάθε
στοιχείου [m] ∈ Z∗p. Αφού [m] , [0], ο p δεν διαιρεί τον m. Από το Λήµµα 2.1.7,
µκδ(m, p) = 1. Τέλος, από το Λήµµα 3.5.2, για κάποιο ακέραιο s, [s] � [m] = [1].
Προφανώς, [s] , [0] και το [s] ∈ Z∗p είναι αντίστροφο του [m]. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 3.5.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 178 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Στο Z5, 32 = −1 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 179 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το Ϲητούµενο είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης 3614 : 10. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 180 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. a, b ∈ nZ⇒ a = sn, b = tn για κάποια s, t ∈ Z⇒ a + b = (s + t)n ∈ nZ

2. 0 = 0n ∈ nZ

3. a ∈ nZ⇒ a = sn για κάποιο s ∈ Z⇒ −a = (−s)n ∈ nZ

΄Επεται από το Θεώρηµα 4.1.4 ότι το nZ αποτελεί υποοµάδα της (Z,+). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 181 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μόνο τα Z,Q, nZ. Τα λοιπά δεν ικανοποιούν π.χ. τη συνθήκη (2) του Θεωρή-
µατος 4.1.4. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 182 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μόνο τα Q∗,Q+ είναι υποοµάδες της (R∗, ·).
Στο N, µόνο το 1 έχει αντίστροφο. Τα λοιπά δεν είναι καν υποσύνολα του R∗, γιατί περιέ-
χουν το 0. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 183 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. 1 ∈ Un

2. z1, z2 ∈ Un ⇒ zn1 = zn2 = 1⇒ (z1z2)n = zn1z
n
2 = 1 · 1 = 1⇒ z1z2 ∈ Un

3. z ∈ Un ⇒ zn = 1⇒ (z−1)n = (zn)−1 = 1−1 = 1⇒ z−1 ∈ Un.

΄Επεται από το Θεώρηµα 4.1.4 ότι το Un αποτελεί υποοµάδα της (R∗, ·). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 184 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : U4 = {1,−1, i,−i}.

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i
−1 −1 1 −i i
i i −i −1 1
−i −i i 1 −1

Το αντίστροφο κάθε στοιχείου της V είναι το ίδιο το στοιχείο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 185 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Το H περιέχει ένα τουλάχιστον στοιχείο a0 και η (#)⇒ a0 ∗ (a0)′ = e ∈ H.

2. Τώρα από την (#), a ∈ H ⇒ e ∗ a′ = a′ ∈ H.

3. ΄Εστω a, b ∈ H. Από την (2), b′ ∈ H και, από την (#), a ∗ (b′)′ = a ∗ b ∈ H.

Τώρα έπεται από το Θεώρηµα 4.1.4 ότι το H αποτελεί υποοµάδα της G. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 186 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z5, 3614 = (32)307 = (−1)307 = −1 = 4. ΄Ετσι το υπόλοιπο της διαίρεσης
3614 : 5 είναι το 4. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 187 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z10, 32 = −1, άρα 3614 = (32)307 = (−1)307 = −1 = 9 και το τελευταίο
ψηφείο του 3614 είναι το 9. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 188 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z7, 33 = −1, άρα 36014 = 3(3×2004)+2 = (33)2004×32 = −12004×9 = 1×2 = 2.
΄Αρα το υπόλοιπο της διαίρεσης 36014 : 7 είναι το 2. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 189 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z25, 72 = −1, άρα 72007 = 7(2×1003)+1 = (72)1003 × 7 = (−1)1003 × 7 =

−1 × 7 = −7 = 18, και το υπόλοιπο της διαίρεσης 72007 : 25 είναι 18. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 190 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Προκύπτει από την αρχή της επαγωγής αφού ισχύει για n = 1 και
abn = bna ⇒ abn+1 = a(bbn) = (ab)bn = (ba)bn = b(abn) = b(bna) = (bbn)a =

bn+1a.

2. Από την (1), am και b µετατίθενται, άρα ambn = bnam .

3. Προκύπτει από την αρχή της επαγωγής αφού ισχύει για n = 1 και
(ab)n = anbn ⇒ (ab)n+1 = (ab)nab = anbnab = an(bna)b, και από την (1),
= an(abn)a = (ana)(bnb) = an+1bn+1.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.4.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 191 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : 〈1〉 = {1}, 〈2〉 = Z∗5 γιατί 22 = 4,23 = 8 = 3,24 = 16 = 1,
〈3〉 = {3,4,2,1} = Z∗5, 〈4〉 = {4,1}.
o(1) = 1, o(2) = 4 = o(3), o(4) = 2.
Η Z∗5 είναι κυκλική και τα 2,3 είναι γεννήτορές της. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 192 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εδώ, 7 = −1, συνεπώς 〈1〉 = 〈7〉 = Z8, 〈2〉 = {2,4,6,0},
〈3〉 = {3,6,1,4,7,2,5,0} = Z8, 〈4〉 = {4,0},
〈5〉 = {5,2,7,4,1,6,3,0} = Z8, 〈6〉 = {6,4,2,0}.
o(0) = 1, o(1) = 8 = o(3) = (5) = o(7), o(2) = 4 = o(6), o(4) = 2
Γεννήτορες είναι τα 1,3,5,7.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 193 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : 〈1〉 = {1}, 〈−1〉 = {1,−1}, 〈2〉 = {1,21,22 . . .} ∪ {2−1,2−2 . . .}. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 194 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Καµία από αυτές τις οµάδες δεν είναι κυκλική γιατί για οποιοδήποτε µη µη-
δενικό στοιχείο x, το 〈x〉 = {nx : n ∈ Z} δεν περιέχει π.χ. το στοιχείο x

2 της οµάδας. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 195 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Θεώρηµα 4.5.3, κάθε τέτοια οµάδα είναι κυκλική. Συνεπώς, οι υποο-
µάδες της Z είναι : {0}, Z, 〈2〉 = 2Z, 〈3〉 = 3Z, . . ., δηλ. οι οµάδες nZ, n ∈ Z. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 196 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Un = {1, x, x2, . . . , xn}, όπου x = cos 2π
n + i sin 2π

n . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.6
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 197 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω a ένας γεννήτορας µιας τέτοιας υποοµάδας H. Τότε από το Θεώρηµα
4.5.6, H = 〈a〉 = {1, a, a2, . . . , an−1} όπου n είναι ο ελάχιστος ϕυσικός αριθµός µε an = 1,
µάλιστα o(a) = |H | = n. Συνεπώς, κάθε ένα από τα n µέλη της H είναι µια από τις n ϱίζες
τις zn = 1, δηλαδή, H = Un. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.6.7
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 198 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Κάθε κυκλική οµάδα είναι αριθµήσιµη. Συνεπώς, οι R∗,C∗,R+ δεν είναι
κυκλικές.
΄Εστω a ένας υποψήφιος γεννήτορας της Q+. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας µπορούµε να
υποθέσουµε ότι a > 1. Τότε

. . . a−3 < a−2 < a−1 < 1 < a < a2 < a3 . . ..

Είναι προφανές ότι π.χ. ο 1+a
2 δεν είναι δύναµη του a. Συµπεραίνουµε ότι η Q+ δεν είναι

κυκλική.
Τώρα µόνο ένας αρνητικός αριθµός a ϑα µπορούσε να ήταν γεννήτορας της Q∗, και τότε
ο a2 ϑα ήταν γεννήτορας της Q+, η οποία όµως δεν είναι κυκλική ! Συνεπώς, ούτε η Q∗
δεν είναι κυκλική.

2
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Απόδειξη : ΄Οχι, γιατί τα µη ταυτοτικά στοιχεία έχουν τάξη 2 , 4 = |V |. 2
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Απόδειξη : Κάθε µέλος x ∈ 〈a〉 γράφεται ως x = an για κάποιο ακέραιο n. Από την Πρότα-
ση 4.3.2, x = (a−1)−n. ΄Αρα x ∈ 〈a−1〉. ΄Ετσι, 〈a〉 ⊂ 〈a−1〉, άρα και 〈a−1〉 ⊂ 〈(a−1)−1〉 = 〈a〉.
Συνεπώς, 〈a〉 = 〈a−1〉. 2
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Απόδειξη : Από την b = an έπεται ότι 〈b〉 ⊂ 〈a〉. Προφανώς, 〈a〉 = 〈b〉 αν και µόνον αν το
a είναι δύναµη του b.
Ας υποθέσουµε ότι µκδ(m, n) = 1. Τότε sm + tn = 1 για κάποιους ακέραιους s, t. ΄Αρα,
από την Πρόταση 4.3.2, a = asm+tn = (am)s(an)t = esbt = bt . Συνεπώς, 〈a〉 = 〈b〉.
Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι 〈a〉 = 〈b〉, οπότε a = bk για κάποιο ακέραιο k. Τότε
e = aa−1 = bka−1 = ((an)k)a−1 = akna−1 = akn−1. Από το Θεώρηµα 4.5.6, m |(kn−1). ∆η-
λαδή, για κάποιο ακέραιο l, kn−1 = lm. ΄Αρα (−l)m+kn = 1, δηλαδή, µκδ(m, n) = 1. 2
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Απόδειξη : Επειδή, 〈1〉 = Z24, o(1) = 24 = 23 × 3 και, από την ΄Ασκηση 4.6.11, ο n
είναι γεννήτορας της Z24 αν και µόνον αν µκδ(24, n) = 1. Συνεπώς, γεννήτορες είναι οι
1,5,7,11,13,17,19,23. 2
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Απόδειξη :

1. Προφανώς ισχύει για n = 0. Από την ΄Ασκηση 4.4.5, ισχύει για n > 0. Από το
Πόρισµα 3.3.6,
abn = bna ⇒ b−na′ = a′b−n ⇒ b−n = (a′b−n)a = a′(b−na) ⇒ ab−n = b−na.
Συνεπώς, το αποτέλεσµα ισχύει και για n < 0.

2. Εφαρµόζοντας την (1) δύο ϕορες έχω abn = bna, άρα και ambn = bnam .

3. Προφανώς ισχύει για n = 0. Από την ΄Ασκηση 4.4.5, ισχύει για n > 0. Από το
Πόρισµα 3.3.6,
(ba)n = bnan ⇒ (ab)−n = ((ba)n)′ = (bnan)′ = (an)′(bn)′ = a−nb−n. Συνεπώς, το
αποτέλεσµα ισχύει και για n < 0.
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Απόδειξη : ΄Εστω k = o(a), m = o(b), n = o(ab) οι τάξεις των a, b, ab, αντίστοιχα. Τότε από
την ΄Ασκηση 4.6.12 και την Πρόταση 4.3.2

(ab)km = akmbkm = (ak)m(bm)k = e.e = e.

Από το Θεώρηµα 4.5.6, n|km. Αρκεί τώρα να δείξω km |n. Τώρα

e = ((ab)n)k = (ab)kn = aknbkn = (ak)nbkn = enbkn = bkn.

΄Επεται ότι το m |kn. Αφού µκδ(k,m) = 1, συµπεραίνουµε ότι m |n. Οµοίως, k|n. Τώρα
από την ΄Ασκηση 2.2.10, km |n. Συνεπώς, km = n. 2
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Απόδειξη : Σε κάθε οµάδα, για a , e και b = a′, ab = ba ενώ o(ab) = 1 , o(a)o(b).
Στην οµάδα Klein, o(α) = 2 = o(�) = o(α�).
Στην Z12, o(2) = 6, o(4) = 3 ενώ o(2 + 4) = 2. 2
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Απόδειξη : ΄Εχουµε abab = aabb.
Από αριστερή απαλοιφή, προκύπτει ότι bab = abb.
Από δεξιά απαλοιφή, προκύπτει ότι ba = ab. 2
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Απόδειξη : Z6 = {0,1,2,3,4,5}, H = {0,3}.
Αριστερά σύµπλοκα:
0 + H = H = 3 + H
1 + H = {1,4} = 4 + H
2 + H = {2,5} = 5 + H. 2
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Απόδειξη : Z6 = {0,1,2,3,4,5}, H = {0,2,4}.
Αριστερά σύµπλοκα:
0 + H = H = 2 + H = 4 + H
1 + H = {1,3,5} = 3 + H = 5 + H. 2
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Απόδειξη : Z∗7 = {1,2,3,4,5,6}, H = 〈6〉 = {1,6}.
Αριστερά σύµπλοκα:
1H = H = 6H
2H = {2,5} = 5H
3H = {3,4} = 4H. 2
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Απόδειξη : 2Z = {. . .0,2,4,6,8,10, . . .}, H = {. . .0,8,16,24,32, . . .}.
Αριστερά σύµπλοκα:
. . . = 0 + H = H = 8 + H = 16 + H = . . .
. . . = 2 + H = {. . . ,2,10,18,26,34, . . .} = 10 + H = 18 + H = . . .
. . . = 4 + H = {. . . ,4,12,20,28,36, . . .} = 12 + H = 20 + H = . . .
. . . = 6 + H = {. . . ,6,14,22,30,38, . . .} = 14 + H = 22 + H = . . .. 2
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Απόδειξη : Για a, b, c ∈ G, χρησιµοποιώντας σε κάθε περίπτωση ότι το H είναι υποοµάδα
της G,

1. aa′ = e ∈ H, άρα a ^ a.

2. a ^ b ⇒ ab′ ∈ H ⇒ ba′ = (ab′)′ ∈ H ⇒ b ^ a.

3. a ^ b, b ^ c ⇒ ab′ ∈ H, bc′ ∈ H ⇒ ac′ = (ab′)(bc′) ∈ H ⇒ a ^ c.

΄Ετσι η ^ είναι σχέση ισοδυναµίας.
Προφανώς, b ^ a ⇔ ba′ ∈ H ⇔ b = ha για κάποιο h ∈ H. Συνεπώς, η κλάση
ισοδυναµίας του a, δηλαδή το σύνολο {b ∈ G : b ^ a} ισούται µε Ha.
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Απόδειξη : Από την Πρόταση 1.7.1,

aH = bH ⇔ a ∼ b ⇔ a′b = a′(b′)′ ∈ H ⇔ a′ ^ b′ ⇔ Ha′ = Hb′.

2
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Απόδειξη : Από την ΄Ασκηση 4.8.6, αν τα διακεκριµένα αριστερά σύµπλοκα είναι τα
a1H, a2H, . . . , amH, τότε τα διακεκριµένα δεξιά σύµπλοκα είναι τα Ha′1, Ha

′
2, . . . , Ha

′
m .
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Απόδειξη : Αν a ∈ H, τότε aH = H = Ha. Μπορώ λοιπόν να υποθέσω ότι a < H, οπότε
eH = H , aH και He = H , Ha. Τώρα η G έχει µόνο δύο αριστερά σύµπλοκα, τα H και
aH. Εφόσον αυτά είναι ξένα µεταξύ τους, aH = G \ H. Από την ΄Ασκηση 4.8.7, η G έχει
δύο δεξιά σύµπλοκα, τα H και Ha. Επειδή δύο διακεκριµένα δεξιά σύµπλοκα είναι ξένα
µεταξύ τους, Ha = G \ H = aH. 2
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Απόδειξη : Η συνάρτηση g : aH = Ha, που στέλνει το ah στο ha είναι προφανώς επί. Είναι
και 1 − 1:

g(ah1) = g(ah2)⇒ h1a = h2a ⇒ h1 = h2 ⇒ ah1 = ah2.
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Απόδειξη : Από το Θεώρηµα Lagrange, ο αριθµός |H |, όντας διαιρέτης του pq, είναι ένας
από τους 1, p, q, pq. Εφόσον η H είναι γνήσια υποοµάδα, ο |H | ισούται µε p ή q, δηλ.
είναι πρώτος. Από το Πόρισµα 4.7.7, η H είναι κυκλική.
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Απόδειξη :

1. ΄Εστω u το ταυτοτικό στοιχείο της H. Τότε u ∗u = u. Επειδή όµως το u είναι στοιχείο
και της G, u ∗ e = u. ΄Αρα u ∗ u = u ∗ e. Τώρα από τον αριστερό νόµο διαγραφής
για την οµάδα G, u = e.

2. ΄Εστω b το αντίστροφο του a στην H. Τότε a ∗ b = e και a ∗ a′ = e. Συνεπώς,
a ∗ b = a ∗ a′ και, από τον αριστερό νόµο διαγραφής για την G, b = a′.
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ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 218 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν η H είναι υποοµάδα της G, τότε το (1) ισχύει από τον Ορισµό 4.1.2 και οι
(2), (3) ισχύουν από το Θεώρηµα 4.1.3.
Αντίστροφα, αν ισχύει η (1), τότε η ∗ είναι πράξη στο H. Μάλιστα είναι προσεταιριστική
στο H γιατί είναι προσεταιριστική στο πιο µεγάλο σύνολο G. Αν ισχύει η (2), τότε το e
είναι ταυτοτικό στοιχείο του H. Αν ισχύει και η (3), τότε στο H κάθε στοιχείο a έχει το a′

ως αντίστροφο. Συνεπώς, αν ισχύουν, οι (1), (2), (3), από τον Ορισµό 3.3.1, η (H, ∗) είναι
οµάδα, και το H αποτελεί υποοµάδα της G. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.1.4
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 219 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Αν A = x1x2 . . . xm+n, B = x1x2 . . . xm και C = xm+1xm+2 . . . xm+n από την Πρόταση
3.1.7, A = BC. Θέτοντας x1 = x2 = . . . = xm+n = x, έχουµε ότι A = xm+n , B = xm

και C = xn, οπότε xm+n = xmxn.

2. Γίνεται µε επαγωγή στο n:

(α΄) Προφανώς, ισχύει για n = 1 και, χρησιµοποιώντας την (1),

(ϐ΄) (xm)n = xmn ⇒ (xm)n+1 = (xm)nxm = xmnxm = xmn+mxm(n+1).

2

Πίσω στο Λήµµα 4.3.1
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 220 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Το αποτέλεσµα ισχύει για m = 0 ή n = 0 και, αν το αποτέλεσµα ισχύει για ένα
Ϲεύγος ακεραίων (m, n), τότε ισχύει και για το (−n,−m):

x−nx−m = (xn)′(xm)′ = (xmxn)′ = (xm+n)′ = x−(m+n).

΄Ετσι, από το Λήµµα 4.3.1, το αποτέλεσµα ισχύει όταν m ≥ 0, n ≥ 0 και όταν
m ≤ 0, n ≤ 0. Μένει, προφανώς, να το δείξουµε όταν m > 0, n < 0. Οπότε, από ό,τι
έχουµε ήδη δειξει,

(α΄) αν m + n ≥ 0,
xmxn = x (m+n)−nxn = (xm+nx−n)xn = xm+n(x−nxn) = xm+n

(ϐ΄) και αν m + n < 0,
xmxn = xmx−m+(m+n) = xm(x−mxm+n) = (xmx−m)xm+n = xm+n.

2. Υποθέτοντας (xm)n−1 = xm(n−1), από την (1),

(xm)n = (xm)n−1xm = xm(n−1)xm = xm(n−1)+m = xmn.

Συνεπώς, για n ≥ 0, το αποτέλεσµα προκύπτει µε επαγωγή στο n. Οπότε, για n < 0,

(xm)n = ((xm)−n)′ = (x−mn)′ = xmn.

2

Πίσω στην Πρόταση 4.3.2
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 221 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την Πρόταση 4.3.2,

1. x, y ∈ 〈a〉 ⇒ x = am , y = an, όπου m, n ∈ Z,
⇒ xy = am+n = an+m = yx ∈ 〈a〉.

2. e = a0 ∈ 〈a〉.

3. x ∈ 〈a〉 ⇒ x = am , όπου m ∈ Z,⇒ x ′ = a−m ∈ 〈a〉.

Τώρα, από το Θεώρηµα 4.1.4, το 〈a〉 αποτελεί υποοµάδα της G. Μάλιστα, από το (1), η
〈a〉 είναι αβελιανή. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.5.1
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 222 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προφανώς, G = 〈a〉 = {an : n ∈ Z} για κάποιο a ∈ G.
Αν H = {e}, τότε η H είναι κυκλική γιατί ισούται µε 〈e〉. ∆ιαφορετικά η υποοµάδα H της
G, για κάποιο m ∈ Z \ {0}, περιέχει το am , καθώς και το αντίστροφό του a−m . Συνεπώς,
A = {i ∈ N : a i ∈ H} , ∅. Από την αρχή της καλής διάταξης, το A έχει ελάχιστο στοιχείο,
το οποίο καλούµε k.

Θεωρώ τώρα τυχαίο x ∈ H ⊂ G. Προφανώς, x = an για κάποιο n ∈ Z. Από τον
αλγόριθµο διαίρεσης,

n = qk + r, όπου q, r ∈ Z και 0 ≤ r < k.

Από την Πρόταση 4.3.2,

ar = an−qk = ana−qk = x(ak)−q.

Προφανώς, η υποοµάδα H περιέχει τα x, ak, (ak)−q και, συνεπώς, το ar = x(ak)−q. Αν
r > 0, τότε r ∈ A και r < k. Αυτό αντιφάσκει στον ορισµό του k. ΄Αρα r = 0 και
x = aqk = (ak)q.
Συµπεραίνουµε ότι η H είναι κυκλική µε ένα γεννήτορα το ak. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.5.3
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 223 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Ενα τυχαίο στοιχείο του 〈a〉 γράφεται ως an, όπου n ∈ Z. Από τον αλγόριθµο
διαίρεσης,

n = qm + r, όπου q, r ∈ Z και 0 ≤ r < m.

΄Ετσι, από την Πρόταση 4.3.2, an = aqmar = (am)qar = eqar = ar . Αυτό σηµαίνει ότι
οποιοδήποτε στοιχείο του 〈a〉 ισούται µε ένα από τα e, a, a2, . . . , am−1, όλα από τα οποία
είναι µέλη του 〈a〉. ΄Ετσι 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , am−1}. 2

Πίσω στο Λήµµα 4.5.4
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 224 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι ισχύει το (1). Τότε το 〈a〉 = {an : n ∈ Z} είναι πεπερασµένο.
Αυτό συνεπάγεται ότι a i = a j για κάποιους ακέραιους i, j µε i < j. Μα τότε, m = j − i ∈ N
και, από την Πρόταση 4.3.2, am = a ja−i = a i(a i)′ = e.

Αντίστροφα, έστω ότι am = e για κάποιο m ∈ N. Από το Λήµµα 4.5.4, 〈a〉 =

{e, a, a2, . . . , am−1}. Συνεπώς, o(a) = |〈a〉| ≤ m < ∞. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.5.5
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 225 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Από το Λήµµα 4.5.4, 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , am−1}.

2. Ας υποθέσουµε ότι 0 ≤ r1 < r2 < m. Τότε 0 < k = r2 − r1 < m και, από τον
ορισµό του m, ak = ar2a−r1 = ar2 (ar1 )′ , e. ΄Αρα, ar1 , ar2 . Συνεπώς, τα στοιχεία
e, a, a2, . . . , am−1 είναι διακεκριµένα και, από την (1), o(a) = |〈a〉| = m.

3. ΄Εστω ότι an = e. Από τον αλγόριθµο διαίρεσης,

n = qm + r, όπου q, r ∈ Z και 0 ≤ r < m.

Συνεπώς, ar = an−qm = ana−qm = e(am)−q = e−q = e. Από τον ορισµό του m, r = 0.
Συνεπώς, n = qm και m |n.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.5.6
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 226 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για καθε a, b, c ∈ G, έχοντας υπόψη ότι η H είναι υποοµάδα της G,

1. a′a = e ∈ H. ΄Αρα a ∼ a.

2. a ∼ b ⇒ a′b ∈ H ⇒ (a′b)′ = b′a ∈ H ⇒ b ∼ a.

3. a ∼ b, b ∼ c ⇒ a′b ∈ H, b′c ∈ H ⇒ (a′b)(b′c) = a′c ∈ H ⇒ a ∼ c.

2

Πίσω στο Λήµµα 4.7.1
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 227 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : b ∈ [a]⇔ a ∼ b ⇔ h = a′b ∈ H ⇔ b = ah για κάποιο h ∈ H ⇔ b ∈ aH. 2

Πίσω στο Λήµµα 4.7.2
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 228 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Οι (1), (2), (3), (4) έπονται από την Πρόταση 1.7.1 εφόσον τα αριστερά σύµπλο-
κα είναι κλάσεις ισοδυναµίας. Η (5) προκύπτει ϑέτοντας b = e στην (3). 2

Πίσω στην Πρόταση 4.7.3
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 229 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι τα δύο σύνολα είναι ισοπληθή, αρκεί να δείξουµε ότι
υπάρχει µια f : H → aH η οποία είναι 1 − 1 και επί. Μια τέτοια συνάρτηση ορίζεται
ϑέτοντας f (h) = ah για κάθε h ∈ H.
Πράγµατι, η f είναι επί γιατί για κάθε µέλος y της aH, y = ah0, όπου h0 ∈ H, και συνεπώς
y = f (h0).
Η f είναι 1 − 1 γιατί από τον αριστερό κανόνα διαγραφής,

f (h1) = f (h2)⇒ ah1 = ah2 ⇒ h1 = h2.

2

Πίσω στο Λήµµα 4.7.4
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 230 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την Πρόταση 4.7.3, το σύνολο G είναι η ένωση |G : H | τον αριθµό αριστερών
συµπλόκων της H στην G, και κάθε δύο από αυτά είναι ξένα µεταξύ τους. Από δε το
Λήµµα 4.7.4, κάθε ένα από αυτά τα σύµπλοκα περιέχει |H | στοιχεία. Συνεπώς, η G
περιέχει |G : H ||H | στοιχεία. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.7.5
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 231 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Θεώρηµα Lagrange, ϑέτουµε H = 〈a〉. 2

Πίσω στο Πόρισµα 4.7.6
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• . . .

• Υποοµάδες

ä Υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ιδιότητες ∆υνάµεων

ä Ασκήσεις

ä Κυκλικές υποοµάδες

ä Ασκήσεις

ä Το θεώρηµα Lagrange

ä Ασκήσεις

• Κι άλλες οµάδες

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 232 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ο αριθµός |G| είναι πρώτος. Τότε υπάρχει a ∈ G µε a , e. Προφανώς,
o(a) > 1 και, από το Πόρισµα 4.7.6, ο ϕυσικός αριθµός o(a) διαιρεί τον πρώτο αριθµό |G|.
΄Επεται ότι o(a) = |〈a〉| = |G|. Επειδή το 〈a〉 είναι υποσύνολο του πεπερασµένου συνόλου
G, συµπεραίνουµε ότι G = 〈a〉.

Συνεπώς, η G είναι κυκλική µε γεννήτορα κάθε a ∈ G µε a , e. 2

Πίσω στο Πόρισµα 4.7.7
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• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 233 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε τα µ1δ1 και δ1µ1. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 234 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
◦ e ρ ρ2 µ1 µ2 µ3

e e ρ ρ2 µ1 µ2 µ3

ρ ρ ρ2 e µ3 µ1 µ2

ρ2 ρ2 e ρ µ2 µ3 µ1

µ1 µ1 µ2 µ3 e ρ ρ2

µ2 µ2 µ3 µ1 ρ2 e ρ
µ3 µ3 µ1 µ2 ρ ρ2 e

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 235 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : o(ρ) = o(ρ2) = 3, o(µ1) = o(µ2) = o(µ3) = 2, o(e) = 1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 236 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : µ1δ1 = ρ3 , ρ = δ1µ1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : o(ρ) = o(ρ2) = o(ρ3) = 4, o(µ1) = o(µ2) = o(δ1) = o(δ2) = 2, o(e) = 1.

ρ27 = ρ4×6+3 = (ρ4)6ρ3 = e6ρ3 = ρ3 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 238 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : H = {e, µ1}.
Αριστερά σύµπλοκα: eH = H = µ1H,
ρH = {ρ, ρµ1} = {ρ, µ3} = µ3H,
ρ2H = {ρ2, ρ2µ1} = {ρ2, µ2} = µ2H.
∆εξιά σύµπλοκα:
He = H = Hµ1,
Hρ = {ρ, µ1ρ} = {ρ, µ2} = Hµ2,
Hρ2 = {ρ2, µ1ρ2} = {ρ2, µ3} = Hµ3.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 239 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ισχύει όταν η G είναι αβελιανή οµάδα.
∆εν ισχύει για G = S3 και H = {e, µ1}: π.χ. ρH , Hρ. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 240 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στην S3, αν a = ρ, b = µ1, τότε o(a) = 3, o(b) = 2 ενώ o(ab) = 2 , 6 = o(a)o(b).
2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 241 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν και µόνον αν το µήκος του είναι περιττός αριθµός. Βλέπε απόδειξη του
Λήµµατος 5.3.2. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 242 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. σ = (1 3 2) = (1 2)(1 3). ΄Αρτια µε 1 τροχιά.

2. σ = (1 4)(2 3). ΄Αρτια µε 2 τροχιές.

3. σ = (1 4 5)(2 3 8)(6 7) = (1 5)(1 4)(2 8)(2 3)(6 7).
Περιττή µε 3 τροχιές.

4. σ = (1 3 5 7)(2 4 6 8)(9) = (1 7)(1 5)(1 3)(2 8)(2 6)(2 4).
΄Αρτια µε 3 τροχιές.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 243 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (1 5 4 7 8 9 3 6)(2). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 244 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (1 3 5 . . . 2m + 1 2 4 6 . . . 2m). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 245 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : e, (1 2 3), (1 3 2). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 246 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : e, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3),
(1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3).
∆εν είναι αβελιανή: (1 2 3)(2 3 4) = (1 2)(3 4) ενώ (2 3 4)(1 2 3) = (1 3)(2 4). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 247 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : o(e) = 1 ενώ τα (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3) έχουν τάξη 2. Τα λοιπά
στοιχεία έχουν τάξη 3. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.7

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 248 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆εν έχει κυκλικές υποοµάδες τάξης 4 γιατί δεν έχει στοιχεία τάξης 4. ΄Ετσι,
από το Θεώρηµα Lagrange, µια υποοµάδα H τάξης 4 περιέχει µόνο στοιχεία τάξης 2 και
το e. Συνεπώς, H = {e, (1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}, που εύκολα ελέγχεται ότι είναι
υποοµάδα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.4.8

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 249 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε
g2 = (1,4), g3 = (α,3), g4 = (1,1) = e.

Συνεπώς, o(g) = 4. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 250 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε
g2 = (1,4,1), g3 = (2,2,6), g4 = (1,1,1) = e.

Συνεπώς, o(g) = 4. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 251 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πλην του 0, τα λοιπά στοιχεία έχουν τάξη 2 < 4 = |Z2 ×Z2|. ΄Αρα η Z2 ×Z2 δεν
είναι κυκλική. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 252 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το 0 έχει τάξη 1.
Το (0,1) έχει τάξη 4, όπως και τα (1,1), (0,3), (1,3).
Τα (0,2), (1,0), (1,2) έχουν τάξη 2.
΄Αρα η Z2 × Z4, που έχει 8 στοιχεία, δεν είναι κυκλική. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 253 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πλην του 0, τα λοιπά 7 στοιχεία έχουν τάξη 2. ΄Αρα η Z2 × Z2 × Z2 δεν είναι
κυκλική. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 254 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο ακέραιος k = mn
d , όπου d = µκδ(m, n), είναι µικρότερος του mn = |Zm ×Zn |.

Για κάθε στοιχείο (i, j) της Zm × Zn, k(i, j) = (ki, kj) = ( ndm,
m
d n) = (0,0) = 0. Συνεπώς,

o(i, j) ≤ k < mn και η Zm × Zn δεν είναι κυκλική. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.6.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 255 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ΄Εστω f, g, h ∈ SA. Για κάθε x ∈ A,
(f ◦ (g ◦ h))(x) = f ((g ◦ h)(x)) = f (g(h(x))) = (f ◦ g)(h(x)) = ((f ◦ g) ◦ h)(x).
Συνεπώς, f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h και η ◦ είναι προσεταιριστική.

2. Η συνάρτηση e = eA : A → A, όπου e(x) = x, δρα ως το ταυτοτικό στοιχείο της SA
γιατί προφανώς f ◦ e = e ◦ f = f για κάθε f ∈ SA.

3. Κάθε f : A → A που ανήκει στο SA είναι 1 − 1 και επί. Συνεπώς, σε κάθε x ∈ A
αντιστοιχεί µοναδικό y ∈ A µε x = f (y). Ορίζεται, εποµένως, µια 1 − 1 και επί
συνάρτηση f −1 : A → A µε f −1(x) = y⇔ x = f (y).
Για κάθε a ∈ A, (f ◦ f −1)(a) = f (f −1(a)) = a, γιατί b = f −1(a) ⇒ f (b) = a. Οµοίως,
(f −1 ◦ f )(a) = f −1(f (a)) = a. Συνεπώς, f ◦ f −1 = e = f −1 ◦ f και το µέλος f −1 της SA
δρα ως το αντίστροφο του στοιχείου f .

2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.1.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 256 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµοζόµενοι σε οποιοδήποτε στοιχείο του {1,2, . . . , n}, οι πιο πάνω κύκλοι
οδηγούν στο ίδιο αποτέλεσµα. 2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 257 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εύκολα ελέγχεται ότι

(a1 a2 . . . am) = (a1 am)(a1 am−1) . . . (a1 a2).

2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 258 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προφανώς, στ(m) = m = τσ(m) αν σ(m) = m και τ(m) = m. ∆ιαφορετικά,
µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να υποθέσουµε ότι σ(m) = m και τ(m) , m, άρα
τσ(m) = τ(m). Επίσης, επειδή η τ είναι 1 − 1 και οι σ, τ είναι ξένες, τ(τ(m)) , τ(m). ΄Αρα
στ(m) = τ(m) = τσ(m). Συµπεραίνουµε ότι στ = τσ. 2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 259 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω k = o(σ). Προφανώς, 1 ≤ k ≤ n! και σk = e. Για 1 ≤ i, j, l ≤ n,

1. σk(i) = e(i) = i ⇒ i ∼ i,

2. i ∼ j ⇒ j = σm(i) για κάποιοm ∈ N⇒ i = σ−m(j) = σk(m+1)−m(j) και k(m+1)−m ∈ N
⇒ j ∼ i,

3. i ∼ j, j ∼ l ⇒ j = σm1 (i), l = σm2 (j) για κάποια m1, m2 ∈ N
⇒ l = σm2+m1 (i)⇒ i ∼ l.

2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 260 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Οι (1), (2) προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό του κσ,i και το Λήµµα 5.3.1, και
η (3) από το γεγονός ότι οι τροχιές των i και j είναι ξένα σύνολα. 2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 261 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω Oσ,i1 , Oσ,i2 , . . . , Oσ,il οι διακεκριµένες τροχιές των µελών του {1,2, . . . , n}.
Τότε

σ = κσ,i1κσ,i2 . . . κσ,il .

΄Οντως, για δεδοµένο στοιχείο j του {1,2, . . . , n} έστω Oσ,i η µοναδική από τις τροχιές
Oσ,i1 , Oσ,i2 , . . . , Oσ,il στην οποία ανήκει. Από το Λήµµα 5.3.5, κσ,i(j) = σ(j) και οι υπόλοιποι
από τους κύκλους κσ,i1 , κσ,i2 , . . . , κσ,il αφήνουν το j και το σ(j) αµετάβλητα, οπότε

σ(j) = (κσ,i1κσ,i2 . . . κσ,il )(j).

2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.3.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 262 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αυτό έπεται από το Θεώρηµα 5.3.6 και το Λήµµα 5.3.2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.3.7

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 263 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι η τσ(m) = σ(m) αν το m δεν ανήκει στις τροχιές των i, j ως
προς την σ, οπότε Oτσ,m = Oσ,m . Μένει να εξετάσουµε τι γίνεται µε τις τροχιές Oσ,i και Oσ,j.
∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις.

1. Αν Oσ,i = Oσ,j, ο κύκλος κσ,i ισούται µε τον κσ,j και γράφεται ως

κσ,i = (σ(i) σ2(i) . . . σk(i) = j . . . σm(i) = i).

Προκύπτει ότι

Oτσ,i = {σ(i), σ2(i), . . . , σk−1(i), τσk(i) = τ(j) = i} και
Oτσ,j = {τσ(j) = σk+1(i), . . . , σm−1(i), τσm(i) = τ(i) = j}.

Συνεπώς, T (τσ) − T (σ) = 1.

2. Αν Oσ,i , Oσ,j, οι κύκλοι κσ,i , κσ,j είναι ξένοι και γράφονται ως

κσ,i = (σ(i) σ2(i) . . . σk(i) = i), κσ,j = (σ(j) σ2(j) . . . σm(j) = j).

Προκύπτει ότι η τροχιά Oτσ,i ισούται µε το σύνολο

{σ(i), σ2(i), . . . , τσk(i) = τ(i) = j, σ(j), σ2(j), . . . , τσm(j) = τ(j) = i).

Συνεπώς, T (τσ) − T (σ) = −1.

2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.8

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 264 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Λήµµα 5.3.8, ο T (τ1τ2σ)−T (σ), ως το άθροισµα των δύο µονών αριθµών
T (τ1τ2σ) − T (τ2σ) και T (τ2σ) − T (σ), είναι άρτιος. 2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.9

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 265 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Γίνεται µε επαγωγή στο m. Από το Λήµµα 5.3.8, ισχύει για m = 1. Αν ισχύει
για m = k , ο T (τ3τ4 . . . τ2k+1σ) − T (σ) είναι περιττός ενώ, από το Λήµµα 5.3.9,
ο T (τ1τ2 . . . τ2k+1σ) − T (τ3τ2 . . . τ2k+1σ) είναι άρτιος. Συνεπώς, το άθροισµά τους,
δηλαδή, ο T (τ1τ2 . . . τ2(k+1)−1σ) − T (σ) είναι περιττός.

2. Από την (1), οι T (τ1τ2 . . . τ2mσ) − T (τ2τ3 . . . τ2mσ) και T (τ2τ3 . . . τ2mσ) − T (σ) είναι
περιττοί. Συνεπώς, το άθροισµά τους T (τ1τ2 . . . τ2mσ) − T (σ) είναι άρτιος.

2

Πίσω στην Πρόταση 5.3.10

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 266 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι η σ είναι περιττή. Τότε υπάρχουν αντιµεταθέσεις τ1, τ2, . . . , τ2m−1
τέτοιες ώστε σ = τ1τ2 . . . τ2m−1. ΄Ετσι, σ = τ1τ2 . . . τ2m−1e και από την Πρόταση 5.3.10, ο
T (σ)−T (e) είναι περιττός. Οµοίως, αν η σ είναι άρτια, ο T (σ)−T (e) είναι άρτιος. Συνεπώς,
η σ είναι περιττή ή άρτια, όχι όµως και τα δύο. 2

Πίσω στο Λήµµα 5.3.11

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 267 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Είναι προφανές ότι το γινόµενο δύο άρτιων µεταθέσεων είναι µια άρτια µετάθεση.

2. (1 2)(1 2) = e ⇒ e ∈ An.

3. σ ∈ An ⇒ σ = τ1τ2 . . . τ2m , όπου οι τ1, τ2, . . . , τ2m είναι αντιµεταθέσεις, ⇒ σ−1 =

τ2mτ2m−1 . . . τ1 ⇒ σ−1 ∈ An.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.3.12
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• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 268 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Θεώρηµα 8.4.7 Η An αποτελείται από 1
2n! στοιχεία. Απόδειξη

Απόδειξη : Κάθε περιττή µετάθεση τ είναι το γινόµενο της (1 2) µε µια σ ∈ An, όπου
σ = (1 2)τ. Συνεπώς, η An έχει µόνο δύο αριστερά σύµπλοκα, το eAn = An, που
αποτελείται από τις άρτιες µεταθέσεις, και το (1,2)An, που αποτελείται από τις περιττές
µεταθέσεις. ΄Αρα, |Sn : An | = 2 και, από το Θεώρηµα Lagrange, |An | = 1

2 |Sn | =
1
2n!. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 8.4.7
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• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 269 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. (x1, x2, . . . , xn)
(
(y1, y2, . . . , yn)(z1, z2, . . . , zn)

)
=

(x1, x2, . . . , xn)(y1z1, y2z2, . . . , ynzn) = (x1(y1z1), x2(y2z2), . . . , xn(ynzn)) = ((x1y1)z1, (x2y2)z2, . . . , (xnyn)zn)
= (x1y1, x2y2, . . . , xnyn)(z1, z2, . . . , zn)(
(x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yn)

)
(z1, z2, . . . , zn),

όπου η τρίτη ισότητα οφείλεται στο ότι η πράξη της κάθε Gi είναι προσεταιριστική.
΄Ετσι η πράξη του γινοµένου είναι προσεταιριστική. Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύ-
εται ότι

2. το e = (e1, e2, . . . , en) είναι το ταυτοτικό του γινοµένου, όπου ei είναι το ταυτοτικό
του Gi .

3. το (x ′1, x
′
2, . . . , x

′
n) είναι το αντίστροφο του (x1, x2, . . . , xn), όπου x ′i είναι το αντίστροφο

του xi στην Gi .

4. αν κάθε Gi είναι αβελιανή οµάδα, το ίδιο ισχύει για το γινόµενο.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.5.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Κι άλλες οµάδες

ä Οµάδες µεταθέσεων

ä Ασκήσεις

ä Κύκλοι, τροχιές, εναλ-
λάσσουσες οµάδες

ä Ασκήσεις

ä Ευθέα Γινόµενα Οµάδων

ä Ασκήσεις

• Πόσες οµάδες;

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 270 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή στην Zm × Zn, k(1,1) = (k, k), και 0 = (0,0), έχουµε
k(1,1) = 0 στην Zm × Zn ⇔ k = 0 στην Zm και k = 0 στην Zn ⇔ (από το Θεώρηµα 4.5.6)
m |k και n|k ⇔ (από την ΄Ασκηση 2.2.10) mn|k.
Προκύπτει ότι το στοιχείο (1,1) της Zm × Zn έχει τάξη mn και, αφού |Zm × Zn | = mn,
Zm × Zn = 〈(1,1)〉. Συνεπώς , η Zm × Zn είναι κυκλική µε ένα γεννήτορα το (1,1). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 5.5.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 271 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η φ είναι οµοµορφισµός γιατί, από ιδιότητες δυνάµεων, φ(x + y) = ex+y =

exey = φ(x)φ(y).
Η φ είναι 1 − 1 και επί γιατί, ως γνωστόν, σε κάθε στοιχείο y του R+ αντιστοιχεί ένα και
µοναδικό x = log(y) ∈ R µε φ(x) = y. Συνεπώς, η φ ισοµοµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.1
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 272 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η f είναι οµοµορφισµός για τον ίδιο λόγο που η φ της ΄Ασκησης 6.2.1 είναι
οµοµορφισµός.
Είναι µονοµορφισµός γιατί f (x) = f (y)⇒ 2x = 2y ⇒ 2x−y = 0⇒ x = y.
∆εν είναι επιµορφισµός γιατί κάθε f (x) είναι ϑετικό. ΄Ετσι, π.χ., δεν υπάρχει x ∈ R µε
f (x) = −1. Συνεπώς, η f δεν είναι ούτε ισοµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 273 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ως γνωστόν, |xy| = |x ||y|, δηλ. f (xy) = f (x)f (y). ΄Αρα η f είναι οµοµορφισµός.
∆εν είναι µονοµορφισµός, άρα ούτε ισοµορφισµός, γιατί π.χ. f (1) = f (−1).
∆εν είναι επιµορφισµός γιατί π.χ. −1 , f (x) για κάθε x ∈ R∗. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.3
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 274 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι : g(3 + (−3)) = g(0) = 0 , 6 = |3| + | − 3| = g(3) + g(−3). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 275 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f (0 + 3) = f (3) = 3 , 3 + 9 = f (0) + f (3). Συνεπώς, η f δεν είναι ούτε καν
οµοµορφισµός.
g(x + y) = 5(x + y) = 5x + 5y = g(x) + g(y). ΄Αρα η g είναι οµοµορφισµός. Μάλιστα, είναι
ισοµορφισµός γιατί εύκολα δείχνεται ότι η g είναι 1 − 1 και επί.
h(1 + 1) = 25 , 1 + 1 = h(1) + h(1). Συνεπώς, η h δεν είναι ούτε καν οµοµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 276 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι. ∆ύο ισόµορφες οµάδες έχουν την ίδια τάξη. Συνεπώς,
(1) Η Z4 µόνο µε την Z2 ×Z2 ϑα µπορούσε να είναι ισόµορφη. ∆εν είναι όµως ισόµορφες
γιατί η πρώτη οµάδα είναι κυκλική, όχι όµως και η δεύτερη.
(2) Η Z6 µόνο µε την S3 ϑα µπορούσε να είναι ισόµορφη. ∆εν είναι όµως ισόµορφες γιατί
η πρώτη οµάδα είναι αβελιανή, όχι όµως και η δεύτερη.
(3) Η Z8 µόνο µε τις Z2 × Z4, Z2 × Z2 × Z2 ϑα µπορούσε να είναι ισόµορφη. ∆εν είναι
όµως ισόµορφη µε αυτές γιατί η Z8 είναι κυκλική, όχι όµως και οι άλλες δύο.
(4) Τέλος, η Z2×Z4 έχει στοιχείο τάξης 4, π.χ. το (0,1), ενώ κάθε στοιχείο της Z2×Z2×Z2
έχει τάξη ≤ 2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.6
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 277 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μία, γιατί από το Πόρισµα 4.7.7 µια τέτοια οµάδα είναι κυκλική τάξης p και,
από το Πόρισµα 6.1.10, είναι ισόµορφη µε την Zp. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.7

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 278 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Επειδή, η τάξη του x, o(x), διαιρεί την τάξη της G, δηλ το 4, o(x) = 1,2 ή 4. Επειδή
η G δεν είναι κυκλική, o(x) , 4. Συνεπώς, o(x) = 1 ή 2. Σε κάθε περίπτωση x2 = e.

2. (α΄) Από την (1), xy = e ⇒ x = y′ = y!

(ϐ΄) Από το δεξιό νόµο διαγραφής, xy = y = ey⇒ x = e!

(γ΄) Από τον αριστερό νόµο διαγραφής, xy = x = xe ⇒ y = e!
Μένει η επιλογή xy = z.

3. Θέλω να δείξω ότι xy = yx, για κάθε x, y ∈ G. Αυτό είναι προφανές όταν x = e ή
y = e και, από την (1), όταν x = y. Συνεπώς, µπορούµε να υποθέσουµε ότι x, y
είναι δύο από τα τρία µη ταυτοτικά στοιχεία της G. Τώρα, από την (2), xy και yx
ισούνται µε το τρίτο µη ταυτοτικό στοιχείο της G. ΄Αρα, xy = yx.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.8
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 279 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι f (xy) = f (x)f (y) για κάθε x, y ∈ G. Αυτό προφανώς
ισχύει όταν x = e ή y = e και, από την ΄Ασκηση 6.2.8, όταν x = y.
Μένει η περίπτωση που x, y είναι δύο από τα τρία µη ταυτοτικά στοιχεία της G1, οπότε
xy = z είναι το τρίτο. Επειδή, η f είναι 1 − 1 και επί και f (e) = e, τα f (x), f (y), f (z) είναι
τα τρία µη ταυτοτικά στοιχεία της G2. Από την ΄Ασκηση 6.2.8, f (x)f (y) = f (z). Συνεπώς,
f (xy) = f (z) = f (x)f (y). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.9

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 280 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν µια οµάδα τάξης 4 είναι κυκλική τότε είναι ισόµορφη µε την Z4. Αν δεν
είναι κυκλική, από την ΄Ασκηση 6.2.9, τότε είναι ισόµορφη µε την 4-οµάδα V του Klein.
Συνεπώς, οι Z4 και V είναι οι µόνες οµάδες τάξης 4. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.10
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 281 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την ΄Ασκηση 6.2.9, µια συνάρτηση f : V → V είναι ισοµορφισµός αν και
µόνο αν f (e) = e και η f είναι 1 − 1 και επί. Υπάρχουν 3 επιλογές για το f (α), 2 για το
f (�) και 1 για το f (γ). Συνεπώς, υπάρχουν 6 τέτοιες συναρτήσεις. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.11

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 282 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. am = e και από το Θεώρηµα 6.1.2, φ(a)m = φ(am) = φ(e) = e. Συνεπώς, από το
Θεώρηµα 4.5.6, n|m.

2. όταν ο φ είναι µονοµορφισµός, η φ(an) = φ(a)n = e = φ(e) συνεπάγεται an = e.
΄Αρα, από το Θεώρηµα 4.5.6, m |n. Από την (1), m = n.

∆εν ισχύει ότι m = n, π.χ., όταν η φ : G → H ορίζεται µε φ(x) = e, για κάθε x ∈ G,
και a , e.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.12
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 283 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την ΄Ασκηση 6.2.12, για το 1 του Z4, η o(f (1)) διαιρεί την o(1) = 4. Από το
Πόρισµα 4.7.6, η o(f (1)) διαιρεί την |Z7| = 7. Συνεπώς, o(f (1)) = 1 και f (1) = 0. ΄Επεται
ότι ο µόνος οµοµορφισµός f : Z7 → Z4 είναι ο τετριµµένος οµοµορφισµός που ορίζεται
µε f (x) = 0. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.13

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 284 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ G, f (xy) = f (x)f (y). ∆ηλαδή, (xy)′ = x ′y′. Από το Πόρισµα
3.3.6, (xy)′ = y′x ′. Συνεπώς, x ′y′ = y′x ′, άρα και x ′′y′′ = y′′x ′′, δηλαδή xy = yx. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.14
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 285 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ G, f (xy) = f (x)f (y). ∆ηλαδή, xyxy = xxyy. Εφαρµόζοντας τον
κανόνα διαγραφής δύο ϕορές, έχουµε ότι yxy = xyy και yx = xy. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.15
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 286 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από την ΄Ασκηση 4.6.13, f (xy) = (xy)n = xnyn = f (x)f (y). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.2.16
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 287 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (2 3)(1 2)(2 3)′ = (2 3)(1 2)(2 3) = (3 1) , H = {(1 2), e}. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.1
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 288 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ghg′ ∈ H = {(1 2 3), (1 3 2), e} για g = (1 2), (2 3) ή
(1 3) και h = (1 2 3) ή (1 3 2). Πράγµατι,
(1 2)(1 2 3)(1 2) = (1 3 2) ∈ H
(1 3)(1 2 3)(1 3) = (1 3 2) ∈ H
(2 3)(1 2 3)(2 3) = (1 3 2) ∈ H
(1 2)(1 3 2)(1 2) = (1 2 3) ∈ H
(1 3)(1 3 2)(1 3) = (1 2 3) ∈ H
(2 3)(1 3 2)(2 3) = (1 2 3) ∈ H
. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 289 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω g ∈ G, h ∈ H. Θέλω να δείξω ότι ghg′ ∈ H. Μπορώ να υποθέσω ότι g < H.
Τότε τα δύο αριστερά σύµπλοκα της G είναι τα H και gH. Αν ghg′ ∈ gH, τότε ghg′ = gh1,
όπου h1 ∈ H, άρα hg′ = h1. Συνεπώς, g′ = h′h1 και g = h′1h ∈ G! ΄Επεται ότι ghg′ ∈ H
και η H είναι κανονική υποοµάδα. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.3
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 290 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι οµοµορφισµός από την ΄Ασκηση 6.2.16.
Kerf = {0,4,8} , {0}, άρα ο f δεν είναι µονοµορφισµός.
Imf = {0,3,6,9} , Z12, άρα ο f δεν είναι επιµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.4
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 291 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Kerf = {1,−1}, άρα ο f δεν είναι µονοµορφισµός.
Imf = R+, άρα ο f δεν είναι επιµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.5
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 292 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέλω να δείξω ότι f (xy) = f (x) + f (y) για κάθε x, y ∈ Sn. ΄Εχουµε τις εξής 4
περιπτώσεις.

1. x και y άρτιες⇒ xy άρτια, οπότε f (xy) = 0 = 0 + 0 = f (x) + f (y).

2. x και y περιττές⇒ xy άρτια, οπότε f (xy) = 0 = 1 + 1 = f (x) + f (y).

3. x άρτια, y περιττή⇒ xy περιττή, οπότε f (xy) = 1 = 0 + 1 = f (x) + f (y).

4. x περιττή, y άρτια⇒ xy περιττή, οπότε f (xy) = 1 = 1 + 0 = f (x) + f (y).

Kerf = An, Imf = Z2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.6
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 293 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή οι H1, H2 είναι υποοµάδες της G, έχουµε ότι

1. e ∈ H1, e ∈ H2. ΄Αρα, e ∈ H1 ∩ H2,

2. x, y ∈ H1 ∩ H2 ⇒ x, y ∈ H1 και x, y ∈ H2 ⇒xy ∈ H1 και xy ∈ H2 ⇒ xy ∈ H1 ∩ H2,

3. x ∈ H1 ∩ H2 ⇒ x ∈ H1 και x ∈ H2 ⇒x ′ ∈ H1 και x ′ ∈ H2 ⇒ x ′ ∈ H1 ∩ H2. Από τις
(1), (2), (3), η H1 ∩ H2 είναι υποοµάδα της G.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.7
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 294 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η H1 ∩ H2 είναι υποοµάδα της G από την ΄Ασκηση 6.4.7. ΄Εστω τώρα g ∈ G
και h ∈ H1 ∩ H2. Τότε το h είναι στοιχείο των κανονικών υποοµάδων H1, H2. Συνεπώς,
το ghg′ ανήκει σε κάθε µία από τις H1, H2. ΄Αρα ανήκει και στην H1 ∩ H2, η οποία είναι
εποµένως κανονική υποοµάδα της G. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.8
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 295 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η f είναι οµοµορφισµός : f (xy) = axya′ = axeya′ = ax(a′a)ya′ = (axa′)(aya′) =

f (x)f (y).

2. Η f είναι 1 − 1: f (x) = f (y)⇒ axa′ = aya′ ⇒ a′axa′a = a′aya′a ⇒ x = y.

3. Η f είναι επί : y ∈ G ⇒ y = f (a′ya).

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.9
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 296 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω g ∈ G. Από την ΄Ασκηση 6.4.9, η f : G → G που ορίζεται µε f (x) = gxg′

είναι (1) οµοµορφισµός, και (2) 1 − 1 και επί. Από την (1) και την Πρόταση 6.3.5, η
f (H) είναι υποοµάδα της G, και από την (2), έχουµε |f (H)| = |H | = m. Από τα δεδοµένα
προκύπτει ότι f (H) = H. ΄Ετσι, για κάθε h ∈ H, ghg′ = f (h) ∈ f (H) = H. Συνεπώς, η H
είναι κανονική υποοµάδα της G.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.4.10
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 297 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή έχει τάξη δύο, η Sn/An � Z2.

∆ιαφορετικά: Από την ΄Ασκηση 6.4.6, υπάρχει ένας επιµορφισµός f : Sn → Z2 µε
Kerf = An. Τώρα έπεται από το Πόρισµα 6.5.3 ότι Sn/An � Z2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.1
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 298 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτοντας H = 4Z = {. . . ,0,4,8,12, . . .}, τα στοιχεία της οµάδας Z/4Z είναι :
. . . = H = 0 + H = 4 + H = 8 + H = 12 + H = . . .
. . . = 1 + H = 5 + H = 9 + H = 13 + H = . . .
. . . = 2 + H = 6 + H = 10 + H = 14 + H = . . . και
. . . = 3 + H = 7 + H = 11 + H = 14 + H = . . .
Από τον πίνακα, το 1 + H έχει τάξη 4.
΄Αρα, Z/4Z � Z4.

Βλέπε και ΄Ασκηση 6.6.6. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 299 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτοντας H = 〈(2,0)〉 = {(2,0), (0,0)}, τα στοιχεία της οµάδας Z4 × Z2/〈(2,0)〉
είναι :
H = (0,0) + H = (2,0) + H
(1,0) + H = {(3,0), (1,0)} = (3,0) + H
(1,1) + H = {(3,1), (1,1)} = (3,1) + H και
(2,1) + H = {(0,1), (2,1)} = (0,1) + H
Από τον πίνακα, όλα τα µη µηδενικά στοιχεία έχουν τάξη 2.
΄Αρα η Z4 × Z2/〈(2,0)〉 είναι η 4-οµάδα Klein.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.3
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 300 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτοντας H = 〈(2,1)〉 = {(2,1), (0,0)}, τα στοιχεία της οµάδας Z4 × Z2/〈(2,1)〉
είναι :
H = (0,0) + H = (2,1) + H
(1,0) + H = {(3,1), (1,0)} = (3,1) + H
(2,0) + H = {(0,1), (2,0)} = (0,1) + H και
(3,0) + H = {(1,1), (3,0)} = (1,1) + H
Από τον πίνακα, το (1,0) + H έχει τάξη 4. ΄Αρα, Z4 × Z2/〈(2,1)〉 � Z4. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.4
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 301 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο φ είναι οµοµορφισµός γιατί, από τις ιδιότητες δυνάµεων,

φ(m + n) = am+n = aman = φ(m)φ(n).

Αν o(a) = m < ∞, τότε φ(n) = an = e ⇔ m |n. Συνεπώς, Kerφ = mZ.
Αν o(a) = ∞, τότε φ(n) = an = e ⇔ n = 0. Συνεπώς, Kerφ = {0}. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.5
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 302 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στην ΄Ασκηση 6.6.5 ϑέτουµε G = Zm και a = 1. Προκύπτει ότι η φ : Z → Zm
που ορίζεται µε φ(n) = n είναι οµοµορφισµός µε Kerφ = mZ. Επειδή η φ είναι προφανώς
επί, από το Πόρισµα 6.5.3, Zm = Z/mZ. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.6
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 303 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτοντας H = 〈(1,0)〉 = {(1,0), (2,0), . . . , (m − 1,0), (0,0)}, ϐλέπουµε ότι το
στοιχείο (0,1) + H της οµάδας πηλίκο έχει τάξη n, όπως και η οµάδα πηλίκο.

Συνεπώς, η Zm × Zn/〈(1,0)〉 είναι κυκλική, µάλιστα Zm × Zn/〈(1,0)〉 � Zn. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.7
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 304 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f
(
(x1, y1)+(x2, y2)

)
= f (x1+x2, y1+y2) = (x1+x2)−(y1+y2) = (x1−y1)+(x2−y2) =

f (x1, y1) + f (x2, y2). ΄Αρα η f ειναι οµοµορφισµός. Είναι επιµορφισµός γιατί x = f (x,0).
Προφανώς, Kerf = 〈(1,1)〉 και, από τό Πόρισµα 6.5.3, Z × Z/〈(1,1)〉 � Z. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.6.8
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 305 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x ∈ G, ορίζουµε Ax = {x, x ′}. Προφανώς, Ax ∩ Ay , ∅ ⇔ x = y ή
x = y′ ⇔ Ax = Ay. Επίσης, Ae = {e}. ΄Εστω Ae, Ax1 , Ax2 , . . . Axn µια απαρίθµηση των
διακεκριµένων συνόλων της µορφής Ax . Τότε, |G| = 1 + |Ax1 | + |Ax2 | + . . . + |Axn |. Με
δεδοµένο ότι ο αριθµός |G| είναι άρτιος, πρέπει για κάποιο i το Axi να περιέχει ένα µόνο
στοιχείο. Συνεπώς, xi = x ′i , οπότε o(xi) = 2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.7.1
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 306 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Για κάθε x, y ∈ G, xyxy = e = ee = xxyy. Από το νόµο διαγραφής, παίρνουµε
xyx = xxy και yx = xy.

2. Αν |G| ≥ 4, το G \ {e} περιέχει διακεκριµένα στοιχεία a, b, ab, όλα τάξης 2. Εύκολα
ελέγχεται ότι το H = {e, a, b, ab} αποτελεί µη κυκλική υποοµάδα της G. ΄Αρα, από
την ΄Ασκηση 6.2.10, H � V .

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.7.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 307 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η τάξη τυχαίου στοιχείου της G διαιρεί την |G| = 6, συνεπώς είναι ένας από τους
1,2,3,6. Αν η G είχε στοιχείο τάξης 6, τότε ϑα ήταν κυκλική. Η ύπαρξη στοιχείου
a τάξης 2 προκύπτει από την ΄Ασκηση 6.7.1. Αν όλα τα στοιχεία του G \ {e} είχαν
τάξη 2, από την ΄Ασκηση 6.7.2, η G ϑα είχε κάποια υποοµάδα τάξης 4, πράγµα που
αποκλείεται από το Θεώρηµα Lagrange, εφόσον 4 6 | 6. Συνεπώς, η G περιέχει ένα
στοιχείο b τάξης 3.

2. Προφανώς, τα b, b2 έχουν τάξη 3 ενώ το a έχει τάξη 2. ΄Αρα, τα e, b, b2, a είναι
4 διακεκριµένα στοιχεία της G. Μάλιστα, από τον κανόνα απαλοιφής, εύκολα
προκύπτει ότι τα e, b, b2, a, ab, ab2 είναι όλα διακεκριµένα και, αφού |G| = 6, G =

{e, b, b2, a, ab, ab2}.

Ο πίνακας πολλαπλασιασµού της G, συνάγεται εύκολα από τον κανόνα απαλοιφής : Π.χ.
το ba δεν µπορεί να είναι ένα από τα e, b, b2, a. Αν ba = ab, τότε (ab)2 = abab = aabb =

b2 , e, (ab)3 = abb2 = a , e και συνεπώς o(ab) = 6! Η µόνη επιλογή, εποµένως, είναι
ba = ab2. Από αυτό προκύπτουν b2a = bab2 = ab2b2 = ab, aba = aab2 = b2, . . ..

◦ e b b2 a ab ab2

e e b b2 a ab ab2

b b b2 e ab2 a ab
b2 b2 e b ab ab2 a
a a ab ab2 e b b2

ab ab ab2 a b2 e b
ab2 ab2 a ab b b2 e

2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 308 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στην ΄Ασκηση 6.7.3, από την πληροφορία ότι µια οµάδα G τάξης 6 δεν εί-
ναι κυκλική οδηγηθήκαµε στο συµπέρασµα ότι η G περιέχει ένα στοιχείο a τάξης 2 και
ένα στοιχείο b τάξης 3 και ότι G = {e, b, b2, a, ab, ab2}. Στη συνέχεια καταλήξαµε µο-
νοσήµαντα στο πίνακα της G. Αν τώρα µια άλλη µη κυκλική οµάδα H έχει τάξη 6,
τότε και η H περιέχει ένα στοιχείο α τάξης 2 και ένα στοιχείο � τάξης 3 και µάλιστα
H = {e, �, �2, α, α�, α�2}. Συνεπώς, ο πίνακας της H είναι εκείνος που προκύπτει όταν
στο πίνακα της G αντικαταστήσουµε το a µε το α και το b µε το �. Αυτό σηµαίνει ότι
η f : G → H που στέλνει τα e, b, b2, a, ab, ab2 στα e, �, �2, α, α�, α�2, αντίστοιχα, είναι
ισοµορφισµός. ΄Αρα, G � H.
΄Επεται ότι η µόνη µη κυκλική οµάδα τάξης 6 είναι η S3.

2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 309 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η G είναι οµάδα τάξης 6. Υπάρχουν οι εξής δύο περιπτώσεις.

1. Η G είναι κυκλική, οπότε G � Z6.

2. Η G δεν είναι κυκλική, οπότε, από την ΄Ασκηση 6.7.4, G � S3.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.7.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 310 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Για να είµαστε πιο ακριβείς, στην (1) ϑέλουµε να δείξουµε ότι φ(e1) = e2, όπου e1, e2
είναι τα ταυτοτικά των G1, G2, αντίστοιχα. Προφανώς, φ(e1) = φ(e1e1) = φ(e1)φ(e1)
επειδή ο φ είναι οµοµορφισµός. ΄Ετσι, φ(e1)φ(e1) = φ(e1)e2 και, από τον αριστερό
νόµο διαγραφής στην G2, φ(e1) = e2.

2. Από την (1), φ(x)φ(x ′) = φ(xx ′) = φ(e1) = e2 = φ(x)φ(x)′ και, από τον αριστερό
νόµο διαγραφής στην G2, φ(x ′) = φ(x)′.

3. Το αποτέλεσµα ισχύει για n = 1 και από την (1) για n = 0. ΄Εστω ότι ισχύει για
κάποιο n ∈ N, δηλαδή, φ(xn) = φ(x)n. Τότε,

(α΄) φ(xn+1) = φ(xnx) = φ(xn)φ(x) = φ(x)nφ(x) = φ(x)n+1, δηλαδή, το αποτέλεσµα
ισχύει για τον n + 1. Από την αρχή της επαγωγής το αποτέλεσµα ισχύει για
κάθε n ∈ N.

(ϐ΄) από την (2), φ((xn)′) = (φ(x)n)′, δηλαδή, φ(x−n) = φ(x)−n και το αποτέλεσµα
ισχύει για τον −n. ΄Ετσι, το αποτέλεσµα ισχύει για κάθε n ∈ Z.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 311 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Θεώρηµα 6.1.2, φ(an) = φ(a)n και φ(e) = e. Μάλιστα, επειδή η συ-
νάρτηση φ είναι 1 − 1, φ(x) = e αν και µόνον αν x = e.

1. Για κάθε k µε 1 ≤ k < o(a), από το Θεώρηµα 4.5.6, ak , e. ΄Αρα, φ(a)k = φ(ak) , e.
Συνεπώς, o(a) ≤ o(φ(a)).

2. Για κάθε k µε 1 ≤ k < o(φ(a)), από το Θεώρηµα 4.5.6, φ(ak) = φ(a)k , e. ΄Αρα,
ak , e. Συνεπώς, o(φ(a)) ≤ o(a).

Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι o(a) = o(φ(a)). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 312 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η G1 είναι αβελιανή. Για κάθε y1, y2 ∈ G2 , επειδή η φ είναι επί,
y1 = φ(x1), y2 = φ(x2) για κάποια x1, x2 ∈ G1. Επειδή ηG1 είναι αβελιανή, x1x2 = x2x1 και
επειδή η φ είναι οµοµορφισµός, y1y2 = φ(x1)φ(x2) = φ(x1x2) = φ(x2x1) = φ(x2)φ(x1) =

y2y1. Συνεπώς, η G2 είναι αβελιανή.
΄Εστω τώρα ότι η G1 είναι κυκλική. Τότε G1 = 〈a〉 = {an : n ∈ Z} για κάποιο a. Για κάθε
y ∈ G2 , επειδή η φ είναι επί, y = φ(x) για κάποιο x ∈ G1. ΄Οµως, x = an για κάποιο
n ∈ Z, οπότε, από το Θεώρηµα 6.1.2, y = φ(an) = φ(a)n. Συνεπώς, η G2 είναι κυκλική
µε ένα γεννήτορα το φ(a). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 313 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ G1,

ψ ◦ φ(xy) = ψ(φ(xy)) = ψ(φ(x)φ(y)) = ψ(φ(x))ψ(φ(y)) = (ψ ◦ φ)(x)(ψ ◦ φ)(y)

όπου η δεύτερη ισότητα ισχύει γιατί ο φ είναι οµοµορφισµός και η τρίτη γιατί ο ψ είναι
οµοµορφισµός. ΄Επεται ότι η ψ ◦ φ είναι οµοµορφισµός.
Αν τώρα οι συναρτήσεις φ και ψ είναι και οι δύο 1 − 1 (αντίστοιχα, επί), τότε ως γνωστόν
και η ψ ◦ φ είναι 1 − 1 (αντίστοιχα, επί). ΄Επεται ότι, αν οι φ και ψ είναι µονοµορφισµοί,
επιµορφισµοί ή ίσοµορφισµοί, τότε την ίδια ιδιότητα έχει και η ψ ◦ φ. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 314 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ G2, επειδή ο φ είναι οµοµορφισµός,

φ(φ−1(x)φ−1(y)) = φ(φ−1(x))φ(φ−1(y)) = xy.

Συνεπώς, φ−1(xy) = φ−1(x)φ−1(y) και η φ−1 είναι οµοµορφισµός. ΄Αρα, επειδή ως γνωστόν
η αντίστροφη συνάρτηση όταν ορίζεται είναι 1 − 1 και επί, η φ−1 είναι ισοµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 315 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω G µια άπειρη κυκλική οµάδα µε γεννήτορα το a. Τότε ak = e µόνο για
k = 0.
Ορίζουµε µια συνάρτηση φ : Z → G µε φ(n) = an. Από ιδιότητες δυνάµεων, φ(m + n) =

am+n = aman = φ(m)φ(n) και η φ είναι οµοµορφισµός. Η φ είναι επί γιατί κάθε µέλος
της G είναι δύναµη του a. Η φ είναι 1 − 1 γιατί

φ(m) = φ(n)⇒ am = an ⇒ am−n = e ⇒ m − n = 0⇒ m = n.

Συνεπώς, ο φ είναι ισοµορφισµός και η G είναι ισόµορφη µε την Z. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.7
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 316 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω G,H δύο κυκλικές οµάδες τάξης k < ∞. ΄Εστω a ένας γεννήτορας της G
και b ένας γεννήτορας της H. Ορίζουµε µια συνάρτηση φ : G → H µε φ(an) = bn. Η φ
είναι καλά ορισµένη: am = an ⇒ am−n = e ⇒ k = o(a) = o(b)|m − n ⇒ bm−n = e ⇒
bm = bn ⇒ φ(am) = φ(an).
Από ιδιότητες δυνάµεων, φ(am+n) = bm+n = bmbn = φ(am)φ(an), και η φ είναι οµοµορ-
ϕισµός.
Η φ είναι επί γιατί κάθε µέλος της H είναι δύναµη του b.
Η φ είναι 1 − 1 γιατί φ(am) = φ(an)⇒ bm = bn ⇒
bm−n = e ⇒ k = o(a) = o(b)|m − n ⇒ am−n = e ⇒ am = an.
Συνεπώς, ο φ είναι ισοµορφισµός και οι G,H είναι ισόµορφες. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.1.9

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 317 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε g ∈ G και h ∈ H, έχουµε ότι ghg′ = gg′h = h, άρα ghg′ ∈ H. 2

Πίσω στην Πρόταση 6.3.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 318 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω σ ∈ Sn και τ ∈ An. Η σ γράφεται ως γινόµενο 2k αντιµεταθέσεων και η τ
ως γινόµενο m αντιµεταθέσεων. ΄Αρα η τστ′ γράφεται ως γινόµενο m + 2k +m = 2(k +m)
αντιµεταθέσεων. Συνεπώς, τστ′ ∈ An. 2

Πίσω στην Πρόταση 6.3.2
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 319 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ο φ είναι µονοµορφισµός. Αν x ∈ Kerφ, τότε φ(x) = e = φ(e), άρα
x = e. Συνεπώς, Kerφ = {e}.
Αντιστρόφως, έστω ότι Kerφ = {e}. Αν φ(x) = φ(y), τότε φ(xy′) = φ(x)φ(y′) = φ(x)φ(y)′ =

φ(x)φ(x)′ = e. ΄Αρα, xy′ ∈ Kerφ = {e} και xy′ = e. Συνεπώς, x = y και ο φ είναι
µονοµορφισµός. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.3.3
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 320 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. e ∈ Kerφ.

2. x, y ∈ Kerφ⇒ φ(x) = φ(y) = e ⇒ φ(xy) = φ(x)φ(y) = ee = e ⇒ xy ∈ Kerφ.

3. x ∈ Kerφ⇒ φ(x) = e ⇒ φ(x ′) = φ(x)′ = e ⇒ x ′ ∈ Kerφ.

4. x ∈ Kerφ, y ∈ G ⇒ φ(x) = e ⇒ φ(yxy′) = φ(y)eφ(y′) = φ(y)φ(y)′ = e ⇒ yxy′ ∈
Kerφ.

Από τις (1), (2), (3), ο πυρήνας Kerφ είναι υποοµάδα της G. Η (4) συνεπάγεται ότι είναι
κανονική υποοµάδα. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.3.4
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 321 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. y1, y2 ∈ φ(H)⇒ y1 = φ(x1), y2 = φ(x2) για κάποια x1, x2 ∈ H ⇒
το x1x2 ανήκει στην υποοµάδα H της G1 και το y1y2 = φ(x1)φ(x2) = φ(x1x2) ∈ φ(H),

2. e = φ(e) ∈ φ(H) αφού το e ανήκει στην υποοµάδα H της G1,

3. y ∈ φ(H) ⇒ y = φ(x) για κάποιο x ∈ H ⇒ το x ′ ανήκει στην υποοµάδα H της G1
και το y′ = φ(x)′ = φ(x ′) ∈ φ(H).

2

Πίσω στην Πρόταση 6.3.5
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 322 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Προφανώς, h1 = ghg′ ∈ H και gh = h1g.

2. Προφανώς, h2 = g′hg = g′h(g′)′ ∈ H και gh2 = hg.

2

Πίσω στην Πρόταση 6.3.6
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 323 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Οι ιδιότητες της ∗ προκύπτουν από τις αντίστοιχες ιδιότητες της πράξης της G
(και τον ορισµό της ∗).
Προσεταιριστικότητα:
xH ∗ (yH ∗ zH) = xH ∗ yzH = x(yz)H = (xy)zH = xyH ∗ zH = (xH ∗ yH) ∗ zH.
Ταυτοτικό : xH ∗ eH = xeH = xH = exH = eH ∗ xH.
Αντίστροφο του xH: xH ∗ x ′H = xx ′H = eH = x ′xH = x ′H ∗ xH.
Συνεπώς, το (G/H, ∗) αποτελεί οµάδα.
Ο π είναι οµοµορφισµός : π(xy) = xyH = xH ∗ yH = π(x) ∗ π(y).
Η συνάρτηση π είναι προφανώς επί, άρα ο π είναι επιµορφισµός.
Τώρα, π(x) = xH = H αν και µόνον αν x ∈ H. ΄Αρα, Kerπ = H.
Οι (2) και (3) έπονται τώρα από το Θεώρηµα 6.1.4.
Τέλος, η (4), έπεται από το Θεώρηµα Lagrange αφού προφανώς |G/H | = |G : H |. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.5.1
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• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 324 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε H = Kerφ και ορίζουµε µια συνάρτηση ψ : G/K → Imφ µε ψ(xH) =

φ(x). Η ψ είναι καλά ορισµένη γιατί
yH = xH ⇒ y = xh για κάποιο h ∈ H ⇒ φ(y) = φ(x)φ(h) = φ(x)e = φ(x) ⇒ ψ(yH) =

ψ(xH).
Επειδή ο φ είναι οµοµορφισµός,
ψ(xH ∗ yH) = ψ(xyH) = φ(xy) = φ(x)φ(y) = ψ(xH)ψ(yH).
΄Αρα, η ψ είναι οµοµορφισµός.
Η ψ είναι επί γιατί κάθε µέλος της Imφ γράφεται ως φ(x) = ψ(xH) για κάποιο x ∈ G.
Η ψ είναι και 1 − 1 γιατί
ψ(xH) = ψ(yH) ⇒ φ(x) = φ(y) ⇒ φ(x ′y) = φ(x ′)φ(y) = φ(x)′φ(y) = e ⇒ h = x ′y ∈ H =

Kerφ⇒ y = xh, όπου h ∈ H,⇒ xH = yH.
Συνεπώς, η ψ : G/K → Imφ είναι ισοµορφισµός και G/Kerφ � Imφ. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 6.5.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Πόσες οµάδες;

ä Οµοµορφισµοί

ä Ασκήσεις

ä Κανονικές υποοµάδες και
πυρήνες οµοµορφισµών

ä Ασκήσεις

ä Οµάδες πηλίκα

ä Ασκήσεις

ä Ασκήσεις

• ∆ακτύλιοι

• . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 325 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφόσον ο φ : G → K είναι επιµορφισµός, έχουµε Imφ = K. 2

Πίσω στο Πόρισµα 6.5.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 326 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι : 2 · 3 = 6 = 0 παρότι 2 , 0 και 3 , 0. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 327 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι : 3,6 ∈ Z∗9 ενώ 3 · 6 = 18 = 0 < Z∗9. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 328 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Λήµµα 3.5.2, U (Z9) = {1,2,4,5,7,8}. Η U (Z9), ως αβελιανή οµάδα
τάξης 6, είναι ισόµορφη µε την Z6. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 329 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από το Λήµµα 3.5.2, U (Z18) = {1,5,7,11,13,17}. Η U (Z18), ως αβελιανή
οµάδα τάξης 6, είναι ισόµορφη µε την Z6. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 330 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οχι, γιατί κάθε µη ταυτοτικό στοιχείο της U (Z24) = {1,5,7,11,13,17,19,23}
έχει τάξη 2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.5
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 331 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ab = ac ⇒ a′ab = a′ac ⇒ (a′a)b = (a′a)c ⇒ 1b = 1c ⇒ b = c,

2. ba = ca ⇒ baa′ = baa′ ⇒ b(aa′) = b(aa′)⇒ b1 = c1⇒ b = c.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 332 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν ο n > 1 δεν είναι πρώτος, τότε n = n1n2 όπου n1, n2 ∈ Z µε 1 < n1, n2 < n.
Στον Zn, n1n2 = 0 ενώ n1, n2 , 0. Συνεπώς, ο δακτύλιος Zn δεν είναι ούτε καν ακέραια
περιοχή.
∆ιαφορετικά, από το Λήµµα 3.5.2, τα n1, n2 του Zn δεν είναι αντιστρέψιµα γιατί µκδ(n1, n) =

n1 , 1, µκδ(n2, n) = n2 , 1. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.7

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 333 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. a = (au′)u.

2. a|u ⇒ u = qa για κάποιο q ∈ S ⇒ 1 = (u′q)a ⇒ a ∈ U (S) µε αντίστροφο το u′q.

3. a|b ⇒ b = qa για κάποιο q ∈ S ⇒ b = (qu′)ua ⇒ ua|b.
΄Αρα, επειδή το u′ ∈ U (S), από ό,τι έχουµε ήδη δείξει,
ua|b ⇒ u′(ua)|b ⇒ a|b.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.8

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 334 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μονάδες είναι τα 1,5. Λαµβάνοντας υπόψη την ΄Ασκηση 7.2.8,

1. κοινοί διαιρέτες των 2,4: 1,5,2,4.

2. µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των 2,4: 2,4.

3. κοινοί διαιρέτες των 2,3: 1,5.

4. µέγιστοι κοινοί διαιρέτες των 2,3: 1,5.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.9

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 335 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ab = ac, a , 0⇒ a(b − c) = ab − ac = 0, a , 0⇒ b − c = 0⇒ b = c.

2. ΄Εστω ότι a|b, b|a. Τότε b = ua, a = vb για κάποια u, v ∈ D. ΄Αρα

a1 = a = vua = a(uv).

Τώρα αν a , 0, από την (1), uv = 1 και u ∈ U (D).
Αν a = 0, εφόσον a|b, ϑα έχουµε b = 0 και b = 1a.
Αντιστρόφως, αν b = ua κάποιο u ∈ U (D) τότε a = u′b και είναι προφανές ότι a|b
και b|a.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.10
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 336 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τα δεδοµένα d|e και e|d. Από την ΄Ασκηση 7.2.10, e = ud για κάποιο
u ∈ U (D).

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.2.11
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 337 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι

f (x) = q1(x)g(x) + r1(x), όπου r1(x) = 0 ή deg(r1(x)) < deg(g(x)) και

f (x) = q2(x)g(x) + r2(x), όπου r2(x) = 0 ή deg(r2(x)) < deg(g(x)).

Τότε r2(x) − r1(x) = (q1(x) − q2(x))g(x). Αν q1(x) − q2(x) , 0, από την Πρόταση 7.3.1,
deg(r2(x) − r1(x)) ≥ deg(g(x)). Αυτό συνεπάγεται ότι r1(x) = 0 και r2(x) = 0, οπότε
(q1(x) − q2(x))g(x) = 0, πράγµα που αντιφάσκει στο γεγονός ότι ο F [x] είναι ακέραια
περιοχή. Συνεπώς, q1(x) − q2(x) = 0, q1(x) = q2(x) και r1(x) = r2(x). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.1
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 338 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z5[x],

2x3 + 2x2 + 1 = (4x + 4)(3x2 + 2) + (2x + 3)
3x2 + 2 = (4x + 4)(2x + 3) + 0.

΄Αρα, ένας µκδ είναι το 2x + 3. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.2
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 339 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z11[x],

x5 + 2 = 4x2(3x3 + 1) + (7x2 + 2)
3x3 + 1 = 2x(7x2 + 2) + (7x + 1)
7x2 + 2 = (x + 3)(7x + 1) − 1
7x + 1 = (−7x − 1)(−1) + 0

΄Αρα, ένας µκδ είναι το −1 = 10 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.3
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 340 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z7[x],

x7 + 2x6 + 3x5 + x4 + 2x + 5 = (5x3 + 3x2 + x + 5)(3x4 + 4) + (x3 + 2x2 + 5x + 6)
3x4 + 4 = (3x + 1)(x3 + 2x2 + 5x + 6) + (4x2 + 5x + 5)

x3 + 2x2 + 5x + 6 = (2x + 5)(4x2 + 5x + 5) + (5x + 2)
4x2 + 5x + 5 = (5x + 6)(5x + 2) + 0.

΄Ενας µκδ είναι το 5x + 2. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.4
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 341 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f (x) = x4 + 4x2 + 3 = (x2 + 1)(x2 + 3)
Είναι µεν αναγώγιµο πάνω από το R, αλλά δεν έχει ϱίζες στο R γιατί και οι 4 ϱίζες του
είναι ϕανταστικές. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.5
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 342 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προφανώς, f (0) = f (1) = 0 και το f (x) είναι αναγώγιµο. Μάλιστα

f (x) = x3 + x = x(x2 + 1) = x(x + 1)2 = x(x + 1)(x + 1).

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.6
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 343 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το 1 είναι η µόνη ϱίζα, και f (x) = x3 − 1 = (x − 1)3. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.7
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 344 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το f (x) = x4 + 4 = x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 + 1) έχει ϱίζες τα 1,−1,2,−2.
Προφανώς, f (x) = (x − 1)(x + 1)(x − 2)(x + 2). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.8

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 345 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : f (0) = 2, f (1) = 1, f (−1) = 3, f (2) = 1, f (−2) = 3. Από την Πρόταση 7.3.6, το
τριτοβάθµιο πολυώνυµο f (x) είναι ανάγωγο πάνω από το Z5 γιατί δεν έχει ϱίζες στο Z5. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.9
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 346 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z7, f (0) = 1, f (1) = 3, f (2) = 4, f (3) = 3, f (4) = f (−3) = −1, f (5) =

f (−2) = −2, f (6) = f (−1) = −1. Αφού είναι τρίτου ϐαθµού και δεν έχει ϱίζες στο Z7, από
την Πρόταση 7.3.6,το f (x) είναι ανάγωγο πάνω από το Z7.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 7.4.10
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• . . .

• ∆ακτύλιοι

ä Βασικές έννοιες και πα-
ραδείγµατα

ä Ασκήσεις

ä Πολυώνυµα

ä Ασκήσεις

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 347 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο Z11, το 2 είναι µια ϱίζα του f (x) και deg(f (x)) > 1. ΄Ετσι το f (x) είναι
αναγώγιµο πάνω από το Z11. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Στο Zp[x], από την Πρόταση 7.3.3, το x + 4 είναι παράγοντας του f (x) =

x3 + x + 2 αν και µόνον αν f (−4) = −66 = 0. Οι Ϲητούµενοι πρώτοι είναι οι διαιρέτες του
66 = 2 × 3 × 11, δηλαδή, οι 2,3,11. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Το f (x) έχει µια τουλάχιστον ϱίζα, το −1 ∈ F , και συνεπώς είναι αναγώγιµο. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Ρίζες του x2 − 1 είναι ακριβώς όλες οι µονάδες του Z8, δηλαδή, τα 1,3,5,7. 2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο k. Από την Πρόταση 7.3.3, το αποτέλεσµα
ισχύει για k = 1. Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι k > 1 και το αποτέλεσµα ισχύει για k − 1
ϱίζες οποιουδήποτε πολυωνύµου. Τότε το x − ak διαιρεί το f (x) και, συνεπώς, για κάποιο
g(x) ∈ F [x], έχουµε ότι f (x) = g(x)(x −ak). ΄Ετσι, για 1 ≤ i < k, έχουµε ότι ai −ak , 0 και
f (ai) = 0 = (ai − ak)g(ai). Συνεπώς, τα a1, a2, . . . , ak−1 αποτελούν ϱίζες του g(x). Τώρα,
από την επαγωγική υπόθεση, για κάποιο h(x) ∈ F [x], έχουµε ότι

g(x) = h(x)(x − a1)(x − a2) . . . (x − ak−1)

Συνεπώς,

f (x) = g(x)(x − ak) = h(x)(x − a1)(x − a2) . . . (x − ak),

και το (x − a1)(x − a2) . . . (x − ak) διαιρεί το f (x). 2
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Απόδειξη :

1. Από το γεγονός ότι το (S,+) αποτελεί οµάδα και το δεξιό επιµεριστικό νόµο, a0+0 =

a0 = a(0+0) = a0+a0. Εφαρµόζοντας τον αριστερό νόµο διαγραφής για την οµάδα
(S,+) στην εξίσωση a0 + a0 = a0 + 0, παίρνουµε a0 = 0. Οµοίως, 0a = 0.

2. Από την (1) και το δεξιό επιµεριστικό νόµο, 0 = a(b + (−b)) = ab + a(−b). ΄Αρα
ab+a(−b) = ab+ (−ab) και από τον αριστερό νόµο διαγραφής για την οµάδα (S,+),
έχουµε a(−b) = −ab. Οµοίως, (−a)b = −ab.

3. Από την (2), (−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−ab) = ab.

4. Από το δεξιό επιµεριστικό νόµο και την (2), (a − b)c = (a + (−b))c = ac + (−b)c =

ac + (−bc) = ac − bc. Οµοίως, c(a − b) = ca − cb.

5. Από την (2), a(−1) = −a1 = −a και (−1)a = −1a = −a.

2
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Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ U (S), υπάρχουν x ′, y′ ∈ S µε xx ′ = 1 = x ′x και yy′ = 1 = y′y.
Τότε, λόγω προσεταιριστικότητας του πολλαπλασιασµού, xy(y′x ′) = x(yy′)x ′ = x1x ′ =

xx ′ = 1 και οµοίως (y′x ′)xy = 1. Προκύπτει ότι το xy ∈ U (S) και ο πολλαπλασιασµός
είναι πράξη και στο U (S), το οποίο προφανώς αποτελεί οµάδα µε ταυτοτικό το 1. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Αν ο S είναι σώµα, τότε ο S είναι µεταθετικός και, από την Πρόταση 7.1.2, το
σύνολο S\{0} αποτελεί αβελιανή οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό. Αντιστρόφως, αν το
S \ {0} αποτελεί αβελιανή οµάδα ως προς τον πολλαπλασιασµό, τότε ab = ba για a, b , 0.
΄Οµως, από την Πρόταση 7.1.1, ab = ba ακόµη και όταν a = 0 ή b = 0. Συνεπώς, ο
πολλαπλασιασµός του S αναι µεταθετικός και ο S είναι σώµα. 2
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Απόδειξη :

1. 0 = 0a.

2. a|b ⇒ b = qa για κάποιο q ∈ S ⇒ b = (−q)(−a),−b = (−q)a.

3. a|b, b|c ⇒ b = qa, c = rb για κάποια q, r ∈ S⇒ c = r(qa) = (rq)a ⇒ a|c.

4. c|a, c|b ⇒ a = qc, b = rc για κάποια q, r ∈ S ⇒ (sa + tb) = sqc + trc = (sq + tr)c ⇒
c|(sa + tb).

2
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Απόδειξη : Από την τελευταία εξίσωση, έχουµε ότι rn |rn−1. Από την προτελευταία εξίσωση
και την Πρόταση 7.1.4, παίρνουµε ότι rn |rn−2. Επαναλαµβάνοντας το ίδιο επιχείρηµα,
ϕτάνουµε στην τρίτη εξίσωση, έχοντας αποδείξει ότι rn |rn−1, rn |rn−2,. . . , rn |r3, rn |r2. Τώρα
έπεται από την τρίτη εξίσωση ότι rn |r1, από τη δεύτερη ότι rn |b και από την πρώτη ότι rn |a.
΄Ετσι το rn είναι κοινός διαιρέτης των a, b.
΄Εστω c ένας κοινός διαιρέτης των a, b. Από την πρώτη εξίσωση και την Πρόταση 7.1.4,
παίρνουµε ότι c|r1, από τη δεύτερη εξίσωση, c|r2, . . . , και από την προτελευταία, c|rn.
΄Αρα, το rn είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Από τον ορισµό των πράξεων του, προκύπτει άµεσα ότι το (S[x],+) αποτελεί
αβελιανή οµάδα µε το p(x) = 0 ως το µηδενικό στοιχείο. Προφανώς, το αντίθετο πο-
λυωνύµου µε συντελεστές τους a0, a1, a2, a3, . . . είναι το πολυώνυµο µε συντελεστές τους
−a0,−a1,−a2,−a3, . . ., και αν ο S είναι µεταθετικός, το ίδιο ισχύει για το S[x].
Προκειµένου να δείξουµε ότι ο πολλαπλασιασµός είναι προσεταιριστικός, έστω p(x), q(x), r(x) ∈
S[x] µε συντελεστές a0, a1, a2, a3, . . ., b0, b1, b2, b3, . . ., c0, c1, c2, c3, . . ., αντίστοιχα. Τότε
ο συντελεστής ϐαθµού n του p(x)(q(x)r(x)) λόγω του αριστερού επιµεριστικού νόµου του
S ισούται µε ∑

k+m=n ak(
∑
i+j=m bicj) =

∑
k+i+j=n ak(bicj) =

∑
i+j+k=n ai(bjck),

και ο συντελεστής ϐαθµού n του (p(x)q(x))r(x) λόγω του δεξιού επιµεριστικού νόµου του
S ισούται µε ∑

m+k=n(
∑
i+j=m aibj)ck =

∑
i+j+k=n(aibj)ck.

Οι δύο συντελεστές είναι ίσοι λόγω προσεταιριστικότητας του πολλαπλασιασµού του S.
΄Αρα, p(x)(q(x)r(x)) = (p(x)q(x))r(x) και ο ο πολλαπλασιασµός του S[x] είναι προσεται-
ϱιστικός. Οι επιµεριστικοί νόµοι εύκολα επαληθεύονται. Συνεπώς, ο S[x] είναι ένας
δακτύλιος.

Αν ο S έχει ως µοναδιαίο στοιχείο το 1, τότε το p(x) = 1 είναι µοναδιαίο στοιχείο για
τον S[x].
Το (3) είναι προφανές. Προκειµένου να δείξουµε τα (4) και (5), ϑεωρούµε p(x) , 0, q(x) ,
0 µε deg(p(x)) = m, deg(q(x)) = n και συντελεστές a0, a1, a2, a3, . . ., b0, b1, b2, b3, . . .,
αντίστοιχα. ΄Εστω c0, c1, c2, c3, . . . οι συντελεστές του γινοµένου p(x)q(x). Τότε ai = 0 για
i > m, am , 0, bj = 0 για j > n, και bn , 0. Συνεπώς, ένας από τους ai , bj ισούται µε
0 για i + j > m + n. ΄Αρα, ck = 0 για k > m + n και deg(p(x)q(x)) ≤ m + n. Επίσης,
cm+n = ambn. ΄Οταν ο S είναι µια ακέραια περιοχή, τότε ambn , 0, οπότε p(x)q(x) , 0.
΄Αρα, ο S[x] είναι ακέραια περιοχή και deg(p(x)q(x)) = m +n = deg(p(x)) +deg(q(x)). 2
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Απόδειξη : Με επαγωγή στο ϐαθµό του διαιρετέου.
Αν το g(x) είναι σταθερό, g(x) = b0 , 0, τότε µπορούµε να ϑέσουµε q(x) = b′0f (x) και
r(x) = 0. ΄Ετσι µπορούµε να υποθέσουµε ότι deg(g(x)) > 0.
Αν deg(f (x)) < deg(g(x)), τότε µπορούµε να ϑέσουµε q(x) = 0 και r(x) = f (x).
Μπορούµε, λοιπόν, να υποθέσουµε ότι

f (x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + . . . + anxn, g(x) = b0 + b1x + b2x2 + b3x3 + . . . + bmxm ,

όπου 0 < m ≤ n, an , 0, bm , 0. Τώρα το

h(x) = f (x) − anb′mx
n−mg(x)

έχει ϐαθµό ≤ n − 1 και από την επαγωγική υπόθεση, υπάρχουν q1(x), r1(x) ∈ F [x] τέτοια
ώστε

h(x) = q1(x)g(x) + r1(x) και r1(x) = 0 ή deg(r1(x)) < deg(g(x)).

Αρκεί τώρα να ϑέσουµε q(x) = anb′mx
n−m + q1(x) και r(x) = r1(x).

2
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Απόδειξη : Από τον αλγόριθµο διαίρεσης για τον F [x],

f (x) = q(x)(x − a) + r(x) µε deg(r(x)) < deg(x − a) = 1.

΄Ετσι, το r(x) είναι ένα σταθερό πολυώνυµο, και µπορούµε να ϑέσουµε r(x) = b.
Οπότε, αν το a είναι ϱίζα του f (x), τότε 0 = q(a)(a − a) + b = b = r(x) και, εποµένως, το
x − a διαιρεί το f (x).
Αντιστρόφως, αν το x − a διαιρεί το f (x), τότε f (x) = g(x)(x − a) για κάποιο g(x) ∈ F [x],
οπότε f (a) = g(a)(a − a) = 0. 2
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Έξοδος

Απόδειξη : Με επαγωγή στο ϐαθµό του πολυωνύµου. Βέβαια, ένα πολυώνυµο πρώτου
ϐαθµού, ax + b ∈ F [x], έχει µοναδική ϱίζα το −ba′ ∈ F . Μπορούµε, λοιπόν, να υπο-
ϑέσουµε ότι deg(f (x)) = n > 1 και ότι το f (x) έχει µια τουλάχιστον ϱίζα a ∈ F . Από
την Πρόταση 7.3.3, έχουµε f (x) = g(x)(x − a) για κάποιο g(x) ∈ F [x]. Εποµένως, κάθε
ϱίζα του f (x) διαφορετική από την a ϑα είναι ϱίζα και του g(x). Από την Πρόταση 7.3.1,
deg(g(x)) = n − 1 > 0 και, από την προφανή επαγωγική υπόθεση, το g(x) έχει ≤ n − 1
ϱίζες στο F . Συνεπώς, το f (x) έχει ≤ (n − 1) + 1 = n ϱίζες. 2
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Απόδειξη : Από την Πρόταση 7.3.3, έχουµε f (x) = g(x)(x − a) για κάποιο g(x) ∈ F [x].
Από την Πρόταση 7.3.1, deg(g(x)) = n − 1. Αφού και deg(x − a) = 1 < n = degf (x), το
f (x) είναι αναγώγιµο. 2
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Απόδειξη : ΄Εστω ότι το f (x) είναι αναγώγιµο, οπότε γράφεται ως f (x) = g(x)h(x) µε
g(x), h(x) ∈ F [x] και deg(g(x)), deg(h(x)) < deg(f (x)). Τότε, επειδή deg(f (x)) = 2 ή 3,
αναγκαστικά τουλάχιστον ένα από τα g(x), h(x) ϑα είναι πρώτου ϐαθµού, εποµένως ϑα
έχει µια ϱίζα στο F , η οποία ϑα είναι προφανώς ϱίζα και του f (x). Το αντίστροφο είναι
συνέπεια της Πρότασης 7.3.5. 2

Πίσω στην Πρόταση 7.3.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 363 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εύκολα ελέγχεται ότι το Z(i), ως προς την +, είναι υποοµάδα της C. Επίσης,
είναι κλειστό ως προς τον · γιατί για κάθε m1, n1, m2, n2 ∈ Z,

(m1 + n1i)(m2 + n2i) = (m1m2 − n1n2) + (m1n2 +m2n1)i ∈ Z(i).

Συνεπώς, το Z(i) είναι υποδακτύλιος του C. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.2.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 364 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εύκολα ελέγχεται ότι το Z(
√
k), ως προς την +, είναι υποοµάδα της R. Επίσης,

είναι κλειστό ως προς τον · γιατί για κάθε m1, n1, m2, n2 ∈ Z,

(m1 + n1
√
k)(m2 + n2

√
k) = (m1m2 + n1n2k) + (m1n2 +m2n1)

√
k ∈ Z(i).

Συνεπώς, το Z(
√
k) είναι υποδακτύλιος του R. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.2.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 365 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Οτι το Q(
√
k) είναι ένας υποδακτύλιος του R αποδεικνύεται όπως και η ΄Ασκη-

ση 8.2.2. Προφανώς, το Q(
√
k) είναι µεταθετικός δακτύλιος µε 1. Αν η

√
k είναι ένας

ϱητός αριθµός, τότε Q(
√
k) = Q. Αν

√
k < Q, ένα µη µηδενικό στοιχείο p+q

√
k του Q(

√
k)

έχει αντίστροφο το p−q
√
k

p2−q2k ∈ Q(
√
k). Οπότε σε κάθε περίπτωση το Q(

√
k) είναι ένα σώµα,

ένα υπόσωµα του R. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.2.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 366 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω H ένα ιδεώδες του F . Ας υποθέσουµε ότι H , {0}. Τότε υπάρχει h0 ∈ H
µε h0 , 0. Βέβαια το µη µηδενικό στοιχείο h0 του σώµατος F έχει αντίστροφο h′0 ∈ F .
Τώρα, για κάθε x ∈ F , xh′0 ∈ F . Επειδή το H είναι ιδεώδες, x = (xh′0)h0 ∈ H. ΄Αρα, H = F .
Συνεπώς, το F έχει µόνο 2 ιδεώδη, το {0} και το F . 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.2.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 367 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή f (x) = (x + 1)(x2 + 1), στο F [x]/〈f (x)〉, έχουµε ότι (x + 1) + 〈f (x)〉 , 0
και (x2 + 1) + 〈f (x)〉 , 0, ενώ το γινόµενο τους
((x + 1) + 〈f (x)〉)((x2 + 1) + 〈f (x)〉) = f (x) + 〈f (x)〉 = 0.
΄Αρα, το F [x]/〈f (x)〉 δεν είναι σώµα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 368 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα στοιχεία του Z2[x]/〈f (x)〉 είναι τα εξής.
0, 1 = 1 + 〈f (x)〉, α = x + 〈f (x)〉 και � = (1 + x) + 〈f (x)〉.
Για τον πίνακα πρόσθεσης, προσέξτε ότι s + s = 0 για κάθε στοιχείο s.
Για τον πίνακα πολλαπλασιασµού, απλά προσέξτε ότι α� = −1 = 1.

1. Η οµάδα (Z2[x]/〈f (x)〉,+) είναι ισόµορφη µε την 4-οµάδα του Klein.

2. Κάθε µη µηδενικό στοιχείο είναι προφανώς αντιστρέψιµο, και ο µεταθετικός δακτύ-
λιος Z2[x]/〈f (x)〉 είναι σώµα.

3. Εύκολα επαληθεύεται ότι οι ϱίζες του x2 + x + 1 στο Z2[x]/〈f (x)〉 είναι οι α και �.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 369 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Επειδή f (0) = 1 = f (1), το τρίτου ϐαθµού πολυώνυµο f (x) = x3 + x2 + 1 δεν έχει
ϱίζες στο Z2. ΄Αρα είναι ανάγωγο. Από το Θεώρηµα 8.3.5, το Z2[x]/〈f (x)〉 είναι
σώµα, και τα στοιχεία του είναι τα εξής.
0 = 0 + 〈f (x)〉, 1 = 1 + 〈f (x)〉, α = x + 〈f (x)〉,
� = (1 + x) + 〈f (x)〉, γ = x2 + 〈f (x)〉, δ = 1 + x2 + 〈f (x)〉, ϸ = x + x2 + 〈f (x)〉, και
ζ = 1 + x + x2 + 〈f (x)〉.
Η οµάδα των µονάδων του αποτελείται από 7 στοιχεία και είναι, συνεπώς, ισόµορφη
µε την Z7.

2. f (α) = (x3 + x2 + 1) + 〈f (x)〉 = 0,
f (�) = f (α + 1) = (α3 + 3α2 + 3α + 1) + (α2 + 2α + 1) + 1 =

(α3 + α2 + α + 1) + (α2 + 1) + 1 = (α3 + α2 + 1) + (α2 + α) = ϸ.
f (γ) = f (α2) = α6 + α4 + 1 = (α3 + α2 + 1)2 = 0.

3. ∆ύο λύσεις είναι οι α και γ. Αν s είναι η τρίτη λύση, τότε

x3 + x2 + 1 = (x − α)(x − γ)(x − s).

΄Επεται ότι ο συντελεστής δευτέρου ϐαθµού του x3 + x2 + 1, δηλαδή, το 1 ισούται µε
−α − γ − s. ΄Αρα,

s = −s = 1 + α + γ = (1 + x + x2) + 〈f (x)〉 = ζ .

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 370 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Το ϐαθµού δύο πολυώνυµο f (x) = x2 + 1 είναι ανάγωγο πάνω από το Z3 γιατί δεν
έχει ϱίζες στο Z3.
Από το Θεώρηµα 8.3.5, ο δακτύλιος Z3[x]/〈f (x)〉 είναι σώµα και τα στοιχεία του
είναι τα 0, 1, 2 = 2 + 〈f (x)〉, α = x + 〈f (x)〉,2α = 2x + 〈f (x)〉, α + 1 = (1 + x) + 〈f (x)〉,
α + 2 = (2 + x) + 〈f (x)〉, 2α + 1 = (1 + 2x) + 〈f (x)〉 και 2α + 2 = (2 + 2x) + 〈f (x)〉.

2. Η οµάδα των µονάδων του Z3[x]/〈f (x)〉 έχει τάξη 8. Το α + 2 είναι ένας γεννήτοράς
της γιατί (α + 2)2 = α και το α έχει τάξη 4. ΄Αρα, είναι ισόµορφη µε την Z8.

3. Προφανώς, 1′ = 1 και 2′ = 2. Από την παρατήρηση ότι αα = −1, έπεται ότι
α2α = −2 = 1 και, εποµένως, α′ = 2α. Οµοίως, (α+1)′ = α+2 και (2α+1)′ = 2α+2.

4. Επειδή g(x) = x4 + 2 = x4 − 1 = (x2 − 1)(x2 + 1), οι ϱίζες της είναι οι 1,2 = −1, α
και −α = 2α.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 371 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το f (x) = x3 + 2x + 1 είναι ανάγωγο πάνω από το Z3, γιατί είναι τρίτου ϐαθ-
µού και δεν έχει ϱίζες στο Z3. Από το Πόρισµα 8.3.6, το Z3[x]/〈f (x)〉 είναι ένα σώµα µε
33 = 27 στοιχεία. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.5

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 372 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το f (x) = x3 + 2x + 1 είναι ανάγωγο πάνω από το Z5, γιατί είναι τρίτου ϐαθ-
µού και δεν έχει ϱίζες στο Z5. Από το Πόρισµα 8.3.6, το Z5[x]/〈f (x)〉 είναι ένα σώµα µε
53 = 125 στοιχεία. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 8.4.6

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 373 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν το H είναι ιδεώδες του S, είναι προφανές ότι sa, tb ∈ H, άρα και sa+ tb ∈ H,
για κάθε a, b ∈ H και s, t ∈ S.

Αντιστρόφως, ας υποθέσουµε ότι sa+ tb ∈ H για κάθε a, b ∈ H και s, t ∈ S. Τότε, αφού
ο S είναι µεταθετικός, για κάθε h ∈ H και s ∈ S, hs = sh = sh + 0h ∈ H. Προφανώς, για
να δείξουµε ότι το το H είναι ιδεώδες του S, αρκεί τώρα να δείξουµε ότι είναι υποοµάδα
ως προς την +. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ισχύουν οι εξής τρεις συνθήκες.

1. Για κάθε a, b ∈ H, a + b = 1a + 1b ∈ H.

2. ΄Εστω h0 ένα µέλος του µη κενού H. Τότε 0 = 0h0 + 0h0 ∈ H.

3. h ∈ H ⇒ −h = 0h + (−1)h ∈ H.

2

Πίσω στην Πρόταση 8.1.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 374 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα σύνολα S και T είναι οµάδες ως προς την + και ο φ : S → T είναι
οµοµορφισµός οµάδων. Συνεπώς, τα (1), (2) και (3) δεν είναι παρά µια ειδική περίπτωση
του Θεωρήµατος 6.1.2. Το (4) έπεται από το (2):

φ(x − y) = φ(x + (−y)) = φ(x) + φ(−y) = φ(x) + (−φ(y)) = φ(x) − φ(y).

2

Πίσω στην Πρόταση 8.3.1

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 375 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ΄Εστω t1, t2 ∈ T . Επειδή ο φ είναι επί, υπάρχουν s1, s2 ∈ S τέτοια ώστε φ(s1) =

t1, φ(s2) = t2. Επειδή ο φ είναι οµοµορφισµός και ο S είναι µεταθετικός,

t1t2 = φ(s1)φ(s2) = φ(s1s2) = φ(s2s1) = φ(s2)φ(s1) = t2t1.

΄Αρα και ο T είναι µεταθετικός.

2. ΄Εστω ότι ο S έχει το 1 ως µοναδιαίο στοιχείο. Κάθε t ∈ T γράφεται ως t = φ(s) για
κάποιο s ∈ S, οπότε

tφ(1) = φ(s)φ(1) = φ(s1) = φ(s) = t και φ(1)t = φ(1)φ(s) = φ(1s) = φ(s) = t.

Συνεπώς, το φ(1) είναι µοναδιαίο στοιχείο για τον T .

2

Πίσω στην Πρόταση 8.3.2

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 376 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα σύνολα S και T είναι οµάδες ως προς την +, ο φ : S → T είναι οµοµορφισµός
οµάδων και Kerφ είναι ο πυρήνας αυτού του οµοµορφισµού. Από το Θεώρηµα 6.3.4, το
σύνολο Kerφ είναι υποοµάδα της S. Τώρα, για κάθε s ∈ S και h ∈ H, έχουµε ότι φ(h) = 0
και, από την ιδιότητα (2) του ορισµού του οµοµορφισµού δακτυλίων,

φ(sh) = φ(s)φ(h) = φ(s)0 = 0 και φ(hs) = φ(h)φ(s) = 0φ(s) = 0.

Συνεπώς, sh, hs ∈ Kerφ και ο Kerφ είναι ένα ιδεώδες του S. 2

Πίσω στην Πρόταση 8.3.3

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 377 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ήδη από το Θεώρηµα 6.5.1 ότι το S/H ως προς την + αποτελεί
αβελιανή οµάδα µε ουδέτερο στοιχείο το 0 + H = H. Η προσεταιριστικότητα του πολ-
λαπλασιασµού του S/H και οι επιµεριστικοί νόµοι έπονται µε τετριµµένο τρόπο από τις
αντίστοιχες ιδιότητες του S. Συνεπώς, το (S/H,+, .) αποτελεί δακτύλιο.

1. Προφανώς, π(xy) = xy + H = (x + H) · (y + H) = π(x) · π(y).
Τα υπόλοιπα µας τα εξασφαλίζει το Θεώρηµα 6.5.1.

2. ΄Επεται από την Πρόταση 8.3.2.

3. ΄Επεται από την Πρόταση 8.3.2.

4. Μας το εξασφαλίζει το Θεώρηµα 6.5.1.

2

Πίσω στο Θεώρηµα 8.3.4

http://www.math.aegean.gr


• . . .

• Ιδεώδη και
Οµοµορφισµοί ∆ακτυλίων

ä Υποδακτύλιοι

ä Ασκήσεις

ä Οµοµορφισµοί ∆ακτυλί-
ων

ä Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 378 από 379

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε H = 〈f (x)〉.

1. Θεωρούµε τυχαίο στοιχείο g(x) + H του F [x]/H. Από τον αλγόριθµο διαίρεσης,
δηλαδή, το Θεώρηµα 7.3.2, υπάρχουν q(x), r(x) ∈ F [x] τέτοια ώστε

g(x) = q(x)f (x) + r(x) και deg(r(x)) < deg(f (x)) = n.

Συνεπώς,

g(x) + H = (q(x)f (x) + H) + (r(x) + H) = (0 + H) + (r(x) + H) = r(x) + H.

Τώρα, αν g(x) + H = r1(x) + H = r2(x) + H µε degr1(x) < n και degr2(x) < n, τότε
το r1(x) − r2(x) είναι ένα πολλαπλάσιο του f (x) µε deg < n. Αυτό συνεπάγεται ότι
r1(x) − r2(x) = 0, άρα r1(x) = r2(x).

2. ΄Εστω ότι το f (x) ένα ανάγωγο. Θεωρούµε µη µηδενικό στοιχείο g(x)+H του F [x]/H.
Από το (1), g(x) + H = r(x) + H, όπου degr(x) < n και, ϐέβαια, r(x) , 0. Οι µόνοι
διαιρέτες του f (x) που έχουν ϐαθµό < n είναι τα σταθερά πολυώνυµα. ΄Επεται ότι
το 1 είναι ένας µέγιστος κοινός διαιρέτης των r(x) και f (x). Από τον Ευκλείδειο
αλγόριθµο, για κάποια s(x), t(x) ∈ F [x], 1 = s(x)r(x) + t(x)f (x). ΄Ετσι

1 + H = (s(x)r(x) + H) + 0 = (s(x) + H)(r(x) + H) = (s(x) + H)(g(x) + H).

Γνωρίζοντας ήδη από το Θεώρηµα 8.3.4 ότι ο F [x]/H είναι µεταθετικός δακτύλιος
µε µοναδιαίο στοιχείο το 1 +H, συµπεραίνουµε ότι το s(x) +H αποτελεί αντίστροφο
για το g(x) + H. Συνεπώς, το F [x]/H είναι σώµα.

2
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Απόδειξη : Υπάρχουν pn πολυώνυµα της µορφής

r(x) = a0 + a1x + . . . + an−1xn−1,

όπου a0, a1, . . . , an−1 ∈ Zp, και κάθε στοιχείο του F [x]/〈f (x)〉 αντιστοιχεί σε ακριβώς ένα
τέτοιο πολυώνυµο. 2
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