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Κεφάλαιο 1

Βασική Θεωρία Συνόλων

1.1. Βασικές έννοιες

Η έννοια του συνόλου ως πρωταρχική έννοια της γλώσσας µας, δεν είναι δυνατόν να

οριστεί µε απόλυτη µαθηµατική ακρίβεια. Λέµε απλά -διαισθητικά- ότι σύνολο είναι µία

«συλλογή» αντικειµένων. Η συλλογή αυτή µπορεί να µην περιέχει κανένα αντικείµενο

οπότε έχουµε την έννοια του κενού συνόλου. Για το κενό σύνολο χρησιµοποιούµε το

σύµβολο ∅.

΄Οταν ένα σύνολο έχει πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία ϑα λέγεται πεπερασµένο, και

µπορεί να παρασταθεί περιγράφοντας τα στοιχεία του. ΄Ετσι για παράδειγµα το

A := {1, 2, 5, 7, 9, 74} (1.1)

είναι ένα σύνολο µε 6 το πλήθος στοιχεία. Ακολουθώντας αυτό τον συµβολισµό πολλοί

συγραφείς συµβολίζουν το κενό σύµβολο µε άδεια άγκιστρα δηλαδή µε {}. ΄Αλλες ϕορές ένα

σύνολο περιγράφεται από µία ιδιότητα. Ο κύκλος για παράδειγµα µπορεί να περιγραφεί
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ως το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που ικανοποιούν

B := {(x, y) ∈ R × R : x2 + y2 = 1}. (1.2)

Το παρακάτω παράδοξο που οφείλεται στο Μαθηµατικό και Φιλόσοφο B. Russel, έδειξε

ότι πρέπει να είµαστε προσεκτικοί µε την έννοια του συνόλου, όταν αυτό ορίζεται µε ϐάση

µία ιδιότητα.

Σε µία επαρχιακή πόλη ο κουρέας ξυρίζει µόνο όλους όσοι δεν ξυρίζονται µόνοι τους.

Θέλουµε να µελετήσουµε την «συλογή» A, των ανθρώπων που ξυρίζει ο κουρέας.

Το πρόβληµα είναι αν ο κουρέας ξυρίζεται ή όχι µόνος του. Αν ο κουρέας ξυρίζεται

µόνος του τότε δεν πρέπει να ξυρίζει τον ευατό του, άτοπο. Αν πάλι δεν ξυρίζεται µόνος

του, τότε ϑα πρέπει να ξυρίζει τον εαυτό του, άτοπο.

Το παραπάνω παράδοξο έχει αρκετές διατυπώσεις µε την «ποιό µαθηµατική» την πα-

ϱακάτω:

Θεωρούµε το «σύνολο»

S := {x : x < x}.

Η προβληµατική ερώτηση είναι αν S ∈ S. Πράγµατι, αν S ∈ S, τότε εξ ορισµού S <
S,άτοπο. Αν πάλι S < S, τότε εξ ορισµού του συνόλου S ϑα πρέπει να έχουµε S ∈ S, το

οποίο είναι και πάλι άτοπο.

Οι µαθηµατικοί αντιµετωπίζουν τα προβλήµατα αυτά µε το να ϑεωρούν ένα συγκεκρι-

µένο σύµπαν στοιχείωνA, δηλαδή µία ευρύτερη δυνατή συλλογή αντικειµένων µέσα στην

οποία ορίζονται όλα τα σύνολα. Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να ορίσουµε υποσύνολα

του A περιγράφοντας τα µε ϐάση τις ιδιότητες τους. Για παράδειγµα, στην (1.2) το σύµ-

παν µας είναι το R × R. Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το παράδοξο του Russel ϑα

εµφανιστεί και πάλι αν ϑεωρήσουµε ως σύµπαν την «συλλογή» όλων των δυνατών συνό-

λων. Παρόλα αυτά µπορεί να αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει ένα σύνολο που να περιέχει όλα

τα σύνολα ως στοιχεία. (Περιέχει τον ευατό του ;) ∆εν ϑα επιµείνουµε περισσότερο στις

παραπάνω έννοιες σε αυτή την ϕάση των µαθηµατικών σπουδών σας.
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Σχήµα 1.1: Υποσύνολο Συνόλου

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι για κάθε σύνολο απαιτούµε να µπορούµε να απαντήσουµε

ή µε άρνηση ή µε κατάφαση, στο ερώτηµα: Είναι το x στοιχείο του συνόλου A;

΄Εστω A σύνολο. Αν το x είναι στοιχείο του A, τότε ϑα λέµε ότι το x ανήκει στο σύνολο

A, και ϑα το συµβολίζουµε µε x ∈ A. Αν το x δεν είναι στοιχείο του A, τότε ϑα λέµε ότι το

x δεν ανήκει στο σύνολο A, και ϑα το συµβολίζουµε µε x < A.

΄Ετσι στο παράδειγµα (1.1) έχουµε 1 ∈ A και 55 < A, ενώ στο παράδειγµα (1.2) έχουµε

(1, 0) ∈ B ενώ (34, 56) < B.

Ορισµός 1.1.1 Θα λέµε ότι το A είναι υποσύνολο του B και ϑα το συµβολίζουµε µε A ⊂ B
αν και µόνο αν για κάθε x ∈ A έχουµε ότι x ∈ B. Αν το A ⊂ B και υπάρχει x ∈ B ώστε

x < A, τότε ϑα λέµε ότι το A είναι γνήσιο υποσύνολο του B και ϑα το συµβολίζουµε µε A ( B

Ορισµός 1.1.2 Θα λέµε ότι τα σύνολα A και B είναι ίσα αν και µόνο αν A ⊂ B και B ⊂ A.

1.2. Συνολοθεωρητικές Πράξεις

΄Εστω A, B ⊂ X . Θα συµβολίζουµε µε A ∪ B, το σύνολο

A ∪ B := {x ∈ X : x ∈ A ή x ∈ B},

http://www.math.aegean.gr
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Σχήµα 1.2: Τοµή Συνόλων

και ϑα το ονοµάζουµε ένωση των συνόλων A και B. ∆ιαισθητικά η ένωση των συνόλων A, B
περιέχει όλα τα στοιχεία και των δύο συνόλων.

Θα συµβολίζουµε µε A ∩ B, το σύνολο

A ∩ B := {x ∈ X : x ∈ A και x ∈ B},

και ϑα το ονοµάζουµε τοµή των συνόλων A και B. ∆ιαισθητικά η τοµή περιέχει τα στοιχεία

που είναι κοινά και στα δύο σύνολα.

Θα συµβολίζουµε µε A\B, το σύνολο

A\B : {x ∈ X : x ∈ A, x < B},

και ϑα το ονοµάζουµε διαφορά των συνόλων A, B. ∆ιαισθητικά η διαφορά περιέχει τα

στοιχεία του συνόλου A που δεν περιέχονται στο σύνολο B.

http://www.math.aegean.gr
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Το σύνολο X\A ϑα το ονοµάζουµε συµπλήρωµα του A στο X , και αν είναι σαφές ποιό

είναι το σύνολο X , τότε ϑα συµβολίζουµε X\A = AC
.

Πρόταση 1.2.1 [Τύποι De Morgan] Ισχύουν τα παρακάτω:

(A ∩ B)C = AC ∪ BC (A ∪ B)C = AC ∩ BC.

Απόδειξη

Ορισµός 1.2.2 ΄Εστω ένα σύνολο A. Θα συµβολίζουµε µε P(A), το σύνολο όλων των

υποσυνόλων του.

Παραδείγµατα ΄Εστω A = ∅, τότε P(∅) = {∅}. ΄Εστω A = {1, 2, 3}, τότε

P(A) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}.

΄Ασκηση Ποια από τα παρακάτω είναι σωστά ;

1. {∅} = ∅

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

2. ∅ ⊆ ∅

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

3. ∅ ∈ ∅

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

4. ∅ ∈ {∅}

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

5. {{∅}, ∅} ⊃ ∅

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

http://www.math.aegean.gr
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6. ΄Εστω A = {1, 2}. Ισχύει ότι A = P(A).
(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

7. Αν το A έχει n το πλήθος στοιχεία και το B έχει m το πλήθος στοιχεία, τότε το A ∪ B
έχει m + n το πλήθος στοιχεία.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

8. Αν x ∈ P(A) τότε x ⊂ P(A).
(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

9. Αν x ∈ P(A), τότε ισχύει πάντα ότι το x δεν είναι υποσύνολο του P(A).
(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

10. ΄Εστω X σύνολο και έστω A ⊂ X . Ισχύει A = ∅ αν και µόνο αν AC = X .

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

11. ∅ ∈ P(A)
(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

΄Ασκηση 1.2.3 Να αποδειχτεί ότι A ∪ B = A ∪ B και ότι B ∩ A = A ∩ B. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 Αποδείξτε ότι A ⊂ A ∪ B και ότι A ∩ B ⊂ A Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 Αποδείξτε ότι A ∩ A = A ∪ A = A. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 Αποδείξτε ότι ∅ ∩ A = ∅ και ∅ ∪ A = A. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.7 Να αποδειχτεί ότι αν A ∩ B = B τότε A ⊆ B. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.8 Να αποδειχτεί ότι αν A ∪ B = A, τότε B ⊆ A. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 Να αποδειχτεί ότι P(A ∩ B) = P(A) ∩ P(B). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 Να αποδειχτεί ότι A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


• Βασική Θεωρία Συνόλων

Βασικές έννοιες

Συνολοθεωρητικές Πράξεις

Προτάσεις

Σχέσεις

• Σύνολα Αριθµών

• Ακολουθίες και Σύγκλιση

• Πραγµατικές Συναρτήσεις

• Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 8 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

1.3. Προτάσεις

Μία πρόταση στα µαθηµατικά είναι κάθε ϕράση η οποία µπορεί να χαρακτηριστεί µε

απόλυτη ακρίβεια και αντικειµενικά ως αληθής ή ψευδής. Φράσεις οι οποίες περιέχουν

υποκειµενικές κρίσεις ή εσωτερικές αντιφάσεις δεν είναι προτάσεις. Θα προσπαθήσουµε

να κάνουµε τα παρακάτω σαφή µε παραδείγµατα. Η ϕράση:

«Το Καρλόβασι είναι µία όµορφη πόλη»

δεν είναι πρόταση γιατί η απάντηση είναι υποκειµενική. ∆ιαφορετικοί άνθρωποι ϑα

δώσουν διαφορετικές απαντήσεις, αλλά ακόµα και ο ίδιος άνθρωπος µπορεί να ϐρει ϑετικά

και αρνητικά στοιχεία που να µην του επιτρέψουν να απαντήσει.

Οι προτάσεις µπορούν να συνδιαστούν και να δώσουν νέες προτάσεις. ΄Εστω p, q
προτάσεις. Η πρόταση p∨q, που διαβάζεται «p ή q», είναι αληθής αν µία από τις p,q είναι

αληθείς. Η πρόταση p∧q, που διαβάζεται «p και q», είναι αληθής αν και οι δύο προτάσεις

p,q είναι αληθείς. Η πρόταση p̄ που διαβάζεται «άρνηση p», είναι αληθής αν και µόνο αν

η p είναι ψευδής.

Αν p, q προτάσεις µπορώ να σχηµατίσω την πρόταση p ⇒ q, η οποία είναι αληθής αν

p αληθής, τότε και q αληθής.

Για τις σχέσεις µεταξύ προτάσεων ισχύει η παρακάτω

Πρόταση 1.3.1 1. p ⇔ ¯̄p

2. p ⇔ p ∨ p

3. p ⇔ p ∧ p

4. p ∨ q ⇔ q ∨ p

5. p ∧ q ⇔ q ∧ p

http://www.math.aegean.gr


• Βασική Θεωρία Συνόλων

Βασικές έννοιες

Συνολοθεωρητικές Πράξεις

Προτάσεις

Σχέσεις

• Σύνολα Αριθµών

• Ακολουθίες και Σύγκλιση

• Πραγµατικές Συναρτήσεις

• Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 9 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

6. p ∧ (q ∧ r)⇔ (p ∧ q) ∧ r

7. p ∨ (q ∨ r)⇔ (p ∨ q) ∨ r

8. p ∧ q ⇔ p̄ ∨ q̄ Τύποι De Morgan

9. p ∨ q ⇔ p̄ ∧ q̄

10. p ∨ (q ∧ r)⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

11. p ∧ (q ∨ r)⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

12. (p ⇒ q)⇔ (q̄ ⇒ p̄) Αντιθετοαντιστροφή

Απόδειξη

΄Ασκηση Ποιές από τις παρακάτω ϕράσεις είναι προτάσεις ;

1. Το Καρλόβασι είναι η προτεύουσα της Σάµου.

(α΄) Πρόταση (ϐ΄) ΄Οχι πρόταση

΄Ανοιξε την ντουλάπα Λάκη !

(α΄) Πρόταση (ϐ΄) ΄Οχι πρόταση

2. 30 + 90 < 23
(α΄) Πρόταση (ϐ΄) ΄Οχι πρόταση

3. Τα πορτοκάλια είναι το πιο εύγευστο ϕρούτο.

(α΄) Πρόταση (ϐ΄) ΄Οχι πρόταση

΄Ασκηση 1.3.2 Να γραφεί η άρνηση κάθε µιας από τις παρακάτω προτάσεις :

1. Η Αθήνα είναι η πρωτεύουσα της Ελλάδας

http://www.math.aegean.gr
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2. 3 + 5 = 8

3. Για κάθε > 0 υπάρχει n0() ώστε για n > n0() − < an < .

4. Τα µανταρίνια είναι κίτρινα και έχουν κουκούτσια

5. Υπάρχει ϕοιτητής που είναι ψηλότερος από 2 µέτρα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.3.3 Ας είναι p, q οι προτάσεις :

p: Το αυτοκίνητο σου δεν έχει ϐενζίνη

q: ∆εν µπορείς να οδηγήσεις το αυτοκίνητό σου.

Να γραφούν οι παρακάτω προτάσεις σαν συναρτήσεις των p, q µε τη ϐοήθεια λογικών

συνδέσµων.

1. Το αυτοκίνητο σου έχει ϐενζίνη.

2. ∆εν µπορείς να οδηγήσεις το αυτοκίνητο σου αν δεν έχει ϐενζίνη.

3. Το αυτοκίνητο σου έχει ϐενζίνη αν µπορείς να το οδηγήσεις

4. Αν δεν µπορείς να οδηγήσεις το αυτοκίνητο σου τότε δεν έχει ϐενζίνη.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.3.4 Να διατυπωθεί αντιθετοαντίστροφη κάθε µίας από τις παρακάτω προτά-

σεις.

1. Αν ϐρέχει αύριο ϑα µείνω σπίτι.

http://www.math.aegean.gr
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2. Θα παίξουµε µπάλα αύριο αν έχει λιακάδα.

3. Αν ένας ϑετικός ακεραίος είναι πρώτος τότε δεν έχει άλλους διαιρέτες εκτός από το

1 και τον ευατό του.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.3.5 Σε µία διασταύρωση είναι δύο αδέλφια. Ο ένας λέει πάντα αλήθεια και ο

άλλος λέει πάντα ψέµατα. Τι πρέπει να τους ϱωτήσουµε για να καταλάβουµε ποιός είναι

ο δρόµος µας ; Υπόδειξη-Λύση

1.4. Σχέσεις

Ορισµός 1.4.1 Θεωρούµε δύο σύνολα A, B. Θα λέµε διατεταγµένο Ϲεύγος µε στοιχεία από

τα A, B κάθε στοιχείο της µορφής (a, b), a ∈ A, b ∈ B. Το σύνολο των διατεταγµένων Ϲευγών

µε στοιχεία από τα A, B ϑα το συµβολίζουµε µε A × B και ϑα το ονοµάζουµε καρτεσιανό

γινόµενο των A, B.

Παρατήρηση: Στον ορισµό του διατεταγµένου Ϲεύγους έχει σηµασία η σειρά που τα

στοιχεία εµφανίζονται εντός των παρενθέσεων. ΄Ετσι το διατεταγµένο Ϲεύγος (a, b) είναι

διαφορετικό από το διατεταγµένο Ϲεύγος (b, a).
Παραδείγµατα:

1. Θεωρούµε τα σύνολα A = {1, 2, 3} και B = {2, 5}. Το γινόµενο A ×B είναι το σύνολο

{(1, 2), (1, 5), (2, 2), (2, 5), (3, 2), (3, 5)} ενώ το B×A είναι το σύνολο {(2, 1), (5, 1), (2, 2), (5, 2), (2, 3), (5, 3)}.
Παρατηρήστε ότι A × B , B × A.

2. Αν A = B = R τότε το σύνολο R × R είναι σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία µε τα

σηµεία του επιπέδου, αν ϑεωρήσουµε ότι το Ϲευγάρι (x, y) ∈ R × R, περιγράφει τις

συντεταγµένες ενός σηµείου του επιπέδου.
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Πρόταση 1.4.2 Για τα καρτεσιανά γινόµενα συνόλων ισχύουν οι σχέσεις

1. ∅ × A = A × ∅ = ∅

2. A × B = B × A αν και µόνο αν A = ∅ ή B = ∅ ή A = B.

Απόδειξη

Ορισµός 1.4.3 Μία διµελής σχέση από το σύνολο A στο σύνολο B είναι ένα υποσύνολο

Σ ⊆ A × B.

Παρατήρηση: ΄Ενα υποσύνολο του γινοµένου A × B, περιγράφεται από ένα σύνολο

διατεταγµένων Ϲευγαριών. Ας υποθέσουµε για παράδειγµα ότι A = {1, 2, 3, 4, 5} και ότι

B = {1, 2, 3, 4}. Μία σχέση είναι το σύνολο

Σ = {(1, 1), (2, 4), (5, 1), (1, 3)} ⊆ A × B.

Μία σχέση µπορεί να ερµηνευτεί σαν «συνδέσεις» µεταξύ στοιχείων του συνόλου A µε αυτά

του συνόλου B.

Μας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι παρακάτω τύποι σχέσεων:

Ορισµός 1.4.4 Μία σχέση Σ ⊆ A × A ϑα λέγεται συµµετρική αν (a, b) ∈ Σ τότε (b, a) ∈ Σ.

Ορισµός 1.4.5 Μία σχέση Σ ⊆ A × A ϑα λέγεται ανακλαστική αν και µόνο αν (a, a) ∈ Σ
για κάθε a ∈ A.

Ορισµός 1.4.6 Μία σχέση Σ ⊆ A × A ϑα λέγεται µεταβατική αν και µόνο αν (a, b) ∈ Σ και

αν (b, c) ∈ Σ τότε και (a, c) ∈ Σ.

Ορισµός 1.4.7 Μία σχέση Σ ⊆ A × A ϑα λέγεται αντισυµµετρική αν και µόνο αν (a, b) ∈ Σ
και (b, a) ∈ Σ τότε a = b.
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Ορισµός 1.4.8 Μία σχέση ϑα λέγεται σχέση ισοδυναµίας αν είναι συµµετρική, ανακλα-

στική και µεταβατική, ενώ µία σχέση λέγεται σχέση διάταξης αν είναι αντισυµµετρική, ανα-

κλαστική και µεταβατική.

Παράδειγµα

1. Στο σύνολο των ϕοιτητών που είναι γραµµένοι στο µάθηµα η σχέση ο/η ϕοιτη-

τής/τρια x έχει το ίδιο ϕύλο µε τον µε τον/την ϕοιτητή/τρια y είναι µία σχέση

ισοδυναµίας. Πράγµατι, κάθε ϕοιτητής έχει το ίδιο ϕύλο µε τον ευατό του άρα η

σχέση είναι ανακλαστική. Αν ο x έχει το ίδιο ϕύλο µε την y τότε και η y έχει το ίδιο

ϕύλο µε τον x, άρα η σχέση είναι συµµετρική. Τέλος αν ο x έχει το ίδιο ϕύλο µε

τον y και ο y το ίδιο ϕύλο µε τον z, τότε και όλοι έχουν το ίδιο ϕύλο, άρα και ο x
έχει το ίδιο ϕύλο µε τον z, δηλαδή ισχύει και η µεταβατική ιδιότητα.

2. Στο σύνολο (x, y, z) των διατεταγµένων τριάδων στο R × R × R\{(0, 0, 0)}, ϑεωρούµε

την σχέση (x, y, z) ≡ (x ′, y′, z′) αν και µόνο αν υπάρχει λ ∈ R\{0}, ώστε

(x, y, z) = λ(x ′, y′, z′).

Θα δείξουµε ότι η παραπάνω είναι µία σχέση ισοδυναµίας. Πράγµατι, (x, y, z) ≡
(x, y, z), αρκεί να πάρουµε για λ = 1. αν (x, y, z) ≡ (x ′, y′, z′) τότε υπάρχει λ , 0,

ώστε

(x, y, z) = λ(x ′, y′, z′)⇒ (x ′, y′, z′) =
1
λ

(x, y, z)
1
λ
∈ R\{0},

άρα η σχέση είναι συµµετρική. Τέλος αν (x, y, z) ≡ (x1, y1, z1) και (x1, y1, z1) ≡
(x2, y2, z2) τότε(

(x, y, z) = λ1(x1, y1, z1) και (x1, y1, z1) ≡ λ2(x2, y2, z2)
)
⇒

⇒ (x, y, z) = λ1λ2(x2, y2, z2),

δηλαδή (x, y, z) ≡ (x2, y2, z2) και η σχέση είναι και µεταβατική.

http://www.math.aegean.gr


• Βασική Θεωρία Συνόλων

Βασικές έννοιες

Συνολοθεωρητικές Πράξεις

Προτάσεις

Σχέσεις

• Σύνολα Αριθµών

• Ακολουθίες και Σύγκλιση

• Πραγµατικές Συναρτήσεις

• Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 14 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Σχήµα 1.3: ∆ιαµέριση συνόλου

Ορισµός 1.4.9 Ας ϑεωρήσουµε µία σχέση Σ ⊂ A × B. Η αντίστροφη σχέση Σ−1 ⊂ B × A
είναι η σχέση που ορίζεται από την ιδιότητα (b, a) ∈ Σ−1

αν και µόνο αν (a, b) ∈ Σ.

Παράδειγµα Ας ϑεωρήσουµε την σχέση Σ ⊂ {a, b, c}×{1, 2} που ορίζεται ως Σ = {(a, 1), (b, 2), (c, 2)}.
Η αντίστροφη σχέση Σ−1 ⊂ {1, 2} × {a, b, c} είναι η Σ−1 = {(1, a), (2, b), (2, c)}.

Ορισµός 1.4.10 Θα λέµε ότι τα σύνολα Ai , i ∈ I αποτελούν µία διαµέριση του συνόλου X ,

αν και µόνο αν
⋃

i∈I Ai = X και Ai ∩ Aj = ∅ ή Ai = Aj.

Πρόταση 1.4.11 Κάθε σχέση ισοδυναµίας Σ ⊆ A × A ορίζει διαµέριση του A σε ξένα

σύνολα, τα οποία ϑα ονοµάζουµε κλασεις ισοδυναµίας. Αντιστρόφως κάθε διαµέριση {Ai}i∈I

του συνόλου A ορίζει σχέση ισοδυναµίας όπου (a, b) ∈ Σ αν και µόνο αν x, y ∈ Ai για τον

ίδιο δείκτη i. Απόδειξη

Ορισµός 1.4.12 Θεωρούµε µία σχέση ισοδυναµίας Σ σε ένα σύνολο A. Το σύνολο των

κλάσεων ισοδυναµίας που ορίζει η Σ ϑα το λέµε το σύνολο πηλίκο της Σ.

Παράδειγµα ΄Εστω A το σύνολο των ϕοιτητών του τµήµατος. Ορίζουµε την σχέση ισοδυ-

ναµίας Σ µε

(x, y) ∈ Σ αν και µόνο αν x, y έχουν το ίδιο ϕύλο .
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Εύκολα ϐλέπουµε ότι η Σ είναι µία σχέση ισοδυναµίας (γιατι ;), και διαµερίζει το σύνολο

των ϕοιτητών σε δύο κλάσεις ισοδυναµίας το υποσύνολο A1 των αρσενικών ϕοιτητών και

το υποσύνολο A2 των ϑηλυκών ϕοιτητριών. Το σύνολο πηλίκο είναι το {A1, A2}.

1.4.1. Σχέσεις ∆ιάταξης

Ορισµός 1.4.13 Μία σχέση στο σύνολο A × A η οποία είναι ανακλαστική, µεταβατική και

αντισυµµετρική ϑα λέγεται σχέση διάταξης.

Παραδείγµατα:

1. Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών ορίζουµε την σχέση Σ≤ ⊂ R × R, ως εξής :

(x, y) ∈ Σ αν και µόνο αν x ≤ y. Η Σ≤ είναι σχέση διάταξης. Πράγµατι, x ≤ x άρα

(x, x) ∈ Σ≤ (ανακλαστική ιδιότητα). Επίσης αν (x, y) ∈ Σ≤ και (y, z) ∈ Σ≤ τότε εξ

ορισµού x ≤ y και y ≤ z, άρα x ≤ z δηλαδή (x, z) ∈ Σ≤ (µεταβατική ιδιότητα). Τέλος

αν (x, y) ∈ Σ≤ και (y, x) ∈ Σ≤ τότε εξ ορισµού x ≤ y και y ≤ x, άρα x = y δηλαδή

ισχύει η αντισυµµετρική ιδιότητα.

2. Θεωρούµε ένα σύνολο A, και το σύνολο των υποσυνόλων του A, P(A). Στο σύνολο

P(A) × P(A) ορίζουµε την σχέση Σ⊂ ως εξής : (X, Y ) ∈ Σ⊂ αν και µόνο αν X ⊂ Y .

Η Σ⊂ είναι µία σχέση διάταξης. Πράγµατι, X ⊂ X άρα (X, X ) ∈ Σ⊂ και συνεπώς

ισχύει η ανακλαστική ιδιότητα. Αν (X, Y ) ∈ Σ⊂ και (Y, Z ) ∈ Σ⊂ τότε X ⊂ Y και Y ⊂ Z
άρα X ⊂ Z οπότε (X, Z ) ∈ Σ⊂ και συνεπώς ισχύει η µεταβατική ιδιότητα. Τέλος αν

(X, Y ) ∈ Σ⊂ και (Y, X ) ∈ Σ⊂ τότε X ⊂ Y και Y ⊂ X άρα X = Y και ισχύει και η

αντισυµµετρική ιδιότητα.

3. ΄Εστω a, b δύο ϕυσικοί αριθµοί. Θα λέµε ότι a διαιρεί τον b και ϑα το συµβολίζουµε

µε a | b αν και µόνο αν υπάρχει λ ∈ N ώστε b = λa. Στο σύνολο των ϕυσικών

ορίζουµε την σχέση Σ| ⊂ N × N ως εξής : (a, b) ∈ Σ| αν και µόνο αν a | b. Θα

δείξουµε ότι είναι µία σχέση διάταξης. Πράγµατι, a | a αφού για λ = 1 έχουµε
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a = λa. ΄Αρα (a, a) ∈ Σ|. ΄Εστω (a, b) ∈ Σ| και (b, c) ∈ Σ|. ΄Αρα εξ ορισµού a | b και

b | c. ΄Αρα υπάρχουν λ1, λ2 ∈ N ώστε b = λ1a και c = λ2b. Συνεπώς c = λ2λ1a
µε λ2λ1 ∈ N και a | c οπότε (a, c) ∈ Σ| και ισχύει η µεταβατική ιδιότητα. Τέλος, αν

(a, b) ∈ Σ| και (b, a) ∈ Σ| τότε a | b και b | a, άρα υπάρχουν λ1, λ2 ∈ N ώστε a = λ1b
και b = λ2a, οπότε a = λ1λ2a, άρα λ1λ2 = 1 και αφού τα λ1, λ2 είναι ϕυσικοί

έχουµε ότι λ1 = λ2 και συνεπώς a = b, άρα ισχύει και η αντισυµµετρική ιδιότητα.

΄Ασκηση 1.4.14 Θεωρήστε το σύνολο A := Z × (Z\{0}). Στο σύνολο αυτό ορίζουµε µία

σχέση ως εξής :

(a, b) ≡ (a′, b′)⇔ ab′ − ba′ = 0.

Αποδείξτε ότι η παραπάνω σχέση είναι σχέση ισοδυναµίας. Υπόδειξη-Λύση

1.4.2. Συναρτήσεις

Οι συναρτήσεις αποτελούν µία ειδική κατηγορία σχέσεων οι οποίες ικανοποιούν τις πα-

ϱακάτω ιδιότητες :

Ορισµός 1.4.15 Μια διµελής σχέση Σ ⊂ A × B, ϑα λέγεται συνάρτηση αν ισχύουν

1. Για κάθε a ∈ A υπάρχει b ∈ B ώστε (a, b) ∈ Σ

2. Αν (a, b) ∈ Σ και (a, b′) ∈ Σ, τότε b = b′.

Για κάθε a ∈ A το µοναδικό b ∈ B ώστε (a, b) ∈ Σ ϑα το συµβολίζουµε µε f (a). ΄Ενας

συνηθισµένος τρόπος να συµβολίζουµε µία συνάρτηση είναι µε f : A → B. Το A λέγεται

πεδίο ορισµού της συνάρτησης ενώ το B σύνολο τιµών.

Για παράδειγµα η σχέση Σ ⊂ {1, 2, 3}×{1, 2}, όπου Σ = {(1, 2), (2, 1)} δεν ορίζει συνάρτηση

γιατί το 3 δεν σχετίζεται µε κανένα στοιχείο του {1, 2}. Αν ϑεωρήσουµε την Σ′ ⊂ {1, 2, 3} ×
{1, 2} µε Σ′ = {(1, 2), (2, 1), (3, 1)} τότε η σχέση αυτή ορίζει συνάρτηση γιατί ικανοποιούνται

όλες οι προϋποθέσεις του ορισµού. Αν µάλιστα ϑέλουµε µπορούµε να γράψουµε την

συνάρτηση ως f : {1, 2, 3} → {1, 2}, µε f (1) = 2, f (2) = 1, f (3) = 1.
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Ορισµός 1.4.16 Θεωρούµε µία συνάρτηση f : A → B. Θα λέµε ότι η συνάρτηση είναι επί

αν για κάθε b ∈ B υπάρχει τουλάχιστον ένα a ∈ A, ώστε f (a) = b. Θα λέµε ότι η συνάρτηση

είναι ένα προς ένα αν f (a1) = f (a2) τότε a1 = a2.

Για παράδειγµα η συνάρτηση που ορίσαµε προηγουµενως είναι επί αλλά όχι ένα προς

ένα αφού f (3) = f (2) = 1 αλλά 3 , 2.

Κάθε συνάρτηση f : A → B, ορίζεται και ορίζει µία σχέση Σf ⊂ A × B, όπου το Σf

αποτελείται από τα Ϲευγάρια (a, f (a)). Το Σf ϑα το λέµε και γράφηµα της συνάρτησης f .

Αν µάλιστα δούµε τα σύνολα A, B µπορούµε να τα «Ϲωγραφίσουµε» (για παράδειγµα στην

περίπτωση A = B = R, το καρτεσιανό γινόµενο R × R, µπορούµε να το παραστήσουµε

ως το σύνολο των σηµείων του επιπέδου, ενώ το υποσύνολο που αντιστοιχεί στο Σf ϑα το

ονοµάζουµε γραφική παράσταση της f .

Στην συνάρτηση f αντιστοιχεί ένα γράφηµα Σf . Το γράφηµα αυτό έχει πάντα µία καλά

ορισµένη αντίστροφη σχέση. Είναι αυτή η σχέση συνάρτηση ;

Πρόταση 1.4.17 Η αντίστροφη σχέση του γραφήµατος µίας συνάρτησης είναι συνάρτηση

αν και µόνο αν η συνάρτηση f είναι ένα προς ένα και επί. Απόδειξη

Παράδειγµα Η συνάρτηση f : R → R η οποία στέλνει το x στο x2
, δηλαδή f (x) = x2

δεν είναι ούτε ένα προς ένα ούτε επί. Πράγµατι, δεν µπορεί να είναι ένα προς ένα αφού τα

12 = 1 = (−1)2
ενώ 1 , −1. Για το επί παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει πραγµατικός αριθµός

που το τετράγωνο του να είναι αρνητικός. ΄Αρα η αντίστροφη σχέση του γραφήµατος της

x2
δεν είναι συνάρτηση.

Ορισµός 1.4.18 Μία συνάρτηση της οποίας το γράφηµα Sf έχει αντίστροφη σχέση S−1
f που

αντιστοιχεί σε συνάρτηση ϑα λέγεται αντιστρέψιµη. Η δε συνάρτηση που αντιστοιχεί στην

σχέση S−1
f ϑα λέγεται αντίστροφη της f και ϑα την συµβολίζουµε µε f −1

.

Ορισµός 1.4.19 Αν f : A → B και g : B → C είναι δύο συναρτήσεις, ϑα συµβολίζουµε µε

g ◦ f και ϑα την ονοµάζουµε σύνθεση των συναρτήσεων f, g, την συνάρτηση g ◦ f : A → C,

η οποία στέλνει το x στο g(f (x)).
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Ορισµός 1.4.20 Η συνάρτηση IA : A → A η οποία στέλνει το x ∈ A στο IA(x) = x ϑα

λέγεται η ταυτοτική συνάρτηση του A.

Πρόταση 1.4.21 ΄Εστω f : A → B µία αντιστρέψιµη συνάρτηση. Η αντίστροφη συνάρτηση

f −1 : B → A ικανοποιεί :

f ◦ f −1 = IB, f −1 ◦ f = IA.

Απόδειξη

Ορισµός 1.4.22 ΄Εστω A,≤, B,�, σύνολα στα οποία έχουν οριστεί σχέσεις διάταξης και

έστω f : A → B. Θα λέµε ότι η f είναι :

1. Αύξουσα Αν a ≤ b ⇒ f (a) � f (b)

2. Γνήσια Αύξουσα Αν a < b ⇒ f (a) ≺ f (b)

3. Φθίνουσα Αν a ≤ b ⇒ f (b) � f (a)

4. Γνήσια Φθίνουσα Αν a < b ⇒ f (b) ≺ f (a)

Παράδειγµα Η συνάρτηση f : N → N, µε τύπο f (x) = x3
είναι γνήσια αύξουσα αφού αν

x1 < x2 τότε x3
1 − x3

2 = (x1 − x2)(x2
1 + x1x2 + x2

2 ) < 0.

Ορισµός 1.4.23 Θεωρούµε µία συνάρτηση f : A → B και έστω A1 ⊂ A. Μπορούµε να

ορίσουµε µία νέα συνάρτηση f |A1 : A1 → B την οποία ϑα ονοµάζουµε περιορισµό της f και

η οποία ϑα στέλνει το x ∈ A1 ⊆ A στο f |A1 (x) := f (x). Η συνάρτηση f ϑα λέγεται επέκταση

της f |A1 .

Παραδείγµατα Θεωρούµε την συνάρτηση R → R µε τύπο f (x) = x2
. Είναι σαφές ότι η

f δεν είναι ένα προς ένα (γιατί ;). Ο περιορισµός f |x∈R,x≥0 της f στο σύνολο των ϑετικών

πραγµατικών αριθµών είναι ένα προς ένα, αφού αν x2
1 = x2

2 τότε x2
1−x2

2 = (x1−x2)(x1+x2) =
0. ΄Αρα x1 = −x2 ή x1 = x2. Η πρώτη περίπτωση όµως πρέπει να αποκλειστεί αφού

x1, x2 ≥ 0.
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Ορισµός 1.4.24 Θα λέµε ότι δύο συναρτήσεις fi : Ai → Bi , i = 1, 2 είναι ίσες αν και µόνο

αν τα αντίστοιχα γραφήµατα είναι ίσα. Ο ορισµός αυτός είναι ισοδύναµος µε το ότι A1 = A2,

B1 = B2 και f1(x) = f2(x) για όλα τα x ∈ A1 = A2.

Παρατήρηση Πολλοί συγραφείς ορίζουν δύο συναρτήσεις f1, f2 να είναι ίσες αν έχουν το

ίδιο πεδίο ορισµού A και f1(x) = f2(x) για κάθε x ∈ A, χωρίς να ελέγξουν το σύνολο

άφιξης. Ο ορισµός αυτός είναι προβληµατικός γιατί αν µία συνάρτηση f : A → B είναι

επί, και f1 : A → B′ είναι µία συνάρτηση µε σύνολο άφιξης το B ⊂ B′ και f (x) = f1(x)
για κάθε x ∈ A τότε ϑα ϑεωρούσαµε τις f, f1 ίσες αλλά η µία ϑα ήταν επί και η άλλη όχι.

∆ηλαδή η ιδιότητα του επί δεν ϑα ήταν καλά ορισµένη.

΄Ασκηση Ποιά από τα παρακάτω είναι σωστά ;

1. Η σχέση Σ ⊆ {1, 2} × {a, b} µε Σ = {(1, a)} είναι γράφηµα συνάρτησης.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

2. Η σχέση Σ ⊆ {1, 2} × {a, b} µε Σ = {(1, a), (2, b), (1, b)} είναι γράφηµα συνάρτησης.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

3. Η σχέση Σ ⊆ {1, 2} × {a, b} µε Σ = {(1, a), (2, b)} είναι γράφηµα συνάρτησης.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

4. Κάθε συνάρτηση f : A → A που είναι 1-1 είναι και επί.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

5. Κάθε συνάρτηση f : A → A που είναι επί είναι και 1-1.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

΄Ασκηση 1.4.25 Αν το A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και f : A → A είναι µία συνάρ-

τηση ένα προς ένα τότε είναι κατανάγκην και επί. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.4.26 Αν το A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και f : A → A είναι µία συνάρ-

τηση επί τότε είναι κατανάγκην και ένα προς ένα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.4.27 Θεωρούµε δύο αύξουσες συναρτήσεις f : A → B, g : B → C. Αποδείξτε

ότι η f ◦ g είναι και αυτή αύξουσα. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 2

Σύνολα Αριθµών

2.1. Στοιχειώδης ϑεωρία Αριθµών

Το πρώτο σύνολο το οποίο ϑεωρούµε είναι το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N. Θα µπο-

ϱούσε να πει κανείς ότι οι ϕυσικοί αριθµοί είναι δηµιούργηµα της ανάγκης για αρίθµηση

διαφόρων αντικειµένων της καθηµερινής Ϲωής. Γενικά έχει απασχολήσει αρκετά τους µα-

ϑηµατικούς αλλά και τους ϕιλόσοφους τι ακριβώς είναι οι ϕυσικοί αριθµοί και πως µπορεί

το σύνολο των ϕυσικών αριθµών να ϑεµελιωθεί αξιωµατικά.

Οι προβληµατισµοί αυτοί δεν ϑα µας απασχολήσουν σε αυτό το πρώτο µάθηµα.

Αξιώµατα

Για δύο τυχαίους ϕυσικούς αριθµούς, n, m η διαφορά τους n−m είναι ϕυσικός αριθµός

µόνο αν n > m. Προκειµένου η αφαίρεση να είναι καλά ορισµένη, ορίζουµε το σύνολο

των Z των ακεραίων αριθµών, δηλαδή το σύνολο

. . . ,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .
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Στην πραγµατικότητα προκειµένου να ορίσουµε τους ακεραίους για κάθε n ∈ N «επισυ-

νάπτουµε» στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών ένα στοιχείο −n ώστε n + (−n) = 0.

Το σύνολο Z ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες

• Για κάθε x, y, z ∈ Z ισχύει x + (y + z) = (x + y) + z,

• Για κάθε x, y ∈ Z, ισχύει x + y = y + z,

• Το 0 ∈ Z, ικανοποιεί x + 0 = x.

• Για κάθε x ∈ Z, υπάρχει µοναδικά ορισµένο −x ώστε x + (−x) = 0.

• Για κάθε x, y, z ∈ Z, ισχύει x(yz) = (xy)z.

• Για κάθε x, y ∈ Z, ισχύει xy = yx.

• Το 1 ∈ Z ικανοποιεί 1x = x.
1

Επιπλέον στο σύνολο Z ισχύει ότι

xy = 0⇔ x = 0 ή y = 0.

Στο σύνολο Z, αναζητούµε µία λύση της εξίσωσης

ax = b, a, b ∈ Z. (2.1)

Στην περίπτωση που η παραπάνω εξίσωση έχει µία λύση x ∈ Z, ϑα λέµε ότι το b διαιρεί

το a και ϑα γράφουµε b|a.

Είναι σαφές ότι η εξίσωση (2.1) δεν έχει πάντα λύση, για παράδειγµα για a = 2, b = 1,

δεν υπαρχεί x ∈ Z ώστε 2x = 1. Πράγµατι, ένα τέτοιο x ϑα έπρεπε να είναι ϑετικό και

τότε 2x > 2 > 1.

1
Στο µάθηµα της άλγεβρας ϑα δείτε ότι ένα σύνολο το οποίο ικανοποιεί τις παραπάνω σχέσεις λέγεται αντι-

µεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα.
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Ορισµός 2.1.1 Θα συµβολίζουµε µε n! το γινόµενο των ϕυσικών αριθµών που είναι µικρό-

τεροι ή ίσοι µε το n, δηλαδή

n! := 1 · 2 · 3 · · ·n.

2.1.1. Επαγωγή

Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈ N ορίζεται ο «επόµενος» ϕυσικός n+1. ΄Οταν κατασκευάσουµε

το σύνολο των Ρητών αριθµών ϑα δούµε ότι κάτι τέτοιο δεν είναι σωστό για τους ϱητούς,

δεν υπάρχει δηλαδή ένα ελάχιστο «ϐήµα» που να το προσθέσουµε σε ένα ϱητό και να

πάρουµε τον «επόµενο» ϱητό.

Η ιδιότητα αυτή µας επιτρέπει να αποδεικνύουµε προτάσεις για το σύνολο των ϕυσικών

αριθµών. ΄Εχουµε µία ιδιότητα η οποία εξαρτάται από ένα ϕυσικό αριθµό n. ∆ηλαδή

έχουµε µια ακολουθία προτάσεων µία για κάθε ϕυσικό αριθµό n ∈ N.

Για παράδειγµα έχουµε την πρόταση

1 + 2 + · · · + n =
n(n + 1)

2
για κάθε n ∈ N. (2.2)

Αυτό που εννοούµε στην παραπάνω πρόταση είναι ότι για οποιοδήποτε ϕυσικό n ∈ N το

άθροισµα των n πρώτων ϕυσικών δίνεται από τον τύπο
n(n+1

2 . ∆ηλαδή έχουµε

n = 1, 1 1(1+1)
2 = 1

n = 2, 1 + 2 = 3 2·3
2 = 3

n = 3, 1 + 2 + 3 = 6 3·4
2 = 6

n = 4, 1 + 2 + 3 + 4 = 10 4·5
2 = 10

...
...

...

Μπορούµε να πιστοποιήσουµε την αλήθεια της εξίσωσης (2.2) για όσους ϕυσικούς αριθ-

µούς ϑέλουµε αλλά για όσους ϕυσικούς αντέξουµε να δοκιµάσουµε πάντα ϑα έχουµε

αφήσει έξω τους υπόλοιπους ϕυσικούς που είναι άπειροι.
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Για να δώσουµε µία απόδειξη για όλους τους ϕυσικούς η ιδέα είναι να αποδείξουµε

την αλήθεια της ιδιότητας p(n + 1) κάνοντας χρήση της προηγούµενης p(n). ∆ηλαδή αν

δείξουµε ότι «η αλήθεια της πρότασης p(n) έχει σαν συνέπεια την αλήθεια της πρότασης

p(n + 1) και πιστοποιήσουµε την αλήθεια της p(1) τότε έχουµε ότι : Η πρόταση p(1) είναι

αληθής άρα και η πρόταση p(2) είναι αληθής άρα και η πρόταση p(3) είναι αληθής άρα

και η πρόταση p(3) είναι αληθής και µε αυτό τον τρόπο εξαντλούµε το σύνολο των ϕυσικών

αριθµών.

Ας δούµε πως µπορούµε να χρησηµοποιήσουµε αυτή την κατασκευή για να αποδεί-

ξουµε την ιδιότητα (2.2) για όλους τους ϕυσικούς. Η p(1) είναι αληθής αφού 1 = 1 · 2/2.

Υποθέτουµε ότι για ένα k ∈ N η πρόταση p(k) είναι αληθής, δηλαδή ότι

1 + 2 + 3 + · + k =
k(k + 1)

2
.

Θα δείξουµε ότι είναι αληθής η πρόταση και για k + 1, χρησηµοποιώντας τον τύπο του

αθροίσµατος για τους πρώτους k ϕυσικούς. ΄Εχουµε

1 + 2 + · + k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1) =

k(k + 1) + 2(k + 1)
2

=
(k + 1)(k + 2)

2
,

δηλαδή η πρόταση που ϑέλαµε να αποδείξουµε.

Η ακριβής διατύπωση του αξιώµατος της επαγωγής είναι η παρακάτω

Αξίωµα 2.1.2 ΄Εστω ένα σύνολο S ⊂ N το οποίο ικανοποιεί :

1. 1 ∈ S

2. n ∈ S ⇒ n + 1 ∈ S.

Τότε S = N

Τέλος παραθέτουµε την επόµενη πρόταση η οποία µπορούµε να αποδείξουµε ότι είναι

ισοδύναµη µε το αξίωµα της επαγωγής
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Αξίωµα 2.1.3 Κάθε µη κενό υποσύνολο ϕυσικών έχει ελάχιστο στοιχείο.

Πρόταση 2.1.4 Το αξίωµα της επαγωγής είναι ισοδύναµο µε το αξίωµα 2.1.3. Απόδειξη

Πολύ συχνά είναι χρήσιµη και η εξής µορφή της επαγωγής η οποία µοιάζει ισχυρό-

τερη:

Πρόταση 2.1.5 Θεωρούµε ένα σύνολο S ⊂ N το οποίο ικανοποιεί :

1. 1 ∈ S

2. Για κάθε n ∈ N
({1, 2, 3, . . . , n} ⊂ S)⇒ n + 1 ∈ S.

Τότε S = N. Απόδειξη

2.1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.1.6 Να αποδείξετε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει

12 + 22 + 32 + · · · + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.7 Αποδείξτε ότι για κάθε n ∈ N

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · · + n · n! = (n + 1)! − 1.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.1.8 Για δύο ϕυσικούς αριθµούς n, m, n ≥ m ορίζουµε το σύµβολο

(
n
m

)
:=

n!
m!(n−m)! . Αποδείξτε ότι

(
n
k

)
=

(
n−1

k

)
+
(
n−1
k−1

)
. Στην συνέχεια δείξτε ότι οι δυονιµικοί συντελεστές

µπορούν να υπολογιστούν µε την ϐοήθεια του τριγώνου του Pascal:

1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

.

Ο τρόπος µε τον οποίο σχηµατίσαµε το τρίγωνο του Pascal είναι να υπολογίζουµε τους

συντελεστές της κάθε γραµµής ως το άθροισµα των δύο προηγουµένων. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.9 Αποδείξτε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n

(a + b)n =

n∑
m=0

(
n

m

)
ambn−m .

Στην συνέχεια δικαιολογείστε γιατί το

(
n
m

)
είναι ϕυσικός. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.10 Αποδείξτε ότι για όλους τους ϕυσικούς ισχύει :

12 − 22 + 32 − 42 + . . . + (−1)n−1n2 = (−1)n−1 n(n + 1
2

.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.11 Θεωρήστε µία συνάρτηση f : N → N. ∆είξτε ότι αν η f είναι αύξουσα

τότε f (n) ≥ n Υπόδειξη-Λύση
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2.1.3. ∆ιαιρετότητα

Στην καθηµερινή Ϲωή αντιµετωπίζουµε συχνά το πρόβληµα της διαίρεσης ενός ακέραιου

αριθµού µε ένα άλλο. Η διαίρεση του n µε το m προκύπτει είτε από την ανάγκη µοιράσµα-

τος n το πλήθος αντικειµένων σε m ϑέσεις, είτε από την ανάγκη διαδοχικών αφαιρέσεων

του m από το n.

Για παράδειγµα για να διαιρέσουµε 10 ϐόλους σε 2 κουτάκια ϑα ϐάλουµε 4 ϐόλους σε

κάθε κουτί και ϑα περισσέψουν και 2 ϐόλοι. ∆ιαφορετικά µπορούµε να προσεγγίσουµε

το ίδιο πρόβληµα ως διαδοχικές αφαιρέσεις, αφαιρούµε 2 ϕορές το 4 από το 10 και

περισσεύουν και 2.

Θεώρηµα 2.1.12 Για κάθε δύο ϕυσικούς n, m, υπάρχει p ∈ Z και u ∈ N, ώστε n = mπ+u,

ώστε 0 ≤ u < 0. Οι αριθµοί π, u είναι µονοσήµαντα ορισµένοι και λέγονται πηλίκο και

υπόλοιπο της διαίρεσης του n µε το m. Απόδειξη

Ορισµός 2.1.13 Θα λέµε ότι το m διαιρεί το n όταν στην διαίρεση µε πηλίκο και υπόλοιπο,

το υπόλοιπο είναι µηδενικό, όταν δηλαδή υπάρχει π ∈ Z, ώστε n = πm. Αν το m διαιρεί το

n ϑα γράφουµε m | n, διαφορετικά ϑα γράφουµε m - n.

Για παράδειγµα 3 | 9 ενώ 3 - 10.

Πρόταση 2.1.14 Για την διαίρεση ισχύουν τα παρακάτω (a, b, c, κ, λ ∈ Z):

1. a | a.

2. Αν a | b και b | c τότε a | c.

3. Αν c | a και c | b τότε c | κa + λb.

4. Αν a | b τότε aκ | bκ.

5. Αν aκ | bκ τότε a | b.
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6. ±1 | a, και ±a | 0.

Απόδειξη

Ορισµός 2.1.15 ΄Ενας αριθµός p > 1 ϑα λέγεται πρώτος αν και µόνο αν οι µοναδικοί του

ϕυσικοί διαιρέτες είναι το 1, p.

Παρατηρούµε ότι το 3 είναι πρώτος γιατί µοναδικοί διαιρέτες του 3 είναι οι {1, 3}, ενώ το

10 δεν είναι πρώτος, αφού οι διαιρέτες του 10 είναι οι {1, 2, 5, 10}.

Πρόταση 2.1.16 Κάθε ϕυσικός αριθµός έχει τουλάχιστον ένα πρώτο διαιρέτη. Απόδειξη

Θεώρηµα 2.1.17 [Ευκλείδης] Υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί. Απόδειξη

Θεώρηµα 2.1.18 Κάθε ϕυσικός αριθµός n ≥ 2 µπορεί να γραφτεί µε µοναδικό τρόπο σαν

γινόµενο πρώτων, δηλαδή n = ps1
1 · · · p

sr
r . Απόδειξη

Πόρισµα 2.1.19 Αν ο πρώτος p διαιρεί ένα γινόµενο ab, τότε p | a ή p | b. Απόδειξη

Ορισµός 2.1.20 ΄Εστω a, b δύο ϕυσικοί αριθµοί µε a = pa1
1 · · · p

ar
r και b = pb1

1 · · · p
br
r οι

αναλύσεις τους σε πρώτους παράγοντες, όπου αν ένας πρώτος αριθµός δεν εµφανίζεται στην

ανάλυση του a ή του b τότε ο αντίστοιχος εκθέτης είναι 0. Οι ϕυσικοί αριθµοί

[a, b] = pmax(a1,b1)
1 · · · pmax(ar ,br )

r

και

(a, b) = pmin(a1,b1)
1 · · · pmin(ar ,br )

r

ϑα λέγονται αντίστοιχα ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο και µέγιστος κοινός διαιρέτης των a, b.
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∆ύο αριθµοί a, b ϑα λέγονται πρώτοι µεταξύ τους αν δεν έχουν κανένα πρώτο κοινό

στην ανάλυσή τους, αν δηλαδή (a, b) = 1.

Παρατήρηση: Ο Hardy δήλωνε ευτυχής που η έρευνα του είναι πάνω στην ϑεωρία

αριθµών η οποία δεν έχει εφαρµογές στην πράξη και κυρίως σε µιλιταριστικές εφαρµογές.

Μισό αιώνα µετά η άποψη του Hardy αποδείχθηκε λανθασµένη ! Η ϑεωρία αριθµών και οι

πρώτοι αριθµοί αποτελούν την ϐάση των αλγορίθµων κρυπτογραφίας µε πολλές εµπορικές

και στρατιωτικές εφαρµογές.

Θα κλείσουµε την ενότητα αυτή αναφέροντας το λεγόµενο τελευταίο ϑεώρηµα του

Fermat, το οποίο αναφέρει ότι για n ≥ 3 δεν υπάρχουν ακέραιοι x, y, z ώστε

xn + yn = zn.

Την εικασία αυτή την διατύπωσε ο Fermat τον 16ο αιώνα και ισχυρίστηκε ότι έχει µία

ϑαυµάσια απόδειξη αλλά δεν του ϕτάνει το περιθώριο του ϐιβλίου που σηµείωνε για να την

καταγράψει. Πολλοί µαθηµατικοί αγωνίστηκαν να ϐρουν την «ϑαυµάσια» αυτή απόδειξη

του Fermat, χωρίς αποτέλεσµα. Η εικασία αποδείχτηκε το 1994 από τον A. Wiles µε

χρήση προχωρηµένων εργαλείων της αριθµητικής αλγεβρικής γεωµετρίας.

2.1.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.1.21 ΄Εστω n ∈ Z. Ορίζουµε την σχέση ισοδυναµίας στο Z, Σ ⊆ Z × Z µε

(x, y) ∈ Σ αν και µόνο αν n | x − y.

Αποδείξτε ότι η Σ είναι µία σχέση ισοδυναµίας. Αποδείξτε ότι το σύνολο πηλίκο έχει

ακριβώς n το πλήθος στοιχεία. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.22 Θεωρούµε το σύνολο nZ = {x : x = nk, k ∈ Z}. Αποδείξτε ότι n | m αν

και µόνο αν mZ ⊆ nZ. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.1.23 Αποδείξτε ότι για τους διονυµικούς συντελεστές p |
(

p
m

)
=

p!
m!(p−m)! για

0 < m < p. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.24 Αποδείξτε ότι [a, b] = ab/(a, b). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.25 Να αποδειχτεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 0, υπάρχουν n το πλήθος

διαδοχικοί ϕυσικοί αριθµοί κανένας από τους οποίους δεν είναι πρώτος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.26 Αν ο αριθµός an − 1 είναι πρώτος, n > 1 και a > 1, τότε a = 2 και ο n
είναι πρώτος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.27 Να αποδειχθεί ότι το γινόµενο τεσσάρων διαδοχικών αριθµών διαιρείται

δια του 24. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.28 ΄Εστω n ∈ N, και έστω a1, a2 ∈ Z. Αν u1, u2 είναι τα υπόλοιπα της

διαίρεσης του ai µε το n να αποδειχτεί ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του a1 + a2 µε το

n είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του u1 + u2 µε το n και ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης

του a1 · a2 µε το n είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης του u1 · u2 µε το n. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.29 Να αποδειχτεί ότι ένας αριθµός διαιρείται δια του 3 ή του 9, αν και µόνο

αν το άθροισµα των ψηφίων του διαιρείται δια του 3 ή του 9, αντίστοιχα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.30 Να αποδειχτεί ότι για κάθε a ∈ Z, p|ap − a. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.31 Θεωρούµε την παρακάτω ακολουθία αριθµών

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . . ,

όπου an+1 = an + an−1, δηλαδή κάθε αριθµός είναι το άθροισµα των δύο προηγούµε-

νων τους. Η ακολουθία αυτοί στην ϐιβλιογραφία ονοµάζεται ακολουθία του Fibonaci.
Αποδείξτε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης δύο όρων της ακολουθίας είναι η µονάδα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.1.32 ΄Εστω p πρώτος. Αποδείξτε ότι ο αριθµός 1 + 1
2 +

1
3 + · · · +

1
p δεν είναι

ακέραιος. Υπόδειξη-Λύση
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2.1.5. Κατασκευή των ϱητών

Στην παράγραφο αυτή ϑα κατασκευάσουµε το σύνολο Q, των ϱητών αριθµών.

Ορίζουµε το σύνολο

A = Z × Z\{0},

δηλαδή το σύνολο των διατεταγµένων Ϲευγαριών (a, b) µε a ∈ Z, b ∈ Z\{0}.
Στο σύνολο αυτό ορίζουµε µια σχέση ισοδυναµίας

(a, b) ≡ (a′, b′)⇔ ab′ − ba′ = 0.

Το ότι η παραπάνω σχέση αποτελεί σχέση ισοδυναµίας το είδαµε στην άσκηση 1.4.14 του

πρώτου κεφαλαίου.

Το σύνολο Q ϑα το ορίσουµε να είναι το σύνολο πηλίκο της παραπάνω σχέσης ισοδυ-

ναµίας, δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι το σύνολο Q περιέχει το σύνολο Z και ότι κάθε στοιχείο

x ∈ Q, x , 0 έχει αντίστροφο.

Καταρχάς ας ορίσουµε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό στο σύνολο Q.

(a, b) + (a′, b′) = (ab′ + a′b, bb′), (a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′).

Προκειµένου να δείξουµε ότι οι πράξεις είναι καλά ορισµένες ϑα πρέπει να δείξουµε ότι

είναι ανεξάρτητες του αντιπροσώπου. ∆ηλαδή αν (a, b) � (a1, b1) και (a′, b′) � (a′1, b′1),
ϑα πρέπει να δείξουµε ότι

(a, b) + (a′, b′) � (a1, b1) + (a′1, b′1),

και

(a, b)(a′, b′) � (a1, b1)(a′1, b′1).

Θα αφήσουµε την απόδειξη του καλά ορισµένου των πράξεων ως άσκηση.
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Παρατηρούµε ότι το σύνολο Z µπορεί να ϑεωρηθεί σαν υποσύνολο του Q, ταυτίζοντας

το n ∈ Z µε την κλάση ισοδυναµίας του (n, 1) στο Q. Επιπλέον παρατηρούµε ότι οι πράξεις

στο Q περιοριζόµενες στο Z, δίνουν τις συνηθησµένες πράξεις στους ακαίρεους.

Ο συνηθισµένος συµβολισµός για την κλάση ισοδυναµίας του (a, b) στο Q είναι a/b.

2.2. Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

Η ανάγκη κατασκευής των πραγµατικών αριθµών δεν ήταν αλγεβρική. Οι πραγµατικοί

αριθµοί κατασκευάστηκαν προκειµένου να ικανοποιηθεί το λεγόµενο αξίωµα της πληρό-

τητας δηλαδή

Αξίωµα 2.2.1 Κάθε άνω ϕραγµένο σύνολο έχει supremum.

Παρατηρούµε ότι το υποσύνολο

A = {x ∈ Q : x2 < 2},

των ϱητών αριθµών είναι άνω ϕραγµένο από το 2. Το supremum του παραπάνω συνόλου

ϑα είναι η τετραγωνική ϱίζα του 2. Πράγµατι αν a ∈ R, ώστε a άνω ϕράγµα του A τότε

x ≤ a για κάθε x ∈ A και συνεπώς x2 ≤ a2
, το µικρότερο τετράγωνο που ϕράσει από πάνω

το x2
είναι το

√
2.

2.2.1. Αριθµοί που δεν είναι ϱητοί

Θα συµβολίζουµε µε

√
2 τον ϑετικό πραγµατικό αριθµό ο οποίος όταν υψωθεί στο τετρά-

γωνο δίνει 2. Σε ένα σώµα που ισχύει το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει και είναι ίσος

µε το supremum του παραπάνω συνόλου. Γεωµετρικά ένας τέτοιος αριθµός αντιστοιχεί

στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλεύρες ίσες µε την µονάδα.

Πρόταση 2.2.2 Ο αριθµός

√
2 δεν είναι ϱητός. Απόδειξη
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2.2.2. Κατασκευή των Πραγµατικών Αριθµών

Στην ενότητα αυτή ϑα προσπαθήσουµε να σκιαγραφήσουµε την κατασκευή του συνόλου

των πραγµατικών αριθµών ακολουθώντας τις ιδέες του Dedekind. Αργότερα ϑα δώσουµε

και άλλη µία εναλακτική κατασκευή.

Ορισµός 2.2.3 ΄Ενα υποσύνολο A ⊂ Q ϑα λέγεται αρχικό τµήµα του Q αν ικανοποιεί :

Αν p ∈ A και q < p τότε q ∈ A.

∆ηλαδή αν το αρχικό τµήµα περιέχει ένα ϱητό αριθµό τότε περιέχει και όλους τους µικρότε-

ϱούς του. Το A ϑα λέγεται ανοιχτό αρχικό τµήµα του Q αν δεν έχει µέγιστο στοιχείο.

Επιπλέον ορίζουµε το (αντ. ανοιχτό) τελικό τµήµα του Q να είναι το συµπλήρωµα ενός

(αντ. ανοιχτού) αρχικού τµήµατος του Q.

Ορισµός 2.2.4 Το σύνολο όλων των αρχικών ανοιχτών τµηµάτων του Q είναι το σύνολο

των πραγµατικών αριθµών.

Ο παραπάνω ορισµός αφήνει πολλά ερωτήµατα. Καταρχάς ϑα πρέπει να καταλάβουµε

πως µπορούµε να ϑεωρήσουµε τους ϱητούς αριθµούς ως υποσύνολο των πραγµατικών

αριθµών. Αυτό δεν είναι ιδιαίτερα δύσκολο: Οι ϱητοί αποτελούνται από τα αρχικά τµή-

µατα της µορφής:

Aq := {x ∈ Q : x < q},

µε q ∈ Q. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

Q→ R

q 7→ Aq

είναι µία συνάρτηση ένα προς ένα (γιατί ;)
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Το επόµενο ϑέµα είναι πως ϑα ορίσουµε πράξεις στους πραγµατικούς αριθµούς. Αν έ-

χουµε δύο πραγµατικούς αριθµούς, δηλαδή δύο αρχικά τµήµατα A, B του Q τότε ορίζουµε

σαν άθροισµα τους το σύνολο

A + B := {a + b : a ∈ A, b ∈ B}

και σα γινόµενό τους το σύνολο

A · B := {ab : a ∈ A, b ∈ B}.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι οι παραπάνω πράξεις είναι καλά ορισµένες, δηλαδή ότι τα

A + B, A · B είναι όντως ανοιχτά αρχικά τµήµατα του Q.

Για παράδειγµα αν x ∈ A + B τότε εξ ορισµού x = a + b, µε a ∈ A και b ∈ B. Αν

λοιπόν Q 3 y < x τότε y − a < b, άρα y − a ∈ B οπότε εξ ορισµού του A + B, έχουµε ότι

y = a + (y − a) ∈ A + B. Με παρόµοιο τρόοπο δείχνουµε ότι και το A · B είναι αρχικό

τµήµα του Q.

Θα πρέπει να δείξουµε ότι οι παραπάνω ορισµένες πράξεις έχουν όλες τις αναµενό-

µενες ιδιότητες των πράξεων όπως προσεταιριστική, ύπαρξη αντίστροφου, ουδετέρου κτλ.

∆εν ϑα επεκταθούµε περισσότερο στον έλεγχο αυτό, ϑα αρκεστούµε στο να παρατηρή-

σουµε ότι όλες οι αναµενόµενες πράξεις, ανάγονται στις αντίστοιχες ιδιότητες πράξεων των

ϱητών.

Τέλος ϑα λέµε ότι A ≤ B αν και µόνο αν A ⊂ B. Γνωρίζουµε ότι ο εγκλεισµός συνόλων

δίνει µία σχέση διάταξης. Ο προσεκτικός αναγνώστης ϑα πρέπει να δείξει ότι η σχέση

αυτή διάταξης είναι συµβατή µε τις πράξεις.

Παράδειγµα Ο

√
2 που δείξαµε ότι δεν είναι ϱητός, είναι το σύνολο

A := {x ∈ Q : x < 0} ∪ {x ∈ Q : x2 < 2}

Πράγµατι, το σύνολο A είναι ένα αρχικό τµήµα αφού αν x ∈ A και y < x τότε αν x < 0
τότε προφανώς y ∈ A αφού y < x < 0. Αν πάλι 0 ≤ y < x τότε αν y < x έχουµε και
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y2 < x2 < 2 οπότε y ∈ A ενώ αν y < 0 πάλι εξ ορισµού y ∈ A. Τέλος παρατηρούµε ότι

A · A = {x ∈ Q : x < 2},

δηλαδή το τετράγωνο του A είναι το αρχικό τµήµα που έχουµε ταυτίσει µε τον ϱητό αριθµό

2. Θα αποδείξουµε πρώτα ότι A · A ⊂ {xQ : x < 2}. Πράγµατι, αν 0 < x ∈ A · A, τότε

υπάρχουν a, b ∈ A ώστε x = ab και a2 < 2, b2 < 2 συνεπώς x2 = aabb < 4 άρα x < 2. Η

περίπτωση x < 0 είναι προφανής.

Αντιστρόφως ϑα πρέπει να δείξουµε ότι {xQ : x < 2} ⊂ A · A. ΄Εστω y ∈ {yQ : y < 2},
ϑεωρούµε το ανοιχτό τµήµα Ay/2 := {c ∈ Q : c2 < y/2}. Παρατηρούµε ότι y/2 < 2
συνεπώς Ay/2 < A (γιατί ;) άρα AC

y/2∩A , ∅. Συνεπώς υπάρχει a ∈ Q ώστε y2/2 < a2 < 2,

και y/a := b ∈ A. ΄Αρα καταφέραµε να γράψουµε το y ως γινόµενο στοιχείων του A.

Θεώρηµα 2.2.5 Κάθε άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει supremum. Απόδειξη

Για τους πραγµατικούς αριθµούς ισχύει η αρχή του Αρχιµήδη

Πρόταση 2.2.6 Από κάθε πραγµατικό αριθµό x υπάρχει ϕυσικός αριθµός n ∈ N ώστε

x ≤ n. Απόδειξη

΄Ασκηση 2.2.7 Αποδείξτε ότι ανάµεσα σε δύο ϱητούς υπάρχει ϱητός Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.8 Αποδείξτε ότι ανάµεσα σε δύο πραγµατικούς υπάρχει ϱητός. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 Αποδείξτε ότι το γινόµενο δύο ϑετικών αριθµών είναι ϑετικός αριθµός.

Υπόδειξη-Λύση
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2.3. Το σύνολο των µιγαδικών αριθµών

Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών η εξίσωση x2 = −1 δεν έχει λύση, αφού το γι-

νόµενο δύο ϑετικών αριθµών έχει σαν αποτέλεσµα ϑετικό αριθµό (Βλέπε άσκηση 2.2.9).

Θα προσπαθήσουµε να «διευρύνουµε» το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και να κατα-

σκευάσουµε ένα νέο σύνολο όπου η εξίσωση x2 = −1 να έχει λύση.

Ορισµός 2.3.1 Ορίζουµε το σύνολο των µιγαδικών αριθµών C να είναι το σύνολο των

διατεταγµένων Ϲευγών (a, b), όπου προσθέτουµε δύο Ϲεύγη µε τον παρακάτω τρόπο :

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

και πολλαπλασιάζουµε δύο Ϲεύγη ως εξής :

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

Θα πρέπει κανείς τώρα να ελέγξει ότι το παραπάνω σύνολο µε τις δύο πράξεις έχει

παρόµοιες ιδιότητες µε αυτές των πραγµατικών αριθµών δηλαδή ότι

• Για κάθε a, b, c ∈ C, ισχύει (a + b) + c = a + (b + c).

• Για κάθε a, b ∈ C, ισχύει a + b = b + a.

• Υπάρχει στοιχείο C 3 0 := (0, 0), ώστε για κάθε a ∈ C, 0 + a = a.

• Για κάθε a ∈ C, υπάρχει −a ∈ C, ώστε a + (−a) = 0.

• Για κάθε a, b ∈ C, ισχύει ab = ba.

• Για κάθε a, b, c ∈ C, ισχύει a(b + c) = ab + ac.

• Υπάρχει ένα στοιχείο C 3 1 := (1, 0), ώστε για κάθε a ∈ C, 1a = a.
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• Για κάθε a ∈ C\{0}, υπάρχει ένα στοιχείο a−1 ∈ C ώστε a · a−1 = 1.

Στο µάθηµα της ΄Αλγεβρας σύνολα που ικανοποιούν τις παραπάνω ιδιότητες ϑα τα ονο-

µάζουµε «σώµατα».
2

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

φ :
{
R→ C
x 7→ (x, 0) ,

είναι ένα προς ένα και επιπλέον «σέβεται» τις πράξεις του R και C, δηλαδή φ(a + b) =
φ(a) + φ(b), φ(ab) = φ(a)φ(b), για κάθε a, b ∈ R. ∆ηλαδή οι πραγµατικοί αριθµοί είναι

υποσύνολο των µιγαδικών αριθµών και ο περιορισµός των πράξεων των µιγαδικών αριθµών

στους πραγµατικούς αριθµούς δίνουν τις συνηθισµένες πράξεις των πραγµατικών. Τα

στοιχεία της µορφής (x, 0), x ∈ R ϑα τα συµβολίζουµε χάρην συντοµίας απλά µε x.

Θέτουµε i := (0, 1) ∈ C και τον αριθµό αυτό ϑα τον ονοµάζουµε µιγαδική µονάδα. Με

ϐάση τον ορισµό του πολλαπλασιασµού µιγαδικών αριθµών µπορούµε να αποδείξουµε

2
Θα λέµε ότι ένα σύνολο k εφοδιαµένο µε δύο «πράξεις», δηλαδή δύο συναρτήσεις

+ : k × k → k και · : k × k → k

είναι σώµα αν και µόνο αν

• Για κάθε a, b, c ∈ k, ισχύει (a + b) + c = a + (b + c).

• Για κάθε a, b ∈ k, ισχύει a + b = b + a.

• Υπάρχει στοιχείο k 3 0, ώστε για κάθε a ∈ k, 0 + a = a.

• Για κάθε a ∈ k, υπάρχει −a ∈ k, ώστε a + (−a) = 0.

• Για κάθε a, b ∈ k, ισχύει ab = ba.

• Για κάθε a, b, c ∈ k, ισχύει a(b + c) = ab + ac.

• Υπάρχει ένα στοιχείο k 3 1 := (1, 0), ώστε για κάθε a ∈ k, 1a = a.

• Για κάθε a ∈ k\{0}, υπάρχει ένα στοιχείο a−1 ∈ k ώστε a · a−1 = 1.
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ότι i2 = −1. Πράγµατι,

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (0 · 0 − 1 · 1, 0 · 1 + 1 · 0) = (−1, 0).

Παρατηρούµε ότι κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να γραφτεί στη µορφή

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a + bi.

2.3.1. Γεωµετρική Αναπαράσταση Μιγαδικών αριθµών.

Ορίσαµε τους µιγαδικούς αριθµούς ως το σύνολο των διατεταγµένων Ϲευγών (a, b) ∈ R×R.
Γεωµετρικά ένα τέτοιο Ϲευγάρι αντιστοιχεί στις συντεταγµένες ενός σηµείου στο επίπεδο.

Στο παραπάνω σχήµα ϐλέπουµε τον µιγαδικό αριθµό z = a + ib να παρίσταται ως

σηµείο του µιγαδικού επιπέδου. Ορίζουµε ως µέτρο του µιγαδικού αριθµού το µήκος

του ευθύγραµµου τµήµατος που συνδέει την αρχή (0, 0) του συστήµατος συντεταγµένων

µε το µιγαδικό αριθµό (a, b). Το µέτρο του µιγαδικού z ϑα το συµβολίζουµε µε |z| και

προκύπτει ότι

|z| =
√

a2 + b2.

Επίσης ορίζουµε σαν όρισµα του µιγαδικού αριθµού z την γωνία θ που σχηµατίζει ο

άξονας των πραγµατικών αριθµών µε το ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει την αρχή (0, 0)
του συστήµατος συντεταγµένων µε τον µιγαδικό αριθµό (a, b) µετρηµένη αντίστροφα µε

την ϕορά των δεικτών του ϱολογίου. Τη γωνία θ ϑα την ονοµάζουµε όρισµα του µιγαδικού

αριθµού. Παρατηρούµε ότι αν θ είναι ένα όρισµα του µιγαδικού αριθµού τότε για κάθε

k ∈ Z και το θ + 2kπ είναι ένα όρισµα. Το µοναδικά ορισµένο όρισµα θ του z το οποίο

ικανοποιεί 0 ≤ θ < 2π ϑα λέγεται πρωτεύον.

΄Ετσι ο µιγαδικός αριθµός z = a + bi µπορεί να γραφεί σε τριγωνοµετρική µορφή ως:

z = a + bi = |z|
(

cos(θ) + i sin(θ)
)
.
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Σχήµα 2.1: Γεωµετρική αναπαράσταση µιγαδικού αριθµού
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Ορισµός 2.3.2 ΄Εστω z = a + ib ∈ C. Θα συµβολίζουµε µε z̄, τον µιγαδικό αριθµό a − ib
και ϑα τον καλούµε συζυγή του z.

Πρόταση 2.3.3 Ισχύουν τα παρακάτω:

1. z1z2 = z̄1z̄2.

2. ¯̄z = z.

3. zz̄ = |z|2.

4. z̄ = z ⇔ z ∈ R.

Απόδειξη

Πρόταση 2.3.4 Για το µέτρο µιγαδικού αριθµού ισχύουν τα παρακάτω:

1. Για κάθε z ∈ C ισχύει |z| ≥ 0 και |z| = 0 αν και µόνο αν z = 0.

2. |z1z2| = |z1| · |z2|, για κάθε z1, z2 ∈ C.

3. |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, για κάθε z1, z2 ∈ C.

Απόδειξη

Πρόταση 2.3.5 [De’ Moivre] Ας υποθέσουµε ότι z = |z|(cos(φ)+i sin(φ), και w = |w|(cos(θ)+
i sin(θ), είναι δύο µιγαδικοί αριθµοί γραµµένοι σε τριγωνοµετρική µορφή. Ισχύει :

zw = |z||w|
(

cos(φ + θ) + i sin(φ + θ)
)
.

Απόδειξη
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Θεώρηµα 2.3.6 Κάθε πολυωνυµική εξίσωση

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 = 0, ai ∈ C,

έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο C.

Παρόλο που το παραπάνω ϑεώρηµα έχει την ονοµασία «το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της άλ-

γεβρας», η απόδειξη του ϐασίζεται σε καθαρά αναλυτικά εργαλεία αφού το αξίωµα της

πληρότητας που χαρακτηρίζει τους πραγµατικούς αριθµούς ϑα πρέπει να παίξει ϱόλο

στην απόδειξη.

Πιθανότατα ϑα δείτε µια απόδειξη σε ένα πρώτο µάθηµα µιγαδικής ανάλυσης, διαφο-

ϱισίµων πολλαπλοτήτων ή αλγεβρικής τοπολογίας.

Θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι αν το n ≤ 4, τότε οι ϱίζες του πολυωνύµου µπορούν

να εκφραστούν σε κλειστή µορφή, σαν συναρτήσεις των συντελεστών ai , µε την ϐοήθεια

ϱιζικών. Η περίπτωση n = 2 σας είναι γνωστή από τα λυκειακά µαθηµατικά. Πράγµατι

οι ϱίζες ρ1,2 του

a2x2 + a1x + a0 = 0,

δίνονται από τους τύπους

ρ1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a2

Παρόµοιοι αλλά πιο πολύπλοκοι τύποι είναι γνωστοί για τις περιπτώσεις n = 3, 4. Η

περίπτωση n ≥ 5, ήταν ένα από τα µεγάλα άλυτα πρόβληµατα των µαθηµατικών του

19 αιώνα. Πρώτος ο N. Abel απόδειξε ότι οι ϱίζες της εξίσωσης πέµπτου ϐαθµού δεν

εκφράζονται κατ΄ ανάγκην µε την ϐοήθεια ϱιζικών, ενώ ο E. Galois έδωσε κριτήρια για

το πότε οι ϱίζες µίας πολυωνυµικής εξίσωσης n ϐαθµού µπορούν να εκφραστούν µε τη

ϐοήθεια ϱιζικών.
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Θεώρηµα 2.3.7 Κάθε πολυωνυµική εξίσωση

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 = 0, ai ∈ C,

έχει ακριβώς n-ϱίζες στο C. Απόδειξη

2.3.2. Ν-ϱίζες µιγαδικών αριθµών.

Στην ενότητα αυτή ϑα µάθουµε πως να υπολογίζουµε τις λύσεις της εξίσωσης xn = a,

όπου a ∈ C. Η εξίσωση αυτή έχει ακριβώς n το πλήθος ϱίζες σύµφωνα µε το ϑεώρηµα

2.3.7. Μπορούµε να τις υπολογίσουµε ακριβώς.

Πρόταση 2.3.8 Οι n το πλήθος λύσεις της εξίσωσης

xn = 1,

δίνονται από τον τύπο

xk = cos(
2πk

n
) + i sin(

2πk

n
).

Απόδειξη

Λήµµα 2.3.9 Αν z0 είναι µία ϱίζα της xn = a, τότε οι υπόλοιπες ϱίζες δίνονται από τον τύπο

zi = ζiz0, όπου το ζi διατρέχει τις n-ϱίζες της µονάδας. Απόδειξη

Πρόταση 2.3.10 ΄Εστω a = |a|
(

cos(θ) + i sin(θ)
)
. Οι n-ϱίζες του a δίνονται από τον τύπο

zi =
n
√
|a|

(
cos(

2πk + θ

n
) + i sin(

2πk + θ

n
)
)
,

k = 0, . . . n − 1. Απόδειξη
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2.4. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.4.1 Αποδείξτε ότι αν a+ib ∈ C , 0, τότε (a+ib)−1 = a
a2+b2 −i b

a2+b2 . Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 2.4.2 Να υπολογιστούν οι ϱίζες της εξίσωσης x2 + x + 3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.4.3 Να υπολογιστούν οι 10 ϱίζες του 1 + i. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.4.4 Θεωρήστε το σύνολο µ(n) των n-ϱιζών της µονάδας. Αποδείξτε ότι αν

x, y ∈ µ(n) τότε xy ∈ µ(n). ∆είξτε ότι υπάρχει ένα στοιχείο e ∈ µ(n) ώστε ex = x για κάθε

x ∈ µ(n) και ότι αν x ∈ µ(n), τότε υπάρχει x−1 ∈ µ(n) ώστε x · x−1 = 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.4.5 Θεωρήστε τον µοναδίαιο δίσκο D κέντρου 0 και ακτίνας 1, δηλαδή D :=
{z ∈ C : |z| < 1}. Θεωρήστε την συνάρτηση zn : D → C. Αποδείξτε, ότι η εικόνα της zn

είναι το D. Είναι η zn
ένα προς ένα ; Περιγράψτε την zn

γεωµετρικά. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.4.6 Αποδείξτε ότι το άθροισµα των n-οστών ϱιζών του 1 είναι 0. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 3

Ακολουθίες και Σύγκλιση

3.1. Πρώτη ενότητα

3.1.1. Ακολουθίες

Μια ακολουθία είναι µία συνάρτηση από το σύνολο των ϕυσικών αριθµώνN στο σύνολο των

πραγµατικών αριθµών R. Θα συµβολίζουµε µε an την τιµή της συνάρτησης (ακολουθίας)

στο n ∈ N. Την ακολουθία σαν συνάρτηση ϑα την συµβολίζουµε µε (an).
Παραδείγµατα

1. Η σταθερή ακολουθία an = 1 για όλα τα n ∈ N.

2. an = 1/n, bn = n3 + 4/n, cn = n sin(n)

3.

an =

{
1 αν n είναι άρτιος

1/n διαφορετικά
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Η έννοια της µονοτονίας έχει οριστεί για συναρτήσεις f : A → B. Συνεπώς και για τις

ακολουθίες, που είναι συναρτήσεις an : N → R, µπορούµε να µιλήσουµε για µονότονες,

αύξουσες και ϕθίνουσες ακολουθίες. Περισσότερο συγκεκριµένα ϑα λέµε ότι η ακολουθία

(an) είναι αύξουσα αν και µόνο αν

Για κάθε n ∈ N, an+1 ≥ an.

Θα λέµε ότι η ακολουθία είναι ϕθίνουσα αν και µόνο αν

Για κάθε n ∈ N, an+1 ≤ an.

Θα λέµε ότι η ακολουθία (an) είναι γνήσια αύξουσα αν και µόνο αν

Για κάθε n ∈ N, an+1 > an.

Θα λέµε ότι η ακολουθία είναι γνήσια ϕθίνουσα αν και µόνο αν

Για κάθε n ∈ N, an+1 < an.

΄Ασκηση Να ελεγθούν οι παρακάτω ακολουθίες ως προς την µονοτονία τους

1. an = n

(α΄) Αύξουσα (ϐ΄) Φθίνουσα (γ΄) Τίποτα απο τα δύο

2. an = n3

(α΄) Αύξουσα (ϐ΄) Φθίνουσα (γ΄) Τίποτα απο τα δύο

3. an = (−1)n

(α΄) Αύξουσα (ϐ΄) Φθίνουσα (γ΄) Τίποτα απο τα δύο

4. Η (an) είναι άυξουσα αν και µόνο αν η (−an) είναι ϕθίνουσα.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος
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3.1.2. Φραγµένες ακολουθίες

Θα λέµε, ακριβώς όπως και στην περίπτωση των συναρτήσεων από ένα σύνολο σε ένα

διατεταγµένο σύνολο, ότι µία ακολουθία (an) είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν υπάρχουν

m, M ∈ R, ώστε για όλα τα n ∈ N να ισχύει m < an < M.

Λήµµα 3.1.1 Μία ακολουθία είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν υπάρχει M ∈ R ώστε |an | < M
για όλα τα n ∈ N. Απόδειξη

΄Ασκηση Ποιές από τις παρακάτω ακολουθίες είναι ϕραγµένες ;

1. an = 4
(α΄) Φραγµένη (ϐ΄) Μη ϕραγµένη

2. an = 1/n

(α΄) Φραγµένη (ϐ΄) Μη ϕραγµένη

3. an = n3

(α΄) Φραγµένη (ϐ΄) Μη Φραγµένη

3.1.3. Σύγκλιση ακολουθίας

Ορισµός 3.1.2 Θα λέµε ότι η ακολουθία (an) συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό ` αν και

µόνο αν

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| < .

Στην περίπτωση που η ακολουθία συγκλίνει στον πραγµατικό `, ϑα γράφουµε lim an = ` ή

an → `.
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Ο παραπάνω ορισµός σηµαίνει ότι για οσοδήποτε µικρό, αλλά ϑετικό αριθµό υπάρχει

ένας ϕυσικός αριθµός n0() ο οποίος εξαρτάται από το , ώστε όλοι οι όροι της ακολουθίας

µετά από αυτόν να ικανοποιούν

|an − `| < ⇔ ` − < an < ` +

δηλαδή να ϐρίσκονται µέσα στην οριζόντια «ταινία» µε πλάτος γύρω από το `. Το τι

εννοούµε µε την παραπάνω ερµηνεία ϑα γίνει σαφές µε το παρακάτω παράδειγµα:

Παράδειγµα Η ακολουθία an = 1/n συγκλίνει στο 0. Ας δοκιµάσουµε µε µερικές

διαφορετικές επιλογές για το . Ξεκινάµε µε = 3. Τότε αρκεί να πάρουµε για n0(3) = 1
(ή οποιοδήποτε άλλο µεγαλύτερό του), προκειµένου να έχουµε |1/n| = 1/n < 3, αφού η

τελευταία ανισότητα ισχύει πάντα. Τα πράγµατα γίνονται ποιό δύσκολα (και ενδιαφέροντα)

για µικρές επιλογές του . Ας πάρουµε = 1/10. Τότε για τα

a1 = 1, a2 =
1
2

, a3 =
1
3

, a4 =
1
4

, a5 =
1
5

, a6 =
1
6

, a7 =
1
7

, a8 =
1
8

, a9 =
1
9

, a10 =
1
10

δεν ισχύει |an | < 1/10. Αν όµως αγνοήσουµε τους δέκα πρώτους όρους της (an), δηλαδή

ϑεωρήσουµε τους όρους an για n > n0(1/10), µε n0(1/10) = 11, τότε ισχύει ότι |an | <
1/10.

∆εν είναι και πολύ δύσκολο να δείξουµε γενικά ότι για κάθε > 0, οσοδήποτε µικρό

και αν είναι, υπάρχει n0() ∈ N ώστε n > n0()⇒ |1/n| < .

Ξεκινάµε από την ανισότητα που ϑέλουµε να ισχύει

1
n

< (3.1)

και προσπαθούµε να «λύσουµε» ως προς n. ΄Ετσι η (3.1) γράφεται ισοδύναµα στην µορφή

1
< n,
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δηλαδή για τα n που είναι µεγαλύτερα του 1/, η Ϲητούµενη ανισότητα (3.1) είναι αληθής.

Θέλουµε το n0() να είναι ϕυσικός αριθµός, οπότε αρκεί να πάρουµε ως n0() το

n0() =
[1 ]
+ 1

ή οποιοδήποτε µεγαλύτερο του (γιατί ;).

Παρατηρήστε την εξάρτηση του n0() στο προηγούµενο παράδειγµα από το , όπως και

το γεγονός ότι όσο ποιό µικρό είναι το , τόσο ποιό µεγάλο είναι το n0().
Παράδειγµα Στο παράδειγµα αυτό που είναι ποιό σύνθετο ϑα αποδείξουµε ότι

lim
3n − 4
4n + 2

=
3
4

.

΄Εστω ένα οσοδήποτε µικρό το οποίο στην συνέχεια παραµένει σταθερό. Ξεκινάµε από

την ανισότητα ∣∣∣∣∣3n − 4
4n + 2

−
3
4

∣∣∣∣∣ < , (3.2)

την οποία προσπαθούµε να λύσουµε ως προς n. Η (3.2) γράφεται ισοδύναµα

11
8n + 4

< ⇔
1
8

(11
− 4

)
< n,

οπότε αρκεί να πάρουµε σαν n0() =
[

1
8

(
11 − 4

)]
+ 1, η οποιοδήποτε µεγαλύτερο του.

Πρόταση 3.1.3 Το όριο µίας ακολουθίας όταν υπάρχει είναι µοναδικό. Απόδειξη

Ορισµός 3.1.4 Θα λέµε ότι η ακολουθία (bn) είναι υποακολουθία της ακολουθίας (an),
αν υπάρχει µία γνήσια αύξουσα συνάρτηση f : N→ N ώστε bn = an ◦ f .

Παράδειγµα ΄Εστω (an) η ακολουθία µε τύπο an = (−1)n
, και έστω f : N→ N η οποία

στέλνει το n 7→ 2n. Τότε η σύνθεση an ◦ f την οποία ϑα συµβολίζουµε και σαν af (n) = a2n

είναι η ακολουθία µε τύπο a2n = 1.
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Θεώρηµα 3.1.5 Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη. Απόδειξη

Θεώρηµα 3.1.6 Κάθε ακολουθία έχει γνήσια µονότονη υποακολουθία. Απόδειξη

Θεώρηµα 3.1.7 [Heine-Borel] Κάθε ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών έχει µία

τουλάχιστον συγκλίνουσα υποακολουθία. Απόδειξη

΄Εκτος από το όριο σε πεπερασµένο αριθµό, µία ακολουθία µπορεί να συγκλίνει στο

±∞.

Ορισµός 3.1.8 Θα λέµε ότι η ακολουθία (an) συγκλίνει στο +∞ και ϑα το συµβολίζουµε

µε lim an = +∞ ή µε an → +∞, αν και µόνο αν

για κάθε M > 0, υπάρχει n0(M) ∈ N, ώστε για n > n0 an > M.

Οµοίως, ϑα λέµε ότι η ακολουθία (an) συγκλίνει στο −∞ και ϑα το συµβολίζουµε µε lim an =

−∞ ή µε an → −∞, αν και µόνο αν

για κάθε M < 0, υπάρχει n0(M) ∈ N, ώστε για n > n0 an < M.

Παρατήρηση Υπάρχουν ακολουθίες που δεν είναι ϕραγµένες αλλά δεν συγκλίνουν

ούτε στο +∞ ούτε στο −∞ για παράδειγµα η

an = (−1)nn.

΄Ασκηση Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες µε τον ορισµό της σύκλισης

ακολουθίας (an) στο a;

1.

Για κάθε ≥ 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| < .

(α΄) Ισοδύναµο (ϐ΄) Μη ισοδυναµο
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2.

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| ≤ .

(α΄) Ισοδύναµο (ϐ΄) Μη ισοδύναµο

3.

Για κάθε > 0, ∈ Q, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| ≤ .

(α΄) Ισοδύναµο (ϐ΄) Μη ισοδύναµο

Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς

1. Κάθε ϕραγµένη ακολουθία είναι συγκλίνουσα

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

2. Αν µία ακολουθία είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη τότε συγκλίνει.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος
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3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 Αποδείξτε ότι αν η ακολουθία (an) είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη τότε

συγκλίνει. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 Αν η ακολουθία (an) συγκλίνει στον a και η ακολουθία (bn) συγκίνει στον

b, δείξτε ότι η ακολουθία (an + bn) συγκλίνει στον a + b και ότι η ακολουθία (anbn)
συγκλινει στο ab. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 Αποδείξτε ότι αν η ακολουθία (an) συγκλίνει στο a, τότε κάθε υποακο-

λουθία της (an) συγκλίνει στο a. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 Θεωρούµε τις συγκλίνουσες ακολουθίες (an) και (bn) µε αντίστοιχα όρια

a, b και an ≤ bn, τότε a < b. ∆είξτε µε ένα παράδειγµα ότι µπορεί να έχουµε an < bn

αλλά a = b. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.5 ΄Εστω a > 0 αποδείξτε ότι lim a1/n = 1. Υπόδειξη-Λύση

3.2.1. Εναλακτικός ορισµός των πραγµατικών αριθµών

Ορίσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο τους πραγµατικούς αριθµούς µε τέτοιο τρόπο ώστε

να ικανοποιούν το αξίωµα της πληρότητας, δηλαδή κάθε ϕραγµένο υποσύνολο να έχει

supremum.

Θα δώσουµε σε αυτό το κεφάλαιο µία διαφορετική, αλλά ισοδύναµη περιγραφή του

αξιώµατος της πληρότητας, ϐασισµένο στην έννοια των συγκλινουσών ακολουθίων.

Ξεκινάµε µε την έννοια της ακολουθίας Cauchy. Μια ακολουθία (an) ϑα λέγεται

Cauchy αν οι όροι της από κάποιο n0 και µετά πλησιάζουν µεταξύ τους όσο κοντά ϑέλουµε.

Ορισµός 3.2.6 Μία ακολουθία (an) είναι Cauchy αν και µόνο αν

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n, m > n0 ⇒ |an − am | < .
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Είναι σαφές ότι αν µία ακολουθία συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό ` αφού οι όροι

πλησιάζουν στο ` ϑα πλησιάζουν και µεταξύ τους. ∆ηλαδή

Πρόταση 3.2.7 Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία µε όριο τον πραγµατικό αριθµό ` είναι Cau-
chy. Απόδειξη

Είναι οι ακολουθίες Cauchy συγκλίνουσες ; Ας δούµε πρώτα ένα παράδειγµα, ϑε-

ωρούµε τον αριθµό

√
2. Αποδείξαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο ότι είναι άρρητος. Η

ακολουθία των δεκαδικών προσεγγίσεων του που ορίζεται ως :

an =
[10n

√
2]

10n
,

δηλαδή
a1 a2 a3 a4 a5 · · ·

1.4 1.41 1.414 1.4142 1.41421 · · ·

είναι µία ακολουθία (an) µε όρους στο Q, η οποία συγκλίνει στον

√
2 ∈ R\Q. Βλέπουµε

λοιπόν ότι µία ακολουθία Cauchy από το Q δεν έχει όριο κατ΄ ανάγκη στο Q. Μπορούµε

να κατασκευάσουµε όπως ϑα δούµε στην συνέχεια τους πραγµατικούς αριθµους από το

Q, επισυνάπτοντας στους ϱητούς όλα τα όρια ακολουθιών από το Q.

Ξεκινάµε µε το

Θεώρηµα 3.2.8 Κάθε ακολουθία Cauchy έχει όριο ` ∈ R. Απόδειξη

Θα δούµε τώρα πώς µπορούµε κάνοντας χρήση ακολουθιών Cauchy an : N → Q να

ορίσουµε τους πραγµατικούς αριθµούς. Θεωρούµε το σύνολο των ακολουθίων Cauchy
an : N→ Q στο οποίο ϑεωρούµε την σχέση ισοδυναµίας

(an) ∼ (bn)⇔ an − bn → 0.

(Γιατί είναι σχέση ισοδυναµίας ;) Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας µε την παραπάνω

σχέση «ταυτίζεται» µε τους πραγµατικούς αριθµούς !
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Η απόδειξη γιατί το παραπάνω σύνολο «ταυτίζεται» µε το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών, αν και δεν είναι πολύ δύσκολη προϋποθέτει γνώσεις µερικών ϐασικών στοι-

χείων αφηρηµένης άλγεβρας, κυρίως για να εξηγήσουµε τι εννούµε ακριβώς γράφοντας

«ταυτίζεται» στις παραπάνω προτάσεις.

΄Ασκηση 3.2.9 Θεωρούµε το σύνολο A το οποίο περιέχει όλες τις ακολουθίες Cauchy.

∆είξτε ότι η σχέση

(an) ∼ (bn)⇔ an − bn → 0,

είναι µία σχέση ισοδυναµίας. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση Ποιά από τα παρακάτω είναι σωστά ;

1. Το άθροισµα ϱητών αριθµών είναι πάντα ϱητός αριθµός

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

2. Το άθροισµα ϱητού και άρρητου είναι άρρητος

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

3. Το άθροισµα δύο άρρητων είναι άρρητος.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

4. Το άθροισµα δύο άρρητων είναι πάντα ϱητός.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

5. Το άθροισµα δύο άρρητων είναι πάντα ϱητός.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

6. Για κάθε x ∈ R υπάρχει ακολουθία άρρητων που να συγκλίνει στο x.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

7. Για κάθε x ∈ R υπάρχει ακολουθία άρρητων που να συγκλίνει στο x

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος
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8. Ανάµεσα σε δύο πραγµατικούς υπάρχει άρρητος

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

΄Ασκηση 3.2.10 ΄Εστω A το σύνολο πηλίκο της παραπάνω σχέσης ισοδυναµίας, δηλαδή το

σύνολο που σαν στοιχεία του έχει τις κλάσεις ισοδυναµίας [(an)]. Θεωρήστε δύο στοιχεία

στο σύνολο πηλίκο [(an)] και [(bn)]. Ορίζουµε ως άθροισµα των κλάσεων την κλάση

του αθροίσµατος των αντιπροσώπων. ∆ηλαδή [(an)] + [(bn)] = [(an) + (bn)]. Οµοίως

ορίζουµε ως γινόµενο των κλάσεων την κλάση του γινοµένου των αντιπροσώπων, δηλαδή

[(an)] · [(bn)] = [(an) · (bn)]. Αποδείξτε ότι οι παραπάνω πράξεις είναι καλά ορισµένες,

δηλαδή ανεξάρτητες των αντιπροσώπων. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

Πραγµατικές Συναρτήσεις

4.1. Η εκθετική και η λογαριθµική συνάρτηση

Σε αυτή την ενότητα ϑα ορίσουµε τις έννοιες των εκθετικών και λογαριθµικών συναρτή-

σεων. Ξεκινάµε µε ένα πραγµατικό αριθµό 0 < a ∈ R. Για n ϕυσικό είναι σαφής ο

ορισµός του an
ως an = a · a · · ·a. Το a1/n

είναι η n-οστή ϱίζα του αριθµού, η οποία

υπάρχει πάντα και είναι ίση µε τον πραγµατικό αριθµό που αντιστοιχεί στο σύνολο

{x ∈ Q : x ≤ 0} ∪ {x ∈ Q, xn < a}

όπως δείξαµε στο κεφάλαιο του ορισµού των πραγµατικών αριθµών µε την χρήση τοµών

Dedekind.

Είναι λοιπόν σαφές ότι ορίζεται µία συνάρτηση

ax : Q→ R.

∆εν είναι σαφές όµως, τι εννοούµε γράφοντας ab
, όταν ο b είναι ένας άρρητος αριθµός.
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Υπάρχουν διαφορετικές προσεγγίσεις σε αυτό το πρόβληµα. Πολλοί συγραφείς ορίζουν

την λογαριθµική συνάρτηση σαν την συνάρτηση a → log a, όπου log a είναι το εµβαδόν

της γραφικής παράστασης της 1/x και των ευθείων y = 0, x = 1 και x = a.

΄Ενας άλλος ορισµός ϑα µπορούσε να δωθεί ορίζοντας σαν εκθετική συνάρτηση το όριο

ex = lim
n→∞

n∑
ν=0

xν

ν!

Οι οικονοµολόγοι ϑα προτιµούσαν να ορίσουν την εκθετική συνάρτηση σαν

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)1/n

.

Οι ϐιολόγοι ϑα όριζαν την εκθετική συνάρτηση, σαν την συνάρτηση που ικανοποιεί

την διαφορική εξίσωση
d
dx f (x) = f (x) και f (0) = 1.

Εµείς εδώ ϑα ακολουθήσουµε τον διαισθητικά ποιό άµεσο ορισµό: Θα προσεγγίσουµε

τον πραγµατικό αριθµό x µε µία ακολουθία ϱητών rn → x και ϑα δείξουµε ότι η ακολουθία

arn συγκλίνει σε ένα όριο και το όριο αυτό ϑα το ονοµάσουµε ax
.

Λήµµα 4.1.1 Αν a > 1 τότε συνάρτηση ax : Q → R είναι γνήσια αύξουσα. Αν a < 1 τότε

συνάρτηση ax : Q→ R είναι γνήσια ϕθίνουσα. Απόδειξη

Πρόταση 4.1.2 ΄Εστω pn/qn ακολουθία ϱητών αριθµών η οποία να συγκλίνει στο 0, και

a ∈ R. Η ακολουθία apn/qn συγκλίνει στο 1. Απόδειξη

Θεώρηµα 4.1.3 ∆ίνεται ένας r ∈ R και έστω rn = pn/qn µια ακολουθία ϱητών αριθµών

που να συγκλίνει στο r. Η ακολουθία arn είναι συγκλίνουσα. Απόδειξη

Θέλουµε να ορίσουµε την εκθετική συνάρτηση ax
όταν x είναι ένας άρρητος αριθµός

ως το lim arn όπου rn ακολουθία ϱητών που να συγκλίνει στο x. Προκειµένου να το

κάνουµε αυτό ϑα πρέπει να δείξουµε ότι ο ορισµός είναι ανεξάρτητος της επιλογής της

ακολουθίας που συγκλίνει στο x.
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Πρόταση 4.1.4 Αν (rn), (r′n) ακολουθίες ϱητών αριθµών που συγκλίνουν στον x, τότε

lim arn = lim ar′n . Απόδειξη

Ορισµός 4.1.5 ΄Εστω a ∈ R, a > 1. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈ R ορίζουµε τον

ax = lim arn , όπου rn οποιαδήποτε ακολουθία ϱητών αριθµών που συγκλίνει στον x. Αν

a = 1, τότε ax = 1, ενώ αν a < 1 ορίζουµε σαν ax = 1/ax
.

Πρόταση 4.1.6 Αν a > 1 τότε η συνάρτηση ax
είναι γνήσια αύξουσα, ενώ αν a < 1 τότε η

ax
είναι γνήσια ϕθίνουσα. Απόδειξη

Θεώρηµα 4.1.7 Για a , 1 η συνάρτηση ax
είναι 1-1. Απόδειξη

Θέλουµε να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση ax
είναι επί. Θα χρειαστούµε µερικές

προτάσεις ακόµα.

Πρόταση 4.1.8 ΄Εστω a > 1. Η συνάρτηση ax
µπορεί να πάρει τιµές όσο µεγάλες και όσο

κοντά στο 0 ϑέλουµε. ∆ηλαδή για κάθε M > 0 υπάρχει x0(M) ∈ R ώστε για x > x0 να

ισχύει ax > M και για κάθε > 0 υπάρχει x0() ∈ R, ώστε για x < x0() να έχουµε 0 < ax < .

Απόδειξη

Θεώρηµα 4.1.9 Η συνάρτηση ax : R→ {x ∈ R, x > 0} είναι επί. Απόδειξη

Η συνάρτηση ax
για a < 1 είναι και αυτή 1-1 και επί αφού µπορεί να γραφεί σαν

ax = (1/a)x
και 1/a > 1.

Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε την αντίστροφη συνάρτηση

loga(x) : {x ∈ R, x > 0} → R

την οποία ϑα ονοµάζουµε λογάριθµο µε ϐάση το a.

Παρατηρούµε ότι για a > 1 (a < 1) είναι γνήσια αύξουσα (ϕθίνουσα) και επί ως

αντίστροφη γνήσια αύξουσας (ϕθίνουσας) και επί συνάρτησης.
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Στο παρακάτω σχήµα ϕένεται η γραφική παράσταση της εκθετικής ( µε µαύρο χρώµα)

και της λογαριθµικής συνάρτησης για a > 1 (µε κόκκινο χρώµα).

-2-4

4

2

0

-2

-4

x

420

4.2. Πολυωνυµικές και ϱητές συναρτήσεις

Μία πολυωνυµική συνάρτηση είναι µία συνάρτηση

K
f
−→ K

x 7−→
∑n

i=1 aix i ,
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όπου το K για τις ανάγκες αυτού του µαθήµατος ϑα είναι το R ή το C. Το n λέγεται ϐαθµός

της πολυωνυµικής συνάρτησης και ϑα το συµβολίζουµε µε deg(f ), το a0 σταθερός όρος

ενώ το an µεγιστοβάθµιος όρος.

Παρατηρήστε ότι µία πολυωνυµική συνάρτηση f : C → C είναι πάντα επί, αφού το

ϑεµελιώδες ϑεώρηµα της ΄Αλγεβρας εξασφαλίζει ότι η εξίσωση

f (x) = c,

έχει λύση για κάθε c ∈ C. Για deg(f ) ≥ 2 Το ίδιο ϑεώρηµα αποκλείει το ότι η f : C → C
είναι 1 − 1 αφού η παραπάνω εξίσωση έχει ακριβώς n το πλήθος ϱίζες.

Αν η f : R→ R, τότε µπορεί να µην είναι επί, αλλά µπορεί να είναι 1−1 (Βλέπε ασκήσεις

4.7.3, 4.7.4).

4.3. Ρητές Συναρτήσεις

Μία συνάρτηση ϑα λέγεται ϱητή, αν είναι πηλίκο δύο πολυωνυµικών συναρτήσεων, δηλα-

δή µία συνάρτηση της µορφής

f (x) =
anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · · + b1x + b0
.

΄Εστω ότι K να είναι το R ή το C. Μια πολυωνιµική συνάρτηση δεν ορίζεται εν γένει σε

όλο το K. Θα πρέπει να αφαιρέσουµε τα σηµεία µηδενισµού του παρονοµαστή τα οποία

µπορεί να είναι το πολύ m το πλήθος αν το K = R, και ακριβώς m το πλήθος αν K = C.

4.4. Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Θα δώσουµε έναν ορισµό των τριγονοµετρικών συναρτήσεων ϐασισµένο στην γεωµετρία.

Στην συνέχεια των σπουδών σας ϑα συναντήσετε και διαφορετικούς ορισµούς ϐασισµένους

σε ποιό προχωρηµένα εργαλεία.
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1

1

θ

cs
c θ

se
c θ

cos θ

s
in
θ

ta
n
θ

cot θ

Σχήµα 4.1: Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Θεωρούµε τον τριγωνοµετρικό κύκλο του σχήµατος 4.1. ΄Εστω θ η γωνία που σχηµατίζει

η ευθεία που συνδέει την αρχή των αξόνων µε το σηµείο A και έστω P το σηµείο τοµής της

ευθείας µε τον κύκλο ακτίνας 1. Η συντεταγµένες του σηµείου P ϑα είναι εξ ορισµού το

συνηµίτονο και το ηµίτονο της γωνίας θ, ενώ η απόσταση του σηµείου τοµής A της ευθείας

OA µε την ευθεία x = 1, ϑα είναι η εφαπτοµένη της γωνίας θ.

Θα συµβολίζουµε µε sin(θ) (sine), cos(θ) (cosine) και tan(θ) (tangent), το ηµίτονο, συνη-

µίτονο και εφαπτοµένη αντίστοιχα.

Η ευθεία OA έχει εξίσωση y = λx, και υπολογίζουµε ότι tan(θ) = sin(θ)/ cos(θ).
Μπορούµε να ορίσουµε λοιπόν τις αντίστοιχες συναρτήσεις, οι οποίες ϑα απεικονίζουν την
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γωνία θ στο sin(θ), cos(θ), tan(θ). Παρατηρούµε ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι περιοδικές

µε περίοδο 2π.

Αυτό σηµαίνει ότι

f (x + 2π) = f (x), για όλα τα x ∈ R,

όπου f (x) είναι µία από τις sin(x), cos(x), tan(x).

Οι συναρτήσεις sin(x), cos(x) ορίζονται σε όλο το R, ενώ η συνάρτηση tan(x) δεν ορίζεται

εκεί που µηδενίζεται ο παρονοµαστής, δηλαδή για x = kπ + π
2 .

Παρατηρούµε ότι οι τιµές του ηµιτόνου και συνηµιτόνου είναι και οι δύο µικρότερες της

µονάδας, αφού αποτελούν προβολές της ακτίνας µήκους 1 ενώ η εφαπτοµένη µπορεί να

πάρει (για κατάλληλη κλίση, όσο ποιό «κάθετη» είναι η ακτίνα τόσο ποιό ψηλά κόβει η

ευθεία OA την ευθεία x = 1) οποιαδήποτε πραγµατική τιµή.

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζονται οι τριγονοµετρικές συναρτήσεις sin(x), cos(x) (η συ-

νάρτηση του ηµιτόνου αναπαρίσταται µε διακεκοµένη γραµµή). Παρατηρήστε ότι και οι

δύο συναρτήσεις παίρνουν τιµές στο διάστηµα [−1, 1].
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1

0,5

0

-0,5

-1

x

420-2-4

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται η συνάρτηση tan(x)
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x

420-2-4

10

5

0

-5

-10

Παρατηρήστε ότι η συνάρτηση tan(x) δεν ορίζεται για συγκεκριµένες τιµές του πεδίου

ορισµού της.

Πρόταση 4.4.1 Για τις συναρτήσεις του ηµιτόνου και της εφαπτοµένης ισχύει η παρακάτω

ανισότητα :

| sin(x)| ≤ |x | ≤ | tan(x)|, για |x | <
π

2
.

Απόδειξη

Παρατήρηση 4.4.2 Παρατηρούµε ότι η ανισότητα | sin(x)| ≤ |x | είναι σωστή για οποιαδή-

ποτε γωνία. Πράγµατι αν |x | ≥ π/2 ≥ 1 τότε η ανισότητα ισχύει αφού | sin(x)| ≤ 1.
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4.5. Οι Αντίστροφες συναρτήσεις των τριγωνοµετρικών

συναρτήσεων

Οι συναρτήσεις sin(x), cos(x), tan(x) δέν είναι ένα προς ένα, συνεπώς δεν έχει νόηµα να

ορίσουµε αντίστροφες συναρτήσεις. Αν όµως περιοριστούν σε κατάλληλα διαστήµατα, τότε

γίνονται ένα προς ένα, και η αντίστροφη συνάρτηση έχει νόηµα.

1. Η αντίστροφη της sin(x). Περιορίζουµε την συνάρτηση sin(x) στο διάστηµα [− π
2 , π

2 ].
Η συνάρτηση του ηµιτόνου σε αυτό το διάστηµα είναι γνήσια αύξουσα και επί του

διασηµατος [−1, 1]. Ορίζεται λοιπόν η αντίστροφη συνάρτηση

arcsin : [−1, 1]→ [−
π

2
,

π

2
].

Η γραφική παράσταση της προκύπτει αν πάρουµε την «αντανάκλση» της γραφική

παράσταση της sin ως προς την ευθεία x = y. Στο παρακάτω σχήµα είναι Ϲωγραφι-

σµένη η arcsin(x) µαζι µε την sin(x), η sin(x) µε διακεκοµένη γραµµή.
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-1

-0,5

-1 1

2. Περιορίζουµε την συνάρτηση cos(x) στο διάστηµα [0, π]. Στο διάστηµα αυτό η cos(x)
είναι γνήσια ϕθίνουσα έχει εποµένως αντίστροφο την οποία ϑα συµβολίζουµε µε

arccos(x).

Στην περίπτωση µας ισχύει 0 ≤ x ≤ π, οπότε −π/2 ≤ π/2 − x ≤ π/2, και y = cos(x)
αν και µόνο αν y = sin(π/2 − x). Συνεπώς arccos(x) = π/2 − arcsin(x). Η γραφική

παράσταση της συνάρτησης αυτής δίνεται στο παρακάτω σχήµα:
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x
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3. Προκειµένου να ορίζουµε την αντίστροφη της εφαπτοµένης περιορίζουµε το x στο

τόξο −π/2 < x < π/2. Περιοριζόµενη στο διάστηµα αυτό η εφαπτοµένη είναι γνήσια

αυξουσα και πέρνει τιµές στο διάστηµα (−∞,∞), συνεπώς η αντίστροφη συνάρτηση

ορίζεται :

arccos(x) : (−∞,∞)→ [−π/2, π/2].
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4.6. Οι υπερβολικές συναρτήσεις

Στην παράγραφο αυτή ϑα ορίζουµε τις υπερβολικές συναρτήσεις, οι οποίες έχουν ιδιότη-

τες παρόµοιες µε αυτές των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Στο µάθηµα της µιγαδικής

ανάλυσης, ϑα δείτε ότι οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µπορούν να οριστούν µε παρόµοιο

τρόπο µε αυτό των υπερβολικών συναρτήσεων.

1. sinh(x) = ex−e−x

2 (υπερβολικό ηµίτονο)

5000

-5000

10000

-10000

0

x

-5-10 100 5

2. cosh(x) = ex+e−x

2 (υπερβολικό συνηµίτονο)
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x

1050-5-10

3. cosh(x) = ex−e−x

ex+e−x (υπερβολική εφαπτοµένη)
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4.7. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.7.1 Αποδείξτε ότι η ακολουθία an = (1 + 1/n)n
συγκλίνει. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.7.2 ΄Εστω e το όριο της ακολουθίας an της παραπάνω άσκησης. Αποδείξτε ότι

για a ≥ e ισχύει ax ≥ 1 + x. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.7.3 ∆ώστε παράδειγµα µίας πολυωνυµικής συνάρτησης f : R → R, η οποία

να µην είναι επί του R. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.7.4 ∆ώστε παράδειγµα µίας πολυωνυµικής συνάρτησης f : R → R, ϐαθµού

µεγαλύτερου του δύο, η οποία να είναι 1 − 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.7.5 Αποδείξτε ότι cosh2 x − sinh2 x = 1. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 5

Βασική Γραµµική ΄Αλγεβρα

5.1. Βασικές έννοιες

Στην ενότητα αυτή ϑα γενικεύσουµε τη γνωστή έννοια του διανύσµατος του επιπέδου ή

του χώρου. Για εµάς διάνυσµα ϑα είναι ένα στοιχείο ενός διανυσµατικού χώρου.

Ορισµός 5.1.1 Θεωρούµε ένα µη κενό σύνολο V , ∅, και δύο συναρτήσεις :

+ :
{

V × V → V
(v, w) 7→ v +w

· :
{

R × V → V
(λ, w) 7→ λ · v

,

ώστε να ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες :

1. Για κάθε v, w, u ∈ V ισχύει (v +w) + u = v + (w + u)

2. Για κάθε v, w ∈ V ισχύει v +w = w + v

3. Υπάρχει ένα στοιχείο 0 ∈ V , ώστε 0 + v = v + 0 = v, για κάθε v ∈ V
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4. Για κάθε v ∈ V , υπάρχει ένα µοναδικό στοιχείο −v, ώστε v + (−v) = (−v) + v = 0.

5. Για κάθε v, w ∈ V και λ, µ ∈ R ισχύει (λ + µ)v = λv + µv και λ(µv) = (λµ)v.

Παρατηρήστε ότι η πρόσθεση λ + µ ανάγεται στην πρόσθεση πραγµατικών αριθµών

ενώ το λv + µv είναι πρόσθεση στοιχείων του διανυσµατικού χώρου.

6. Για κάθε λ ∈ R και v ∈ V ισχύει λ0 = 0 και 0λv = 0

7. Για κάθε v ∈ V ισχύει 1v = v και (−1)v = −v.

Παραδείγµατα:

1. Θα συµβολίζουµε µε Rn
το σύνολο των διατεταγµένων n-άδων, δηλαδή το σύνολο των

στοιχείων της µορφής

Rn = {(x1, . . . , xn), xi ∈ R}.

Ορίζουµε την πρόσθεση δύο στοιχείων του Rn
κατά συντεταγµένες, δηλαδή

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

και τον πολλαπλασιασµό σταθεράς λ ∈ R µε στοιχείο (x1, . . . , xn) ∈ Rn
ως εξής :

λ · (x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Το µηδενικό στοιχείο του Rn
είναι το (0, . . . , 0), ενώ το αντίθετο του (x1, . . . , xn) είναι το

(−x1, . . . ,−xn). Παρατηρούµε ότι ισχύουν όλες οι ιδιότητες του διανυσµατικού χώρου,

αφού οι περισσότερες από αυτές ανάγονται στις αντίστοιχες ιδιότητες για πραγµατικούς

αριθµούς.

2. Θεωρούµε το σύνολο των ακολουθιών (an), δηλαδή το σύνολο των συναρτήσεων

an : N → R, όπου το άθροισµα των ακολουθιών (an), (bn) ορίζεται να είναι η ακολου-

ϑία µε γενικό όρο an +bn. Οµοίως το γινόµενο πραγµατικού αριθµού λ µε την ακολουθία

(an), ορίζεται να είναι η ακολουθία µε γενικό όρο λan. Το µηδενικό στοιχείο είναι η
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ακολουθία που είναι σταθερά µηδέν δηλαδή η ακολουθία (an), όπου an = 0 για κάθε

ϕυσικό αριθµό n ∈ N. Και πάλι οι ιδιότητες του διανυσµατικού χώρου επαληθεύονται µε

ϐάση τις ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών.

3. Θεωρούµε το σύνολο των συναρτήσεων f : R → R. Ορίζουµε το άθροισµα δύο συ-

ναρτήσεων f, g να είναι η συνάρτηση f + g ώστε (f + g)(x) = f (x) + g(x) και το γινόµενο

σταθεράς λ ∈ R µε συνάρτηση f να είναι η συνάρτηση (λf )(x) = λf (x). Το µηδενικό

στοιχείο είναι η σταθερά µηδέν συνάρτηση ενώ και πάλι οι ιδιότητες του διανυσµατικού

χώρου επαληθεύονται µε ϐάση της γνωστές ιδιότητες των πραγµατικών αριθµών.

Ορισµός 5.1.2 Κάθε έκφραση της µορφής
∑n

ν=1 λνvn , µε λi ∈ R, ϑα λέγεται γραµµικός

συνδιασµός των διανυσµάτων v1, . . . , vn. Το σύνολο των γραµµικών συνδιασµών ϑα λέγεται

ο χώρος που παράγουν τα v1, . . . , vn και ϑα τον συµβολίζουµε µε 〈v1, . . . , vn〉.

Ορισµός 5.1.3 Θα λέµε ότι τα διανύσµατα v1, . . . , vn είναι γραµµικά ανεξάρτητα αν και

µόνο αν η εξίσωση

x1v1 + · · · + xnvn = 0⇒ x1 = . . . = xn = 0.

∆ιαφορετικά, αν δηλαδή η εξίσωση

x1v1 + · · · + xnvn = 0

επιδέχεται εκτός της µηδενικής λύσης (όλα τα xi = 0) και άλλες λύσεις ϑα λέµε ότι τα

διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

Πρόταση 5.1.4 Τα διανύσµατα v1, . . . , vn είναι γραµµικά εξαρτηµένα αν και µόνο αν ένα

από αυτά γράφεται ως γραµµικός συνδιασµός των υπολοίπων. Απόδειξη
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΄Ασκηση Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστές ;

1. Σε ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης n, το πλήθος n διανύσµατα είναι πάντα γραµ-

µικά ανεξάρτητα.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

2. Σε ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης n, το πλήθος n διανύσµατα είναι πάντα γραµ-

µικά εξαρτηµένα.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

3. Σε ένα διανυσµατικό χώρο διάστασης n, περισσότερα από n διανύσµατα είναι πάντα

γραµµικά εξαρτηµένα.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

5.1.1. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.1.5 Να αποδειχτεί ότι τα διανύσµατα e1 := (1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0), e3 :=
(0, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.6 Να αποδειχτεί ότι τα διανύσµατα v1 = (1, 1, 2), v2 = (0, 3, 1), v3 = (1, 0, 0)
είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.7 Να αποδειχτεί ότι τα διανύσµατα w1 = (1, 1, 2, 2), w2 = (1, 3, 4, 5), w3 =

(2, 4, 6, 7) είναι γραµµικά εξαρτηµένα: Υπόδειξη-Λύση

Ορισµός 5.1.8 Θα λέµε ότι τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn παράγουν τον χώρο V , αν κάθε

στοιχείο του V µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδιασµός των v1, . . . , vn.
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Παράδειγµα: Τα στοιχεία e1 = (1, 0, . . . , 1), e2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 1) του

Rn
παράγουν τον χώρο Rn

, αφού κάθε στοιχείο (x1, . . . , xn) του Rn
γράφεται ως

(x1, . . . , xn) = x1e1 + . . . + xnen.

΄Ασκηση 5.1.9 Αποδείξτε ότι αν τα στοιχεία v1, . . . , vn παράγουν τον χώρο V , και αν

v ∈ V , τότε τα στοιχεία v1, . . . , vn , v είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.10 Αποδείξτε ότι αν τα διανύσµατα v1, . . . , vn είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

και παράγουν τον χώρο V τότε κάθε στοιχείο του V γράφεται µε µοναδικό τρόπο ως

γραµµικός συνδιασµός των v1, . . . , vn. Υπόδειξη-Λύση

Ορισµός 5.1.11 Θα λέµε ότι τα διανύσµατα v1, . . . , vn αποτελούν µία ϐάση του διανυσµα-

τικού χώρου V , όταν

• Είναι γραµµικά ανεξάρτητα

• Παράγουν τον χώρο V .

Παράδειγµα: Τα στοιχεία

e1 := (1, 0, . . . , 0), e2 := (0, 1, . . . , 0), . . . , en := (0, 0, . . . , 1)

αποτελούν µία ϐάση του Rn
. Πράγµατι, το τυχαίο στοιχείο (x1, . . . , xn) γράφεται ως γραµ-

µικός συνδιασµός των ei αφού (x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 xiei . Από την άλλη, αν
∑n

i=1 xiei = 0
τότε (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) άρα τα e1, . . . , en είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Πρόταση 5.1.12 ΄Ολες οι ϐάσεις ενός διανυσµατικού χώρου V έχουν το ίδιο πλήθος στοι-

χείων. Απόδειξη
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Ορισµός 5.1.13 Αν ένας χώρος έχει µία ϐάση µε n το πλήθος στοιχεία τότε τον αριθµό

αυτό n ϑα τον λέµε διάσταση του δανυσµατικού χώρου V και ϑα τον συµβολίζουµε µε dim V .

Αν για κάθε n ∈ N υπάρχουν n το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα στον V , τότε

ϑα λέµε ότι ο χώρος V έχει άπειρη διάσταση

΄Ασκηση 5.1.14 Αν ο V, W είναι διανυσµατικοί χώροι δείξτε ότι και το V ×W είναι διανυ-

σµατικός χώρος. Αν επιπλέον dim V = n και dim W = m αποδείξτε ότι dim(V×W ) = n+m.

Υπόδειξη-Λύση

Ορισµός 5.1.15 ΄Ενα υποσύνολο W ενός διανυσµατικού χώρου V ϑα λέγεται διανυσµα-

τικός υπόχωρος αν και µόνο αν οι πράξεις του διανυσµατικού χώρου V , όταν περιοριστούν

στο σύνολο W , του δίνουν τη δοµή διανυσµατικού χώρου.

Στον παραπάνω ορισµό ϑα πρέπει να εξηγήσουµε τι εννοούµε µε τον όρο «περιορισµό»

των πράξεων. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε δύο στοιχεία w1, w2 του W . Αφού W ⊂ V ,

µπορούµε να τα προσθέσουµε και να τα πολλαπλασιάσουµε µε σταθερά σαν στοιχεία του

V . ∆εν είναι όµως σαφές ότι το αποτέλεσµα των παραπάνω πράξεων ϑα παραµείνει στο W .

Για παράδειγµα το σύνολο W = {(1, 2), (0, 1)} ⊂ R2
δεν είναι διανυσµατικός υπόχωρος

του R2
, αφού (1, 2) + (0, 1) < W , δηλαδή ο περιορισµός των πράξεων του R2

στον W , δεν

δίνει καλά ορισµένες πράξεις.

Αντίθετα αν ϑεωρήσουµε ως

W = {(x, y, 0)x, y ∈ R} ⊂ R3,

τότε παρατηρούµε ότι για δύο οποιαδήποτε στοιχεία (x1, y1, 0), (x2, y2, 0) του W και για

οποιοδήποτε στοιχείο λ ∈ R, έχουµε

(x1, y1, 0) + (x2, y2, 0) = (x1 + x2, y1 + y2, 0) ∈ W

και

λ(x1, y1, 0) = (λx1, λy1, 0) ∈ W.
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∆ηλαδή ο περιορισµός των πράξεων του R3
στο W επάγει καλά ορισµένες πράξεις.

Φυσικά για να είναι ο W διανυσµατικός χώρος οι παραπάνω πράξεις ϑα πρέπει να ικανο-

ποιούν τις συνθήκες του διανυσµατικού χώρου, αλλά δεν είναι δύσκολο να δούµε ότι οι

συνθήκες αυτές κληρονοµούνται στον W από τον V .

∆ηλαδή έχουµε την παρακάτω

Πρόταση 5.1.16 ΄Ενα µη κενό υποσύνολο W , ενός διανυσµατικού χώρου V , είναι υπόχω-

ϱος αν και µόνο αν για κάθε w1, w1 ∈ W και για κάθε λ ∈ R, έχουµε ότι

w1 +w2 ∈ W, λw1 ∈ W.

΄Ασκηση 5.1.17 Αποδείξτε ότι το σύνολο των συγκλινουσών ακολουθιών είναι υπόχωρος

του διανυσµατικού χώρου των ακολουθιών. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.18 Αποδείξτε ότι το σύνολο των τελικά σταθερών ακολουθιών είναι υπόχωρος

του διανυσµατικού χώρου των ακολουθιών. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.19 Αποδείξτε ότι το σύνολο των ακολουθιών που συγκλίνουν στο 0 είναι

υπόχωρος του χώρου των ακολουθιών. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.20 Αποδείξτε ότι αν το W , είναι υπόχωρος του V , τότε το 0V ∈ W . Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.1.21 Θεωρήστε την ταυτοτική συνάρτηση x : R → R, και όλες τις δυνάµεις

της, δηλαδή τις συναρτήσεις xk : R → R. Αποδείξτε ότι παράγουν ένα υπόχωρο άπειρης

διάστασης µέσα στο διανυσµατικό χώρο των συναρτήσεων, το χώρο των πολυωνυµικών

συναρτήσεων. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.1.22 Θα λέµε µία συνάρτηση f : Rn → Rn
συνεχή

1
, αν για κάθε συγκλίνουσα

ακολουθία an → ` ∈ R, έχουµε

lim f (an) = f (lim an).

Αποδείξτε ότι οι συνεχείς συναρτήσεις αποτελούν διανυσµατικό υπόχωρο του χώρου όλων

των συναρτήσεων από το R στο R. Υπόδειξη-Λύση

5.2. Γραµµικές Απεικονίσεις

Στην ενότητα αυτή ϑα ορίσουµε τις «ϕυσιολογικές» συναρτήσεις µεταξύ διανυσµατικών

χώρων, τις λεγόµενες γραµµικές συναρτήσεις.

Ορισµός 5.2.1 Μία συνάρτηση T : V → W , ϑα λέγεται γραµµική αν και µόνο αν

• T (x + y) = T (x) + T (y)

• T (λx) = λT (x)

για κάθε x, y ∈ V , λ ∈ R.

΄Ασκηση 5.2.2 Αποδείξτε ότι µία συνάρτηση είναι γραµµική αν και µόνο αν

T (λv + µw) = λT (v) + µT (w), (5.1)

για κάθε λ, µ ∈ R και για κάθε v, w ∈ V . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.3 Αποδείξτε ότι αν µία γραµµική συνάρτηση T : V → W είναι αντιστρέψιµη

τότε και η αντιστροφή της είναι γραµµική. Υπόδειξη-Λύση

1
Το αν αυτός ο ορισµός είναι ισοδύναµος µε τον κλασικό ορισµό της συνέχειας είναι ένα ϑέµα που έχει

απασχολήσει αρκετά τη µαθηµατική κοινότητα. Περισσότερα σε µαθήµατα ανάλυσης και λογικής !
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΄Ασκηση 5.2.4 Βρείτε όλες τις γραµµικές συναρτήσεις από το R→ R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.5 Αποδείξτε ότι κάθε γραµµική απεικόνιση: T : V → W , στέλνει το µηδε-

νικό στοιχείο του V στο µηδενικό στοιχείο του W . Υπόδειξη-Λύση

Θεωρούµε µία γραµµική απεικόνιση T : V → W . ΄Εστω e1, . . . , en µία ϐάση του V .

Παρατηρούµε ότι αν γνωρίζουµε την T , στα στοιχεία της ϐάσης, δηλαδή αν γνωρίζουµε

τα T (ei), τότε γνωρίζουµε την T σε κάθε στοιχείο του διανυσµατικού χώρου V . Πράγµατι,

αφού τα e1, . . . , en αποτελούν ϐάση του V , το τυχαίο στοιχείο v ∈ V , ϑα εκφράζεται ως

v =
∑n

i=1 λiei . Αν τώρα εφαρµόσουµε την T στο v έχουµε

T (v) = T

 n∑
i=1

λiei

 = n∑
i=1

λiei .

Παράδειγµα: Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την συνάρτηση T : R3 → R2
, και έστω ότι

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1). Αν γνωρίζουµε για παράδειγµα ότι

T (e1) = (3, 2), T (e2) = (1, 1), T (e3) = (0, 1),

τότε το στοιχείο (1, 2, 3) ∈ R3
µέσω της T , απεικονίζεται στο στοιχείο

T
(
(1, 2, 3)

)
= T (e1 + 2e2 + 3e3) = T (e1) + 2T (e2) + 3T (e3) =

= (3, 2) + 2(1, 1) + 3(0, 1) = (3, 2) + (2, 2) + (0, 3) = (5, 7).

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µία ϐάση w1, . . . , wm του W . Το τυχαίο στοιχείο της ϐάσης ei µέσω

της T είναι ένα στοιχείο του W , άρα εκφράζεται ως γραµµικός συνδιασµός των στοιχείων

της ϐάσης του W . ∆ηλαδή:

T (e1) = a11w1 + a21w2 + · · · + an1wn

T (e2) = a12w1 + a22w2 + · · · + an2wn
...

T (en) = a1nw1 + a21w2 + · · · + annwn
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Παρατηρούµε ότι οι παραπάνω n ×m αρκούν για να περιγράψουν ακριβώς την γραµµική

απεικόνιση. Πράγµατι, αν v ∈ V είναι ένα στοιχείο της µορφής v = x1e1 + · · · + xnen, τότε

η εικόνα του γραµµένη ως γραµµικός συνδιασµός των στοιχείων της ϐάσης w1, . . . , wm

του W , γράφεται στη µορφή:

T (
n∑

i=1

xiei) =
n∑

i=1

xiT (ei) =
n∑

i=1

xi

m∑
ν=1

aν,iwν = (5.2)

=

m∑
ν=1

 n∑
i=1

aν,ixi

 wν.

Μία τέτοια διάταξη αριθµών όπως η παραπάνω ϑα ονοµάζεται πίνακας :

Ορισµός 5.2.6 Μία ορθογώνια διάταξη αριθµών σε n γραµµές και m στήλες ϑα ονοµάζεται

πίνακας n × m. Θα συµβολίζουµε ένα πίνακα A µε (aij) ενώ το στοιχείο της i-γραµµής και

της j-στήλης ϑα το συµβολίζουµε µε aij.

Από εδώ και στο εξής ϑα συµβολίζουµε τα στοιχεία του Rn
σαν πίνακες n × 1 δηλαδή ως

Rn 3 x =


x1
x2
...

xn

 .

Παρατηρούµε από την (5.2) ότι οι συντεταγµένες της εικόνας του x µέσω της T που

περιγράφεται από έναν πίνακα (aij) δίνονται από τον τύπο

T


x1
x2
...

xn

 =


∑n
i=1 a1,ixi∑n
i=1 a2,ixi

...∑n
i=1 am,ixi

 .
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Ορισµός 5.2.7 Αν ο A είναι ένας m × n πίνακας (aij), τότε το γινόµενο του πίνακα µε τον

n × 1 πίνακα x ∈ Rn
ϑα είναι ένας m × 1 πίνακας που ϑα ταυτίζεται µε την εικόνα του x

µέσω της γραµµικής απεικόνισης που ορίζει ο A. ∆ηλαδη

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

am1 am2 am3 · · · amn





x1
x2
x3
...

xn


=


∑n

i=1 a1,ixi∑n
i=1 a2,ixi

...∑n
i=1 am,ixi

 .

Αν τώρα έχουµε ένα πίνακα A m × n και ένα πίνακα B n × `, τότε ορίζουµε ώς γινόµενο

των πινάκων A, B, τον m × ` πίνακα C ο οποίος έχει ως στήλες τις εικόνες των στηλών του

πίνακα B, αν αυτές τις ϑεωρήσουµε ως στοιχεία του Rn
.

Το στοιχείο στην cij του C, δηλαδή το στοιχείο του C που ϐρίσκεται στην i-γραµµή και στην

j-στήλη υπολογίζεται από τον τύπο

cij =

n∑
ν=1

aiνbνj.

Πρόταση 5.2.8 Θεωρούµε δύο γραµµικές απεικονίσεις T : V → W και S : W → U και

επιπλέον επιλέγουµε ϐάσεις BV = {v1, . . . , vn}, BW = {w1, . . . , wm}, BU = {u1, . . . , u`} στους

διανυσµατικούς χώρους V, W, U αντίστοιχα. Αν (aij) είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στην

T , ως προς τις ϐάσεις BV , BW και (bij) είναι ο πίνακας που αντιστοιχεί στην S ως προς τις

ϐάσεις BW , BU , τότε ο πίνακας (cij) που αντιστοιχεί στην σύνθεση S ◦ T : V → U , ως προς

τις ϐάσεις BV , BU , είναι το γινόµενο των πινάκων (bij) και (aij). Απόδειξη

Ορισµός 5.2.9 Θεωρούµε την ταυτοτική απεικόνιση I : V → V , η οποία στέλνει κάθε v ∈ V
στο I(v) = v.
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Πρόταση 5.2.10 Ο πίνακας που αντιστοιχεί στην I ως πρός µία ϐάση BV = {v1, . . . , vn} του

V (ίδια ϐάση στο πεδίο ορισµού και στο σύνολο τιµών) είναι ο ταυτοτικός πίνακας In = (δij),
όπου

δij =

{
0 αν i , j
1 αν i = j

,

δηλαδή ένας πίνακας µε µονάδες στην διαγώνιο (i = j) και 0 σε κάθε άλλο σηµείο εκτός

της διαγωνίου. Απόδειξη

Ορισµός 5.2.11 ΄Ενας n×n πίνακας Aij, ϑα λέγεται αντιστρέψιµος αν και µόνο αν υπάρχει

ένας n × n πίνακας B, ώστε

In = A · B = B · A.

Πρόταση 5.2.12 ΄Εστω V ένας n-διάστατος διανυσµατικός χώρος και έστω B = {v1, . . . , vn}

µία οποιαδήποτε ϐάση του. ΄Ενας πίνακας n×n είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν η γραµ-

µική απεικόνιση TA : V → V που ορίζει ως προς την ϐάση B είναι ένα προς ένα και επί.

Απόδειξη

Ορισµός 5.2.13 ϑεωρούµε µία γραµµική απεικόνιση T : V → W µεταξύ διανυσµατικών

χώρων. Σχηµατίζουµε τα παρακάτω υποσύνολα:

V ⊃ ker(T ) := {v ∈ V : T (v) = 0},

W ⊃ Im(T ) := {w ∈ W, ώστε να υπάρχει v ∈ V µε T (v) = w}.

Λήµµα 5.2.14 Τα σύνολα ker(T ), Im είναι διανυσµατικοί υπόχωροι των διανυσµατικών

χώρων V, W αντίστοιχα. Απόδειξη

΄Ασκηση 5.2.15 Ας υποθέσουµε ότι οι A, B είναι αντιστρέψιµοι n × n πίνακες. Αποδείξτε

ότι και το γινόµενο τους είναι αντιστρέψιµος n × n πίνακας και µάλιστα ισχύει

(AB)−1 = B−1A−1.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.16 Θεωρούµε τους n × n πίνακες A, B, Q για τους οποίους ισχύει A =
Q−1BQ. Να αποδειχτεί ότι An = Q−1BnQ Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.17 Θα λέµε ότι οι n × n πίνακες A, B είναι συζυγείς αν υπάρχει αντιστρέψι-

µος πίνακας n × n πίνακας Q, ώστε

A = Q−1BQ.

Να αποδειχτεί ότι η συζυγία ορίζει µία σχέση ισοδυναµίας στους n×n πίνακες. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.2.18 Να αποδειχτεί ότι οι µοναδικοί n × n πίνακες που αντιµετατίθενται µε

κάθε n × n πίνακα είναι τα πολλαπλάσια του ταυτοτικού πίνακα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.19 Να υπολογιστούν οι δυνάµεις του πίνακα

A =

(
λ 1
0 λ

)
Υπόδειξη-Λύση

5.2.1. Γραµµικά συστήµατα

Ορισµός 5.2.20 ΄Ενα γραµµικό σύστηµα είναι µία εξίσωση της µορφής :

Ax = b,

όπου ο A είναι ένας n ×m πίνακας, το x είναι ένας m × 1 πίνακας και το b είναι ένας n × 1
πίνακας. ∆ηλαδή x ∈ Rm

και b ∈ Rn
Στην περίπτωση που το b είναι το µηδενικό διάνυσµα

του Rn
τότε το σύστηµα λέγεται οµογενές. Σε ένα γραµµικό σύστηµα δίνονται τα A, b και

Ϲητούµε να ϐρούµε το x.
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Παρατήρηση: Σύµφωνα µε την ταύτιση πινάκων - γραµµικών απεικονίσεων, µπορούµε

στο A να αντιστοιχίσουµε µία γραµµική απεικόνιση TA : Rm → Rn
και στο b ένα διάνυσµα

του Rn
. Το σύστηµα έχει λύση αν και µόνο αν το b ∈ Im(TA) και το σύνολο λύσεων

αποτελείται από τα στοιχεία x ∈ Rm
που απεικονίζονται στο b. Αν το σύστηµα είναι

οµογενές τότε οι λύσεις ταυτίζονται µε τον πυρήνα της γραµµικής απεικόνισης.

Σε ότι ακολουθεί ϑα αναζητήσουµε µεθόδους λύσεων γραµµικών συστηµάτων.

Ορισµός 5.2.21 Θεωρούµε ένα πίνακα n × m A. Στοιχειώδεις πράξεις γραµµών ϑα λέµε

κάποιες διαδικασίες παραγωγής καινούργιου πίνακα από τον πίνακα A, και συγκεκριµµένα

τις

• Αντιµετάθεση δύο γραµµών,



a11 a12 . . . a1m
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
aj1 aj2 . . . ajm
...

...
an1 an2 . . . anm


;



a11 a12 . . . a1m
...

...
aj1 aj2 . . . ajm
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
an1 an2 . . . anm


δηλαδή οι γραµµές i, j αλλάζουν ϑέση και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα

παραµένουν ως είχαν.
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• Πολλαπλασιασµός µίας γραµµής µε µία σταθερά λ ∈ R\{0}:



a11 a12 . . . a1m
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
an1 an2 . . . anm


;



a11 a12 . . . a1m
...

...
λai1 λai2 . . . λaim

...
...

an1 an2 . . . anm


• Πολλαπλασιασµός της i-γραµµής µε µία σταθερά λ ∈ R\{0} και πρόσθεση στην γραµ-

µή j-γραµµή:



a11 a12 . . . a1m
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
aj1 aj2 . . . ajm
...

...
an1 an2 . . . anm


;



a11 a12 . . . a1m
...

...
ai1 ai2 . . . aim
...

...
aj1 + λai1 aj2 + λai3 . . . ajm + λaim

...
...

an1 an2 . . . anm


Θα λέµε δύο πίνακες ότι είναι γραµµοισοδύναµοι, αν ο ένας προκύπτει από τον άλλο µετά

από µία σειρά στοιχειωδών πράξεων γραµµών.

Πρόταση 5.2.22 Αν οι πίνακες A, A′ είναι γραµµοισοδύναµοι, τότε τα γραµµικά συστήµατα

Ax = 0 και A′x = 0 έχουν τον ίδιο χώρο λύσεων. Απόδειξη
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5.2.2. Η µέθοδος της απαλειφής του Gauß

΄Εστω ένας m × n πίνακας A που αντιστοιχεί στο οµογενές γραµµικό σύστηµα

Ax = 0, x ∈ Rn

Με την µέθοδο αυτή ανάγουµε το πρόβληµα της εύρεσης λύσεων σε ένα απλούστερο πρό-

ϐληµα κάνοντας µόνο στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών. Η µέθοδος αυτή έχει δύο

στάδια : Πρώτα µετασχηµατίζουµε τον πίνακα A σε κάτω τριγωνικό δηλαδή µηδενίζουµε

µε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών όλα τα στοιχεία aij µε i > j. Στην συνέχεια

και πάλι µε τη ϐοήθεια στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών µηδενίζουµε τα στοιχεία

aij µε j > i και j < n. Η παραπάνω τεχνική ϑα γίνει σαφής µε την ϐοήθεια παραδειγµάτων.

Η µέθοδος της απαλειφής του Gauß και παραλλαγές τους είναι ιδιαίτερα αποτελεσµατικές

όταν υλοποιούνται σε ηλεκτρονικό υπολογιστή σε σύγκριση µε την µέθοδο των οριζουσών

που ϑα διδαχτούν στο µάθηµα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας.

Παραδείγµατα:

1. Να λυθεί το σύστηµα:

x + y + 3z = 0
4x + 4y + 4z = 0
5x + 7y + 8z = 0

Παρατηρούµε ότι το παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση πινάκων1 1 3
4 4 4
5 7 8


xy
z

 =
000


Προσπαθούµε να µηδενίσουµε τα στοιχεία του πίνακα

A =

1 1 3
4 4 4
5 7 8
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που είναι κάτω από την διαγώνιο µε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών. Πρώτα ϑα µηδενί-

σουµε όλα τα στοιχεία της πρώτης στήλης που είναι κάτω από την διαγώνιο. Πολλαπλα-

σιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −4 και την προσθέτουµε στη δεύτερη γραµµή οπότε ο

πίνακας µας έρχεται στην µορφή: 1 1 3
0 0 −8
5 7 8


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε τα στοιχεία της πρώτης γραµµής µε −5 και τα προσθέ-

τουµε στα στοιχεία της τρίτης γραµµής και καταλήγουµε στον πίνακα1 1 3
0 0 −8
0 2 −7


΄Εχουµε καταφέρει να µηδενίσουµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης κάτω από την διαγώνιο.

Συνεχίζουµε στην δεύτερη στήλη. Αντιµεταθέτουµε τα στοιχεία της δεύτερης µε την τρίτη

γραµµή και καταλήγουµε στον πίνακα:1 1 3
0 2 −7
0 0 −8


Τώρα όλα τα στοιχεία κάτω από τη διαγώνιο είναι µηδέν. Μπορούµε να κάνουµε όλα τα

στοιχεία της διαγωνίου µονάδες, πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη γραµµή µε
1
2 και την

τρίτη γραµµή µε − 1
8 . Καταλήγουµε λοιπόν στον πίνακα:1 1 3

0 1 − 7
2

0 0 1

 .
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Θα µηδενίσουµε τώρα τα στοιχεία πάνω από τη διαγώνιο. Πρώτα ϑα µηδενίσουµε τα

στοιχεία της τελευταίας στήλης πάνω από τη διαγώνιο. Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία

γραµµή µε
7
2 και την προσθέτουµε στην δεύτερη, και επίσης πολλαπλασιάζουµε την

τελευταία γραµµή µε −3 και την προσθέτουµε στην πρώτη. ΄Ετσι καταλήγουµε στον

πίνακα: 1 1 0
0 1 0
0 0 1


και έχουµε καταφέρει να µηδενίζουµε τα στοιχεία του πίνακα A πάνω από την διαγώνιο

στην τρίτη στήλη. Θα µηδενίζουµε και τα στοιχεία του A πάνω από την διαγώνιο και για

την δεύτερη στήλη. Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −1 και την προσθέτουµε

στην πρώτη. ΄Ετσι έχουµε: 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ο παραπάνω πίνακας αντιστοιχεί στο σύστηµα

x = 0, y = 0, z = 0

Και αυτή είναι η µοναδική λύση του αρχικού συστήµατος. Παρατηρούµε ότι η λύση

του συστήµατός µας είναι ισοδύναµη µε τον υπολογισµό του πυρήνα της γραµµικής

απεικόνισης R3 → R3
που ορίζει ο πίνακας A.

2. Να λυθεί το σύστηµα:

x + y + 3z +w + 3t = 0
11x + 3y + 10z + 6w + 7t = 0
5x + 7y + 8z + 7w + 9t = 0

.
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Παρατηρούµε ότι το παραπάνω σύστηµα είναι ισοδύναµο µε την εξίσωση πινάκων

 1 1 3 1 3
11 3 10 6 7
5 7 8 7 9



x
y
z
w
t

 =

0
0
0
0
0

 .

Ξεκινούµε και πάλι να µηδενίσουµε τα στοιχεία aij του πίνακα

A :=

 1 1 3 1 3
11 3 10 6 7
5 7 8 7 9


µε i > j. Μηδενίζουµε πρώτα τα στοιχεία της πρώτης στήλης κάτω από την διαγώνιο

i = j. Αυτό γίνεται πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή µε −11 και προσθέτοντας στην

δεύτερη και πολλαπλασιάζοντας την πρώτη γραµµή µε −5 και προσθέτοντας στην τρίτη.

΄Ετσι καταλήγουµε στον πίνακα1 1 3 1 3
0 −8 −23 −5 −26
0 2 −7 2 −6

 .

Στην συνέχεια µηδενίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης κάτω από την διαγώνιο πολ-

λαπλασιάζοντας την δεύτερη γραµµή µε 2/8 και προσθέτοντας στην τρίτη. Καταλήγουµε

στον πίνακα: 1 1 3 1 3
0 −8 −23 −5 −26
0 0 − 51

4
3
4 − 25

2 .


΄Εχουµε µηδενίσει όλα τα στοιχεία aij µε i > j. Μπορούµε να έχουµε µονάδες στην

διαγώνιο πολλαπλασιάζοντας την δεύτερη γραµµή µε − 1
8 και την τρίτη γραµµή µε − 4

51 .
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΄Ετσι έχουµε τον πίνακα: 1 1 3 1 3
0 1 23

8
5
8

13
4

0 0 1 − 1
17

50
51

 .

Τώρα ϑα µηδενίζουµε τα στοιχεία που είναι πάνω από την διαγώνιο στις τρεις πρώτες στή-

λες, δηλαδή τα στοιχεία aij j > i, j ≤ 3. Ξεκινάµε από την τρίτη στήλη πολλαπλασιάζοντας

την τρίτη γραµµή µε − 23
8 και προσθέτοντας στην δεύτερη και την τρίτη γραµµή µε −3 και

προσθέτουµε στην πρώτη για να πάρουµε1 1 0 20
17

1
17

0 1 0 27
34

22
51

0 0 1 − 1
17

50
51 .


Συνεχίζουµε µηδενίζοντας τα στοιχεία της δεύτερης στήλης που είναι πάνω από τη διαγώ-

νιο. Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −1 και προσθέτουµε στην πρώτη, οπότε

έχουµε τον πίνακα 1 0 0 13
34

−19
51

0 1 0 27
34

22
51

0 0 1 − 1
17

50
51 .

 .

Ο πίνακας αυτός αντιστοιχεί στο γραµµικό σύστηµα

x + 0y + 0z + 13
34 w + −19

51 t = 0
0x + y + 0z + 27

34 w + 22
51 t = 0

0x + 0y + z + − 1
17 w + 50

51 t = 0
,

δηλαδή οι µεταβλητές x, y, z, w, t ϑα πρέπει να ικανοποιούν τις παραπάνω σχέσεις. Με

άλλα λόγια οι µεταβλητές w, t µπορούν να πάρουν οποιαδήποτε τιµή στο R (ελεύθερες

µεταβλητές), αλλά τότε οι µεταβλητές x, y, z ϑα πρέπει να είναι ίσες µε

x = −
13
34

w −
−19
51

t, y = −
27
34

w −
22
51

t, z =
1
17

w −
50
51

t, (5.3)
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(εξαρτηµένες µεταβλητές).

Οι λύσεις του συστήµατος σχηµατίζουν διανυσµατικό χώρο, τον πυρήνα της γραµµικής

απεικόνισης R5 → R3
που ορίζει ο πίνακας A. Από την (5.3) παρατηρούµε ότι το τυχαίο

στοιχείο του πυρήνα γράφεται στην µορφή
x
y
z
w
t

 = w


− 13

34
− 27

34
1
17
1
0

 + t


−−19

51
− 22

51
− 50

51
0
1

 .

Παρατηρούµε ότι τα διανύσµατα στήλες

v1 = (−
13
34

,−
27
34

,
1
17

, 1, 0)t
και v2 = (−

−19
51

,−
22
51

,−
50
51

, 0, 1)t

είναι γραµµικά ανεξάρτητα (γιατί ;) και παράγουν τον πυρήνα της γραµµικής απεικόνι-

σης.

5.2.3. Μη οµογενή γραµµικά συστήµατα

Θεωρούµε και πάλι ένα m × n πίνακας A και ένα διάνυσµα 0 , b ∈ Rm
. Ορίζουµε το µη

οµογενές γραµµικό σύστηµα

Ax = b, x ∈ Rn.

Σε αντίθεση µε τα οµογενή γραµµικά συστήµατα οι λύσεις του παραπάνω συστήµατος δεν

αποτελούν διανυσµατικό χώρο. Πράγµατι, αν x1, x2 είναι δύο λύσεις τότε x1 + x2 δεν είναι

λύση αφού

A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = 2b , b.
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Πρόταση 5.2.23 Θεωρούµε το µη οµογενές σύστηµα Ax = b καθώς και το οµογενές σύ-

στηµα Ax = 0 που αντιστοιχεί στον πίνακα A. Αν x0 είναι µία λύση του µη οµογενούς, τότε

κάθε λύση x1 του µη οµογενούς συστήµατος προκύπτει ως άθροισµα x1 = x0 + x, όπου x
είναι λύση του οµογενους συστήµατος. Απόδειξη

Η πρόταση 5.2.23 µας δίνει µία µέθοδο επίλυσης µη οµογενών συστηµάτων στην περί-

πτωση που µπορούµε να προσδιορίσουµε εύκολα µια λύση του Ax = b. ΄Ολες οι λύσεις

του Ax = b ϑα προκύπτουν µετά από την λύση του Ax = 0.

Παρατήρηση Τα οµογενή συστήµατα Ax = 0 έχουν πάντα µία τουλάχιστον λύση την

τετριµµένη x = 0. Τα µη οµογενή συστήµατα Ax = b µπορεί να έχουν αλλά µπορεί και να

µην έχουν λύσεις, αφού αναζητώντας τον χώρο λύσεων του οµογενούς συστήµατος, στην

πραγµατικότητα αναζητούµε την αντίστροφη εικόνα T−1
A (b) της γραµµικής απεικόνισης

που αντιστοιχεί στον πίνακα A. ΄Οµως η TA µπορεί να µην είναι επί οπότε το T−1
A (b) = ∅.

Στην περίπτωση που δεν µπορούµε να ϐρούµε µία εύκολη λύση του µη οµογενούς γραµ-

µικού συστήµατος µπορούµε να εφαρµόσουµε µία τροποποιηµένη µέθοδο απαλειφής

του Gauß για µη οµογενή γραµµικά συστήµατα, την µέθοδο του επαξηµένου πίνακα.

Στην µέθοδο αυτή αναζητούµε λύσεις του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει αν στον

πίνακα m × n πίνακα A, προσθέσουµε ως τελευταία στήλη το διάνυσµα στήλη b, οπότε

καταλήγουµε στον επαυξηµένο πίνακα A′ ο οποίος είναι m × (n + 1). Παρατηρούµε ότι οι

λύσεις του συστήµατος

Ax = b,

αντιστοιχούν στις λύσεις x̄ := (x1, . . . , xn , xn+1) του οµογενούς συστήµατος

A′x̄ = 0,

µε xn+1 = −1. ΄Αρα το πρόβληµα της επίλυσης του µη οµογενούς συστήµατος έχει αναχθεί

στην επίλυση ενός οµογενούς συστήµατος µε κατά ένα περισσότερους αγνώστους.

Παραδείγµατα

1. Να λυθεί το σύστηµα:

3x + 5y + z = 17x + 6y + 3z = −16x + y + z = 9
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Παρατηρούµε ότι το σύστηµα αντιστοιχεί στην εξίσωση πινάκων3 5 1
7 6 3
6 1 1


xy
z

 =
 1
−1
9

 .

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ο3 5 1 1
7 6 3 −1
6 1 1 9


Προσθέτουµε την πρώτη γραµµή στην δεύτερη πολλαπλασιασµένη µε − 7

3 και την πρώτη

γραµµή στην τρίτη πολλαπλασιασµένη µε −2 καταλήγοντας στον3 5 1 1
0 − 17

3
2
3 − 10

3
0 −9 −1 7


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε − 3

17 για να πάρουµε3 5 1 1
0 1 − 2

17
10
17

0 −9 −1 7

 .

Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε 9 και την προσθέτουµε στην τρίτη και κατα-

λήγουµε στο 3 5 1 1
0 1 − 2

17
10
17

0 0 − 35
17

209
17

 .
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Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε − 17
35 και έχουµε3 5 1 1

0 1 − 2
17

10
17

0 0 1 − 209
35

 .

Τώρα όλα τα στοιχεία κάτω από την διαγώνιο είναι µηδενικά, και ξεκινούµε να µηδενίζουµε

τα στοιχεία aij πάνω από την διαγώνιο και µε j ≤ 3. Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή

µε
2
17 και την προσθέτουµε στην δεύτερη, ενώ πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε

−1 και την προσθέτουµε στην πρώτη για να καταλήξουµε στον3 5 0 244
35

0 1 0 − 4
35

0 0 1 − 209
35


Τώρα πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −5 και την προσθέτουµε στην πρώτη

για να πάρουµε 3 0 0 264
35

0 1 0 − 4
35

0 0 1 − 209
35


Τέλος πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε

1
3 και καταλήγουµε στον1 0 0 88
35

0 1 0 − 4
35

0 0 1 − 209
35


Ο τελευταίος πίνακας οδηγεί στο σύστηµα

x +
88
35

t = 0 y −
4
35

t = 0 z − t
209
35
= 0
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και ϑέτοντας t = −1 καταλήγουµε στην λύση του µη οµογενούς συστήµατος

x = −
88
35

y =
4
35

z =
209
35

Παρατηρούµε ότι το αντίστοιχο οµογενές (t = 0) έχει µοναδική λύση την x = y = z = 0,

οπότε το µη οµογενές σύστηµα έχει µοναδική λύση.

2. Να λυθεί το σύστηµα

x + 2y + 3z = 3
3x + 4y + 5z = 4
4x + 6y + 8z = 5

.

Παρατηρούµε ότι το παραπάνω σύστηµα για

A =

1 2 3
3 4 5
4 6 8

 b =

345


γράφεται σαν εξίσωση πινάκων ως

Ax = b,

και ο επαυξηµένος πίνακας είναι ο

A′ =

1 2 3 3
3 4 5 4
4 6 8 5


Ξεκινάµε να λύσουµε το οµογενές σύστηµα

A′


x
y
z
t

 =

0
0
0
0
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µε την µέθοδο της απαλειφής του Gauß. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −3
και την προσθέτουµε στην δεύτερη και την πρώτη γραµµή µε −4 και την προσθέτουµε

στην τρίτη για να πάρουµε 1 2 3 3
0 −2 −4 −5
0 −2 −4 −7


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −1 και την προσθέτουµε στην

τρίτη για να καταλήξουµε στον 1 2 3 3
0 −2 −4 −5
0 0 0 −2


Παρατηρούµε ότι η τελευταία εξίσωση δίνει −2t = 0 δηλαδή t = 0. ΄Αρα το επαυξηµένο

οµογενές σύστηµα δεν έχει σαν λύση την t = −1 και συνεπώς το Ϲητούµενο αρχικό µη

οµογενές σύστηµα δεν έχει λύση.

3. Να λυθεί το σύστηµα

Ax = c,

όπου A είναι ο πίνακας του προηγούµενου παραδείγµατος και c είναι το διάνυσµα στήλη

(3, 4, 7)t
. Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση αυτή ο επαυξηµένος πίνακας είναι ο

A′ =

1 2 3 3
3 4 5 4
4 6 8 7


Ξεκινάµε να λύσουµε το οµογενές σύστηµα

A′


x
y
z
t

 =

0
0
0
0
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µε την µέθοδο της απαλειφής του Gauß. Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −3
και την προσθέτουµε στην δεύτερη και την πρώτη γραµµή µε −4 και την προσθέτουµε

στην τρίτη για να πάρουµε 1 2 3 3
0 −2 −4 −5
0 −2 −4 −5


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −1 και την προσθέτουµε στην

τρίτη για να καταλήξουµε στον 1 2 3 3
0 −2 −4 −5
0 0 0 0


Σε αντίθεση µε το παράδειγµα 3, η τελευταία εξίσωση δεν δίνει καµία πληροφορία και

µπορούµε να την παραλείψουµε, οπότε έχουµε τον πίνακα(
1 2 3 3
0 −2 −4 −5

)
Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε − 1

2 για να πάρουµε(
1 2 3 3
0 1 2 5

2

)
Τώρα πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην πρώτη

για να πάρουµε (
1 0 −1 −2
0 1 2 5

2

)
Καταλήγουµε λοιπόν στο σύστηµα

x − z − 2t = 0
y + 2z + 5

2 t = 0
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Το οποίο για t = −1 έχει τις λύσειςxy
z

 = z

−1
2
1

 +
 2
− 5

2
0


Παρατηρούµε ότι η λύση του οµογενούς συστήµατος Ax = 0 είναι ο υπόχωρος του R3

που

παράγεται από το (−1, 2, 1)t
, ενώ το x0 = (2,− 5

2 , 0)t
είναι µία ειδική λύση του Ax = c.

΄Ασκηση

1. Αν ο n × n πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, τότε το σύστηµα

Ax = b, b ∈ Rn ,

έχει λύση για κάθε b ∈ Rn
.

(α΄) Σωστό (ϐ΄) Λάθος

5.2.4. Βάση της εικόνας γραµµικής απεικόνισης

Στην προηγούµενη ενότητα, είδαµε πως να χρησιµοποιήσουµε τις στοιχειώδεις πράξεις

γραµµών για να λύσουµε γραµµικά συστήµατα ή ισοδύναµα για να προσδιορίσουµε µία

ϐάση του πυρήνα µιας γραµµικής απεικόνισης. Στην ενότητα αυτή ϑα ορίσουµε µε

παρόµοιο τρόπο τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στηλών και ϑα δώσουµε µία µέθοδο

υπολογισµού της εικόνας µίας γραµµικής απεικόνισης.

Θεωρούµε ένα πίνακα m × n A µε στοιχεία aij. Ο πίνακας αυτός ορίζει µία γραµµική

απεικόνιση

Rn → Rm ,
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η οποία στέλνει το διάνυσµα 
x1
...

xn

 7→ A


x1
...

xn


Ας συµβολίσουµε µε a j

το διάνυσµα της j στήλης του πίνακα A, δηλαδή

a j =


a1j

a2j
...

amj


Η εικόνα του πίνακα A είναι ο διανυσµατικός υπόχωρος του Rn

στοιχείων της µορφής

x1a1 + x2a2 + · · · + xnan ,

δηλαδή ο διανυσµατικός υπόχωρος 〈a1, . . . an〉 που παράγουν οι στήλες του πίνακα A.

Ορισµός 5.2.24 [Στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί στηλών] Ανάλογα µε τους στοιχειώ-

δεις µετασχηµατισµούς γραµµών ορίζονται και οι στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί στηλών. ΄Ε-

στω ο πίνακας A και έστω a1, . . . , an
οι στήλες του. ΄Εχουµε τους εξής µετασχηµατισµούς :

1. Αντιµετάθεση δύο στηλών,(
a1 · · ·a i · · ·a j · · ·an

)
;

(
a1 · · ·a j · · ·a i · · ·an

)
δηλαδή οι στήλες i, j αλλάζουν ϑέση και όλα τα υπόλοιπα στοιχεία του πίνακα παρα-

µένουν ως είχαν.

2. Πολλαπλασιασµός µίας στήλης µε µία σταθερά λ ∈ R\{0}:(
a1 · · ·a i · · ·an

)
;

(
a1 · · ·λa i · · ·an

)
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3. Πολλαπλασιασµός της i-στήλης µε µία σταθερά λ ∈ R\{0} και πρόσθεση στην γραµµή

j-γραµµή: (
a1 · · ·a i · · ·a j · · ·an

)
;

(
a1 · · ·a i · · ·λa i + a j · · ·an

)
Πρόταση 5.2.25 ∆ύο πίνακες που διαφέρουν κατά στοιχειώδη µετασχηµατισµό στηλών

ορίζουν γραµµικές απεικονίσεις που έχουν την ίδια εικόνα. Απόδειξη

Παραδείγµατα

1. Να υπολογιστεί η εικόνα της γραµµικής απεικόνισης που αντιστοιχεί στον πίνακα1 2 3
2 3 5
7 10 20


Θα ξεκινήσουµε να κάνουµε µία σειρά από στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς στηλών, σαν

µία οριζόντια απαλειφή του Gauß για να ϕέρουµε τον πίνακα A σε άνω τριγωνική µορφή.

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη µε −2 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και πολ-

λαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη µε −3 και την προσθέτουµε στην τρίτη για να πάρουµε1 0 0
2 −1 −1
7 −4 −1


Τώρα πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη στήλη µε −1 και την προσθέτουµε στην τρίτη για να

πάρουµε 1 0 0
2 −1 0
7 −4 3


Παρατηρούµε, ότι τα διανύσµατα στήλες του τελικού πίνακα είναι γραµµικά ανεξάρτητα

(γιατί ;) και είναι τρία το πλήθος, άρα η εικόνα της γραµµικής απεικόνισης είναι το R3
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2. Να υπολογιστεί η εικόνα της γραµµικής απεικόνισης που αντιστοιχεί στον πίνακα1 10 11 22 21
2 5 7 14 12
3 7 10 20 17


΄Οπως και στο προηγούµενο παράδειγµα ξεκινάµε να κάνουµε µια σειρά από στοιχειώδεις

πράξεις στηλών ώστε να ϕέρουµε τον πίνακα σε άνω τριγωνική µορφή. Πολλαπλασιάζουµε

την πρώτη στήλη µε −10 και την προσθέτουµε στην δεύτερη την πρώτη στήλη µε −11 και

την προσθέτουµε στην τρίτη την πρώτη στήλη µε −22 και την προσθέτουµε στην τέταρτη

και την πρώτη στήλη µε −21 και την προσθέτουµε στην πέµπτη, οπότε καταλήγουµε στον

πίνακα 1 0 0 0 0
2 −15 −15 −30 −30
3 −23 −23 −46 −46


Τώρα πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη στήλη µε −1 και την προσθέτουµε στην τρίτη και

επίσης πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη στήλη µε −2 και την προσθέτουµε στην τέταρτη

και στην πέµπτη για να πάρουµε 1 0 0 0 0
2 −15 0 0 0
3 −23 0 0 0


Παρατηρούµε ότι οι δύο πρώτες στήλες είναι γραµµικά ανεξάρτητες (γιατί ;) και παράγουν

την εικόνα της γραµµικής απεικόνισης που ορίζει ο παραπάνω πίνακας. ΄Αρα, η εικόνα

είναι το επίπεδο που ορίζουν οι πρώτες δύο στήλες µέσα στον R3
και έχει διάσταση 2.

΄Ασκηση 5.2.26 Αποδείξτε ότι µία γραµµική απεικόνιση Rn → Rn
είναι ένα προς ένα αν

και µόνο αν είναι επί. Υπόδειξη-Λύση
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5.3. Υπολογισµός αντιστρόφου πίνακα

∆ίνεται ένας n ×n πίνακας A. Θέλουµε να υπολογίσουµε τον αντίστροφο πίνακα A−1
ώστε

A · A−1 = A−1 · A = In.

Θα δώσουµε µία µέθοδο υπολογισµού ϐασισµένη στην µέθοδο απαλειφής του Gauß η

οποία υπολογίζει τον αντίστροφο του πίνακα A αν υπάρχει. Για πρακτικές εφαρµογές η

µέθοδος αυτή για πίνακες n ≥ 3 είναι πολύ πιο εύκολο να εφαρµοστεί από την µέθοδο µε

τις ορίζουσες που ϑα διδαχτεί στο µάθηµα της Γραµµικής ΄Αλγεβρας.

Ας συµβολίσουµε τις στήλες του πίνακα A−1
µε x1, . . . , xn

. Θα έχουµε πετύχει τον σκοπό

µας αν υπολογίσουµε τις στήλες x i
. Παρατηρούµε ότι οι στήλες x i

αποτελούν λύσεις των

µη οµογενών συστηµάτων

Ax i = ei ,

όπου ei είναι το διάνυσµα στήλη που έχει παντού µηδέν εκτός από την i ϑέση στην οποία

έχει 1. Είναι σαφές ότι µε την παραπάνω παρατήρηση το πρόβληµα υπολογισµού έχει

αναχθεί σε πρόβληµα εύρεσης λύσεων n το πλήθος µη οµογενών γραµµικών συστηµάτων

τα οποία µπορούµε να λύσουµε µε την µέθοδο του επαυξηµένου πίνακα. Για συντοµία

µπορούµε να τα λύσουµε όλα µαζί, αν σχηµατίσουµε τον πίνακα B ο οποίος είναι ένας

πίνακας n × 2n, και οι n πρώτες στήλες είναι οι στήλες του πίνακα A ενώ οι n τελευταίες

στήλες είναι οι στήλες του πίνακα In. Με στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών ϕέρ-

νουµε το πρώτο n×n κοµµάτι του πίνακα B σε διαγώνια µορφή µε µονάδες στην διαγώνιο.

΄Ο,τι προκύψει στο δεύτερο n × n κοµµάτι του πίνακα B είναι ο αντίστροφος του πίνακα

A.

Παραδείγµατα

1. Να υπολογιστεί ο αντίστροφος του πίνακα1 2 3
2 3 4
3 4 6
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Σχηµατίζουµε τον 3 × 6 πίνακα 1 2 3 1 0 0
2 3 4 0 1 0
3 4 5 0 0 1


Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και

πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −3 και την προσθέτουµε στην τρίτη για να

καταλήξουµε στον πίνακα 1 2 3 1 0 0
0 −1 −2 −2 1 0
0 −2 −3 −3 0 1


Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην τρίτη, οπότε

έχουµε 1 2 3 1 0 0
0 −1 −2 −2 1 0
0 0 1 1 −2 1


Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −11 2 3 1 0 0

0 1 2 2 −1 0
0 0 1 1 −2 1


Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και την

τρίτη γραµµή µε −3 και την προσθέτουµε στην πρώτη για να πάρουµε1 2 0 −2 6 −3
0 1 0 0 3 −2
0 0 1 1 −2 1
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Τέλος πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην πρώτη

για να πάρουµε 1 0 0 −2 0 1
0 1 0 0 3 −2
0 0 1 1 −2 1


Ο Ϲητούµενος αντίστροφος πίνακας είναι ο

A−1 =

−2 0 1
0 3 −2
1 −2 1


2. Να υπολογιστεί ο αντίστροφος του πίνακα1 4 5

2 6 1
3 10 6


Σχηµατίζουµε τον 3 × 6 πίνακα 1 4 5 1 0 0

2 6 1 0 1 0
3 10 6 0 0 1


Ξεκινούµε την απαλειφή του Gauß στον παραπάνω πίνακα. Πολλαπλασιάζουµε την

πρώτη γραµµή µε −2 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και πολλαπλασιάζουµε την

πρώτη γραµµή µε −3 και την προσθετουµε στην τρίτη :1 4 5 1 0 0
0 −2 −9 −2 1 0
0 −2 −9 −3 0 1
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Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −1 και την προσθέτουµε στην τρίτη :1 4 5 1 0 0
0 −2 −9 −2 1 0
0 0 0 −1 −1 1


Αυτό όµως είναι αδύνατον αφού για παράδειγµα αν κοιτάξουµε το γραµµικό σύστηµα

Ax1 = e1, και x1 = (x11, x21, x31)t
τότε η τελευταία γραµµή µας δίνει

0x11 + 0x21 + 0x31 = 1

το οποίο είναι άτοπο.

΄Ασκηση 5.3.1 Να υπολογιστεί ο αντίστροφος του πίνακα
1 3 5 7
5 4 1 10
9 −1 0 3
10 0 13 1


Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.3.2 Για ποιές τιµές των a, b, c, d είναι ο παρακάτω πίνακας αντιστρέψιµος ;

A =

(
a b
c d

)
Για τις τιµές των a, b, c, d που ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος να υπολογιστεί ο αντίστροφος

του πίνακα. Υπόδειξη-Λύση
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Υπόδειξη : Ζωγραφίστε το διάγραµα Venn. Στην συνέχεια δουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Υπόδειξη : Ζωγραφίστε το διάγραµα Venn. Στην συνέχεια δουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. ∆είξτε ότι το αριστερό µέρος της ισότητας είναι υπο-

σύνολο του δεξιού και αντίστροφα. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Υπόδειξη : Κοινή λογική ! 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.2
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Υπόδειξη : Κοινή λογική. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.3
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Υπόδειξη : Κοινή λογική. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.4
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Υπόδειξη : Αρκεί να µάθουµε ποιός δεν είναι ο δρόµος µας. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.5

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 118 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Με ϐάση τον ορισµό αποδείξτε ότι η παραπάνω σχέση είναι συµµετρική, ανα-

κλαστική µεταβατική. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.14

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 119 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Εστω n το πλήθος των στοιχείων του A. Αν η f δεν ήταν επί τότε ϑα έπρεπε να

ϐάλω n στοιχεία σε n − 1 ϑέσεις. Αυτό είναι σε αντίθεση µε το 1-1. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.25
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 120 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αν η συνάρτηση δεν ήταν ένα προς ένα τότε δύο στοιχεία του A ϑα απεικονί-

Ϲονταν στο ίδιο στοιχείο άρα µε τα υπόλοιπα n − 2 ϑα έπρεπε να καλύψουµε n − 1 ϑέσεις,

άτοπο. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.26
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 121 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµογή των ορισµών της µονοτονίας και της σύνθεσης συναρτήσεων. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.27

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 122 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε x ∈ A ∪ B το οποίο ισχύει αν και µόνο αν x ∈ A ή x ∈ B αν και µόνο

αν x ∈ B ή x ∈ A το οποίο ισχύει αν και µόνο αν x ∈ B ∪ A.

Εχουµε x ∈ A ∩ B το οποίο ισχύει αν και µόνο αν x ∈ A και x ∈ B αν και µόνο αν x ∈ B
και x ∈ A το οποίο ισχύει αν και µόνο αν x ∈ B ∩ A. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 123 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ A, τότε ισχύει η ασθενέστερη συνθήκη x ∈ A ή x ∈ B, άρα x ∈ A ∪ B.

΄Εστω x ∈ A ∩ B. Τότε x ∈ A και x ∈ B άρα ισχύει η ασθενέστερη συνθήκη x ∈ A. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 124 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε πρώτα ότι A ∩ A = A. Παρατηρούµε ότι x ∈ A ∩ A αν και µόνο αν

x ∈ A και x ∈ A δηλαδή αν και µόνο αν x ∈ A.

Για να δείξουµε ότι A ∪ A = A παρατηρούµε ότι α x ∈ A ∩ A αν και µόνο αν x ∈ A ή x ∈ A
δηλαδή αν και µόνο αν x ∈ A. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 125 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Είναι σαφές ότι ∅ ⊂ ∅ ∩ A. Αρκεί να δείξουµε ότι ∅ ∩ A ⊂ ∅. Ο πιο εύκολος

τρόπος να καταλάβουµε γιατί το παραπάνω είναι σωστό, είναι να αρνηθούµε την πρόταση.

΄Εστω λοιπόν ότι υπάρχει x ∈ ∅ µε x < ∅ ∩ A. Το παραπάνω όµως είναι άτοπο αφού

προϋποθέτει ότι υπάρχει x ∈ ∅.
Για το δεύτερο κοµµάτι της άσκησης παρατηρούµε ότι A ⊂ A ∪ ∅. Αρκεί λοιπόν να απο-

δείξουµε ότι A ∪ ∅ ⊂ A. ΄Εστω x ∈ A ∪ ∅. Τότε x ∈ A ή x ∈ ∅. Αφού όµως δεν µπορεί x ∈ ∅
ϑα έχουµε x ∈ A, δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 126 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε ένα στοιχείο a ∈ A, αν a < B τότε b < A ∩ B = B, άτοπο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω b ∈ B. ΄Αρα b ∈ A ∪ B = A οπότε b ∈ A. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 128 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε ένα στοιχείο C ∈ P(A ∩ B). Εξ ορισµού C ⊂ A ∩ B άρα C ⊂ A και

C ⊂ B, άρα C ∈ P(A) και C ∈ P(B) από όπου έχουµε ότι C ∈ P(A) ∩ P(B).
Αντιστρόφως, αν C ∈ P(A) ∩ P(B), τότε C ∈ P(A) και C ∈ P(B) δηλαδή C ⊂ A και C ⊂ B
συνεπώς C ⊂ A ∩ B από όπου προκύπτει ότι C ∈ P(A) ∩ P(B). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 129 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε πρώτα ότι A ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) ΄Εστω x ∈ A ∩ (B ∪ C),
δηλαδή εξ ορισµού x ∈ A και (x ∈ A ή x ∈ B), άρα (x ∈ A και x ∈ B) ή (x ∈ A και x ∈ C),

δηλαδή x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).
Αντιστρόφως, έστω x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), δηλαδή (x ∈ A και x ∈ B) ή (x ∈ A και x ∈ C)

άρα x ∈ A και (x ∈ A ή x ∈ B) από όπου έχουµε x ∈ A ∩ (B ∪ C).
2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 130 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Η Αθήνα δεν είναι η πρωτεύουσα της Ελλάδας

2. 3 + 5 , 8

3. Υπάρχει > 0 ώστε για κάθε n0() να υπάρχει n > n0() ώστε − ≥ an ή an ≥ .

4. Τα µανταρίνια δεν είναι κίτρινα ή δεν έχουν κουκούτσια

5. ΄Ολοι οι ϕοιτητές είναι πιο κοντοί από τα 2 µέτρα.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.2

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 131 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. p̄

2. p ⇒ q

3. p̄ ⇒ q̄

4. q ⇒ p

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.3

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Αν δεν µείνω σπίτι αύριο δεν ϑα ϐρέχει.

2. Αν δεν παίξουµε µπάλα αύριο τότε δεν ϑα έχει λιακάδα

3. Αν ένας ϑετικός ακεραίος έχει διαιρέτες διαφορετικούς από την µονάδα και τον

ευατό του, τότε δεν είναι πρώτος.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 133 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πιάνουµε τον ένα στην τύχη και τον ϱωτάµε : «αν ϱώταγα τον άλλο ποιον δρόµο

ϑα µου έδειχνε ;» Ακολουθούµε τον άλλο δρόµο από αυτόν που µας έδειξε (γιατί ;) 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.3.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 134 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι η παραπάνω σχέση είναι συµµετρική, ανακλαστική και µετα-

ϐατική.

Για να δείξουµε ότι είναι συµµετρική παρατηρούµε ότι αν

(a, b) ≡ (a′, b′) = 0⇒ ab′ − ba′ = 0⇒ a′b − b′a = 0⇒ (a′, b′) ≡ (a, b).

Για να δείξουµε ότι είναι ανακλαστική παρατηρούµε ότι

ab − ab = 0⇒ (a, b) ≡ (a, b).

Τέλος για να δείξουµε ότι είναι και µεταβατική παρατηρούµε ότι αν

(a1, b1) ≡ (a2, b2)⇒ a1b2 = b1a2

και

(a2, b2) ≡ (a3, b3)⇒ a2b3 = b2a3.

΄Αρα, πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη έχουµε

a1b2a2b3 = b1a2b2a3 ⇒ a1b3 = b1a3 ⇒ (a1, b1) ≡ (a3, b3).

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.14
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 135 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε µία συνάρτηση f : A → A η οποία είναι ένα προς ένα. Ας υποθέ-

σουµε ότι δεν είναι επί. ΄Αρα υπάρχει στοιχείο x ∈ A στο οποίο δεν απεικονίζεται κανένα

a ∈ A µέσω της f . Οπότε τα n πλήθος στοιχεία του A ϑα πρέπει να πάνε σε n−1 ϑέσεις του

A\{x}. ΄Αρα υπάρχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του A το οποίο ϑα είναι εικόνα δύο στοιχείων

a1, a2 ∈ A µέσω της f , και συνεπώς η f δεν µπορεί να είναι ένα προς ένα, άτοπο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.25
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 136 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f είναι επί αλλά όχι ένα προς ένα. Συνεπώς,

υπάρχουν a1, a2 ∈ A µε a1 , a2 ώστε f (a1) = f (a2). Αν από το A ϐγάλουµε τα a1, a2 τότε

µας µένουν n − 2 στοιχεία τα οποία ϑα πρέπει να τα στείλουµε σε n − 1 ϑέσεις (για να

είναι η συνάρτηση f επί) και αυτό είναι άτοπο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.26
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 137 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τις σχέσεις διάταξης ≤A,≤B,≤C στα σύνολα A, B, C αντίστοιχα. Το ότι

οι f, g είναι αύξουσες σηµαίνει ότι για a1 ≤A a2 έχουµε f (a1) ≤B f (a2) και για b1 ≤B≤ b2
έχουµε g(b1) ≤C g(b2). ΄Αρα για a1 ≤ a2 έχουµε g ◦ f (a1) ≤C g ◦ f (a2) αφού f (ai) ∈ B. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.4.27
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 138 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να αποδείξουµε ότι δύο σύνολα είναι ίσα αρκεί να δείξουµε, σύµφωνα µε

τον ορισµό της ισότητας συνόλων, ότι το ένα είναι υποσύνολο του άλλου.

Θα δείξουµε ότι (A ∩ B)C ⊆ AC ∪ BC
. Πράγµατι έστω x ∈ (A ∩ B)C

. Αυτό σηµαίνει ότι

x ∈ X και x < (A ∩ B), δηλαδή ισοδύναµα x ∈ X και x < A ή x < B. ΄Αρα x ∈ AC
ή x ∈ BC

,

δηλαδή x ∈ AC ∪ BC
.

Αντιστρόφως ϑα δείξουµε ότι AC ∪ BC ⊆ (A ∩ B)C
. Πράγµατι αν x ∈ AC ∪ BC

τότε x ∈ X
και x < A ή x ∈ X και x < B. ΄Αρα x < (A ∩ B) δηλαδή x ∈ (A ∩ B)C

.

Συνδιάζοντας τα συµπεράσµατα των δύο παραπάνω παραγράφων έχουµε ότι (A ∩ B)C =

AC ∪ BC
.

Με όµοιο τρόπο ϑα δείξουµε ότι (A ∪ B)C = AC ∩ BC
. Πράγµατι έστω x ∈ (A ∪ B)C

. Αυτό

σηµαίνει ότι x ∈ X ή x < (A∪B), δηλαδή ισοδύναµα x ∈ X ή x < A και x < B. ΄Αρα x ∈ AC

και x ∈ BC
, δηλαδή x ∈ AC ∩ BC

.

Αντιστρόφως ϑα δείξουµε ότι AC ∩ BC ⊆ (A ∪ B)C
. Πράγµατι αν x ∈ AC ∩ BC

τότε x ∈ X ή

x < A και x ∈ X ή x < B. ΄Αρα x < (A ∪ B) δηλαδή x ∈ (A ∪ B)C
.

Συνδιάζοντας τα συµπεράσµατα των δύο παραπάνω παραγράφων έχουµε ότι (A ∪ B)C =

AC ∩ BC
.

2

Πίσω στην Πρόταση 1.2.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Αν η πρόταση p είναι αληθής τότε η πρόταση p̄ είναι ψευδής, άρα η ¯̄p είναι αληθής.

Αντιστρόφως, αν η πρόταση ¯̄p είναι αληθής τότε η p̄ είναι ψευδής και η p αληθής.

2. Αν η πρόταση p είναι αληθής τότε µία τουλάχιστον από τις δύο προτάσεις εκατέρωθεν

του ∨ είναι αληθής άρα p ∨ p είναι αληθής. Αντιστρόφως, αν το p ∨ p είναι αληθής

τότε µία τουλάχιστον από τις δύο προτάσεις εκατέρωθεν του ∨ είναι αληθείς και

επειδή και οι δύο είναι η p και η p είναι αληθής.

3. Αν η πρόταση p είναι αληθής τότε και οι δύο προτάσεις εκατέροθεν του ∧ είναι

αληθείς άρα και το p ∧ p είναι αληθές. Αντιστρόφως αν το p ∧ p είναι αληθής τότε

και οι δύο προτάσεις εκατέρωθεν του ∧ είναι αληθείς και αφού ταυτίζονται το p είναι

αληθές.

4. Το p ∨ q είναι αληθές αν και µόνο αν µία τουλάχιστον από τις p, q είναι αληθής αν

και µόνο αν το q ∨ p είναι αληθές, αφού η σειρά δεν παίζει ϱόλο.

5. Οµοίως, το p ∧ q είναι αληθές αν και µόνο αν και οι δύο p, q είναι αληθείς αν και

µόνο αν το q ∧ p είναι αληθές.

6. Το p ∧ (q ∧ r) είναι αληθές αν και µόνο αν (και το p και το q ∧ r είναι αληθή) το

οποίο ισχύει αν και µόνο αν ( και το p και το q και το r είναι αληθή) αν και µόνο αν

( (p ∧ q) αληθές και r αληθές) αν και µόνο αν (p ∧ q) ∧ r) αληθές.

7. Το p ∨ (q ∨ r) είναι αληθές αν και µόνο αν ( ένα από τα p ή q ∧ r είναι αληθή) το

οποίο ισχύει αν και µόνο αν ( ή το p ή το q ή το r είναι αληθή) αν και µόνο αν (

(p ∨ q) αληθές ή r αληθές) αν και µόνο αν (p ∨ q) ∨ r) αληθές.

8. Το p ∧ q είναι αληθές αν και µόνο αν το p ∧ q είναι ψευδές αν και µόνο αν ένα

τουλάχιστον από τα p, q είναι ψευδή, δηλαδή αν και µόνο αν p̄ ∨ q̄.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

9. Το p ∨ q είναι αληθές αν και µόνο αν το p ∨ q είναι ψευδές αν και µόνο αν και τα

δύο p, q είναι ψευδή, δηλαδή αν και µόνο αν p̄ ∧ q̄.

10. ΄Εστω p ∨ (q ∧ r) είναι αληθές. Αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν (p αληθές ή (q ∧ r)

αληθής. Αν p αληθής τότε p ∨ q και p ∨ r είναι και οι δύο αληθείς, ανεξάρτητα από

την αλήθεια των q, r, άρα (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) είναι αληθής. Αν πάλι p ψευδής τότε ϑα

πρέπει να είναι αληθής η q ∧ r δηλαδή και το q και το r είναι αληθή, δηλαδή p ∨ q
και p ∨ r οπότε και πάλι έχουµε ότι (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) είναι αληθής.

Αντιστρόφως αν (p ∨ q) ∧ (p ∨ r) είναι αληθής τότε p ∨ q και q ∨ r είναι αληθής. Αν

p αληθής τότε p ∨ (q ∧ r) είναι αληθής ανεξάρτητα από την αλήθεια του (q ∧ r). Αν

p ψευδής, τότε q, p είναι και τα δύο αληθή, άρα και το p ∧ q άρα και το p ∨ (q ∧ r).

11. Παρατηρούµε ότι το p ∧ (q ∨ r) είναι αληθές αν και µόνο αν p αληθές και (q αληθές

ή r αληθές), αν και µόνο αν (p και q αληθές) ή (p και r αληθές) αν και µόνο αν

(p ∧ q) ∨ (p ∧ r).

12. Αρκεί να αποδείξουµε ότι p ⇒ q) ⇒ (q̄ ⇒ p̄) (γιατί ;) ΄Εστω λοιπόν ότι η αλήθεια

της πρότασης p έχει σαν συνέπεια την αλήθεια της πρότασης q. Θα δείξουµε ότι η

αλήθεια της πρότασης q̄ έχει σαν συνέπεια την αλήθεια της πρότασης p̄. Πράγµατι

αν η πρόταση q̄ είναι αληθής τότε η q είναι ψευδής και συνεπώς η p είναι ψευδής

(αφού αν ήταν αληθής η p ϑα ήταν και η q). ΄Αρα η p̄ είναι αληθής.

2

Πίσω στην Πρόταση 1.3.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Ας υποθέσουµε ότι το σύνολο ∅ × A δεν ήταν διαφορετικό από το κενό σύνολο. Σε

αυτή την περίπτωση ϑα υπήρχε ένα στοιχείο (x, y) ∈ ∅×A και άρα εξ ορισµού x ∈ ∅,
άτοπο αφού το κενό σύνολο δεν περιλαµβάνει κανένα στοιχείο. Οµοίως δείχνουµε

ότι A × ∅ = ∅.

2. Αν το A ή το B είναι κενά τότε προφανώς ισχύει το Ϲητούµενο. Ας υποθέσουµε λοιπόν

ότι ούτε το A ούτε το B δεν είναι κενά. ΄Εστω x ∈ A και έστω y ∈ B. Εξ ορισµού

(x, y) ∈ A × B = B × A, άρα x ∈ B και y ∈ A, από όπου προκύπτει ότι A ⊂ B και

B ⊂ A, δηλαδή η Ϲητούµενη ισότητα.

2

Πίσω στην Πρόταση 1.4.2
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Σελίδα 142 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την σχέση ισοδυναµίας Σ ∈ A × A. Αν το σύνολο A
είναι κενό δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. Ας υποθέσουµε ότι x ∈ A. Θέτουµε

Ax := {y ∈ A, ώστε (x, y) ∈ Σ}.

Θα δείξουµε ότι τα σύνολα {Ax }x∈A ⊆ A αποτελούν µία διαµέριση του συνόλου A.

Πράγµατι είναι σαφές ότι
⋃

x∈A Ax = A. Επιπλέον αν Ax ∩Ay , ∅, τότε υπάρχει z ∈ Ax ∩Ay,

άρα (x, z) ∈ Σ και (y, z) ∈ Σ και λόγω της µεταβατικής ιδιότητας έχουµε ότι (x, y) ∈ Σ, άρα

Ax ⊆ Ay και Ay ⊆ Ax , δηλαδή Ax = Ay.

Αντιστρόφως αν {Ai}i∈I είναι µία διαµέριση του A, τότε ορίζουµε την σχέση ισοδυναµίας

Σ ⊆ A × A, ως εξής :

(x, y) ∈ Σ αν και µόνο αν υπάρχει i ∈ I, ώστε x, y ∈ Ai .

Θα δείξουµε τώρα ότι η Σ είναι πράγµατι µία σχέση ισοδυναµίας. ΄Εστω x ∈ A, υπάρχει

i ∈ I ώστε x ∈ Ai , αφού η ένωση των Ai δίνει το A. ΄Αρα (a, a) ∈ Σ και ισχύει η ανακλαστική

ιδιότητα. Η συµµετρική ιδιότητα είναι προφανής, αφού αν x, y ∈ Ai για κάποιο i ∈ I, τότε

και y, x ∈ Ai . Τέλος για την µεταβατική ιδιότητα έχουµε ότι αν (x, y) ∈ Σ και (y, z) ∈ Σ,
τότε x, y ∈ Ai και y, z ∈ Aj για κάποια i, j ∈ A. ΄Οµως y ∈ Ai ∩ Aj άρα Ai ∩ Aj , ∅, άρα

Ai = Aj, δηλαδή x, z ∈ Ai και τελικά (x, z) ∈ Σ. 2

Πίσω στην Πρόταση 1.4.11

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 143 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το γράφηµα της συνάρτησης αποτελείται από τα Ϲευγάρια (a, f (a)) άρα η

αντίστροφη σχέση ϑα αποτελείται από τα Ϲευγάρια

Σ−1
f := {(f (a), a) : a ∈ A} ⊂ B × A.

Οι πρώτη προϋπόθεση του ορισµού της συνάρτησης µεταφράζεται στο ότι για κάθε b ∈ B
υπάρχει a ∈ A ώστε (b, a) ∈ Σ−1

ή ισοδύναµα b = f (a) για κάποιο a, δηλαδή η f πρέπει

και αρκεί να είναι επί.

Από την άλλη η δεύτερη προϋπόθεση µεταφράζεται ότι αν (b, a1), (b, a2) ∈ Σ−1
f τότε a1 =

a2, δηλαδή αν f (a1) = f (a2) τότε a1 = a2. ∆ηλαδή για να ικανοποεί η Σ−1
f την δεύτερη

προϋπόθεση του ορισµού της συνάρτησης πρέπει και αρκεί να είναι ένα προς ένα. 2

Πίσω στην Πρόταση 1.4.17
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Σελίδα 144 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πράγµατι, παρατηρούµε ότι η η συνάρτηση f −1
είναι η συνάρτηση που προ-

έρχεται από την σχέση Σ−1
f , τα στοιχεία της οποίας είναι διατεταγµένα Ϲεύγη της µορφής

(f (a), a) = (b, f −1(b). ΄Εστω b ∈ B. Αφού η f είναι αντιστρέψιµη είναι επί, άρα υπάρχει

a ∈ A, µε b = f (a). ΄Αρα η παραπάνω σχέση γράφεται ως (f (a), a) = (b, f −1(f (a))), άρα

a = f −1(f (a)) και f −1 ◦ f = IA. Για να αποδείξουµε την ισότητα f ◦ f −1 = IB, εργαζόµαστε

οµοίως, αντικαθιστόντας την f µε την f −1
(παρατηρήστε ότι (f −1)−1 = f . 2

Πίσω στην Πρόταση 1.4.21

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 145 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.6
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 146 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.7
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Σελίδα 147 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ο πρώτος τύπος µπορεί να υπολογιστεί κάνοντας πράξεις. Η κατασκευή του

τριγώνου του Pascal προκύπτει από τον προηγούµενο τύπο. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.8
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε επαγωγή. Θα χρειαστεί να χρησηµοποιήσετε το

(
n
k

)
=

(
n−1

k

)
+(

n−1
k−1

)
της προηγούµενης άσκησης. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.9
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Σελίδα 149 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.10
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Βασική Θεωρία Συνόλων
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Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 150 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.11
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Βασική Θεωρία Συνόλων
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JJ II

J I

Σελίδα 151 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για το πρώτο σκέλος της άσκησης ελέγξτε τις ιδιότητες του ορισµού. Για το

δεύτερο σκέλος της άσκησης αποδείξτε ότι δύο στοιχεία ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυ-

ναµίας αν και µόνο αν αφήνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε το n. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.21
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Τµ. Μαθηµατικών
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JJ II

J I

Σελίδα 152 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.6
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 153 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ο αριθµητής του διονυµικού συντελεστή διαιρείται µε p. ∆είξτε ότι ο παρονο-

µαστής δεν διαιρείται µε p. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.23
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Σελίδα 154 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση της ανάλυσης σε πρώτους παράγοντες. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.24
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JJ II

J I

Σελίδα 155 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε τους αριθµούς (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1). 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.25
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JJ II

J I

Σελίδα 156 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση της ταυτότητας an − 1 = (a − 1)(an−1 + an−1 + · · ·a + 1). 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.26

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 157 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε πρώτα το πιο απλό πρόβληµα:Το γινόµενο δύο διαδοχικών αριθµών

είναι πάντα διαιρετό µε το 2, και το γινόµενο τριών διαδοχικών αριθµών είναι πάντα διαι-

ϱετό µε το 3. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.27
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 158 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε την διαίρεση των a1, a2 µε n και στην συνέχεια προσθέστε και πολλα-

πλασιάστε. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.28

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 159 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε τον αριθµό n σε δεκαδική µορφή:

n = a0 + 10a1 + 102a2 + · · ·10rar ,

µε 0 ≤ ai < 10. Στην συνέχεια κάντε χρήση της άσκησης 2.1.28. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.29

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 160 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση της 2.1.28. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.30

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 161 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.31

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 162 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε τα κλάσµατα οµώνυµα και αποδείξτε ότι ο παρονοµαστής δεν διαιρεί τον

αριθµητή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.32

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 163 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε το µέσον των δύο ϱητών. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 164 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάνοντας χρήση της αρχής του Αρχιµήδη δείξτε ότι µπορούµε να πολλαπλα-

σιάσουµε τους αριθµούς a, b µε κατάλληλο ϕυσικό n ώστε η απόσταση τους να γίνει

µεγαλύτερη της µονάδας. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 165 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να γίνει χρήση της παράστασεις των πραγµατικών αριθµών ως αρχικά ανοιχτά

τµήµατα καθώς και του ορισµού του γινοµένου αρχικών τµηµάτων. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 166 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πολλαπλασιάστε αριθµητή και παρονοµαστή µε τον συζυγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 167 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε γνωστό τύπο. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 168 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εκφράστε το 1 + i σε τριγωνοµετρική µορφή. Στην συνέχεια κάντε χρήση γνω-

στού τύπου. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 169 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε πράξεις. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 170 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε πράξεις µε µιγαδικούς στην τριγωνοµετρική τους µορφή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 171 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον τύπο του αθροίσµατος γεωµετρικής προόδου. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 172 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η Ϲητούµενη πρόταση ισχύει για k = 1 αφού 1 = 1(1+1)(2+1)
6 . Υποθέτουµε ότι

ισχύει για k = n και κάνοντας χρήση της υπόθεσης αυτής ϑα αποδείξουµε την αλήθεια

της πρότασης για k = n + 1. ΄Εχουµε

12 + 22 + 32 + · · · + k2 + (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
+ (k + 1)2.

Στην παραπάνω ισότητα κάναµε χρήση της αλήθειας της πρότασης για k = n προκειµένου

να υπολογίσουµε το άθροισµα των k-πρώτων τετραγώνων. Τώρα το δεύτερο µέρος της

ισότητας υπολογίζεται σε

k(k + 1)(2k + 1)
6

+ (k + 1)2 =
k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

6
=

=
(k + 1)(k + 2)(2(k + 1) + 1)

6
,

και η αλήθεια της πρότασης για n = k + 1 έχει αποδειχτεί. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 173 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι η πρόταση είναι αληθής για k = 1 αφού

1 = 1 · 1 = (1 + 1)! − 1.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για n = k και κάνοντας χρήση αυτού ϑα δείξουµε

την αλήθεια της πρότασης για n = k + 1. Πράγµατι,

1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · · + k · k! + (k + 1)! · (k + 1) = (k + 1)! − 1 + (k + 1)! · (k + 1).

Παρατηρήστε ότι στην παραπάνω πρόταση κάναµε χρήση της επαγωγικής υπόθεσης για να

υπολογίσουµε το άθροισµα των k-πρώτων προσθετέων. Το δεύτερο µέρος της παραπάνω

ισότητας είναι ίσο µε

(k + 1)! − 1 + (k + 1)! · (k + 1) = (k + 1)!(1 + k + 1) − 1 = (k + 2)! − 1,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 174 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι(
n − 1

k

)
+

(
n − 1
k − 1

)
=

(n − 1)!
(k − 1)!(n − 1 − k)!

+
(n − 1)!

k!(n − k)!
=

(n − 1)!
(k − 1)!(n − 1 − k)!

(1
k
+

1
n − k

)
) =

=
n!

k!(n − k)!
=

(
n

k

)
,

δηλαδή το Ϲητούµενο. Το δεύτερο κοµµάτι της ασκήσης είναι άµεση εφαρµογή του πρώ-

του. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.8
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 175 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι για n = 1 ο τύπος ισχύει :

(a + b)n =

(
n

0

)
a +

(
n

n

)
b = a + b.

Στον παραπάνω τύπο παρατηρήστε ότι

(
n
0

)
=

(
n
n

)
= 1. Ας υποθέσουµε ότι ο τύπος ισχύει

για n = k και ϐάση αυτού ϑα αποδείξουµε ότι ο τύπος ισχύει για n = k + 1. ΄Εχουµε ότι

(a + b)k+1 = (a + b)k(a + b) =
=

(∑k
m=0

(
k
m

)
ambn−m

)
(a − b) =

= ak+1 +
(
k
1

)
akb +

(
k
2

)
ak−1b2 + · · · +

(
k

k−2

)
a3bk−2 +

(
k

k−1

)
a2bk−1 +

(
k
k

)
abk +

+ akb +
(
k
1

)
ak−1b2 + · · · +

(
k

k−2

)
a2bk−1 +

(
k

k−1

)
abk +

(
k
k

)
bk+1 =

= ak+1 +
∑k

m=1

((
k
m

)
+

(
k

m−1

))
+ ak+1−mbm + bk+1 =

=
∑k+1

m=0

(
k+1
m

)
ak+1−mbm . (5.4)

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 176 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι η Ϲητούµενη ισότητα ισχύει για k = 1 αφού

12 = (−1)0 1(1 + 1)
2

.

Υποθέτουµε ότι είναι αληθής για n = k και κάνοντας χρήση αυτού ϑα δείξουµε την

αλήθεια της πρότασης για n = k + 1. Παρατηρούµε ότι

12 − 22 + 32 − 42 + . . . + (−1)k−1k2 + (−1)k(k + 1)2 = (−1)k−1 k(k + 1)
2

+ (−1)k(k + 1)2.

Στην παραπάνω ισότητα κάναµε χρήση της επαγωγικής υπόθεσης για να υπολογίσουµε

το άθροισµα των k-πρώτων προσθετέων. Παρατηρούµε ότι το δεύτερο µέρος της ισότητας

είναι ίσο µε

(−1)k−1 k(k + 1)
2

+ (−1)k(k + 1)2 = (−1)k

(
−

k2 + k

2
+

2k2 + 4k + 2
2

)
=

= (−1)k k2 + 3k + 2
2

= (−1)k (k + 1)(k + 2)
2

,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.10
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 177 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για n = 1 έχουµε ότι f (1) ≥ 1, αφού το f (1) ∈ N. Ας υποθέσουµε ότι για n = k
έχουµε f (k) ≥ k. ΄Εχουµε ότι f (k + 1) > f (k) ≥ k, άρα f (k + 1) ≥ k. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.11
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 178 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για την ανακλαστική ιδιότητα έχουµε ότι n | 0 = x − x, άρα (x, x) ∈ Σ. Για την

συµµετρική ιδιότητα έχουµε ότι αν (x, y) ∈ Σ τότε n | x − y άρα n | y − x άρα (y, x) ∈ Σ.
Τέλος για την µεταβατική ιδιότητα έχουµε ότι αν (x, y) ∈ Σ και (y, z) ∈ Σ, τότε n | x − y και

n | y − z. Συνεπώς n | (x − y) + (y − z), δηλαδή n | x − z, άρα (x, z) ∈ Σ.
Παρατηρούµε ότι αν x ∈ Z, τότε x = πn + u, µε 0 ≤ u < n. ΄Αρα n | u − x. ∆ηλαδή κάθε

ακέραιος έχει στοιχείο u ∈ {0, 1, . . . , n − 1} := I, µε το οποίο να είναι ισοδύναµος. ΄Εστω

Z(i) = {x ∈ Z, ώστε (x, i) ∈ Σ}.

Για i, j ∈ I, i , j έχουµε ότι Z(i) ∩ Z(j) = ∅, και επιπλέον
⋃

i∈I Z(i) = Z. Συνεπώς τα {Z(i)}i∈I
αποτελούν µία διαµέριση του Z µε n το πλήθος στοιχεία. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.21
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 179 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε πρώτα ότι n | m, δηλαδή m = nλ, λ ∈ Z. Αν x ∈ mZ, τότε

εξ΄ ορισµού x = mk και λόγω της διαιρετότητας x = nkλ, άρα x ∈ nZ. Αντιστρόφως αν

mZ ⊆ nZ, τότε και το m ∈ mZ ϑα ανήκει στο nZ, άρα ϑα γράφεται στην µορφή m = nλ
για κάποιο λ ∈ Z, άρα m | n. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.22
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 180 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι ο παρονοµαστής δεν είναι διαιρετός µε p. Πράγµατι οι αριθµοί

i που εµφανίζονται σαν παράγοντες στα γινόµενα που συνθέτουν το m! και το (p − m)!
είναι όλοι µικρότεροι του p και συνεπώς δεν µπορούν να διαιρούνται µε το p. Και αν το p
διαιρεί τον παρονοµαστή ϑα πρέπει να διαιρεί κάποιον παράγοντα του. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.23
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 181 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω a = pa1
1 · · · p

ar
r και b = pb1

1 · · · p
br
r , είναι οι αναλύσεις των a, b σε πρώ-

τους παράγοντες µε την παραδοχή ότι αν ένας πρώτος δεν εµφανίζεται στο ανάπτυγµα ο

αντίστοιχος συντελεστής είναι µηδέν.

Από τους τύπους οι συντελεστές της ανάλυσης του µέγιστου κοινού διαιρέτη και του ελά-

χιστου κοινού πολλαπλασίου στον πρώτο pi είναι max(ai , bi) και min(ai , bi). Για δύο

ϕυσικούς r, s ισχύει (γιατί ;) max(r, s) = r + s − min(r, s) από όπου έπεται το Ϲητούµενο.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.24
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 182 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι οι αριθµοί (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + (n + 1),
είναι n το πλήθος, και δεν είναι κανείς τους πρώτος αφού για i = 2, . . . n + 1, έχουµε

1 < i | (n + 1)! + i. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.25
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών
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Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 183 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γράφουµε

an − 1 = (a − 1)(an−1 + an−1 + · · ·a + 1).

Παρατηρούµε ότι ο δεύτερος παράγοντας είναι πάντα µεγαλύτερος της µονάδας, άρα ϑα

πρέπει a −1 = 1, δηλαδή a = 2. Ας υποθέσουµε ότι ο n δεν είναι πρώτος, δηλαδή n = ab
µε a > 1, b > 1. Τότε

2ab − 1 = (2a − 1)(2a(b−1) + · · · + 2a + 1).

Σε αυτή την περίπτωση και οι δύο παράγοντες του δεξιού µέλους είναι µεγαλύτεροι της

µονάδας, άτοπο, άρα ϑα πρέπει ο n να είναι πρώτος. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 184 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι από δύο διαδοχικούς αριθµούς ο ένας είναι άρτιος και ο

άλλος περιττός, άρα το γινόµενο τους διαιρείται µε το 2. Το γινόµενο τριών διαδοχικών

αριθµών είναι πάντα διαιρετό µε το 3, αφού αν συµβολίσουµε µε k τον πρώτο από τους

τρεις διαδοχικούς αριθµούς, τότε µπορούµε να τον γράψουµε k = 3q+ r, όπου 0 ≤ r < 3.

Αν r = 0 3 | k, οπότε 3 | k(k + 1)(k + 2). Αν r = 1 τότε 3 | k + 2 οπότε και πάλι

3 | k(k + 1)(k + 2), ενώ αν r = 2 τότε 3 | k + 1 οπότε και πάλι 3 | k(k + 1)(k + 2).
Θα αποδείξουµε ότι ανάµεσα σε τέσσερις διαδοχικούς αριθµούς ένας είναι διαιρετός µε 4
και άλλος ένας είναι διαιρετός µε 2. Πράγµατι, έστω k ο πρώτος από τους διαδοχικούς

αριθµούς. ∆ιαιρούµε το k µε το 4, και έχουµε k = 4q + r, όπου 0 ≤ r < 4. Αν r = 0, τότε

4 | k και 2 | k + 2. Αν r = 1, τότε 2 | k + 1 και 4 | k + 3. Αν r = 2, τότε 2 | k και 4 | k + 2.

Τέλος αν r = 3, τότε 4 | k + 1 και 2 | k + 3.

΄Αρα το γινόµενο k(k + 1)(k + 2)(k + 3) διαιρείται από 3 και από 8 από όπου προκύπτει

το Ϲητούµενο. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 185 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γράφουµε a1 = q1n + u1 και a2 = q2n + u2. ΄Εχουµε

a1 + a2 = (q1 + q2)n + u1 + u2.

Αν u1 + u2 = q3n + u, 0 ≤ u < n τότε η παραπάνω εξίσωση γράφεται

a1 + a2 = (q1 + q2 + q3)n + u.

Το Ϲητούµενο προκύπτει από την µοναδικότητα της έκφρασης στην διαίρεση µε πηλίκο

και υπόλοιπο. Για τον πολλαπλασιασµό, έχουµε

a1a2 = (q1n + u1)(q2n + u2) = (q1u2 + q2u1)n + u1u2.

Και πάλι αν u1u2 = q4n + u′ µε 0 ≤ u′ < n, τότε η παραπάνω εξίσωση γράφεται

a1a2 = (q1u2 + q2u1 + q4)n + u′.

Και πάλι το Ϲητούµενο προκύπτει από την µοναδικότητα της έκφρασης στην διαίρεση µε

πηλίκο και υπόλοιπο. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων
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Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 186 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω n ένας ϕυσικός αριθµός ο οποίος γράφεται σε δεκαδικό ανάπτυγµα ως

n = a0 + 10a1 + 102a2 + · · ·10rar ,

µε 0 ≤ ai < 10. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του 10i
µε το 3 ή µε το 9 είναι πάντα 1. ΄Αρα

σύµφωνα µε την άσκηση 2.1.28 ο αριθµός n διαιρείται µε το 3 ή µε το 9 αν και µόνο αν

a0 + a1 + ·ar αφήνει υπόλοιπο 0 στην διαίρεση του µε το 3 ή µε το 9. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 187 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν ο a διαιρείται µε p το αποτέλεσµα είναι προφανές. Θεωρούµε όλα τα δυνατά

υπόλοιπα της διαίρεσης του a µε p, τα διαφορετικά από το 0, δηλαδή τα 1, 2, 3, . . . , p−1.

Στην συνέχεια ϑεωρούµε όλα τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των a, 2a, 3a, . . . , (p−1)a µε p,

και παρατηρούµε ότι τα υπόλοιπα των διαιρέσεων αυτών είναι και πάλι τα 1, 2, 3, . . . (p−1)
µε διαφορετική σειρά (γιατί ;). ΄Αρα

p | 1 · 2 · 3 · · · (p − 1) − a · 2a · 3a · · ·a(p − 1) = (1 − ap−1)1 · 2 · 3 · · · (p − 1).

Το p δεν διαιρεί κανένα αριθµό στο 1 < i < p − 1, άρα p | ap−1 − 1 και άρα p | ap − a. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.1.30

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 188 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι a1 = a2 = 1 και ο µέγιστος κοινός διαιρέτης είναι η µονάδα.

Θα υποθέσουµε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των αριθµών an , an−1 είναι η µονάδα

και ϑα αποδείξουµε ότι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των an+1, an είναι επίσης η µονάδα.

Πράγµατι αν p είναι ένας κοινός διαιρέτης των an+1, an τότε αφού an+1 = an + an−1 ϑα

πρέπει p | an−1, άτοπο. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 189 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι

1 +
1
2
+

1
3
+ · · · +

1
p
=

a1 + a2 + · · · + ap

p!
,

όπου ai =
p!
i . Παρατηρούµε ότι το p διερεί τον παρονοµαστή αλλά το p δεν διερεί τον

αριθµητή αφού το p | ai για i ≤ p − 1 και p - ap. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 190 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν a, b είναι ϱητοί αριθµοί τότε ο (a + b)/2 είναι ϱητός και επιπλέον

a ≤
a + b

2
≤ b.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 191 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η αρχή του Αρχιµήδη 2.2.6 εξασφαλίζει ότι υπάρχει ϕυσικός αριθµός ώστε

n(b − a) ≥ 1. ΄Αρα αφού οι αριθµοί na, nb απέχουν περισσότερο από 1 υπάρχει ανάµεσα

τους ένας ακέραιος k. Τέλος έχουµε

a ≤
k

n
≤ b,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2
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Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 192 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε δύο αρχικά ανοιχτά τµήµατα A1, A2 τα οποία είναι µή κενά και

είναι ϑετικοί αριθµοί δηλαδή

{x ∈ Q : x < 0}  Ai

∆ηλαδή υπάρχουν a1 ∈ A1 και a2 ∈ A2 µε ai > 0. ΄Αρα στο γινόµενο A1A2 υπάρχει το

ϑετικό στοιχείο a1a2 > 0. Επιπλέον {x ∈ Q : x < 0} ⊂ A1A2 από όπου προκύπτει το

Ϲητούµενο. 2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 193 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

1
a + ib

=
a − ib

(a + ib)(a − ib)
=

a − ib

a2 + b2 =
a

a2 + b2 − i
b

a2 + b2 .

2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 194 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε ∆ = 12 − 12 = −11, οπότε

√
−11 =

√
11i. Οι ϱίζες δίνονται από τους

τύπους

ρ1 = −
1
2
+

√
11
2

i, ρ2 = −
1
2
−

√
11
2

i.

2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 195 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι |1 + i | =
√

2. ΄Αρα

1 + i =
√

2(
1
√

2
+

1
√

2
i) =

√
2
(

cos(
π

4
) + i sin(

π

4
)
)
.

Συνεπώς οι 10-ες ϱίζες του 1 + i δίνονται από τον τύπο

zi =
10
√

2
(

cos(
2πk + π

4

10
) + sin(

2πk + π
4

10
)i
)
,

όπου k = 0, . . . 9. 2
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Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 196 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν x, y ∈ µ(n) τότε xn = yn = 1 ⇒ (xy)n = xnyn = 1. Η µονάδα 1 είναι σαφώς

n-ϱίζα της µονάδας, δηλαδή e = 1 ∈ µ(n). Τέλος αν xn = 1 τότε και (1/x)n = 1/xn = 1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.4
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Σελίδα 197 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η zn
απεικονίζει το D εντός του D, αφού αν |z| < 1 τότε και |zn | = |z|n < 1. Αν

a ∈ D, τότε η εξίσωση xn = a έχει n-το πλήθος ϱίζες στο C και όλες είναι εντός του D,

αφού αν |z| ≥ 1 τότε και |a| = |zn | = |z|n ≥ 1. ∆ηλαδή η zn
είναι επί του D. Αφού για κάθε

a , 0 υπάρχουν n το πλήθος στοιχεία zi εντός του D ώστε zn
i = a δεν είναι δυνατόν να

είναι η συνάρτηση ένα πρός ένα.

Γεωµετρικά η zn
χωρίζει τον δίσκο D σε n ϕέτες της µορφής Dj = {z ∈ D, 2π(j − 1) ≤

Arg(z) < 2πj} και η συνάρτηση zn |Dj είναι ένα προς ένα και επί, δηλαδή η zn
απλώνει την

ϕέτα Dj πάνω σε ολόκληρο το δίσκο.

D
z

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.5
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Οι n-ϱίζες της µονάδας είναι οι ζ k
1 , όπου ζ1 = cos( 2π

n ) + i sin( 2π
n ) και k =

0, . . . n − 1. ΄Ετσι

1 + ζ1 + ζ 2
1 + · · · + ζ n−1

1 =
ζ n
1 − 1
ζ1 − 1

= 0.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.4.6
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε την ιδιότητα του ελαχίστου στοιχείου µε ϐάση το αξίωµα της

επαγωγής. Θεωρούµε ένα µη κενό σύνολο ϕυσικών αριθµών S. Υποθέτουµε ότι το σύνολο

S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. Θεωρούµε το σύνολο A που αποτελείται από τους ϕυσικούς

που είναι µικρότεροι από όλα τα στοιχεία του S δηλαδή

k ∈ A ⇔ για κάθε s ∈ Sk < s.

Παρατηρούµε ότι 1 ∈ A, διαφορετικά ϑα ήταν ελάχιστο στοιχείο του S. ΄Εστω ότι n ∈ A,

τότε για κάθε s ∈ S έχουµε n < s. Από την υπόθεση ότι το S δεν έχει ελάχιστο στοιχείο

έχουµε ότι n+1 < S. Γιατί διαφορετικά το n+1 ϑα ήταν το ελάχιστο του S (γιατί ;) Σε αυτή

την περίπτωση όµως ϐλέπουµε ότι n + 1 ∈ A και από το αξίωµα της επαγωγής έχουµε ότι

A = N οπότε S = ∅, άτοπο.

Αντιστρόφως ϑα δείξουµε ότι το αξίωµα του ελαχίστου στοιχείου έχει ως συνέπεια το αξίωµα

της επαγωγής. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα σύνολο S το οποίο ικανοποιεί τις δύο

προϋποθέσεις του αξιώµατος 2.1.2. Ας υποθέσουµε ότι N , S άρα το σύνολο N\S δεν

είναι κενό. Από το αξίωµα του ελαχίστου έχουµε ότι το σύνολο N\S έχει ελάχιστο στοιχείο

έστω m0. Αφού 1 ∈ S έχουµε ότι m0 > 1, άρα υπάρχει m > 0 ώστε m0 = 1+m, µε m ∈ N.

Το στοιχείο m ∈ S, γιατί διαφορετικά ϑα ήταν το ελάχιστο στοιχείο του N\S. ΄Οµως η

δεύτερη συνθήκη του αξιώµατος της επιλογής δίνει ότι m + 1 = m0 ∈ S, άτοπο. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.1.4
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι η δεύτερη µορφή της επαγωγής είναι ισοδύναµη µε την

πρώτη ϑα δείξουµε ότι είναι και αυτή ισοδύναµη µε το αξίωµα του ελαχίστου στοιχείου.

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει η δεύτερη µορφή της επαγωγής και ϐάσει αυτής ϑα δείξουµε

ότι ισχύει το αξίωµα του ελαχίστου στοιχείου. Πράγµατι, έστω S ⊂ N και ας υποθέσουµε

ότι δεν έχει ελάχιστο στοιχείο. Θέτουµε A = N\S και έχουµε 1 ∈ A γιατί διαφορετικά ϑα

ήταν ελάχιστο στοιχείο του S.

{1, 2, . . . , n} ⊂ A ⇒ n + 1 ⊂ A,

γιατί διαφορετικά το n+1 ϑα ήταν ελάχιστο στοιχείο. ΄Αρα η δεύτερη µορφή της επαγωγής

δίνει ότι A = N, συνεπώς S = ∅. Αντιστρόφως, έστω ότι ισχύει το αξίωµα του ελαχίστου

στοιχείου ϑα δείξουµε ότι ισχύει η δεύτερη αρχή της επαγωγής. ΄Εστω S ⊂ N και ικανο-

ποιεί της δύο ιδιότητες της δεύτερης µορφής της επαγωγής. Αν S , N τότε το N\S , ∅
και συνεπώς έχει ελάχιστο στοιχείο m0. Αφού 1 ∈ S έχουµε ότι m0 > 1. Αφού όµως το m0
είναι ελάχιστο έχουµε ότι {1, 2, . . . , m0 − 1} ⊂ S άρα m0 ∈ S, άτοπο. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.1.5
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε το σύνολο

A = {n − km, k διατρέχει το Z, ώστε n − km ≥ 0}.

Το σύνολο A είναι ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών άρα έχει ένα ελάχιστο στοιχείο το 0 ≤
u = n − πm. Είναι σαφές ότι u < m γιατί διαφορετικά 0 ≤ u −m = n − (k + 1)m ∈ A και

επιπλέον u −m < u άρα δεν είναι το u, το ελάχιστο στοιχείο του A, άτοπο.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι µπορούµε να γράψουµε

n = mπ1 + u1 = mπ2 + u2, 0 ≤ ui < m, (5.5)

µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Τότε m(π1 − π2) = u2 − u1 και −m < u2 − u1 < m. ΄Αρα

και −m < m(π1 − π2) < m το οποίο είναι σωστό µόνο αν π1 = π2 (γιατί ;). Αντικαθιστώντας

στην (5.5) έχουµε και ότι u1 = u2, δηλαδή η γραφή είναι µοναδική. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.12
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Έξοδος

Απόδειξη :

1. Το a διαιρεί τον εαυτό του αφού a = 1 · a.

2. Υποθέτουµε ότι a | b και b | c, άρα υπάρχουν λ1, λ2 ∈ Z ώστε b = λ1a και c = λ2b,

άρα µετά από αντικατάσταση έχουµε c = λ2λ1a, δηλαδή το a | c.

3. Υποθέτουµε ότι c | a και c | b, άρα υπάρχουν λ1, λ2 ∈ Z ώστε a = λ1c και b = λ2c.

΄Αρα κa + λb = (κλ1 + λλ2)c, συνεπώς c | κa + λb.

4. Υποθέτουµε ότι a | b, άρα υπάρχει λ ∈ Z, ώστε b = λa. Πολλαπλασιάζουµε µε κ
και έχουµε bκ = κλa, άρα aκ | bκ.

5. Υποθέτουµε ότι aκ | bκ, συνεπώς υπάρχει λ ∈ Z, ώστε bκ = λκa από όπου έχουµε

b = λa, άρα a | b.

6. ΄Εχουµε ότι a = 1 · a = (−1)(−a), άρα ±1 | a. Επίσης 0 = a · a, άρα a | 0.

2

Πίσω στην Πρόταση 2.1.14
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω A ϕυσικός αριθµός, A > 1. Θεωρούµε το σύνολο

S = {m ∈ N, m > 1, ώστε m | A}.

Παρατηρούµε ότι A ∈ S, άρα S , ∅, άρα έχει ένα ελάχιστο στοιχείο p. Το p πρέπει να είναι

πρώτος, γιατί αν p = ab, µε a > 1, b > 1, τότε a | p | A άρα a ∈ S, και επιπλέον a < p. Το

τελευταίο αντιφάσκει µε την υπόθεση ότι το p είναι το ελάχιστο στοιχείο του S. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.1.16
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε το σύνολο S των πρώτων αριθµών και υποθέτουµε ότι είναι πεπε-

ϱασµένο, δηλαδή S = {p1, p2, . . . , pn}. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε το γινόµενο όλων των

πρώτων (τι ϑα άλλαζε αν το σύνολο των πρώτων ήταν άπειρο ;) και να προσθέσουµε την

µονάδα

A = p1p2 · · · pn + 1.

Είναι σαφές ότι κανένας πρώτος δεν διαιρεί το A, γιατί αν ένας pi | A, τότε pi | 1. Αφού

όµως A > 1, έχουµε ότι το A έχει ένα τουλάχιστον πρώτο διαιρέτη, άτοπο. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.17
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Έξοδος

Απόδειξη : Το ϑεώρηµα είναι σαφώς σωστό για n = 2, το οποίο γράφεται σαν γινόµενο ενός

πρώτου, του εαυτού του. (Θα µπορούσαµε να είχαµε ξεκινήσει την επαγωγή και από το

n = 1, κάνοντας την παραδοχή ότι γράφεται σαν γινόµενο µηδέν το πλήθος πρώτων.)

Υποθέτουµε ότι η πρόταση είναι σωστή για κάθε k < n και ϑα αποδείξουµε ότι είναι

σωστή και για τον n + 1. Ο ϕυσικός n + 1 έχει ένα πρώτο διαιρέτη p | n + 1. Το σύνολο

των πρώτων διαιρετών του n + 1 είναι ένα υποσύνολο των ϕυσικών και συνεπώς έχει ένα

ελάχιστο στοιχείο. Υποθέτουµε ότι ο αριθµός p είναι ο ελάχιστος πρώτος διαιρέτης του

n + 1. Ο αριθµός n + 1/p ∈ N είναι σαφώς µικρότερος του n και από την επαγωγική

υπόθεση γράφεται σαν γινόµενο πρώτων αριθµών, δηλαδή n + 1/p = ps1
1 · p

sr
r . ΄Ετσι και ο

n + 1 = pps1
1 · · · p

sr
r .

Αποµένει να δείξουµε την µοναδικότητα της παραπάνω γραφής. Ας υποθέσουµε ότι η

µονοσήµαντη ανάλυση δεν ισχύει για τον n + 1 και έστω

pps1
1 · · · P

sr
r = qa1

1 · · · q
at
t ,

δύο γραφές του ϕυσικού αριθµού n σε γινόµενο πρώτων. Το p δεν µπορεί να είναι ίσο µε

κανένα από τα qi , γιατί τότε ϑα διαιρούσαµε και τα δύο µέλη µε p και ϑα κάναµε χρήση

της επαγωγικής υπόθεσης για το µονοσήµαντο της ανάλυσης του (n + 1)/p.

Αφού ο p είναι ο ελάχιστος ϕυσικός που διαιρεί το n + 1, έχουµε ότι p < qi . Θέτουµε

A = qa1−1
1 ·qat

t , οπότε n +1 = q1A. Ισχύει ότι A > 1, διότι διαφορετικά ο n +1 είναι πρώτος

και η µονοσήµαντη ανάλυση είναι δεδοµένη.

Θεωρούµε τον αριθµό

n0 = n − pA =

{
p(ps1

1 · p
sr
r − A)

q1A − pA = (q1 − p)A .

Αφού q1 > p και ` > 1, έχουµε ότι ο n0 είναι ϕυσικός και 1 < n0 < n + 1. Από την

επαγωγική υπόθεση ο n0 έχει µία µονοσήµαντη ανάλυση σε γινόµενο πρώτων. Εποµένως

ο p σαν διαιρέτης του n + 1 ϑα διαιρεί τον q1 − p ή τον A. Αν p | q1 − p τότε p | q1,
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

άτοπο. Από την άλλη p - A αφού δεν ϐρίσκεται στην ανάλυση του A, άτοπο. Καταλήξαµε

σε άτοπο αφου υποθέσαµε ότι ο n + 1 δεν έχει µονοσήµαντη ανάλυση. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.1.18
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το p εµφανίζεται στην ανάλυση του αριθµού ab σε πρώτους παράγοντες. Ας

είναι a = pa1
1 · · · p

ar
r και b = qb1

1 · · · q
bs
s οι αναλύσεις των a, b σε πρώτους παράγοντες. Λόγω

µονοσήµαντου της ανάλυσης για τον πρώτο αριθµό ab, ϑα έχουµε ότι η ανάλυση του είναι

η ab = pa1
1 · · · p

ar
r qb1

1 · · · q
bs
s . ΄Αρα το p που εµφανίζεται στην ανάλυση του ab ϑα εµφανίζεται

στην ανάλυση του a ή στην ανάλυση του b. 2

Πίσω στο Πόρισµα 2.1.19
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι ο αριθµός

√
2 µπορεί να γραφεί σαν κλάσµα m/n, όπου

m, n ∈ N, n , 0. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι το κλά-

σµα m/n είναι ανάγωγο, δηλαδή ότι τα m, n δεν έχουν κοινό διαιρέτη. Θα καταλήξουµε

σε άτοπο. Παρατηρούµε ότι
√

2 =
m

n
⇒ 2n2 = m2, (5.6)

δηλαδή το τετράγωνο του m είναι άρτιος. Αυτό έχει σαν άµεση συνέπεια ότι και ο m
είναι άρτιος, διότι διαφορετικά, αν δηλαδή ο m ήταν περιττός, αν δηλαδή m = 2k + 1
για κάποιο ϕυσικό αριθµό k, τότε m2 = 4k2 + 4k + 1 ϑα ήταν επίσης περιττός. ΄Αρα

m = 2k για κάποιο k και συνεπώς m2 = 4k2
. Αντικαθιστούµε στην (5.6) οπότε έχουµε ότι

2n2 = 4k2 ⇒ n2 = 2k2
, άρα και ο n2

είναι άρτιος και συνεπώς και ο n είναι άρτιος. Σε

αυτή την περίπτωση όµως το κλάσµα m/n δεν µπορεί να είναι ανάγωγο και άρα έχουµε

καταλήξει σε άτοπο, δηλαδή ο αριθµός

√
2 είναι άρρητος. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.2.2
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Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε ένα σύνολο πραγµατικών αριθµών A, το οποίο είναι άνω ϕραγµένο.

Εξ ορισµού των πραγµατικών αριθµών κατά Dedekind, το σύνολο A, έχει σαν στοιχεία

του αρχικά ανοιχτά τµήµατα του Q, το ότι είναι άνω ϕραγµένο σηµαίνει ότι υπάρχει ένα

αρχικό ανοιχτό τµήµα του Q, M , το οποίο περιέχει κάθε ανοιχτό αρχικό τµήµα x ∈ A.

Παρατηρούµε ότι το σύνολο ∪x∈Ax ⊂ M δεν ταυτίζεται µε το Q και είναι ένα ανοιχτό αρχικό

τµήµα του Q το οποίο περιέχει κάθε άνω ϕράγµα του A, είναι δηλαδή το supremum του

συνόλου A. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.2.5
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J I

Σελίδα 210 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι ο πραγµατικός αριθµός x ∈ R παρίσταται µε το αρχικό

τµήµα A. Η αρχή του Αρχιµήδη είναι ισοδύναµη µε το ότι υπάρχει ϕυσικός αριθµός

n ∈ N ώστε το σύνολο An = {a ∈ Q : a < n} περιέχει το A. Αν το τελευταίο δεν ήταν αληθές

τότε το A = Q από τις ιδιότητες διάταξης στους ϱητούς. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.2.6
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Σελίδα 211 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ΄Εστω z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2. ΄Εχουµε ότι

z1z2 = a1a2 − b1b2 + i(a1b2 + a2b1) =
= a1a2 − b1b2 − i(a1b2 + a2b1) =
= (a1 − ib1)(a2 − ib2) =
= (a1 + ib1) (a2 + ib2) =
= z̄1z̄2.

2. a + ib = a − ib = a + ib.

3. zz̄ = (a + ib)(a − ib) = a2 + b2 = |z|2.

4. Αν a + ib ∈ R τότε b = 0 και είναι σαφές ότι a = a + ib = a − ib = b. Αντιστρόφως

αν z = z̄ τότε b = −b ⇒ 2b = 0⇒ b = 0⇒ z ∈ R.

2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.3
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Σελίδα 212 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. ΄Εστω z = a + ib, έχουµε |z| =
√

a2 + b2 > 0. Επιπλέον αν |z| = 0, τότε a2 + b2 = 0
δηλαδή το άθροισµα δυο µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών είναι 0, άρα a2 =

b2 = 0⇒ a = b = 0.

2. Προκειµένου να αποδείξουµε ότι δύο ϑετικοί αριθµοί είναι ίσοι αρκεί να αποδεί-

ξουµε ότι τα τετράγωνα τους είναι ίσα. Αρκεί δηλαδή να αποδείξουµε ότι |z1z2|
2 =

|z1|
2|z2|

2
. ΄Οµως

|z1z2|
2 = z1z2z1z2 = z1z̄1z2z̄2 = |z1|

2|z2|
2.

3. Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως τριγωνική ανισότητα και εκφράζει την γνωστή από

την ευκλείδια γεωµετρία πρόταση: η ευθεία συνδέει µε τον συντοµότερο τρόπο δύο

σηµεία στο επίπεδο. Πράγµατι όπως ϐλέπουµε και στο σχήµα 5.1, ας είναι z1 ο

µιγαδικός που ορίζεται από το διάνυσµα OA, z2 ο µιγαδικός που ορίζεται από το

διανυσµα OB. Ο µιγαδικός −z2 ορίζεται από το διάνυσµα OC. Παρατηρούµε ότι το

µέτρο του µιγαδικού z1 − z2 ταυτίζεται µε το µήκος |OD| ενώ από το σχήµα έχουµε

|OD| + |DB| ≤ |OB| ⇔ |OD| ≤ |OB| − |DB| ⇔ |z1 − z2| ≤ |z1| − |z2|,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

O

A

B

C

D

Σχήµα 5.1: Απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας
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Σελίδα 214 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στην στοιχειώδη τριγωνοµετρία αποδεικνύουµε τους τύπους

cos(θ + φ) = cos(θ) cos(φ) − sin(θ) sin(φ)

sin(θ + φ) = cos(θ) sin(φ) + sin(θ) cos(φ).

΄Αρα το γινόµενο υπολογίζεται ως

zw = |z|
(

cos(φ) + i sin(φ)
)
|w|

(
cos(θ) + i sin(θ)

)
=

= |z||w|
(

cos(θ) cos(φ) − sin(θ) sin(φ) + i
(

cos(θ) sin(φ) + sin(θ) cos(φ)
))
=

= |zw|
(

cos(θ + φ) + i sin(θ + φ)
))

Στο µάθηµα της µιγαδικής ανάλυσης ϑα δείτε και µία αναλυτική απόδειξη του παραπάνω

τύπου ϐασισµένη στη µιγαδική εκθετική συνάρτηση. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.5
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Σελίδα 215 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Σχήµα 5.2: Απόδειξη του τύπου του De’ Moivre, το σύνολο |z| ≤ 1 είναι γραµµοσκιασµένο.
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Σελίδα 216 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα κάνουµε χρήση του ϑεωρήµατος 2.3.6. Πράγµατι η πολυωνυµική εξίσωση

έχει µία τουλάχιστον ϱίζα ρ1, άρα µπορούµε να γράψουµε

f (x) = (x − ρ1)g(x),

όπου το g(x) είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού n − 1. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 2.3.6 στο

πολυώνυµο g(x), η απόδειξη του ϑεωρήµατος αποδεικνύεται επαγωγικά. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 2.3.7
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Σελίδα 217 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ C, ώστε xn = 1. Γράφουµε x = |x |
(

cos(θ) + i sin(θ)
)
. Κάνουµε χρήση

της πρότασης 2.3.5 για να υπολογίσουµε

1 = xn = |x |n
(

cos(nθ) + i sin(nθ)
)
.

Συνεπώς |x | = 1 και επιπλέον

cos(nθ) = 1, sin(nθ) = 0,

από όπου έχουµε ότι nθ = 2πk ⇒ θ = 2πk/n. Από τα παραπάνω θ µόνο τα 0 ≤ k < n
δίνουν διαφορετικές ανά δύο ϱίζες. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.8
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Σελίδα 218 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφού το z0 είναι µία ϱίζα έχουµε zn
0 = a. Αν z είναι µία τυχαία άλλη ϱίζα τότε

zn
0 = zn

, συνεπώς (z/z0)n = 1, δηλαδή το z/z0 είναι µία n-ϱίζα της µονάδας. 2

Πίσω στο Λήµµα 2.3.9
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Σελίδα 219 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μία ϱίζα z0 της εξίσωσης είναι η

z0 =
n
√
|a|

(
cos(

θ

n
) + i sin(

θ

n
)
)
,

όπως παρατηρούµε κάνοντας χρήση του DeMoivre. Για να πάρουµε όλες τις ϱίζες πολ-

λαπλασιάζουµε την ϱίζα αυτή µε τις n-ϱίζες της µονάδας σύµφωνα µε το λήµµα 2.3.9

οι οποίες έχουν υπολογιστεί στην πρόταση 2.3.8. Το Ϲητούµενο προκύπτει και πάλι µε

χρήση του τύπου του DeMoivre. 2

Πίσω στην Πρόταση 2.3.10
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Σελίδα 220 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆ικαιολογήστε γιατί η (an) είναι ϕραγµένη, δικαιολογήστε γιατί υπάρχει το

` := sup{an} και αποδείξτε ότι η an συγκλίνει στο `. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα
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Σελίδα 221 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε τον ορισµό της σύγκλισης για τις ακολουθίες (an), (bn), (an + bn) και

χρησιµοποιήστε την τριγωνική ανισότητα. Για το γινόµενο προσθέστε και αφαιρέστε το

όριο της µίας ακολουθίας µε τον γενικό όρο της δεύτερης και χρησηµοποιήστε την τριγω-

νική ανισότητα. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 222 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παρατηρήστε ότι για µία γνήσια αύξουσα συνάρτηση f : N→ N ισχύει f (n) ≥ n.

∆ες και άσκηση2.1.11 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Σελίδα 223 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε την ακολουθία των διαφορών bn − an η οποία είναι ακολουθία ϑετι-

κών όρων και συγκλίνει στο b− a. Υποθέστε ότι συγκλίνει σε ένα γνήσια αρνητικό αριθµό

και καταλήξτε σε άτοπο. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα
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Σελίδα 224 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μελετήστε πρώτα την περίπτωση a > 1. Γράψτε τον a1/n = 1+bn, υψώστε στην

n και εφαρµόστε γνωστή ανισότητα, για να δείξτε ότι bn → 0. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε ότι είναι ανακλαστική, συµµετρική, µεταβατική. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9
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Σελίδα 226 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θα πρέπει να αποδειχτεί ότι αν (an), (a′n) είναι διαφορετικοί αντιπρόσωποι της

κλάσης ισοδυναµίας του [(an)] και (bn), (b′n) διαφορετικοί αντιπρόσωποι της κλάσης ισο-

δυναµίας του [(bn)], τότε τότε η ακολουθία (an + bn) είναι ισοδύναµη µε την (a′n + b′n) και

επίσης η ακολουθία (an · bn) είναι ισοδύναµη µε την (a′n · b
′
n). 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 227 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η ακολουθία (an) ϕράσσεται από κάτω από το a1 αφού είναι αύξουσα, ενώ

είναι άνω ϕραγµένη εξ υποθέσεως. Το αξίωµα της πληρότητας εξασφαλίζει την ύπαρξη

του ` := sup{an}. Θα αποδείξουµε ότι an → `. Πράγµατι, αφού το ` είναι το ελάχιστο

άνω ϕράγµα, αν το µειώσουµε κατά οποιονδήποτε > 0 ϑα έχουµε ότι δεν είναι πια άνω

ϕράγµα δηλαδή ότι υπάρχει an0 ώστε ` − < an0 . ΄Αρα αφού η ακολουθία είναι άυξουσα

έχουµε ότι για όλους τους n > n0

` − < an0 ≤ an ≤ ` < ` + ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι an → a, bn → b συνεπώς:

Για κάθε /2 > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − a| < /2.

Για κάθε /2 > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n1() ώστε n > n1 ⇒ |bn − b| < /2.

΄Εχουµε ότι για n > max{n0(), n1()}

|an + bn − (a + b)| = |(an − a) + (bn − b)| ≤ |an − a| + |bn − b| <
2
+

2
.

Από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Για το γινόµενο έχουµε

|anbn − ab| = |anbn − ab + anb − anb| < |an ||bn − b| + |b||an − b|

Η ακολουθία είναι |an | είναι συγκίνουσα, άρα ϕραγµένη έστω από το M , οπότε αν εφαρ-

µόσουµε στον ορισµό της σύγκλισης της bn την ϑετική ποσότητα /2M και στον ορισµό της

σύγκλισης της an την ϑετική ποσότητα /2|b|, προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η ακολουθία (an) συγκίνει στο a, άρα

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − a| < ,

΄Εστω f : N→ N γνήσια αύξουσα συνάρτηση η οποία ορίζει την υποακολουθία af (n). Από

την άσκηση2.1.11 έχουµε ότι f (n) ≥ n. Συνεπώς, αφού για κάθε k > n0 έχουµε |an−a| ≤
για να ισχύει η |af (n)−a| < , αρκεί f (n) > n0, αλλά f (n) ≥ n άρα για όλα τα n > n0 έχουµε

το Ϲητούµενο.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 230 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την ακολουθία cn := bn − an. Παρατηρούµε ότι cn > 0 για κάθε

n ∈ N. Η ακολουθία cn είναι συγκλίνουσα µε όριο c = b − a (γιατί ;) Ας υποθέσουµε ότι

c < 0. Τότε ο ορισµός της υπάρξης του ορίου της cn εξασφαλίζει για = −c/2 > 0, ότι

υπάρχουν όροι της ακολουθίας cn που είναι µικρότεροι του c/2 < 0, άτοπο, αφού οι όροι

της (cn) είναι ϑετικοί.

Για το Ϲητούµενο παράδειγµα, ϑεωρούµε τις ακολουθίες an = −1/n, bn = 1/n. Ισχύει ότι

an < bn, αλλά τα όρια τους ταυτίζονται. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 231 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υποθέτουµε αρχικά ότι a > 1, τότε και a1/n > 1 (γιατί ;) Θέτουµε a1/n = 1+bn.

Τότε bn ≥ 0, και η ανισότητα Bernoulli δίνει ότι

a = (1 + bn)n ≥ 1 + nbn ,

συνεπώς

0 ≤ bn ≤
a − n

n
→ 0.

Οπότε

lim a1/n = 1 + lim bn = 1.

Για 0 < a < 1, ϑεωρούµε την ακουθία 1/a1/n
και έχουµε ότι

lim a1/n =
1

lim 1
a

1/n
= 1,

αφού 1/a > 1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 232 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι η σχέση είναι ανακλαστική παρατηρούµε ότι για κάθε

ακολουθία (an), ισχύει (an) − (an) = 0 έχουµε ότι (an) ∼ (an).
Για να δείξουµε ότι η σχέση είναι συµµετρική παρατηρούµε ότι

(an) ∼ (bn)⇒ an − bn → 0⇒ bn − an → 0⇒ (bn) ∼ (an)

Τέλος για να δείξουµε ότι η σχέση είναι µεταβατική ϑεωρούµε τρείς ακολουθίες Cauchy
(an), (bn), (cn) µε (an) ∼ (bn) και (bn) ∼ (cn). Εξόρισµού an − bn → 0 και bn − cn → 0.

΄Αρα

an − cn = (an − bn) − (bn − cn)→ 0,

και τελικά (an) ∼ (cn). 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 233 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα πρέπει να αποδειχτεί ότι αν (an), (a′n) είναι διαφορετικοί αντιπρόσωποι

της κλάσης ισοδυναµίας του [(an)] και (bn), (b′n) διαφορετικοί αντιπρόσωποι της κλάσης

ισοδυναµίας του [(bn)], τότε τότε η ακολουθία (an + bn) είναι ισοδύναµη µε την (a′n + b′n)
και επίσης η ακολουθία (an · bn) είναι ισοδύναµη µε την (a′n · b

′
n).

Αφού (an) ∼ (a′n) εξ΄ ορισµού an − a′n → 0 και οµοίως bn − b′n → 0. ΄Αρα

((an) + (bn)) − (a′n + b′n) = (an − a′n) − (bn − b′n)→ 0.

Επίσης

lim
(
(an) · (bn) − (a′n) · (b′n)

)
=

= lim
(
(an) · (bn) − (a′n) · (b′n)

)
+ lim(an − a′n) · (bn) =

= lim(an)
(
(bn) − (b′n)

)
− lim(bn)

(
(a′n) − (an)

)
= 0.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 234 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι για κάποιο M ∈ R. ισχύει |an | < M για όλα τα n ∈ N. Από

γνωστή ιδιότητα των απολυτών τιµών έχουµε ότι

|an | < M ⇔ −M < an < M.

Συνεπώς αρκεί να πάρουµε m = M για να δείξουµε ότι η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Αντιστρόφως αν η ακολουθία είναι ϕραγµένη, δηλαδή αν υπάρχουν m, M ∈ R ώστε να

ισχύει m < an < M για όλα τα n ∈ N, τότε ισχύει ότι

−max{|m |, |M |} < an < max{|m |, |M |}

για όλα τα n ∈ N και κατα συνέπεια |an | < max{|m |, |M |}, για όλα τα n ∈ N, και το

επιθυµητό αποτέλεσµα έχει αποδειχτεί. 2

Πίσω στο Λήµµα 3.1.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 235 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι οι ακολουθία (an) συγκλίνει σε δύο διαφορετικά όρια `, `′.
Η ιδέα της απόδειξης είναι ότι µετά από ένα δείκτη όλοι οι όροι της ακολουθίας «συσω-

ϱεύονται -κοντά» στα `, `′, και αν |` − `′| > 0 τότε αυτό δεν µπορεί να συµβεί για αρκετά

µικρό, αφού τα `, `′ απέχουν µεταξύ τους. ∆εν είναι πολύ δύσκολο να µετατρέψουµε την

παραπάνω ιδέα σε απόδειξη : Ξεκινάµε από τους ορισµούς ότι τα `, `′ είναι όρια της (an).

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| < .

Για κάθε > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n1() ώστε n > n′0 ⇒ |an − `′| < .

Υποθέτουµε ότι ` , `′ το οποίο είναι ισοδύναµο µε |` − `′| > 0. Χρησιµοποιούµε τις

ανισότητες του ορισµού για = |` − `′|/2 > 0. Για

n > max{n0(|` − `′|/2), n1(|` − `′|/2)}

και οι δύο παραπάνω ανισότητες ισχύουν ταυτόχρονα δηλαδή:

|` − `′| = |` − an + an − `′| ≤ |an − `| + |an − `′| <
|` − `′|

2
+
|` − `′|

2
= |` − `′|,

το οποίο είναι άτοπο. 2

Πίσω στην Πρόταση 3.1.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 236 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η ιδέα της απόδειξης είναι απλή. Από κάποιο όρο n0 και µετά, όλοι οι όροι

της ακολουθίας είναι -κοντά στο όριο `. Περισσεύουν πεπερασµένοι το πλήθος όροι τους

οποίους µπορούµε εύκολα να τους ελέγξουµε.

Ας προσπαθήσουµε να γράψουµε την παραπάνω ιδέα µε αυστηρό τρόπο. Στον ορισµό της

συγκλίνουσας ακολουθίας ϑέτουµε = 1 (ϑα µπορούσαµε να ϐάλουµε οποιαδήποτε άλλη

πραγµατική ϑετική τιµή ϑέλαµε). Ο ορισµός µας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός n0(1) ώστε

για κάθε n > n0(1) να έχουµε |an − `| < 1 ή ισοδύναµα

−1 < an − ` < 1⇔ −1 + ` < an < 1 + ` για n > n0

Οι αριθµοί m = min{a1, . . . , an0 ,−1 + `} και M = max{a1, . . . , an0 , 1 + `} αποτελούν κάτω

και άνω ϕράγµα για την ακολουθία (an) αντίστοιχα. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 3.1.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε το σύνολο

A = {k ∈ N : ak > an για κάθε n ≥ k}.

Αν το A είναι άπειρο σύνολο τότε η υποακολουθία (am)m∈A είναι ϕθίνουσα και τελειώσαµε.

Αν το A είναι πεπερασµένο τότε έστω k1 = 1 + max A. Αν πάλι το A είναι κενό ϑέτουµε

k1 = 1. Αφού το k1 < A υπάρχει k2 > k1 ώστε ak2 ≥ ak1 . ΄Οµως k2 < A, αφού k2 > k1,

οπότε υπάρχει k3 > k2 ώστε ak3 ≥ ak2 . Συνεχίζουµε επαγωγικά µπορούµε να ορίσουµε

την αύξουσα υποακολουθία (akm ). 2

Πίσω στο Θεώρηµα 3.1.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 238 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πολύ ϐασικό για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αυτού, είναι η πληρότητα

των πραγµατικών αριθµών, δηλαδή το αξίωµα: «κάθε ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει

supremum και infimum».

΄Εστω (an) µια ϕραγµένη ακολουθία, η οποία έχει µία µονότονη, έστω αύξουσα, υποα-

κολουθία (bn). Η ακολουθία (bn) είναι ϕραγµένη, και έστω ` = sup{bn}. Το ` είναι το

µικρότερο άνω ϕράγµα της (bn), οπότε αν > 0, τότε ο αριθµός ` − δεν ϑα είναι άνω

ϕράγµα της (bn), δηλαδή ϑα υπάρχει n0() ∈ N ώστε ` − < bn0(). ΄Οµως έχουµε υποθέσει

ότι η (bn) είναι αύξουσα, και µαζί µε το γεγονός ότι η (bn) είναι άνω ϕραγµένη από το `
έχουµε ότι

` − < bn0 < bn < ` < ` + για κάθε n > n0,

δηλαδή αποδείξαµε ότι η (bn)→ `. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 3.1.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 239 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ξεκινάµε από τον ορισµό της συγκίνουσας ακολουθίας στον πραγµατικό αριθ-

µό `, όπου αντί για > 0 έχουµε πάρει /2 > 0.

Για κάθε /2 > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0() ώστε n > n0 ⇒ |an − `| < .

Η τριγωνική ανισότητα µας εξασφαλίζει ότι για n, m > n0

|an − am | = |an − ` + ` − am | ≤ |an − `| + |am − `| <
2
+

2
= ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην Πρόταση 3.2.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 240 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µε ουσιαστικό τρόπο το αξίωµα πληρώτη-

τας. Στην πραγµατικότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα Heine-Borel το οποίο είναι

άµεση συνέπεια του αξιώµατος της πληρότητας.

Θα αποδείξουµε ότι κάθε ακολουθία Cauchy είναι ϕραγµένη. Αυτό µπορεί να γίνει ως

εξής : ϑέτουµε = 1 στον ορισµό της ακολουθίας Cauchy, οπότε έχουµε ότι υπάρχει n0
ώστε για κάθε n, m > n0 |an − am | < 1. Σταθεροποιούµε το m = n0 + 1, και έχουµε ότι

|an − an0+1| < 1⇔ an0+1 − 1 < an < an0+1 + 1,

για κάθε n > n0. Αρκεί λοιπόν να πάρουµε m = min{a1, . . . , an0 , an0+1 − 1} και M =
min{a1, . . . , an0 , an0+1 + 1}, για να έχουµε

m < an < M για κάθε n ∈ N.

Αφού η ακολουθία (an) είναι ϕραγµένη, το ϑεώρηµα Heine-Borel µας εξασφαλίζει την

ύπαρξη υποακολουθίας (ank ) η οποία συγκλίνει σε ένα πραγµατικό αριθµό, έστω τον `.
Θα ολοκληρώσουµε την απόδειξη δείχνοντας, ότι ολόκληρη η ακολουθία συγκλίνει στο `.
Ο ορισµός της ακολουθίας Cauchy εξασφαλίζει ότι

Για κάθε /2 > 0, υπάρχει αριθµός n0() ∈ N ώστε n, m > n0 ⇒ |an − am | < /2,

ενώ ο ορισµός της σύγκλισης της (ank ) µας εξασφαλίζει ότι

Για κάθε /2 > 0, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n1() ώστε nk > n0 ⇒ |ank − `| < /2.

Οπότε για κάθε n > max{n0(), n1()}, έχουµε ότι

|an − `| = |an − ank + ank − `| ≤ |an − ank | + |ank − `| <
2
+

2
= ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 3.2.8
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 241 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε ότι είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 242 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε το Ϲητούµενο για ϱητούς της µορφής 1/n, n ∈ N. Στην συνέχεια

κάνοντας χρήση της ανισότητας Bernouli αποδείξτε το Ϲητούµενο για x ∈ Q, και χρηση-

µοποιήστε την µονοτονία της εκθετικής συνάρτησης για να το δείξετε γενικά. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 243 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε την f (x) = x2
. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 244 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε την f (x) = x3
. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 245 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε πράξεις µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 246 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε πρώτα ότι η ακολουθία an είναι αύξουσα. Η ανισότητα Bernuli
µας δίνει ότι (

1 −
1
n2

)
≥ 1 −

1
n
⇔(

1 +
1
n

)n (
1 −

1
n

)n

≥ 1 −
1
n

.

Συνεπώς

(1 +
1
n

)1/n ≥

 1
1 − 1

n

n−1

=

 1
n−1

n

n−1

=

( n

n − 1

)n−1
=

(
1 +

1
n − 1

)n−1
.

Παρατηρούµε ότι(
1 +

1
2m

)1/m

=
1(

1 − 1
2m+1

)m ≤
1

1 − m
2m+1

=
2m + 1

2m
≤ 2.

Η παραπάνω ανισότητα δίνει ότι (1 + 1
2m )2m ≤ 4, το οποίο µαζί µε την µονοτονία της an,

αποδυκνείει ότι η an είναι άνω ϕραγµένη από το 4.

Η ακολουθία συγκλίνει σαν αύξουσα και άνω ϕραγµένη.
2 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.1

2
Την µαγική αυτή απόδειξη µου την είπε ο Αντώνης Τσολοµύτης
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 247 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε ένα αριθµό a ≥ e > 1. Αφού η ακολουθία an της προηγούµενης

άσκησης είναι αύξουσα για το όριο της e και για κάθε a ≥ e ϑα ισχύει

a ≥ e ≥
(
1 +

1
n

)n

,

συνεπώς

a1/n ≥
1

1 + 1
n

.

΄Εστω x = m/n τυχαίος ϱητός αριθµός. Η παραπάνω ανισότητα όταν υψωθεί στην m δίνει

am/n ≥

 1
1 + 1

n

m

≥ 1 +
m

n
,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

Τέλος έστω x ∈ R. Θεωρούµε µία ακολουθία ϱητών αριθµών bn η οποία να συγκλίνει στο

x και επίπλεον x ≥ bn. Αφού η εκθετική συνάρτηση είναι γνήσια αύξουσα για a > 1,

ισχύει ότι

ax ≥ ab
n ≥ 1 + bn ≥ 1 + x.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 248 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση f (x) = x2
δεν είναι επί του R, αφού δεν υπάρχει x ∈ R, ώστε

f (x) = −1. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 249 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την πραγµατική συνάρτηση f (x) = x3
. ΄Εστω ότι f (x1) = f (x2),

δηλαδή x3
1 = x3

2 . Τότε

0 = x3
1 − x3

2 = (x1 − x2)(x2
1 + x1x2 + x2

2 ).

Αν x1, x2 είναι και οι δύο γνήσια ϑετικοί, ή γνήσια αρνητικοί τότε η παραπάνω ισότητα

δίνει x1 = x2 (γιατί ;) Αν ο ένας είναι ϑετικός και ο άλλος αρνητικός δεν µπορεί να είναι

ίσοι οι κύβοι τους εκτός αν x1 = x2 = 0.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 250 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

cosh2(x) − sinh2(x) =
ex − e−x

2
−

ex + e−x

2
=

ex − e−x − ex − e−x

2
= 1.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.7.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 251 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι a > 1. ΄Εστω x1, x2 δύο ϱητοί αριθµοί, x1 < x2. Μπορώ να τους

γράψω σαν x1 = n1/m και x2 = n2/m (οµόνυµα κλάσµατα) οπότε n1 < n2. Αφού a > 1
ϑα έχω ότι και b = a1/m > 1 (γιατί ;). ΄Αρα ax1 = bn1 < bn2 = ax2 , δηλαδή το Ϲητούµενο.

2

Πίσω στο Λήµµα 4.1.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 252 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε τον ορισµό της σύγκλισης της ακολουθίας pn/qn στο 0. Για

κάθε > 0 άρα και για 1/n > 0, όπου n οποιοσδήποτε ϕυσικός, έχουµε ότι υπάρχει n0,

που εξαρτάται από το 1/n, ώστε αν k > n0 τότε |pk/qk | < 1/n.

Σύµφωνα µε την άσκηση 3.2.5 του τρίτου κεφαλαίου, έχουµε ότι η ακολουθία a1/n − 1
συγκλίνει στο 0, οπότε για δεδοµένο µπορώ να διαλέξω n1() ώστε |a1/n − 1| < για όλα

τα n > n1(). Η συνάρτηση ax
, από το Q → R είναι γνήσια αύξουσα για a > 1 και γνήσια

ϕθίνουσα για a < 1 άρα (αφού apk/qk < a1/n
αν a > 0 και apk/qk > a1/n

αν a < 0 έχουµε

|apk/qk − 1| ≤ |a1/n − 1|.

΄Οµως µπορούµε για κάθε > 0 άρα και για = 1/n1 να διαλέξουµε n0 ώστε k > n0(1/n0,

να έχουµε |a1/n − 1| < , από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην Πρόταση 4.1.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 253 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να αποδείξουµε ότι η ακολουθία (arn ) είναι ακολουθία Cauchy. Θα

πρέπει για m < n να ελέγξουµε την διαφορά

|arn − arm | = |arm | · |arn−rm − 1|.

Η ακολουθία rn είναι συγκλίνουσα, άρα ϕραγµένη, και µάλιστα µπορούµε να υποθέσουµε

ότι είναι ϕραγµένη από ϱητούς αριθµούς (γιατί ;). Συνεπώς η µονοτονία της συνάρτησης

ax : Q→ R εξασφαλίζει ότι |arm | ≤ M για κατάληλο M ∈ R. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.1.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 254 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Τα όρια των ακολουθιών (arn ) και (ar′n ) υπάρχουν σύµφωνα µε την πρόταση

4.1.3. Το όριο της arn /ar′n είναι ίσο µε το όριο της arn−r′n = 1 σύµφωνα µε την πρόταση

4.1.2. 2

Πίσω στην Πρόταση 4.1.4
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 255 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να αποδείξουµε την περίπτωση a > 1. ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Υπάρχουν

ακολουθίες ϱητών αριθµών rn και r ′n ώστε

x ≤ rn < r′n ≤ y,

και επιπλέον rn → x, r′n → y, ενώ µπορώ να διαλέξω την rn γνήσια ϕθίνουσα και την r ′n
γνήσια αύξουσα. Αφού ισχύει rn < r ′n έχουµε ότι arn < ar′n και συνεπώς ax ≤ ay

(Πα-

ϱατηρήστε ότι µια γνήσια ανισότητα στους όρους της ακουθίας δίνει εν γένει µη γνήσια

ανισότητα στα όρια). Προκειµένου να αποδείξουµε ότι η ανισότητα είναι γνήσια παρατη-

ϱούµε ότι

ax ≤ arn < ar1 < ar′1 < ar′n ≤ ay.

2

Πίσω στην Πρόταση 4.1.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 256 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το ότι η ax
είναι 1-1 προκύπτει άµεσα από την γνήσια µονοτονία της. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.1.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 257 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γράφουµε a = 1 + θ, θ > 0. Θεωρούµε ένα M > 0 οσοδήποτε µεγάλο. Θα

δείξουµε ότι υπάρχει x0 ∈ R ώστε ax0 > M. Στην συνέχεια αφού η ax
είναι γνήσια αύξουσα

ϑα έχουµε ότι ax > M για κάθε x > x0.

Αν το x ∈ N η ανισότητα Bernoulli ;; µας δίνει ότι :

ax = (1 + θ)x ≥ 1 + xθ.

Συνεπώς αρκεί να πάρουµε για x0 οποιοδήποτε αριθµό y που να είναι µεγαλύτερος της

ποσότητας

[
M+1

θ

]
+ 1, αφού τότε

ay > a[ M+1
θ ]+1 ≥ 1 + (

[M + 1
θ

]
+ 1)θ ≥ 1 +

M

θ
θ = 1 +M.

Αν τώρα > 0 ένας αριθµός οσοδήποτε µικρός, τότε η ανισότητα ax < είναι ισοδύναµη µε

την a−x > 1/ και το πρόβληµα ανάγεται στο προηγούµενο. 2

Πίσω στην Πρόταση 4.1.8
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 258 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω r ∈ R, r > 0. ϑα δείξουµε ότι υπάρχει x ∈ R ώστε ax = r. Η πρόταση

4.1.8 µας εξασφαλίζει την ύπαρξη x0, y0, ώστε

ax0 ≤ r ≤ ay0 .

∆ιχοτοµούµε το διάστηµα [x0, y0] και έχουµε δύο περιπτώσεις για το r. ΄Η r ∈ (ax0 , a(x0+y0)/2]
ή r ∈ (a(x0+y0)/2, ay0 ]. Στην πρώτη περίπτωση ϑέτω x1 = x0, y1 = (x0 + y0)/2, ενώ στην

δεύτερη περίπτωση ϑέτω x1 = (x0 + y0)/2, y1 = y0. Συνεχίζω διχοτοµόντας, οπότε κατα-

σκευάζω δύο ακουλουθίες

x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · ≤ yn ≤ · · · ≤ y1 ≤ y0

τις (xn) και (yn). Η ακολουθία (xn) είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη και η (yn) είναι

ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη. Και οι δύο είναι συγκλίνουσες και επιπλέον |xn−yn | < 2−n
,

οπότε η διαφορά τους συγκλίνει στο µηδέν άρα

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = ` ∈ R.

Επίσης έχουµε ότι axn ≤ r ≤ ayn και από τον ορισµό της συνάρτησης ax
έχουµε ότι

a` = lim
n→∞

axn = lim
n→∞

ayn = r,

δηλαδή η συνάρτηση ax
είναι επί. 2

Πίσω στο Θεώρηµα 4.1.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 259 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να µελετήσουµε την περίπτωση 0 < x < π/2.

Παρατηρούµε στο σχήµα ;;, ότι το ευθύγραµµο τµήµα AA′ είναι ίσο µε το 2 sin(x), ενώ

το αντίστοιχο τόξο είναι ίσο µε την γωνία 2x, και η ευθεία είναι η µικρότερη σε µήκος

καµπύλη που συνδέει τα σηµεία A και A′. Αυτό αποδεικνύει ότι |sin(x)| ≤ |x |.
Για την απόδειξη της |x | ≤ | tan(x)|, ισχυριζόµαστε ότι η ποσότητα x/2 είναι ίσο µε το

εµβαδό του κυκλικού τοµέα που σχηµατίζεται από τα τις τοµές της ευθειών OA και του

άξωνα των x µε τον τριγωνοµετρικό κύκλο. Το εµβαδό αυτό είναι µικρότερο από το τρίγωνο

OAB όπου B είναι η προβολή του A στον άξωνα των x και το οποίο είναι ίσο µε την tan(x).
Για την απόδειξη του ισχυρισµού, παρατηρούµε ότι στην γωνία 2π αντιστοιχεί εµβαδό π,

άρα στην γωνία 0 < x < π/2 ϑα αντιστοιχεί γωνία x/2. 2

Πίσω στην Πρόταση 4.4.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 260 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μελετήστε τις λύσεις της εξίσωσης x1e1 + x2e2 + x3e3 = 0. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 261 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μελετήστε τις λύσεις της εξίσωσης x1v1 + x2v2 + x3v3 = 0. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 262 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μελετήστε τις λύσεις της εξίσωσης x1w1 + x2w2 + x3w3 = 0. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 263 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Σκεφτείτε µε ϐάση την πρόταση 5.1.4. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 264 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εκφράστε ένα στοιχείο v µε δύο διαφορετικούς τρόπους και αφαιρέστε κατά

µέλη. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.10

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 265 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για το πρώτο κοµµάτι της άσκησης ορίστε τις πράξεις στον χώρο V × W και

δείξτε ότι οι ιδιότητες του διανυσµατικού χώρου τελικά ανάγονται στις ιδιότητες των πρά-

ξεων στους χώρους V, W . Για το δεύτερο κοµµάτι ξεκινήστε µε ϐάσεις v1, . . . , vn και

w1, . . . , wm των V, W αντίστοιχα και δείξτε ότι τα στοιχεία (vi , vj) αποτελούν ϐάση του

διανυσµατικού χώρου V ×W . 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.14

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 266 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση του κριτηρίου 5.1.16 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.17

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 267 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση του κριτηρίου 5.1.16 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.18

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 268 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση του κριτηρίου 5.1.16 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.19

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 269 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε το 0 σαν άθροισµα στοιχείων του W . 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.20
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 270 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι τα στοιχεία {1, x, x2, . . . , xn} είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.21

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 271 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε χρήση του κριτηρίου 5.1.16 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.22

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 272 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆ουλέψτε µε τον ορισµό. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 273 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε τί πρέπει να ισχύει ώστε να είναι γραµµική η T−1
και εφαρµόστε την

T . Στην συνέχεια χρησηµοποιείστε το ότι η T είναι 1 − 1. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 274 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι για να προσδιοριστεί µία γραµµική απεικόνιση T από το R → R,

αρκεί να γνωρίζουµε το T (1). 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 275 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε το µηδενικό στοιχείο του V σαν άθροισµα κατάλληλων στοιχείων. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 276 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πολλαπλασιάστε τον πίνακα AB µε τον υποτιθέµενο αντίστροφό του. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.15
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 277 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησηµοποιήστε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.16
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 278 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε, ϐάσει του ορισµού, ότι η σχέση της συζυγίας είναι ανακλαστική,

µεταβατική συµµετρική 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.17

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 279 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάνοντας χρήση των πινάκων B(i0j0) µε στοιχεία

bij =

{
0 αν (i, j) , (i0, j0)
1 αν (i, j) = (i0, j0)

αποδείξτε οι Ϲητούµενοι πίνακες έχουν στοιχεία µόνο στην διαγώνιο. Στην συνέχεια να

γίνει χρήση πινάκων που να αντιµεταθέτουν τα στοιχεία της ϐάσης για να δείτε ότι όλα τα

στοιχεία της διαγωνίου είναι ίσα. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.18
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 280 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε µερικούς υπολογισµούς για να δείτε τι συµβαίνει και στην συνέχεια απο-

δείξτε ένα τύπο µε επαγωγή. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.19
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 281 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Κάντε απαλειφή του Gauß στον πίνακα A που αντιστοιχεί στην γραµµική απει-

κόνιση, και υπολογίστε τον πυρήνα. Η συνάρτηση είναι επί αν και µόνο αν για κάθε

b ∈ Rn
το σύστηµα Ax = b έχει λύση. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.26
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 282 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να υπολογιστεί ο αντίστροφος πίνακας µε την µέθοδο απαλειφής του Gauß. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.3.1

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 283 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να υπολογιστεί ο αντίστροφος πίνακας µε την µέθοδο απαλειφής του Gauß.

Χρειάζεται προσοχή για το τι αντιστρέφεται. 2

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.3.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 284 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την εξίσωση x1e1+x2e2+x3e3 = 0. Αρκεί να αποδείξουµε ότι δέχεται

σαν µοναδική λύση το x1 = x2 = x3 = 0. Πράγµατι,

x1e1 + x2e2 + x3e3 = x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1) = (x1, x2, x3),

άρα x1e1 + x2e2 + x3e3 = (0, 0, 0)⇔ x1 = x2 = x3 = 0. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.5
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 285 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την εξίσωση x1v1+x2v2+x3v3 = 0. Αρκεί να αποδείξουµε ότι δέχεται

σαν µοναδική λύση το x1 = x2 = x3 = 0. Πράγµατι,

x1v1 + x2v2 + x3v3 = (x1 + x3, x1 + 3x2, 2x1 + x2).

Το τελευταίο διάνυσµα είναι το µηδενικό αν και µόνο αν

x1 + x3 = 0
x1 + 3x2 = 0
2x1 + x2 = 0

⇔

x1 = −x3
x1 = −3x2
x1 = −

1
2 x2

.

Εύκολα παρατηρεί κανείς στο παραπάνω σύστηµα ότι µοναδική λύση είναι η x1 = x2 =

x3 = 0. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.6
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 286 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε ότι

x1w1 + x2w2 + x3w3 = (x1 + x2 + 2x3, x1 + 3x2 + 4x3, 2x1 + 4x2 + 6x3, 2x1 + 5x2 + 7x3).

Το παραπάνω διάνυσµα είναι µηδενικό αν και µόνο αν

x1 + x2 + 2x3 = 0
x1 + 3x2 + 4x3 = 0
2x1 + 4x2 + 6x3 = 0
2x1 + 5x2 + 7x3 = 0

΄Οµως το παραπάνω σύστηµα εκτός της µηδενικής, έχει σαν λύση και την x1 = 1, x2 =

1, x3 = 2, άρα τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.7
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 287 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφού τα διανύσµατα v1, v2, . . . , vn παράγουν τον χώρο V , το διάνυσµα v ∈ V ,

µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδιασµός των v1, . . . , vn, άρα τα v1, . . . , vn , v είναι

γραµµικά εξαρτηµένα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.9
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 288 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω v ∈ V , και έστω v =
∑n

i=1 λivi =
∑n

i=1 µivi , δύο διαφορετικές εκφράσεις

του v ως γραµµικός συνδιασµός των vi . Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε ότι

n∑
i=1

(λi − µi)vi = 0,

οπότε η γραµµική ανεξαρτησία των vi επιβάλει λi = µi , δηλαδή η γραφή είναι µοναδική.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.10
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 289 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ορίζουµε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό κατά συντεταγµένες, δηλαδή

+ :
{

(V ×W ) × (V ×W ) → V ×W(
(v1, w1), (v2, w2)

)
7→ (v1 + v2, w1 +w2)

και

· :
{
R × (V ×W ) → V ×W(

λ, (v, w)
)
7→ (λv, λw).

Οι ιδιότητες των πράξεων που εξασφαλίζουν ότι ο V ×W , προκύπτουν από τις ιδιότητες των

V, W . Για παράδειγµα η προσεταιριστική ιδιότητα ανάγεται στην προσεταιριστική ιδιότητα

των χώρων V, W :(
(v1, w1) + (v2, w3)

)
+ (v3, w3) = (v1 + v2, w1 +w2) + (v3, w3) =(

(v1 + v2) + v3, (w1 +w2) +w3
)
=

(
v1 + (v2 + v3), w1 + (w2 +w3)

)
=

= (v1, w1) + (v2 + v3, w2 +w3) = (v1, w1) +
(
(v2, w2) + (v3, w3)

)
.

Επιλέγουµε µία ϐάση v1, . . . , vn του V και µια ϐάση w1, . . . , wm του W . Τα στοιχεία

(vi , wj) i = 1, . . . , n, j = 1, ..., m αποτελούν ϐάση του V × W . Πράγµατι, κάθε στοιχείο

(v, w) γράφεται ως

(
n∑

i=1

λivi ,
m∑

j=1

µjwj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

λiµj(vi , wj).

Επίσης τα παραπάνω στοιχεία είναι γραµµικά ανεξάρτητα, αφού αν

n∑
i=1

m∑
j=1

λiµj(vi , wj) = (0, 0),

τότε
n∑

i=1

λiv =
m∑

j=1

µjwj = 0,

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 290 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

και λi = µj = 0 για όλα τα i, j, λόγω της γραµµικής ανεξαρτησίας των vi , wj. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.14
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε δύο συγκλίνουσες ακολουθίες (an), (bn). Είναι γνωστό ότι το άθροι-

σµα τους ϑα είναι συγκλίνουσα ακολουθία και επίσης η (`an) είναι συγκλίνουσα για κάθε

` ∈ R. Το Ϲητούµενο προκύπτει από την πρόταση 5.1.16 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.17
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Υπενθυµίζουµε ότι µία ακολουθία είναι τελικά σταθερή αν και µόνο αν υπάρ-

χει n0 ∈ N ώστε n ≥ n0 να ισχύει an = an0 . Θεωρούµε δύο τελικά σταθερές ακολουθίες

(an), (bn) δηλαδή δύο ακολουθίες (an), (bn), ώστε για κατάλληλους δείκτες n0, m0 να έ-

χουµε

an = an0 για n ≥ n0 και bn = bm0 για n ≥ m0.

Η ακολουθία (an +bn) είναι τελικά σταθερή µετά τον δείκτη max(n0, m0), και η ακολουθία

(`an) είναι προφανώς τελικά σταθερή. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.18
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρήστε ότι το άθροισµα δύο ακολουθιών που συγκλίνουν στο 0 συγκλίνει

στο 0, και αν an → 0 τότε και `an → 0 για κάθε ` ∈ R. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.19
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Έξοδος

Απόδειξη : Το W είναι µη κενό, οπότε αν x ∈ W , τότε και −x ∈ W . ΄Αρα 0 = x + (−x) ∈ W .

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.20
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εξ ορισµού ο χώρος που παράγουν οι συναρτήσεις x i
είναι διανυσµατικός

υπόχωρος του χώρου όλων των συναρτήσεων. Για να αποδείξουµε ότι οι συναρτήσεις

{1, x, x2, . . . , xn} είναι γραµµικά ανεξάρτητες ϑεωρούµε τον γραµµικό συνδιασµό

n∑
i=0

λix
i = 0.

Παρατηρούµε ότι το αριστερό µέρος της παραπάνω εξίσωσης αν κάποιο λi , 0 δεν µπορεί

να είναι ταυτοτικά ίσο µε µηδέν· αποτελεί µία πολυωνυµική συνάρτηση που έχει πεπερα-

σµένες το πλήθος ϱίζες. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.21
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να αποδείξουµε ότι το άθροισµα δύο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής

συνάρτηση και το γινόµενο συνεχούς συνάρτησης επί σταθεράς είναι συνεχής συνάρτηση.

Θα κάνουµε το πρώτο που είναι και δυσκολότερο. ΄Εστω f, g συνεχείς συναρτήσεις, δηλαδή

για κάθε συγκλίνουσα ακολουθία an → ` ∈ R, έχουµε

lim f (an) = f (lim an) και lim g(an) = g(lim an).

Παρατηρούµε ότι

lim(f + g)(an) = lim
(
f (an) + g(an)

)
= lim f (an) + lim g(an) =

= f (lim an) + g(lim an) = (f + g)(lim an),

από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.22
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν η συνάρτηση είναι γραµµική τότε

T (λv + µλw) = T (λv) + T (µw) = λT (v) + µT (w).

Αντιστρόφως αν ισχύει η (5.1) τότε για λ = µ = 1, έχουµε

T (v +w) = T (v) + T (w),

ενώ για µ = 0 έχουµε

T (λv) = λT (v),

δηλαδή η T είναι γραµµική. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2
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Έξοδος

Απόδειξη : Για να είναι γραµµική η T−1
ϑα πρέπει για κάθε w1, w2 ∈ W και για κάθε

λ, µ ∈ R, να ισχύει :

T−1(λw1 + µw2) = λT−1(w1) + µT−1(w2).

Αν εφαρµόσουµε την T στο πρώτο µέλος της παραπάνω ισότητας έχουµε

T
(
T−1(λw1 + µw2)

)
= λw1 + µw2.

Αν την εφαρµόσουµε στο δεύτερο µέλος της παραπάνω ισότητας έχουµε

T
(
λT−1(w1) + µT−1(w2)

)
= λTT−1(w1) + µTT−1(w2) = λw1 + µw2.

΄Αρα τα δύο µέλη της Ϲητούµενης ισότητας απεικονίζονται στην ίδια τιµή µέσω της T , οπότε

αφού η T είναι 1-1 προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε µία γραµµική απεικόνιση T : R→ R. Η τιµή της στο x ∈ R, δίνεται

από

T (x) = T (x · 1) = xT (1),

όπου T (1) ∈ R. ΄Αρα οι γραµµικές συναρτήσεις είναι οι συναρτήσεις τις µορφής

x 7→ ax,

όπου το a διατρέχει το R. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ V , έχουµε T (0) = T (x − x) = T (x) − T (x) = 0. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι

AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 = In.

Οµοίως

B−1A−1AB = B−1InB = BB−1 = In.

2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.15
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Έξοδος

Απόδειξη : Για n = 1, αυτό που Ϲητούµε είναι προφανές. Ας υποθέσουµε ότι ισχύει για

n = k δηλαδή ότι ισχύει Ak = Q−1BkQ, και ας υπολογίσουµε

Ak+1 = AkA = (Q−1BkQ)Q−1BQ = Q−1Bk(QQ−1)BQ = Q−1Bk+1Q,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.16
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για την ανακλαστική σχέση, παρατηρούµε ότι κάθε πίνακας είναι συζυγής

µε τον ευατό του. Πράγµατι, αρκεί να πάρουµε σαν Q τον In. Για να αποδείξουµε την

ανακλαστική σχέση ϑα πρέπει να δείξουµε ότι αν ο A είναι συζυγής µε τον B τότε και ο

B είναι συζυγής µε τον A. Πράγµατι, έστω ότι υπάρχει αντιστρέψιµος πίνακας Q, ώστε

A = Q−1BQ. Πολλαπλασιάζοντας την προηγούµενη σχέση από αριστερά µε Q και απο

δεξιά µε Q−1
έχουµε

QAQ−1 = Q(Q−1BQ)Q−1 = QQ−1BQQ−1 = B,

δηλαδή το Ϲητούµενο. Τέλος για την µεταβατική ιδίοτητα, ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι

αν ο πίνακας A είναι συζυγής µε τον B και αν ο B είναι συζυγής µε τον C, τότε και ο A
είναι συζυγής µε τον C. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν Q, R, ώστε A = Q−1BQ και B = R−1CR.

Αντικαθιστώντας από την µία σχέση στην άλλη έχουµε ότι

A = Q−1R−1CRQ = (RQ)−1CRQ

(δες και άσκηση 5.2.15) άρα ο A είναι συζυγής µε τον C. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.17
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω A ο Ϲητούµενος πίνακας µε στοιχεία aij. Θεωρούµε τους πίνακες B(i0j0)
µε στοιχεία

bij =

{
0 αν (i, j) , (i0, j0)
1 αν (i, j) = (i0, j0)

Θα αποδείξουµε πρώτα ότι aij = 0 αν i , j. Θεωρούµε i0 , j0 και υπολογίζουµε τους

πίνακες 
0 · · · 0 a1i0 0 · · · 0
0 · · · 0 a2i0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 ani0 0 · · · 0

 = AB(i0j0) =

B(i0j0)A =



0 · · · 0
... 0
0 · · · 0

a1j0 · · · anj0

0 · · · 0
... 0
0 · · · 0


Από όπου προκύπτει ότι aij , 0 αν και µόνο αν i = j. Θεωρούµε τώρα τον ταυτοτικό

πίνακα και αντιµεταθέτουµε την i-γραµµή µε την j-γραµµή, ονοµάζουµε τον πίνακα που

προκύπτει S(ij). Αν ο A διαγώνιος πίνακας µε λ1, . . . , λn στην διαγώνιο, δηλαδή, τότε ο

πίνακας SAS−1
είναι ένας πίνακας που το λi στοιχείο έχει αλλάξει ϑέση µε το λj (γιατί ;)

και επιπλέον είναι ίσος µε τον A. ΄Αρα όλα τα στοιχεία στην διαγώνιο είναι ίσα, δηλαδή το

Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.18
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Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι

A2 =

(
λ2 2λ
0 λ2

)
.

Θα αποδείξουµε µε επαγωγή ότι

An =

(
λn nλn−1

0 λn

)
.

Για n = 1 ισχύει, υποθέτουµε ότι ισχύει για n = k και ϐάσει της υπόθεσης αυτής ϑα

αποδείξουµε τον τύπο για n = k + 1.

Ak+1 = AkA = An =

(
λk kλk−1

0 λk

) (
λ2 2λ
0 λ2

)
=

(
λk+1 (k + 1)λk

0 λk+1

)
,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.19
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω A ο n × n πίνακας που αντιστοιχεί στην γραµµική απεικόνιση. Παρα-

τηρούµε ότι για να µην είναι η γραµµική συνάρτηση ένα προς ένα πρέπει και αρκεί το

σύστηµα Ax = 0 να επιδέχεται εκτός της τετριµµένης (x = 0) και άλλες λύσεις. Εκτε-

λώντας την µέθοδο της απαλειφής του Gauß παρατηρούµε ότι ο πίνακας A µπορεί να

µετασχηµατιστεί µε τη χρήση στοιχειωδών µετασχηµατισµών γραµµών σε ένα πίνακα A′

της µορφής 

d1 ∗ ∗ · · · ∗

0 d2
. . .

. . .
...

... 0
. . . ∗ ∗

0 0 dn−1 ∗

0 0 · · · 0 dn


Το σύστηµα έχει µοναδική λύση την x = 0 αν και µόνο αν di , 0 για κάθε i = 1, . . . , n. Σε

αυτή την περίπτωση όποιο και να είναι το διάνυσµα στήλη b που ϑα τοποθετήσουµε στον

επαυξήµενο πίνακα προκειµένου να λύσουµε το µη οµογενές σύστηµα Ax = b µπορούµε

να δούµε ότι ϑα έχουµε λύση, δηλαδή η γραµµική συνάρτηση είναι επί.

Αντιστρόφως αν η συνάρτηση είναι επί τότε δεν µπορεί το dn να είναι µηδέν γιατί τότε το

σύστηµα

A


x1
...

xn

 =

b1
...

bn

 ,

δεν ϑα είχε λύση για bn , 0. Παρατηρούµε τώρα ότι ούτε το dn−1 ϑα µπορούσε να είναι 0
αφού τότε η εξίσωση

dn−1xn−1 = bn−1 − xn−1a′n−1,n

δεν ϑα είχε λύση αν διαλέγαµε το bn−1 ώστε bn−1 − xn−1a′n−1,n. Συνεχίζοντας αναδροµι-

κά ϐλέπουµε ότι όλα τα di είναι διαφορετικά του µηδενός και άρα το οµογενές σύστηµα

Ax = 0 έχει µοναδική λύση την τετριµµένη, δηλαδή η γραµµική συνάρτηση είναι ένα
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Σελίδα 307 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

προς ένα. 2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.26
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Σελίδα 308 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑεωρούµε τον πίνακα
1 3 5 7 1 0 0 0
5 4 1 10 0 1 0 0
9 −1 0 3 0 0 1 0
10 0 13 1 0 0 0 1


Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε −5 και την προσθέτουµε στην δεύτερη την

πρώτη γραµµή µε −9 και την προσθέτουµε στην τρίτη, την πρώτη γραµµή µε −10 και την

προσθέτουµε στην τέταρτη για να πάρουµε
1 3 5 7 1 0 0 0
0 −11 −24 −25 −5 1 0 0
0 −28 −45 −60 −9 0 1 0
0 −30 −37 −69 10 0 0 1


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε − 28

11 και προσθέτουµε στην

τρίτη, την δεύτερη γραµµή µε − 30
11 και προσθέτουµε στην τέταρτη για να πάρουµε

1 3 5 7 1 0 0 0
0 −11 −24 −25 −5 1 0 0
0 0 177

11
40
11

41
11 − 28

11 1 0
0 0 313

11 − 9
11

40
11 − 30

11 0 1


Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε − 311

177 για να πάρουµε
1 3 5 7 1 0 0 0
0 −11 −24 −25 −5 1 0 0
0 0 177

11
40
11

41
11 − 28

11 1 0
0 0 0 − 1283

177 − 523
177

314
177 − 313

177 1
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Σελίδα 309 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία γραµµή µε − 177
1283 για να πάρουµε

1 3 5 7 1 0 0 0
0 −11 −24 −25 −5 1 0 0
0 0 177

11
40
11

41
11 − 28

11 1 0
0 0 0 1 523

1283 − 314
1283

313
1283 − 177

1283


Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την τελευταία γραµµή µε − 40

11 και την προσθέτουµε στην

τρίτη, την τελευταία γραµµή µε 25 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και την τελευταία

µε −7 και την προσθέτουµε στην πρώτη για να πάρουµε
1 3 5 0 − 2378

1283
2198
1283 − 2191

1283
1239
1283

0 −11 −24 0 6660
1283 − 6567

1283
7825
1283 − 4425

1283
0 0 177

11 0 31683
14113 − 2124

1283
1593
14113

7080
14113

0 0 0 1 523
1283 − 314

1283
313
1283 − 177

1283


Πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε

11
177 για να πάρουµε

1 3 5 0 − 2378
1283

2198
1283 − 2191

1283
1239
1283

0 −11 −24 0 6660
1283 − 6567

1283
7825
1283 − 4425

1283
0 0 1 0 179

1283 − 132
1283

9
1283

40
1283

0 0 0 1 523
1283 − 314

1283
313
1283 − 177

1283


Τώρα πολλαπλασιάζουµε την τρίτη γραµµή µε 24 και την προσθέτουµε στην δεύτερη και

την τρίτη γραµµή µε −5 και την προσθέτουµε στην πρώτη για να πάρουµε
1 3 0 0 − 3273

1283
2858
1283 − 2236

1283
1039
1283

0 −11 0 0 10956
1283 − 9735

1283
8041
1283 − 3465

1283
0 0 1 0 179

1283 − 132
1283

9
1283

40
1283

0 0 0 1 523
1283 − 314

1283
313
1283 − 177

1283
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Βασική Θεωρία Συνόλων
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Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 310 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε − 1
11 για να πάρουµε

1 3 0 0 − 3273
1283

2858
1283 − 2236

1283
1039
1283

0 1 0 0 − 996
1283

885
1283 − 731

1283
315
1283

0 0 1 0 179
1283 − 132

1283
9

1283
40

1283
0 0 0 1 523

1283 − 314
1283

313
1283 − 177

1283


Τέλος πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −3 και την προσθέτουµε στην πρώτη

1 0 0 0 − 285
1283

203
1283 − 43

1283
94

1283
0 1 0 0 − 996

1283
885
1283 − 731

1283
315
1283

0 0 1 0 179
1283 − 132

1283
9

1283
40

1283
0 0 0 1 523

1283 − 314
1283

313
1283 − 177

1283


΄Αρα ο αντίστροφος πίνακας είναι ο

− 285
1283

203
1283 − 43

1283
94

1283
− 996

1283
885
1283 − 731

1283
315
1283

179
1283 − 132

1283
9

1283
40

1283
523
1283 − 314

1283
313
1283 − 177

1283


2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.3.1
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Βασική Θεωρία Συνόλων
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Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 311 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να υπολογίσουµε τον αντίστροφο πίνακα ϑα πρέπει να δουλέψουµε µε τον

2 × 4 πίνακα (
a b 1 0
c d 0 1

)
∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

1. a , 0. Στην περίπτωση αυτή πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε − c
a και την

προσθέτουµε στην δεύτερη για να πάρουµε(
a b 1 0
0 da−bc

a − c
a 1

)
Αν τώρα η ποσότητα da − bc = 0 τότε δεν υπάρχει αντίστροφος αφού η εξίσωση που

προκύπτει από την τελευταία σειρά δεν έχει λύση. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι da −bc , 0.

Μπορούµε λοιπόν να πολλαπλασιάσουµε την τελευταία γραµµή µε
a

da−bc για να πάρουµε(
a b 1 0
0 1 − c

da−bc
a

da−bc

)
Τώρα πολλαπλασιάζουµε την δεύτερη γραµµή µε −b και την προσθέτουµε στην πρώτη

για να πάρουµε (
a 0 1 + bc

da−bc − ba
da−bc

0 1 − c
da−bc

a
da−bc

)
Στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε

1
a και καταλήγουµε στον πίνακα(

1 0 d
da−bc − b

da−bc
0 1 − c

da−bc
a

da−bc

)
Συνεπώς ο αντίστροφος πίνακας είναι ο

A−1 =
1

da − bc

(
d −b
−c a

)
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 312 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

2. Σε αυτή την περίπτωση υποθέτουµε ότι a = 0, δηλαδή ϑα δουλέψουµε µε τον πίνακα(
0 b 1 0
c d 0 1

)
Αντιµεταθέτουµε τις δύο γραµµές για να πάρουµε(

c d 0 1
0 b 1 0

)
Αν b = 0 τότε η εξίσωση που προκύπτει από την τελευταία γραµµή δεν έχει λύση. Υποθέ-

τουµε λοιπόν ότι b , 0. Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία γραµµή µε
1
b για να πάρουµε(

c d 0 1
0 1 1

b 0

)
Πολλαπλασιάζουµε την τελευταία γραµµή µε −d και την προσθέτουµε στην πρώτη(

c 0 −d
b 1

0 1 1
b 0

)
Αν c = 0 τότε η εξίσωση που προκύπτει από την πρώτη γραµµή δεν έχει λύση, υποθέτουµε

λοιπόν ότι c , 0 και πολλαπλασιάζουµε την πρώτη γραµµή µε
1
c για να πάρουµε(

1 0 − d
bc

b
bc

0 1 1
b 0

)
Παρατηρούµε ότι και σε αυτή την περίπτωση η συνθήκη αντιστρεψιµότητας είναι η 0 ,
bc = ad − bc και ότι και πάλι ο αντίστροφος πίνακας δίνεται από τον τύπο

A−1 =
1

da − bc

(
d −b
−c a

)
2

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.3.2
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 313 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι τα διανύσµατα v1, . . . , vn, άρα εξ•ορισµού υπάρχουν x1, . . . , xn,

όχι όλα µηδέν, ώστε

x1v1 + · · · + xnvn = 0.

Αν το xi , 0, τότε το vi γράφεται ως

vi =

n∑
ν=1,ν,i

xνvν.

Αντιστρόφως αν το vi µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδιασµός των v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn

στην παρακάτω µορφή

vi =

n∑
ν=1,ν,i

λνvν,

τότε τα xν = λν για ν , i, και xi = −1, αποτελούν µία τετριµµένη λύση της

x1v1 + · · · + xnvn = 0.

2

Πίσω στην Πρόταση 5.1.4
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J I

Σελίδα 314 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε πρώτα ότι αν ένας χώρος παράγεται από n το πλήθος στοιχεία,

τότε οποιαδήποτε n + 1 από αυτά είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Θα κάνουµε επαγωγή στο

n. ΄Εστω ένας διανυσµατικός χώρος που παράγεται από ένα στοιχείο το v. Τότε αν w1, w2
είναι δύο διαφορετικά στοιχεία του V , µπορούµε να τα γράψουµε στην µορφή:

w1 = λ1v, w2 = λ2v,

όπου δεν είναι ταυτόχρονα λ1 = λ2 = 0. Τότε

λ2w1 + (−λ1w2) = 0,

άρα w1, w2 γραµµικά εξαρτηµένα.

΄Εστω ένας διανυσµατικός χώρος V που παράγεται από n το πλήθος στοιχεία v1, . . . , vn,

και έστω w1, . . . , wn+1 τυχαία διανύσµατα στον V . Τα διανύσµατα αυτά γράφονται ως

w1 =
∑n−1

i=1 a1,ivi + a1,nvn

w2 =
∑n−1

i=1 a2,ivi + a2,nvn
...

wn+1 =
∑n−1

i=1 a(n+1),ivi + a(n+1),nvn

.

Αν όλα τα ain = 0, τότε τα wi ανήκουν στον χώρο που παράγουν τα v1, . . . , vn−1 και

από την επαγωγική υπόθεση είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Μπορούµε να υποθέσουµε

λοιπόν, ότι υπάρχει ένα ai,n , 0. Αναδιατάσσοντας τα wi , µπορούµε χωρίς περιορισµό

της γενικότητας να υποθέσουµε ότι a1,n , 0. Τότε τα n το πλήθος στοιχεία της µορφής,

w2 −
a2,n

a1,n
w1, . . . , wn+1 −

a(n+1),n

a1,n
w1,

ανήκουν στον χώρο που παράγουν τα v1, . . . , vn−1 και από την επαγωγική υπόθεση είναι

γραµµικά εξαρτηµένα άρα υπάρχουν λ1, . . . , λn όχι όλα µηδέν ώστε

0 =
n+1∑
i=2

λi(wi −
ai,n

a1,n
w1),
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Σελίδα 315 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

οπότε

0 =
n+1∑
i=2

−λi
ai,n

a1,n
w1 + λ2w2 + · · · + λn+1wn+1,

δηλαδή τα w1, . . . , wn+1 είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

΄Αµεση συνέπεια του παραπάνω είναι ότι δεν είναι δυνατόν να υπάρξουν δύο διαφορετι-

κές ϐάσεις ενός διανυσµατικού χώρου µε διαφορετικό πλήθος στοιχείων. Πράγµατι αν

v1, . . . , vn και w1, . . . , wm ήταν δύο ϐάσεις µε n < m, τότε αφού ο χώρος παράγεται από

n στοιχεία (τα v1, . . . , vn είναι ϐάση) τα w1, . . . , wm είναι γραµµικά εξαρτηµένα, άτοπο.

2

Πίσω στην Πρόταση 5.1.12
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Σελίδα 316 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι ο πίνακας (aij) ορίστηκε από τη σχέση

T (vi) =
m∑

ν=1

wνaνi ,

ενώ ο πίνακας bij ορίστηκε από τη σχέση

S(wj) =
∑̀
µ=1

uµbµj.

Συνεπώς η τιµή του S ◦ T στα στοιχεία της ϐάσης BV , που ορίζει τον πίνακα (cij) δίνεται

από:

S
(
T (vi)

)
= S

 m∑
ν=1

wνaνi

 = m∑
ν=1

aνiS(wν) =

=

m∑
ν=1

aνi

∑̀
µ=1

bµνuµ =
∑̀
µ=1

 m∑
ν=1

bµνaνi

 uµ =
∑̀
µ=1

cµiuµ ,

από όπου προκύπτει ότι

cµi =

m∑
ν=1

bµνaνi ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.8
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Σελίδα 317 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την ϐάση BV = {v1, . . . , vn}. ΄Εστω (δij) ο πίνακας που αντιστοιχεί

στην I ως προς την ϐάση BV στο πεδίο ορισµού και στο σύνολο τιµών. Η ταυτοτική

συνάρτηση στο i στοιχείο της ϐάσης δίνει

I(vi) = vi =

n∑
ν=1

vνδνi ,

από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.10
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Σελίδα 318 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι η γραµµική απεικόνιση TA : V → V , που αντιστοιχεί στον

πίνακα A είναι ένα προς ένα και επί. Αυτό συνεπάγεται ότι η γραµµική απεικόνιση TA

είναι αντιστρέψιµη, άρα υπάρχει µία απεικόνιση T−1
A (η οποία είναι και αυτή γραµµική)

ώστε

TA ◦ T−1
A = T−1

A ◦ TA = IV .

Το Ϲητούµενο προκύπτει από τις προτάσεις 5.2.8,5.2.10.

Αντιστρόφως αν ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή υπάρχει πίνακας A−1
ώστε

AA−1 = A−1A = In, τότε ο πίνακας A−1
αντιστοιχεί σε γραµµική απεικόνιση T−1

A που λόγω

των προτάσεων 5.2.8,5.2.10 είναι η αντίστροφη της TA. 2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.12
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι το ker(T ) είναι διανυσµατικός υπόχωρος του V , αρκεί

να δείξουµε ότι για κάθε λ ∈ R και για κάθε v1, v2 ∈ V ισχύει ότι λv1 ∈ ker(T ) και

v1 + v2 ∈ ker(T ), δηλαδή ότι (T (λv1) = 0 και T (v1 + v2) = 0. ΄Οµως

T (λv1) = λT (v1) = λ0 = 0,

και

T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) = 0 + 0 = 0,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

Οµοίως για να δείξουµε ότι Im(T ) είναι διανυσµατικός υπόχωρος του W ϑα πρέπει να

δείξουµε ότι για κάθε λ ∈ R και για κάθε w1, w2 ∈ Im(T ) ισχύει ότι λw1 ∈ Im(T ) και

w1 + w2 ∈ Im(T ). ΄Οµως αφού w1, w2 ∈ Im(T ), υπάρχουν στοιχεία v1, v2 ∈ V ώστε

T (v1) = w1 και T (v2) = w2, άρα

Im(T ) 3 T (λv1) = λT (v1) = λw1

και

Im(T ) 3 T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) = w1 +w2.

2

Πίσω στο Λήµµα 5.2.14
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 320 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι αρκεί να αποδείξουµε το Ϲητούµενο για πίνακες που προκύ-

πτει ο ένας από τον άλλο µε µία µόνο στοιχειώδη πράξη γραµµών.

΄Ετσι το Ax = 0 αν και µόνο αν για κάθε 1 ≤ i ≤ n ισχύει

m∑
ν=1

aiνxν = 0,

από όπου ϐλέπουµε άµεσα ότι η πρώτη και η δεύτερη στοιχειώδης πράξη γραµµών δεν αλ-

λάζουν τον χώρο λύσεων του οµογενούς συστήµατος. Η τρίτη στοιχειώδης πράξη γραµµών

αντιστοιχεί στο να πολλαπλασιάσουµε την i-εξλίσωση µε λ ∈ R\{0} και να την προσθέ-

σουµε στην j-εξίσωση το οποίο επίσης δεν αλλοιώνει τον χώρο λύσεων. 2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.22
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 321 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x1, x0 δύο λύσεις του µη οµογενούς συστήµατος. Παρατηρούµε ότι η

διαφορά τους ικανοποιεί το οµογενές σύστηµα Ax = 0 αφού:

A(x1 − x0) = Ax1 − Ax0 = b − b = 0.

Συνεπώς η τυχαία λύση x1 του µη οµογενούς συστήµατος γράφεται ως

x1 = x0 + x, µε Ax = 0.

2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.23
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 322 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τον m×n πίνακα A ο οποίος έχει σαν στήλες τις a1, . . . , an
και ορίζει

γραµµική απεικόνιση Rn → Rm
. Η εικόνα της παραπάνω απεικόνισης ταυτίζεται µε τον

υπόχωρο V του Rm
που παράγουν οι στήλες a1, . . . , an

.

Είναι σαφές ότι µία αντιµετάθεση των στηλών δεν αλλάζει τον χώρο που παράγουν οι

στήλες. Αν τώρα v ∈ V , δηλαδή

v =
n∑

ν=1

xνaν,

τότε

v =
n∑

ν=1,ν,j

xνaν +
xj

λ
λa j,

δηλαδή ο πολλαπλασιασµός της στήλης a j
µε το λ ∈ R, λ , 0, δεν αλλάζει τον υπόχωρο

V . Τέλος, αν

v =
n∑

ν=1

xνaν,

τότε το

v =
n∑

ν=1,ν,i,ν,j

xνaν − λaix
i + (λai + aj)x j

δηλαδή αν αντικαταστήσουµε την στήλη a j
µε την λa i + a j

τότε και πάλι ο χώρος που

παράγουν οι στήλες δεν αλλάζει. 2

Πίσω στην Πρόταση 5.2.25
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 323 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύσεις των Ασκήσεων

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού ∅ ∈ {∅}, δηλαδή το {∅} περιέχει ένα στοιχείο.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 324 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, αφού το κενό είναι υποσύνολο κάθε συνόλου.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 325 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού το κενό σύνολο στο δεξί κοµάτι δεν περιέχει κανένα

στοιχείο, ούτε το κενό.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 326 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, το σύνολο {∅}, έχει ως στοιχεία του σύνολα και περιέχει ένα

µόνο σύνολο το ∅.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 327 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό αφού το κενό είναι υποσύνολο κάθε συνόλου. .

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 328 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού το P(A) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}, και για παράδειγµα

∅ ∈ P(A), ενώ ∅ < A.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 329 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού αν A∩B , ∅, τότε τα στοιχεία της τοµής στον παραπάνω

υπολογισµό τα µετράµε δύο ϕορές, µια ϕορά σαν στοιχεία του A και µια ϕορά σαν στοιχεία

του B. Το σωστό πλήθος των στοιχείων της ένωσης δίνεται από τον τύπο n +m − k, όπου

k είναι το πλήθος των στοιχείων της τοµής.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 330 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω παράδειγµα: Αν A = {1, 2}
τότε P(A) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}} και {2} ∈ P(A), ενώ {2} δεν είναι υποσύνολο του P(A) αφού

2 ∈ {2} αλλά 2 < P(A).
Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 331 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού ∅ ∈ P(A) και επιπλέον ∅ ⊂ P(A).
Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 332 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, αφού αν A = ∅ τότε X\∅ = X . Αντιστρόφως αν X\A = X , και

A , ∅, τότε υπάρχει x ∈ A, και από τον ορισµό της διαφοράς X\A δεν περιέχει το x, άρα

δεν µπορεί να ισχύει η ισότητα X\A = X . Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 333 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Το κενό σύνολο είναι υποσύνολο του A, άρα ανήκει στο σύνολο

P(A), των υποσυνόλων του A. Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 334 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Ναι είναι πρόταση και µάλιστα ψευδής.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 335 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: ∆εν είναι πρόταση, δεν µπορεί να χαρακτηριστεί ως αληθής ή

ψευδής. Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 336 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Ναι είναι πρόταση και µάλιστα ψευδής.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 337 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: ∆εν είναι πρόταση γιατί εκφράζει υποκειµενική άποψη.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 338 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: ∆εν είναι γράφηµα συνάρτησης αφού το 2 δεν απεικονίζεται που-

ϑενά.

Τέλος λύσης
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 339 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: ∆εν είναι γράφηµα συνάρτησης αφού το 1 απεικονίζεται σε δύο

στοιχεία.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 340 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Είναι γράφηµα συνάρτησης, αφού ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις

του ορισµού συνάρτησης.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 341 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Αυτό δεν είναι σωστό αν το A είναι άπειρο σύνολο. ΄Ενα παράδειγµα

συνάρτησης που είναι 1-1 αλλά όχι επί ϑα κατασκευάσουµε σε επόµενο κεφάλαιο. Πρό-

κειτε για την συνάρτηση ex : R→ R.

Τέλος λύσης
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Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 342 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Αυτό δεν είναι σωστό αν το A είναι άπειρο σύνολο. ΄Ενα παράδειγµα

συνάρτησης που είναι επί αλλά όχι ένα προς ένα είναι η f : A → A, µε f (x) = 2x2 − 1,

όπου A = {x ∈ R : −1 ≤ x ≤ 1}. Η απόδειξη ότι η συνάρτηση είναι επί χρησιµοποιεί το

αξίωµα της πληρότητας και ϑα την δούµε σε επόµενα µαθήµατα.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 343 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Παρατηρούµε ότι an+1 − an = 1 ≥ 0, άρα η ακολουθία είναι

αύξουσα.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών

Ακολουθίες και Σύγκλιση

Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 344 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Παρατηρούµε ότι an+1 −an = (n +1)3 −n3 = 3n2 +3n +1 ≥ 0, άρα

η ακολουθία είναι αύξουσα.

Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr


Βασική Θεωρία Συνόλων

Σύνολα Αριθµών
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Πραγµατικές Συναρτήσεις

Βασική Γραµµική Άλγεβρα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 345 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η παραπάνω ακολουθία δεν είναι ούτε άυξουσα ούτε ϕθίνουσα

αφού a2n > a2n−1 και a2n+1 < a2n.

Τέλος λύσης
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Πρώτη Σελίδα

JJ II
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Σελίδα 346 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η πρόταση είναι σωστή. Πράγµατι η (an) είναι αύξουσα αν και

µόνο αν an+1 ≥ an ⇔ −an+1 < −an το οποίο συµβαίνει αν και µόνο αν η (−an) είναι

ϕθίνουσα.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η ακολουθία είναι σταθερά ίση µε 4, οπότε είναι ϕραγµένη και ένα

κάτω ϕράγµα της είναι, για παράδειγµα, το 1 ενώ ένα άνω ϕράγµα είναι το 5.

Τέλος λύσης
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Σελίδα 348 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η ακολουθία είναι ϕραγµένη αφού 0 < 1/n < 1 (γιατί ;).

Τέλος λύσης
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Σελίδα 349 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η ακολουθία είναι ϕραγµένη κάτω από το 0, αλλά δεν µπορεί να

είναι ϕραγµένη πάνω. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας πραγµατικός M ώστε

n3 < M για όλους τους ϕυσικούς αριθµούς n ∈ N. Παρατηρούµε ότι M < [M] + 1 <
([M] + 1)3

, για τον ϕυσικό αριθµό n = [M] + 1, άτοπο.

Τέλος λύσης
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Σελίδα 350 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Ο ορισµός αυτός δεν είναι ισοδύναµος µε τον ορισµό σύγκλισης

ακολουθίας γιατί επιτρέπεται στο να πάρει την τιµή = 0. Οι ακολουθίες που ικανοποιούν

τον ορισµό είναι κατανάγκην «τελικά σταθερές» δηλαδή για n > n0 έχουµε an = an0 . ΄Ετσι

η (1/n) δεν συγκλίνει στο µηδέν µε ϐάση τον παραπάνω ορισµό.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Οι ορισµοί είναι ισοδύναµοι ! Αν µία ακολουθία ικανοποιεί τον

«κανονικό» ορισµό τότε ικανοποιεί και τον παραπάνω ορισµό, ενώ αντιθέτως αν µια ακο-

λουθία ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό και έστω > 0. Εφαρµόζουµε τον παραπάνω

ορισµό για /2 και έχουµε |an − `| ≤ /2 < για κάθε n > n0().
Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Είναι σαφές ότι αν µια ακολουθία συγκλίνει µε τον «κλασικό»

ορισµό τότε συγκλίνει και µε τον παραπάνω. Αντιστρόφως αν µια ακολουθία συγκλίνει

µε τον παραπάνω ορισµό και έστω > 0 πραγµατικός αριθµός. Από την άσκηση 2.2.8

υπάρχει ϱητός 1 ώστε 0 < 1 < .

Οπότε εφαρµόζοντας τον παραπάνω ορισµό για τον ϑετικό ϱητό 1 έχουµε |an − `| < 1 < ,

δηλαδή το Ϲητούµενο.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Η ακολουθία an = (−1)n
είναι ϕραγµένη αλλά όχι συγκλίνουσα.

Τέλος λύσης
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Σελίδα 354 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Αρκεί να ϑεωρήσουµε την ακολουθία (−an) η οποία είναι αύξουσα

και άνω ϕραγµένη και άρα συγκλίνει(γιατί ;).

Τέλος λύσης
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Σελίδα 355 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, αφού αν x = a
b και y = c

d είναι δύο ϱητοί αριθµοί (a, b, c, d ∈
Z) τότε και το άθροισµα τους ϑα είναι ϱητός x + y = ad+cb

bd .

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό. Υποθέτουµε ότι x ∈ Q και y ∈ R\Q και ας υποθέσουµε, για

να καταλήξουµε σε άτοπο, ότι x +yQ. Τότε y = (x +y)+ (−x) είναι το άθροισµα δύο ϱητών

και ϑα έπρεπε το y να είναι ϱητός, άτοπο. Τέλος λύσης

http://www.math.aegean.gr
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Σελίδα 357 από 322

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού για παράδειγµα ο

√
2 είναι άρρητος, άλλα και ο

1 −
√

2 είναι άρρητος (γιατί ;). Το άθροισµα τους είναι όµως 1 ∈ Q.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού για παράδειγµα ο

√
2 είναι άρρητος, και έχουµε ότι√

2 +
√

2 = 2
√

2 ο οποίος είναι άρρητος (γιατί ;)

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού για παράδειγµα ο

√
2 είναι άρρητος, και έχουµε ότι√

2 +
√

2 = 2
√

2 ο οποίος είναι άρρητος (γιατί ;)

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, αφού αν x ∈ R µπορούµε να ϑεωρήσουµε την ακολουθία

των ϱητών προσεγγύσεων του an =
[10nx]

10n Παρατηρούµε ότι an ∈ Q και ότι

x − an <
1

10n
→ 0.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό, έστω x ∈ R, ϑεωρούµε το x −
√

2 και διαλέγουµε µία

ακολουθία ϱητών (an) µε an → x −
√

2. Η ακολουθία (bn) µε γενικό όρο bn = an +
√

2
είναι µία ακολουθία αρρήτων η οποία συγκλίνει στο x.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Υπάρχει ακολουθία άρρητων αριθµών (an)
η οποία να συγκλίνει στο (x + y)/2 ισχύει :

x <
x + y

2
< y

Από τον ορισµό σύγκλισης της ακολουθίας an →
x+y

2 έχουµε ότι για =
x+y

4 , όλοι οι

όροι της ακολουθίας από ένα n0 και µετά ϑα είναι µέσα στο διάστηµα (x, y), από όπου

προκύπτει το Ϲητούµενο.

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού για παράδειγµα στον γραµµικό χώρο Rn
, τα διανύ-

σµατα

(1, 0, . . . , 0), (2, 0, . . . , 0), . . . , (n, 0, . . . , 0)

Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Λάθος, αφού από τον ορισµό της ϐάσης, αυτή αποτελείται από n το

πλήθος γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα. Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστό. Αν σε ένα χώρο V έχουµε m γραµµικά ανεξάρτητα διανύ-

σµατα µε m > n τότε αυτά τα διανύσµατα ϑα παράγουν ένα υπόχωρο W , µε W ⊆ V , και

συνεπώς dim W ≤ dim V = n. ΄Οµως η διάσταση του W είναι m, αφού παράγεται από m
το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα, άτοπο. Τέλος λύσης
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λύση της ΄Ασκησης: Σωστά, γιατί σε αυτή την περίπτωση η αντίστοιχη γραµµική απει-

κόνιση είναι επί. Μάλιστα η λύση δίνεται από το x = A−1b
Τέλος λύσης
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