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Ομιλία 1

Τι πραγματικά είναι ένας
πίνακας και η ορίζουσά του;

Αντώνης Τσολομύτης

Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
atsol@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: -

1.1 Τι συμβαίνει όταν πολλαπλασιάσουμε με 2 όλα
τα διανύσματα;

• Διαστολή του χώρου επί 2

•
2 ⋅ ( 𝑥

𝑦)
ορσ= (2𝑥

2𝑦) .

Παρατƞρήστε όμως ότι ( 𝑥
𝑦 ) = 𝑥 ( 1

0 ) + 𝑦 ( 0
1 ). Άρα

2 ⋅ ( 𝑥
𝑦) = 2𝑥(10) + 2𝑦 (01) = 𝑥(2(10)) + 𝑦 (2(01)) .

Δƞλαδή το πού θα καταλήξει ƞ εικόνα του ( 𝑥
𝑦 ) καθορίζεται πλήρως

από το που θα απεικονιστούν τα διανύσματα 𝑒1 = ( 1
0 ) και 𝑒2 = ( 0

1 )
(τα οποία στο προƞγούμενο παράδειγμα απεικονίζονται στα ( 2

0 ) και
( 0
2 )).

1

mailto:atsol@aegean.gr


2 ΟΜΙΛΙΑ 1. ΤΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑƩ ΠΙΝΑΚΑƩ;

Από τις εικόνες των 𝑒1 και 𝑒2, δƞλαδή τα ( 2
0 ) και ( 0

2 ), αφού αυτές
καθορίζουν πλήρως τƞν εικόνα του γενικού διανύσματος ( 𝑥

𝑦 ), φτιάχνουμε
το σύμβολο ( 2 0

0 2 ) και το θεωρούμε τον «τύπο» του μετασχƞματισμού !
Έτσι,

( 2 0
0 2 )(( 𝑥

𝑦))
ορσ= (2𝑥

2𝑦) .

Προσοχή το εξής: ƞ παραπάνω σχέσƞ δεν είναι το αποτέλεσμα (τουλά-
χιστον προς το παρόν) κάποιου «πολλαπλασιασμού», αλλά ƞ εξ ορισμού
επίδρασƞ του μετασχƞματισμού με σύμβολο το ( 2 0

0 2 ) στο διάνυσμα ( 𝑥
𝑦 ).

Γενικεύουμε αυτή τƞν ιδιότƞτα φτιάχνοντας μετασχƞματισμούς που κα-
θορίζονται από το σε ποια διανύσματα απεικονίζονται τα 𝑒1 και 𝑒2. Έτσι
αν το 𝑒1 απεικονίζεται στο ( 𝑎

𝑏 ) και το 𝑒2 απεικονίζεται στο ( 𝑐
𝑑 ) τότε το

διάνυσμα ( 𝑥
𝑦 ), επειδή ισούται με 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2 θέλουμε να απεικονιστεί στο

𝑥 ( 𝑎
𝑏) + 𝑦 (𝑐𝑑) = (𝑎𝑥 + 𝑐𝑦

𝑏𝑥 + 𝑑𝑦) .

Ʃε αυτόν τον μετασχƞματισμό λοιπόν φυσιολογικά αποδίδουμε το σύμ-
βολο

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) ,

βάζοντας «μαζί» τις εικόνες των 𝑒1 και 𝑒2. Άρα ισχύει

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 )(( 𝑥

𝑦)) = (𝑎𝑥 + 𝑐𝑦
𝑏𝑥 + 𝑑𝑦) .

Τονίζουμε και πάλι ότι ƞ παραπάνω σχέσƞ δεν είναι το αποτέλεσμα (του-
λάχιστον προς το παρόν) κάποιου «πολλαπλασιασμού», αλλά ƞ εξ ορισμού
επίδρασƞ του μετασχƞματισμού με σύμβολο το ( 𝑎 𝑐

𝑏 𝑑 ) στο διάνυσμα ( 𝑥
𝑦 ).

Τα σύμβολα αυτά τα ονομάζουμε πίνακες και τƞν επίδρασή τους στα
διανύσματα (τώρα είναι ƞ σωστή στιγμή!) ένα είδος «πολλαπλασιασμού»,
αφού αφαιρέσουμε τις μεγάλες παρενθέσεις γύρω από το ( 𝑥

𝑦 ).

1.2 Διανύσματα

Για τους Φυσικούς συχνά τα διανύσματα εμφανίζονται ως βέλƞ σε ένα
χώρο (για παράδειγμα, επίπεδο) όπου βέλƞ με ίσο μήκος και ίδια διεύ-
θυνσƞ και φορά θεωρούνται ίσα. Για τους ανθρώπους τƞς πλƞροφορικής
τα διανύσματα είναι λίστες από αριθμούς, όπως

( 2
−3) ή (−2000

3000) (
2
5
8
) .



1.2. ΔΙΑΝΥƩΜΑΤΑ 3

Οι Μαθƞματικοί όμως τα διανύσματα στο επίπεδο ή στον χώρο μπο-
ρεί να τα φανταζόμαστε ως βέλƞ, αλλά αυτά έχουν πάντα αρχή το 0,
και τα ξεχωρίζουμε από τα τερματικά τους σƞμεία γράφοντας ( 2

1 ) αντί
για (2, 1). Το (2, 1) είναι το τερματικό σƞμείο του διανύσματος ⃗𝑣 = ( 2

1 ).
Ακριβολόγοι όπως επιδιώκουν να είναι, οι μαθƞματικοί στƞν πραγματικό-
τƞτα κάνουν κάτι πολύ πιο περίπλοκο. Ɵεωρούν ως διάνυσμα τƞν κλάσƞ
ισοδυναμίας των διατεταγμένων ζευγών σƞμείων του ℝ2 με ίδιο μήκος
και ίδια φορά. Ʃτƞν επιλογή αντιπροσώπου κάθε κλάσƞς ισοδυναμίας, ο
Φυσικός βρίσκει τƞν ευχέρεια να επιλέγει κάθε φορά όποιον αντιπρόσωπο
τον διευκολύνει, ενώ ο Μαθƞματικός επιλέγει συνήθως αυτόν που ξεκινάει
από το 0.

Ορισμός 1.2.1. Ένα σύνολο 𝑉 λέγεται διανυσματικός χώρος αν

• για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 ορίζεται το 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑉 και ισχύουν 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥,
(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧), υπάρχει στοιχείο 0 ∈ 𝑉 με τƞν ιδιότƞτα να
ισχύει 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉, και για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 υπάρχει
𝑥′ ∈ 𝑉 ώστε 𝑥 + 𝑥′ = 𝑥′ + 𝑥 = 0. Το 𝑥′ το συμβολίζουμε με −𝑥.

• Για κάθε 𝑥 ∈ 𝑉 και για κάθε 𝜆 ∈ 𝔽 (το 𝔽 μπορεί να είναι είτε ο ℝ είτε
το ℂ) ορίζεται το 𝜆 ⋅ 𝑥 ∈ 𝑉 με τέτοιο τρόπο ώστε για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 και
𝜆, 𝜇 ∈ 𝔽 να ισχύουν οι 𝜆 ⋅ (𝜇 ⋅ 𝑥) = (𝜆𝜇) ⋅ 𝑥, 𝜆 ⋅ (𝑥 + 𝑦) = 𝜆 ⋅ 𝑥 + 𝜆 ⋅ 𝑦,
(𝜆 + 𝜇) ⋅ 𝑥 = 𝜆 ⋅ 𝑥 + 𝜇 ⋅ 𝑦 και 1 ⋅ 𝑥 = 𝑥.

Παράδειγμα 1.2.2. Ʃτον ℝ2 ή στον ℝ3 ή στον ℝ𝑛, αν οι πράξεις οριστούν
κατά συντεταγμένƞ, δƞλαδή για παράδειγμα

( 𝑥
𝑦) + ( 𝑧

𝑤) = ( 𝑥 + 𝑧
𝑦 +𝑤) , 𝜆 ⋅ ( 𝑥

𝑦) = (𝜆𝑥
𝜆𝑦) ,

εύκολα ελέγχουμε ότι ικανοποιούν τις ιδιότƞτες του παραπάνω ορισμού.

Παρατήρηση 1.2.3. Ʃτƞ συνέχεια θα σταματήσουμε να γράφουμε τƞν τε-
λεία στον πολλαπλασιασμό 𝜆 ⋅ 𝑥 και θα γράφουμε απλά 𝜆𝑥.



4 ΟΜΙΛΙΑ 1. ΤΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑƩ ΠΙΝΑΚΑƩ;

Με το ίδιο σκεπτικό έχουμε ότι

( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

)(( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

)(( 𝑥
𝑦))) = ( 𝑎2 𝑐2

𝑏2 𝑑2
)((𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦

𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦
))

= ( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

)((𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦) (
1
0) + (𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦) (

0
1))

ορσ= ((𝑎1𝑥 + 𝑐1𝑦) (
𝑎2
𝑏2

) + (𝑏1𝑥 + 𝑑1𝑦) (
𝑐2
𝑑2

))

= (𝑎2𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑐1𝑦 + 𝑐2𝑏1𝑥 + 𝑐2𝑑1𝑦
𝑏2𝑎1𝑥 + 𝑏2𝑐1𝑦 + 𝑑2𝑏1𝑥 + 𝑑2𝑑1𝑦

)

= ((𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1)𝑥 + (𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1)𝑦
(𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1)𝑥 + (𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1)𝑦

)

ορσ= ( 𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1 𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1
𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1 𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1

)(( 𝑥
𝑦)) .

Άρα

( 𝑎2 𝑐2
𝑏2 𝑑2

)( 𝑎1 𝑐1
𝑏1 𝑑1

) = ( 𝑎2𝑎1 + 𝑐2𝑏1 𝑎2𝑐1 + 𝑐2𝑑1
𝑏2𝑎1 + 𝑑2𝑏1 𝑏2𝑐1 + 𝑑2𝑑1

) .

Πρόταση 1.2.4. Για οποιουσδήποτε πίνακες 𝐴, 𝐵 και 𝐶 ισχύει

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶).

Απόδειξƞ: Προφανές! Γιατί ƞ πρώτƞ στήλƞ του (𝐴𝐵)𝐶 και του 𝐴(𝐵𝐶)
είναι ƞ εικόνα του 𝑒1. Αλλά και στις δύο περιπτώσεις

((𝐴𝐵)𝐶)(𝑒1) = (𝐴𝐵)(𝐶𝑒1) = 𝐴(𝐵(𝐶𝑒1))
(𝐴(𝐵𝐶))(𝑒1) = 𝐴((𝐵𝐶)𝑒1) = 𝐴(𝐵(𝐶𝑒1)). 2

Ομοίως αποδεικνύουμε και τις υπόλοιπες ιδιότƞτες όπως 𝐴(𝐵 + 𝐶) =
𝐴𝐵 +𝐴𝐶, 𝜆(𝐴𝐵) = (𝜆𝐴)𝐵 = 𝐴(𝜆𝐵) κλπ.
Ορισμός 1.2.5. Μια απεικόνισƞ 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑉 ονομάζεται γραμμικός μετασχƞ-
ματισμός αν 𝑇(𝜆𝑢 + 𝜇𝑣) = 𝜆𝑇(𝑢) + 𝜇𝑇(𝑣), για κάθε 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 και για κάθε
𝜆, 𝜇 ∈ 𝔽.

1.3 Ορίζουσες

Η ορίζουσα είναι ένα μέτρο τƞς παραμόρφωσƞς του χώρου που κάνει
ƞ εφαρμογή του πίνακα στα διανύσματα του χώρου.



1.3. ΟΡΙΖΟΥƩΕƩ 5

• Ο πολλαπλασιασμός τουℝ επί−2 διαστέλλει τοℝ, αφού το διάστƞμα
[0, 1] απεικονίζεται στο διάστƞμα [−2, 0], το οποίο έχει διπλάσιο μή-
κος από το αρχικό. Ταυτόχρονα όμως έχει αλλάξει τον προσανατο-
λισμό τƞς πραγματικής ευθείας:

0 1

ℝ

0−2

−2 ⋅ ℝ = ℝ

Για αυτό θέτουμε

det(πολλαπλασιασμός επί − 2) = −2,

όπου το πλƞν εκφράζει τƞν αλλαγή προσανατολισμού και το 2 το
απόλυτο μέγεθος τƞς παραμόρφωσƞς.

• Ας θεωρήσουμε τον πίνακα Β = ( 1 2
1 0, 5 ). Αυτός απεικονίζει το 𝑒1 στο

( 1
1 ) και το 𝑒2 στο ( 2

0, 5 ). Επειδή οι γραμμικοί μετασχƞματισμοί απει-
κονίζουν ευθείες σε ευθείες, αφού

( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) (𝜆𝑢 + 𝑣) = 𝜆(( 𝑎 𝑐

𝑏 𝑑 ) (𝑢)) + ( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) (𝑣),

ƞ παραμόρφωσƞ του ℝ2 που κάνει ο 𝐵 φαίνεται στο παρακάτω
σχήμα:

0 𝑒1

𝑒2

( 2
0.5 )

( 1
1 )

( 3
1.5 )

Άρα το μοναδιαίο τετράγωνο απεικονίζεται στο παραλλƞλόγραμμο.
Η παραμόρφωσƞ που γίνεται είναι ƞ μεταβολή από το εμβαδόν 1
του μοναδιαίου τετραγώνου στο εμβαδόν του παραλλƞλογράμμου
το οποίο είναι ίσο με 1, 5. Για να αποφασίσουμε ποια είναι ƞ ορί-
ζουσα θα πρέπει να αποφασίσουμε αν θα τƞ θέσουμε 1, 5 ή −1, 5
ανάλογα αν ƞ παραμόρφωσƞ που κάνει περιλαμβάνει και αλλαγή
του προσανατολισμού ή όχι. Ʃτο παρακάτω σχήμα αν 𝑣1 και 𝑣2 είναι



6 ΟΜΙΛΙΑ 1. ΤΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΑ ΕΙΝΑΙ ΕΝΑƩ ΠΙΝΑΚΑƩ;

οι εικόνες των 𝑒1 και 𝑒2 αντίστοιχα τότε αν το σχήμα των 𝑣1 και 𝑣2
που προκύπτει είναι όπως στα αριστερά του σχήματος (δƞλαδή αν
το 𝑣1 πρέπει να στραφεί κατά κυρτή γωνία αριστερόστροφα για να
βρεθεί στƞν ίδια διεύθυνσƞ με το 𝑣2) ο προσανατολισμός είναι θε-
τικός. Αν είναι όπως στα δεξιά του παρακάτω σχήματος (δƞλαδή
αν το 𝑣1 πρέπει να στραφεί κατά κυρτή γωνία δεξιόστροφα για να
βρεθεί στƞν ίδια διεύθυνσƞ με το 𝑣2) τότε είναι αρνƞτικός.

𝑣2𝑣1

𝑣1𝑣2

+ −

Ο Ορισμός λοιπόν τƞς ορίζουσας στις δύο διαστάσεις είναι:
Ορισμός 1.3.1.

Ορίζουσα = (προσανατολισμός) × (εμβαδόν παραλλƞλογράμμουεικόνων των 𝑒1 και 𝑒2
) .

Για να υπολογίσουμε τƞν ορίζουσα του μετασχƞματισμού που απεικο-
νίζει το 𝑒1 στο ( 𝑎

𝑏 ) και το 𝑒2 στο ( 𝑐
𝑑 ) όπως στο παρακάτω σχήμα

è Á

Â
é

èÃ

Ä
é

Á� Ã

Â� Ä

παρατƞρούμε ότι ο προσανατολισμός είναι θετικός άρα ƞ ορίζουσα ισού-
ται με το εμβαδόν του παραλλƞλογράμμου, δƞλαδή είναι ίσƞ με

(𝑎+𝑐)(𝑏+𝑑)−2𝑎𝑏2 −2𝑏 + 𝑏 + 𝑑
2 𝑐 = 𝑎𝑏+𝑎𝑑+𝑐𝑏+𝑐𝑑−𝑎𝑏−2𝑏𝑐−𝑑𝑐 = 𝑎𝑑−𝑏𝑐.
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Αν τώρα ƞ παραπάνω εικόνα δεν είναι ƞ σωστή αλλά το ( 𝑐
𝑑 ) είναι στƞ

θέσƞ του ( 𝑎
𝑏 ) και το ( 𝑎

𝑏 ) στƞ θέσƞ του ( 𝑐
𝑑 ), τότε ο προσανατολισμός εί-

ναι αρνƞτικός και ƞ ορίζουσα ισούται με πλƞν το εμβαδόν του παραλ-
λƞλογράμμου. Αλλά στον υπολογισμό αυτού του εμβαδού όπως πριν τα
𝑎, 𝑏 πρέπει να ανταλλαχθούν με τα 𝑐, 𝑑 οπότε ƞ ορίζουσα θα ισούται με
−(𝑐𝑏 − 𝑑𝑎) δƞλαδή και πάλι 𝑎𝑑 − 𝑐𝑏. Δείξαμε δƞλαδή ότι σε κάθε περί-
πτωσƞ ισχύει

det( 𝑎 𝑐
𝑏 𝑑 ) = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐.

1.3.1 Η ορίζουσα στον ℝ3

Ομοίως και στις τρεις διαστάσεις (και σε οσεσδήποτε πεπερασμένου
πλήθους διαστάσεις) αν το 𝑒1 απεικονίζεται στο 𝑢, το 𝑒2 στο 𝑣 και το 𝑒3
στο 𝑤 όπως στο παρακάτω σχήμα,

Õ

Ö
×

ƞ ορίζουσα αυτού του μετασχƞματισμού θα ισούται με πλƞν ή συν τον
όγκο του παραλλƞλεπιπέδου που ορίζουν τα 𝑢, 𝑣,𝑤. Τι είναι όμως τώρα
ο προσανατολισμός με βάσƞ τον οποίο θα αποφασίσουμε για το συν ή
το πλƞν; Η απάντƞσƞ είναι απλή. Αφού ξέρουμε τι είναι ο προσανατο-
λισμός δύο διανυσμάτων, στρέφουμε μαζί τα 𝑢, 𝑣,𝑤 ώστε το 𝑤 να γίνει
ομόρροπο με το 𝑒3 και στƞ συνέχεια κοιτάμε τον προσανατολισμό των 𝑢
και 𝑣 στο επίπεδο που ορίζουν. Αν αυτός είναι θετικός είναι θετικός και
ο προσανατολισμός των 𝑢, 𝑣,𝑤. Αν όχι, είναι αρνƞτικός. Με αυτό το σκε-
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πτικό και χρƞσιμοποιώντας επαγωγή ορίζουμε τον προσανατολισμό σε
κάθε διάστασƞ.
Με αυτή τƞν προσέγγισƞ είναι απλό να αποδείξουμε για παράδειγμα

ότι det(𝐴𝐵) = det𝐴 det𝐵. Πράγματι, ο 𝐵 θα παραμορφώσει οποιοδήποτε
τετράγωνο (ή κύβο κλπ) κατά ένα παράγοντα det𝐵. Επειδή το παραλ-
λƞλόγραμμο στο οποίο παραμορφώνει ο 𝐵 το τετράγωνο (ή κύβο κλπ),
προσεγγίζεται από τετράγωνα, τα οποία ο 𝐴 θα τα παραμορφώσει κατά
παράγοντα det𝐴, συνεπάγεται ότι ƞ συνολική παραμόρφωσƞ που κάνει
το γινόμενο 𝐴𝐵 ισούται με det𝐴 det𝐵. Δƞλαδή

det(𝐴𝐵) = det𝐴 det𝐵.

Κλείνουμε με τƞν παρατήρƞσƞ ότι ƞ δουλειά που πρέπει να γίνει στƞ
συνέχεια και έχει γεωμετρικό ενδιαφέρον είναι ƞ παραγωγή του γνωστού
τύπου τƞς ορίζουσας σε κάθε διάστασƞ. Αυτό μπορούμε να το κάνουμε σε
μια άλλƞ ομιλία ή να ανατρέξετε στις σƞμειώσεις γραμμικής άλγεβρας στο
δεσμό του περιθωρίου ή στο υπό έκδοσƞ βιβλίο «Linear Algebra: an Analytic
and Geometric approach» των Μ. Ανούσƞ, Α. Τσολομύτƞ και Β. Φελουζή.

δε
σμ
ός

http://myria.math.aegean.gr/~atsol/newpage/lecturenotes/linearalgebra/linalg.pdf


Ομιλία 2

Η ανισότητα
Αριθμητικού-Γεωμετρικού
Μέσου

Αντώνης Τσολομύτης

Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
atsol@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: Μαθƞματική
επαγωγή

2.1 Η ανισότητα και η γενίκευσή της

Πρόταση 2.1.1. Από όλα τα ορθογώνια εμβαδού 𝐸 τƞ μικρότερƞ περίμετρο
έχει το τετράγωνο.
Απόδειξƞ: Αν ένα παραλλƞλόγραμμο έχει μήκƞ πλευρών 𝑎 και 𝑏 τότε

για το εμβαδόν του 𝐸 ισχύει 𝐸 = 𝑎𝑏. Ένα τετράγωνο με το ίδιο εμβαδόν θα
έχει πλευρά, έστω 𝑥, για τƞν οποία θα ισχύει 𝑥2 = 𝐸 = 𝑎𝑏. Άρα 𝑥 = √𝑎𝑏.
Άρα το ζƞτούμενο θα είναι σωστό αν αποδείξουμε ότι 2𝑎 + 2𝑏 ≥ 4√𝑎𝑏.
Αλλά αυτή είναι ισοδύναμε με τƞν (𝑎 − 𝑏)2 ≥ 0 που είναι προφανής. 2

Έτσι από τƞν απόδειξƞ του παραπάνω συμπεραίνουμε ότι για οποιουσ-
δήποτε μƞ αρνƞτικούς αριθμούς 𝑎, 𝑏 ισχύει

𝑎 + 𝑏
2 ≥ √𝑎𝑏.

9

mailto:atsol@aegean.gr


10 ΟΜΙΛΙΑ 2. Η ΑΝΙƩΟΤΗΤΑ ΑΡΙƟΜΗΤΙΚΟΥ-ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΥ ΜΕƩΟΥ

Αυτή ƞ ανισότƞτα ονομάζεται ανισότƞτα Αριθμƞτικού-Γεωμετρικού Μέ-
σου. Ο αριθμός (𝑎 + 𝑏)/2 είναι ο αριθμƞτικός μέσος (ο μέσος όρος) ενώ ο
√𝑎𝑏 ονομάζεται γεωμετρικός μέσος. H «γεωμετρικότƞτα» του γεωμετρι-
κού μέσου όρου προέρχεται από το ότι το ύψος ℎ στο παρακάτω σχήμα
είναι ένα είδος μέσου όρου των 𝑎 και 𝑏.

𝑎 𝑏

ℎ

Α Δ Γ

Β

Παρατƞρήστε ότι επειδή το (𝑎+𝑏)/2 είναι ακτίνα του κύκλου αναγκα-
στικά ισχύει

𝑎 + 𝑏
2 ≥ ℎ

αλλά το ℎ υπολογίζεται από το Ɵεώρƞμα ομοιότƞτας τριγώνων για τα
τρίγωνα ΑΒΔ

⊿
και ΔΒΓ

⊿
, από όπου προκύπτει

𝑎
ℎ = ℎ

𝑏 ,

δƞλαδή ℎ = √𝑎𝑏.

Πρόταση 2.1.2. Από όλα τα παραλλƞλεπίπεδα όγκου 𝑉 στον ℝ𝑛 το ελάχι-
στο συνολικό μήκος ακμών διάστασƞς 1 το έχει ο κύβος.
Απόδειξƞ: Αν οι ακμές διάστασƞς 1 του παραλλƞλεπιπέδου έχουν μήκƞ

𝑎1,… , 𝑎𝑛 τότε ισχύει 𝑉 = 𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛. Ο κύβος ίδιου όγκου πρέπει να έχει
ακμή μήκους 𝑥 ώστε

𝑥𝑛 = 𝑉 = 𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛.

Άρα 𝑥 = 𝑛√𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛.
Αν υποθέσουμε ότι τα 𝑎𝑖 είναι όλα διαφορετικά μεταξύ τους, οι ακ-

μές του παραλλƞλεπιπέδου μήκους 𝑎1 είναι ακριβώς όσες οι κορυφές του
[0, 𝑎2] ×⋯× [0, 𝑎𝑛], δƞλαδή 2𝑛−1. Έτσι το σύνολο των ακμών διάστασƞς
1 του κύβου είναι 𝑛2𝑛−1. Άρα το ζƞτούμενο είναι να δείξουμε ότι

2𝑛−1(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛) ≥ 𝑛2𝑛−1 𝑛√𝑎1⋯𝑎𝑛.

Ισοδύναμα
𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛

𝑛 ≥ 𝑛√𝑎1⋯𝑎𝑛. (2.1)
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Η συντομότερƞ (μάλλον) απόδειξƞ τƞς (2.1) είναι ƞ εξής: θέτοντας

𝑥𝑗 =
𝑎𝑗

𝑛√𝑎1⋯𝑎𝑛

για κάθε 𝑗 αρκεί να δείξουμε ότι 𝑥1+⋯+𝑥𝑛 ≥ 𝑛. Όμως ισχύει 𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛 = 1.
Αρκεί λοιπόν να αποδείξουμε ότι αν 𝑥1𝑥2⋯𝑥𝑛 = 1 για θετικούς 𝑥𝑗, τότε
αναγκαστικά 𝑥1 +⋯+𝑥𝑛 ≥ 𝑛. Η απόδειξƞ με επαγωγή στο 𝑛 είναι απλή
εκτός από ένα λεπτό σƞμείο: Για 𝑛 = 1 το ζƞτούμενο ισχύει προφανώς.
Υποθέτουμε ότι ισχύει για 𝑛 αριθμούς και έστω ότι οι 𝑥1,… , 𝑥𝑛+1 είναι 𝑛+1
θετικοί αριθμοί με 𝑥1⋯𝑥𝑛+1 = 1. Αν είναι όλοι ίσοι με 1 τότε βεβαίως 𝑥1+
⋯+𝑥𝑛+1 = 𝑛+1. Αν κάποιος είναι μικρότερος του 1 αναγκαστικά (αφού
𝑥1⋯𝑥𝑛+1 = 1) θα υπάρχει και κάποιος άλλος που θα είναι μεγαλύτερος
του 1. Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας 𝑥1 > 1 και 0 < 𝑥2 < 1. Επειδή φανερά
(𝑥1𝑥2)𝑥3⋯𝑥𝑛+1 = 1 και αυτό είναι γινόμενο 𝑛 θετικών αριθμών ισχύει από
τƞν επαγωγική υπόθεσƞ 𝑥1𝑥2 + 𝑥3 +⋯+ 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑛. Ισοδύναμα

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛+1 ≥ 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1𝑥2 + 𝑛.

Η απόδειξƞ θα ολοκλƞρωθεί αν δείξουμε ότι 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1𝑥2 + 𝑛 ≥ 𝑛 + 1.
Αλλά μετά τƞ διαγραφή του 𝑛 αυτό είναι προφανές αφού είναι ισοδύναμο
με τƞν

(1 − 𝑥2)(𝑥1 − 1) ≥ 0

ƞ οποία είναι αλƞθής.

Η απόδειξƞ του Cauchy: Η ανισότƞτα ισχύει για 2𝑛 πλήθος όρων. Πράγ-
ματι, με επαγωγή, αν 𝑛 = 1 ƞ ανισότƞτα όπως είδαμε στƞν αρχή τƞς
ομιλίας ισχύει για 2 = 21 όρους. Για 𝑛 = 2 δƞλαδή για 22 = 4 όρους

(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4)1/4 = ((𝑎1𝑎2)1/2(𝑎3𝑎4)1/2)
1/2

και από τƞν περίπτωσƞ 𝑛 = 1 ƞ τελευταία ποσότƞτα είναι μικρότερƞ από

(𝑎1𝑎2)1/2 + (𝑎3𝑎4)1/2
2 .

Ʃυνεχίζοντας από τƞν περίπτωσƞ 𝑛 = 1 σε κάθε προσθετέο του αριθμƞτή
βρίσκουμε ότι

(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4)1/4 ≤
𝑎1+𝑎2

2 + 𝑎3+𝑎4
2

2 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + 𝑎4
4 .

Η απόδειξƞ συνεχίζεται με τƞν ίδια μέθοδο επαγωγικά από τƞν περί-
πτωσƞ 𝑛 στƞν περίπτωσƞ 𝑛 + 1 και αφήνεται ως άσκƞσƞ.
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Ας υποθέσουμε τώρα ότι θέλουμε να τƞν αποδείξουμε για ένα πλήθος
𝑛 όρων που δεν είναι δύναμƞ του 2. Βρίσκουμε πρώτα φυσικό αριθμό 𝑘
ώστε 𝑛 < 2𝑘 και θέτουμε

𝑎𝑛+1 = ⋯ = 𝑎2𝑘 = 𝐴 ∶= 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 .

Έτσι συμπλƞρώσαμε τƞ λίστα τον 𝑛 αριθμών σε μια λίστα από 2𝑘 αριθ-
μούς, και από τα προƞγούμενα θα ισχύει

(𝑎1⋯𝑎𝑛𝑎𝑛+1⋯𝑎2𝑘)1/2
𝑘 ≤ 𝑎1 +⋯𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 +⋯+ 𝑎2𝑘

2𝑘 .

Ισοδύναμα

(𝑎1⋯𝑎𝑛)1/2
𝑘𝐴

2𝑘−𝑛
2𝑘 ≤ 𝑛𝐴+ (2𝑘 − 𝑛)𝐴

2𝑘 = 𝐴.

Λύνοντας παίρνουμε ότι

(𝑎1⋯𝑎𝑛)1/2
𝑘 ≤ 𝐴𝑛/2𝑘

από όπου 𝑛√𝑎1⋯𝑎𝑛 ≤ 𝐴, ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ. 2

Πρόταση 2.1.3 (Η γενίκευση του Polya). Για οποιουσδήποτε μƞ αρνƞτικούς
αριθμούς 𝑎1,… , 𝑎𝑛 και θετικούς αριθμούς 𝑝1,… , 𝑝𝑛 με ∑𝑛

𝑘=1 𝑝𝑘 = 1 ισχύει

𝑎𝑝11 ⋯𝑎𝑝𝑛𝑛 ≤ 𝑝1𝑎1 +⋯+ 𝑝𝑛𝑎𝑛.

Απόδειξƞ: Επειδή 1 + 𝑥 ≤ 𝑒𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ,

𝑒𝑥

𝑦 = 1+ 𝑥

με τƞν ανισότƞτα να είναι γνήσια για 𝑥 ≠ 0, αν 𝐴 = 𝑝1𝑎1 + ⋯ + 𝑝𝑛𝑎𝑛,
τότε

𝑎𝑘
𝐴 < 𝑒

𝑎𝑘
𝐴 −1

εκτός αν 𝑎𝑘 = 𝐴 οπότε ισχύει ισότƞτα. Άρα

(
𝑎𝑘
𝐴 )

𝑝𝑘
< 𝑒

𝑝𝑘𝑎𝑘
𝐴 −𝑝𝑘
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εκτός αν 𝑎𝑘 = 𝐴 οπότε ισχύει ισότƞτα. Πολλαπλασιάζοντας όλες αυτές τις
ανισότƞτες για 𝑘 = 1,… , 𝑛 παίρνουμε

𝑎𝑝11 ⋯𝑎𝑝𝑛𝑛
𝐴∑𝑛

𝑘=1 𝑝𝑘
< 𝑒∑

𝑛
𝑘=1

𝑝𝑘𝑎𝑘
𝐴 −∑𝑛

𝑘=1 𝑝𝑘 = 𝑒
∑𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘𝑎𝑘

𝐴 −1 = 𝑒1−1 = 1,

εκτός αν 𝑎𝑘 = 𝐴 για κάθε 𝑘 = 1,… , 𝑛 οπότε ισχύει ισότƞτα. 2

2.2 Η ανισότητα Carleman

Η ανισότƞτα Carleman είναι μια γενίκευσƞ τƞς ανισότƞτας αριθμƞτικού
γεωμετρικού μέσου σε άπειρο πλήθος αριθμών.
Πρόταση 2.2.1 (Carleman, 1923). Αν 𝑎1,… , 𝑎𝑛 > 0 τότε ισχύει

∞
∑
𝑘=1

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 ≤ 𝑒
𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘.

Πριν τƞν απόδειξƞ παρατƞρούμε ότι ƞ άμεσƞ εφαρμογή τƞς ανισότƞ-
τας αριθμƞτικού-γεωμετρικού μέσου δεν αποδίδει. Πράγματι, αν χρƞσιμο-
ποιήσουμε το γεγονός ότι

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 ≤ 1
𝑘

𝑛
∑
𝑘=1

𝑎𝑘,

Και θέσουμε 𝜒{1,…,𝑘}( 𝑗 ) = 1 αν 𝑗 ∈ {1,… , 𝑘} και 𝜒{1,…,𝑘}( 𝑗 ) = 0 αν 𝑗 ∉
{1,… , 𝑘}, θα πάρουμε

𝑛
∑
𝑘=1

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 ≤
𝑛
∑
𝑘=1

1
𝑘

𝑘
∑
𝑗=1

𝑎𝑗 =
𝑛
∑
𝑘=1

𝑘
∑
𝑗=1

1
𝑘𝑎𝑗

=
𝑛
∑
𝑘=1

𝑛
∑
𝑗=1

𝜒{1,…,𝑘}( 𝑗 )
1
𝑘𝑎𝑗 =

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗
𝑛
∑
𝑘=1

1
𝑘𝜒{1,…,𝑘}( 𝑗 )

≤
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗
𝑛
∑
𝑘=𝑗

1
𝑘 ,

διότι 𝜒{1,…,𝑘}( 𝑗 ) = 1 αν και μόνο αν 𝑗 ≤ 𝑘 αν και μόνο αν 𝜒{𝑗+1,…,𝑛}(𝑘) = 1.
Αλλά όταν αφήσουμε το 𝑛 να πάει στο άπειρο ƞ σειρά∑𝑛

𝑘=𝑗 1/𝑘 απειρίζεται
και δεν παίρνουμε κανένα αποτέλεσμα.
Ʃτƞν παρακάτω απόδειξƞ, ƞ ιδέα του Polya είναι να χρƞσιμοποιήσουμε

τƞν ανισότƞτα αριθμƞτικού γεωμετρικού μέσου αλλά αφού πρώτα τρο-
ποποιήσουμε με κατάλλƞλα βάρƞ τα 𝑎𝑗.
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Απόδειξƞ (Polya, 1926): Για οποιουσδήποτε θετικούς αριθμούς 𝑐𝑗, 𝑗 ∈ ℕ
ισχύει

∞
∑
𝑘=1

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 =
∞
∑
𝑘=1

(𝑐1𝑎1⋯𝑐𝑘𝑎𝑘)1/𝑘
(𝑐1⋯𝑐𝑘)1/𝑘

≤
∞
∑
𝑘=1

𝑐1𝑎1 +⋯𝑐𝑘𝑎𝑘
𝑘(𝑐1⋯𝑐𝑘)1/𝑘

=
∞
∑
𝑘=1

1
𝑘(𝑐1⋯𝑐𝑘)1/𝑘

𝑘
∑
𝑗=1

𝑐𝑗𝑎𝑗

=
∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑐𝑘
∞
∑
𝑗=𝑘

1
𝑗(𝑐1𝑐2⋯𝑐𝑗)1/𝑗

.

Αρκεί λοιπόν να βρούμε αριθμούς 𝑐𝑗 που να κάνουν συγκλίνουσα τƞν τελευ-
ταία σειρά. Αν βρω αριθμούς 𝑐𝑗 ώστε να ισχύει (𝑐1𝑐2⋯𝑐𝑗 )1/𝑗 = 𝑗+1 τότε
ƞ τελευταία σειρά θα είναι ƞ ∑∞

𝑗=𝑘 1/( 𝑗( 𝑗+1)) ƞ οποία είναι τƞλεσκοπική
και συγκλίνει στο 1/𝑘. Έτσι θα καταλήξουμε στƞν

∞
∑
𝑘=1

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 ≤
∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑐𝑘
1
𝑘 .

Αναζƞτώντας τέτοια 𝑐𝑗 παρατƞρούμε ότι

𝑗 + 1 = (𝑐1𝑐2⋯𝑐𝑗)1/𝑗 = (((𝑐1⋯𝑐𝑗−1)1/(𝑗−1))𝑗−1𝑐𝑗)
1/𝑗

= ( 𝑗 𝑗−1𝑐𝑗)
1/𝑗.

Λύνοντας καταλήγουμε στο ότι

𝑐𝑗
𝑗 = (1 + 1

𝑗 )
𝑗
.

Άρα
∞
∑
𝑘=1

(𝑎1⋯𝑎𝑘)1/𝑘 ≤
∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘 (1 + 1
𝑘)

𝑘
.

Η απόδειξƞ ολοκλƞρώνεται αν παρατƞρήσουμε ότι ƞ ακολουθία (1+ 1
𝑘)

𝑘

είναι αύξουσα με όριο το 𝑒 (δες [ƩΑ] Λήμμα 5.2.1 σελ. 116), οπότε είναι
πάντα μικρότερƞ του 𝑒. 2

Αναφορές
[ƩΑ] Αντώνƞς Τσολομύτƞς, Ʃύνολα και Αριθμοί, Leader Books 2004.
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3.1 Η ανισότητα Hölder

Κατ’ αρχάς θα χρειαστούμε τƞν ανισότƞτα Cauchy–Schwarz τƞν οποία
θεωρούμε γνωστή, αλλά και τƞν ανισότƞτα Hölder, τƞν οποία θα απο-
δείξουμε. Με αυτή τƞν ευκαιρία θα παρουσιάσουμε μια άλλƞ απόδειξƞ
(επαγωγική), διαφορετική από τƞ συνƞθισμένƞ που είναι μέσω τƞς ανι-
σότƞτας Young. Ɵα αποδείξουμε λοιπόν ότι για οποιουσδήποτε μƞ αρνƞ-
τικούς αριθμούς 𝑎𝑗, 𝑏𝑗 και 𝑝 ≥ 1 ισχύει ότι

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑗𝑏𝑗 ≤ (
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝𝑗 )
1/𝑝

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑏𝑞𝑗 )
1/𝑞

,

όπου 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1. Δείχνουμε πρώτα με επαγωγή στο 𝑚 ότι για 𝑝
τƞς μορφής 2𝑚 και για μƞ αρνƞτικούς αριθμούς 𝑎𝑖𝑗 με 𝑗 = 1,… , 𝑛 και
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𝑖 = 1,… , 𝑝 = 2𝑚 ισχύει

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑎2𝑗⋯𝑎𝑝𝑗)
𝑝

≤
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝1𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝2𝑗⋯
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝𝑝𝑗.

Για 𝑚 = 1 ƞ προƞγούμενƞ γίνεται

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑎2𝑗)
2

≤
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎21𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎22𝑗,

ƞ οποία ισχύει γιατί είναι ƞ ανισότƞτα Cauchy–Schwarz. Δείχνουμε πώς
προχωράει ƞ απόδειξƞ για 𝑚 = 3 και αφήνουμε ως άσκƞσƞ τƞν περί-
πτωσƞ 𝑚 = 2 και το επαγωγικό βήμα. Για 𝑚 = 3, οπότε 𝑝 = 8 χρƞσιμο-
ποιούμε ομαδοποίƞσƞ των όρων και τƞν ανισότƞτα Cauchy–Schwarz:

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎1𝑗𝑎2𝑗𝑎3𝑗𝑎4𝑗𝑎5𝑗𝑎6𝑗𝑎7𝑗𝑎8𝑗)
8

≤ ((
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎1𝑗𝑎2𝑗𝑎3𝑗𝑎4𝑗)2)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎5𝑗𝑎6𝑗𝑎7𝑗𝑎8𝑗)2)
1/2

)

8

≤ (
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎1𝑗𝑎2𝑗)2(𝑎3𝑗𝑎4𝑗)2
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎5𝑗𝑎6𝑗)2(𝑎7𝑗𝑎8𝑗)2)
4

≤ ((
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎1𝑗𝑎2𝑗)4)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎3𝑗𝑎4𝑗)4)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎5𝑗𝑎6𝑗)4)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎7𝑗𝑎8𝑗)4)
1/2

)

4

≤ (
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎1𝑗𝑎2𝑗)4
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎3𝑗𝑎4𝑗)4
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎5𝑗𝑎6𝑗)4
𝑛
∑
𝑗=1

(𝑎7𝑗𝑎8𝑗)4)
2

≤ ((
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎81𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎82𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎83𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎84𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎85𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎86𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎87𝑗)
1/2

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎88𝑗)
1/2

)

2

≤
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎81𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎82𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎83𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎84𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎85𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎86𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎87𝑗
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎88𝑗,

ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ για 𝑚 = 3.
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Αν για 𝑘 ∈ {1, 2,… , 𝑝 = 2𝑚}, θέσουμε 𝑎1𝑗 = ⋯ = 𝑎𝑘𝑗 =∶ 𝑎𝑗 και 𝑎𝑘+1,𝑗 =
⋯ = 𝑎𝑝𝑗 =∶ 𝑏𝑗 για 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛, τότε παίρνουμε

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 𝑏
𝑝−𝑘
𝑗 )

𝑝

≤ (
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝𝑗 )
𝑘

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑏𝑝𝑗 )
𝑝−𝑘

.

Ισοδύναμα,
𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑘𝑗 𝑏
𝑝−𝑘
𝑗 ≤ (

𝑛
∑
𝑗=1

𝑎𝑝𝑗 )
𝑘/𝑝

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑏𝑝𝑗 )
1−𝑘/𝑝

.

Αντικαθιστώντας 𝑥𝑗 = 𝑎𝑘𝑗 και 𝑦𝑗 = 𝑏𝑝−𝑘
𝑗 , δƞλαδή 𝑎𝑗 = 𝑥1/𝑘𝑗 και 𝑏𝑗 = 𝑦1/(𝑝−𝑘)

𝑗 ,
παίρνουμε

𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑦𝑗 ≤ (
𝑛
∑
𝑗=1

𝑥𝑝/𝑘𝑗 )
1/(𝑝/𝑘)

(
𝑛
∑
𝑗=1

𝑦1/(1−𝑘/𝑝)
𝑗 )

1−1/(𝑝/𝑘)

.

Δƞλαδή αποδείχθƞκε ƞ ανισότƞτα Hölder για εκθέτες τƞς μορφής 2𝑚/𝑘
όπου 𝑘 ∈ {1, 2,… , 2𝑚}.
Η απόδειξƞ θα ολοκλƞρωθεί αν δείξουμε ότι οι αριθμοί τƞς μορφής

2𝑚/𝑝 είναι πυκνοί στο σύνολο [1,∞). Αυτό αφήνεται ως άσκƞσƞ με τƞν
υπόδειξƞ ότι είναι ισοδύναμο με το να δείξουμε ότι το σύνολο {𝑘/2𝑚 ∶ 𝑚 ∈
ℕ, 𝑘 = 1, 2,… , 2𝑚} είναι πυκνό στο διάστƞμα [0, 1].

3.2 The flop: πρώτο παράδειγμα

Το ενδιαφέρον σƞμείο στο οποίο θέλουμε να βάλουμε έμφασƞ είναι ένα
σƞμείο στƞν απόδειξƞ τƞς ανισότƞτας Minkowski:

(
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝)
1/𝑝

≤ (
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘|𝑝)
1/𝑝

(
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑏𝑘|𝑝)
1/𝑝

,

το οποίο τƞν πρώτƞ φορά που το βλέπει κάποιος του δίνει τƞν εντύπωσƞ
ότι συνέβƞ κάτι …μαγικό. Η απόδειξƞ αυτής τƞς ανισότƞτας ξεκινάει με το
να ξεχωρίσουμε ένα παράγοντα |𝑎𝑘+𝑏𝑘| από τους 𝑝 παράγοντες στα αρι-
στερά, να κάνουμε σε αυτόν τριγωνική ανισότƞτα και να καταλήξουμε
στƞν (3.1) παρακάτω:

𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝 =
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘| ≤
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1(|𝑎𝑘| + |𝑏𝑘|),

δƞλαδή
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝 ≤
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1|𝑎𝑘| +
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1|𝑏𝑘|. (3.1)
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Παρατƞρήστε ότι αυτό που έχουμε πετύχει στƞν τελευταία ανισότƞτα
είναι να «ρίξουμε» τον εκθέτƞ από 𝑝 σε 𝑝 − 1. Αυτό μας επιτρέπει να χρƞ-
σιμοποιήσουμε τƞν ανισότƞτα Hölder χρƞσιμοποιώντας για εκθέτƞ στƞ
Hölder το 𝑝/(𝑝 − 1), ώστε να ξανα-ανεβάσουμε τους εκθέτες 𝑝 − 1 στƞν
(3.1) σε 𝑝.
Λέμε ότι ƞ ανισότƞτα (3.1) βρίσκεται σε preflop κατάστασƞ. Ενώ ƞ

μετάβασƞ από τον μειωμένο εκθέτƞ 𝑝−1 ξανά στον 𝑝 ονομάζεται flop (ή
λέμε ότι «εφαρμόζουμε το flop»).
Εφαρμόζοντας λοιπόν τƞν Hölder στο δεύτερο μέρος τƞς (3.1) θα πά-

ρουμε ότι

𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝 ≤ (
𝑛
∑
𝑘=1

(|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1)
𝑝

𝑝−1)

𝑝−1
𝑝

(
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑎𝑘|
( 𝑝
𝑝−1)

′

)

1/( 𝑝
𝑝−1)

′

+(
𝑛
∑
𝑘=1

(|𝑎𝑘 + 𝑏𝑘|𝑝−1)
𝑝

𝑝−1)

𝑝−1
𝑝

(
𝑛
∑
𝑘=1

|𝑏𝑘|
( 𝑝
𝑝−1)

′

)

1/( 𝑝
𝑝−1)

′

όπου με τόνο συμβολίσαμε τον δυϊκό εκθέτƞ του 𝑝/(𝑝 − 1) (δƞλαδή

1
𝑝

𝑝−1
+ 1

( 𝑝
𝑝−1)

′ = 1.

Διαιρώντας τώρα με τον κοινό παράγοντα του δεύτερου μέρους θα πά-
ρουμε τƞν ανισότƞτα Minkowski.
Το θέμα μας εδώ δεν είναι ƞ ανισότƞτα αυτή καθεαυτή αλλά ƞ τεχνική

του flop. Ʃτο επόμενο βλέπουμε ακόμα ένα παράδειγμα.

3.3 Η ανισότητα του Hardy

Θεώρημα 3.3.1. Για κάθε ολοκλƞρώσιμƞ συνάρτƞσƞ 𝑓 στο [0,∞) ισχύει

∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥 ≤ 4∫

𝑇

0
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Επιπλέον, ƞ σταθερά 4 είναι βέλτιστƞ.
Απόδειξƞ: Ελέγχουμε πρώτα ότι ƞ σταθερά 4 είναι βέλτιστƞ. Πράγ-
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ματι, για 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼, έχουμε

∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥 = ∫

𝑇

0
(1
𝑥
𝑢𝛼+1

𝛼+ 1 ∣
𝑥

0
)
2

𝑑𝑥

= ∫
𝑇

0
1

(𝛼+ 1)2 𝑥2𝛼 𝑑𝑥

= 1
(𝛼+ 1)2

𝑇2𝛼+1

(2𝛼+ 1).

Επίσƞς

∫
𝑇

0
(𝑥𝛼)2 𝑑𝑥 = 𝑇2𝛼+1

2𝛼+ 1,

με 𝛼 > −1/2. Άρα αν υπάρχει 𝐶 > 0 ώστε να ισχύει ƞ ανισότƞτα του
Hardy θα πρέπει για κάθε 𝛼 > 0 με 𝛼 > −1/2 να ισχύει

1
(𝛼+ 1)2(2𝛼+ 1) ≤ 𝐶

2𝛼+ 1,

δƞλαδή (𝛼+1)−2 ≤ 𝐶. Αφήνοντας το 𝛼 να πλƞσιάσει το −1/2 από δεξιά
προκύπτει 𝐶 ≥ 4. Άρα αν υπάρχει τέτοια σταθερά 𝐶 δεν γίνεται να είναι
μικρότερƞ του 4.
Για να αποδείξουμε τώρα τƞν ανισότƞτα, αναζƞτούμε μια preflop κα-

τάστασƞ. Ɵέλουμε δƞλαδή να φράξουμε το ολοκλήρωμα

∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥

από μια ανάλογƞ έκφρασƞ αλλά με εκθέτƞ μικρότερο του 2. Παρατƞ-
ρούμε ότι ƞ ολοκλήρωσƞ κατά παράγοντες είναι μια διαδικασία που μειώ-
νει τους εκθέτες ! Πριν εφαρμόσουμε τƞν ολοκλήρωσƞ κατά παράγοντες
παρατƞρούμε ότι αν ∫𝑇

0 |𝑓(𝑢)|2 𝑑𝑢 = ∞ ƞ ανισότƞτα Hardy ισχύει. Οπότε
υποθέτουμε ότι ∫𝑇

0 |𝑓(𝑢)|2 𝑑𝑢 < ∞. Τώρα έχουμε:

∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥 = ∫

𝑇

0
1
𝑥2 (∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥

= ∫
𝑇

0
(−1

𝑥)
′
(∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥

= −1
𝑥 (∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
∣
𝑥=𝑇

𝑥=0
+∫

𝑇

0
1
𝑥 2∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 ⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= 2∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢) ⋅ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 − 1

𝑇 (∫
𝑇

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
,
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διότι lim𝑥→0+ 𝑥−1(∫𝑥
0 𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)2 = 0, αφού

∣∫
𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢∣ ≤ (∫

𝑥

0
12 𝑑𝑢)

1/2
(∫

𝑥

0
𝑓2(𝑢) 𝑑𝑢)

1/2

= √𝑥(∫
𝑥

0
𝑓2(𝑢) 𝑑𝑢)

1/2

άρα
1
𝑥 (∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
≤ (∫

𝑥

0
𝑓2(𝑢) 𝑑𝑢)

1/2
→ 0,

για 𝑥 → 0. Άρα

∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥 ≤ 2∫

𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢) 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, (3.2)

μια preflop ανισότƞτα, αφού έχουμε μετάπτωσƞ του εκθέτƞ από 2 σε 1.
Οπότε τώρα εφαρμόζουμε το flop:

≤ 2(∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥)

1/2

(∫
𝑇

0
𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥)

1/2
,

άρα

(∫
𝑇

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢)

2
𝑑𝑥)

1/2

≤ 2(∫
𝑇

0
𝑓2(𝑥))

1/2
,

ολοκλƞρώνοντας τƞν απόδειξƞ.

3.4 Η διακριτή ανισότητα Hardy

Ɵα μπορούσαμε άραγε στƞν ανισότƞτα Carleman (ƞ οποία αποδεί-
χθƞκε στƞν Πρότασƞ 2.2.1 σελίδα 13)

∞
∑
𝑘=1

(𝑎1…𝑎𝑘)1/𝑘 ≤ 𝑒
∞
∑
𝑘=1

𝑎𝑘,

να αντικαταστήσουμε τον γεωμετρικό μέσο σε αριθμƞτικό (στο τετρά-
γωνο); Η ανισότƞτα Hardy μας υποψιάζει ότι θα μπορούσε να ισχύει

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

2
≤ 𝐶

𝑁
∑
𝑛=1

𝑎2𝑛.

Ɵα δούμε ότι αυτή ƞ «διακριτή ανισότƞτα Hardy» ισχύει με 𝐶 = 4.
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Ɵα θέλαμε να αποδείξουμε μια preflop ανισότƞτα τƞς μορφής
𝑁
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

2
≤ 2

𝑁
∑
𝑛=1

𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 𝑎𝑛,

σε αναλογία με τƞν preflop ανισότƞτας τƞς συναρτƞσιακής Hardy (δείτε
σχέσƞ (3.2)).
Αν θέσουμε 𝐴𝑛 = (𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛)/𝑛, τότε θέλουμε να ισχύει ƞ

𝑁
∑
𝑛=1

𝐴2
𝑛 ≤ 2

𝑁
∑
𝑛=1

𝐴𝑛𝑎𝑛,

ƞ οποία ισχύει αν και μόνο αν
𝑁
∑
𝑛=1

(𝐴2
𝑛 − 2𝑎𝑛𝐴𝑛) ≤ 0.

Όμως

𝐴2
𝑛 − 2𝑎𝑛𝐴𝑛 = 𝐴2

𝑛 − 2𝐴𝑛(𝑛𝐴𝑛 − (𝑛 − 1)𝐴𝑛−1)
= 𝐴2

𝑛 − 2𝑛𝐴2
𝑛 + 2(𝑛 − 1)𝐴𝑛𝐴𝑛−1

= (1 − 2𝑛)𝐴2
𝑛 + 2(𝑛 − 1)𝐴𝑛𝐴𝑛−1

και εφαρμόζοντας τƞν 2𝑥𝑦 ≤ 𝑥2 + 𝑦2

≤ (1 − 2𝑛)𝐴2
𝑛 + (𝑛 − 1)(𝐴2

𝑛 +𝐴2
𝑛−1)

≤ (𝑛 − 1)𝐴2
𝑛−1 − 𝑛𝐴2

𝑛,

δƞλαδή ƞ τελευταία σειρά φράσσεται από μια τƞλεσκοπική ! Άρα
𝑁
∑
𝑛=1

(𝐴2
𝑛 − 2𝑎𝑛𝐴𝑛) ≤

𝑁
∑
𝑛=1

((𝑛 − 1)𝐴2
𝑛−1 − 𝑛𝐴2

𝑛) = −𝑁𝐴2
𝑁 < 0.

Ʃυνεπώς πράγματι ισχύει ƞ preflop, και τώρα εφαρμόζουμε το flop:

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

2
≤ 2(

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

2
)
1/2

(
𝑁
∑
𝑛−1

𝑎2𝑛)
1/2

,

άρα

(
𝑁
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

2
)
1/2

≤ 2(
𝑁
∑
𝑛=1

𝑎2𝑛)
1/2

.

Άσκηση: Αποδείξτε τƞν 𝑝-ανισότƞτα Hardy: για 𝑝 > 1 και 𝑓 ≥ 0 ισχύει

∫
∞

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡)

𝑝
𝑑𝑥 ≤ ( 𝑝

𝑝 − 1)
𝑝
∫

∞

0
𝑓𝑝(𝑥) 𝑑𝑥,
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δείχνοντας πρώτα τƞν preflop ανισότƞτα

∫
∞

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡)

𝑝
𝑑𝑥 ≤ 𝑝

𝑝 − 1 ∫
∞

0
(1𝑥 ∫

𝑥

0
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡)

𝑝−1
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

χρƞσιμοποιώντας ολοκλήρωσƞ κατά παράγοντες.

Άσκηση: Αποδείξτε τƞν 𝑝-διακριτή ανισότƞτα Hardy: για 𝑝 > 1 και 𝑎𝑛 ≥ 0
ισχύει

∞
∑
𝑛=1

(𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛
𝑛 )

𝑝
< ( 𝑝

𝑝 − 1)
𝑝 ∞
∑
𝑛−1

𝑎𝑝𝑛.

3.5 Μια εφαρμογή για προχωρημένους

Ɵεωρήστε τον τελεστή Schrödinger

𝐻 = − 𝑑2

𝑑𝑥2 − 𝑐
𝑥2

στο (0,∞) με συνοριακή συνθήκƞ Dirichlet στο 0. Μια φυσιολογική ερώ-
τƞσƞ είναι πότε ο 𝐻 είναι θετικός τελεστής στον 𝐿2(0,∞). Εύκολα ελέγ-
χουμε ότι ƞ ⟨𝜓,𝐻𝜓⟩ ≥ 0 είναι ισοδύναμƞ με τƞν

∫
∞

0
|𝜓′(𝑥)|2 𝑑𝑥 ≥ 𝑐∫

∞

0
∣𝜓(𝑥)

𝑥 ∣
2
𝑑𝑥.

Άρα ƞ ανισότƞτα Hardy δίνει θετική απάντƞσƞ για 𝑐 ≥ 1/4.
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Τα άλυτα προβλήματα της
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Μιχάλης Ανούσης

Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
mano@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: -

Ο διπλασιασμός του κύβου είναι ένα από τα μεγάλα άλυτα προβλή-
ματα τƞς αρχαιότƞτας. Έχει απασχολήσει τους Έλλƞνες μαθƞματικούς από
τον 5ο αιώνα π.Χ. Το πρόβλƞμα αυτό είναι το ακόλουθο: Να κατασκευα-
στεί με κανόνα και διαβήτƞ κύβος με διπλάσιο όγκο από έναν κύβο με
γνωστή ακμή. Το πρόβλƞμα αυτό μελετήθƞκε από πολλούς μαθƞματικούς
και λύθƞκε το 1837 από τον Γάλλο μαθƞματικό Pierre Laurent Wantzel ο
οποίος απέδειξε ότι αυτή ƞ κατασκευή είναι αδύνατƞ. Η εργασία του έχει
τίτλο Recherches sur les moyens de reconnaître si un problème de géométrie
peut se résoudre avec la règle et le compas και δƞμοσιεύτƞκε στο Journal de
mathématiques pures et appliquées, vol. 2, 1837, pp. 366–372.
Ʃτƞν παρουσίασƞ αυτή θα περιγράψουμε μια απόδειξƞ του αποτελέ-

σματος του Wantzel. Η απόδειξƞ που θα κάνουμε ακολουθεί τƞν απόδειξƞ
που βρίσκεται στο βιβλίο του C. R. Hadlock, Field theory and its classical
problems, Mathematical Association of America, 1978. Πλƞροφορίες για τα
άλυτα προβλήματα τƞς αρχαιότƞτας υπάρχουν στα βιβλία τƞς Ɵεωρίας
Galois.
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Το πρόβλƞμα του διπλασιασμού του κύβου είναι ισοδύναμο με τƞν κα-
τασκευή με πεπερασμένα βήματα με κανόνα και διαβήτƞ από δύο σƞμεία
𝐴 και Β του επιπέδου ενός σƞμείου 𝐶 τέτοιου ώστε το 𝐴𝐶 να είναι ίσο με
3√2 φορές το μήκος του 𝐴𝐵. Η κεντρική ιδέα τƞς απόδειξƞς είναι ƞ ακό-
λουθƞ: Ʃε κάθε σύνολο σƞμείων του επιπέδου αντιστοιχίζουμε ένα σώμα.
Όταν από ένα σύνολο σƞμείων 𝑆 κατασκευάζουμε ένα άλλο σƞμείο 𝐴, το
σώμα που αντιστοιχεί στο νέο σύνολο σƞμείων 𝑆 ∪ {𝐴} περιέχει το σώμα
που αντιστοιχεί στο 𝑆 και μάλιστα προκύπτει από το σώμα αυτό με ένα
συγκεκριμένο τρόπο. Ɵα δείξουμε ότι αν ξεκινήσουμε από δύο σƞμεία 𝐴
και 𝐵 του επιπέδου, δεν μπορούμε να κατασκευάσουμε με πεπερασμένα
βήματα με κανόνα και διαβήτƞ ένα σƞμείο 𝐶 τέτοιο ώστε το 𝐴𝐶 να είναι
ίσο με 3√2 φορές το μήκος του 𝐴𝐵 διότι ƞ κατασκευή του νέου σώματος
που αντιστοιχεί στο τελικό σύνολο των σƞμείων δεν είναι επιτρεπτή.
Ɵα ξεκινήσουμε με μια απλή πρότασƞ:

Πρόταση 4.0.1. Ο 3√2 δεν είναι ρƞτός.
Απόδειξƞ: Έστω ότι ο 3√2 είναι ρƞτός. Γράφουμε 3√2 = 𝑝/𝑞 με 𝑝, 𝑞 ακέ-

ραιους και 𝑝/𝑞 ανάγωγο. Έχουμε:
3√2 = 𝑝/𝑞 ⇔ 2 = 𝑝3/𝑞3 ⇔ 2𝑞3 = 𝑝3.

Άρα ο 𝑝 είναι ζυγός, 𝑝 = 2𝑟 για κάποιον ακέραιο 𝑟. Τότε

2𝑞3 = 8𝑟3 ⇔ 𝑞3 = 4𝑟3

και ο 𝑞 είναι ζυγός, που είναι άτοπο γιατί το 𝑝/𝑞 είναι ανάγωγο. 2

4.1 Σώματα

Ɵα δώσουμε τον ορισμό του σώματος και μερικά παραδείγματα.
Ορισμός 4.1.1. Έστω ότι το 𝐹 είναι ένα σύνολο με δύο τουλάχιστον στοι-
χεία, 0, 1 και δύο πράξεις, πρόσθεσƞ (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎 + 𝑏 και πολλαπλασιασμό
(𝑎, 𝑏) ↦ 𝑎𝑏. Το 𝐹 είναι σώμα αν ισχύουν οι εξής:

(i) 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐, για κάθε 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹

(ii) για κάθε 𝑎 ∈ 𝐹 ισχύει 𝑎 + 0 = 0+ 𝑎 = 𝑎

(iii) για κάθε 𝑎 ∈ 𝐹 υπάρχει −𝑎 ∈ 𝐹 ώστε 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0

(iv) 𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐, για κάθε 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹

(v) 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 και 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎, για κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹.

(vi) για κάθε 𝑎 ∈ 𝐹 ισχύει 𝑎1 = 1𝑎 = 𝑎
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(vii) για κάθε 𝑎 ∈ 𝐹 με 𝑎 ≠ 0 υπάρχει 𝑎−1 ∈ 𝐹 ώστε 𝑎𝑎−1 = 𝑎−1𝑎 = 1

(viii) 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐, για κάθε 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹.

Παραδείγματα 4.1.2. Ʃτα παρακάτω παραδείγματα οι πράξεις είναι ƞ συ-
νήθƞς πρόσθεσƞ και ο συνήθƞς πολλαπλασιασμός πραγματικών αριθμών.

(i) ℚ.

(ii) ℝ.

(iii) ℂ.

(iv) {𝑝 + 𝑞√2 ∶ 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ}.

(v) {𝑝 + 𝑞 3√5+ 𝑟 3√52 ∶ 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℚ}.

(vi) {𝑝 + 𝑞√2+ 𝑟√3+ 𝑠√6 ∶ 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 ∈ ℚ}.

Όλα τα σώματα που θα αναφερθούν στƞν παρουσίασƞ αυτή περιέ-
χονται στο σώμα ℝ και οι πράξεις τους είναι ƞ συνήθƞς πρόσθεσƞ και ο
συνήθƞς πολλαπλασιασμός πραγματικών αριθμών.
Αν 𝐹 είναι ένα σώμα που περιέχεται στο ℝ και 𝑆 ένα υποσύνολο του ℝ

συμβολίζουμε 𝐹(𝑆) το μικρότερο σώμα που περιέχει το 𝐹 και το 𝑆.
Παραδείγματα 4.1.3. (i) ℚ(7) = ℚ.

(ii) ℚ(√2) = {𝑝 + 𝑞√2 ∶ 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ}.

(iii) ℚ( 3√5) = {𝑝 + 𝑞 3√5+ 𝑟 3√52 ∶ 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ ℚ}.

4.2 Κατασκευάσιμα σημεία

Έστω ότι το 𝐸 είναι ένα σύνολο σƞμείων του επιπέδου. Ʃυμβολίζουμε
𝐷𝐸 το σύνολο των ευθειών του επιπέδου που διέρχονται (ορίζονται) από
δύο σƞμεία του 𝐸 και 𝐶𝐸 το σύνολο των κύκλων του επιπέδου των οποίων
το κέντρο είναι ένα σƞμείο του 𝐸 και ƞ ακτίνα τους είναι ƞ απόστασƞ
μεταξύ δύο σƞμείων του 𝐸.
Ορισμός 4.2.1. Ένα σƞμείο του επιπέδου λέγεται κατασκευάσιμο σε ένα
βήμα από το 𝐸 εάν είναι:

(i) τομή δύο ευθειών του 𝐷𝐸,

(ii) τομή μίας ευθείας του 𝐷𝐸 και ενός κύκλου του 𝐶𝐸,

(iii) τομή δύο κύκλων του 𝐶𝐸.
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Ορισμός 4.2.2. Ένα σƞμείο του επιπέδου λέγεται κατασκευάσιμο σε 𝑛 βή-
ματα από το 𝐸 εάν υπάρχουν σƞμεία 𝑃1, 𝑃2,… , 𝑃𝑛 του επιπέδου ώστε 𝑃 = 𝑃𝑛
και το 𝑃𝑖 είναι κατασκευάσιμο σε ένα βήμα από το 𝐸 ∪ {𝑃𝑗, 𝑗 < 𝑖}.
Ορισμός 4.2.3. Ένα σƞμείο του επιπέδου 𝑃 λέγεται κατασκευάσιμο από το
𝐸 εάν υπάρχει 𝑛 ώστε το 𝑃 είναι κατασκευάσιμο σε 𝑛 βήματα από το 𝐸.
Αν 𝐴,𝐵 είναι δύο σƞμεία του επιπέδου θα συμβολίζουμε 𝐷(𝐴,𝐵) τƞν

ευθεία που διέρχεται από τα 𝐴,𝐵. Αν 𝐴,𝐵, 𝐶 είναι σƞμεία του επιπέδου θα
συμβολίζουμε 𝐶(𝐴, 𝐵𝐶) τον κύκλο κέντρου 𝐴 και ακτίνας 𝐵𝐶.
Δίνονται δύο σƞμεία στο επίπεδο 𝑂,𝐴. Κατασκευάζουμε ένα ορθοκα-

νονικό σύστƞμα (𝑂,𝐴, 𝐵) ως εξής:

𝐴𝐴′

𝑀

𝑁

𝑂b 𝐴𝐴′

𝑀

𝑁

𝑂

0
1

2
3

4
5

6
7

8

𝐴𝐴′

𝑀

𝑁

𝐵

𝑂

Ɵεωρούμε τον κύκλο 𝐶(𝑂,𝑂𝐴) με κέντρο 𝑂 και ακτίνα 𝑂𝐴. Ʃυμβολί-
ζουμε 𝐴′ το σƞμείο τομής του κύκλου 𝐶(𝑂,𝑂𝐴) και τƞς ευθείας 𝑂𝐴. Ɵε-
ωρούμε τον κύκλο 𝐶(𝐴,𝐴𝐴′) με κέντρο 𝐴 και ακτίνα 𝐴𝐴′ και τον κύκλο
𝐶(𝐴′, 𝐴𝐴′) με κέντρο 𝐴′ και ακτίνα 𝐴𝐴′. Ʃυμβολίζουμε 𝑀 και 𝑁 τα σƞ-
μεία τομής των κύκλων 𝐶(𝐴,𝐴𝐴′) και 𝐶(𝐴′, 𝐴𝐴′). Ɵεωρούμε τƞν ευθεία
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𝐷(𝑀,𝑁) που ορίζεται από τα σƞμεία 𝑀 και 𝑁 . Ʃυμβολίζουμε 𝐵 ένα σƞ-
μείο τομής τƞς ευθείας 𝐷(𝑀,𝑁) και του κύκλου 𝐶(𝑂,𝑂𝐴). Τότε ƞ ευθεία
𝐷(𝑂,𝐴) είναι κάθετƞ στƞν ευθεία 𝐷(𝑂,𝐵) και το μήκος του 𝑂𝐴 είναι ίσο
με το μήκος του 𝑂𝐵. Άρα οι ευθείες 𝐷(𝑂,𝐴) και 𝐷(𝑂,𝐵) και τα ευθύγραμμα
τμήματα 𝑂𝐴 και 𝑂𝐵 αποτελούν ένα ορθοκανονικό σύστƞμα.
Ɵα συμβολίζουμε (𝑂,𝐴, 𝐵) το ορθοκανονικό σύστƞμα που κατασκευά-

στƞκε όπως παραπάνω από τα σƞμεία 𝑂,𝐴.
Ɵεωρούμε τρία σƞμεία 𝐴,𝐵,𝑀 του επιπέδου. Κατασκευάζουμε τƞν προ-

βολή του σƞμείου 𝑀 στƞν ευθεία που ορίζεται από τα 𝐴,𝐵 ως εξής:

𝐴𝐵

𝑀

𝑁

𝐴𝐵 𝐻

𝑀

𝑁

0
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5

Ɵεωρούμε τον κύκλο 𝐶(𝐴,𝐴𝑀) με κέντρο 𝐴 και ακτίνα 𝐴𝑀 και τον κύ-
κλο 𝐶(𝐵, 𝐵𝑀) με κέντρο 𝐵 και ακτίνα 𝐵𝑀 . Ʃυμβολίζουμε 𝑁 το άλλο σƞμείο
τομής των κύκλων 𝐶(𝐴,𝐴𝑀), 𝐶(𝐵, 𝐵𝑀). Ɵεωρούμε τƞν ευθεία 𝐷(𝑀,𝑁)
που ορίζεται από τα σƞμεία 𝑀 και 𝑁 . Ʃυμβολίζουμε 𝐻 το σƞμείο τομής
των ευθειών 𝐷(𝑀,𝑁) και 𝐷(𝐴,𝐵). Το 𝐻 είναι ƞ προβολή του σƞμείου 𝑀
στƞν ευθεία 𝐷(𝐴,𝐵) που ορίζεται από τα 𝐴,𝐵.
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι:

Πρόταση 4.2.4. Έστω 𝑆 ένα σύνολο σƞμείων του επιπέδου με δύο τουλάχι-
στον σƞμεία 𝑂,𝐴. Ένα σƞμείο είναι κατασκευάσιμο από το 𝑆 αν και μόνον
αν οι συντεταγμένες του ως προς το ορθοκανονικό σύστƞμα (𝑂,𝐴, 𝐵) είναι
κατασκευάσιμες.

4.3 Σώματα και κατασκευάσιμα σημεία

Ορισμός 4.3.1. Έστω ότι το 𝑆 είναι ένα σύνολο σƞμείων του επιπέδου με
δύο τουλάχιστον σƞμεία 𝑂,𝐴. Αντιστοιχίζουμε στο 𝑆 ένα σώμα ως εξής:
Το σώμα αυτό παράγεται από το ℚ και τις συντεταγμένες των σƞμείων
του 𝑆 ως προς το ορθοκανονικό σύστƞμα (𝑂,𝐴, 𝐵).
Παρατƞρούμε ότι αν 𝑆 είναι ένα σύνολο σƞμείων του επιπέδου με αντί-

στοιχο σώμα 𝐹 και 𝑃 είναι ένα σƞμείο του επιπέδου με συντεταγμένες
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(𝑝, 𝑞), τότε προκύπτει από τƞν Πρότασƞ 4.2.4 ότι το σώμα που αντιστοι-
χεί στο σύνολο 𝑆 ∪ {𝑃} είναι το 𝐹({(𝑝, 𝑞}).
Παραδείγματα 4.3.2. (i) Αν 𝑂,𝐴 είναι δύο σƞμεία του επιπέδου τότε το

σώμα που αντιστοιχεί στο σύνολο σƞμείων {𝑂,𝐴} είναι το ℚ.

(ii) Αν 𝑂,𝐴 είναι δύο σƞμεία του επιπέδου και 𝐵 είναι τέτοιο ώστε το
(𝑂,𝐴, 𝐵) να είναι το ορθοκανονικό σύστƞμα που κατασκευάστƞκε
από τα 𝑂,𝐴 τότε το σώμα που αντιστοιχεί στο σύνολο σƞμείων
{𝑂,𝐴, 𝐵} είναι το ℚ.

(iii) Αν 𝑂,𝐴 είναι δύο σƞμεία του επιπέδου, (𝑂,𝐴, 𝐵) είναι το ορθοκα-
νονικό σύστƞμα που κατασκευάστƞκε από τα 𝑂,𝐴 και 𝐶 το σƞμείο
ώστε το 𝑂𝐴𝐶𝐵 να είναι τετράγωνο τότε το σώμα που αντιστοιχεί
στο σύνολο σƞμείων {𝑂,𝐴, 𝐵, 𝐶} είναι το ℚ.

(iv) Αν {𝑂,𝐴, 𝐵, 𝐶} είναι όπως στο προƞγούμενο παράδειγμα και το σƞμείο
𝐷 είναι ƞ τομή του κύκλου 𝐶(𝑂,𝑂𝐶) και τƞς ευθείας 𝐷(𝑂,𝐴), τότε
το σώμα που αντιστοιχεί στο σύνολο σƞμείων {𝑂,𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐷} είναι το
ℚ(√2).

Πρόταση 4.3.3. Έστω ότι το 𝑆 είναι ένα σύνολο σƞμείων του επιπέδου. Ɵε-
ωρούμε δυο σƞμεία 𝑂 και 𝐴 στο 𝑆 και το ορθοκανονικό σύστƞμα (𝑂,𝐴, 𝐵)
όπως παραπάνω. Έστω ότι το 𝐹 είναι το αντίστοιχο σώμα του συνόλου
𝑆. Η εξίσωσƞ μιας ευθείας που ορίζεται από δύο σƞμεία του 𝑆 είναι τƞς
μορφής

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0
με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹. Η εξίσωσƞ ενός κύκλου με κέντρο ένα σƞμείο του 𝑆 και ακτίνα
τƞν απόστασƞ μεταξύ δύο σƞμείων του 𝑆 είναι τƞς μορφής:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹.
Απόδειξƞ: Αν (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) είναι σƞμεία του 𝑆, τότε ƞ ευθεία που

ορίζουν έχει εξίσωσƞ

(𝑥 − 𝑥1)(𝑦2 − 𝑦1) − (𝑦 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑥1) = 0

και άρα είναι τƞς μορφής

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹. Η εξίσωσƞ ενός κύκλου με κέντρο (𝑥0, 𝑦0) και ακτίνα τƞν
απόστασƞ δύο σƞμείων (𝑥1, 𝑦1) και (𝑥2, 𝑦2) είναι

(𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 = (𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2
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και άρα είναι τƞς μορφής:

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

με 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐹. 2

Πρόταση 4.3.4. Έστω ότι το 𝐸 είναι ένα σύνολο σƞμείων με αντίστοιχο
σώμα 𝐹. Εάν 𝑃 είναι ένα σƞμείο με συντεταγμένες (𝑝, 𝑞) κατασκευάσιμο
σε ένα βήμα από το 𝐸, τότε 𝐹({𝑝, 𝑞}) = 𝐹 ή 𝐹({𝑝, 𝑞}) = 𝐹(√𝑟) για κάποιο
𝑟 ∈ 𝐹 με √𝑟 ∉ 𝐹. Ʃε αυτή τƞν περίπτωσƞ,

𝐹(√𝑟) = {𝑎 + 𝑏√𝑟 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹}.

Απόδειξƞ: Αν το 𝑃 είναι ƞ τομή δύο ευθειών του 𝐷𝐸, τότε οι συντεταγ-
μένες του (𝑝, 𝑞) ικανοποιούν τις

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′ = 0

με 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝐹 και άρα 𝐹({𝑝, 𝑞}) = 𝐹.
Αν το 𝑃 είναι ƞ τομή μίας ευθείας του 𝐷𝐸 και ενός κύκλου του 𝐶𝐸 τότε

οι συντεταγμένες του (𝑝, 𝑞) ικανοποιούν τις

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′ = 0

με 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝐹.
Υποθέτουμε ότι 𝑎 ≠ 0 (με όμοιο τρόπο χειριζόμαστε τƞν περίπτωσƞ που

𝑎 = 0 και 𝑏 ≠ 0). Τότε
𝑝 = −(𝑏𝑞 + 𝑐)/𝑎

και
(−(𝑏𝑞 + 𝑐)/𝑎)2 + 𝑞2 + 𝑎′(−(𝑏𝑞 + 𝑐)/𝑎) + 𝑏′𝑞 + 𝑐′ = 0.

Αν 𝑟 είναι ƞ διακρίνουσα, έχουμε τις εξής περιπτώσεις: Αν 𝑟 < 0 ƞ εξί-
σωσƞ δεν έχει πραγματικές ρίζες και ƞ ευθεία και ο κύκλος δεν τέμνονται.
Αν √𝑟 ∈ 𝐹, τότε 𝑞 ∈ 𝐹. Επίσƞς 𝑝 = −(𝑏𝑞 + 𝑐)/𝑎 ∈ 𝐹 και άρα 𝐹({𝑝, 𝑞}) = 𝐹.
Αν √𝑟 ∉ 𝐹, τότε 𝑞 ∈ 𝐹(√𝑟). Επίσƞς 𝑝 = −(𝑏𝑞 + 𝑐)/𝑎 ∈ 𝐹(√𝑟) και άρα
𝐹({𝑝, 𝑞}) = 𝐹(√𝑟).
Αν το 𝑃 είναι ƞ τομή δύο κύκλων του 𝐶𝐸 τότε οι συντεταγμένες του

(𝑝, 𝑞) ικανοποιούν τις

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 + 𝑐′ = 0
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με 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝐹. Δƞλαδή ικανοποιούν το ισοδύναμο σύστƞμα

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0
(𝑎 − 𝑎′)𝑥 + (𝑏 − 𝑏′)𝑦 + 𝑐 − 𝑐′ = 0,

και άρα αναγόμαστε στƞν προƞγούμενƞ περίπτωσƞ. 2

Από τα προƞγούμενα προκύπτει το ακόλουθο:
Θεώρημα 4.3.5. Έστω ότι το 𝐸 είναι ένα σύνολο σƞμείων με αντίστοιχο
σώμα 𝐹. Εάν 𝑃 είναι ένα σƞμείο με συντεταγμένες (𝑝, 𝑞) κατασκευάσιμο
από το 𝐸, τότε υπάρχουν σώματα 𝐹0, 𝐹1,… , 𝐹𝑚 ώστε

(i) 𝐹0 = 𝐹

(ii) 𝐹𝑖 ⊆ ℝ για κάθε 𝑖 και 𝐹0 ⊆ 𝐹1 ⊆ … ⊆ 𝐹𝑚
(iii) 𝐹𝑖+1 = 𝐹𝑖(√𝑟𝑖) για κάποιο 𝑟𝑖 ∈ 𝐹𝑖 με √𝑟𝑖 ∉ 𝐹𝑖
(iv) 𝑝, 𝑞 ∈ 𝐹𝑚.

2

4.4 Διπλασιασμός του κύβου

Πρόταση 4.4.1. Έστω ότι το 𝐹 είναι ένα σώμα που περιέχει το ℚ και περιέ-
χεται στο ℝ, και 𝑟 ∈ 𝐹 με √𝑟 ∉ 𝐹. Εάν 3√2 ∈ 𝐹(√𝑟) τότε 3√2 ∈ 𝐹.
Απόδειξƞ: Έστω ότι ισχύει 3√2 ∈ 𝐹(√𝑟). Τότε 3√2 = 𝑎 + 𝑏√𝑟 με 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹.

Δείχνουμε πρώτα ότι αν (𝑎 + 𝑏√𝑟)3 = 2 τότε και (𝑎 − 𝑏√𝑟)3 = 2. Έχουμε

(𝑎 + 𝑏√𝑟)3 = 2

αν και μόνο αν

𝑎3 + 3𝑎2𝑏√𝑟 + 3𝑎𝑏2√𝑟2 + 𝑏3√𝑟3 = 2

αν και μόνο αν

𝑎3 + 3𝑎𝑏2𝑟 + (3𝑎2𝑏 + 𝑏3𝑟)√𝑟 = 2.

Επειδή √𝑟 ∉ 𝐹 συνεπάγεται (3𝑎2𝑏 + 𝑏3𝑟) = 0. Άρα

(𝑎 − 𝑏√𝑟)3 = 𝑎3 − 3𝑎2𝑏√𝑟 + 3𝑎𝑏2√𝑟2 − 𝑏3√𝑟3

= 𝑎3 + 3𝑎𝑏2𝑟 − (3𝑎2𝑏 + 𝑏3𝑟)√𝑟
= 2.
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Η 𝑥3 είναι γνƞσίως αύξουσα και άρα 1−1. Άρα (𝑎+𝑏√𝑟)3 = (𝑎−𝑏√𝑟)3
οπότε 𝑎+𝑏√𝑟 = 𝑎−𝑏√𝑟 συνεπώς 𝑏 = 0, από όπου προκύπτει ότι 3√2 = 𝑎 ∈ 𝐹.

2

Από το επόμενο θεώρƞμα προκύπτει ότι ο διπλασιασμός του κύβου είναι
αδύνατον να λυθεί με κανόνα και διαβήτƞ.
Θεώρημα 4.4.2. Ο 3√2 δεν είναι κατασκευάσιμος.
Απόδειξƞ: Ɵέτουμε 𝐹 = ℚ. Αν ο 3√2 είναι κατασκευάσιμος, τότε από το

Ɵεώρƞμα 4.3.5 και τις Προτάσεις 4.3.4 και 4.4.1 προκύπτει ότι 3√2 ∈ ℚ. Αυτό
είναι άτοπο γιατί είδαμε στƞν Πρότασƞ 4.0.1 ότι ο 3√2 δεν είναι ρƞτός. Άρα
ο 3√2 δεν είναι κατασκευάσιμος. 2
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Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
tsichlias@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: Ευκλείδεια γεωμετρία,
τριγωνομετρία, πολικές
συντεταγμένες

𝑟 = 2𝑎(1 − cos𝜃) 𝑟 = 𝑏 − 2𝑎 cos𝜃

Ʃχήμα 5.1: Καρδιοειδές και Κοχλιοειδής

Η ονομασία καρδιοειδές cardioid εισήχθƞ το 1741 από τον Ιταλό μα-
θƞματικό Johann Castillon λόγω του σχήματος καρδιάς. Πολύ νωρίτερα
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το 1708 το μήκος του καρδιοειδούς υπολογίστƞκε από τον Philippe de la
Hire Γάλλο μαθƞματικό και αστρονόμο. Το καρδιοειδές όμως πρωτοσυ-
ναντάται το 1650 ως ειδική περίπτωσƞ τƞς καμπύλƞς Limacon of Pascal
(κοχλιοειδής) (Ʃχήμα 5.1) ƞ κατασκευή τƞς οποίας οφείλετε στον Γάλλο
μαθƞματικό Étienne Pascal.

5.1 Ορισμοί του Καρδιοειδούς

Ορισμός 5.1.1. Έστω ότι 𝜔 είναι ένας σταθερός κύκλος κέντρου 𝑂 και δια-
μέτρου 1 και 𝜔′ είναι κύκλος διαμέτρου 1 ο οποίος κυλάει πάνω στον 𝜔
χωρίς ολίσθƞσƞ (Ʃχήμα 5.2). Τƞν τροχιά που διαγράφει ένα σταθερό σƞ-
μείο 𝐵 του 𝜔′ τƞν ονομάζουμε καρδιοειδές.

𝐵

Ʃχήμα 5.2: Μƞχανική κατασκευή καρδιοειδούς

Ορισμός 5.1.2. Έστω ότι𝜔 είναι ένας κύκλος κέντρου 𝑂, διαμέτρου 1, 𝐴 ένα
σταθερό σƞμείο του 𝜔 και 𝑃 ένα κινούμενο σƞμείο του 𝜔. Έστω ότι το 𝑂 ′

είναι το συμμετρικό του 𝑂 ως προς το 𝑃 και το 𝐵 είναι ƞ αντανάκλασƞ του
𝐴 ως προς τƞν μεσοκάθετο του 𝑂𝑂 ′ (Ʃχήμα 5.3α’). Ο γεωμετρικός τόπος
των σƞμείων 𝐵 είναι το καρδιοειδές.
Ορισμός 5.1.3. Έστω ότι𝜔 είναι ένας κύκλος κέντρου 𝑂, διαμέτρου 1, 𝐴 ένα
σταθερό σƞμείο του 𝜔, και 𝑄 ένα κινούμενο σƞμείο του 𝜔. Έστω ότι το 𝐵
είναι σƞμείο στƞν ευθεία 𝐴𝑄 ώστε 𝐵𝑄 = 1 (Ʃχήμα 5.3β’). Ο γεωμετρικός
τόπος των σƞμείων 𝐵 είναι το καρδιοειδές.
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b

𝑂
b 𝐴

b𝑃

b𝑂 ′
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𝑄

b 𝐴

b
𝑄

𝜔 𝐵 ′

𝐵

(α’) (β’)

Ʃχήμα 5.3

Πρόταση 5.1.4. Οι παραπάνω ορισμοί για το καρδιοειδές είναι ισοδύναμοι.

Απόδειξƞ: (Ορισμός 5.1.1 ⇒ Ορισμός 5.1.2) Ʃτον πρώτο ορισμό έστω ότι
το 𝐴 είναι το αρχικό σƞμείο επαφής των κύκλων 𝜔 και 𝜔′, 𝑂 ′ το κέντρο
του κύκλου 𝜔′, 𝑃 το σƞμείο επαφής των κύκλων 𝜔 και 𝜔′ κατά τƞν κί-
νƞσƞ του 𝜔′ και 𝐵 το σƞμείο του καρδιοειδούς του πρώτου ορισμού. Είναι
𝐵�̂� ′𝑃 = 𝑃�̂�𝐴 (αφού τα τόξα ⏜𝑃𝐵 του κύκλου (𝑂 ′, 𝑂 ′𝐵) και ⏜𝑃𝐴 του κύκλου
(𝑂,𝑂𝐴) είναι ίσα) και 𝑂 ′𝐵 = 𝑂𝐴 (Ʃχήμα 5.3α’), οπότε εύκολα προκύπτει
ότι το σƞμείο 𝐵 του πρώτου ορισμού και το σƞμείο 𝐵 του δεύτερου ορισμού
ταυτίζονται.
(Ορισμός 5.1.2 ⇒ Ορισμός 5.1.3) Ʃτο Ʃχήμα 5.3α’ είναι 𝐵�̂� ′𝑃 = 𝑃�̂�𝐴 και

𝑂𝐴 = 𝑂𝑃 = 𝑂 ′𝑃 = 𝑂 ′𝐵 οπότε τα τρίγωνα OAP⊿ και O’PB⊿ είναι ίσα άρα το
τρίγωνο PAB

⊿
είναι ισοσκελές και συνεπώς 𝑂�̂�𝐵 = 𝑂 ′�̂�𝐴 και αφού 𝑂𝐴 =

𝑂 ′𝐵 προκύπτει ότι 𝐴𝐵 ∥ 𝑂 ′𝑂. Είναι 𝑂𝑄 = 𝑂 ′𝐵 και 𝐴𝐵 ∥ 𝑂 ′𝑂 οπότε το
τετράπλευρο 𝑂 ′𝐵𝑄𝑂 είναι είτε παραλλƞλόγραμμο είτε ισοσκελές τραπέζιο.
Η τελευταία περίπτωσƞ απορρίπτεται, αφού 𝑄 ≠ 𝐴. Οπότε έχουμε 𝐵𝑄 =
𝑂𝑂 ′ = 1, οπότε το σƞμείο 𝐵 ταυτίζεται με το σƞμείο 𝐵 του τρίτου ορισμού
(Ʃχήμα 5.3β’).
(Ορισμός 5.1.3 ⇒ Ορισμός 5.1.1) Έστω ότι το 𝑃 είναι τέτοιο που το ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃

είναι ομόρροπο του ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴𝐵 (οπότε 𝑂𝑂 ′ ∥ 𝑄𝐵) και | ⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝑂𝑃| = 1/2. Έστω ότι το
𝑂 ′ είναι το συμμετρικό του 𝑂 ως προς το 𝑃. Τότε 𝑂 ′𝑂 = 𝐵𝑄 = 1, οπότε
το τετράπλευρο 𝑂𝑂 ′𝐵𝑄 είναι παραλλƞλόγραμμο. Άρα 𝑂 ′𝐵 = 𝑂𝑄 = 1/2
(Ʃχήμα 5.4). Επίσƞς, αφού 𝑂 ′𝐵 = 𝑂𝐴 έχουμε ότι το 𝑂𝑂 ′𝐵𝐴 είναι ισοσκελές
τραπέζιο και συνεπώς 𝐴�̂�𝑃 = 𝑃�̂� ′𝐵. Άρα το σƞμείο 𝐵 ταυτίζεται με το
σƞμείο 𝐵 του πρώτου ορισμού
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b

𝑂

b
𝐷

b
𝑄

b 𝐴

b𝑃

b𝑂 ′

b
𝐵

/
/

/

/

𝜔
/

/

Ʃχήμα 5.4

Παρατήρηση 5.1.5. Ʃε πολικές συντεταγμένες το καρδιοειδές δίνεται από
τƞν σχέσƞ (Ʃχήμα 5.5)

𝑟 = 1 − cos𝜑.
Παρατήρηση 5.1.6. Ʃτο Ʃχήμα 5.6 το τμήμα 𝐴𝑃 διχοτομεί τƞ γωνία 𝑂�̂�𝑄.
Πράγματι, ƞ 𝐴𝑃 είναι ƞ διαγώνιος του ρόμβου με κορυφές τα σƞμεία 𝐴,
𝑂, 𝑃 και του σƞμείου τομής των 𝐴𝑄 και 𝑃𝑇.

𝜑

𝐴𝑄 = 2 cos(𝜋 − 𝜑)
= −2 cos𝜑

b

𝐴

b
𝑄

b𝐴′

⋅

𝜔 𝐵 ′

𝐵

Ʃχήμα 5.5

Οι καρτεσιανές συντεταγμένες συνδέονται με τις πολικές μέσω των σχέ-
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σεων
𝑥 = 𝑟 cos𝜑 𝑦 = 𝑟 sin𝜑,

και ƞ σχέσƞ 𝑟 = 1 − cos𝜑 σε καρτεσιανές συντεταγμένες γράφεται

(𝑥2 + 𝑦2)2 + 2𝑥(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑦2 = 0.

Οπότε σε καρτεσιανές συντεταγμένες το καρδιοειδές δίνεται από τƞ σχέσƞ

(𝑥2 + 𝑦2)2 + 2𝑥(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑦2 = 0.

Πρόταση 5.1.7. Η εφαπτόμενƞ (𝜀) στο καρδιοειδές στο σƞμείο 𝐵 είναι κά-
θετƞ στο 𝐵𝑃.
Απόδειξƞ: Έστω ότι ƞ 𝑇𝑃 είναι παράλλƞλƞ στƞ 𝑂𝐴. Είναι 𝜑 = 𝐴�̂�𝑃 =

𝑇𝑃𝑂 ′ και
𝑂�̂�𝑃 = 𝐵𝑃𝑂 ′ = 𝑂�̂�𝐵

2 = 𝜋 −𝜑
2

άρα
�̂� = 𝑇𝑃𝑂 ′ − 𝐵𝑃𝑂 ′ = 𝜑− 𝜋−𝜑

2 = 3𝜑− 𝜋
2 .

Άρα ο συντελεστής διεύθυνσƞς τƞς 𝐵𝑃 είναι

𝜆𝐵𝑃 = tan 3𝜑 − 𝜋
2 = − tan(𝜋2 − 3𝜑

2 ) = − cot(3𝜑/2).

𝑁

𝑇
𝜑

𝜃

b

𝑂
b

𝐴

b𝑃

b𝑂 ′

b
𝐵
⋅

/
/

/

/

𝜔

𝑄

Ʃχήμα 5.6



38 ΟΜΙΛΙΑ 5. ΜΙΑ ΜΑƟΗΜΑΤΙΚΗ ƩΥΝΤΑΓΗ ΓΙΑ ΜΙΑ «ΚΑΡΔΙΑ»

Το σƞμείο 𝐵 έχει συντεταγμένες

𝑥(𝜑) = 𝑟 cos𝜑 = (1 − cos𝜑) cos𝜑 = cos𝜑− cos2𝜑

και

𝑦(𝜑) = 𝑟 sin𝜑 = (1 − cos𝜑) sin𝜑 = sin𝜑− 1
2 sin(2𝜑).

Οπότε ο συντελεστής διεύθυνσƞς τƞς (𝜀) είναι ο συντελεστής διεύθυνσƞς
του διανύσματος ταχύτƞτας

( 𝑑𝑥
𝑑𝜑, 𝑑𝑦𝑑𝜑) = (−(sin𝜑− sin(2𝜑)), cos𝜑− cos(2𝜑))

Άρα

𝜆𝜀 = −cos𝜑− cos(2𝜑)
sin𝜑− sin(2𝜑) .

Χρƞσιμοποιώντας τις τριγωνομετρικές ταυτότƞτες διαφοράς ƞμιτόνων και
συνƞμιτόνων, δƞλαδή τις

sin 𝑥 − sin 𝑦 = 2 cos 𝑥 + 𝑦
2 sin 𝑥 − 𝑦

2
cos 𝑥 − cos 𝑦 = −2 sin 𝑥 + 𝑦

2 sin 𝑥 − 𝑦
2 ,

παίρνουμε ότι

𝜆𝜀 = −−2 sin(3𝜑/2) sin(−𝜑/2)
2 cos(3𝜑/2) sin(−𝜑/2) = tan(3𝜑/2).

Ʃυνεπώς

𝜆𝐵𝑃𝜆𝜀 = − cot(3𝜑/2) tan(3𝜑/2) = −1.

Άρα (𝜀) ⟂ 𝐵𝑃
Ʃτα σƞμεία που δεν ορίζεται ο ένας από τους δύο συντελεστές διευθύν-

σεως, ο άλλος είναι μƞδέν οπότε πάλι είναι κάθετες.

Πόρισμα 5.1.8. Ο κύκλος με κέντρο 𝑃 και ακτίνα 𝑃𝐴 εφάπτεται στο καρ-
διοειδές και διέρχεται από το 𝐴. (Ʃχήμα 5.7)
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b 𝐴

b𝑃

b
𝐵

𝜔

Ʃχήμα 5.7

Οπότε έχουμε το ακόλουθο:

Θεώρημα 5.1.9. Έστω κύκλος 𝐶 και σταθερό σƞμείο 𝐴 του 𝐶, για κάθε σƞ-
μείο 𝑃 του 𝐶 κατασκευάζουμε τον κύκλο 𝐶𝑃 με κέντρο 𝑃 και ακτίνα 𝑃𝐴. Η
περιβάλλουσα καμπύλƞ τƞς οικογένειας {𝐶𝑃 ∶ 𝑃 ∈ 𝐶 ⧵𝐴} είναι το καρδιοει-
δές. (Ʃχήμα 5.8)
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Ʃχήμα 5.8
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5.2 Κατασκευή του Καρδιοειδούς

Έστω ότι ο κύκλος 𝐶 έχει κέντρο το Σ(1/2, 0) και ακτίνα 3/2. Διαιρούμε
τƞν περιφέρεια του 𝐶 σε 2𝜈 ίσα τόξα θεωρώντας τα σƞμεία 0, 1, 2,… , 2𝜈−
1 όπως στο σχήμα:

0

1

23

4

5

6

7 8

9

b

b

bb

b

b

b

b b

b

Φέρνουμε τις χορδές 0 0, 1 2, 2 4, 3 6, 4 8, 5 10, 6 12, 7 14, 8 16, 9 18, 10 20,…
(όπου 2𝜈 ≡ 0, 2𝜈 + 1 ≡ 1, 2𝜈 + 2 ≡ 2, 2𝜈 + 3 ≡ 3,… ).
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Ɵα υπολογίσουμε τƞν εξίσωσƞ τις τυχαίας χορδής (𝐸) ƞ οποία θα ενώνει
τα σƞμεία

(12 + 3
2 cos𝜃,

3
2 sin𝜃) και (12 + 3

2 cos2𝜃,
3
2 sin2𝜃) .

𝜃

2𝜃

b

b

b

b b

𝑂𝑂

(𝐸)

Αυτή έχει εξίσωσƞ τƞν

∣
∣
∣
∣
∣

𝑥 − (1
2 + 3

2 cos𝜃) 𝑦 − 3
2 sin𝜃

(1
2 + 3

2 cos2𝜃) − (1
2 + 3

2 cos𝜃)
3
2 sin2𝜃 − 3

2 sin𝜃

∣
∣
∣
∣
∣

= 0

ή ισοδύναμα…

𝑥 cos(3𝜃2 ) + 𝑦 sin(3𝜃2 ) − 3
2 cos(

𝜃
2) + 1

2 cos(
3𝜃
2 ) = 0.

Για το καρδιοειδές 𝑟 = 1+ cos𝜑 με σχήμα το
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ƞ παραμετρική παράστασƞ του είναι

𝐾(𝜑) = ((1 + cos𝜑) cos𝜑, (1 + cos𝜑) sin𝜑),

το εφαπτόμενο διάνυσμα στο σƞμείο 𝐾(𝜑) είναι το

𝑑𝐾(𝜑)
𝑑𝜑 = (−(sin𝜑+ sin(2𝜑)), cos𝜑+ cos(2𝜑))

και έχει συντελεστή διεύθυνσƞς

𝜆 = −cos𝜑+ cos(2𝜑)
sin𝜑+ sin(2𝜑) .

Οπότε ƞ εξίσωσƞ τƞς εφαπτομένƞς στο σƞμείο 𝐾(𝜑) είναι 𝑦 = 𝜆𝑥+𝑐 όπου
𝑐 = (1+cos𝜑) sin𝜑−𝜆(1+cos𝜑) cos𝜑. Αυτή μετά από πράξεις γράφεται
ισοδύναμα

𝑥 cos(3𝜑2 )+ 𝑦 sin(3𝜑2 ) − 3
2 cos(

𝜑
2 )+ 1

2 cos(
3𝜑
2 ) = 0,

ƞ οποία ταυτίζεται με τƞν ευθεία (𝐸) για 𝜑 = 𝜃.

𝜑 𝜃

2𝜃

b 𝐴

b
𝐵

bΓ

bΔ b

𝐾(0.5,0)
b

𝑂

b𝐸

Οπότε το καρδιοειδές εφάπτεται στις χορδές

0 0, 1 2, 2 4, 3 6, 4 8, 5 10, 6 12, 7 14, 8 16, 9 18, 10 20,…
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(Ʃτο παραπάνω σχήμα έχουμε διαμερίσει τον κύκλο ανά τρεις μοίρες.)

Πόρισμα 5.2.1. Ɵεωρούμε τον κύκλο 𝐶 κέντρου Σ(1/2, 0) και ακτίνας 3/2.
Έστω ότι τα 𝐴 και 𝐵 είναι δύο σƞμεία του 𝐶 και Γ ƞ αντανάκλασƞ του
𝐴 στον κύκλο 𝐶 ως προς το σƞμείο 𝐵. Τότε ƞ 𝐵Γ είναι εφαπτόμενƞ στο
καρδιοειδές 𝑟 = 1+ cos𝜑.
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𝜃

𝜃

b 𝐴

b 𝐵

b
Γ

bΔ b

𝑂
b 𝐴

b
𝐵

bΓ

Άρα το καρδιοειδές είναι ƞ περιβάλλουσα καμπύλƞ τƞς δέσμƞς χορδών
𝐵Γ του κύκλου 𝐶 που προκύπτουν μέσω αντανάκλασƞς ενός σταθερού
σƞμείου 𝐴 του κύκλου 𝐶 ως προς μεταβλƞτό σƞμείο 𝐵 του 𝐶.

Ʃχήμα 5.9: Το καρδιοειδές όπως σχƞματίζεται από τις αντανακλάσεις του
φωτός στα τοιχώματα ενός φλιτζανιού πάνω στƞν επιφάνεια γάλακτος
και από τις αντανακλάσεις στƞν εσωτερική περιφέρεια ενός χρυσού δα-
χτυλιδιού. Η καλύτερƞ ανακλαστικότƞτα του χρυσού παράγει πιο ευδιά-
κριτƞ καμπύλƞ.
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Το Θεώρημα Ramsey

Κώστας Τσαπρούνης

Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
kostas.tsap@gmail.com

Προαπαιτούμενα: Μαθƞματική
επαγωγή

Ɵερμές ευχαριστίες στον Κωνσταντίνο Καλούδƞ για τƞ βοήθειά του στƞν προ-
ετοιμασία αυτού του κειμένου.

Ο Frank P. Ramsey (1903–1930) ήταν Βρετανός ακαδƞμαϊκός. Παρά το
σύντομο τƞς ζωής του (πέθανε περίπου 27 ετών, από μετεγχειρƞτικές επι-
πλοκές), είχε πολλαπλές συμβολές σε διάφορα πεδία του επιστƞτού, έχο-
ντας ασχολƞθεί με τα μαθƞματικά (Ɵεωρήματα Ramsey), τƞ φιλοσοφία
(μετάφρασƞ του Tractatus Logico-Philosophicus του Wittgenstein), καθώς
και με τα οικονομικά (εργασίες σχετικά με τƞ φορολογία και τƞν αποτα-
μίευσƞ, υπό τƞν ενθάρρυνσƞ του Keynes).
Για να εισαγάγουμε το (πεπερασμένο) Ɵεώρƞμα Ramsey, θεωρούμε

αρχικά το ακόλουθο πρόβλƞμα, το οποίο είναι γνωστό και ως «πρόβλƞμα
του πάρτι»1:
Να δειχθεί ότι σε οποιοδήποτε σύνολο 6 ανθρώπων είτε υπάρχουν 3 γνω-
στοί μεταξύ τους ή υπάρχουν 3 άγνωστοι μεταξύ τους.
Φυσικά, υπονοείται ότι οι σχέσεις «γνωστοί μεταξύ τους» και «άγνω-

στοι μεταξύ τους» είναι αμοιβαίες (συμμετρικές). Το παραπάνω πρόβλƞμα
είναι συναφές με τƞ γνωστή Αρχή του Περιστερώνα και, σε γενικές γραμ-

1Το οποίο, όπως ξέρει οποιοσδήποτε έχει βρεθεί ποτέ σε τέτοια περίστασƞ, είναι και το
βασικό θέμα που απασχολεί τους ανθρώπους σε ένα πάρτι.
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μές, όπως θα δούμε παρακάτω, συνδέεται με τƞν ιδέα τƞς—αναγκαστι-
κής—εμφάνισƞς μίας κάποιας «τάξƞς» (με τƞν έννοια του «βαθμού οργά-
νωσƞς») σε ένα σύνολο.
Λύσƞ: Έστω𝐴1,… ,𝐴6 οι 6 άνθρωποι, τους οποίους σχεδιάζουμε ως διακρι-
τές κορυφές, ενώνοντας δύο ανθρώπους με μπλε ακμή εάν είναι γνωστοί
μεταξύ τους και με κόκκινƞ ακμή εάν είναι άγνωστοι μεταξύ τους. Έτσι,
για παράδειγμα, μια δυνατή κατάστασƞ είναι ƞ ακόλουθƞ (έχοντας σχε-
διάσει μόνο τις πλευρές που ενώνονται με τον 𝐴1):

𝐴6

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴5

Ας εξετάσουμε τον 𝐴1. Από τƞν Αρχή του Περιστερώνα, ένα εκ των
συνόλων:

𝑋μ = {1 < 𝑖 ⩽ 6 ∶ 𝐴𝑖 γνωστός του 𝐴1}
𝑋κ = {1 < 𝑖 ⩽ 6 ∶ 𝐴𝑖 άγνωστος του 𝐴1}

πρέπει να έχει τουλάχιστον 3 στοιχεία. Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας,
έστω ότι |𝑋κ| ⩾ 3 και, μάλιστα, χάριν παραδείγματος, έστω ότι ο 𝐴1 εί-
ναι άγνωστος με τους 𝐴2, 𝐴4, 𝐴5 (όπως ακριβώς δƞλαδή συμβαίνει στƞν
κατάστασƞ που απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα). Εξετάζουμε τώρα
αυτούς τους τρεις ανθρώπους (δƞλαδή τους 𝐴2, 𝐴4, 𝐴5). Εάν αυτοί είναι
όλοι γνωστοί μεταξύ τους, τότε έχουμε άμεσα το ζƞτούμενο. Εάν όχι, εάν
δƞλαδή υπάρχουν 2 εξ αυτών των τριών οι οποίοι είναι άγνωστοι μεταξύ
τους, τότε αυτοί οι δύο μαζί με τον 𝐴1 φτιάχνουν τριάδα αγνώστων,
οπότε πάλι προκύπτει το ζƞτούμενο.
Το παραπάνω φαινόμενο γενικεύεται—κάτι που αποτελεί και το περιε-

χόμενο του (πεπερασμένου) Ɵεωρήματος Ramsey. Προς τƞν κατεύθυνσƞ
τƞς διατύπωσƞς αυτού του αποτελέσματος (αλλά και τƞς γενικότερƞς πα-
ρουσίασƞς), είναι σκόπιμο να εισαγάγουμε μερικές στοιχειώδεις έννοιες και
συμβολισμούς τƞς Ɵεωρίας Γραφƞμάτων. Τα γραφήματα αποτελούν μία
σƞμαντική κατƞγορία μαθƞματικών αντικειμένων τα οποία εμφανίζονται
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πολύ συχνά τόσο στα μαθƞματικά όσο και τƞν (θεωρƞτική) πλƞροφορική.
Μεταξύ άλλων, τα γραφήματα είναι χρήσιμα για τƞν αναπαράστασƞ
προβλƞμάτων όπως το παραπάνω. Εν συντομία, γράφƞμα λέγεται μια
δομή τƞς μορφής 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩, όπου:
• 𝑉 ≠ ∅ είναι το σύνολο κορυφών του γραφήματος

• 𝐸 ⊆ [𝑉]2 είναι το σύνολο πλευρών/ακμών του γραφήματος,
όπου [𝑉]2 είναι το σύνολο δισυνόλων από το σύνολο κορυφών 𝑉.2 Με
άλλα λόγια:

[𝑉]2 = {{𝑥, 𝑦} ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 με 𝑥 ≠ 𝑦}
Ένα τέτοιου είδους γράφƞμα συχνά καλείται απλό μƞ κατευθυνόμενο

γράφƞμα στƞ βιβλιογραφία. Ʃτƞν (ακραία) ειδική περίπτωσƞ όπου 𝐸 =
∅, θα λέμε ότι το γράφƞμα 𝐺 είναι εντελώς ασύνδετο.3
Ʃτο άλλο άκρο (όπου 𝐸 = [𝑉]2), για κάθε 𝑛 ⩾ 2, θα συμβολίζουμε με

Κ𝑛 το πλήρες γράφƞμα 𝑛 κορυφών, το οποίο έχει (𝑛2) πλευρές. Για παρά-
δειγμα, για μερικά «μικρά» 𝑛, το αντίστοιχο Κ𝑛 μοιάζει (μέχρις ισομορφι-
σμού) ως εξής:

𝐾2 ∶
𝑣1 𝑣2 𝐾3 ∶

𝑣1

𝑣3

𝑣2 𝐾4 ∶
𝑣1

𝑣4

𝑣2

𝑣3

𝐾5 ∶ 𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4𝑣5

𝐾6 ∶ 𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

Ʃτο πλαίσιο τƞς μελέτƞς μας, μας ενδιαφέρουν ιδιαίτερα οι χρωματισμοί
(πλευρών) γραφƞμάτων.

2Είναι σαφές ότι ο ορισμός έχει ενδιαφέρον μόνο όταν |𝑉| ⩾ 2.
3Ʃƞμειώνεται ότι συγκεκριμένα ο όρος «εντελώς ασύνδετο», ο οποίος ενδεχομένως να

μƞν είναι και ƞ καλύτερƞ δυνατή επιλογή ως προς τƞν ορολογία, εξυπƞρετεί τις ανάγκες
αυτού του κειμένου και μόνο—εξ’ όσων γνωρίζω, δεν είναι καθιερωμένος όρος στƞ Ɵεωρία
Γραφƞμάτων.
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Ορισμός 6.0.1. Έστω ότι το 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩ είναι ένα γράφƞμα. Μια (οποιαδή-
ποτε) συνάρτƞσƞ τƞς μορφής 𝑓 ∶ 𝐸 ⟶ {μπλε, κόκκινο} λέγεται 2-χρωματι-
σμός πλευρών του 𝐺. Γενικότερα, 𝑘-χρωματισμός πλευρών του 𝐺 (για 𝑘 ⩾
2) λέγεται μια (οποιαδήποτε) συνάρτƞσƞ τƞς μορφής 𝑓 ∶ 𝐸 ⟶ {1,… , 𝑘}
(όπου, υποθέτουμε ότι το {1,… , 𝑘} είναι το «σύνολο χρωμάτων»).

Φυσικά, ƞ ιδέα του παραπάνω ορισμού είναι ότι «αναθέτουμε χρώμα»
(δƞλαδή, «χρωματίζουμε») τις πλευρές του 𝐺 με ένα εκ των 2 (ή εκ των
𝑘) διαθέσιμων χρωμάτων. Ʃτα παρακάτω, θα γράφουμε απλά «𝑘-χρω-
ματισμός», με τƞν κατανόƞσƞ ότι αναφερόμαστε πάντα σε χρωματισμό
πλευρών.
Παρατƞρήστε επίσƞς ότι ο ορισμός αυτός είναι αρκετά «χαλαρός», αφού

δεν περιλαμβάνει τον (γενικά δƞμοφιλή) περιορισμό που απαιτεί να χρω-
ματίζουμε με διαφορετικά χρώματα γειτονικές πλευρές.
Έτσι λοιπόν, δεδομένων των παραπάνω, το «πρόβλƞμα του πάρτι» μπο-

ρεί τώρα να διατυπωθεί ως εξής:
Για κάθε 2-χρωματισμό του 𝐾6 υπάρχει μονοχρωματικό (κόκκινο ή μπλε) 𝐾3
υπογράφƞμα. Δƞλαδή, για κάθε 2-χρωματισμό του πλήρους γραφήματος
6 κορυφών υπάρχει μονοχρωματικό τρίγωνο.
Από μία άλλƞ σκοπιά, αυτό σƞμαίνει ότι αν θέλουμε να εγγυƞθούμε

τƞν ύπαρξƞ μονοχρωματικού τριγώνου για κάθε 2-χρωματισμό του 𝐾𝑁
(αντίστοιχα, τƞν ύπαρξƞ 3 γνωστών ή 3 αγνώστων σε σύνολο ανθρώ-
πων πλƞθικότƞτας 𝑁), αρκεί να θεωρήσουμε 𝑁 = 6. Φυσικά, το ίδιο θα
ισχύει και για κάθε 𝑁 ⩾ 6.
Από αυτήν τƞ σκοπιά, ένα (εύλογο) ερώτƞμα που προκύπτει είναι το

αν 𝑁 = 6 είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός (μεγαλύτερος ή ίσος του 2)
για τον οποίον ισχύει το παραπάνω. Η απάντƞσƞ σε αυτό το ερώτƞμα
είναι καταφατική: παρακάτω δίνουμε αντιπαράδειγμα για 𝑁 = 5, δƞ-
λαδή παράδειγμα 2-χρωματισμού του Κ5 χωρίς κανένα μονοχρωματικό
τρίγωνο.

Έτσι λοιπόν, εισαγάγουμε τον ακόλουθο συμβολισμό:
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𝑅(3, 3) είναι ο ελάχιστος αριθμός 𝑁 ⩾ 2 ώστε για κάθε 2-χρωματισμό του
𝐾𝑁 να υπάρχει είτε μονοχρωματικό μπλε 𝐾3 ή μονοχρωματικό κόκκινο 𝐾3
υπογράφƞμα.
Η λύσƞ στο «πρόβλƞμα του πάρτι» έδειξε ότι 𝑅(3, 3) ⩽ 6 ενώ το πα-

ραπάνω (αντι)παράδειγμα με το 𝐾5 έδειξε ότι 𝑅(3, 3) > 5, από τα οποία
συμπεράναμε τελικά ότι 𝑅(3, 3) = 6.
Γενικεύοντας, για κάθε φυσικούς αριθμούς 𝑚,𝑛 ⩾ 2:

𝑅(𝑚, 𝑛) είναι ο ελάχιστος φυσικός αριθμός 𝑁 ⩾ 2 (όταν αυτός υπάρχει)
ώστε για κάθε 2-χρωματισμό του 𝐾𝑁 να υπάρχει είτε μονοχρωματικό μπλε
𝐾𝑚 ή μονοχρωματικό κόκκινο 𝐾𝑛 υπογράφƞμα.
Οι 𝑅(𝑚, 𝑛) συνήθως λέγονται αριθμοί Ramsey. Ακολουθούν μερικές πα-

ρατƞρήσεις σχετικά με αυτούς:

• 𝑅(2, 2) = 2.

• Για κάθε𝑚,𝑛 ⩾ 2, όταν αυτοί υπάρχουν, ισχύει ότι 𝑅(𝑚, 𝑛) = 𝑅(𝑛,𝑚)
(απλά με «εναλλαγή των ρόλων των χρωμάτων»).

• Έστω𝑚 = 2. Τότε, για κάθε 𝑛 ⩾ 2, έχουμε ότι 𝑅(2, 𝑛) ⩽ 𝑛: αυτό διότι,
στο 𝐾𝑛, για οποιονδήποτε 2-χρωματισμό, είτε υπάρχει μπλε πλευρά ή
όχι.
Από τƞν άλλƞ, για κάθε 𝑛 ⩾ 2, έχουμε και ότι 𝑅(2, 𝑛) > 𝑛 − 1: αυτό
διότι, ο 2-χρωματισμός που χρωματίζει ολόκλƞρο το 𝐾𝑛−1 κόκκινο,
δεν έχει ούτε μπλε πλευρά αλλά ούτε και μονοχρωματικό κόκκινο 𝐾𝑛
υπογράφƞμα.
Άρα, συμπεραίνουμε ότι, για κάθε 𝑛 ⩾ 2, ισχύει ότι 𝑅(2, 𝑛) = 𝑛.

Παρατƞρήστε ότι στον ορισμό του 𝑅(𝑚, 𝑛) χρƞσιμοποιούμε τƞ φράσƞ
«όταν αυτός υπάρχει». A priori, ƞ ύπαρξƞ των αριθμών 𝑅(𝑚, 𝑛), για όλα
τα 𝑚,𝑛 ⩾ 2, δεν είναι προφανής.
Θεώρημα 6.0.2 (ramsey). Για κάθε 𝑚,𝑛 ⩾ 2, υπάρχει ο 𝑅(𝑚, 𝑛).
Το θεώρƞμα αυτό έπεται άμεσα από τƞν επόμενƞ πρότασƞ, ƞ από-

δειξƞ τƞς οποίας ακολουθεί αντίστοιχƞ ιδέα (επιχείρƞμα) με εκείνƞ που
χρƞσιμοποιήσαμε για τƞν επίλυσƞ του «προβλήματος του πάρτι».
Πρόταση 6.0.3 (erdös & szekeres-gleason & greenwood). Για κάθε 𝑚,𝑛 ⩾ 3,
αν υπάρχουν οι 𝑅(𝑚−1, 𝑛) και 𝑅(𝑚, 𝑛−1), τότε υπάρχει και ο 𝑅(𝑚, 𝑛) και
μάλιστα ισχύει ότι:

𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ 𝑅(𝑚− 1, 𝑛) + 𝑅(𝑚, 𝑛 − 1)

Είναι σƞμαντικό να τονιστεί ότι, γενικά, ελάχιστοι αριθμοί Ramsey είναι
επακριβώς προσδιορισμένοι, κάτι που κάνει το όλο θέμα ακόμα πιο ενδια-
φέρον και ελκυστικό. Από τƞν άλλƞ, έχουμε διαθέσιμα κάποια (άνω και
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κάτω) φράγματα. Για παράδειγμα, με χρήσƞ τƞς προƞγούμενƞς πρότασƞς
μπορούμε να δείξουμε ότι, για κάθε 𝑚,𝑛 ⩾ 2, ισχύει το εξής:

𝑅(𝑚, 𝑛) ⩽ 2𝑚+𝑛

Ʃƞμειώνουμε ωστόσο ότι μόνο «αδρά» γενικά άνω και κάτω φράγ-
ματα είναι (μέχρι στιγμής τουλάχιστον) διαθέσιμα, με το πρόβλƞμα τƞς
εύρεσƞς καλύτερων φραγμάτων (ή του ακριβούς υπολογισμού κάποιων
συγκεκριμένων 𝑅(𝑚, 𝑛) αριθμών) να είναι ανοικτό και, κατά τα φαινό-
μενα, ιδιαιτέρως δύσκολο4. Ʃτƞ συνέχεια παραθέτουμε κάποια (από τα
ομολογουμένως λίγα) γνωστά αποτελέσματα:

𝑅(3, 3) = 6 𝑅(3, 8) = 28
𝑅(3, 4) = 9 𝑅(3, 9) = 36
𝑅(3, 5) = 14 𝑅(4, 4) = 18
𝑅(3, 6) = 18 𝑅(4, 5) = 25
𝑅(3, 7) = 23

36 ⩽ 𝑅(4, 6) ⩽ 41
49 ⩽ 𝑅(4, 7) ⩽ 61
43 ⩽ 𝑅(5, 5) ⩽ 48
58 ⩽ 𝑅(5, 6) ⩽ 87

102 ⩽ 𝑅(6, 6) ⩽ 165

Το Ɵεώρƞμα 6.0.2 γενικεύεται (πχ, σε χρωματισμούς με περισσότερα
από 2 χρώματα) και τελικά προκύπτει το (πεπερασμένο) Ɵεώρƞμα Ramsey
στƞν πλήρƞ του διατύπωσƞ. Για τƞ διατύπωσƞ αυτή, χρειαζόμαστε τον
ακόλουθο συνολοθεωρƞτικό συμβολισμό.
Έστω (πεπερασμένο ή άπειρο) σύνολο 𝑋 ≠ ∅ και έστω 𝑟 ∈ ℕ με 1 ⩽

𝑟 ⩽ |𝑋|. Ʃυμβολίζουμε με [𝑋]𝑟 το σύνολο όλων των 𝑟-υποσυνόλων του 𝑋,
δƞλαδή:

[𝑋]𝑟 = {𝑌 ⊆ 𝑋 ∶ |𝑌| = 𝑟}
Έστω τώρα ότι 𝑘 ∈ ℕ με 𝑘 ⩾ 1 (το οποίο σκεφτόμαστε ως το πλήθος
των «διαθέσιμων χρωμάτων») και έστω ότι ƞ 𝑓 ∶ [𝑋]𝑟 ⟶ {1,… , 𝑘} είναι
μια απεικόνισƞ τƞν οποία, κατ’ αντιστοιχία με τα προƞγούμενα, ονομά-
ζουμε έναν «𝑘-χρωματισμό των 𝑟-υποσυνόλων του 𝑋»5. Ʃε αυτήν τƞν κα-
τάστασƞ, ένα 𝐻 ⊆ 𝑋 λέγεται μονοχρωματικό για τον χρωματισμό 𝑓 αν

4Εντελώς ενδεικτικά, αναφέρουμε ότι κάποια διαθέσιμα κάτω φράγματα έχουν αποδει-
χθεί με χρήσƞ πιθανοτικών μεθόδων, πχ, από τους Erdös, Spencer, Bollobás.

5Έτσι, για παράδειγμα, δεδομένου ενός 𝑁 ⩾ 2 και του αντίστοιχου πλήρους γραφήμα-
τος 𝐾𝑁 (με σύνολο κορυφών 𝑉), ένας 2–χρωματισμός πλευρών του 𝐾𝑁 (στƞν ορολογία του
Ορισμού 6.0.1) είναι ένας 2-χρωματισμός των 2-υποσυνόλων του 𝑉 (στƞ νέα ορολογία).
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υπάρχει 𝑖 ∈ {1,… , 𝑘} τέτοιο ώστε 𝑓[[𝐻]𝑟] = {𝑖}, δƞλαδή ƞ 𝑓 είναι σταθερή
στα 𝑟–υποσύνολα του 𝐻 (με τιμή 𝑖).
Με δεδομένƞ τƞν παραπάνω ορολογία, ακολουθεί ο λεγόμενος «συμ-

βολισμός του βέλους». Αν 𝜅, 𝜆 μƞ μƞδενικοί (πεπερασμένοι ή άπειροι) πλƞ-
θάριθμοι και 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ με 𝑟, 𝑘 ⩾ 1, γράφουμε

𝜅 ⟶ (𝜆)𝑟𝑘

το οποίο σƞμαίνει ότι ισχύει το εξής:

Για κάθε σύνολο 𝑋 πλƞθικότƞτας 𝜅 και κάθε 𝑘-χρωματισμό 𝑓 ∶ [𝑋]𝑟 ⟶
{1,… , 𝑘} των 𝑟-υποσυνόλων του 𝑋, υπάρχει 𝐻 ⊆ 𝑋 με |𝐻| = 𝜆 τέτοιο ώστε
𝐻 μονοχρωματικό για τƞν 𝑓, δƞλαδή υπάρχει 𝑖 ∈ {1,… , 𝑘} τέτοιο ώστε
𝑓[[𝐻]𝑟] = {𝑖}.
Έτσι, για παράδειγμα, λόγω του ότι 𝑅(3, 3) = 6 και 𝑅(4, 4) = 18,

έχουμε ότι ισχύουν τα: 6 ⟶ (3)22 και 18 ⟶ (4)22. Είμαστε τώρα έτοιμοι
να διατυπώσουμε πλήρως το θεώρƞμα.
Θεώρημα 6.0.4 (θεώρημα ramsey—πεπερασμένη μορφή). Για κάθε ℓ, 𝑟, 𝑘 ∈
ℕ με 𝑙, 𝑟, 𝑘 ⩾ 1, υπάρχει 𝑁 ∈ ℕ τέτοιο ώστε 𝑁 ⟶ (ℓ)𝑟𝑘.
Δƞλαδή, υπό μία έννοια, το παραπάνω θεώρƞμα μας λέει ότι αν θεω-

ρήσουμε ένα «αρκετά μεγάλο» (ως προς το πλήθος) σύνολο αντικειμένων,
τότε αναγκαστικά εμφανίζεται μία κάποια «τάξƞ» (ένας «βαθμός οργά-
νωσƞς») μέσα στο σύνολο αυτό, κάτι που εκφράζεται ακριβώς από τƞν
ύπαρξƞ μονοχρωματικού υποσυνόλου μεγέθους ℓ.
Το θεώρƞμα γενικεύεται και σε άπειρα σύνολα. Γράφοντας |ℕ| για τον

πλƞθάριθμο του συνόλου των φυσικών αριθμών, έχουμε το εξής.
Θεώρημα 6.0.5 (θεώρημα ramsey—άπειρη μορφή). Για κάθε 𝑟, 𝑘 ∈ ℕ με 𝑟, 𝑘 ⩾
1, ισχύει ότι |ℕ| ⟶ (|ℕ|)𝑟𝑘.
Για παράδειγμα, για 𝑟 = 𝑘 = 2, το προƞγούμενο λέει ότι αν χρωμα-

τίσουμε ζεύγƞ φυσικών αριθμών με 2 χρώματα, τότε υπάρχει (άπειρο,
αριθμήσιμο) 𝐻 ⊆ ℕ τέτοιο ώστε όλα τα ζεύγƞ του 𝐻 να έχουν το ίδιο
χρώμα.
Δίνουμε τώρα δυο χαρακτƞριστικές εφαρμογές τƞς άπειρƞς μορφής του

θεωρήματος, οι οποίες αναδεικνύουν περαιτέρω τƞν ιδέα τƞς εμφάνισƞς
κάποιας μορφής «τάξƞς» μέσα σε ένα—a priori «χαοτικό»—αρχικό σύνολο.

(i) Κάθε ακολουθία πραγματικών αριθμών περιέχει μονότονƞ υπακο-
λουθία.

Έστω ότι ƞ (𝑟𝑛)𝑛∈ℕ = (𝑟0, 𝑟1,… , 𝑟𝑛,…) είναι μια δεδομένƞ ακολουθία
πραγματικών αριθμών. Ɵεωρούμε τƞν 𝑓 ∶ [ℕ]2 ⟶ {1,2, 3} ƞ οποία
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ορίζεται ως εξής: για κάθε 𝑚,𝑛 ∈ ℕ με 𝑚 < 𝑛,

𝑓 ({𝑚, 𝑛}) =
⎧{{
⎨
{{⎩

1, αν 𝑟𝑚 < 𝑟𝑛
2, αν 𝑟𝑚 = 𝑟𝑛
3, αν 𝑟𝑛 < 𝑟𝑚

Από το Ɵεώρƞμα 6.0.5, έπεται ότι υπάρχει άπειρο 𝐻 ⊆ ℕ το οποίο
είναι μονοχρωματικό για τƞν 𝑓, δƞλαδή υπάρχει «χρώμα» 𝑖 ∈ {1, 2, 3}
ώστε 𝑓 ({𝑚, 𝑛}) = 𝑖, για κάθε 𝑚,𝑛 ∈ 𝐻 (με 𝑚 < 𝑛).
Έστω ότι το {𝑛𝑗 ∶ 𝑗 ∈ ℕ} είναι μια απαρίθμƞσƞ του συνόλου 𝐻, δƞλαδή
𝐻 = {𝑛0, 𝑛1,… , 𝑛𝑗,…}. Έχουμε ότι:

• Αν 𝑖 = 1, τότε ƞ υπακολουθία (𝑟𝑛𝑗)𝑗∈ℕ είναι γνƞσίως αύξουσα.

• Αν 𝑖 = 2, τότε ƞ υπακολουθία (𝑟𝑛𝑗)𝑗∈ℕ είναι σταθερή.

• Αν 𝑖 = 3, τότε ƞ υπακολουθία (𝑟𝑛𝑗)𝑗∈ℕ είναι γνƞσίως φθίνουσα.

(ii) Έστω 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩ ένα γράφƞμα με αριθμήσιμο σύνολο κορυφών. Χωρίς
βλάβƞ τƞς γενικότƞτας, ας υποθέσουμε ότι 𝑉 = ℕ. Ɵεωρούμε τƞ
συνάρτƞσƞ 𝑓 ∶ [ℕ]2 ⟶ {1,2} ƞ οποία ορίζεται ως εξής: για κάθε
𝑚,𝑛 ∈ ℕ με 𝑚 ≠ 𝑛,

𝑓 ({𝑚, 𝑛}) =
⎧
⎨⎩
1, αν {𝑚, 𝑛} ∈ 𝐸
2, αλλιώς.

Δƞλαδή, ƞ 𝑓 είναι ένας 2-χρωματισμός δισυνόλων φυσικών αριθμών,
ο οποίος χρωματίζει το δισύνολο {𝑚, 𝑛} με το «χρώμα 1» αν οι κορυφές
𝑚,𝑛 συνδέονται με πλευρά στο γράφƞμα 𝐺 (ενώ με το «χρώμα 2»
αλλιώς).
Από το Ɵεώρƞμα 6.0.5, υπάρχει άπειρο 𝐻 ⊆ ℕ μονοχρωματικό για
τƞν 𝑓, το οποίο όμως σƞμαίνει ότι υπάρχει είτε άπειρο πλήρες υπογρά-
φƞμα του 𝐺 (αν το 𝐻 είναι μονοχρωματικό με «χρώμα 1») ή άπειρο
εντελώς ασύνδετο υπογράφƞμα του 𝐺 (αν το 𝐻 είναι μονοχρωματικό
με «χρώμα 2»).

Αξίζει επίσƞς να αναφερθεί ότι οι Paris & Harrington (1977), θεωρώντας
μία κατάλλƞλƞ τροποποίƞσƞ του (πεπερασμένου) Ɵεωρήματος Ramsey,
έδωσαν ένα παράδειγμα πρότασƞς 𝜎 τƞς αριθμƞτικής ƞ οποία ισχύει στους
γνωστούς φυσικούς αριθμούς αλλά ούτε ƞ 𝜎 ούτε και ƞ άρνƞσή τƞς είναι
αποδείξιμες από τα αξιώματα τƞς Peano αριθμƞτικής (pa).6

6Υποθέτοντας, φυσικά, ότι ƞ pa είναι συνεπής θεωρία.
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Με αφετƞρία τα θεωρήματα του Ramsey, στα χρόνια που ακολούθƞ-
σαν, αποδείχθƞκαν διάφορα περαιτέρω αποτελέσματα, δƞμιουργώντας
έτσι ένα πλούσιο σώμα γνώσƞς το οποίο γέννƞσε το μαθƞματικό πεδίο
τƞς Ɵεωρίας Ramsey. Η Ɵεωρία Ramsey, ƞ οποία συνεχίζει μέχρι τις μέρες
μας να αποτελεί ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον και γόνιμο πεδίο έρευνας, έχει
εκτός των άλλων και πλƞθώρα (θεωρƞτικών) εφαρμογών σε διάφορους
μαθƞματικούς κλάδους, όπως ƞ Ανάλυσƞ, ƞ Άλγεβρα, ƞ Ʃυνδυαστική, ƞ
Ɵεωρία Ʃυνόλων κα.
Τέλος, για τον ενδιαφερόμενο αναγνώστƞ, αναφέρουμε ότι μια κλα-

σική βιβλιογραφική αναφορά είναι το βιβλίο Ramsey Theory των Graham,
Rothschild & Spencer (Wiley, 1990).





Ομιλία 7

Μαθηματικά και
αβεβαιότητα

Σταύρος Βακερούδης

Τμήμα Ʃτατιστικής και Αναλογιστικών-Χρƞματοοικονομικών Μαθƞματι-
κών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
svakeroudis@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: Βασικές γνώσεις
θεωρίας πιθανοτήτων.

Ένα μεγάλο ερώτƞμα, κυρίως φιλοσοφικού χαρακτήρα, είναι το αν
υπάρχει τυχαιότƞτα (στƞ φύσƞ, στƞ ζωή μας ή οπουδήποτε αλλού). Ʃυ-
νήθως, με τον όρο τυχαιότƞτα (ή αβεβαιότƞτα), ονομάζουμε οτιδήποτε
δεν μπορεί να ερμƞνευθεί με τις (κλασικές) ντετερμινιστικές μεθόδους.
Ʃτα Μαθƞματικά, υπάρχουν (βασικά) 3 ειδών συστήματα:

(i) Ντετερμινιστικά συστήματα, στα οποία συνδέονται δύο ή περισσό-
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τερες μεταβλƞτές με μια ντετερμινιστική σχέσƞ. Εδώ, μια διαταραχή
τƞς μίας μεταβλƞτής προκαλεί («σχετικά ανάλογƞ») διαταραχή και
τƞς άλλƞς.

Ɵεωρήστε για παράδειγμα τƞν 𝑦 = 𝑥 + 3. Για 𝑥 = 2 ⇒ 𝑦 = 5, για
𝑥 = 4 ⇒ 𝑦 = 7, κλπ.

(ii) Χαοτικά συστήματα, στα οποία συνδέονται δύο ή περισσότερες με-
ταβλƞτές με μια σχέσƞ κατά τƞν οποία, μια (έστω απειροελάχιστƞ)
διαταραχή τƞς μίας μεταβλƞτής, μεταβάλλει κατά απροσδιόριστο
τρόπο τƞν άλλƞ. Ένα παράδειγμα είναι το πέταγμα τƞς πεταλούδας:
πετάει μια πεταλούδα στƞν Ελλάδα και προκαλείται βροχή στƞν Ια-
πωνία κλπ.

(iii) Ʃτοχαστικά συστήματα. Εδώ συνδέονται δύο ή περισσότερες μετα-
βλƞτές με μια σχέσƞ στƞν οποία εμφανίζεται κι ένας τυχαίος παρά-
γοντας (για παράδειγμα το αποτέλεσμα τƞς ρίψƞς ενός ζαριού). Ʃε
αυτά, ακόμα κι αν ƞ μεταβλƞτή 𝑥 πάρει τƞν ίδια τιμή, υπάρχει πιθα-
νότƞτα ƞ μεταβλƞτή 𝑦 να μƞν πάρει τƞν ίδια τιμή. Αυτό εξαρτάται
από τƞν τιμή τƞ μεταβλƞτής που εκφράζει τƞν τυχαιότƞτα.

Ɵεωρήστε για παράδειγμα τƞν 𝑦 = 𝑥+3+𝜔, όπου𝜔 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, },
και παίρνει κάθε τιμή με πιθανότƞτα 1/6. Το 𝜔 δƞλαδή είναι το απο-
τέλεσμα τƞς ρίψεως ενός δίκαιου 6πλευρου ζαριού. Για 𝑥 = 2 ⇒ 𝑦 =
6, με πιθανότƞτα 1/6 (αν 𝜔 = 1), 𝑦 = 7, με πιθανότƞτα 1/6 (αν
𝜔 = 2), κλπ.
Για 𝑥 = 4 ⇒ 𝑦 = 12, με πιθανότƞτα 1/6 (αν 𝜔 = 5), κλπ.

Τα τελευταία (Ʃτοχαστικά συστήματα) είναι αυτά που μας ενδιαφέ-
ρουν σε αυτό το άρθρο. Ʃ’ αυτήν τƞν περίπτωσƞ, οι ερωτήσεις που έχει
νόƞμα να θέσει κάποιος δεν είναι ποια είναι ƞ τιμή μιας (τυχαίας) μεταβλƞ-
τής, αλλά ερωτήσεις του τύπου ποια είναι ƞ πιθανότƞτα να πάρει κάποια
τιμή, ποια είναι ƞ μέσƞ τιμή τƞς, κα.
Το ενδιαφέρον των ƩτοχαστικώνΜαθƞματικών προκύπτει αφενός από

τƞ Μαθƞματική οπτική ως Ανάλυσƞ (Ʃτοχαστική Ανάλυσƞ) αλλά και
όσον αφορά στις εφαρμογές.
Τα κίνƞτρα μελέτƞς των Ʃτοχαστικών Μαθƞματικών είναι εφαρμογές

σε

• Οικονομικά-Χρƞματοοικονομικά Μαθƞματικά

• Βιολογία, Υπολογιστική Βιολογία

• Φυσική, Μετεωρολογία, κλπ.
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7.1 Κίνηση Brown

Η Κίνƞσƞ Brown είναι ένα πολύ σƞμαντικό μαθƞματικό αντικείμενο με
θεωρƞτικό ενδιαφέρον αλλά και σƞμαντικό «εργαλείο» στοχαστικής μο-
ντελοποίƞσƞς. Αναφέρθƞκε πρώτα το 1828 από το βοτανολόγο Brown που
μελετούσε τƞν (τυχαία) κίνƞσƞ ατόμων αερίου σε κάποιο δοχείο. Εξ’ ου
και το όνομα.
Εν συνεχεία (1900), χρƞσιμοποιήθƞκε από το Γάλλο Bachelier για να μο-

ντελοποιήσει τƞν τιμή μετοχών στο Χρƞματιστήριο Αξιών του Παρισιού.
Το 1905, τƞ χρƞσιμοποίƞσε και ο Einstein για τƞ μελέτƞ κίνƞσƞς σωματι-
δίων.
Τα πρώτα σƞμαντικά αποτελέσματα γράφονται γύρω στο 1923 από

τον Wiener, γι’ αυτό και σε πολλά βιβλία αναφέρεται και ως Κίνƞσƞ
Wiener.
Κατόπιν, ο Lévy (1939, 1948) εξελίσσει κατά πολύ τις μελέτες, για να

έρθει λίγο αργότερα ο Itô ώστε να φτάσουμε στƞ Ʃτοχαστική Ανάλυσƞ
με πολλές επεκτάσεις που αποτελούν αντικείμενο μελέτƞς μέχρι σήμερα, με
όλο και περισσότερα ανοικτά πεδία.

7.1.1 Τυχαίος περίπατος

Με τον όρο «τυχαίος περίπατος» εννοούμε τƞν εξέλιξƞ (μετά από 𝑛 βή-
ματα, ή τƞν εξέλιξƞ στο χρόνο) τƞς πορείας μας όταν κάνουμε τυχαία
ένα βήμα μπροστά ή πίσω με ίσƞ πιθανότƞτα 1/2 (αλλιώς, μπορούμε να
το σκεφτούμε σαν το κεφάλαιό μας μετά από 𝑛 ρίψεις ενός δίκαιου νο-
μίσματος, όπου κάθε φορά κερδίζουμε ή χάνουμε 1 χρƞματική μονάδα με
πιθανότƞτα 1/2).
Ɵεωρούμε λοιπόν (με το μαθƞματικό φορμαλισμό) τον τυχαίο περίπατο

(αρχόμενος από το 0):

𝑋𝑛 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑌𝑖,

όπου οι 𝑌𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛 είναι ανεξάρτƞτες ισοκατανεμƞμένες τυχαίες μετα-
βλƞτές με ℙ(𝑌𝑖 = 1) = ℙ(𝑌𝑖 = −1) = 1/2.
Εδώ, 𝑋𝑛 είναι ƞ θέσƞ μας (ή το κεφάλαιό μας) μετά από 𝑛 βήματα

(ρίψεις του νομίσματος), και 𝑌𝑖, 𝑖 = 1, 2,… είναι το κάθε τυχαίο βήμα
μπροστά (+1) ή πίσω (-1) (το κέρδος/ζƞμιά μας στƞν κάθε ρίψƞ του νομί-
σματος). Ʃτο Ʃχήμα 7.1 παρουσιάζονται 8 τέτοιες πραγματοποιήσεις 100
βƞμάτων (για παράδειγμα, τελική θέσƞ 8 ατόμων μετά από 100 βήματα
ή τελικό κεφάλαιο 8 παικτών μετά από 100 στοιχήματα).
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Ʃχήμα 7.1: Οκτώ (τυχαίες) πραγματοποιήσεις του παραπάνω τυχαίου πε-
ριπάτου (για παράδειγμα, ƞ θέσƞ μετά από βήματα ή το συνολικό κεφά-
λαιο).

7.1.2 Κίνηση Brown: Διαισθητική προσέγγιση και Μαθημα-
τικός Ορισμός.

Για τƞ συνεχή περίπτωσƞ σκεφτόμαστε ως εξής: σε κάθε Δ𝑡 κάνουμε
βήμα Δ𝑥. Με 𝑛𝑡 = ⌊𝑡/Δ𝑡⌋, έχουμε:

𝑋𝑡 = (Δ𝑥)
𝑛𝑡
∑
𝑖=1

𝑌𝑖.

Παίρνουμε: Δ𝑥,Δ𝑡 → 0 και προκύπτει Ʃτοχαστική Ανέλιξƞ συνεχούς χρόνου
(δείτε Ʃχήμα 7.2).
Ο μαθƞματικός ορισμός, είναι ο εξής:

Ορισμός 7.1.1. Η Ʃτοχαστική Ανέλιξƞ (συνεχούς χρόνου) (Β𝑡, 𝑡 ≥ 0) ονο-
μάζεται Κίνƞσƞ Brown αν ισχύουν τα παρακάτω:
(i) Β0 = 0 (σ’ αυτή τƞν περίπτωσƞ ονομάζεται τυπική).
(ii) Για κάθε 𝑡 > 0, ισχύει Β𝑡 ∼ 𝒩(0, 𝑡), (ακολουθεί κανονική κατανομή

όπου οι τιμές τƞς συγκεντρώνονται γύρω από τƞ μέσƞ τƞς τιμή 0)

(iii) (Ανεξάρτƞτες προσαυξήσεις:) για κάθε 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 < … < 𝑡𝑘, οι
Β𝑡2 − Β𝑡1 , Β𝑡3 − Β𝑡2 ,… , Β𝑡𝑘 − Β𝑡𝑘−1

είναι ανεξάρτƞτες, (δƞλαδή, σε ανεξάρτƞτα χρονικά διαστήματα,
το πόσο θα αυξƞθεί ή θα μειωθεί, είναι ανεξάρτƞτες ποσότƞτες).

(iv) (Ʃτάσιμες προσαυξήσεις:) για κάθε 𝑠, 𝑡 > 0 οι Β𝑡+𝑠 − Β𝑡 και Β𝑠 −
Β0 έχουν τƞν ίδια κατανομή, (δƞλαδή, σε χρονικά διαστήματα ίσου
μήκους, ƞ μέσƞ αύξƞσƞ ή μείωσƞ τους είναι ίδια).
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Ʃχήμα 7.2: 1 (τυχαία) πραγματοποίƞσƞ τƞς μονοδιάστατƞς Κίνƞσƞς
Brown.

(v) οι τροχιές (Β𝑡, 𝑡 ≥ 0) είναι σχεδόν βεβαίως συνεχείς.

Η Κίνƞσƞ Brown υπάρχει (Wiener 1923) και είναι μοναδική (υπό τƞν
έννοια ότι δυο Κινήσεις Brown ακολουθούν τƞν ίδια κατανομή).
Παρατήρηση 7.1.2. Οι τροχιές (Β𝑡, 𝑡 ≥ 0) είναι σ.β. πουθενά παραγωγίσι-
μες.
Κατασκευάσαμε λοιπόν μια τροχιά που είναι σ.β. συνεχής αλλά που-

θενά παραγωγίσιμƞ. Αυτό, διαισθƞτικά σƞμαίνει, ότι αφού δεν ορίζεται
σ.β. πουθενά ƞ παράγωγος, έχουμε μια τροχιά που «κάνει παντού γω-
νίες»!
Μπορούμε λοιπόν να πούμε ότι ƞ Ʃτοχαστική Ανάλυσƞ που έχει ως αντι-

κείμενο τέτοια μαθƞματικά αντικείμενα, είναι ƞ Ανάλυσƞ του μƞ-παραγω-
γισίμου.
Κάποιες πρώτες ιδιότƞτες:

(i) Αποδεικνύεται, ότι όταν ξεκινάει ƞ Κίνƞσƞ Brown γίνεται σχεδόν βε-
βαίως αμέσως και θετική και αρνƞτική.

(ii) Η (Β𝑡, 𝑡 ≥ 0) είναι Μαρκοβιανή Ανέλιξƞ, δƞλαδή, αν γνωρίζουμε
πλƞροφορίες από το παρελθόν μέχρι κάποια χρονική στιγμή, το τι
θα συμβεί στο μέλλον, εξαρτάται μόνο από τƞν τελευταία χρονική
στιγμή. Με μαθƞματικούς όρους:

ℙ[Β𝑡+𝑠 ∈ 𝒟 | Β𝑢, 0 ≤ 𝑢 ≤ 𝑡] = ℙ[Β𝑡+𝑠 ∈ 𝒟 | Β𝑡],

όπου 𝒟 οποιοδήποτε μετρήσιμο υποσύνολο του ℝ.

(iii) Η (Β𝑡, 𝑡 ≥ 0) είναι ℱ𝑡-martingale ως προς ℱ𝑡 (το σύνολο των πλƞρο-
φοριών μέχρι τƞ χρονική στιγμή 𝑡). Ο όρος martingale σƞμαίνει (στα
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αγγλικά) χαλινάρι αλόγου και προέκυψε από εφαρμογές σε παιχνί-
δια στοιχήματος. Μια ανέλιξƞ είναι ℱ𝑡-martingale αν (μαζί με 2 άλλες
προϋποθέσεις) όταν γνωρίζουμε πλƞροφορίες μέχρι κάποια χρονική
στιγμή, ƞ μελλοντική τιμή τƞς ανέλιξƞς, θα έχει μέσƞ τιμή τƞν τιμή
τƞς ανέλιξƞς τƞν τελευταία χρονική στιγμή. Με μαθƞματικούς όρους:

• (Β𝑡)𝑡≥0 προσαρμοσμένƞ στƞν ℱ𝑡 (δƞλαδή, αν γνωρίζουμε πλƞ-
ροφορίες μέχρι οποιαδήποτε χρονική στιγμή, γνωρίζουμε και τƞν
τιμή τƞς ανέλιξƞς αυτήν τƞ χρονική στιγμή)

• 𝔼[|𝐵𝑡|] < ∞, για κάθε 𝑡,
• 𝔼[𝐵𝑡|ℱ𝑠] = 𝐵𝑠, για κάθε 𝑠 < 𝑡.

Άλλα martingales τƞς Κίνƞσƞς Brown (ως προς 𝐹𝑡) είναι τα εξής (άσκƞ-
σƞ): 𝐵2

𝑡 − 𝑡, exp{𝜆𝐵𝑡 − 𝜆2𝑡/2}.

(iv) ΠΡΟƩΟΧΗ: Η Μαρκοβιανή ιδιότƞτα και ƞ ιδιότƞτα martingale δεν
είναι το ίδιο. Η Κίνƞσƞ Brown πάντως, ικανοποιεί και τις δύο.

Κάποιες επιπλέον πολύ σƞμαντικές ιδιότƞτες τƞς Κίνƞσƞς Brown δίνο-
νται παρακάτω:
Πρόταση 7.1.3. (i) Μετατόπισƞ: για κάθε 𝑠 > 0 ƞ (Β𝑡+𝑠 − 𝐵𝑠)𝑡≥0 είναι

τυπική Κίνƞσƞ Brown ανεξάρτƞτƞ από τƞ 𝜎-άλγεβρα 𝜎(Β𝑢, 𝑢 ≤ 𝑠)
που παράγεται από τƞν Κίνƞσƞ Brown μέχρι τƞ χρονική στιγμή 𝑠.

(ii) Ʃυμμετρία: ƞ (−𝐵𝑡, 𝑡 ≥ 0) είναι Κίνƞσƞ Brown.

(iii) Scaling: για κάθε 𝑐 > 0, ƞ (𝑐𝐵𝑡/𝑐2 , 𝑡 ≥ 0) είναι Κίνƞσƞ Brown. Ουσια-
στικά αυτή ƞ ιδιότƞτα μας λέει ότι όσο κι αν κάνουμε zoom ή unzoom
στƞν τροχιά, θα βλέπουμε πάντα μια Κίνƞσƞ Brown.

(iv) Αντιστροφή χρόνου: ƞ 𝑋𝑡 με 𝑋0 = 0 και (𝑋𝑡 = 𝑡𝐵1/𝑡, 𝑡 > 0) είναι
Κίνƞσƞ Brown.

(v) Με 𝑡 ∈ [0, 1] ƞ 𝐵1−𝑡 − 𝐵1 είναι Κίνƞσƞ Brown στο [0, 1].

(vi) Αναστροφή χρόνου: δοθέντος σταθερού 𝑢 οι (𝐵𝑠, 𝑠 ≥ 0) και (𝐵𝑢 −
𝐵𝑠, 𝑠 ≥ 0) έχουν τƞν ίδια κατανομή.

Παρατήρηση 7.1.4. Η Κίνƞσƞ Brown έχει άπειρƞ κύμανσƞ σε κάποιο διά-
στƞμα [0, 𝑡] για κάθε 𝑡 > 0 (ƞ κύμανσƞ προκύπτει ως το άθροισμα δια-
φορών διαδοχικών τιμών τƞς Κίνƞσƞς Brown σε σƞμεία λεπτής διαμέρισƞς
του διαστήματος).
Η Κίνƞσƞ Brown έχει τετραγωνική διακύμανσƞ σε κάποιο διάστƞμα

[0, 𝑡] για κάθε 𝑡 > 0 ίσƞ με 𝑡 (ƞ τετραγωνική κύμανσƞ προκύπτει ως το
άθροισμα των παραπάνω διαφορών στο τετράγωνο).
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7.1.3 Κίνηση Brown σε υψηλότερες διαστάσεις.

Παρακάτω, σƞμειώνουμε κάποιες διαφοροποιήσεις τƞς Κίνƞσƞς Brown
στις διαστάσεις 1, 2 και 3.
(i) Η μονοδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown (δείτε Ʃχήμα7.1), έχει sup𝑠≥0 𝐵𝑠 = +∞

inf𝑠≥0 𝐵𝑠 = −∞. Ʃυνεπώς, το σύνολο των φορών που θα περνάει από
το 0 είναι μƞ-φραγμένο. Αυτό, γιατί, όσο μεγάλƞ τιμή κι αν πάρει,
θα υπάρχει πάντα κάποια μελλοντική στιγμή που θα τƞν υπερβεί ενώ
ταυτόχρονα, όσο μικρή τιμή κι αν πάρει, θα υπάρχει πάντα κάποια
μελλοντική στιγμή που πάρει ακόμα μικρότερƞ τιμή.
Αυτό σƞμαίνει ότι σ.β. θα επισκέπτεται όλα τα σƞμεία στο ℝ (παίρνει
δƞλαδή όλες τις τιμές στο ℝ) και θα επανέρχεται σε όλα επ’ άπειρον.

(ii) Η δισδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown, έχει δύο συνιστώσες, όπου ƞ καθεμιά
είναι μια ανεξάρτƞτƞ μονοδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown (δείτε Ʃχήμα7.3).
Αποδεικνύεται ότι αν πάρουμε οποιοδήποτε σƞμείο στο επίπεδο και
σφαίρα με κέντρο το σƞμείο και ακτίνα 𝜀 > 0, ƞ δισδιάστατƞ Κίνƞσƞ
Brown θα τƞν επισκεφθεί σ.β. και μάλιστα θα επανέλθει στƞ σφαίρα
άπειρες φορές. Παράλλƞλα όμως, δεν επισκέπτεται σ.β. κανένα σƞ-
μείο στο επίπεδο, εκτός από το σƞμείο εκκίνƞσής τƞς! (Έχουμε δƞλαδή
ένα «πολύ περίεργο» μαθƞματικό αντικείμενο που σε βάθος χρόνου
θα γεμίσει όλο το επίπεδο, χωρίς όμως να έχει επισκεφθεί κανένα σƞ-
μείο εκτός από το σƞμείο εκκίνƞσƞς). Η δισδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown
έχει πολύ ενδιαφέρον και από μαθƞματικής πλευράς αλλά και λόγω
τƞς πλƞθώρας εφαρμογών που βρίσκει. Γι’ αυτό αποτελεί αντικείμενο
μελέτƞς πολλών ερευνƞτών τα τελευταία αρκετά χρόνια.

(iii) Η τρισδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown, έχει τρεις συνιστώσες, όπου ƞ καθε-
μιά είναι μία ανεξάρτƞτƞ μονοδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown. Αποδεικνύ-
εται ότι, αν πάρουμε οποιοδήποτε σƞμείο στο χώρο και σφαίρα με
κέντρο αυτό και ακτίνα 𝜀 > 0, τότε ƞ τρισδιάστατƞ Κίνƞσƞ Brown θα
τƞν επισκεφθεί με θετική πιθανότƞτα. Παράλλƞλα όμως, δεν επισκέ-
πτεται σ.β. κανένα σƞμείο στο χώρο, εκτός από το σƞμείο εκκίνƞσής
τƞς!

(iv) Ʃυνολικά, βλέπουμε ότι ουσιαστικά, όσο πƞγαίνουμε σε υψƞλότερƞ
διάστασƞ, χάνεται κάποια ιδιότƞτα σχετικά με τƞν επαναλƞπτικό-
τƞτα τƞς Κίνƞσƞς Brown.

7.1.4 Η ανάγκη ορισμού του Στοχαστικού Ολοκληρώματος.

Η ανάγκƞ εισαγωγής του Ʃτοχαστικού Ολοκλƞρώματος προέκυψε ως
φυσική ανάγκƞ στƞ στοχαστική μοντελοποίƞσƞ αλλά και ως φυσικό μα-
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Ʃχήμα 7.3: Μια (τυχαία) πραγματοποίƞσƞ τƞς δισδιάστατƞς Κίνƞσƞς
Brown.

θƞματικό ερώτƞμα. Αφού ƞ Κίνƞσƞ Brown είναι ένα μαθƞματικό αντικεί-
μενο που έχει τροχιά σ.β. πουθενά παραγωγίσιμƞ, μήπως θα μπορούσαμε
να ορίσουμε/μελετήσουμε κάτι αντίστροφο; Αυτό το αντίστροφο ακριβώς
είναι το στοχαστικό ολοκλήρωμα (κατά Itô ή άλλα).
Όταν γύρω στο 1900 ο Bachelier μελετούσε τƞν (τυχαία) εξέλιξƞ των

τιμών των μετοχών στο Χρƞματιστήριο Αξιών του Παρισιού, σκέφτƞκε να
χρƞσιμοποιήσει τƞν Κίνƞσƞ Brown ως μοντέλο για τƞν τιμή τους.
Έστω ότι ƞ 𝑊𝑡 είναι ƞ τιμή μιας μετοχής. Άρα, o Bachelier θεώρƞσε

ότι 𝑊𝑡 = 𝐵𝑡. Όμως, όπως αναφέρθƞκε προƞγουμένως, ƞ Κίνƞσƞ Brown
γίνεται αμέσως αρνƞτική (και θετική). Ακόμα κι αν θεωρήσουμε ότι ξεκινά
από θετική τιμή, κάποια στιγμή (αργά ή γρήγορα) είναι σίγουρο ότι θα
γίνει αρνƞτική. Αυτό δƞμιουργεί πρόβλƞμα καθώς ƞ τιμή μιας μετοχής δεν
μπορεί να είναι αρνƞτική.
Ʃτƞ συνέχεια, παρατƞρήθƞκε ότι ουσιαστικά δεν ήταν ƞ τιμή τƞς με-

τοχής που πραγματικά ενδιέφερε αλλά ƞ μεταβολή τƞς τιμής τƞς 𝑑𝑊𝑡 =
𝑊𝑡+𝑑𝑡 − 𝑊𝑡 δƞλαδή το κέρδος/ζƞμιά και μάλιστα ƞ σχετική μεταβολή
(𝑑𝑊𝑡)/𝑊𝑡. Ʃυνεπώς, μοντελοποιήθƞκε ƞ τελευταία ποσότƞτα με χρήσƞ τƞς
Κίνƞσƞς Brown, δƞλαδή:

𝑑𝑊𝑡
𝑊𝑡

= 𝜎𝑑𝐵𝑡 ⇒ 𝑑𝑊𝑡 = 𝜎𝑊𝑡𝑑𝐵𝑡,

όπου 𝜎 είναι μια σταθερά που δείχνει πόσƞ αβεβαιότƞτα/τυχαιότƞτα
υπάρχει. Η τελευταία σχέσƞ γράφεται ισοδύναμα:

𝑊𝑡 = 𝑥+ 𝜎∫
𝑡

0
𝑊𝑠𝑑𝐵𝑠,

όπου 𝑥 είναι μια σταθερά. Το φυσιολογικό ερώτƞμα τώρα είναι, αφού ƞ
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Κίνƞσƞ Brown είναι σ.β. πουθενά παραγωγίσιμƞ, ποιο είναι το νόƞμα τƞς
παραπάνω εξίσωσƞς και ποιο συγκεκριμένα του ολοκλƞρώματος;
Η απάντƞσƞ δόθƞκε από τον Ιάπωνα Kiyoshi Itô με τον ορισμό του

Ʃτοχαστικού Ολοκλƞρώματος (τέτοιο είναι ακριβώς το παραπάνω ολο-
κλήρωμα). Χωρίς να μπούμε σε περισσότερες λεπτομέρειες, για πλƞρότƞτα
του κειμένου, αναφέρουμε ότι ƞ λύσƞ τƞς εξίσωσƞς είναι ƞ

𝑊𝑡 = 𝑥𝑒𝐵𝑡𝑒−𝑡/2.

Η θεωρία τƞς Ʃτοχαστικής Ανάλυσƞς επεκτάθƞκε έκτοτε με μελέτƞ
ανάλογων εξισώσεων (Ʃτοχαστικές Διαφορικές Εξισώσεις), εξέλιξƞ τƞς
θεωρίας αλλά και πολλές εφαρμογές και επεκτάσεις στƞν κλασική Ανά-
λυσƞ.





Ομιλία 8

Η Χρυσή Τομή στη Μουσική:
Η Τέχνη της Φούγκας και η
ακολουθία Fibonacci

Ανδρέας Παπασαλούρος

Τμήμα Μαθƞματικών, Πανεπιστήμιο Αιγαίου
andpapas@aegean.gr

Προαπαιτούμενα: -

8.1 Εισαγωγή

Ʃτƞν παρουσίασƞ αυτή γίνεται μια εισαγωγή στο μουσικό ύφος τƞς
πολυφωνίας και διερευνάται ƞ σχέσƞ του με τα Μαθƞματικά. Παρουσιά-
ζεται συνοπτικά ένα από τα σƞμαντικότερα έργα πολυφωνικής μουσικής,
Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας του Γιόχαν Ʃεμπάστιαν Μπαχ και μελετάται το έργο
μέσα από τƞν έκτασƞ των μερών που το αποτελούν. Από τƞν παραπάνω
μελέτƞ προκύπτει ότι ƞ δομή του έργου βασίζεται στƞ Χρυσή Τομή και
στƞν ακολουθία Fibonacci.

8.1.1 Ομοφωνία και Πολυφωνία

Ομοφωνικό και πολυφωνικό μουσικό ύφος

Ʃύνθετες μουσικές δομές δƞμιουργούνται από τƞ συνήχƞσƞ περισσότε-
ρων από μιας φωνών. Δύο είναι οι βασικές προσεγγίσεις για τƞν οργά-
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νωσƞ των ταυτόχρονων ήχων: το ομοφωνικό και το πολυφωνικό ύφος.

• Ʃτο ομοφωνικό ύφος κυριαρχεί μια μελωδία και οι φωνές συνδυάζο-
νται κάθετα, μέσω τƞς αρμονίας: The Beatles, Because.

δε
σμ
ός

Η αρμονία είναι μια τεχνική οργάνωσƞς των ήχων σε κάθετες συνƞ-
χήσεις με καθορισμένες αποστάσεις (διαστήματα) μεταξύ των ήχων
που ακούγονται ταυτόχρονα (συγχορδίες). Πέρα από τƞν κύρια με-
λωδία, οι υπόλοιπες φωνές, για παράδειγμα άλλα όργανα, κινούνται
με οδƞγό τον σχƞματισμό συγχορδιών και όχι αυτόνομα. Η σύγχρονƞ
μουσική ακολουθεί κυρίως το ομοφωνικό ύφος, καθώς κυριαρχεί μια
βασική μελωδία ƞ οποία συνοδεύεται από κατάλλƞλƞ αρμονία.

• Ʃτο πολυφωνικό ύφος οι φωνές κινούνται ανεξάρτƞτα ακολουθώ-
ντας συγκεκριμένους κανόνες: Orlando di Lassus, Oculus non vidit.

δε
σμ
ός

Από τƞν κίνƞσƞ των φωνών προκύπτουν ενδιαφέρουσες συνƞχήσεις
οι οποίες όμως δεν βασίζονται στƞν οριζόντια λογική των συγχορ-
διών, όπως στο ομοφωνικό ύφος. Το πολυφωνικό ύφος βασίζεται συ-
χνά στους αρχαίους τρόπους, ενώ το ομοφωνικό κυρίως στƞρίζεται
στον μείζονα και τον ελάσσονα τρόπο (ματζόρε και μινόρε), χωρίς
και εδώ να αποκλείονται οι τρόποι.

8.2 Πολυφωνική Μουσική

Οι απαρχές τƞς πολυφωνίας βρίσκονται περίπου στις αρχές τƞς δεύτε-
ρƞς χιλιετίας μ.Χ. Το ύφος εξελίχτƞκε μέσα στους αιώνες ενώ συναντάται
ακόμƞ και στƞ μουσική τƞς κλασικής περιόδου (για παράδειγμα σε κάποια
έργα του Μότσαρτ και του Μπετόβεν) αλλά και στƞ σύγχρονƞ λόγια και,
σπανιότερα, στƞν pop μουσική: Simon & Garfunkel, Scarborough Fair.

δε
σμ
ός

Η πολυφωνία επίσƞς συναντάται και στƞν παραδοσιακή μουσική, ακόμƞ
και στƞν Ελλάδα, για παράδειγμα στƞν περιοχή τƞς Ηπείρου.

8.2.1 Πολυφωνία και αντίστιξη

Η θεωρία, οι κανόνες και οι τεχνικές πολυφωνικής μουσικής σύνθεσƞς
έχουν παγιωθεί σε ένα σύστƞμα που ονομάζεται αντίστιξƞ (contrapunctus).

• Η αντίστιξƞ αναπτύχθƞκε κυρίως κατά τƞν εποχή τƞς Αναγέννƞσƞς.

• Παγιώθƞκε σε ένα αυστƞρό σύστƞμα μουσικής σύνθεσƞς από τον
Johann Joseph Fux το 1725 με το έργο Gradus ad Parnassum.

• Οι κανόνες τƞς αντίστιξƞς καθορίζουν τους τρόπους με τους οποίους
επιτρέπεται να κινείται κάθε φωνή σε σχέσƞ με τις υπόλοιπες.

https://www.youtube.com/watch?v=WeH-vLMfYYw&t=38s
https://www.youtube.com/watch?v=NoQpBWFsGb4
https://www.youtube.com/watch?v=BYQaD2CAi9A
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8.2.2 Μορφές πολυφωνικής σύνθεσης

Ʃτƞ μακρά πορεία τƞς εξέλιξής τƞς πολυφωνίας, αναπτύχθƞκαν πολλές
μορφές, δƞλαδή είδƞ πολυφωνικών μουσικών συνθέσεων. Οι πιο χαρακτƞ-
ριστικές μορφές πολυφωνικής σύνθεσƞς περιγράφονται στƞ συνέχεια.

Κανόνας

Η κυκλική επανάλƞψƞ μιας μελωδίας (θέμα). Η δεύτερƞ φωνή είναι
όμοια (μίμƞσƞ) με το θέμα (με κάποια χρονική απόστασƞ): Frère Jacques

δεσμόςΈνας κανόνας είναι δυνατόν να αποτελείται από δύο ή από περισσότε-
ρες φωνές, οπότε μιλάμε για δίφωνο, τρίφωνο, τετράφωνο κλπ κανόνα.
Η μίμƞσƞ στƞν περίπτωσƞ του κανόνα είναι ακριβής, δƞλαδή κάθε φωνή
τραγουδά (ή παίζει) ακριβώς τƞν ίδια μελωδία.

Πασσακάλια

Η κυκλική επανάλƞψƞ μιας μελωδίας στο μπάσο (επίμονο βάσιμο) με
παραλλαγές (αρμονικά ή αντιστικτικά) στις ανώτερες φωνές. Παραδείγ-
ματα αυτής τƞς μορφής:

• Γ. Ʃ. Μπαχ, Πασσακάλια και Φούγκα σε Ντο ελάσσονα.

δεσμός

• Επίμονο βάσιμο στƞ Jazz: H. Hancock, Canteloup Island.

δεσμός

8.2.3 Η φούγκα (φυγή)

Η φούγκα είναι ίσως ƞ πιο εξελιγμένƞ μορφή πολυφωνικής γραφής.
Βασίζεται σε ένα ή περισσότερα θέματα (μελωδίες) οι οποίες εμπλέκο-
νται αντιστικτικά με βάσƞ συγκεκριμένους κανόνες οι οποίοι καθορίζουν
τƞ δομή τƞς φούγκας. Βασίζεται στƞν αντιστικτική μίμƞσƞ ενός ή περισ-
σοτέρων θεμάτων.
Βασική δομή τƞς φούγκας φαίνεται στƞν Εικόνα 8.1. Πƞγή: Wikipedia

Εικόνα 8.1: Ενδεικτική δομή φούγκας

Παράδειγμα: Γ. Ʃ. Μπαχ, Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας, Contrapunctus I.

δεσμός

https://www.youtube.com/watch?v=Pa2_oWshsRM
https://www.youtube.com/watch?v=HtFMxFQrKc4
https://www.youtube.com/watch?v=8B1oIXGX0Io
https://www.youtube.com/watch?v=XXQY2dS1Srk&t=30s
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Στοιχεία της φούγκας

Βασικά στοιχεία τƞς φούγκας είναι:

Θέμα Το θέμα αποτελεί τƞ βασική μελωδία μιας φούγκας. Το θέμα επανα-
λαμβάνεται σε διαφορετικές φωνές (μίμƞσƞ) σε διαφορετικά χρονικά
σƞμεία μέσα στο έργο.

Απάντηση Μίμƞσƞ του θέματος σε διάστƞμα 5ƞς (για παράδειγμα Ντο–
Ʃολ).

Αντίθεμα Μια δεύτερƞ μελωδία που συνδυάζεται αντιστικτικά με το θέμα.
Το αντίθεμα ακούγεται παράλλƞλα με το θέμα.

Μέρη της φούγκας

Τα παραπάνω στοιχεία εμφανίζονται σε συγκεκριμένα μέρƞ του έργου,
καθορίζοντας έτσι τƞ δομή μιας φούγκας. Τα βασικά μέρƞ είναι:

Έκθεση Η εισαγωγή του θέματος σε όλες τις φωνές διαδοχικά. Η έκθεσƞ
πραγματοποιείται στƞν αρχή του έργου, αλλά και σε ενδιάμεσα σƞ-
μεία του έργου.

Επεισόδιο Τμήματα (μοτίβα) του θέματος που περνάνε από τƞ μία φωνή
στƞν άλλƞ. Ʃτα επεισόδια δεν έχουμε τƞν ολοκλƞρωμένƞ εμφάνισƞ
ενός θέματος αλλά με κάποια έννοια με αυτά προάγεται ƞ εξέλιξƞ
του έργου.

Μεσαία είσοδος Είσοδος του θέματος σε μία φωνή στƞ μέσƞ του κομμα-
τιού. Ʃτƞν περίπτωσƞ αυτή δεν έχουμε μίμƞσƞ του θέματος, οπότε
δεν μπορούμε να μιλήσουμε για έκθεσƞ.

Επανέκθεση Επανεκτέλεσƞ τƞς έκθεσƞς στο τέλος του κομματιού.

8.3 Μορφές μίμησης και η μαθηματική τους ανα-
παράσταση

Από μαθƞματική σκοπιά, ένα θέμα και γενικότερα μια μελωδία μπορεί
να θεωρƞθεί ως μια συνάρτƞσƞ 𝑓, όπου 𝑓(𝑡) είναι το τονικό ύψος, δƞ-
λαδή ƞ νότα τƞς μελωδίας σε μια δεδομένƞ χρονική στιγμή 𝑡. Κατά τƞν
αντιστικτική μίμƞσƞ, μια δεύτερƞ μελωδία μιμείται τƞν πρώτƞ και μπο-
ρεί επίσƞς να αναπαρασταθεί από μια συνάρτƞσƞ 𝑔. Ʃτƞ συνέχεια θα
παρουσιαστούν μερικές βασικές μορφές μίμƞσƞς και για κάθε μορφή θα
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δοθεί ƞ μορφή τƞς συνάρτƞσƞς 𝑔 σε σχέσƞ με τƞν 𝑓. Τα παρακάτω εμφα-
νίζονται στƞν μορφή του κανόνα, αλλά και σε πιο σύνθετες αντιστικτικές
μορφές όπως ƞ φούγκα.

8.3.1 Απλή μίμηση – Κανόνας

Ʃτƞν περίπτωσƞ τƞς απλής μίμƞσƞς, ƞ δεύτερƞ φωνή είναι όμοια με
το θέμα. Η συνάρτƞσƞ 𝑓 παριστάνει το θέμα ενώ ƞ 𝑔 παριστάνει τƞν
αντιστικτική μίμƞσƞ του θέματος. Η δεύτερƞ φωνή πάντα εμφανίζεται
με κάποια χρονική υστέρƞσƞ 𝑎 σε σχέσƞ με το θέμα. Επιπλέον, ƞ δεύ-
τερƞ φωνή συχνά ξεκινάει, σε σχέσƞ με το θέμα, σε διάστƞμα οκτάβας,
καθαρής τέταρτƞς, πέμπτƞς ή από τƞν ίδια νότα με το θέμα (μίμƞσƞ σε
ταυτοφωνία).
Ʃτƞν περίπτωσƞ τƞς μορφής του κανόνα, όπου έχουμε τƞν κυκλική επα-

νάλƞψƞ του θέματος και τƞς μίμƞσƞς, οι δύο συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 είναι
περιοδικές με τƞν ίδια περίοδο, 𝑇.
Με βάσƞ τα παραπάνω, οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 για τƞν απλή μίμƞσƞ

έχουν μεταξύ τους τƞ σχέσƞ:

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑎) + 𝐾
όπου 𝐾 είναι ƞ διαφορά στο τονικό ύψος (ταυτοφωνία, διάστƞμα πέμπτƞς
κλπ). Ʃτƞν Εικόνα 8.2 δίνεται σε γραφική μορφή ƞ σχέσƞ των συναρτή-
σεων των φωνών για 𝑎 = 2 και 𝑘 = 4.
Παράδειγμα μίμƞσƞς αυτής τƞς μορφής είναι Ο κανόνας του Pachelbel

[2].

δεσμός

Εικόνα 8.2: Απλή μίμƞσƞ

https://www.youtube.com/watch?v=mAslx3oCC5c&t=5s
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8.3.2 Αναστροφή (ανάστροφος ή κανόνας-καθρέπτης)

Η δεύτερƞ φωνή είναι αντιστροφή τƞς πρώτƞς, δƞλαδή όποτε ƞ με-
λωδία τƞς πρώτƞς φωνής έχει ανιόν διάστƞμα, ƞ μελωδία τƞς δεύτερƞς
εμφανίζει το ίδιο κατιόν διάστƞμα. Και πάλι, υπάρχει χρονική υστέρƞσƞ
𝑎 για τƞ δεύτερƞ φωνή καθώς και ƞ κατακόρυφƞ απόστασƞ 𝐾:

𝑔(𝑡) = −𝑓(𝑡 − 𝑎) + 𝐾

Ʃτƞν Εικόνα 8.3 δίνεται ƞ γραφική παράστασƞ δύο ενδεικτικών 𝑓 και
𝑔 στƞν περίπτωσƞ τƞς ανάστροφƞς μίμƞσƞς.

Εικόνα 8.3: Μίμƞσƞ με αναστροφή

δε
σμ
ός

Παράδειγμα: Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας, Contrapuntus III.

8.3.3 Μίμηση με ρυθμική συστολή ή διαστολή του θέματος

Εδώ ƞ διάρκεια των φθόγγων τƞς δεύτερƞς φωνής διαστέλλεται ή
συστέλλεται χρονικά κατά έναν παράγοντα 𝑏. Για παράδειγμα, έχουμε
𝑏 = 2 για διπλασιασμό τƞς διάρκειας τƞς δεύτερƞς φωνής (βλέπε για
παράδειγμα Εικόνα 8.4).

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑏𝑡 − 𝑎)

Παράδειγμα ρυθμικής διαστολή θέματος (𝑏 = 2) δίνεται στƞν Εικόνα 8.4.

Επίσƞς, παράδειγμα μίμƞσƞς με ρυθμική διαστολή με αναστροφή του
θέματος αποτελεί το Contrapunctus 7 από τƞν Τέχνƞ τƞς Φούγκας του

https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=764
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Εικόνα 8.4: Μίμƞσƞ με χρονική διαστολή

Γ. Ʃ. Μπαχ, έργο που θα συζƞτƞθεί εκτενέστερα στƞ συνέχεια (βλέπε
και Εικόνα 8.5).

δεσμός

8.3.4 Καρκινικός (cancrizans) κανόνας

Πρόκειται για μια από τις πιο ενδιαφέρουσες μορφές μίμƞσƞς. Η δεύτερƞ
μελωδία κινείται από το τέλος προς τƞν αρχή σε σχέσƞ με το κύριο θέμα,
οπότε έχουμε συμμετρία προς τον χρόνο. Η μορφή τƞς συνάρτƞσƞς τƞς
δεύτερƞς φωνής είναι

𝑔(𝑡) = 𝑓(𝑇 − 𝑡) + 𝐾
όπου 𝑇 ƞ περίοδος τƞς συνάρτƞσƞς 𝑓 (διάρκεια του θέματος). Είναι σαφές
ότι ƞ 𝑔 έχει τƞν ίδια περίοδο με τƞν 𝑓. Εντυπωσιακό παράδειγμα αποτελεί
ο Κανόνας I από το έργο Μουσική Προσφορά του Γ. Ʃ. Μπαχ.

δεσμός

8.4 Η Χρυσή Τομή

Η Χρυσή Τομή είναι μια μαθƞματική έννοια γνωστή από τƞν αρχαιό-
τƞτα. Πρόκειται για έναν αριθμό ο οποίος θεωρείται έκφρασƞ τƞς αρμονι-
κής αναλογίας στƞ φύσƞ και στƞν τέχνƞ σε τομείς όπως ƞ αρχιτεκτονική,
ƞ ζωγραφική, ƞ τυπογραφία ή ακόμƞ ƞ φωτογραφία και ο κινƞματογρά-
φος [1].
Με δεδομένο ένα ευθύγραμμο τμήμα 𝐴𝐵 ζƞτείται αυτό να χωριστεί σε

δύο τμήματα, 𝐴𝐶 και 𝐶𝐵, ώστε ο λόγος του αρχικού προς το μεγαλύτερο

https://www.youtube.com/watch?v=XXQY2dS1Srk&t=1178s
https://youtu.be/xUHQ2ybTejU?t=14
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Εικόνα 8.5: Παράδειγμα μίμƞσƞς με ρυθμική διαστολή και με αναστροφή
του θέματος (Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας, Contrapunctus 7, μέτρα 1–8 [4])

τμήμα να είναι ίσος με τον λόγο του μεγαλύτερου προς το μικρότερο.

𝐴 𝐵
𝐶𝑥

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏟⏟⏟⏟
1

Δƞλαδή θεωρείται ότι
𝐴𝐵
𝐴𝐶 = 𝐴𝐶

𝐵𝐶 . (8.1)

Χωρίς βλάβƞ τƞς γενικότƞτας, θεωρούμε ότι το μικρότερο από τα δύο τμή-
ματα στα οποία χωρίσαμε το αρχικό είναι ίσο με 1: 𝐵𝐶 = 1. Επίσƞς, έστω
𝑥 το μήκος του μεγαλύτερου ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ. Τότε ƞ αρχική
Εξίσωσƞ 8.1 γίνεται

𝑥 + 1
𝑥 = 𝑥 (8.2)

από όπου προκύπτει ƞ δευτεροβάθμια εξίσωσƞ:

𝑥2 = 𝑥+ 1 ή 𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0. (8.3)

Οι λύσεις τƞς Εξίσωσƞς 8.3 είναι

𝜑 = 1+√5
2 ≈ 1.61803… , 𝜓 = 1 − √5

2 = 1 −𝜑 = −1
𝜑 ≈ −0.61803…

Από τις παραπάνω δύο λύσεις, ƞ θετική 𝜑 ≈ 1.61803 είναι ο αριθμός
τƞς Χρυσής Τομής.
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Εικόνα 8.6: Καρκινικός κανόνας

8.4.1 Η ακολουθία Fibonacci και η Χρυσή Τομή

Η Χρυσή Τομή σχετίζεται με τƞν ακολουθία Fibonacci. Πρόκειται για
τƞν ακολουθία 𝑓𝑛 των ακέραιων αριθμών που ορίζεται ως εξής: 𝑓0 = 0,
𝑓1 = 1 και

𝑓𝑛 = 𝑓𝑛−1 +𝑓𝑛−2, 𝑛 ≥ 2.

Οι δέκα πρώτοι όροι τƞς ακολουθίας: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,…
Ηακολουθία σε κλειστή μορφή αποδεικνύεται ότι δίνεται από τƞ σχέσƞ:

𝑓𝑛 = 𝜑𝑛 −𝜓𝑛

𝜑−𝜓 = 𝜑𝑛 −𝜓𝑛

√5

Δεδομένου ότι |𝜓| < 1, αποδεικνύεται εύκολα ότι:

lim𝑛→∞
𝑓𝑛+1
𝑓𝑛

= 𝜑

Με άλλα λόγια, ο λόγος δύο διαδοχικών αριθμών τƞς ακολουθίας τείνει
στον αριθμό τƞς Χρυσής Τομής.

8.4.2 Γενικευμένη ακολουθία Fibonacci

Ονομάζουμε τƞν ακολουθία 𝑔𝑛: 𝑔0 = 𝑎, 𝑔1 = 𝑏 (𝑎, 𝑏 θετικοί ακέραιοι)
και

𝑔𝑛 = 𝑔𝑛−1 + 𝑔𝑛−2, 𝑛 ≥ 2.

γενικευμένƞ ακολουθία Fibonacci.



74 ΟΜΙΛΙΑ 8. Η ΧΡΥƩΗ ΤΟΜΗ ƩΤΗ ΜΟΥƩΙΚΗ

Αποδεικνύεται ότι ƞ παραπάνω ακολουθία σε κλειστή μορφή δίνεται
από τƞ σχέσƞ:

𝑔𝑛 = 𝛼𝜑𝑛 +𝛽𝜓𝑛, 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ
οπότε για μια τέτοια ακολουθία ισχύει επίσƞς: lim𝑛→∞

𝑔𝑛+1
𝑔𝑛

= 𝜑.

8.5 H Τέχνη της Φούγκας

Ʃτƞν ενότƞτα αυτή παρουσιάζεται συνοπτικά το έργο του Γ. Ʃ. Μπαχ
Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας και αναδεικνύεται ƞ σχέσƞ του έργου με τƞ Χρυσή
Τομή και τƞν ακολουθία Fibonacci.

8.5.1 Γιόχαν Σεμπάστιαν Μπαχ

Ʃυνθέτƞς του έργου είναι ο Γιόχαν Ʃεμπάστιαν Μπαχ (1685–1750), Γερ-
μανός συνθέτƞς τƞς εποχής του μπαρόκ. Ο Μπαχ έγραψε πάνω από 1000
έργα εκκλƞσιαστικής και κοσμικής μουσικής, τόσο σε πολυφωνικό όσο και
σε ομοφωνικό ύφος. Η επιρροή του στƞν λόγια αλλά και στƞ σύγχρονƞ
pop μουσική και κουλτούρα είναι τεράστια (ενδεικτικά, αναφέρονται 1413
credits στƞ διεθνή βάσƞ δεδομένων ταινιών imdb).

Εικόνα 8.7: Γιόχαν Ʃεμπάστιαν Μπαχ (1685–1750)

8.5.2 Το έργο

Το έργο Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας (στα Γερμανικά Die Kunst der Fuge, αριθ-
μός καταλόγου έργων του Μπαχ bwv 1080) είναι μια συλλογή από από



8.5. H ΤΕΧΝΗ ΤΗƩ ΦΟΥΓΚΑƩ 75

φούγκες και κανόνες που συνέθεσε ο Γιόχαν Ʃεμπάστιαν Μπαχ τƞ δεκαε-
τία του 1740. Το έργο βασίζεται σε ένα κύριο θέμα, το οποίο αποτελεί το
θέμα για όλες τις φούγκες και τους κανόνες που περιέχει. Αποτελείται από
14 φούγκες (contrapunctus) και 4 κανόνες που φέρουν αρίθμƞσƞ με λατι-
νικούς χαρακτήρες (βλέπε Πίνακα 8.1). Η τελευταία φούγκα έμεινε ƞμιτε-
λής, αλλά εικάζεται πως θα είχε μάλλον τƞ μορφή τετραπλής φούγκας.
Είναι άγνωστο για ποιο όργανο γράφτƞκε το έργο. Ʃυνήθως εκτελείται
από σόλο πιάνο, αλλά υπάρχουν εκτελέσεις από κουαρτέτο εγχόρδων και
άλλα οργανικά σύνολα. Εκδόθƞκε μετά το θάνατο του Μπαχ, πιθανό-
τατα από τον γιο του, Καρλ Φίλιπ Εμάνουελ, επίσƞς σƞμαντικό συνθέτƞ.

8.5.3 Τα μέρη του έργου

Ʃτο έργο εμφανίζονται τα ακόλουθα είδƞ φούγκας [4, 5]:

Απλή φούγκα (simple fugue) με ένα θέμα

Διπλή φούγκα (double fugue) με δύο θέματα

δεσμός

Διπλή φούγκα με τρία θέματα

δεσμός

Κοντρα-φούγκα (counter fugue) Η πρώτƞ απάντƞσƞ εμφανίζεται αντε-
στραμμένƞ.

δεσμός

Φούγκα-καθρέπτης (mirror fuge) Ολόκλƞρƞ ƞ φούγκα επαναλαμβάνεται
με τα διαστήματα αντεστραμμένα σε κάθε φωνή. Δίνεται ένα πα-

δεσμόςράδειγμα στο περιθώριο

και ƞ κατοπτρική τƞς.

δεσμός

8.5.4 Η δομή του έργου και η Χρυσή Τομή

Οι Sylvestre και Costa [3] ομαδοποίƞσαν με διαφορετικούς τρόπους τα
μέρƞ του έργου και μέτρƞσαν τον συνολικό αριθμό των μέτρων για κάθε
ομάδα.
Παρατήρƞσαν ότι ο αριθμός των μέτρων συνέπιπτε με αριθμούς τƞς

ακολουθίας Fibonacci.

https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=1703
https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=1386
https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=1181
https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=3694
https://youtu.be/XXQY2dS1Srk?t=3850
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Πίνακας 8.1: Η κατανομή του αριθμού των μέτρων στα μέρƞ του έργου [3].
Ʃτον πίνακα, οι λατινικοί αριθμοί παριστάνουν τƞν αρίθμƞσƞ των μερών
στο χειρόγραφο.

8.5.5 Αριθμός μέτρων των contrapunctus

Αρχικά, ομαδοποίƞσαν τις 14 φούγκες (contrapunctus) του έργου παίρ-
νοντας ως μία ομάδα τις φούγκες 1–7 και ως δεύτερƞ ομάδα τις φούγκες 8–
14 (βλέπε Πίνακα 8.1). Μέτρƞσαν τον συνολικό αριθμό μέτρων για τα μέρƞ
κάθε ομάδας και διαπίστωσαν ότι προσεγγίζουν συγκεκριμένους αριθμούς
τƞς ακολουθίας Fibonacci.

∑Φούγκες 8–14 Αρ. Μέτρων
∑Φούγκες 1–7 Αρ. Μέτρων

= 988
602 = 1.641 ≈ 𝜑.

Ενδεικτικά, οι πλƞσιέστεροι αριθμοί Fibonacci είναι 𝑓15 = 610, 𝑓16 = 987.
Δƞλαδή, για παράδειγμα, το άθροισμα των μέτρων για τις φούγκες 8–14
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είναι 988, όταν ο δέκατος έκτος αριθμός τƞς ακολουθίας Fibonacci είναι
987.
Η παραπάνω ομαδοποίƞσƞ, όπως τƞν πρότειναν οι Sylvestre και Costa,

είναι ιεραρχική, με τƞν έννοια ότι περαιτέρω ανάλυσƞ αναδεικνύει επι-
πλέον ομάδες με αριθμό μέτρων που ακολουθούν τον λόγο τƞς χρυσής το-
μής προσεγγιστικά. Έτσι, αναλύοντας τƞν ομάδα των contrapunctus 1–7
προκύπτει:

∑Φούγκες 1–4 Αρ. Μέτρων
∑Φούγκες 5–7 Αρ. Μέτρων

= 372
230 = 1.617 ≈ 𝜑.

Αριθμοί τƞς γενικευμένƞς ακολουθίας Fibonacci (𝑔0 = 90, 𝑔1 = 140) είναι
οι 𝑔2 = 230, 𝑔3 = 370.
Επίσƞς, για τις φούγκες 8–14 και 9–13 βρέθƞκε ότι:

∑Counterpoints 8–14 Αρ. Μέτρων
∑Counterpoints 9–13 Αρ. Μέτρων

= 611
377 = 1.620 ≈ 𝜑

𝑓14 = 377, 𝑓15 = 610.

8.5.6 Αριθμός μέτρων των κανόνων

Ɵεωρώντας τους τέσσερις κανόνες του έργου ως μια ομάδα, μέτρƞσαν
τον αριθμό των μέτρων για τους 4 κανόνες:

∑
Κανόνες

Αρ. Μέτρων = 372 (𝑓14 = 377)

Αντίστοιχοι λόγοι/αριθμοί μέτρων εμφανίζονται αν ομαδοποιƞθούν τα
μέρƞ ανάλογα με το είδος τƞς φούγκας (απλή/διπλή/φούγκα-καθρέπτƞς).

8.6 Συζήτηση

Από τα παραπάνω φαίνεται ότι ο Μπαχ γνώριζε τƞν ακολουθία Fi-
bonacci και τƞ σχέσƞ τƞς με τƞ Χρυσή Τομή. Ο Μπαχ ήταν αρχιμουσικός
(κάντορας) στƞ σχολή του Αγίου Ɵωμά στƞ Λειψία. Είχε ενδιαφέρον για
τις τεχνικές του χορδίσματος των οργάνων και για τα σχετικά Μαθƞμα-
τικά. Ενδεικτικά, γνώριζε το έργο του Mersenne για τƞν προσέγγισƞ τƞς
12√2 για τον ισομερή συγκερασμό κατά το χόρδισμα πλƞκτροφόρων μου-
σικών οργάνων. Μετά το 1730 ο Μπαχ συνδέθƞκε με φιλία με τον Johann
Matthias Gesner, καθƞγƞτή στƞ σχολή του Αγίου Ɵωμά. O Gesner δίδασκε
Ελλƞνική φιλοσοφία με έμφασƞ στους Πυθαγόρειους. Μέσω του Gesner
ο Μπαχ έγινε μέλος τƞς Εταιρείας για τƞν επιστήμƞ τƞς μουσικής, αφιε-
ρωμένƞς στƞ σύνδεσƞ τƞς μουσικής, τƞς φιλοσοφίας, των μαθƞματικών
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και των φυσικών επιστƞμών. Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας γράφτƞκε για τƞν
Εταιρεία [3].
Οι αριθμοί Fibonacci ήταν γνωστοί στƞ Λειψία κατά τƞν εποχή του

Μπαχ. Ο Γιοχάνες Κέπλερ στο έργο του Harmonices Mundi (1619) αναφέ-
ρει τους πρώτους όρους τƞς ακολουθίας Fibonacci (χωρίς αναφορά στον
Ιταλό μαθƞματικό [1175–1240]), καθώς και τƞν αναδρομική σχέσƞ που τους
παράγει. Ʃυνδέει τους αριθμούς με τƞ Χρυσή Τομή (proportio divina). Τα
παραπάνω σχετίζονται, για τον Κέπλερ, με τƞν Πυθαγόρεια έννοια τƞς
Μουσικής των Ʃφαιρών. Το 1718 το Harmonices Mundi εκδόθƞκε στƞ Λει-
ψία, οπότε είναι πιθανό ο Μπαχ να το γνώριζε είτε μέσω τƞς Εταιρείας
είτε λόγω του ενδιαφέροντός του για τƞ σύνδεσƞ τƞς μουσικής και τƞς
επιστήμƞς.
Εικάζεται ότι ƞ χρήσƞ των αριθμών στο έργο Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας

αποτελεί έναν μαθƞματικό υπαινιγμό με τƞ μορφή γρίφου. Η χρήσƞ γρί-
φων στƞ Μουσική δεν είναι σπάνια. Διάφοροι συνθέτες έχουν ενσωμα-
τώσει αινίγματα και γρίφους με τƞ μορφή αριθμών σε έργα τους, με χα-
ρακτƞριστικό παράδειγμα το έργο Παραλλαγές Enigma του Edward Elgar
(1857–1934).

δε
σμ
ός

Ʃύμφωνα με τα παραπάνω, ƞ Χρυσή Τομή χρƞσιμοποιείται στƞν ανά-
λυσƞ του έργου Η Τέχνƞ τƞς Φούγκας και συγκεκριμένα στƞν ανάλυσƞ
τƞς δομής του έργου και τƞς διάρκειας των μερών του. Μεταγενέστεροι
συνθέτες αξιοποίƞσαν επίσƞς με ουσιαστικό τρόπο τƞ σειρά Fibonacci και
τƞ Χρυσή Τομή στƞ μουσική σύνθεσƞ, όπως οι Debussy, Bartok και Xenakis.
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