
1.7 διαταξεις (σελ. 17)

Παράδειγµα 1 Θα πρέπει να κάνουµε σαφές ότι η επιλογή των λέξεων «προηγεί-

ται» και «έπεται» δεν έγινε απλώς για λόγους αφαίρεσης. Μπορούµε δηλαδή να

ϐρούµε διάφορα παραδείγµατα στα οποία η χρήση των λέξεων «µικρότερο» και

«µεγαλύτερο» δεν έχουν νόηµα. Ας δούµε δύο τέτοια παραδείγµατα.

Οι λέξεις σε κάθε λεξικό ακολουθούν µια συγκεκριµένη διάταξη που λέγε-

ται «λεξικογραφική διάταξη». ΄Ετσι στα λεξικά της Ελληνικής γλώσσας η λέξη

«µήλο» προηγείται πάντα της λέξης «ψάθα». Αν συµβολίζαµε µε
�

τη λεξικο-

γραφική διάταξη ϑα γράφαµε «µήλο
�

ψάθα». Αλλά αν ϑέλαµε να διαβάσουµε

την προηγούµενη ϕράση δεν ϑα είχε νόηµα να πούµε «το µήλο είναι µικρότερο

της ψάθας». Αντιθέτως, η ϕράση «το µήλο προηγείται της ψάθας», µιλώντας για τη

λεξικογραφική διάταξη, είναι πλήρως κατανοητή.

Το επόµενο παράδειγµα από τον κόσµο των υπολογιστών έχει δύο στόχους.

Ο ένας είναι να δώσει άλλο ένα παράδειγµα όπως το προηγούµενο και ο άλλος

είναι να προσπαθήσει να πείσει ότι η έννοια της διάταξης αποκοµµένη από τη

γνωστή διάταξη των αριθµών δεν είναι άχρηστη ϑεωρία αλλά απαραίτητη γενίκευσή

της, µε εφαρµογές έξω από τα Μαθηµατικά. ΄Ενας υπολογιστής αποθηκεύει τα

δεδοµένα σε ένα καινούργιο δίσκο γραµµικά. ∆ηλαδή, γράφει το πρώτο αρχείο

στους πρώτους τοµείς του δίσκου και αν πρόκειται να γράψει στο δίσκο ένα δεύτερο

αρχείο το γράφει στους επόµενους τοµείς. Ας υποθέσουµε ότι ο χρήστης έγραψε

στον δίσκο αρκετά αρχεία ώστε ο δίσκος να έχει γεµίσει. Τώρα αρχίζει και σβήνει

αρχεία. Συνήθως αυτό έχει ως αποτέλεσµα ο δίσκος να αποκτήσει κενά σε όλη την

έκταση της επιφάνειάς του, αφού ο χρήστης µπορεί να σβήσει το πρώτο, το τρίτο,

το πέµπτο, το έβδοµο κ.λπ. αρχείο. ΄Ετσι στην επιφάνεια του δίσκου υπάρχουν

διάσπαρτα αρχεία και διάσπαρτα κενά. Τώρα ο χρήστης αρχίζει να ξαναγράφει

αρχεία. Αλλά αυτή τη ϕορά ας υποθέσουµε ότι το µέγεθος του πρώτου αρχείου

που ϑέλει να γράψει είναι µεγαλύτερο από το πρώτο κενό που υπάρχει στο δίσκο.

΄Ετσι ο υπολογιστής ϑα αναγκαστεί να γράψει τµήµα του αρχείου στο πρώτο κενό,

και το υπόλοιπο στο δεύτερο κενό, αν χωράει, αλλιώς ϑα συνεχίσει να γράψει και

στο τρίτο κενό µέχρι να γραφτεί όλο το αρχείο.

Αν αυτό συνεχιστεί, και ο χρήστης συνεχίζει να σβήνει και να γράφει αρχεία

(που ισοδυναµεί µε τη συνηθισµένη χρήση του υπολογιστή) µετά από λίγο καιρό

τα αρχεία στο δίσκο του υπολογιστή ϑα είναι κατακερµατισµένα.

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την πτώση της απόδοσης του συστήµατος αφού για

να ανοίξει ο χρήστης ένα αρχείο το οποίο έχει γραφτεί σε διάφορα τµήµατα του

δίσκου, ο υπολογιστής ϑα πρέπει να ψάξει στο δίσκο πολλές ϕορές, µια για κάθε

κοµµάτι του αρχείου. Η λύση για την αποκατάσταση του προβλήµατος είναι να

γίνει «ανασυγκρότηση» του δίσκου. Πρόκειται για έναν αλγόριθµο που προσπαθεί

Με συνηθισµένη

χρήση, το

πρόβληµα αυτό,

εµφανίζεται µόνο

στα λειτουργικά

συστήµατα της

MicroSoft, λόγω

του κακού

σχεδιασµού του

συστήµατος

αρχείων που

χρησιµοποιούν.

Στα συστήµατα

Unix και στα

παράγωγά τους

(GNU-Linux,

FreeBSD,

MacOsX, QNX

κ.λπ.) η

ανασυγκρότηση

δεν είναι

απαραίτητη γιατί

το λειτουργικό

σύστηµα γράφει τα

αρχεία στο δίσκο

µε πολύ πιο

εξελιγµένο

αλγόριθµο που δεν

οδηγεί σε

εκτεταµένη

κατακερµάτιση.

να ξαναφέρει τον δίσκο στην κατάσταση όπου κάθε αρχείο είναι γραµµένο σε

ένα συνεχόµενο κοµµάτι του δίσκου. Αυτό το κάνει µετακινώντας το δεύτερο

αρχείο ώστε να δηµιουργήσει χώρο για το πρώτο, στον οποίο χώρο ϑα µεταφέρει

τα κοµµάτια του πρώτου αρχείου που είναι γραµµένα σε άλλα σηµεία του δίσκου.

Αλλά πιο είναι το πρώτο αρχείο ; Εκείνο που είναι µεγαλύτερο σε µέγεθος ή

εκείνο που ξεκινάει νωρίτερα στο δίσκο ; ΄Η µήπως εκείνο που είναι κοµµένο σε

λιγότερα κοµµάτια ; Είναι σαφές ότι ο προγραµµατιστής πρέπει να αποφασίσει για
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τη διάταξη των αρχείων πριν προχωρήσει στην υλοποίηση του αλγορίθµου. ∆εν

ϑα µπούµε σε λεπτοµέρειες της ανασυγκρότησης. Απλώς ϑέλαµε να δείξουµε ότι

η έννοια της διάταξης στην πράξη, ξεφεύγει από το πλαίσιο της γνωστής διάταξης

των αριθµών.
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1.7 φραγµενα συνολα (σελ. 18)

Παράδειγµα 2 (άνω και κάτω ϕράγµα, µέγιστο, ελάχιστο, supremum και

infimum) Θεωρούµε το σύνολο των υποσυνόλων του � χωρίς το ίδιο το � , δηλαδή

το σύνολο X = P( � ) \ { � }. Σε αυτό ορίζουµε τη διάταξη µε τη σχέση του περιέχεσ-

ϑαι. ∆ηλαδή, για A, B ∈ X γράφουµε A
�

B αν και µόνο αν A ⊆ B. Τότε

1. το σύνολο

Y =
{

{2k : k ∈ � }
}

είναι το µονοσύνολο µε µοναδικό στοιχείο το σύνολο των αρτίων ϕυσικών

αριθµών. Ως µονοσύνολο είναι ϕραγµένο. ΄Ενα άνω ϕράγµα του είναι το

στοιχείο B = {1} ∪ {2k : k ∈ � }. Αυτό είναι σωστό διότι κάθε στοιχείο του Y

(δηλαδή το {2k : k ∈ � }, αφού το Y δεν έχει άλλο στοιχείο) προηγείται του

B. Το B όµως δεν είναι το ελάχιστο άνω ϕράγµα. Το ελάχιστο άνω ϕράγµα

είναι το ίδιο το {2k : k ∈ � }. Αυτό είναι ταυτόχρονα και µέγιστο. ∆ηλαδή

έχουµε:

sup Y = max Y = {2k : k ∈ � }.

2. το σύνολο

Y =
{

{n, n + 2} : n ∈ �
}

δεν είναι ϕραγµένο. Αυτό ισχύει γιατί αν υποθέσουµε ότι υπάρχει M ∈ X

ώστε {n, n + 2}
�

M για κάθε n ∈ � , αυτό ϑα σηµαίνει ότι {n, n + 2} ⊆ M

για κάθε n ∈ � , δηλαδή n ∈ M για κάθε n ∈ � και άρα M = � . Αλλά τότε

M < X , το οποίο είναι άτοπο.

Παρατηρήστε ότι αν αφαιρέσουµε ένα στοιχείο από το Y , αυτό ϑα είναι

ϕραγµένο. Για παράδειγµα, το

Y =
{

{n, n + 2} : n ∈ �
}

\
{

{1, 3}
}

έχει άνω ϕράγµα το M = � \ {1} ∈ X .

3. το σύνολο

Y =
{

{2k : k ≤ n} : n ∈ �
}

δηλαδή το σύνολο

{

{2}, {2, 4}, {2, 4, 6}, {2, 4, 6, 8}, . . .
}

είναι άνω ϕραγµένο από το στοιχείο M = {2k : k ∈ � } ∈ X . Το M είναι το

ελάχιστο άνω ϕράγµα του Y , δηλαδή είναι το supremum του Y , αλλά το Y

δεν έχει µέγιστο στοιχείο (αφού M < Y ).
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3.1α΄ διαιρετότητα (σελ. 48)

Μετά την απόδειξη του ϑεωρήµατος 3.1.2:

Παρατήρηση 3 Πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα ότι το υπόλοιπο µιας διαίρεσης πρέπει

να είναι πάντα ϑετικό ή µηδέν και ποτέ αρνητικό. Ως εκ τούτου, ενώ η διαίρεση

14 δια 3 έχει πηλίκο 4 και υπόλοιπο 2 (14 = 4 · 3 + 2), η διαίρεση −14 δια 3 έχει

πηλίκο −5 και υπόλοιπο 1: −14 = (−5) · 3 + 1.
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4.1 ακολουθιες πραγµατικων αριθµων (σελ. 74)

Μετά τον Ορισµό 4.1.4:

Παρατήρηση 4 Μπορείτε να σκεφτόσαστε τη σύγκλιση ως ένα παιχνίδι µε δύο

παίκτες Α και Β ως εξής : Ο παίκτης Α Ϲητάει από τον παίκτη Β να του πει πόσο

κοντά ϑα ήθελε να πλησιάσουν οι όροι της ακολουθίας an στο `. Ας υποθέσουµε

ότι ο παίκτης Β του λέει ότι ϑα ήθελε να ϐεβαιωθεί ότι οι όροι της ακολουθίας

µπορούν να πλησιάσουν το ` σε απόσταση µικτότερη από 1/100. Τότε ο παίκτης

Α καλείται να ϐρει µετά από ποιόν δείκτη n0 όλοι οι όροι τη ακολουθίας απέχουν

από το όριο λιγότερο από 1/100. Ο παίκτης Α κερδίζει αν µπορεί να ϐρίσκει

πάντα το κατάλληλο n0 ανεξάρτητα από το πόσο µικρή απόσταση του Ϲητάει ο Β.

΄Οταν λοιπόν, ό,τι απόσταση και να Ϲητήσει ο Β ο Α είναι σε ϑέση να ϐρεί από

ποιον όρο (n0) και µετά ικανοποιείται η απαίτηση του αντιπάλου παίκτη, τότε ο Α

κερδίζει, δηλαδή η ακολουθία an συγκλίνει πράγµατι στο `.

Οµοίως µπορούµε να σκεφτούµε και την άρνηση, δηλαδή πότε µια ακολουθία

an δεν συγκλίνει στο `. Αυτό συµβαίνει όταν ο παίκτης Α δεν µπορεί να κερδίσει.

∆ηλαδή όταν ο Β δώσει στον Α τέτοιον µικρό αριθµό ε που να είναι ανέφικτο για

τον Α να ϐρεί n0 πέραν του οποίου όλοι οι όροι της ακολουθίας να απέχουν από

το ` λιγότερο του ε. Σε αυτή την περίπτωση ο Β δίνει έναν µικρό αριθµό ε και

ό,τι n0 και να σκεφτεί ο Α υπάρχει ένας όρος της ακολουθίας an µε n ≥ n0 ώστε

|an − `| > ε. Συµπαιρένουµε λοιπόν ότι an 6→ ` αν και µόνο αν υπάρχει ε > 0 ώστε

για κάθε n0 υπάρχει n ≥ n0 που ικανοποιεί την |an − `| > ε
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