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ΣΤΟΙΧΕΙΑ



Πολυύμνια
του Giuseppe Fagnani

•
Μούσα της Γεωμετρίας
και των Μαθηματικών,
Κόρη της Μνημοσύνης

•
Μητροπολιτικό Μουσείο Τέχνης,

Νέα Υόρκη, ΉΠΆ
Πηγή:

https://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Polyhymnia_by_

Giuseppe_Fagnani.jpg

Μνημοσύνην καλέω, Ζηνὸς σύλλεκτρον, ἄνασσαν,
ἣ Μούσας τέκνωσ᾽ ἱεράς, ὁσίας, λιγυφώνους,
ἐκτὸς ἔχουσα κάκης μνήμην βλαψίφρονος αἰεί,
πάντα νόον συνέχουσα βροτῶν ψυχῇσι σύνοικον,
εὐδύνατον κρατερὸν θνητῶν αὔξουσα λογισμόν,
ἡδυτάτη, φιλάγρυπνος, ὑπομνήσκουσά τε πάντα,
ὧν ἂν ἕκαστος ἀεὶ στέρνοις γνώμην κατάθηται·
οὔτι παρεκβαίνουσ᾽, ἐπεγείρουσα φρένα πᾶσιν.
ἀλλά, μάκαιρα θεά, μύσταις μνήμην ἐπέγειρε
εὐϊέρου μελέτης¹, λήθην δ᾽ ἀπὸ τῶνδ᾽ ἀπόπεμπε.

[Καλώ τη Μνημοσύνη, τη βασίλισσα σύζυγο του Διός
που γέννησε τις ιερές Μούσες, όσιες, λυγερόφωνες,
που πάντα θυμάται έξω από την κακία που βλάπτει το νου,
που συγκρατεί το νου των βροτών σύνοικο με τις ψυχές
και αυξάνει τον δυνατό και ισχυρό λογισμό των θνητών.
Γλυκύτατη, αγαπά την αγρυπνία, υπενθυμίζει τα πάντα
για τα οποία ο καθένας [θέλει να] σχηματίσει γνώμη.
Δεν παρεκτρέπεται και διεγείρει σε όλους τη σκέψη.
Αλλά μακάρια θεά δυνάμωσε τη μνήμη αυτών που συμμετέχουν
στην ιερή αυτή μελέτη, και διώξε από αυτούς τη λησμοσύνη.]

. Στον πρωτότυπο Ορφικό Ύμνο: «τελετῆς» αντί για «μελέτης».
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Σύγχρονο άγαλμα του Ευκλείδη στο Μουσείο Φυσικής Ιστορίας
του Πανεπιστημίου της Οξφόρδης, από τον γλύπτη Joseph Durham





Πρόλογος

Τα «Στοιχεία» του Ευκλείδη ανάμεσα στα επιστημονικά κείμενα έχουν
εκδοθεί τις περισσότερες φορές παγκοσμίως σε κάθε σχεδόν γλώσσα. Συ-
νεπώς η ερώτηση «γιατί άλλη μια έκδοση;» φαίνεται εντελώς λογική.
Ο λόγος είναι απλούστατος. Τα Στοιχεία έχουν εν γένει δεχθεί μια κατά
κάποιο τρόπο ιστορική ή μουσειολογική προσέγγιση. Τα κείμενα που
κυκλοφορούν είτε έχουν ως στόχο τους ανθρώπους που ασχολούνται με
την Ιστορία των Μαθηματικών είτε ενώ είναι εξαιρετικά έχουν πεπαλαιω-
μένη γλώσσα. Εξαίρετο παράδειγμα είναι η μετάφραση του Ευάγγελου
Σταμάτη στην οποία η παρούσα ηλεκτρονική έκδοση χρωστάει πολλά.

Εκτός από τη γλώσσα, η έκδοση του Σταμάτη «μεταφράζει» τα Στοι-
χεία. Η παρούσα έκδοση δεν έχει τέτοιο στόχο. Δεν προσπαθεί ούτε να
«μεταφράσει» το κείμενο ούτε να δώσει διευκρινίσεις επί διευκρινίσεων
που προέκυψαν ανά τους αιώνες διογκώνοντάς το κατά πολύ όπως κά-
νουν άλλες εκδόσεις. Αυτές οι εκδόσεις έχουν ως στόχο (κατά τη γνώμη
μας) τον Ιστορικό.

Ο στόχος είναι να καταστεί το κείμενο προσβάσιμο μένοντας, όσο αυτό
είναι εφικτό, κοντά στο αρχαίο κείμενο και στον τρόπο απόδειξης· διότι
οι σύγχρονοι μαθηματικοί πελαγοδρομούν εδώ και δεκαετίες τώρα ανά-
μεσα σε «Γεωμετρίες» που κυκλοφορούν όταν το θεμελιώδες κείμενο του
Ευκλείδη παραμένει εν πολλοίς άγνωστο.

Το κείμενο αντιμετωπίζεται ως ζωντανό και όχι σαν αρχαίο έκθεμα. Ενώ
κρατάμε τη λογική των αποδείξεων συχνά καταφεύγουμε σε σύγχρονο
συμβολισμό ώστε η απόδειξη να είναι εύκολα και γρήγορα κατανοητή.

Για παράδειγμα, προφανώς κρατάμε την απόδειξη του Πυθαγορείου
Θεωρήματος ανέπαφη, αλλά ως προς τη λογική της δομή, και έτσι μια γω-
νία θα τη γράψουμε με σύγχρονο συμβολισμό (ΑΒ̂Γ). Το ίδιο κάνουμε και
σε θέματα «ονομάτων». Για παράδειγμα το κείμενο γράφει «λόγος αριθ-
μών» και εννοεί λόγο φυσικών αριθμών. Εμείς δεν θα διστάσουμε να πούμε
τους αριθμούς «φυσικούς» που αποτελεί σύγχρονη ορολογία, διότι στό-
χος μας είναι το κείμενο να είναι εύκολα κατανοητό στους Μαθηματικούς,
και ταυτόχρονα δεν θεωρούμε ότι αλλοιώνουμε τις ιδέες χρησιμοποιώντας
«φρέσκια» ορολογία. Επιπλέον υπάρχουν θέματα που δεν μας αφορούν.







Για παράδειγμα κάποιοι ιστορικοί φαίνεται να αναζητούν διαφορές ανά-
μεσα στη λέξη «αριθμός» και στη λέξη «μέγεθος»· αν το √2 είναι αριθμός
ή δεν είναι κατά τους αρχαίους. Για εμάς αυτή η διάκριση,

αριθμός ⟷ μέγεθος,
δεν είναι τίποτα άλλο παρά η ίδια με τη σημερινή διάκριση

φυσικός αριθμός ⟷ πραγματικός αριθμός.
Κάνοντας ένα βήμα ακόμα θα λέγαμε ότι δεν μας αφορά αυτή η συζήτηση.
Ο Μαθηματικός ενδιαφέρεται για το πώς γίνεται ο χειρισμός των μαθη-
ματικών αντικειμένων· πώς θα χειριστώ την πρόσθεση του 1 με το 2. Το
τι είναι το 1 οντολογικά και αν οι αρχαίοι είχαν κάποια γνώση επί του
θέματος ή όχι αφορά την επιστήμη της Φιλοσοφίας και της Ιστορίας.

Συνάδελφε και συναδέλφισσα, το κείμενο του Ευκλείδη είναι εκπληκτικό
από κάθε άποψη και σε καλούμε να το μελετήσεις προσεκτικά. Η άριστη
οργάνωση του υλικού, η λογικά αυστηρή και «σφικτά» δεμένη λογική
αλληλουχία των προτάσεων, οι εκπλήξεις που συχνά κρύβονται σε φαι-
νομενικά απλές προτάσεις και διάφορα άλλα χαρακτηριστικά κάνουν την
μελέτη του μια συναρπαστική εμπειρία. Για παράδειγμα, η Πρόταση ,
σελ.  του πρώτου βιβλίου («βιβλίο» ονομάζεται το σημερινό «κεφά-
λαιο») ενώ φαίνεται απλοϊκή, εν τούτοις είναι εκεί στη σωστή θέση, ώστε
να συνεπάγεται την μονοτονία της περιμέτρου κάτι διόλου προφανές: Αν
το 𝐾 είναι ένα κυρτό γεωμετρικό σχήμα υποσύνολο του 𝐿 τότε το 𝐾 έχει
μικρότερη περίμετρο από το 𝐿. Ή οι πρώτες ιδέες για την επαγωγή κατευ-
θείαν από τους Πυθαγόρειους (και πολύ αργότερα από τον Μαυρόλυκο,
τον Pascal, και τον Peano).

Στο κείμενο θα βρεις Προτάσεις που σίγουρα θα σε εκπλήξουν. Χαρα-
κτηριστικό παράδειγμα είναι η Πρόταση  στο Βιβλίο , σελ.  στην
οποία ο Ευκλείδης σε μία πρόταση εισάγει τις κεντρικότερες έννοιες της
ανάλυσης, όπως όριο με έψιλον επιχείρημα, σειρές και άπειρες διαδικασίες.
Πολλοί θα πουν «εννοείτε ότι ο Ευκλείδης ήξερε όρια;». Εμείς λέμε ότι αυτή
είναι η λάθος ερώτηση. Η σωστή ερώτηση είναι αν ο Bolzano που χρησι-
μοποίησε την έννοια του ορίου στα γραπτά του, αν ο Cauchy που έγραψε
αποδείξεις με αυτό στο Cours d᾽Analyse, και τέλος αν ο Weierstrass που
έδωσε τον 𝜀-ορισμό για το όριο, είχαν ή όχι διαβάσει τα Στοιχεία; Και αν
στο έργο τους έχουν τις πρέπουσες αναφορές; Και αν τις έχουν γιατί εμείς
δεν τις πληροφορηθήκαμε ποτέ; Και το ίδιο ισχύει για σειρά άλλων θεμά-
των όπως ο ορισμός των πραγματικών αριθμών με τις «τομές Dedekind»
της σύγχρονης εποχής, το ολοκλήρωμα Riemann και πολλά άλλα. Ή μή-
πως τα Στοιχεία ήταν απλώς κλειδωμένα στις διάφορες βιβλιοθήκες και
υπόγεια μοναστηριών, εν πολλοίς ανυπεράσπιστα, και παραμένουν στην
αφάνεια για τη σύγχρονη Μαθηματική κοινότητα;





Θα διαβάσεις ή θα έχεις διαβάσει διάφορα πράγματα που μιλούν για
ατέλειες, για προτάσεις που ίσως λείπουν, για αξιώματα που ίσως θα
μπορούσαν να είναι καλύτερα κλπ κλπ. Κανένας από αυτούς τους λόγους
(ακόμα και αν είναι αληθείς, που δεν είναι) δεν πρέπει να μας αποτρέψει
από το να γνωρίσουμε ένα τόσο θαυμάσιο κείμενο.

Πώς είναι δυνατόν να μας «αναγκάζουν» για παράδειγμα να διδά-
σκουμε το Πυθαγόρειο Θεώρημα με τον σύντομο τρόπο των όμοιων τρι-
γώνων όταν η απόδειξη του Ευκλείδη είναι όχι μόνο απολύτως φυσιολο-
γική και κατανοητή (για το τι πραγματικά συμβαίνει) αλλά προπάντων
πανέμορφη, και στους περισσότερους από εμάς άγνωστη.

Θα ακούσεις επίσης διάφορα στερεότυπα όπως για παράδειγμα ότι
«απέφευγαν το άπειρο». Καλύτερα να διαβάσεις και να αποφασίσεις μόνος
σου αν τέτοια στερεότυπα είναι αληθή ή όχι. Γιατί η δική μας εντύπωση
είναι ότι ο χειρισμός του απείρου τότε και σήμερα είναι ακριβώς ο ίδιος.
Διάλειμμα ήταν η μη αυστηρή χρήση του από σπουδαίους Μαθηματικούς
όπως Newton, Euler, Leibniz που δικαίως προκάλεσε τότε την κριτική από
τους διανοούμενους της εποχής, αναγκάζοντας για παράδειγμα τον George
Berkeley (στο The Analyst, 1734) να γράψει προς τον Newton για την
παράγωγο (fluxion) και προς τον Leibniz για τον λογισμό απειροστών
(infinitesimal calculus): «αν μπορείς να καταπιείς μια παράγωγο (fluxion)
δεν καταλαβαίνω τι σε εμποδίζει να αποδεχθείς τον θεό»². Βεβαίως η
κατάσταση διορθώθηκε αργότερα με την εισαγωγή της αυστηρής έννοιας
του ορίου από τον Weierstrass, που βρίσκουμε όμως και στον Ευκλείδη.

Εντύπωση επίσης προκαλεί ο «αλγεβρικός» χειρισμός των μεγεθών.
Δεν επιλέγεται μια συγκεκριμένη μονάδα (πχ το 1 του ℝ) και ως προς αυτό
να μελετηθούν οι έννοιες του ρητού ή του άρρητου και ως προς αυτό το
συγκεκριμένο «ένα» να μελετηθούν οι αλγεβρικές πράξεις. Αντιθέτως, η
μελέτη όλων αυτών των εννοιών είναι σχετική· με τη μονάδα να ορίζεται
με καθαρά αφηρημένο τρόπο. Είτε εξετάζεις τα μεγέθη δηλαδή με βάση το
1 ∈ ℝ είτε τα εξετάζεις με βάση το 𝑒 ως μοναδιαίο στοιχείο μιας ομάδας
τα αποτελέσματα είναι σε ισχύ. Και ίσως αυτό να είναι το πιο ξεκάθαρο
παράδειγμα της εκπληκτικής αφαίρεσης στην οποία οδήγησε τα μαθημα-
τικά ο στενός εναγκαλισμός τους με τη Φιλοσοφία. Από την άλλη μεριά
όμως πρέπει να ξεκαθαρίσουμε ότι η προσέγγιση σε όλα τα θέματα του
Ευκλείδη είναι γεωμετρική και όχι αλγεβρική. Αυτό δεν πρέπει να ερμηνεύ-
εται ως ένα είδους μειονέκτημα. Η Γεωμετρία ήταν η γλώσσα της εποχής
στα Μαθηματικά. Ούτε πρέπει να διαχωρίζουμε όμως τις ιδέες από την

. Ο Berkeley δεν αμφισβητούσε την ορθότητα του Απειροστικού Λογισμού και των αποτελε-
σμάτων του. Με την κριτική του όμως, ήθελε να τονίσει ότι η θεμελίωση του Απειροστικού
Λογισμού της εποχής δεν ήταν λογικά αυστηρότερη από τη θεμελίωση της χριστιανικής
θρησκείας.





αλγεβρική τους ή αναλυτική τους έκφραση. Για παράδειγμα, η ιδέα του
ορίου με τον σημερινό 𝜀-ορισμό περιγράφεται με ακρίβεια στην Πρόταση 
του Βιβλίου . Περιγράφεται γεωμετρικά, δηλαδή στην οικεία γλώσσα
του Ευκλείδη. Η αναλυτική της περιγραφή με αλγεβρικά σύμβολα δεν την
κάνει μια νέα ιδέα, αλλά μια «μετάφραση» της ιδέας από την γεωμετρική
γλώσσα.

Έχεις στα χέρια σου πραγματικά ένα Αριστούργημα της Μαθηματικής
Επιστήμης. Και δεν αναφερόμαστε βεβαίως στην δική μας απόδοση, αλλά
στο έργο που πρωτογράφτηκε από τον Ευκλείδη και δέχθηκε πάμπολλες
βελτιώσεις ανά τους αιώνες.

Μάθε και δίδαξε από Εκείνον.

Σάμος 2022

Ευχαριστούμε τον Γιώργο Ματθιόπουλο για τη σχεδίαση της γραμματοσειράς
GFSNeohellenic της Εταιρείας Ελληνικών Τυπογραφικών Στοιχείων με την οποία
στοιχειοθετήθηκε το κείμενο.

Παρατηρήσεις

(α) Κάθε παραπομπή από πρόταση σε πρόταση είναι δεσμός (link) που μας
μεταφέρει στην πρόταση που παραπέμπουμε. Επιστρέφουμε στην αρχική
πρόταση με το «Back» του pdf viewer.

(β) Δίπλα σε κάθε πρόταση υπάρχει σε παρένθεση ένας αριθμός. Αυτός είναι η
σελίδα στην οποία βρίσκεται το αρχαίο κείμενο και είναι και αυτός δεσμός
(link). Επιστρέφουμε από το αρχαίο κείμενο πίσω στην σύγχρονη απόδοση
είτε με το «Back» του pdf viewer είτε με τον αριθμό που υπάρχει σε παρένθεση
δίπλα στην πρόταση στην αρχαία γλώσσα.

(γ) Τα σχήματα είναι τα ίδια που υπάρχουν στον πάπυρο. Ελάχιστα έχουν
διαφορά από τον πάπυρο, κυρίως σε θέματα τοποθέτησης των ονομάτων
των σημείων αν δεν χωρούσαν καλά.

(δ) Στη σύγχρονη απόδοση πιθανώς να υπάρχουν λάθη. Η αναφορά τους, και
εφόσον βεβαιωθούν και διορθωθούν, θα βάλουν το όνομά σας σε ειδική σελίδα
με εκείνους ή εκείνες που συνεισέφεραν στο κείμενο.
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Ορισμοί και Αξιώματα

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) «Σημείο» είναι ό,τι δεν μπορεί να χωρισθεί σε μικρότερα μέρη.

(oρ. 2) «Γραμμή» είναι καθετί που έχει μήκος αλλά όχι πλάτος.

(oρ. 3) Τα άκρα κάθε γραμμής είναι σημεία.

(oρ. 4) «Ευθεία» είναι η γραμμή που κείτεται εξίσου ως προς τα σημεία
της³.

(oρ. 5) «Επιφάνεια» είναι ό,τι έχει μόνο μήκος και πλάτος.

(oρ. 6) Κάθε επιφάνεια έχει άκρα γραμμές.

(oρ. 7) «Επίπεδη επιφάνεια» είναι εκείνη που κείτεται εξίσου ως προς τις
ευθείες της.

Α

Β

Γ

Δ

Ε

(Στμ: στον επόμενο ορισμό ο Ευκλείδης δεν θέ-
λει να δεσμεύσει την έννοια της γωνίας μόνο
ανάμεσα σε ευθείες/ημιευθείες γιατί για παρά-
δειγμα, αργότερα, θα ορίσει τη γωνία χορδής
και τόξου με κοινά άκρα στους κύκλους. Στα
σύγχρονα Μαθηματικά η γωνία αυτή ορίζεται
ως η γωνία των εφαπτομένων στο σημείο τομής
(όταν αυτές υπάρχουν). Δες σχετική παρατήρηση στο Β, Ορ, σελ. .)

(oρ. 8) «Επίπεδη γωνία» είναι η κλίση πάνω σε ένα επίπεδο μεταξύ δύο
τεμνόμενων γραμμών που δεν βρίσκονται και οι δύο πάνω σε μια
ευθεία.

. Στμ: το πρωτότυπο κείμενο δεν ξεχωρίζει ευθείες, ημιευθείες και ευθύγραμμα τμήματα πά-
ντα. Κάποιες φορές γράφει «πεπερασμένη ευθεία» για το ευθύγραμμο τμήμα αλλά συχνά
γράφει απλώς «ευθεία». Για την άνετη μελέτη από τους σύγχρονους Μαθηματικούς, στη
συνέχεια θα χρησιμοποιούμε τους σύγχρονους αυτούς όρους, και όλοι αυτοί αναφέρονται
σε αυτόν τον ορισμό.
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(ορ. 9) Όταν δε οι γραμμές που περιέχουν την γωνία είναι ευθείες η γωνία
λέγεται «ευθύγραμμη».

(oρ. 10) Όταν ευθεία στέκεται ορθά πάνω σε άλλη ευθεία οι εφεξής γωνίες
που σχηματίζονται είναι ίσες και ονομάζονται «ορθές γωνίες». Η
δε ευθεία που στέκεται ορθά πάνω στην άλλη ονομάζεται «κά-
θετος» σε αυτή στην οποία στέκεται.

Ορισμοί 2 ()

(ορ. 11) «Αμβλεία» είναι η γωνία που είναι μεγαλύτερη από την ορθή.

(ορ. 12) «Οξεία» είναι η γωνία που είναι μικρότερη από την ορθή.

(ορ. 13) «Σύνορο» είναι ό,τι είναι άκρο σε οτιδήποτε.

(ορ. 14) «Σχήμα» είναι οτιδήποτε περιέχεται ανάμεσα σε σύνορα.

(ορ. 15) Ο «κύκλος» είναι ένα επίπεδο σχήμα που περικλείεται από μια
γραμμή (που λέγεται περιφέρεια) για την οποία υπάρχει ένα ση-
μείο μέσα στο σχήμα από όπου κάθε δύο ευθύγραμμα τμήματα
με το ένα άκρο το σημείο αυτό και το άλλο άκρο στην περιφέρεια
είναι ίσα.

(ορ. 16) Αυτό το σημείο λέγεται «κέντρο» του κύκλου.

(ορ. 17) «Διάμετρος» του κύκλου είναι το ευθύγραμμο τμήμα που περνάει
από το κέντρο και έχει άκρα στην περιφέρεια του κύκλου, και το
οποίο χωρίζει τον κύκλο σε δύο ίσα μέρη.

(ορ. 18) «Ημικύκλιο» είναι το περιεχόμενο σχήμα ανάμεσα στη διάμετρο
και στο τμήμα της περιφέρειας που αποκόπτει. Ονομάζουμε κέ-
ντρο του ημικυκλίου το κέντρο του κύκλου.

(ορ. 19) «Ευθύγραμμα σχήματα» ονομάζουμε τα σχήματα που περιέχο-
νται σε ευθείες. Αν περιέχονται σε τρεις ευθείες τα λέμε «τρί-
πλευρα», αν περιέχονται σε τέσσαρες ευθείες «τετράπλευρα»,
και αν σε περισσότερες ευθείες «πολύπλευρα».

(ορ. 20) Από τα τρίπλευρα σχήματα ονομάζουμε «ισόπλευρο τρίγωνο»
εκείνο που έχει τρεις ίσες πλευρές, «ισοσκελές τρίγωνο» εκείνο
που έχει δύο πλευρές ίσες και «σκαληνό τρίγωνο» εκείνο που
έχει και τις τρεις πλευρές άνισες.
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Ορισμοί 3 ()

(ορ. 21) Από τα τρίπλευρα σχήματα «ορθογώνιο τρίγωνο» είναι αυτό
που έχει ορθή γωνία, «αμβλυγώνιο τρίγωνο» αυτό που έχει αμ-
βλεία γωνία και «οξυγώνιο τρίγωνο» αυτό που έχει τρεις γωνίες
οξείες.

(ορ. 22) Από τα τετράπλευρα σχήματα «τετράγωνο» είναι αυτό που εί-
ναι ισόπλευρο και ορθογώνιο, «ετερομήκες» είναι το ορθογώνιο
που δεν είναι ισόπλευρο, «ρόμβος» είναι το ισόπλευρο που δεν
είναι ορθογώνιο και «ρομβοειδές» (στο εξής «πλάγιο παραλλη-
λόγραμμο») είναι αυτό που έχει τις απέναντι πλευρές και γωνίες
αντίστοιχα ίσες και δεν είναι ούτε ισόπλευρο ούτε ορθογώνιο. Τα
υπόλοιπα τετράπλευρα λέγονται «τραπέζια».

(ορ. 23) «Παράλληλες» είναι οι ευθείες του ίδιου επιπέδου που προεκτει-
νόμενες επ᾽ άπειρο και προς τις δυο κατευθύνσεις δεν συναντά η
μια την άλλη.

Αξιώματα 4 (Αιτήματα) ()

(αίτημα 1) Από κάθε σημείο μπορούμε να φέρουμε ευθεία προς οποιοδή-
ποτε άλλο σημείο.

(αίτημα 2) Μια πεπερασμένη ευθεία (στμ: ευθύγραμμο τμήμα) μπορεί να
προεκτείνεται συνεχώς και ευθύγραμμα.

(αίτημα 3) Με κέντρο οποιαδήποτε σημείο και ακτίνα οποιοδήποτε διά-
στημα μπορεί να γραφτεί κύκλος.

(αίτημα 4) Οι ορθές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους.

(αίτημα 5) Αν μια ευθεία τέμνει δυο άλλες ευθείες και σχηματίζει εντός και
επί τα αυτά μέρη γωνίες αθροίσματος μικρότερου των δυο
ορθών, τότε οι δυο ευθείες προεκτεινόμενες επ᾽ άπειρο θα συ-
μπέσουν προς το μέρος όπου σχηματίζονται οι μικρότερες των
δυο ορθών γωνίες.

Αξιώματα 5 (Κοινές έννοιες) ()

(κ.εν. 1) Τα μεγέθη που είναι ίσα με ένα άλλο μέγεθος είναι ίσα μεταξύ
τους.

(κ.εν. 2) Αν σε ίσα προστεθούν ίσα τότε αυτά που προκύπτουν είναι ίσα.

(κ.εν. 3) Αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα τότε αυτά που απομένουν είναι ίσα.
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(κ.εν. 4) Αν σε άνισα προστεθούν ίσα τότε αυτά που προκύπτουν είναι
άνισα.

(κ.εν. 5) Τα διπλάσια ίσων μεγεθών είναι μεταξύ τους ίσα.

(κ.εν. 6) Τα μισά ίσων μεγεθών είναι μεταξύ τους ίσα.

(κ.εν. 7) Αυτά που εφαρμόζουν μεταξύ τους είναι ίσα.

(κ.εν. 8) Το ολόκληρο είναι μεγαλύτερο κάθε μέρους του.

(κ.εν. 9) Δυο ευθείες ή δυο ευθύγραμμα τμήματα δεν περικλείουν κάποιο
χωρίο.

Προτάσεις και Θεωρήματα

Πρόταση 1 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί ισόπλευρο τρίγωνο με
πλευρά δοθέν ευθύγραμμο τμήμα.

Α

Γ

ΒΔ Ε

Υλοποίηση: Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα
ΑΒ και θέλουμε να κατασκευάσουμε ένα ισό-
πλευρο τρίγωνο με πλευρά το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ. Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΒ
σχεδιάζουμε τον κύκλο ΒΓΔ. Στη συνέχεια
με κέντρο το Β και ακτίνα ΒΑ σχεδιάζουμε

τον κύκλο ΑΓΕ. Αν Γ είναι το ένα σημείο τομής των δυο κύκλων σχεδιά-
ζουμε τα ευθύγραμμα τμήματα ΓΑ και ΓΒ. Τότε καθώς το Α είναι το κέντρο
του κύκλου ΓΒΔ ισχύει ότι ΑΓ = ΑΒ και όμοια καθώς το Β είναι το κέντρο
του κύκλου ΓΑΕ ισχύει επιπλέον ότι ΒΓ = ΒΑ. Συνεπώς, ΓΑ = ΑΒ = ΒΓ
δηλαδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο και κατασκευάστηκε με πλευρά
το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 2 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί ευθύγραμμο τμήμα ίσο
με ένα δοθέν ευθύγραμμο τμήμα και με το ένα άκρο του να είναι ένα σημείο που
έχει δοθεί.

Δ

Α
Β

Γ

Λ

Η

Θ
Κ

Ζ

Ε

Υλοποίηση: Αν Α είναι το δοθέν σημείο, με
ένα άκρο το σημείο αυτό πρέπει να κατα-
σκευάσουμε ένα ευθύγραμμο τμήμα ίσο με
ένα δοθέν ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ. Με πλευρά
το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ κατασκευάζουμε
το ισόπλευρο τρίγωνο ΔΑΒ. Ο κύκλος ΓΗΘ
με κέντρο το Β και ακτίνα ΒΓ τέμνει την προ-
έκταση του ΔΒ στο σημείο Η, ενώ ο κύκλος
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ΗΚΛ με κέντρο το Δ και ακτίνα ΔΗ τέμνει την προέκταση του ΔΑ στο
σημείο Λ.

Επειδή το Δ είναι το κέντρο του κύκλου ΗΚΛ ισχύει ότι ΔΛ = ΔΗ
και καθώς ΔΑ = ΔΒ (λόγω του ισοπλεύρου τριγώνου ΔΑΒ) θα είναι και
ΔΛ − ΔΑ = ΔΗ − ΔΒ δηλαδή ΑΛ = ΒΗ. Όμως το Β είναι το κέντρο του
κύκλου ΓΗΘ οπότε ισχύει ΒΓ = ΒΗ και άρα ΑΛ = ΒΗ = ΒΓ.

Έτσι, με άκρο το σημείο Α που δόθηκε κατασκευάσαμε το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΛ που είναι ίσο με το δοθέν ευθύγραμμο τμήμα ΒΓ· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 
Πρόταση 3 (Κατασκευή) () Δοθέντων δυο άνισων ευθυγράμμων τμημά-
των να αφαιρεθεί από το μεγαλύτερο τμήμα ίσο με το μικρότερο.

Α Ε Β

Δ
𝛾

Ζ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ και 𝛾 τα δυο άνισα
ευθύγραμμα τμήματα από τα οποία μεγα-
λύτερο είναι το ΑΒ. Θα αφαιρέσουμε από το
ΑΒ τμήμα ίσο με το 𝛾. Με άκρο το σημείο Α
κατασκευάζουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΔ
ίσο με το 𝛾. Στη συνέχεια, με κέντρο το Α
και ακτίνα ΑΔ σχεδιάζουμε τον κύκλο ΔΕΖ. Επειδή το Α είναι το κέντρο
του κύκλου ΔΕΖ είναι ΑΕ = ΑΔ και καθώς ΑΔ = 𝛾 έπεται ότι ΑΕ = 𝛾.
Έτσι, δοθέντων των δυο άνισων ευθυγράμμων τμημάτων ΑΒ και 𝛾 αφαι-
ρέσαμε από το ΑΒ που είναι το μεγαλύτερο, τμήμα ίσο με το 𝛾 που είναι
το μικρότερο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 4 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές ίσες μια προς μια και τις
περιεχόμενες γωνίες στις πλευρές αυτές ίσες τότε έχουν και ίσες βάσεις και είναι
ίσα. Απέναντι από τις ίσες πλευρές τους βρίσκονται αντίστοιχα ίσες γωνίες.

Β Γ

Α

Ε Ζ

Δ

Απόδειξη. Έστω τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ με ΑΒ = ΔΕ,
ΑΓ = ΔΖ και ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ. Ισχυρίζομαι ότι τα τρίγωνα
ΑΒΓ και ΔΕΖ έχουν ίσες βάσεις δηλαδή ΒΓ = ΕΖ, είναι
ίσα και οι γωνίες των τριγώνων αυτών που βρίσκονται
απέναντι από τις ίσες πλευρές τους είναι αντίστοιχα ίσες
δηλαδή ότι ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ και ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε. Εφαρμόζοντας
το τρίγωνο ΑΒΓ πάνω στο τρίγωνο ΔΕΖ ώστε το σημείο
Α να ταυτιστεί με το σημείο Δ και η πλευρά ΑΒ με την
πλευρά ΔΕ τότε και το σημείο Β θα ταυτιστεί με το Ε
καθώς ΑΒ = ΔΕ. Επιπλέον, η πλευρά ΑΓ θα ταυτιστεί
με την ΔΖ καθώς ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ ενώ το σημείο Γ θα ταυτιστεί με το Ζ καθώς
ΑΓ = ΔΖ. Έτσι, η βάση ΒΓ θα ταυτιστεί με τη βάσηΔΕ διότι αν υποθέσουμε
ότι τα δυο ευθύγραμμα τμήματα δεν ταυτιστούν τότε θα περικλειόταν ένα
χωρίο μεταξύ τους κάτι που είναι αδύνατο (κ.εν.). Άρα, η βάση ΒΓ θα
ταυτιστεί με τη βάση ΕΖ και θα είναι ίσες (κ.εν.). Τελικά, τα δυο τρίγωνα
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συμπίπτουν και είναι ίσα ενώ και οι υπόλοιπες γωνίες τους συμπίπτουν
και άρα είναι ίσες, δηλαδή ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ και ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε.

Συνεπώς, αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές τους αντίστοιχα ίσες και
τις περιεχόμενες σε αυτές τις πλευρές γωνίες ίσες τότε θα έχουν ίσες και τις
βάσεις τους και θα είναι ίσα ενώ οι γωνίες των τριγώνων που βρίσκονται
απέναντι από τις ίσες πλευρές θα είναι αντίστοιχα ίσες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 5 () Στα ισοσκελήτρίγωναοιγωνίες τηςβάσης είναι ίσες μεταξύ
τους και αν οι ίσεςπλευρές τουςπροεκταθούν τότε οι γωνίες πουσχηματίζονται
κάτω από την βάση είναι ίσες μεταξύ τους.

Α

Β
Ζ
Δ

Γ
Η

Ε

Απόδειξη. Έστω το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με
ΑΒ = ΑΓ. Στις προεκτάσεις των πλευρών του ΑΒ
και ΑΓ παίρνουμε τα ευθύγραμμα τμήματα ΒΔ και
ΓΕ. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ̂Γ = ΑΓ̂Β και ΓΒ̂Δ = ΒΓ̂Ε.
Θεωρώ Ζ είναι ένα οποιοδήποτε σημείο του ΒΔ.
Από το ΑΕ που έχει κατασκευαστεί να είναι με-
γαλύτερο του ΑΖ, αφαιρούμε το τμήμα ΑΗ ίσο με
το ΑΖ (Π, σελ. ) (στμ: και έτσι λαμβάνουμε το

σημείο Η) οπότε μπορούμε να φέρουμε τις ΖΓ και ΗΒ.
Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΖΓ και ΑΗΒ παρατηρούμε ότι αυτά

έχουν τις δυο πλευρές τους αντίστοιχα ίσες καθώς ΑΖ = ΑΗ, ΑΒ = ΑΓ ενώ
η περιεχόμενη σε αυτές τις πλευρές γωνία ΖΑ̂Η είναι κοινή. Έτσι, σύμφωνα
με την Πρόταση  τα τρίγωνα ΑΖΓ και ΑΗΒ είναι ίσα και άρα θα έχουν ίσες
και τις βάσεις τους δηλαδή ΖΓ = ΗΒ όπως και τις γωνίες που βρίσκονται
απέναντι από τις ίσες πλευρές τους δηλαδή ΑΓ̂Ζ = ΑΒ̂Η και ΑΖ̂Γ = ΑΗ̂Β.
Επειδή πάλι ΑΖ = ΑΗ και ΑΒ = ΑΓ έπεται αμέσως ότι ΒΖ = ΓΗ (κ.εν.).

Τότε όμως τα τρίγωνα ΒΖΓ και ΓΗΒ έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές
τους ίσες καθώς ΒΖ = ΓΗ και ΖΓ = ΗΒ και ΒΖ̂Γ = ΓΗ̂Β ενώ η ΒΓ είναι
κοινή βάση τους. Έτσι, τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα και συνεπώς θα είναι
αντίστοιχα ίσες και οι γωνίες τους που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες
πλευρές τους δηλαδή ΖΒ̂Γ = ΗΓ̂Β και ΒΓ̂Ζ = ΓΒ̂Η.

Άρα, ολόκληρη η γωνία ΑΒ̂Η είναι ίση με ολόκληρη τη γωνία ΑΓ̂Ζ και
επειδή τα μέρη τους ΓΒ̂Η, ΒΓ̂Ζ είναι ίσα έπεται ότι και τα υπόλοιπα μέρη
τους είναι επίσης ίσα δηλαδή ΑΒ̂Γ = ΑΓ̂Β που είναι οι παρά τη βάση
γωνίες του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ. Ενώ για τις γωνίες που βρίσκονται
κάτω από τη βάση δείξαμε παραπάνω ότι είναι επίσης ίσες: ΖΒ̂Γ = ΗΓ̂Β.

Τελικά, στα ισοσκελή τρίγωνα οι γωνίες της βάσης είναι ίσες μεταξύ τους
και αν οι ίσες πλευρές τους προεκταθούν τότε οι γωνίες που σχηματίζονται
κάτω από την βάση είναι ίσες μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν δυο γωνίες ενός τριγώνου είναι ίσες μεταξύ τους, τότε
οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους.
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Απόδειξη. Έστω ότι στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΑΒ̂Γ = ΑΓ̂Β. Ισχυρίζομαι ότι
ΑΒ = ΑΓ.

Β

Α

Δ

Γ

Αν οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ είναι άνισες τότε η
μια από αυτές θα είναι μεγαλύτερη από την άλλη.
Έστω ότι η ΑΒ είναι η μεγαλύτερη και ας αφαιρεθεί
από αυτήν τμήμα ΒΔ ίσο με τη μικρότερη που είναι
η ΑΓ (Π, σελ. ). Στη συνέχεια φέρουμε την ΔΓ.
Τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΑΓΒ έχουν δυο πλευρές τους
αντίστοιχα ίσες καθώς είναι ΔΒ = ΑΓ και ΒΓ = ΓΒ
ενώ και για τις περιεχόμενες σε αυτές τις πλευρές
γωνίες ισχύει ότι ΑΒ̂Γ = ΑΓ̂Β. Έτσι, τα τρίγωνα ΔΒΓ και ΑΓΒ έχουν ίσες
βάσεις: ΔΓ = ΑΒ και είναι ίσα (Π, σελ. ). Δηλαδή, το μικρότερο τρίγωνο
ΔΒΓ είναι ίσο με το μεγαλύτερο τρίγωνο ΑΓΒ, κάτι που είναι άτοπο!

Άρα, οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ δεν είναι άνισες αλλά ίσες: ΑΒ = ΑΓ.
Έτσι, αν δυο γωνίες ενός τριγώνου είναι ίσες μεταξύ τους τότε και οι

πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες είναι ίσες μεταξύ
τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Έστω ένα ευθύγραμμο τμήμαΑΒ και Γ ένα σημείο που δεν
ανήκει σε αυτό. Αν ΓΑ και ΓΒ είναι τα τμήματα που άγονται από το Γπρος τα
άκρατουΑΒτότε δεν είναι δυνατό νααχθούναπό έναάλλοσημείο ευθύγραμμα
τμήματα προς τα άκρα του ΑΒ που να βρίσκονται στο ίδιο μέρος του ΑΒ με
τα ΓΑ και ΓΒ και να είναι ίσα με αυτά.

Α Β

Γ
Δ

Απόδειξη. Έστω ότι είναι δυνατό από ένα
άλλο σημείο Δ να αχθούν ευθύγραμμα τμή-
ματαΑΔ και ΒΔπρος τα άκρα τουΑΒπου να
βρίσκονται στο ίδιο μέρος του ΑΒ με τα ΑΓ
και ΓΒ και να είναι αντίστοιχα ίσα με αυτά,
δηλαδή ΓΑ = ΔΑ και ΓΒ = ΔΒ. Φέρνουμε
την ΓΔ.

Τότε, επειδή ΑΓ = ΑΔ έπεται ότι ΑΓ̂Δ = ΑΔ̂Γ (Π, σελ. ) και άρα
ΑΔ̂Γ > ΔΓ̂Β (κ.εν.). Έτσι, κατά μείζονα λόγο ισχύει ότι ΓΔ̂Β > ΔΓ̂Β.
Επειδή πάλι ΓΒ = ΔΒ ισχύει ότι ΓΔ̂Β = ΔΓ̂Β (Π, σελ. ). Αλλά αυτό
είναι αδύνατο καθώς δείξαμε ότι η ΓΔ̂Β είναι μεγαλύτερη.

Συνεπώς, δεν είναι δυνατό να αχθούν από ένα άλλο σημείο ευθύγραμμα
τμήματα προς τα άκρα του ΑΒ που να βρίσκονται στο ίδιο μέρος του ΑΒ
και να είναι ίσα με τα ΓΑ και ΓΒ αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 8 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές τους αντίστοιχα ίσες
και τις δυο βάσεις τους ίσες τότε οι γωνίες που περιέχονται στις αντίστοιχες
ίσες πλευρές είναι ίσες.
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Α

Β
Γ

Δ Η

Ε

Ζ

Απόδειξη. Έστω τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ που
έχουν τις δυο πλευρές τους αντίστοιχα ίσες:
ΑΒ = ΔΕ, ΑΓ = ΔΖ και τις βάσεις τους ίσες
δηλαδή ΒΓ = ΕΖ. Ισχυρίζομαι ότι ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Αν εφαρμόσουμε το τρίγωνο ΑΒΓ πάνω στο
τρίγωνο ΔΕΖ ώστε το σημείο Β να τοποθετηθεί

πάνω στο σημείο Ε και η πλευρά ΒΓ πάνω στην ΕΖ τότε τα σημεία Γ
και Ζ θα ταυτιστούν καθώς ΒΓ = ΕΖ. Αλλά αφού η ΒΓ ταυτίζεται με την
ΕΖ και οι πλευρές ΒΑ και ΑΓ θα ταυτιστούν με τις πλευρές ΕΔ και ΔΖ
αντίστοιχα. Και αυτό διότι αν οι πλευρές ΒΑ και ΑΓ δεν ταυτιστούν με
τις πλευρές ΕΔ και ΔΖ αλλά πάρουν άλλες θέσεις, έστω τις ΕΗ και ΗΖ τότε
από το σημείο Η θα έχουν αχθεί ευθύγραμμα τμήματα προς τα άκρα του
ΕΖ τα οποία (ευθύγραμμα τμήματα) βρίσκονται προς το ίδιο μέρος του
ΕΖ και είναι αντίστοιχα ίσα με τα ΕΔ και ΔΖ. Αλλά αυτό είναι αδύνατο
(Π, σελ. ) και έτσι οι ΒΑ και ΑΓ ταυτίζονται με τις ΕΔ και ΔΖ. Έτσι
και η ΒΑ̂Γ ταυτίζεται με την ΕΔ̂Ζ και άρα ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Συνεπώς, αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές τους αντίστοιχα ίσες και
τις δυο βάσεις τους ίσες τότε οι γωνίες που περιέχονται στις ίσες πλευρές
είναι ίσες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 (Κατασκευή) () Να διχοτομηθεί μια δοθείσα γωνία.

Α

Δ Ε

Β ΓΖ

Υλοποίηση: Έστω ΒΑ̂Γ η γωνία που πρέπει να
διχοτομηθεί. Αν Δ είναι ένα οποιοδήποτε σημείο
της ΑΒ αφαιρούμε από την πλευρά ΑΓ τμήμα ΑΕ
ίσο με το ΑΔ (στμ: ώστε να προκύψει το σημείο
Ε) και φέρουμε την ΔΕ. Στη συνέχεια, με πλευρά
ΔΕ κατασκευάζουμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΔΕΖ
και φέρουμε τηνΑΖ. Ισχυρίζομαι ότι η γωνία έχει
διχοτομηθεί από την ΑΖ.

Πράγματι, παρατηρούμε ότι τα τρίγωνα ΑΖΔ και ΑΖΕ έχουν δυο αντί-
στοιχες πλευρές τους ίσες καθώς ΑΔ = ΑΕ και η ΑΖ είναι κοινή πλευρά τους
ενώ έχουν και ίσες τις βάσεις τους καθώς ΔΖ = ΕΖ. Άρα οι περιεχόμενες
στις ίσες πλευρές γωνίες είναι ίσες, δηλαδή ΔΑ̂Ζ = ΕΑ̂Ζ (Π, σελ. ).

Συνεπώς, η γωνία ΒΑ̂Γ έχει διχοτομηθεί από την ΑΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.


Πρόταση 10 (Κατασκευή) ()Ναδιχοτομηθεί ένα ευθύγραμμοτμήμαπου
έχει δοθεί.

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνεται το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που πρέπει να
διχοτομηθεί. Με πλευρά το ΑΒ κατασκευάζουμε το ισόπλευρο τρίγωνο
ΑΒΓ και διχοτομούμε τη γωνία ΑΓ̂Β με την ΓΔ. Ισχυρίζομαι ότι το σημείο
Δ διχοτομεί το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.
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Γ

Α ΒΔ

Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΒΓΔ έχουν δυο αντί-
στοιχες πλευρές τους ίσες καθώς ΑΓ = ΓΒ και η
ΓΔ είναι κοινή πλευρά τους ενώ έχουν ίσες και
τις περιεχόμενες στις ίσες πλευρές γωνίες καθώς
ΑΓ̂Δ = ΒΓ̂Δ. Άρα θα έχουν ίσες και τις βάσεις
τους, δηλαδή ΑΔ = ΒΔ (Π, σελ. ).

Έτσι, το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που δόθηκε διχοτομήθηκε από το ση-
μείο Δ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 11 (Κατασκευή) () Αν δίνεται ένα ευθύγραμμο τμήμα και ένα
σημείο του, να αχθεί από το σημείο αυτό η ευθεία που σχηματίζει με το ευθύ-
γραμμο τμήμα δυο ορθές γωνίες.

Ζ

Δ ΕΓΑ Β

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνεται το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ και το σημείο του Γ. Από το σημείο
Γ πρέπει να αχθεί ευθεία που να σχηματίζει με
το ΑΒ ορθές γωνίες.

Αν Δ ένα τυχόν σημείο της ΑΒ παίρνουμε
την ΓΕ ίση με την ΓΔ και με πλευρά την ΔΕ
κατασκευάζουμε το ισόπλευρο τρίγωνο ΖΔΕ. Στη συνέχεια φέρουμε την
ΖΓ. Ισχυρίζομαι ότι η ΓΖ σχηματίζει ορθές γωνίες με το ευθύγραμμο τμήμα
ΑΒ που έχει δοθεί.

Πράγματι, τα τρίγωνα ΔΖΓ και ΒΖΓ έχουν ΔΓ = ΓΕ και την ΖΓ κοινή
ενώ και οι βάσεις τους είναι ίσες καθώς ΔΖ = ΖΕ. Άρα οι γωνίες ΔΓ̂Ζ και
ΕΓ̂Ζ είναι ίσες (Π, σελ. ). Όμως οι γωνίες αυτές είναι και εφεξής και
άρα θα είναι ορθές καθώς όταν μια ευθεία σχηματίζει με μια άλλη ευθεία
ίσες και εφεξής γωνίες τότε καθεμιά από τις ίσες γωνίες είναι ορθή (Ορ,
σελ. ). Άρα οι γωνίες ΔΓ̂Ζ και ΖΓ̂Ε είναι ορθές.

Έτσι, από το σημείο Γ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ που δόθηκε
κατασκευάστηκε η ΓΖ που σχηματίζει ορθές γωνίες με το ΑΒ· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 
Πρόταση 12 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί ευθεία που διέρχεται
από σημείο εκτός δοθείσας ευθείας και είναι κάθετη προς αυτήν.

Η ΕΘΑ Β
Γ

ΖΥλοποίηση: Θεωρούμε την ευθεία ΑΒ και σημείο
Γπου δεν ανήκει σε αυτή. Πρέπει να κατασκευα-
στεί ευθεία που να διέρχεται από το Γ και να
τέμνει κάθετα την ΑΒ.

Παίρνουμε τυχόν σημείο Δ στο ημιεπίπεδο
που ορίζει η ΑΒ αλλά δεν ανήκει το Γ. Με κέντρο
το Γ και ακτίνα τη ΓΔ γράφουμε κύκλο ΕΖΗ (αιτ.) που τέμνει την ΑΒ στα
σημεία Η, Ε (Π, σελ. ).
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Ονομάζουμε Θ το μέσο του ευθύγραμμου τμήματος ΕΗ. Φέρνουμε τα
ΓΗ, ΓΘ, ΓΕ. Ισχυρίζομαι ότι από το δοθέν σημείο Γ, που δεν ανήκει στην
ευθεία ΑΒ, κατασκευάστηκε κάθετος προς αυτήν, η ΓΘ. Κι αυτό συμβαίνει
επειδή ΗΘ = ΘΕ και ΘΓ είναι κοινή, επομένως οι πλευρές ΗΘ, ΘΓ είναι
ίσες με τις πλευρές ΕΘ, ΘΓ, αντίστοιχα και οι βάσεις ΓΗ, ΓΕ είναι ίσες. Άρα
για τις γωνίες ισχύει ότι: ΓΘ̂Η = ΕΘ̂Γ και είναι και εφεξής (Π, σελ. ).

Όταν μια ευθεία διέρχεται από άλλη ευθεία και προκύψουν ίσες μεταξύ
τους οι εφεξής γωνίες, τότε κάθε μια από τις ίσες γωνίες είναι ορθή και η
διερχόμενη ευθεία ονομάζεται κάθετος της ευθείας από την οποία διέρχεται
(Ορ, σελ. ).

Άρα κατασκευάστηκε κάθετη προς την δοθείσα ευθεία ΑΒ, η οποία
διέρχεται από το δοθέν σημείο Γ, που δεν ανήκει σ᾽ αυτήν και είναι η ΓΘ·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 13 () Αν μια ευθεία διερχόμενη από μια άλλη ευθεία σχηματίζει
γωνίες, οι γωνίες αυτές είτε είναι ορθές είτε το άθροισμά τους ισούται με δύο
ορθές.

Απόδειξη. Θεωρούμε την ευθεία ΑΒ η οποία διερχόμενη από την ευθεία ΓΔ
σχηματίζει γωνίες ΓΒ̂Α, ΑΒ̂Δ

Ε Α

ΒΔ Γ

Ισχυρίζομαι ότι οι γωνίες αυτές είτε είναι ορ-
θές, είτε το άθροισμά τους ισούται με δύο ορθές.

Αν ΓΒ̂Α = ΑΒ̂Δ τότε οι δυο γωνίες αυτές εί-
ναι ορθές (Ορ, σελ. ). Αν όχι, από το σημείο
Β της ευθείας ΒΓ φέρνουμε ευθεία ΒΕ κάθετη στη
ΓΔ (Π, σελ. ). Άρα οι γωνίες ΓΒ̂Ε, ΕΒ̂Δ είναι

δυο ορθές. Επειδή ΓΒ̂Ε = ΓΒ̂Α + ΑΒ̂Ε, προσθέτοντας και στα δυο μέλη
την κοινή γωνία ΕΒ̂Δ προκύπτει:

ΓΒ̂Ε + ΕΒ̂Δ = ΓΒ̂Α + ΑΒ̂Ε + ΕΒ̂Δ.

Πάλι επειδή ΔΒ̂Α = ΔΒ̂Ε + ΕΒ̂Α, προσθέτοντας και στα δυο μέλη την
κοινή γωνία ΑΒ̂Γ προκύπτει:

ΔΒ̂Α + ΑΒ̂Γ = ΔΒ̂Ε + ΕΒ̂Α + ΑΒ̂Γ.

Συνεπώς
ΓΒ̂Ε + ΕΒ̂Δ = ΔΒ̂Α + ΑΒ̂Γ.

Όμως οι ΓΒ̂Ε, ΕΒ̂Δ είναι δυο ορθές. Άρα και οιΔΒ̂Α,ΑΒ̂Γ θα έχουν άθροισμα
ίσο με δυο ορθές: ΔΒ̂Α + ΑΒ̂Γ = 2 ορθές.

Άρα αν ευθεία διερχόμενη από μια άλλη ευθεία σχηματίζει γωνίες, οι
γωνίες αυτές είτε θα είναι ορθές είτε το άθροισμά τους θα ισούται με δύο
ορθές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 14 () Αν από σημείο μιας ευθείας φέρουμε δυο ημιευθείες, που
δεν βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της ευθείας και σχηματίσουν εφεξής γωνίες
που το άθροισμα τους είναι ίσο με δυο ορθές, τότε οι δυο ημιευθείες ανήκουν
στην ίδια ευθεία.

Α Ε

ΒΓ Δ

Απόδειξη. Από το σημείο Β μιας ευθείας ΑΒ φέρ-
νουμε δυο ημιευθείες ΒΓ και ΒΔ, που δεν βρί-
σκονται προς την ίδια πλευρά της ευθείας. Οι
ημιευθείες αυτές σχηματίζουν τις εφεξής γωνίες
τους ΑΒ̂Γ, ΑΒ̂Δ ίσες με δυο ορθές. Ισχυρίζομαι
ότι οι ημιευθείες ΒΔ και ΓΒ ανήκουν στην ίδια
ευθεία.

Αν η ΒΔ δεν ανήκει στην ίδια ευθεία με την ΒΓ, έστω ότι η ΒΕ βρίσκεται
στην ίδια ευθεία με την ΒΓ.

Επειδή, λοιπόν η ΑΒ τέμνει στην ευθεία ΓΒΕ οι γωνίες ΑΒ̂Γ, ΑΒ̂Ε έχουν
άθροισμα ίσο με δυο ορθές (Π, σελ. ). Έχουν όμως και οι ΑΒ̂Γ, ΑΒ̂Δ
άθροισμα ίσο με δυο ορθές. Άρα

ΑΒ̂Δ = ΑΒ̂Ε
(κ.εν., σελ. ) που σημαίνει ότι η μικρότερη γωνία ισούται με την μεγα-
λύτερη, κάτι που είναι αδύνατο. Άρα η ΒΕ με τη ΒΓ δεν ανήκουν στην ίδια
ευθεία.

Όμοια αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει καμία άλλη ευθεία εκτός της ΒΔ
στην ίδια ευθεία με την ΒΓ. Άρα οι ΓΒ και ΒΔ ανήκουν στην ίδια ευθεία

Έτσι, αν από σημείο μιας ευθείας φέρουμε δυο ημιευθείες, που δεν βρί-
σκονται προς το ίδιο μέρος της ευθείας και σχηματίσουν εφεξής γωνίες που
το άθροισμα τους είναι ίσο με δυο ορθές, τότε οι δυο ημιευθείες ανήκουν
στην ίδια ευθεία· όπερ έδει δείξαι. 
Πρόταση 15 () Αν δυο ευθείες τέμνονται μεταξύ τους, σχηματίζουν τις
κατακορυφήν γωνίες ίσες.

Α

Ε

Β

ΓΔ

Απόδειξη. Έστω δυο ευθείες ΑΒ, ΓΔ οι οποίες
τέμνονται στο σημείο Ε.

Ισχυρίζομαι ότι

ΑΕ̂Γ = ΔΕ̂Β και ΓΕ̂Β = ΑΕ̂Δ.
Η ευθεία ΑΕ διερχόμενη από τη ΔΓ σχηματίζει
εφεξής γωνίες, τις ΑΕ̂Δ, ΑΕ̂Γ που σημαίνει ότι

ΓΕ̂Α + ΑΕ̂Δ = 2 ορθές.
Η ευθεία ΔΕ διερχόμενη από τη ΑΒ σχηματίζει εφεξής γωνίες, τις ΑΕ̂Δ,

ΔΕ̂Β που σημαίνει ότι ΑΕ̂Δ+ΔΕ̂Β = 2 ορθές. Όμως ΓΕ̂Α+ΑΕ̂Δ = 2 ορθές.
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Άρα
ΓΕ̂Α + ΑΕ̂Δ = ΑΕ̂Δ + ΔΕ̂Β.

Αν τώρα αφαιρεθεί η κοινή γωνία ΑΕ̂Δ προκύπτει ΓΕ̂Α = ΔΕ̂Β.
Όμοια αποδεικνύεται ότι ΓΕ̂Β = ΔΕ̂Α.
Άρα αν δυο ευθείες τέμνονται μεταξύ τους, σχηματίζουν τις κατακορυ-

φήν γωνίες ίσες. ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα. Είναι φανερό ότι αν δυο ευθείες τέμνονται μεταξύ τους, οι γω-
νίες που προκύπτουν στο σημείο τομής τους, θα έχουν άθροισμα ίσο με
τέσσαρες ορθές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 16 () Σε κάθε τρίγωνο, αν προεκταθεί μια από τις πλευρές
του, η εξωτερική γωνία που προκύπτει, είναι μεγαλύτερη από κάθε εντός και
απέναντι γωνία.

Γ

Α

Β Δ

Ζ

Η

Ε
Απόδειξη. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΒΓ η πλευρά
που προεκτείνεται προς το Γ μέχρι το σημείο
Δ. Ισχυρίζομαι ότι η ΑΓ̂Δ είναι μεγαλύτερη από
κάθε εντός και απέναντι γωνία· συγκεκριμένα
είναι μεγαλύτερη της ΓΒ̂Α και της ΒΑ̂Γ.

Έστω Ε το μέσο της ΑΓ (Π, σελ. ) και ΒΖ
η προέκταση της ΒΕ προς το Ε μέχρι το σημείο

Ζ έτσι ώστε ΒΕ = ΕΖ. Φέρουμε τη ΖΓ και προεκτείνουμε την ΑΓ μέχρι το
Η. Επειδή ΑΕ = ΕΓ και ΒΕ = ΕΖ, και επειδή

ΑΕ̂Β = ΖΕ̂Γ,

αφού είναι κατακορυφήν (Π, σελ. ), θα είναι και οι βάσεις ίσες: ΑΒ =
ΖΓ. Οπότε τα τρίγωνα ΖΕΓ, ΑΒΕ είναι ίσα και οι υπόλοιπες γωνίες που
βρίσκονται απέναντι από ίσες πλευρές, είναι αντίστοιχα ίσες (Π, σελ. ).
Άρα

ΒΑ̂Ε = ΕΓ̂Ζ και ΕΓ̂Δ > ΕΓ̂Ζ.
Έτσι ΑΓ̂Δ > ΒΑ̂Ε.

Όμοια αποδεικνύεται ότι αν η ΒΓ διχοτομηθεί, τότε για τη γωνία ΒΓ̂Η,
συνεπώς και για τη γωνία ΑΓ̂Δ, θα ισχύει ΑΓ̂Δ > ΑΒ̂Γ.

Άρα σε κάθε τρίγωνο, αν προεκταθεί μια από τις πλευρές του, η εξωτε-
ρική γωνία που προκύπτει, είναι μεγαλύτερη από κάθε εντός και απέναντι
γωνία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 17 () Σε κάθε τρίγωνο, τοάθροισμα δυο οποιωνδήποτεγωνιών
του είναι μικρότερο από δύο ορθές.
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Γ

Α

Β Δ

Απόδειξη. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι
στο τρίγωνο ΑΒΓ το άθροισμα δυο οποιων-
δήποτε γωνιών του είναι μικρότερο από δύο
ορθές. Ας προεκταθεί η ΒΓ μέχρι το σημείο Δ.
Επειδή η γωνία ΑΓ̂Δ είναι εξωτερική του τρι-
γώνου ΑΒΓ, είναι μεγαλύτερη της εντός και απέναντι γωνίας, ΑΒ̂Γ

ΑΓ̂Δ > ΑΒ̂Γ

Ας προστεθεί και στις δυο αυτές γωνίες, η κοινή γωνία ΑΓ̂Β:

ΑΓ̂Δ + ΑΓ̂Β > ΑΒ̂Γ + ΑΓ̂Β.

Αλλά οι γωνίες ΑΓ̂Δ, ΑΓ̂Β έχουν άθροισμα ίσο με δύο ορθές οπότε

ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α < 2 ορθές.

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι

ΒΑ̂Γ + ΑΓ̂Β < 2 ορθές και ΓΑ̂Β + ΑΒ̂Γ < 2 ορθές.

Άρα σε κάθε τρίγωνο, το άθροισμα δυο οποιωνδήποτε γωνιών του
είναι μικρότερο από δυο ορθές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Σε κάθε τρίγωνο, η μεγαλύτερηγωνίαβρίσκεται απέναντι
από την μεγαλύτερη πλευρά.

Δ
Α

Β Γ

Απόδειξη. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΓ > ΑΒ.
Ισχυρίζομαι ότι και η γωνία ΑΒ̂Γ είναι μεγαλύ-
τερη της ΒΓ̂Α. Αφού ΑΓ > ΑΒ έστω ΑΔ = ΑΒ
(Π, σελ. ) και ας σχηματιστεί η ΒΔ. Επειδή
ΑΔ̂Β εξωτερική του τριγώνου ΒΓΔ, είναι μεγα-
λύτερη της εντός και απέναντι γωνίας ΔΓ̂Β, δηλαδή ΑΔ̂Β > ΔΓ̂Β. Επίσης
ΑΔ̂Β = ΑΒ̂Δ, επειδή ΑΒ = ΑΔ. Άρα ΑΒ̂Δ > ΑΓ̂Β. Οπότε ΑΒ̂Γ > ΑΓ̂Β
(κ.εν., σελ. ).

Άρα σε κάθε τρίγωνο, η μεγαλύτερη γωνία βρίσκεται απέναντι από
την μεγαλύτερη πλευρά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 19 () Σεκάθετρίγωνο,ημεγαλύτερηπλευράβρίσκεταιαπέναντι
από την μεγαλύτερη γωνία.

Απόδειξη. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ με γωνία ΑΒ̂Γ να είναι μεγαλύτερη της ΒΓ̂Α.
Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ΑΓ είναι μεγαλύτερη της ΑΒ, δηλαδή ΑΓ > ΑΒ.

Γιατί αν η ΑΓ δεν είναι μεγαλύτερη τότε θα είναι ίση ή μικρότερη της
ΑΒ.
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Α

Β

Γ

Ίση όμως δεν είναι, γιατί αν ήταν ίση τότε και οι
γωνίες ΑΒ̂Γ, ΑΓ̂Β θα ήταν ίσες (Π, σελ. ), αλλά
δεν είναι. Άρα η ΑΓ ≠ ΑΒ. Αλλά η ΑΓ δεν είναι ούτε
μικρότερη της ΑΒ. Γιατί αν ΑΓ < ΑΒ τότε και

ΑΒ̂Γ < ΒΓ̂Α,

αλλά δεν είναι. Συνεπώς η ΑΓ δεν είναι μικρότερη της
ΑΒ και αποδείχθηκε ότι δεν είναι ούτε και ίση. Οπότε

η ΑΓ είναι μεγαλύτερη της ΑΒ.
Άρα σε κάθε τρίγωνο, η μεγαλύτερη πλευρά βρίσκεται απέναντι από

την μεγαλύτερη γωνία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 20 (Θεώρημα (Τριγωνική ανισότητα)) () Σε κάθε τρίγωνο το
άθροισμα δυο οποιωνδήποτε πλευρών του είναι μεγαλύτερο της τρίτης πλευ-
ράς.

Β

Δ

Γ

Α

Απόδειξη. Έστω ότι δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ.
Ισχυρίζομαι ότι δυο πλευρές του τριγώνου
ΑΒΓ, με όποιο συνδυασμό και αν ληφθούν,
έχουν άθροισμα μεγαλύτερο της τρίτης πλευ-
ράς· δηλαδή

ΒΑ + ΑΓ > ΒΓ,

ΑΒ + ΒΓ > ΑΓ και ΒΓ + ΓΑ > ΑΒ.
Προεκτείνουμε την ΒΑ ως το σημείο Δ ώστε ΓΑ = ΑΔ. Φέρνουμε τη

ΔΓ. Επειδή ΔΑ = ΑΓ θα είναι και

ΑΔ̂Γ = ΑΓ̂Δ

(Π, σελ. ). Άρα
ΒΓ̂Δ > ΑΔ̂Γ

(κ.εν., σελ. ) κι επειδή το ΔΓΒ είναι το τρίγωνο που έχει τη

ΒΓ̂Δ > ΒΔ̂Γ

και απέναντι από τη μεγαλύτερη γωνία βρίσκεται η μεγαλύτερη πλευρά,
συνεπάγεται ότι ΔΒ > ΒΓ. Όμως ΔΑ = ΑΓ. Άρα ΒΑ + ΑΓ > ΒΓ.

Όμοια αποδεικνύεται ότι

ΑΒ + ΒΓ > ΑΓ και ΒΓ + ΓΑ > ΑΒ.

Άρα σε κάθε τρίγωνο το άθροισμα δυο οποιωνδήποτε πλευρών του
είναι μεγαλύτερο της τρίτης πλευράς· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 21 (Θεώρημα (Μονοτονία περιμέτρου)) ()Αναπόταάκραμιας
πλευράς ενός τριγώνου κατασκευασθούν δυοημιευθείες έτσιώστε νατέμνονται
εντός του τριγώνου, θα έχουν άθροισμα μικρότερο από το άθροισμα των δυο
άλλων πλευρών, ενώ η περιεχόμενη γωνία τους θα είναι μεγαλύτερη από εκείνη
που περιέχεται μεταξύ των δυο άλλων πλευρών.

Β

Α

Γ

Δ
Ε

Απόδειξη. Από τα άκρα Β, Γ της πλευράς
ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ κατασκευάζονται δυο
ημιευθείες οι ΒΔ, ΔΓ με τέτοιο τρόπο ώστε
να τέμνονται μέσα στο τρίγωνο στο σημείο
Δ. Ισχυρίζομαι ότι
ΒΔ + ΔΓ < ΒΑ + ΑΓ και ΒΔ̂Γ > ΒΑ̂Γ.
Ας προεκταθεί η ΒΔ μέχρι το σημείο Ε. Και επειδή σε κάθε τρίγωνο το

άθροισμα των δυο πλευρών είναι μεγαλύτερο της τρίτης πλευράς (Π,
σελ. ) στο τρίγωνο ΑΒΕ ισχύει ΑΒ+ΑΕ > ΒΕ. Ας προστεθεί η κοινή ΕΓ
οπότε

ΑΒ + ΑΕ + ΕΓ > ΒΕ + ΕΓ,
άρα

ΒΑ + ΑΓ > ΒΕ + ΕΓ.
Επίσης στο τρίγωνο ΓΕΔ ισχύει ΓΕ + ΕΔ > ΓΔ. Ας προστεθεί η κοινή

ΔΒ οπότε
ΓΕ + ΕΔ + ΔΒ > ΓΔ + ΔΒ,

άρα
ΓΕ + ΕΒ > ΓΔ + ΔΒ.

Αλλά δείξαμε ότι ΒΑ + ΑΓ > ΒΕ + ΕΓ, οπότε
ΒΑ + ΑΓ > ΒΔ + ΔΓ.

Επίσης, επειδή σε κάθε τρίγωνο η εξωτερική γωνία είναι μεγαλύτερη της
εντός και απέναντι γωνίας (Π, σελ. ) συνεπάγεται για την εξωτερική
γωνία ΒΔ̂Γ του τριγώνου ΓΔΕ ότι ΒΔ̂Γ > ΓΕ̂Δ.

Για τον ίδιο λόγο συνεπάγεται για την εξωτερική γωνία ΓΕ̂Β του τρι-
γώνου ΑΒΕ ότι ΓΕ̂Β > ΒΑ̂Γ. Αλλά ΒΔ̂Γ > ΓΕ̂Β άρα

ΒΔ̂Γ > ΒΑ̂Γ.
Συνεπώς, αν από τα άκρα μιας πλευράς ενός τριγώνου κατασκευασθούν

δυο ημιευθείες έτσι ώστε να τέμνονται εντός του τριγώνου, θα έχουν άθροι-
σμα μικρότερο από το άθροισμα των δυο άλλων πλευρών, ενώ η περιεχό-
μενη γωνία τους θα είναι μεγαλύτερη από εκείνη που περιέχεται μεταξύ
των δυο άλλων πλευρών· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 22 (Κατασκευή) ()Νακατασκευαστεί τρίγωνοαπότρία ευθύ-
γραμματμήματαταοποία είναι ίσαπρος τρία δοσμένα ευθύγραμματμήματα.
Είναι αναγκαίο το άθροισμα των μηκών δυο οποιονδήποτε από αυτά τα ευθύ-
γραμμα τμήματα να είναι μεγαλύτερο από το μήκος του τρίτου (γιατί και το
άθροισμα δυο πλευρών ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερο της τρίτης πλευράς).

Δ Ζ Η

Κ

Θ Ε

𝛼 𝛽 𝛾

Λ

Υλοποίηση: Έστω ότι τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 τα τρία δο-
σμένα ευθύγραμμα τμήματα, και τα αθροί-
σματα των μηκών δυο οποιονδήποτε από
αυτά είναι μεγαλύτερα του τρίτου, δηλαδή:

𝛼 + 𝛽 > 𝛾, 𝛼 + 𝛾 > 𝛽, 𝛽 + 𝛾 > 𝛼.

Πρέπει να κατασκευαστεί ένα τρίγωνο
από τρία ευθύγραμμα τμήματα που είναι ίσα

με τα 𝛼, 𝛽, 𝛾.
Ας σχεδιαστεί η ευθεία ΔΕ που είναι πεπερασμένη στο Δ ενώ εκτείνεται

απεριόριστα προς το Ε (στμ: στο εξής «ημιευθεία»), και ας πάρουμε σημεία
ώστε ΔΖ = 𝛼, ΖΗ = 𝛽, ΗΘ = 𝛾. Ας σχεδιαστεί ο κύκλος ΔΚΛ με κέντρο
το Ζ και ακτίνα ΖΔ, ο κύκλος ΚΛΘ με κέντρο το Η και ακτίνα ΗΘ και ας
φέρουμε τις ΚΖ και ΚΗ.

Ισχυρίζομαι ότι το τρίγωνο ΚΖΗ κατασκευάστηκε από τρία ευθύγραμμα
τμήματα που είναι ίσα με τα 𝛼, 𝛽, 𝛾.

Πράγματι, αφού το Ζ είναι το κέντρο του κύκλου ΔΚΛ, ισχύει ΖΔ = ΖΚ.
Όμως ΖΔ = 𝛼 άρα και ΚΖ = 𝛼 (κ.εν., σελ. ). Επίσης, αφού το Η είναι
το κέντρο του κύκλου ΛΚΘ, ισχύει ΗΘ = ΗΚ. Όμως ΗΘ = 𝛾 άρα και
ΚΗ = 𝛾. Όμως και ΖΗ = 𝛽. Οπότε

ΚΖ = 𝛼, ΖΗ = Β, ΗΚ = 𝛾.

Άρα από από τρία ευθύγραμμα τμήματα ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ που είναι ίσα με
τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 κατασκευάστηκε το τρίγωνο ΚΖΗ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 (Κατασκευή) () Σε δοσμένη ευθεία και σημείο της, να κατα-
σκευαστεί γωνία ίση με δοσμένη γωνία.

Γ
Δ

Α Η

Ε

Β

Ζ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ η δοσμένη ευθεία, Α το
δοσμένο σημείο που ανήκει σ᾽ αυτή και ΔΓ̂Ε
η δοσμένη γωνία· πρέπει από το σημείο Α
της ΑΒ να κατασκευαστεί γωνία ίση με τη
ΔΓ̂Ε.

Σε καθεμιά από τις πλευρές ΓΔ, ΓΕ θε-
ωρούμε Δ, Ε τυχόντα σημεία και φέρνουμε
τη ΔΕ. Ας κατασκευασθεί τρίγωνο ΑΖΗ από
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τρία ευθύγραμμα τμήματα, τα οποία είναι ίσα με τα ΓΔ, ΔΕ, ΓΕ έτσι ώστε
ΓΔ = ΑΖ, ΓΕ = ΑΗ, ΔΕ = ΖΗ (Π, σελ. ).

Επειδή για τις πλευρές προκύπτει ΔΓ = ΖΑ, ΓΕ = ΑΗ και για τις
βάσεις ΔΕ = ΖΗ συνεπάγεται για τη γωνία ότι ΔΓ̂Ε = ΖΑ̂Η.

Άρα σε δοσμένη ευθεία ΑΒ και σημείο της Α, κατασκευάστηκε γωνία
ΖΑ̂Η ίση με την δοσμένη γωνία ΔΓ̂Ε· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 24 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές ίσες, ενώ
η γωνία που περιέχεται μεταξύ των ίσων πλευρών του ενός τριγώνου είναι
μεγαλύτερη της αντίστοιχης γωνίας στο άλλο, τότε και η βάση του πρώτου
θα είναι μεγαλύτερη της αντίστοιχης βάσης στο δεύτερο.

Α Δ

Γ Η
ΕΒ

Ζ

Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΕΖ
με ίσες τις αντίστοιχες πλευρές ως εξής: ΑΒ =
ΔΕ, ΑΓ = ΔΖ και έστω Α̂ > ΖΔ̂Ε.

Ισχυρίζομαι για τις βάσεις ΒΓ, ΕΖ ότι ΒΓ >
ΕΖ. Αφού η ΒΑ̂Γ > ΕΔ̂Ζ ας κατασκευασθεί
στη ΔΕ στο σημείο Δ η γωνία ΕΔ̂Η = ΒΑ̂Γ
(Π, σελ. ). Παίρνουμε ΔΗ = ΑΓ = ΔΖ
και φέρνουμε τις ΕΗ και ΕΖ.

Επειδή οι δυο αντίστοιχες πλευρές είναι ίσες ΑΒ = ΔΕ, ΑΓ = ΔΗ και οι
γωνίες ίσες ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Η άρα οι βάσεις θα είναι ίσες ΒΓ = ΕΗ.

Επίσης επειδή ΔΖ = ΔΗ τότε και ΔΗ̂Ζ = ΔΖ̂Η· άρα ΔΖ̂Η > ΕΗ̂Ζ
(κ.εν. , σελ. ) οπότε ΕΖ̂Η > ΕΗ̂Ζ. Και επειδή το ΕΖΗ είναι τρίγωνο
που έχει ΕΖ̂Η > ΕΗ̂Ζ συνεπάγεται ότι ΕΗ > ΕΖ, αφού απέναντι από τη
μεγαλύτερη γωνία βρίσκεται η μεγαλύτερη πλευρά (Π, σελ. ). Είναι
όμως και ΕΗ = ΒΓ· άρα και ΒΓ > ΕΖ.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές ίσες και η γωνία του
ενός τριγώνου, που περιέχεται μεταξύ των ίσων πλευρών είναι μεγαλύτερη
της αντίστοιχης γωνίας του άλλου, τότε και η βάση του πρώτου θα είναι
μεγαλύτερη της αντίστοιχης βάσης του δεύτερου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 25 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές ίσες και
η βάση του ενός είναι μεγαλύτερη της βάσης του άλλου, τότε και η περιεχό-
μενη μεταξύ των ίσων πλευρών γωνία, του ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερη της
αντίστοιχης γωνίας του άλλου.

Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΕΖ με ίσες τις αντίστοιχες πλευρές
ως εξής: ΑΒ = ΔΕ, ΑΓ = ΔΖ και έστω για τις βάσεις ΒΓ, ΕΖ ότι ΒΓ > ΕΖ.

Ισχυρίζομαι ότι ΒΑ̂Γ > ΕΔ̂Ζ. Αν όχι, τότε ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ ή ΒΑ̂Γ < ΕΔ̂Ζ.
Όμως ΒΑ̂Γ ≠ ΕΔ̂Ζ γιατί αν ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ θα ήταν ίσες και οι βάσεις

ΒΓ = ΕΖ (Π, σελ. ) κάτι που δεν ισχύει. Άρα ΒΑ̂Γ ≠ ΕΔ̂Ζ.
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Αλλά ούτε και ΒΑ̂Γ < ΕΔ̂Ζ, γιατί αν ίσχυε
τότε θα προέκυπτε και για τις βάσεις ότι
ΒΓ < ΕΖ (Π, σελ. ) κάτι που δεν ισχύει.
Άρα ΒΑ̂Γ ≰ ΕΔ̂Ζ, συνεπώς ΒΑ̂Γ > ΕΔ̂Ζ.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοι-
χες πλευρές ίσες και η βάση του ενός είναι
μεγαλύτερη της βάσης του άλλου, τότε και η
περιεχόμενη μεταξύ των ίσων πλευρών γω-

νία, του ενός τριγώνου είναι μεγαλύτερη της αντίστοιχης γωνίας του άλ-
λου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 26 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοιχες γωνίες ίσες και μια
πλευρά ίση, είτε την πλευρά στην οποία είναι προσκείμενες οι ίσες γωνίες είτε
εκείνη την πλευρά που βρίσκεται απέναντι της μιας από τις ίσες γωνίες, τότε
τα τρίγωνα αυτά θα έχουν και τις άλλες αντίστοιχες πλευρές τους ίσες όπως
και την τρίτη τους γωνία ίση.

Α

ΓΒ Θ
Η
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Ε Ζ

Απόδειξη. Έστω τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ με ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ,
ΒΓ̂Α = ΕΖ̂Δ και έχουν και μια αντίστοιχη πλευρά ίση.

Θεωρούμε αρχικά τις πλευρές ΒΓ = ΕΖ στις οποίες
οι ίσες γωνίες είναι προσκείμενες. Ισχυρίζομαι ότι θα
έχουν και τις άλλες αντίστοιχες πλευρές τους ίσες ΑΒ =
ΔΕ, ΑΓ = ΔΖ και την τρίτη τους γωνία ίση ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Γιατί αν ΑΒ ≠ ΔΕ σημαίνει ότι μια απ᾽ τις δυο θα
είναι μεγαλύτερη. Έστω ΑΒ > ΔΕ. Θεωρούμε ΒΗ = ΔΕ
και φέρνουμε την ΗΓ. Αφού οι δυο αντίστοιχες πλευρές

των τριγώνων είναι ίσες ΒΗ = ΔΕ, ΒΓ = ΕΖ και η αντίστοιχη γωνία ίση
ΗΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ άρα και οι βάσεις θα είναι ίσες ΗΓ = ΔΖ οπότε τα τρίγωνα ΗΒΓ
και ΔΕΖ είναι ίσα, που σημαίνει ότι και οι υπόλοιπες γωνίες που βρίσκονται
απέναντι από ίσες πλευρές θα είναι ίσες (Π, σελ. ). Άρα ΗΓ̂Β = ΔΖ̂Ε.
Αλλά ΔΖ̂Ε = ΒΓ̂Α από υπόθεση. Οπότε και ΒΓ̂Η = ΒΓ̂Α (κ.εν., σελ. ),
που σημαίνει ότι η μικρότερη γωνία είναι ίση με τη μεγαλύτερη, που είναι
αδύνατον. Άρα η ΑΒ δεν είναι άνιση της ΔΕ, δηλαδή είναι ίσες.

Έχουμε λοιπόν ότι δυο αντίστοιχες πλευρές των τριγώνων είναι ίσες
ΑΒ = ΔΕ, ΒΓ = ΕΖ και η περιεχόμενη γωνία ίση ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ άρα και οι
βάσεις θα είναι ίσες ΑΓ = ΔΖ και η τρίτη γωνία θα είναι ίση: ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Θεωρούμε τώρα ίση μία από τις πλευρές που βρίσκονται απέναντι από
τις ίσες γωνίες. Έστω για παράδειγμα, ότι ΑΒ = ΔΕ. Ισχυρίζομαι και πάλι
ότι και οι υπόλοιπες πλευρές θα είναι ίσες αντίστοιχα ΑΓ = ΔΖ, ΒΓ = ΕΖ
όπως και η περιεχόμενη γωνία ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Γιατί αν ΒΓ ≠ ΕΖ σημαίνει ότι μια μια απ᾽ τις δυο θα είναι μεγαλύτερη.
Έστω ΒΓ > ΕΖ. Θεωρούμε ΒΘ = ΕΖ και φέρνουμε την ΑΘ. Αφού οι δυο
αντίστοιχες πλευρές των τριγώνων είναι ίσες ΒΘ = ΕΖ, ΑΒ = ΔΕ και
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περιέχουν ίσες γωνίες, άρα και οι βάσεις θα είναι ίσες ΑΘ = ΔΖ, οπότε τα
τρίγωνα ΑΒΘ και ΔΕΖ είναι ίσα που σημαίνει ότι και οι υπόλοιπες γωνίες
που βρίσκονται απέναντι από ίσες πλευρές θα είναι ίσες (Π, σελ. ). Άρα
ΒΘ̂Α = ΕΖ̂Δ.

Αλλά ΕΖ̂Δ = ΒΓ̂Α. Δηλαδή η ΒΘ̂Α εξωτερική γωνία του τριγώνου
ΑΘΓ είναι ίση προς την εντός και απέναντι γωνία ΒΘ̂Α = ΒΓ̂Α που είναι
αδύνατον (Π, σελ. ). Άρα η ΒΓ δεν είναι άνιση της ΕΖ, που σημαίνει
ότι είναι ίσες. Εφόσον οι ίσες πλευρές ΑΒ = ΔΕ και ΒΓ = ΕΖ περιέχουν και
ίσες γωνίες, άρα και οι βάσεις θα είναι ίσες ΑΓ = ΔΖ οπότε τα τρίγωνα
ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα, που σημαίνει ότι και η τρίτη γωνία ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν δυο αντίστοιχες γωνίες ίσες και μια πλευρά
ίση, είτε την πλευρά στην οποία είναι προσκείμενες οι ίσες γωνίες είτε
εκείνη την πλευρά που βρίσκεται απέναντι της μιας από τις ίσες γωνίες,
τότε τα τρίγωνα αυτά θα έχουν και τις άλλες αντίστοιχες πλευρές τους
ίσες όπως και την τρίτη τους γωνία ίση· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Αν δυο ευθείες τέμνονται από τρίτη ευθεία έτσι ώστε οι
εναλλάξ γωνίες που σχηματίζονται να είναι ίσες μεταξύ τους, τότε οι δυο ευθείες
είναι μεταξύ τους παράλληλες.

Α

ΔΓ Ζ

Ε Β
Η

Απόδειξη. Έστω ΕΖ η ευθεία που τέμνει τις
δυο ευθείες ΑΒ και ΓΔ, και οι εναλλάξ γωνίες
που σχηματίζονται είναι ίσες: ΑΕ̂Ζ = ΕΖ̂Δ.
Ισχυρίζομαι ότι η ΑΒ είναι παράλληλη της
ΓΔ.

Γιατί αν δεν είναι παράλληλες οι ΑΒ, ΓΔ
και τις προεκτείνουμε θα συναντηθούν ή προς το μέρος των Β, Δ ή προς το
μέρος των Α, Γ. Έστω ότι προεκτείνονται και συμπίπτουν προς το μέρος
των Β, Δ στο σημείο Η. Τότε στο τρίγωνο ΗΕΖ η εξωτερική γωνία ΑΕ̂Ζ είναι
ίση με την εντός και απέναντι γωνία ΑΕ̂Ζ = ΗΕ̂Ζ, κάτι που είναι αδύνατον
(Π, σελ. )· άρα οι ΑΒ και ΓΔ προεκτεινόμενες δεν συμπίπτουν προς το
μέρος των Β, Δ. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι δεν συμπίπτουν ούτε
προς το μέρος των Α, Γ. Οι ευθείες όμως που δεν συμπίπτουν προς κανένα
σημείο, είναι παράλληλες· άρα η ΑΒ είναι παράλληλη της ΓΔ.

Άρα αν δυο ευθείες τέμνονται από τρίτη ευθεία έτσι ώστε οι εναλλάξ
γωνίες που σχηματίζονται να είναι ίσες μεταξύ τους, τότε οι δυο ευθείες
είναι μεταξύ τους παράλληλες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 28 () Αν δυο ευθείες τέμνονται από τρίτη ευθεία έτσι ώστε μια
εκτός γωνία να ισούται προς την εντός, απέναντι και επί τααυτά μέρη ή οι εντός
και επί τα αυτά μέρη γωνίες να είναι ίσες προς δύο ορθές, οι ευθείες αυτές θα
είναι μεταξύ τους παράλληλες.
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Απόδειξη. Έστω η ευθεία ΕΖ να τέμνει τις
δυο ευθείες ΑΒ, ΓΔ ώστε μια εκτός γωνία να
ισούται με την εντός και απέναντι γωνία. Ας
είναι για παράδειγμα

ΕΗ̂Β = ΗΘ̂Δ
ή το άθροισμα των εντός και επί τ᾽ αυτά μέρη

γωνιών να ισούται με δύο ορθές. Ισχυρίζομαι ότι η ΑΒ είναι παράλληλη
της ΓΔ. Επειδή ΕΗ̂Β = ΗΘ̂Δ αλλά και ΕΗ̂Β = ΑΗ̂Θ συμπεραίνουμε ότι

ΑΗ̂Θ = ΗΘ̂Δ.
Αφού όμως είναι εντός εναλλάξ γωνίες τότε η ΑΒ είναι παράλληλη της ΓΔ
(Π, σελ. ).

Αν πάλι

ΒΗ̂Θ + ΗΘ̂Δ = 2 ορθές και ΑΗ̂Θ + ΒΗ̂Θ = 2 ορθές,
έπεται ότι

ΒΗ̂Θ + ΗΘ̂Δ = ΑΗ̂Θ + ΒΗ̂Θ.
Αφαιρώ την κοινή γωνία ΒΗ̂Θ οπότε ΑΗ̂Θ = ΗΘ̂Δ οι οποίες είναι εντός
εναλλάξ, άρα η ΑΒ είναι παράλληλη της ΓΔ.

Άρα αν δυο ευθείες τέμνονται από τρίτη ευθεία ώστε μια εκτός γωνία
να ισούται προς την εντός, απέναντι και επί τα αυτά μέρη ή οι εντός και
επί τα αυτά μέρη γωνίες να είναι ίσες προς δυο ορθές, οι ευθείες αυτές θα
είναι μεταξύ τους παράλληλες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Η ευθεία που τέμνει παράλληλες ευθείες, σχηματίζει τις
εναλλάξ γωνίες ίσες μεταξύ τους, την εκτός ίση με την απέναντι και εντός γωνία
και το άθροισμα των εντός και επί τ᾽ αυτά μέρη γωνιών ίσο με δυο ορθές.
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Απόδειξη. Έστω ότι η ευθεία ΕΖ τέμνει τις
παράλληλες ευθείες ΑΒ και ΓΔ στα σημεία
Η, Θ αντίστοιχα.

Ισχυρίζομαι ότι σχηματίζει τις εναλλάξ
γωνίες ίσες μεταξύ τους: ΑΗ̂Θ = ΗΘ̂Δ, την
εκτός ίση με την εντός και απέναντι γωνία:

ΕΗ̂Β = ΗΘ̂Δ και το άθροισμα των εντός και επί τ᾽ αυτά μέρη γωνιών ίσο
με δύο ορθές:

ΒΗ̂Θ + ΗΘ̂Δ = 2 ορθές.
Γιατί αν ΑΗ̂Θ ≠ ΗΘ̂Δ, τότε μια από τις δύο θα είναι μεγαλύτερη. Έστω

ότι ΑΗ̂Θ > ΗΘ̂Δ και ας προστεθεί σε καθεμιά η γωνία ΒΗ̂Θ. Τότε

ΑΗ̂Θ + ΒΗ̂Θ > ΗΘ̂Δ + ΒΗ̂Θ
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(κ.εν., σελ. ). Αλλά

ΑΗ̂Θ + ΒΗ̂Θ = 2 ορθές

(Π, σελ. ). Άρα
ΗΘ̂Δ + ΒΗ̂Θ < 2 ορθές.

Όμως οι ευθείες που σχηματίζουν το άθροισμα των εντός και επί τ᾽ αυτά
μέρη γωνιών μικρότερο από δυο ορθές, προεκτεινόμενες στο άπειρο τέμνο-
νται (Αίτημα ). Άρα οι ΑΒ, ΓΔ προεκτεινόμενες στο άπειρο θα συμπέσουν,
αλλά αυτό δεν μπορεί να συμβεί γιατί από υπόθεση είναι παράλληλες.
Οπότε ηΑΗ̂Θ δεν είναι άνιση της ΗΘ̂Δ· άρα είναι ίσες, δηλαδήΑΗ̂Θ = ΗΘ̂Δ.
Αλλά ισχύει ΑΗ̂Θ = ΕΗ̂Β (Π, σελ. ). Συνεπώς και ΕΗ̂Β = ΗΘ̂Δ (κ.εν.,
σελ. ). Ας προστεθεί σε καθεμιά η κοινή γωνία ΒΗ̂Θ, οπότε

ΕΗ̂Β + ΒΗ̂Θ = ΗΘ̂Δ + ΒΗ̂Θ
(κ.εν., σελ. ).

Αλλά
ΕΗ̂Β + ΒΗ̂Θ = 2 ορθές

(Π, σελ. )· συνεπώς

ΒΗ̂Θ + ΗΘ̂Δ = 2 ορθές.
Άρα όταν μια ευθεία τέμνει παράλληλες ευθείες,σχηματίζει τις εναλλάξ γω-
νίες ίσες μεταξύ τους, την εκτός ίση με την απέναντι και εντός γωνία και το
άθροισμα των εντός και επί τ᾽ αυτά μέρη γωνιών ίσο με δυο ορθές· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 30 () Ευθείες που είναι παράλληλες προς την ίδια ευθεία είναι
και μεταξύ τους παράλληλες.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τις ευθείες ΑΒ και ΓΔ
παράλληλες με την ευθεία ΕΖ. Θα δείξουμε
ότι και η ΑΒ είναι παράλληλη με την ΓΔ.
Φέρνουμε μια τέμνουσα ευθεία ΗΚ. Επειδή
αυτή τέμνει τις παράλληλες ΑΒ και ΕΖ, ισχύει
ΑΗ̂Κ = ΗΘ̂Ζ (Π, σελ. ). Πάλι, επειδή
αυτή τέμνει τις παράλληλες ΕΖ και ΓΔ, ισχύει
ΗΘ̂Κ = ΗΚ̂Δ. Άρα ΑΗ̂Κ = ΗΘ̂Ζ και συνεπώς ΑΗ̂Κ = ΗΚ̂Δ (κ.εν., σελ. )·
και αυτές είναι εναλλάξ. Συμπεραίνουμε ότι η ΑΒ είναι παράλληλη με την
ΓΔ (Π, σελ. ).

Συνεπώς οι παράλληλες σε μια ευθεία είναι και μεταξύ τους παράλληλες·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 31 (Κατασκευή) () Από δοθέν σημείο να αχθεί ευθεία παράλ-
ληλη σε δοθείσα ευθεία.
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Απόδειξη. Έστω ότι το δοθέν σημείο είναι
το Α και η δοθείσα ευθεία η ΒΓ. Πρέπει να
φέρουμε ευθεία από το Α παράλληλη στη ΒΓ.
Παίρνουμε τυχόν σημείο Δ πάνω στην ΒΓ και

φέρνουμε την ΑΔ. Κατασκευάζουμε τη γωνία ΔΑ̂Ε ίση με τη γωνία ΑΔ̂Γ
(Π, σελ. ). Προεκτείνουμε τώρα την ΕΑ κατασκευάζοντας την ευθεία
ΑΖ.

Επειδή η ΑΔ τέμνει τις ευθείες ΒΓ, ΕΖ και σχηματίζει τις εναλλάξ γωνίες
ΕΑ̂Δ, ΑΔ̂Γ ίσες, έπεται, ότι η ΕΑΖ είναι παράλληλη με την ΒΓ (Π, σελ. ).

Από δοθέν σημείο Α φέραμε παράλληλη προς την ευθεία ΒΓ, την ΕΑΖ,
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 32 () Σεκάθετρίγωνο,ότανεπεκταθείημιαπλευρά,ηεξωτερική
γωνία που σχηματίζεται είναι ίση με το άθροισμα των δύο εντός του τριγώνου
καιαπέναντιγωνιών.Τοάθροισματωντριώνεσωτερικώνγωνιώντουτριγώνου
ισούται με δύο ορθές.
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Απόδειξη. Θεωρούμε το τρίγωνο ΑΒΓ και ας
προεκτείνουμε την πλευρά ΒΓ προς το Δ.
Ισχυριζόμαστε ότι ισχύει

ΑΓ̂Δ = ΓΑ̂Β + ΑΒ̂Γ
και επιπλέον

ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α + ΓΑ̂Β = 2 ορθές.
Φέρνουμε από το σημείο Γ τη ΓΕ παράλληλη στην ΑΒ και επειδή αυτές
τέμνονται από την ΑΓ, ισχύει ΒΑ̂Γ = ΑΓ̂Ε (Π, σελ. ). Πάλι επειδή
οι παράλληλες ΑΒ και ΓΕ τέμνονται από τη ΒΔ, η εξωτερική γωνία ΕΓ̂Δ
ισούται με την ΑΒ̂Γ (Π, σελ. ). Δείξαμε όμως ότι ΑΓ̂Ε = ΒΑ̂Γ. Άρα
ΑΓ̂Δ = ΒΑ̂Γ + ΑΒ̂Γ (κ.εν., σελ. ).

Προσθέτουμε τώρα σε αυτές την κοινή γωνία ΑΓ̂Β. Άρα
ΑΓ̂Δ + ΑΓ̂Β = ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α + ΓΑ̂Β,

(κ.εν., σελ. ). Αλλά ΑΓ̂Δ + ΑΓ̂Β = 2 ορθές (Π, σελ. ), άρα και το
άθροισμα ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α + ΓΑ̂Β ισούται με δύο ορθές.

Συνεπώς, σε κάθε τρίγωνο όταν προεκταθεί η μια πλευρά, η εξωτερική
γωνία που σχηματίζεται είναι ίση με το άθροισμα των απέναντι εσωτερι-
κών γωνιών, και οι εσωτερικές γωνίες κάθε τριγώνου έχουν άθροισμα ίσο
με δύο ορθές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 () Τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν τα άκρα δυο
ίσων και παραλλήλων ευθύγραμμων τμημάτων προς το ίδιο μέρος είναι και
αυτά μεταξύ τους ίσα και παράλληλα.
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ΑΒ

ΓΔ

Απόδειξη. Ας είναι τα ΑΒ και ΓΔ ίσα και
παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα και θεω-
ρούμε τα ευθύγραμμα τμήματα που ενώνουν
τα προηγούμενα· τα ΑΓ και ΒΔ. Ισχυρίζομαι,
ότι και αυτά είναι ίσα και παράλληλα.

Πράγματι, ας φέρουμε την ΒΓ. Επειδή οι
παράλληλες ΑΒ και ΓΔ τέμνονται από τη ΒΓ,
οι εναλλάξ γωνίες ΑΒ̂Γ και ΒΓΔ είναι ίσες (Π, σελ. ). Και επειδή ΑΒ =
ΓΔ και η ΒΓ είναι κοινή τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΔ είναι ίσα, άρα ΑΓ =
ΒΔ. Αλλά και οι υπόλοιπες γωνίες αυτών των τριγώνων και οι απέναντι
πλευρές τους είναι αντιστοίχως ίσες, άρα ΑΓΒ = ΓΒΔ (Π, σελ. ). Τέλος,
επειδή η τέμνουσα ΒΓ σχηματίζει ίσες εναλλάξ γωνίες με τις ΑΓ και ΒΔ,
έπεται ότι η ΑΓ είναι παράλληλη με την ΒΔ (Π, σελ. ).

Άρα τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν τα άκρα δύο ίσων και
παράλληλων ευθύγραμμων τμημάτων προς το ίδιο μέρος είναι και αυτά
μεταξύ τους ίσα και παράλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 34 () Οι απέναντι πλευρές και γωνίες κάθε παραλληλογράμ-
μου (ορθογωνίου ή πλάγιου) είναι μεταξύ τους ίσες και καθεμιά από τις δύο
διαγώνιους χωρίζει το παραλληλόγραμμο σε δύο ίσα μέρη.

Α Β

ΔΓ

Απόδειξη. Θεωρώ το παραλληλόγραμμο
ΑΓΔΒ και τη διαγώνιό του ΒΓ. Ισχυρίζομαι
ότι οι απέναντι πλευρές και οι απέναντι γω-
νίες του ΑΓΔΒ είναι ίσες και η διαγώνιος ΒΓ
χωρίζει το ΑΓΔΒ σε δύο ίσα μέρη.

Πράγματι, ΑΒ⫽ΓΔ και τέμνονται από την
ΒΓ. Άρα οι εναλλάξ γωνίες ΑΒ̂Γ και ΒΓ̂Δ είναι
ίσες (Π, σελ. ). Ομοίως, επειδή ΑΓ ⫽ ΒΔ και τέμνονται από την ΒΓ, οι
εναλλάξ γωνίες ΑΓ̂Β και ΓΒ̂Δ είναι ίσες. Συνεπώς τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΒΓΔ,
αφού έχουν ίση μια πλευρά, τη ΒΓ, και τις προσκείμενες σε αυτή γωνίες,
θα έχουν αντίστοιχα ίσες και τις άλλες πλευρές τους και γωνίες τους (Π,
σελ. ). Οπότε

ΑΒ = ΓΔ, ΑΓ = ΒΔ, ΒΑ̂Γ = ΓΔ̂Β.
Επειδή τώρα ΑΒ̂Γ = ΒΓ̂Δ και ΓΒ̂Δ = ΑΓ̂Β έπεται ότι όλη η ΑΒ̂Δ είναι ίση
με όλη την ΑΓ̂Δ (κ.εν., σελ. ).

Άρα στα παραλληλόγραμμα οι απέναντι πλευρές είναι ίσες και οι απέ-
ναντι γωνίες είναι ίσες.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η διαγώνιος χωρίζει το παραλληλόγραμμο σε δύο
ίσα μέρη. Πράγματι ΑΒ = ΓΔ, ΒΓ κοινή και ΑΒ̂Γ = ΒΓ̂Δ (Π, σελ. ).
Άρα και ΑΓ = ΒΔ. Οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ίσο με το τρίγωνο ΒΓΔ
(Π, σελ. ).
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Συνεπώς η διαγώνιος πράγματι χωρίζει το παραλληλόγραμμο σε δύο
ίσα μέρη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 35 () Παραλληλόγραμμα που έχουν ίδια βάση και βρίσκονται
μεταξύ των ίδιων παραλλήλων είναι μεταξύ τους ίσα (στμ: στο εξής «ισεμβα-
δικά» ή «έχουν ίσο εμβαδόν»).

Α

Β Γ

Δ Ε Ζ

Η

Απόδειξη. Έστω ότι τα ΑΒΓΔ και ΕΒΓΖ είναι
παραλληλόγραμμα με κοινή βάση τη ΒΓ και
βρίσκονται ανάμεσα στις παράλληλες ΑΖ και
ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το παραλληλόγραμμο
ΑΒΓΔ έχει ίσο εμβαδόν με το ΕΒΓΖ (στμ: στο
εξής |ΑΒΓΔ| = |ΕΒΓΖ|).

Αφού το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο
ισχύει ΑΔ = ΒΓ (Π, σελ. ) και ομοίως ΕΖ = ΒΓ. Οπότε ΑΔ = ΕΖ
(κ.εν., σελ. ) και επειδή η ΔΕ είναι κοινή συμπεραίνουμε ότι ΑΕ = ΔΖ
(κ.εν., σελ. ). Ισχύει επίσης ΑΒ = ΔΓ (Π, σελ. ), οπότε ΕΑ = ΖΔ,
ΑΒ = ΔΓ και ΖΔ̂Γ = ΕΑ̂Β ως εντός εκτός και επί τα αυτά (Π, σελ. ).
Άρα η βάση ΕΒ είναι ίση με τη βάση ΖΓ, και το τρίγωνο ΕΑΒ είναι ίσο
με το ΔΖΓ (Π, σελ. ). Αν αφαιρεθεί το κοινό τρίγωνο ΔΗΕ τότε το
τραπέζιο ΑΒΗΔ είναι ισεμβαδικό με το ΕΗΓΖ (κ.εν., σελ. ). Και αν τώρα
προσθέσουμε το κοινό τρίγωνο ΗΒΓ θα πάρουμε ότι |ΑΒΓΔ| = |ΕΒΓΖ|.

Άρα τα παραλληλόγραμμα με κοινή βάση που βρίσκονται ανάμεσα στις
ίδιες παράλληλες είναι ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 36 () Παραλληλόγραμμα με ίσες βάσεις τα οποία βρίσκονται
ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες ευθείες έχουν ίσο εμβαδόν.

Α Δ Ε Θ

ΗΖΓΒ

Απόδειξη. Έστω ότι τα παραλληλόγραμμα
ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ έχουν ίσες βάσεις, τις ΒΓ και
ΖΗ, και βρίσκονται ανάμεσα στις παράλληλες
ΑΘ και ΒΗ. Ισχυρίζομαι ότι το παραλληλό-
γραμμο ΑΒΓΔ έχει ίσο εμβαδόν με το ΕΖΗΘ.

Φέρνω τα ΒΕ και ΓΘ. Επειδή ΒΓ = ΖΗ και
ΖΗ = ΕΘ συμπεραίνουμε ΒΓ = ΕΘ (κ.εν.,

σελ. ), και είναι και παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα, και επιπλέον τις
ενώνουν τα ευθύγραμμα τμήματα ΕΒ, ΘΓ. Τα ευθύγραμμα τμήματα όμως
που ενώνουν ίσα και παράλληλα ευθύγραμμα τμήματα είναι και μεταξύ
τους ίσα και παράλληλα (Π, σελ. ). Άρα το ΕΒΓΘ είναι παραλληλό-
γραμμο (Π, σελ. ), και είναι ισεμβαδικό με το ΑΒΓΔ διότι έχουν κοινή
βάση τη ΒΓ και βρίσκονται μεταξύ των ίδιων παραλλήλων (Π, σελ. ).
Για τον ίδιο λόγο το ΕΖΗΘ είναι ισεμβαδικό με το ΕΒΓΘ (Π, σελ. ),
οπότε |ΑΒΓΔ| = |ΕΖΗΘ| (κ.εν., σελ. ).
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Άρα τα παραλληλόγραμμα με ίση βάση που περιέχονται ανάμεσα στις
ίδιες παράλληλες είναι ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 37 () Τατρίγωναπουέχουνκοινήβάσηκαιβρίσκονταιανάμεσα
στις ίδιες παράλληλες είναι ισεμβαδικά.

Ε Α Δ Ζ

Β Γ

Απόδειξη. Έστω ότι τα τρίγωναΑΒΓ καιΔΒΓ
έχουν κοινή τη βάση ΒΓ και βρίσκονται ανά-
μεσα στις παράλληλες ΑΔ και ΒΓ. Ισχυρίζο-
μαι ότι το τρίγωνο ΑΒΓ έχει εμβαδόν ίσο με
το εμβαδόν του ΔΒΓ.

Πράγματι, ας προεκταθεί και από τα δύο
μέρη η ΑΔ προς τα Ε και Ζ, και από το Β
φέρνω την ΒΕπαράλληλη προς την ΓΑ, και από το Γ τη ΓΖπαράλληλη προς
η ΒΔ (Π, σελ. ). Καθένα από τα ΕΒΓΑ καιΔΒΓΖ είναι παραλληλόγραμμο
και είναι ισεμβαδικά γιατί έχουν κοινή βάση τη ΒΓ και βρίσκονται ανάμεσα
στις ίδιες παράλληλες ΒΓ και ΕΖ (Π, σελ. ). Το ΑΒΓ τώρα έχει το μισό
εμβαδόν του ΕΒΓΑ, διότι η διαγώνιος ΑΒ το χωρίζει σε δύο ισεμβαδικά μέρη
(Π, σελ. ), και ομοίως το ΔΒΓ έχει το μισό εμβαδόν από το ΔΒΓΖ. Όμως
τα μισά ίσων ποσοτήτων είναι ίσα, άρα |ΑΒΓ| = |ΔΒΓ| (κ.εν., σελ. ).

Άρα τα τρίγωνα με κοινή βάση και μεταξύ των ίδιων παραλλήλων είναι
ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 38 () Τατρίγωναπου έχουν ίσες βάσεις και βρίσκονταιανάμεσα
στις ίδιες παράλληλες έχουν ίσο εμβαδόν.

Η Α Δ Θ

ΖΕΓΒ

Απόδειξη. Έστω ότι τα τρίγωναΑΒΓ καιΔΕΖ
έχουν ίσες τις βάσεις ΒΓ και ΕΖ και βρίσκονται
μεταξύ των παραλλήλων ΒΖ και ΑΔ. Ισχυρί-
ζομαι ότι το τρίγωνο ΑΒΓ έχει ίσο εμβαδόν
με το ΔΕΖ.

Πράγματι, ας προεκταθεί η ΑΔ και από
τα δύο μέρη μέχρι τα σημεία Η και Θ και ας
χαραχθεί η ΒΗ παράλληλη προς την ΓΑ. Επιπλέον ας χαραχθεί η απο το
Ζ η ΖΘ παράλληλη προς τη ΔΕ (Π, σελ. ). Άρα τα ΗΒΓΑ, ΔΕΖΘ είναι
παραλληλόγραμμα με ίσα εμβαδά γιατί έχουν ίσες βάσεις: ΒΓ = ΕΖ και
βρίσκονται ανάμεσα στις παράλληλες ΒΖ και ΗΘ (Π, σελ. ). Τώρα
το μεν τρίγωνο ΑΒΓ έχει το μισό εμβαδόν του ΗΒΓΑ (γιατί η ΑΒ είναι
διαγώνιός του (Π, σελ. )), το δε τρίγωνο ΖΕΔ έχει το μισό εμβαδόν
του ΔΕΖΘ (γιατί η ΔΖ είναι διαγώνιός του. Τα μισά δε ίσων ποσοτήτων
είναι μεταξύ τους ίσα (κ.εν., σελ. ).

Άρα τα τρίγωνα που έχουν ίσες βάσεις και βρίσκονται ανάμεσα στις
ίδιες παράλληλες έχουν ίδο εμβαδόν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 39 () Τρίγωναμε ίσοεμβαδόνκαι ίδιαβάση,ταοποίαβρίσκονται
από την ίδια μεριά της βάσης, βρίσκονται και ανάμεσα σε παράλληλες ευθείες.

Απόδειξη. Έστω ότι |ΑΒΓ| = |ΔΒΓ| και υποθέτω ότι τα τρίγωνα βρίσκονται
στην ίδια μεριά της βάσης ΒΓ. Αν φέρω την ΑΔ ισχυρίζομαι ότι ΑΔ ⫽ ΒΓ.
Διότι αν αυτό δεν ισχύει φέρνω από το Α παράλληλη στη ΒΓ, την ΑΕ (Π,
σελ. ), και στη συνέχεια την ΕΓ. Άρα το τρίγωνο |ΑΒΓ| = |ΕΒΓ| διότι
έχουν κοινή βάση και βρίσκονται ανάμεσα σε παράλληλες (Π, σελ. ).

Α Δ

ΓΒ

Ε

Αλλά |ΑΒΓ| = |ΔΒΓ| άρα |ΔΒΓ| = |ΕΒΓ|
(κ.εν., σελ. ), δηλαδή το μεγαλύτερο έχει
ίσο εμβαδόν με το μικρότερο, πράγμα αδύ-
νατον. Άρα η ΑΕ δεν είναι παράλληλη της
ΒΓ. Με όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι καμιά
ευθεία που δεν είναι η ΑΔ δεν είναι παράλ-
ληλη της ΒΓ, άρα ΑΔ ⫽ ΒΓ.

Έτσι ισεμβαδικά τρίγωνα με κοινή βάση και στην ίδια μεριά σε σχέση
με αυτή τη βάση, βρίσκονται ανάμεσα σε παράλληλες ευθείες· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 40 () Τρίγωνα που έχουν ίσες βάσεις και ίσο εμβαδόν, και στην
ίδια πλευρά της βάσης τους βρίσκονται ανάμεσα σε παράλληλες ευθείες.

Απόδειξη. Έστω ότι |ΑΒΓ| = |ΔΓΕ| με ΒΓ = ΓΕ με τα τρίγωνα στην ίδια
μεριά (στμ: εννοείται ότι τα Β, Γ, Ε είναι στην ίδια ευθεία αλλιώς δεν έχει
νόημα το «ίδια μεριά»). Φέρνω την ΑΔ και ισχυρίζομαι ότι αυτή είναι
παράλληλη με την ΒΕ.

Α Δ

ΕΒ

Ζ

Γ

Αν όχι, φέρνω από το Α παράλληλη
προς τη ΒΕ, την ΑΖ, και φέρνω και τη ΖΕ.
Έτσι |ΑΒΓ| = |ΖΓΕ|, αφού αυτά τα τρίγωνα
έχουν ίσες βάσεις και βρίσκονται ανάμεσα
στις ίδιες παράλληλες (τις ΒΕ και ΑΖ) (Π,
σελ. ). Επειδή |ΑΒΓ| = |ΔΓΕ| συμπεραί-
νουμε ότι |ΔΓΕ| = |ΖΓΕ| (κ.εν., σελ. ), το
οποίο είναι αδύνατο, αφού το μεγάλο δεν

γίνεται να είναι ίσο με το μέρος του. Οπότε η ΑΖ δεν είναι παράλληλη της
ΒΕ. Ομοίως δείχνουμε ότι καμία άλλη εκτός της ΑΔ δεν είναι παράλληλη
στη ΒΕ, άρα ΑΔ ⫽ ΒΕ.

Άρα ισεμβαδικά τρίγωνα με ίσες βάσεις βρισκόμενα στην ίδια μεριά της
βάσης τους βρίσκονται και ανάμεσα σε παράλληλες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 41 () Αν παραλληλόγραμμο έχει την ίδια βάση με τρίγωνο και
τα δύο βρίσκονται ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες τότε το παραλληλόγραμμο
έχει εμβαδό διπλάσιο από το εμβαδόν του τριγώνου.
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ΔΑ Ε

Β Γ

Απόδειξη. Ας έχει το παραλληλόγραμμο
ΑΒΓΔ την ίδια βάση ΒΓ με το τρίγωνο ΕΒΓ
και ας βρίσκονται και τα δύο μέσα στις
παράλληλες ΒΓ και ΑΕ. Ισχυρίζομαι ότι

|ΑΒΓΔ| = 2|ΕΒΓ|.

Διότι ας χαραχθεί η ΑΓ. Τότε |ΑΒΓ| = |ΕΒΓ| γιατί αυτά τα τρίγωνα
βρίσκονται ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες (τις ΒΓ και ΑΕ) και έχουν κοινή
βάση, τη ΒΓ (Π, σελ. ). Αλλά |ΑΒΓΔ| = 2|ΑΒΓ|, αφού η ΑΓ είναι
διαγώνιος του παραλληλογράμμου (Π, σελ. ). Άρα |ΑΒΓΔ| = 2|ΕΒΓ|.

Έτσι αν παραλληλόγραμμο έχει την ίδια βάση με τρίγωνο και τα δύο
βρίσκονται ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες τότε το παραλληλόγραμμο έχει
εμβαδό διπλάσιο από το εμβαδό του τριγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 42 (Κατασκευή) ()Προς δοθέν τρίγωνο να κατασκευαστεί πα-
ραλληλόγραμμο ίσου εμβαδού με δοσμένη γωνία βάσης.

ΖΑ Η

Β Ε Γ

𝛿

Υλοποίηση: Έστω ότι το ΑΒΓ είναι
δοσμένο τρίγωνο και η δοθείσα γω-
νία η 𝛿. Πρέπει να κατασκευαστεί
παραλληλόγραμμο ίσου εμβαδού με
το τρίγωνο και με γωνία βάσης τη
𝛿.

Κατασκευάζουμε το μέσο του ΒΓ
το οποίο ας ονομάσουμε Ε (Π, σελ. ). Φέρνουμε την ΑΕ και την ΑΗ
παράλληλη με την ΒΓ (Π, σελ. ). Με κορυφή το Ε κατασκευάζουμε πάνω
στην ΕΓ γωνία ίση με τη 𝛿, την ΓΕΖ (Π, σελ. ). Τέλος από το Γ ας
χαραχθεί η ΓΗ⫽ΕΖ. Άρα το ΖΕΓΗ είναι παραλληλόγραμμο. Ισχύει |ΑΕΓ| =
|ΑΒΕ| γιατί αυτά τα τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις και βρίσκονται ανάμεσα
στις ίδιες παράλληλες. Άρα |ΑΒΓ| = 2|ΑΕΓ|. Αλλά |ΖΕΓΗ| = 2|ΑΕΓ|, αφού
έχουν κοινή βάση και βρίσκονται ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες (Π,
σελ. ). Άρα |ΖΕΓΗ| = |ΑΒΓ| και το παραλληλόγραμμο έχει τη γωνία
βάσης με κορυφή το Ε ίση με τη γωνία 𝛿.

Έτσι, για δοθέν τρίγωνο ΑΒΓ κατασκευάστηκε παραλληλόγραμμο ίσου
εμβαδού, το ΖΕΓΗ, με ΓΕ̂Ζ = 𝛿· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 43 () Σε κάθε παραλληλόγραμμο αν από σημείο της διαγω-
νίου του φέρουμε παράλληλες στις πλευρές του, τα παραλληλόγραμμα που
σχηματίζονται και δεν περιέχουν τη διαγώνιο έχουν ίσο εμβαδόν (στμ: τα πα-
ραλληλόγραμμα αυτά ονομάζονται «παραπληρώματα»).
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Α Θ Δ

Β Η Γ

Ε Κ Ζ

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒΓΔ είναι
παραλληλόγραμμο και ΑΓ η διαγώ-
νιός του. Από τυχόν σημείο Κ της
διαγωνίου φέρνουμε τις ΕΖ και ΗΘ
παράλληλες στις πλευρές (δηλαδή
ΕΖ⫽ΑΔ και ΗΘ⫽ΑΒ). Ισχυρίζομαι ότι
τα «παραπληρώματα», δηλαδή τα
παραλληλόγραμμα ΒΚ και ΚΔ (στμ:

συντομεύσεις για τα παραλληλόγραμμα ΒΗΚΕ και ΚΖΔΘ αντίστοιχα) έχουν
ίσο εμβαδόν.

Πράγματι, επειδή το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο και η ΑΓ διαγώνιός
του, ισχύει |ΑΒΓ| = |ΑΓΔ| (Π, σελ. ). Πάλι, από το παραλληλόγραμμο
ΕΘ με διαγώνιο την ΑΚ συμπεραίνουμε |ΑΕΚ| = |ΑΘΚ|. Ομοίως και |ΚΖΓ| =
|ΚΗΓ|. Οπότε

|ΑΕΚ| + |ΚΗΓ| = |ΑΘΚ| + |ΚΖΓ|,
(κ.εν., σελ. ). Άρα, επειδή |ΑΒΓ| = |ΑΔΓ| το υπόλοιπο παραπλήρωμα
ΒΚ έχει ίσο εμβαδόν με το υπόλοιπο παραπλήρωμα ΚΔ (κ.εν., σελ. )
(στμ: αφαιρώντας από το |ΑΒΓ| το |ΑΕΚ| + |ΚΗΓ| και από το |ΑΔΓ| το
|ΑΘΚ| + |ΚΖΓ|).

Άρα σε κάθε παραλληλόγραμμο τα παραπληρώματα της διαγωνίου
παραλληλόγραμμα είναι ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 44 (Κατασκευή) ()Σεδοθέν ευθύγραμμοτμήμα νακατασκευα-
στεί ορθογώνιο με δοθείσα γωνία βάσης που να έχει ίσο εμβαδόν με δοθέν
τρίγωνο.

Υλοποίηση: Έστω ότι το δοθέν ευθύγραμμο τμήμα είναι το ΑΒ, το δοθέν
τρίγωνο το Γ και η δοθείσα γωνία η 𝛿. Πρέπει να κατασκευάσω παραλ-
ληλόγραμμο στην ΑΒ ίσου εμβαδού με το τρίγωνο Γ με γωνία βάσης ίση
με τη 𝛿.

Γ 𝛿

Α

Β

Α

Β

ΕΖ

Η
𝛿

Α

Β

Ε

Λ

Μ

Κ

Θ

Η

Ζ

Ας κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο ΒΕΖΗ ίσου εμβαδού με το τρί-
γωνο Γ και γωνία βάσης ΕΒ̂Η = 𝛿 (Π, σελ. ) και υποθέτουμε ότι τα
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ΒΕ και ΑΒ είναι στην ίδια ευθεία. Προεκτείνουμε την ΖΗ μέχρι το Θ φέρνο-
ντας την ΑΘ παράλληλη στην ΒΗ και ΕΖ (Π, σελ. ). Φέρνουμε και τη
ΘΒ. Επειδή οι παράλληλες ΑΘ και ΕΖ τέμνονται από την ΘΖ έπεται ότι
ΑΘ̂Ζ + ΘΖ̂Ε = 2 ορθές (Π, σελ. ). Άρα ΒΘ̂Η + ΗΖ̂Ε < 2 ορθές, οπότε
προεκτεινόμενες οι ΘΒ και ΖΕ τέμνονται (Αίτημα ), έστω στο σημείο Κ.
Φέρνουμε την ΚΛ παράλληλη στις ΕΑ και ΖΘ, και ας προεκταθούν οι ΗΒ
μέχρι το Μ και η ΘΑ μέχρι το Λ. Άρα το ΘΛΚΖ είναι παραλληλόγραμμο, με
διαγώνιο την ΘΚ, και έτσι σχηματίστηκαν τα παραλληλόγραμμα ΑΗ και
ΜΕ, και τα παραπληρώματα αυτών, τα ΛΒ και ΒΖ. Άρα |ΛΒ| = |ΒΖ| (Π,
σελ. ). Αλλά |ΒΖ| = |Γ|, άρα και το ΛΒ είναι ισεμβαδικό με το Γ (κ.εν.,
σελ. ). Και επειδή ΗΒ̂Ε = ΑΒ̂Μ (Π, σελ. ) και ΗΒ̂Ε = 𝛿, έπεται ότι
ΑΒ̂Μ = 𝛿.

Έτσι στη δοθείσα ευθεία ΑΒ κατασκευάστηκε παραλληλόγραμμο με ίσο
εμβαδό με το δοθέν τρίγωνο Γ και γωνία βάσης την ΑΒ̂Μ ίση με τη δοθείσα
γωνία 𝛿· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 45 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο με
δοθείσα γωνία βάσης και ίσου εμβαδού με δοθέν τετράπλευρο.
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Απόδειξη. Ας είναι ΑΒΓΔ το δοθέν τετράπλευρο και 𝜀 η δοθείσα γωνία.
Πρέπει να κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο με γωνία βάσης την 𝜀 και
εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του ΑΒΓΔ.

Ας φέρουμε την ΔΒ και ας κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο, το ΖΘ
ίσου εμβαδού με το τρίγωνο ΑΒΔ με ΘΚ̂Ζ = 𝜀 (Π, σελ. ). Κατασκευά-
ζουμε τώρα παραλληλόγραμμο με βάση την ΗΘ, το ΗΜ, ίσου εμβαδού
με το τρίγωνο ΔΒΓ και με ΗΘ̂Μ = 𝜀 (Π, σελ. ). Άρα ΘΚ̂Ζ = ΗΘ̂Μ
(κ.εν., σελ. ). Προσθέτοντας τώρα και στις δύο αυτές γωνίες την ΚΘ̂Η
προκύπτει

ΗΘ̂Μ + ΚΘ̂Η = ΘΚ̂Ζ + ΚΘ̂Η = 2 ορθές

(Π, σελ.  και κ.εν., σελ. ). Οι ΗΘ̂Μ και ΚΘ̂Η είναι εφεξής με άθροισμα
2 ορθές οπότε οτα ΚΘ και ΘΜ βρίσκονται στην ίδια ευθεία (Π, σελ. ).
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Οι παράλληλες τώρα ΚΜ και ΖΗ τέμνονται από την ΗΘ ισχύει ΜΘ̂Η =
ΘΗ̂Ζ ως εντός εναλλάξ (Π, σελ. ). Προσθέτουμε και την ΘΗ̂Λ οπότε

ΘΗ̂Ζ + ΘΗ̂Λ = ΜΘ̂Η + ΘΗ̂Λ = 2 ορθές

(Π, σελ.  και κ.εν., σελ. ). Οπότε ΘΗ̂Ζ + ΘΗ̂Λ = 2 ορθές (κ.εν.,
σελ. ), οπότε τα ΖΛ και ΗΛ βρίσκονται στην ίδια ευθεία (Π, σελ. ).

Αλλά ΖΚ = ΘΗ και ΖΚ ⫽ ΘΗ (Π, σελ. ), και ομοίως η ΘΗ με τη
ΜΛ έπεται ότι ΚΖ = ΜΛ και ΚΖ ⫽ ΜΛ (κ.εν., σελ.  και Θεώρημα ,
σελ. ). Έτσι το ΚΖΛΜ είναι παραλληλόγραμμο, και επειδή το τρίγωνο
ΑΒΔ είναι ισεμβαδικό με το παραλληλόγραμμο ΖΘ και το τρίγωνοΔΒΓ είναι
ισεμβαδικό με το παραλληλόγραμμο ΗΜ, έπεται ότι όλο το τετράπλευρο
ΑΒΓΔ είναι ισεμβαδικό με το παραλληλόγραμμο ΚΖΛΜ (κ.εν., σελ. ).

Άρα κατασκευάστηκε παραλληλόγραμμο, το ΚΖΛΜ, ισεμβαδικό με το
τετράπλευρο ΑΒΓΔ και γωνία βάσης την ΖΚ̂Μ ίση με τη γωνία 𝜀· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 46 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί τετράγωνο με βάση
δοθέν ευθύγραμμο τμήμα.
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Απόδειξη. Έστω ότι ΑΒ είναι το δοθέν ευθύγραμμο
τμήμα. Πρέπει να κατασκευαστεί τετράγωνο με αυτή
τη βάση.

Φέρνουμε την ΑΓ κάθετη στο ΑΒ στο Α (Π,
σελ. ), και θεωρούμε πάνω στην ΑΓ σημείο Δ ώστε
ΑΔ = ΑΒ (Π, σελ. ). Από το Δ φέρνουμε παράλ-
ληλη στο ΑΒ και από το Β παράλληλη στην ΑΔ (Π,
σελ. ) και ας υποθέσουμε ότι τέμνονται στο Ε. Έτσι
το ΑΔΕΒ είναι παραλληλόγραμμο, άρα ΑΒ = ΔΕ και

ΑΔ = ΒΕ (Π, σελ. ). Αλλά ΑΒ = ΑΔ και τα τέσσαρα ευθύγραμμα
τμήματα ΒΑ, ΑΔ, ΔΕ και ΕΒ είναι ίσα μεταξύ τους (κ.εν., σελ. ). Έτσι
το παραλληλόγραμμο ΑΔΕΒ είναι ισόπλευρο. Ισχυρίζομαι ότι είναι και ορ-
θογώνιο, διότι οι παράλληλες ΑΒ και ΔΕ τέμνονται από την ΑΔ και έτσι
ΒΑ̂Δ = ΑΔ̂Ε = 2 ορθές (Π, σελ. ). Η ΒΑ̂Δ είναι ορθή άρα και η ΑΔ̂Ε
είναι ορθή. Στα παραλληλόγραμμα όμως οι απέναντι πλευρές και οι απέ-
ναντι γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους (Π, σελ. ). Άρα και η ΑΒ̂Ε και η
ΒΕ̂Δ είναι ορθές, άρα το ΑΔΕΒ είναι ορθογώνιο. Και δείξαμε επιπλέον ότι
είναι και ισόπλευρο.

Άρα είναι τετράγωνο και έχει βάση την ΑΒ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 47 (Πυθαγόρειο Θεώρημα) () Στα ορθογώνια τρίγωνα το
τετράγωνο της υποτείνουσας έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των εμβαδών
των τετραγώνων των πλευρών που περιέχουν την ορθή γωνία.

Απόδειξη. Έστω ότι το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ έχει ορθή τη γωνία ΒΑ̂Γ.
Ισχυρίζομαι ότι το τετράγωνο με βάση τη ΒΓ έχει εμβαδόν ίσο με το άθροι-
σμα των εμβαδών των τετραγώνων με βάσεις τα ΒΑ και ΑΓ.

Διότι ας κατασκευαστεί το τετράγωνο της ΒΓ, έστω το ΒΓΕΔ, και από
τις ΒΑ, ΑΓ τα τετράγωνα ΗΒ και ΘΓ αντίστοιχα (Π, σελ. ). Από το Α
ας χαραχθεί η ΑΛ παράλληλη προς τις ΒΔ και ΓΕ (Π, σελ. ). Φέρνουμε
και τις ΑΔ και ΖΓ. Επειδή ΒΑ̂Γ = ΒΑ̂Η = 1 ορθή και επειδή η ΑΓ δεν είναι
στην ίδια πλευρά της ΒΑ με την ΑΗ οι προηγούμενες γωνίες είναι εφεξής
οπότε οι ΑΗ και ΑΓ βρίσκονται στην ίδια ευθεία (Π, σελ. ). Για τον
ίδιο λόγο βρίσκονται στην ίδια ευθεία και οι ΑΒ και ΑΘ.

Τώρα επειδή ΔΒ̂Γ = ΖΒ̂Α = 1 ορθή αν προσθέσουμε και στις δύο την
κοινή ΑΒ̂Γ, θα πάρουμε ότι ΔΒ̂Α = ΖΒ̂Γ (κ.εν., σελ. ). Έτσι τα τρίγωνα
ΑΒΔ και ΖΒΓ είναι ίσα γιατί έχουν δύο πλευρές ίσες (ΒΔ = ΒΓ και ΒΑ = ΖΒ)
και την περιεχόμενη γωνία ίση (Π, σελ. ). Όμως το παραλληλόγραμμο
ΒΛ έχει διπλάσιο εμβαδόν από το τρίγωνο ΑΒΔ γιατί έχουν κοινή βάση
(την ΒΔ) και βρίσκονται ανάμεσα στις ίδιες παράλληλες (τις ΒΔ ⫽ ΑΛ).
Ομοίως το τετράγωνο ΗΒ έχει εμβαδόν το διπλάσιο του τριγώνου ΖΒΓ
γιατί έχουν κοινή βάση (τη ΖΒ) και βρίσκονται μεταξύ ίδιων παραλλήλων
(των ΖΒ⫽ΗΓ). Τα διπλάσια όμως των ίσων είναι μεταξύ τους ίσα, άρα το
παραλληλόγραμμο ΒΛ και το τετράγωνο ΗΒ είναι ισεμβαδικά.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι αν φέρουμε τις ΑΕ και ΒΚ το πα-
ραλληλόγραμμο ΓΛ έχει ίσο εμβαδόν με το τετράγωνο ΘΓ.

Συνεπώς όλο το τετράγωνο ΒΔΕΓ έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα
των εμβαδών των τετραγώνων ΗΒ και ΘΓ (κ.εν., σελ. ). Και το μεν
τετράγωνο ΒΔΕΓ έχει κατασκευαστεί με βάση την ΒΓ, τα δε ΗΒ και ΘΓ
με βάση τις ΒΑ και ΑΓ. Άρα το τετράγωνο της ΒΓ έχει εμβαδόν ίσο με το
άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων των πλευρών ΒΑ και ΑΓ.

Έτσι στα ορθογώνια τρίγωνα το τετράγωνο της υποτείνουσας είναι
ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών που περιέχουν την
ορθή γωνία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 48 (Αντίστροφο του ΠυθαγορείουΘεωρήματος) ()Εάνσεένα
τρίγωνο το εμβαδόν του τετραγώνου μιας πλευράς ισούται με το άθροισμα
των εμβαδών των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, τότε η γωνία που
περιέχεται σε αυτές τις δύο πλευρές είναι ορθή.

Απόδειξη. Έστω ότι το τετράγωνο της πλευράς ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ έχει
εμβαδόν ίσο με τα τετράγωνα των πλευρών ΒΑ και ΑΓ. Ισχυρίζομαι ότι η
ΒΑ̂Γ είναι ορθή.

Διότι ας φέρουμε από το Α την ΑΔ κάθετη στην ΑΓ (Π, σελ. ), και
ας πάρουμε την ΑΔ ίση με την ΑΒ, και ας φέρουμε και την ΔΓ.

Το εμβαδόν του τετραγώνου της ΑΒ είναι ίσο με με αυτό του τετραγώ-
νου της ΔΑ (αφού αυτές είναι ίσες) και ας προσθέσουμε το εμβαδόν του τε-
τραγώνου τηςΑΓ. Με το τετράγωνο τηςΑΒ θα πάρουμε το εμβαδόν του τε-
τραγώνου της ΓΒ εξ᾽ υποθέσεως, ενώ με το τετράγωνο της ΔΑ θα πάρουμε
το εμβαδόν του τετραγώνου της ΔΓ επειδή η ΔΑ̂Γ είναι ορθή (Π, σελ. ).

Γ

Δ Β𝐴

Άρα τα τετράγωνα των ΔΓ και ΓΒ είναι ισεμβαδικά
(κ.εν., σελ. ), συνεπώς ΔΓ = ΒΓ. Και επειδή ΔΑ =
ΑΒ και ΑΓ κοινή, ισχύει ΔΑ̂Γ = ΒΑ̂Γ (Π, σελ. ).
Αλλά η ΔΑ̂Γ είναι ορθή, άρα και η ΒΑ̂Γ είναι ορθή.

Έτσι, αν το τετράγωνο μιας πλευράς ενός τριγώ-
νου έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων
των δύο άλλων πλευρών του τριγώνου, η γωνία ανά-
μεσα σε αυτές τις δυο πλευρές είναι ορθή· ὅπερ ἔδει

δεῖξαι. 



Ο πάπυρος της Γενεύης

Κάποια στιγμή στα 1882–1897 η βιϐλιοθήκη της Γενεύης αγοράζει ένα
μοναδικό εύρημα. Ένα κομμάτι παπύρου από ένα άγνωστο έργο του Πυ-
θαγόρα. Πρόκειται για αντίγραφο έργου του (όπως άλλωστε οι περισσό-
τεροι πάπυροι που έχουν σωθεί είναι αντίγραφα αρχαιότερων παπύρων)
του ου αιώνα μετά την αρχή της χριστιανικής χρονολόγισης.

Ο πάπυρος είναι από ένα έργο με γεωμετρικά προβλήματα που αναφέ-
ρεται στη χρήση του Πυθαγορείου Θεωρήματος. Ο μαθητής καθοδηγείται
να πολλαπλασιάσει το μήκος της κάθετης πλευράς ορθογωνίου τριγώ-
νου με τον εαυτό της (ώστε να υπολογίσει το τετράγωνο της πλευράς),
ομοίως για την υποτείνουσα και στη συνέχεια γίνεται η αφαίρεση και ο
υπολογισμός του μήκους της δεύτερης κάθετης πλευράς.

Το εύρημα είναι μοναδικό μια και είναι το μόνο μαθηματικό κείμενο που
έχουμε από τον Πυθαγόρα (υπάρχει και άλλο ένα με ασκήσεις γραμματι-
κής).

Ο πάπυρος δημοσιεύθηκε από τη βιϐλιοθήκη της Γενεύης περίπου έναν
αιώνα αργότερα, το 1996, και εν γένει παραμένει ακόμα άγνωστος σε
πολλούς. Αυτός είναι και ο λόγος που τον αναδημοσιεύουμε εδώ μαζί με
το κείμενό του.

Τα μεταδεδομένα του παπύρου έχουν ως εξής:
Date: 2nd century CE: CE 100–199
Provenance: Egypt—Egypt (N/A—Aegyptus) [found & written]
Language/script: Greek, drawing
Material: papyrus
Incompletely preserved
Book form: roll; columns preserved: 0
Content (beta!): geometrical problems, including theorema of Pythagoras
Authors/works: Pythagoras, Opus incertum (?) (direct attestation)
Culture & genre: science—–mathematics, geometry
Recto/Verso: Vo
Reuse type: other text(s) on the same object: TM 92766
Note: with drawings
More info: BibGenève, DCLP, HGV, MP3
Publications
P. Gen. 3 124 Vo (Schubert, Paul—1996) [default]
•Museum Helveticum 56 (1999), p. 26–32 (Sesiano, J.—1999)
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•SB 14 11973 (Rupprecht, Hans-Albert/Hengstl, Joachim—1983)
•Museum Helveticum 35 (1978), p. 233–240 (Rudhardt, Jean—1978)
Photo: Mus. Helv. 35 (1978), p. 240; Mus. Helv. 56 (1999), p. 28;
p. Gen. 3, pl. 8; C. Méla-F. Möri, Alexandrie la divine (2014), I fig. 86,
p. 409; II p. 1066
Collections → Geneva, Bibliothèque P. Gr. 259 Vo.






























Το κείμενο

Ακολουθεί το κείμενο του παπύρου. Η τελεία κάτω από ένα γράμμα
σημαίνει ότι ο πάπυρος στο σημείο του γράμματος είναι φθαρμένος και η
ανάγνωση δύσκολη ή αμφίβολη. Οι αγκύλες [ ] σημαίνουν ότι το κείμενο
που εσωκλείεται σε αυτές είναι συμπληρωμένο από τον εκδότη του πα-
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πύρου γιατί στα συγκεκριμένα σημεία ο πάπυρος είναι κατεστραμμένος.
Οι παρενθέσεις ( ) σημαίνουν ότι το εσωκλειώμενο σε αυτές κείμενο είναι
ανάπτυξη συντομογραφίας που υπάρχει στον πάπυρο. Επίσης σημειώνε-
ται ότι τα σημεία στίξης (τελεία, κόμμα και άνω τελεία) δεν είναι μέρος του
κειμένου του παπύρου αλλά τοποθετούνται εδώ για την υποβοήθηση της
ανάγνωσης. Τέλος οι αριθμοί ακολουθούν την «αλεξανδρινή» (μη αρχαιο-
ελληνική) παράδοση του Α, Β, Γ, κλπ και κάθε αριθμός εντός του κειμένου
έχει οριζόντια γραμμή πάνω του για να ξεχωρίζει. Σε κάποια σημεία εμ-
φανίζονται κάποιες πιθανώς ασαφείς λέξεις όπως το «ΙΣ» (χωρίς γραμμή
από πάνω) που είναι για τη λέξη «ΕΙΣ».

ΕΣΤΩ ΔΕ Τ̣Ρ̣[ΙΓΩΝ]Ο̣Ν̣ Ο̣Ρ̣[ΘΟ]Γ̣Ω̣[ΝΙΟ]Ν ΕΧΟΝ

ΤΗΝ ΜΕΝ ΚΑ̣Θ̣Ε̣ΤΟ[Ν] ΠΟΔ(ΩΝ) Γ, ΤΗΝ

ΔΕ ΥΠΟ̣ΤΕΙΝ̣Ο̣Υ̣ΣΑΝ Ε, ΕΥΡΕΙΝ

ΤΗΝ ΒΑΣΙΝ. ΕΥΡΗΣΟΜΕΝ ΔΕ

5 ΟΥΤΩΣ. ΤΑ Ε ΕΦ ΑΥΤΑ, ΓΙ(ΓΝΕΤΑΙ) ΚΕ·

ΚΑΙ ΤΑ Γ ΕΦ ΑΥΤΑ, ΓΙ(ΓΝΕΤΑΙ) Θ· ΚΑΙ Α

ΠΟ ΤΩΝ ΚΕ ΑΡΟΝ ΤΑ Θ, ΛΟΙΠΑ ΙΣ·

ΩΝ ΠΛΕΥΡΑ Δ. ΕΣΤΑΙ Η ΒΑ

ΣΙΣ Δ. ΟΜΟΙΩΣ ΔΕ ΚΑΙ ΕΠ ΑΛ

10 ΛΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ ΕΥΡΗΚΟΜΕΝ.

Δ

Γ
Ε

ΕΑΝ Η ΤΡΙΓΩΝΟΝ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ̣̣Ν̣

ΟΥ Η ΜΕΝ ΚΑΘΕΤΟΣ ΚΑΙ Η Υ̣ΠΟ

ΤΕΙΝΟΥΣΑ ΙΣ ΤΟ ΑΥΤΟ ΠΟΔ(ΩΝ) Η,

Η ΔΕ ΒΑΣΙΣ ΠΟΔ(ΩΝ) Δ, ΤΟΥΤΟΥ

15 ΚΑΘ ΙΔΙΑΝ ΖΗΤΗΣΟ̣Μ̣Ε[Ν]

ΤΗΝ ΤΕ ΚΑΘΕΤΟΝ ΚΑΙ ΤΗΝ

ΥΠΟΤΕΙΝΟΥΣΑΝ. ΕΥΡΗΣΟ

ΜΕΝ ΔΕ ΟΥΤΩΣ. ΤΑ Δ ΕΦ ΑΥ

ΤΑ, ΓΙ(ΓΝΕΤΑΙ) ΙΣ· ΜΕΡΙΣΟΝ ΙΣ ΤΟΝ Η̣,

20 ΓΙ(ΓΝΕΤΑΙ) Β· ΤΑ Β ΑΦΕΛΕ ΑΠ̣Ο̣ ΤΩΝ Η,

ΛΟΙΠ̣Α̣ Σ· ΩΝ ΗΜΙΣΟΥ Γ. ΕΣΤΑΙ

Η ΚΑ[ΘΕ]ΤΟΣ Γ. ΕΠΕΙΤΑ ΤΑ Γ

ΑΦΕΛ[Ε Α]ΠΟ ΤΩΝ Η, Λ̣ΟΙΠΑ Ε.

ΕΣΤ̣Α̣Ι ̣ Α̣ΡΑ Η ΥΠΟΤΕΙΝΟΥΣΑ

25 ΠΟ[Δ(ΩΝ)] Ε.

Δ

[Γ]
Ε

[ΕΑΝ Η Τ]ΡΙΓΩΝ[Ο]Ν ΟΡΘΟΓΩΝ[ΙΟΝ]

[ΟΥ Η ΜΕ]Ν̣ ΚΑΘΕΤΟΣ ΚΑΙ Η Β[ΑΣΙΣ]

[ΙΣ ΤΟ ΑΥΤ]Ο ΠΟΔ(ΩΝ) ΙΔ̣̣, Η ΔΕ ΥΠΟ[ΤΕΙ]

[ΝΟΥΣΑ ΠΟ]Δ(ΩΝ) Ι,̣ ΕΥΡΕΙΝ Τ[ΗΝ ΤΕ]

30 [ΚΑΘΕΤΟΝ ΚΑΘ ΙΔ]ΙΑ̣Ν ΚΑΙ Τ̣[ΗΝ]

[ΒΑΣΙΝ. ΕΥΡΗΣΟ]ΜΕΝ ΔΕ [ΟΥ]

[ΤΩΣ. ΤΑ Ι ΕΦ Α]ΥΤΑ, Ρ̣ [ . . . . . . . . . . . . . . . ]

[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

[ . . . . . . ] ̣[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

35 ̣Α ̣[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

Π̣ΛΗ ̣[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

ΤΑΥΤΑ [ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

ΛΟΙΠ ̣[ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

ΕΣΤΑΙ [ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]

40 ΑΦΕΛ̣[Ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ]



 Ο πάπυρος της Γενεύης

Ο πάπυρος ασχολείται με τρία προβλήματα. Δεν επιλέξαμε να γρά-
ψουμε δίπλα γραμμή-γραμμή την απόδοση στα νεοελληνικά γιατί το δεύ-
τερο πρόβλημα είναι περίπλοκο.

Πρόβλημα 1 Έστω ένα ορθογώνιο τρίγωνο που έχει την κατακόρυφη
διάστασή του 3 πόδια και την υποτείνουσα του 5, βρείτε τη βάση.

Λύση: Τη βρίσκουμε ως εξής: Το 5 επί τον εαυτό του 25. Το 3 επί τον
εαυτό του 9. Αφαιρούμε από το 25 το 9, υπόλοιπο 16. Άρα η πλευρά
(στμ: του τετραγώνου που αντιστοιχεί, δηλαδή η τετραγωνική ρίζα) είναι
4. Είναι η βάση 4. Όμοια το βρίσκουμε και με άλλους αριθμούς. 

Πρόβλημα 2 Αν έχουμε ένα ορθογώνιο τρίγωνο του οποίου η κατακόρυφη
διάσταση και η υποτείνουσα είναι μαζί 8 πόδια και η βάση, 4 πόδια, θα βρούμε
τα αντίστοιχα μήκη της κατακόρυφης πλευράς του και της υποτείνουσας του.

Λύση: Θα τα βρούμε ως εξής. Τα 4, πολλαπλασιαζόμενα με τον εαυτό
τους, είναι 16. Διαιρέστε με το 8, που κάνει το 2. Αφαιρέστε το 2 από
το 8, το υπόλοιπο 6—μισό του οποίου είναι το 3. Η κάθετη πλευρά θα
είναι 3. Στη συνέχεια αφαιρέστε τα 3 από τα 8 υπόλοιπα 5. Επομένως, η
υποτείνουσα θα είναι 5 πόδια. 

Εδώ ο Πυθαγόρας φαίνεται να κάνει περίπλοκους υπολογισμούς. Αν
τους παρακολουθήσει όμως κανείς χρησιμοποιώντας μεταβλητές 𝛼, 𝛽, 𝛾
για τις πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου με υποτείνουσα το 𝛼, για να
βρει την 𝛽 γνωρίζοντας το 𝛼 + 𝛽 και το 𝛾, χρησιμοποιεί τον τύπο

𝛽 = 1
2 (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 2

𝛼 + 𝛽) ,
ο οποίος είναι ισοδύναμος με το Πυθαγόρειο Θεώρημα 𝛼2 = 𝛽2 + 𝛾 2 !
Πράγματι, οι παρακάτω είναι ισοδύναμες:

𝛽 = 1
2 (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 2

𝛼 + 𝛽)
2𝛽(𝛼 + 𝛽) = (𝛼 + 𝛽)2 − 𝛾 2

𝛾 2 = (𝛼 + 𝛽)2 − 2𝛽(𝛼 + 𝛽)
𝛾 2 = (𝛼 + 𝛽)(𝛼 + 𝛽 − 2𝛽)
𝛾 2 = (𝛼 + 𝛽)(𝛼 − 𝛽)
𝛾 2 = 𝛼2 − 𝛽2

𝛽2 + 𝛾 2 = 𝛼2

Παρατηρήστε ότι εδώ ο Πυθαγόρας μάς λέει (ως συνέπεια) ότι αν γνω-
ρίζουμε το άθροισμα της υποτείνουσας με μια από τις καθέτους δεν χρεια-
ζόμαστε την έννοια της τετραγωνικής ρίζας για να υπολογίσουμε την
κάθετο !

Εξ᾽ αυτού, μπορούμε να βρούμε όσες Πυθαγόρειες τριάδες θέλουμε χωρίς
να είναι η μία πολλαπλάσια της άλλης και χωρίς ποτέ να χρειαστούμε



Ο πάπυρος της Γενεύης 

τετραγωνική ρίζα. Για παράδειγμα αν θέσουμε 𝛼 + 𝛽 = 12 και 𝛾 = 4
θα προκύψει 𝛽 = 16/3 και 𝛼 = 20/3, και πολλαπλασιάζοντας όλες τις
πλευρές με 3παίρνουμε την Πυθαγόρεια τριάδα 12, 16, 20. Ενώ αν 𝛼+𝛽 = 11
και 𝛾 = 4 θα πάρουμε 𝛽 = 105/22, 𝛼 = 137/22, και πολλαπλασιάζοντας
με 22 θα πάρουμε την Πυθαγόρεια τριάδα 88, 105, 137.

Πώς όμως βρήκε ο Πυθαγόρας τον τύπο

𝛽 = 1
2 (𝛼 + 𝛽 − 𝛾 2

𝛼 + 𝛽) ;

Το δημοσιευμένο σχήμα είναι κατά πάσα πιθανότητα λάθος, αφού δεν
εξηγεί τον παραπάνω τύπο. Μια πιο προσεκτική εξέταση του παπύρου
δείχνει ότι στην πραγματικότητα φαίνεται ένα τμήμα του παρακάτω σχή-
ματος:

𝛽 𝛾
𝛼

𝛼 + 𝛽

𝛽

𝛼

𝛼−
𝛽

𝛼

Α

Γ

Β Λ

Θ Η

ΖΕΔ

Μ

Κ

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα αν αφαιρέσω από το τετράγωνο του 𝛼
(μπλε) το τετράγωνο του 𝛽 (κόκκινο) πρέπει να μείνει εμβαδόν ίσο με το
τετράγωνο του 𝛾, δηλαδή αυτό είναι το εμβαδόν του ΔΕΛΚΜΓ. Αλλά το
εμβαδόν του ΔΕΛΚΜΓ είναι ίσο με το εμβαδόν του παραλληλογράμμου
ΔΖΗΓ γιατί ισχύει ΕΖΗΘ = ΚΛΘΜ. Πράγματι αυτά είναι ίσα αφού ΚΛ =
𝛼 − 𝛽 = ΕΘ και ΘΛ = 𝛽 = ΘΗ. Άρα το παραλληλόγραμμο ΔΖΗΓ έχει
εμβαδόν το τετράγωνο του 𝛾 και πλευρές 𝛼 + 𝛽 και 𝛼 − 𝛽. Έτσι

𝛾 2
𝛼 + 𝛽 = |ΔΖΗΒ|

𝛼 + 𝛽 = 𝛼 − 𝛽.

Συνεπώς

1
2 ((𝑎 + 𝑏) − 𝛾 2

𝛼 + 𝛽) = 1
2((𝛼 + 𝛽) − (𝛼 − 𝛽)) = 1

22𝛽 = 𝛽.
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Πρόβλημα 3 Αν έχουμε ένα τρίγωνο ορθογώνιο του οποίου η κάθετη
πλευρά και η βάση μαζί είναι 14 πόδια και η υποτείνουσα 10 πόδια, βρείτε τα
αντίστοιχα μήκη της κάθετης πλευράς και της βάσης.

Λύση: Θα τα βρούμε ως εξής. Τα 10, πολλαπλασιασμένα με τον εαυτό
τους, 100 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ο πάπυρος εδώ είναι κατεστραμμένος και η απόδειξη δεν μπορεί να
ανακατασκευαστεί. Εδώ παρουσιάζουμε τη λύση του προβλήματος στο
πνεύμα της λύσης του ου προβλήματος θεωρώντας ότι ακόμα και αν δεν
είναι ακριβής αναπαραγωγή είναι σίγουρα κοντά.

𝛾
𝛽 + 𝛾

𝛽

𝛽+
𝛾

𝛾

𝛼

Α

Γ

Β Λ

Η

ΖΕΔ

Μ

Από το Πυθαγόρειο θεώρημα το τετράγωνο του 𝛼 είναι ίσο με το
άθροισμα του τετραγώνου του 𝛽 (του ΜΗΛΒ) και του τετραγώνου του 𝛾
(του ΔΕΜΓ) δηλαδή τα δύο κόκκινα τετράγωνα του σχήματος. Αν από το
τετράγωνο της 𝛽+𝛾 (μπλε τετράγωνο) αφαιρέσουμε λοιπόν το τετράγωνο
του 𝛼 θα μείνουν τα παραλληλόγραμμα ΑΒΜΓ και ΕΖΗΜ. Καθένα από αυτά
έχει εμβαδόν 𝛽𝛾, άρα από την παραπάνω αφαίρεση μένει εμβαδόν ίσο με
2𝛽𝛾. Συνεπώς η διαίρεση με το 𝛾 δίνει 2𝛽 και το μισό αυτού είναι το 𝛽.
Αφαιρώντας από το 𝛽 + 𝛾 προκύπτει το 𝛾.

Αλγεβρικά ο τύπος για το 𝛽 είναι

𝛽 = 1
2
(𝛽 + 𝛾)2 − 𝛼2

𝛾 ,

ο οποίος βεβαίως είναι ισοδύναμος με το Πυθαγόρειο Θεώρημα.



Βιβλίο 2ο

Προλεγόμενα των μεταφραστών

Στο εξής για απλοποίηση της παρουσίασης διάφορων αποδείξεων θα υιο-
θετήσουμε τον συμβολισμό του 𝛼2 για το εμβαδόν του τετραγώνου με
πλευρά 𝛼. Δηλαδή το 𝛼2 δεν σημαίνει εκ των προτέρων 𝛼 ⋅ 𝛼 αλλά το
εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά 𝛼. Το ότι αυτό το εμβαδόν κατα-
μετράται με ένα γινόμενο 𝛼 ⋅ 𝛼 είναι κατοπινό θέμα που δεν μας αφορά
προς το παρόν. Ομοίως και για ευθύγραμμα τμήματα: το ΑΒ2 σημαίνει
«το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά ΑΒ».

Ομοίως υιοθετούμε και τον συμβολισμό 𝛼𝛽 για το εμβαδόν ορθογωνίου
παραλληλεπιπέδου με πλευρές 𝛼 και 𝛽. Το ίδιο και για ευθύγραμμα τμή-
ματα: το ΑΒ ⋅ ΓΔ σημαίνει «το εμβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράμ-
μου με πλευρές ΑΒ και ΓΔ», και δεν αποτελεί προσπάθεια καταμέτρησης
του εμβαδού.

Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Κάθε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο λέμε ότι περιέχεται μεταξύ των
δυο πλευρών του (στο εξής θα λέμε ότι «έχει πλευρές») που σχη-
ματίζουν μια ορθή γωνία.

(oρ. 2) Αν από ένα τυχαίο σημείο της διαγωνίου (αλλά όχι άκρο της) ενός
παραλληλογράμμου φέρουμε τις παράλληλες προς τις πλευρές του
τότε το ένα από τα δυο παραλληλόγραμμα που σχηματίζονται με
διαγώνιες τμήματα της διαγωνίου του αρχικού παραλληλογράμ-
μου μαζί με τα δυο παραπληρώματα λέγεται «γνώμονας».





 Μέρος Ι

Α

Δ Γ

Ε

Β

Η

Ζ

Προτάσεις και Θεωρήματα

Πρόταση 1 () Έστω δυο ευθύγραμμα τμήματα από τα οποία το ένα έχει
διαιρεθεί σε οσαδήποτε τμήματα. Τότε το εμβαδόν του ορθογώνιου που έχει
τις πλευρές του ίσες με τα δυο ευθύγραμμα τμήματα είναι ίσο με το άθροισμα
των εμβαδώντωνορθογωνίωνπου έχουνπλευρές ίσες με το ευθύγραμμοτμήμα
που δεν έχει διαιρεθεί και τα τμήματα στα οποία έχει διαιρεθεί το άλλο.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα ευθύγραμμα τμήματα 𝛼 και ΒΓ και έστω Δ, Ε
τυχόντα σημεία του ΒΓ που το διαιρούν στα τμήματα ΒΔ, ΔΕ και ΕΓ.
Ισχυρίζομαι ότι το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼 και ΒΓ έχει εμβαδόν ίσο με
το άθροισμα των εμβαδών των τριών ορθογωνίων με πλευρές αντίστοιχα
στις 𝛼 και ΒΔ, 𝛼 και ΔΕ, 𝛼 και ΕΓ.

Β Δ Ε Γ

ΘΛΚΖ

𝛼

𝛼 Από το Β φέρνουμε την κάθετη προς τη ΒΓ
(Β, Π, σελ. ) και παίρνουμε σε αυτή το Η
ώστε ΒΗ = 𝛼. Από το Η φέρνουμε την ΗΘ πα-
ράλληλη προς τη ΒΓ (Β, Π, σελ. ) ενώ από
τα σημεία Δ, Ε και Γ φέρουμε τις ΔΚ, ΕΛ και ΓΘ
αντίστοιχα παράλληλες προς την ΒΗ.

Τότε

|ΒΓΘΗ| = |ΒΔΚΗ| + |ΔΕΛΚ| + |ΕΓΘΛ|

Όμως το ΒΓΘΗ έχει πλευρές ίσες με 𝛼 και ΒΓ καθώς ΒΗ = 𝛼 και το ΒΔΖΚ
έχει πλευρές ίσες με 𝛼 και ΒΔ καθώς ΒΗ = 𝛼. Το ΔΕΛΚ πάλι έχει τις πλευρές
του ίσες με 𝛼 και ΔΕ γιατί ΔΚ = ΒΗ = 𝛼 (Β, Π, σελ. ) και όμοια το
ΕΓΘΛ έχει πλευρές ίσες με 𝛼 και ΕΓ.

Συνεπώς, 𝛼 ⋅ ΒΓ = 𝛼 ⋅ ΒΔ + 𝛼 ⋅ ΔΕ + 𝛼 ⋅ ΕΓ. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 2 () Αν ένα τυχόν σημείο διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δυο
άλλα τμήματα, τότε το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά ίση με το αρχικό
ευθύγραμμο τμήμα είναι ίσο με τοάθροισμα των εμβαδών των δυο ορθογωνίων
με πλευρές ίσες με το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και τα τμήματα στα οποία
αυτό έχει διαιρεθεί.
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Α

Δ

ΒΓ

ΕΖ

Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ
και έστω Γ ένα τυχόν σημείο του που το διαι-
ρεί στα τμήματα ΑΓ και ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι
το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου με
πλευρές ίσες με ΑΒ και ΒΓ και του ορθογωνίου
με πλευρές ίσες με ΒΑ και ΑΓ είναι ίσο με το
εμβαδό του τετραγώνου πλευράς ίσης με ΑΒ.

Με πλευρά ΑΒ κατασκευάζουμε το τετρά-
γωνο ΑΔΕΒ (Β, Π, σελ. ) και από το Γ
φέρνουμε τη ΓΖ παράλληλη προς τις ΑΔ και ΒΕ (Β, Π, σελ. ). Τότε
ισχύει

|ΑΔΕΒ| = |ΑΔΖΓ| + |ΓΖΕΒ|
= ΑΔ ⋅ ΑΓ + ΒΕ ⋅ ΒΓ
= ΑΒ ⋅ ΑΓ + ΑΒ ⋅ ΒΓ,

αφού ΑΔ = ΒΕ = ΑΒ, (Β, Ορ, σελ. ). Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο
τμήμα διαιρεθεί σε δυο τμήματα από ένα σημείο του, τότε το άθροισμα
των εμβαδών των ορθογωνίων με πλευρές ίσες με το αρχικό ευθύγραμμο
τμήμα και τα τμήματα στα οποία έχει διαιρεθεί είναι ίσο με το εμβαδόν
του τετραγώνου με πλευρά ίση με το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Αν ένα τυχόν σημείο διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε
δυο τμήματα 𝛼 και 𝛽, τότε το εμβαδόν του ορθογωνίου με πλευρές ίσες με το
αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και το 𝛼 είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών του
ορθογωνίου με πλευρές ίσες με τα 𝛼 και 𝛽 και του τετραγώνου πλευράς ίσης
με 𝛼.
Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και έστω Γ ένα τυχόν σημείο
του που το διαιρεί στα τμήματα ΑΓ = 𝛽 και ΓΒ = 𝛼. Ισχυρίζομαι ότι το
ορθογώνιο με πλευρές ίσες με τα ΑΒ και ΒΓ έχει εμβαδό ίσο με το άθροισμα
των εμβαδών του ορθογωνίου με πλευρές ίσες με τα ΑΓ και ΓΒ και του
τετραγώνου πλευράς ίσης με ΒΓ.

Με πλευρά ίση με ΒΓ κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΓΔΕΒ (Β, Π,
σελ. ) και από το Α φέρνουμε την παράλληλη προς το ΓΕ και ΒΔ που
τέμνει την προέκταση της ΕΔ στο Ζ.

Α

Δ

ΒΓ

ΕΖ

𝛽 𝛼Τότε ισχύει |ΑΕ| = |ΑΔ| + |ΓΕ|
Αλλά το ορθογώνιο ΑΕ έχει πλευρές ίσες με

ΑΒ και ΒΓ καθώς ΒΕ = ΒΓ, το ορθογώνιο ΑΔ
έχει τις πλευρές του αντίστοιχα ίσες με ΑΓ και
ΒΓ καθώς ΓΔ = ΓΒ ενώ το ορθογώνιο ΓΕ είναι
τετράγωνο πλευράς ΒΓ.



 Μέρος Ι

Συνεπώς, το ορθογώνιο με πλευρές ίσες με
ΑΒ και ΒΓ έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου
με πλευρές ίσες με ΑΓ και ΓΒ και του τετραγώνου πλευράς ΒΓ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 4 (Τετράγωνο αθροίσματος: (𝛼+𝛽)2 = 𝛼2+2𝛼𝛽+𝛽2) ()Αν
ένα τυχόν σημείο διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δυο τμήματα 𝛼 και 𝛽, τότε
το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης με το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα
είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των δυο τετραγώνων με πλευρές ίσες με
𝛼 και 𝛽 αντίστοιχα και το διπλάσιο του εμβαδού του ορθογωνίου με πλευρές
ίσες με 𝛼 και 𝛽.
Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και έστω Γ ένα τυχόν σημείο
του που το διαιρεί στα τμήματα ΑΓ = 𝛼 και ΓΒ = 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι

ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΓΒ2 + 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΓΒ
Α

Δ

ΒΓ

ΕΖ

Θ Η Κ

𝛼 𝛽 Με πλευρά ίση με ΑΒ κατασκευάζουμε το
τετράγωνο ΑΔΕΒ (Β, Π, σελ. ) και φέρ-
νουμε την ΒΔ. Από το Γ φέρνουμε την ΓΖ πα-
ράλληλη στις ΑΔ και ΕΒ (Β, Π, σελ.  και
Π, σελ. ) ενώ από το Η φέρνουμε την ΘΚ
παράλληλη στις ΑΒ και ΔΕ.

Επειδή ΓΖ ⫽ ΑΔ που τέμνονται από την ΒΔ
έπεται ότι

ΓΗ̂Β = ΑΔ̂Β
ως εκτός-εντός και απέναντι (Β, Π, σελ. ). Αλλά ΑΔ̂Β = ΑΒ̂Δ καθώς
ΒΑ = ΑΔ (Β, Π, σελ. ). Έτσι, ΓΗ̂Β = ΗΒ̂Γ και άρα ΒΓ = ΓΗ (Β, Π,
σελ. ). Αλλά ΓΒ = ΗΚ και ΓΗ = ΚΒ (Β, Π, σελ. ) και επομένως το
ΓΗΚΒ είναι ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι ότι το ΓΗΚΒ είναι και ορθογώνιο. Επειδή ΓΗ ⫽ ΒΚ που
τέμνονται από την ΒΓ είναι ΚΒ̂Γ + ΒΓ̂Η = 2 ορθές (Β, Π, σελ. )
και καθώς ΚΒ̂Γ = 1 ορθή έπεται ότι και ΒΓ̂Η = 1 ορθή. Τότε όμως και οι
απέναντι γωνίες ΓΗ̂Κ και ΗK̂Β θα είναι ορθές (Β, Π, σελ. ). Άρα το ΓΚΗΒ
είναι ορθογώνιο και καθώς είναι και ισόπλευρο έπεται ότι είναι τετράγωνο
με πλευρά ίση με ΒΓ. Ομοίως αποδεικνύεται ότι και το ορθογώνιο ΘΖ είναι
τετράγωνο πλευράς ίσης με ΑΓ καθώς ΘΗ = ΑΓ (Β, Π, σελ. ).

Στην συνέχεια παρατηρούμε ότι το ορθογώνιο ΑΗ έχει πλευρές ίσες
με ΑΓ και ΓΒ καθώς ΗΓ = ΓΒ και είναι ισεμβαδικό με το ΗΕ (Β, Π,
σελ. ). Άρα και το ΗΕ έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΓ και ΓΒ, οπότε
ισχύει |ΑΗ| + |ΗΕ| = 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΓΒ

Για το εμβαδόν του τετραγώνου ΑΔΕΒ πλευράς ίσης με ΑΒ ισχύει όμως
ότι

|ΑΔΕΒ| = |ΘΖ| + |ΓΚ| + |ΑΗ| + |ΗΕ|
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και άρα από τα προηγούμενα προκύπτει ότι

ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΓΒ2 + 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΓΒ

Συνεπώς, αν ένα τυχόν σημείο διαιρεί ένα ευθύγραμμο τμήμα σε δυο
τμήματα, τότε το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης με το αρχικό
ευθύγραμμο τμήμα είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των δυο τε-
τραγώνων με πλευρές αντίστοιχα ίσες με τα δυο τμήματα στα οποία έχει
διαιρεθεί το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και το διπλάσιο του εμβαδού του
ορθογωνίου με πλευρές ίσες με τα δυο αυτά τμήματα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 1 Ως εκ τούτου είναι φανερό ότι στα τετράγωνα τα παραλληλό-
γραμμα περί την διαγώνιο είναι και αυτά τετράγωνα (στμ: εννοεί τα ΒΓΗΚ
και ΔΖΗΘ). 

Πρόταση 5 (Διαφορά τετραγώνων: (𝛼+𝛽)(𝛼−𝛽) = 𝛼2−𝛽2, με 𝛼 = ΑΓ,
𝛽 = ΓΔ) () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρείται από το μέσο του σε
δυο ίσα τμήματα και από ένα άλλο σημείο του σε δυο άνισα τμήματα τότε
το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου με πλευρές ίσες με τα άνισα αυτά
τμήματα και του τετραγώνου πλευράς ίσης με το τμήμα που έχει άκρα τα δυο
σημεία είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης με το μισό του
αρχικού ευθυγράμμου τμήματος.

Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που διαιρείται σε δυο ίσα
τμήματα ΑΓ = ΓΒ από το μέσο του Γ και σε δυο άνισα τμήματα ΑΔ και
ΔΒ από ένα άλλο σημείο του Δ.

Με πλευρά ΓΒ κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΓΒΖΕ (Β, Π, σελ. )
και φέρνουμε την ΒΕ. Από το Δ φέρνουμε την ΔΗ παράλληλη στις ΓΕ και ΒΖ,
ενώ από το σημείο τομής Θ των ΔΗ και ΒΕ φέρνουμε την ΚΜ παράλληλη
στις ΑΒ και ΕΖ. Τέλος από το Α φέρνουμε την ΑΚ παράλληλη στις ΓΛ και
ΒΜ.
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Τότε, τα παραπληρώματα ΓΘ και ΘΖ είναι
ισεμβαδικά (Β, Π, σελ. ) δηλαδή |ΓΘ| =
|ΘΖ|. Προσθέτοντας το εμβαδόν του ΔΜ προκύ-
πτει ότι|ΓΘ|+|ΔΜ| = |ΘΖ|+|ΔΜ| ή |ΓΜ| = |ΔΖ|.

Αλλά |ΓΜ| = |ΑΛ| καθώς ΓΒ = ΑΓ και άρα
|ΑΛ| = |ΔΖ|.

Προσθέτοντας το εμβαδόν του ΓΘ παίρνουμε |ΑΛ|+|ΓΘ| = |ΔΖ|+|ΓΘ|
ή |ΑΘ| = |ΔΖ| + |ΓΘ|.
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Ο πάπυρος της Οξυρρύγχου με την Πρόταση . [πηγή: Wikipedia]

Τα ΔΖ και ΓΘ αποτελούν τον γνώμονα ΟΝΞ, δηλαδή το πολυγωνικό
χωρίο ΓΛΘΗΖΒ και έτσι |ΑΘ| = |ΓΛΘΗΖΒ| από όπου προσθέτοντας το
εμβαδόν του ΛΗ προκύπτει ότι |ΑΘ| + |ΛΗ| = |ΓΛΘΗΖΒ| + |ΛΗ|.

Το ΓΛΘΗΖΒ όμως μαζί με το ΛΗ αποτελούν το τετράγωνο ΓΒΖΕ και
επομένως |ΑΘ| + |ΛΗ| = |ΓΒΖΕ|.

Δηλαδή το τετράγωνο ΓΒΖΕ έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των
εμβαδών του ορθογωνίου ΑΘ που έχει πλευρές ίσες με ΑΔ και ΔΒ (καθώς
ΔΘ = ΔΒ) και του τετραγώνου ΛΗ πλευράς ίσης με ΓΔ (καθώς ΑΘ = ΓΔ).

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί από ένα σημείο του σε
δυο ίσα τμήματα και από ένα άλλο σημείο του σε δυο άνισα τμήματα τότε
το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου με πλευρές ίσες με τα άνισα
αυτά τμήματα και του τετραγώνου πλευράς ίσης με το τμήμα που έχει
άκρα τα δυο σημεία είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης
με το μισό του αρχικού ευθυγράμμου τμήματος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 (Επίλυση της δευτεροβάθμιας εξίσωσης 𝑥2+𝛼𝑥+𝛾 = 0 με λύση
𝑥 = 𝛽 εφόσον 𝛾 = (𝛼/2)2 − (𝛽 + 𝛼/2)2) () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα
𝛼 προεκταθεί κατά τμήμα 𝛽 τότε το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου
που έχει τις πλευρές του ίσες με 𝛼+𝛽 και 𝛽 και του τετραγώνου πλευράς ίσης
με 𝛼/2 είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης με (𝛼/2) + 𝛽.
Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ = 𝛼 και έστω Γ το μέσο
του. Προεκτείνουμε το ΑΒ κατά ΒΔ = 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα
των εμβαδών του ορθογώνιου που έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΔ και
ΔΒ και του τετραγώνου πλευράς ίσης με ΒΓ είναι ίσο με το εμβαδόν του
τετραγώνου πλευράς ίσης με ΓΔ.
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Με πλευρά ΓΔ κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΓΕΖΔ και φέρνουμε την
ΔΕ. Από το Β φέρνουμε την ΒΗ παράλληλη στις ΕΓ και ΔΖ και από το
σημείο τομής Θ των ΒΗ και ΔΕ φέρνουμε την ΚΜ παράλληλη στις ΑΒ και
ΕΖ που τέμνει την ΓΕ στο Λ. Τέλος από το Α φέρνουμε την ΑΚ παράλληλη
στις ΓΕ και ΔΜ.
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𝛼 𝛽Επειδή ΑΓ = ΓΒ έπεται ότι τα ορθογώνια
παραλληλόγραμμα ΑΛ και ΓΘ είναι ισεμβα-
δικά δηλαδή |ΑΛ| = |ΓΘ|. Όμως |ΓΘ| = |ΘΖ|
(Β, Π, σελ. ) και άρα |ΑΛ| = |ΘΖ|.

Προσθέτοντας σε κάθε μέλος το εμβαδόν
του ΓΜ παίρνουμε |ΑΛ|+ |ΓΜ| = |ΘΖ|+ |ΓΜ|
ή |ΑΜ| = |ΘΖ| + |ΓΜ|.

Αλλά τα ΘΖ και ΓΜ αποτελούν τον γνώμονα ΝΞΟ, δηλαδή το πολυ-
γωνικό χωρίο ΓΔΖΗΘΛ οπότε |ΑΜ| = |ΓΔΖΗΘΛ|.

Προσθέτοντας το εμβαδόν τουΛΗπροκύπτει |ΑΜ|+|ΛΗ| = |ΓΔΖΗΘΛ|+
|ΛΗ|.

Όμως το ΓΔΖΗΘΛ μαζί με το τετράγωνο ΛΗ αποτελούν το τετράγωνο
ΓΔΖΕ και άρα |ΑΜ| + |ΛΗ| = |ΓΔΖΕ|.

Δηλαδή το τετράγωνο ΓΔΖΕ πλευράς ίσης με ΓΔ έχει εμβαδόν ίσο με
το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου ΑΜ που έχει πλευρές ίσες με
ΑΔ, ΔΒ (καθώς ΔΜ = ΔΒ) και του τετραγώνου ΛΗ πλευράς ίσης με ΒΓ.

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα που έχει διαιρεθεί σε δυο ίσα τμή-
ματα από το μέσο του προεκταθεί κατά ένα άλλο τμήμα τότε το άθροισμα
των εμβαδών του ορθογωνίου του οποίου η μια πλευρά είναι ίση με το
άθροισμα του αρχικού ευθυγράμμου τμήματος και του τμήματος κατά το
οποίο αυτό προεκτάθηκε και η άλλη πλευρά του είναι ίση με το τμήμα
κατά το οποίο προεκτάθηκε το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και του τετρα-
γώνου πλευράς ίσης με το μισό του αρχικού ευθυγράμμου τμήματος είναι
ίσο με το εμβαδό του τετραγώνου πλευράς ίσης με το άθροισμα του μι-
σού του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος και του τμήματος κατά το οποίο
αυτό προεκτάθηκε· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 (Τετράγωνο διαφοράς: (𝛾 − 𝛼)2 = 𝛾 2 + 𝛼2 − 2𝛾𝛼, εδώ με
𝛾 = 𝛼+𝛽) () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί τυχαία από ένα σημείο
του σε δυο τμήματα 𝛼 και 𝛽 τότε το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων
πουέχουντιςπλευρέςτουςαντίστοιχα ίσεςμε𝛼+𝛽 και𝛼είναι ίσομετοάθροισμα
του διπλασίου του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει τις πλευρές του ίσες με
𝛼 + 𝛽 και 𝛼 και του τετραγώνου πλευράς ίσης με 𝛽.
Απόδειξη. Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που διαιρείται τυχαία από ένα
σημείο του Γ στα τμήματα ΑΓ = 𝛼 και ΓΒ = 𝛽.

Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές
ίσες με ΑΒ και ΒΓ είναι ίσο με το άθροισμα του διπλασίου του εμβαδού



 Μέρος Ι

του ορθογωνίου που τις πλευρές του ίσες με ΑΒ και ΒΓ και του εμβαδού
του τετραγώνου πλευράς ίσης με ΓΑ.

Με πλευρά ΑΒ κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΑΒΕΔ και φέρνουμε τη
διαγώνιο ΒΔ. Από το Γ φέρνουμε την ΓΝ παράλληλη στις ΒΕ και ΑΔ, ενώ
από το σημείο τομής Η των ΓΝ και ΒΔ φέρνουμε την παράλληλη στις ΑΒ
και ΔΕ που τέμνει τις ΑΔ και ΒΕ στα Θ και Ζ αντίστοιχα.
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𝛼 𝛽 Τότε τα ορθογώνια ΑΗ και ΗΕ είναι ισεμ-
βαδικά (Β, Π, σελ. ) δηλαδή |ΑΗ| = |ΗΕ|
οπότε προσθέτοντας το εμβαδόν του τετραγώ-
νου ΓΖ παίρνουμε |ΑΗ| + |ΓΖ| = |ΗΕ| + |ΓΖ| ή
|ΑΖ| = |ΓΕ|. Συνεπώς, |ΑΖ| + |ΓΕ| = 2 ⋅ |ΑΖ|.

Αλλά το άθροισμα των εμβαδών των ορθο-
γωνίων ΑΖ και ΓΕ είναι ίσο με το άθροισμα των
εμβαδών του γνώμονα ΚΛΜ (δηλαδή του πολυ-
γωνικού χωρίου ΑΒΕΝΗΘ) και του τετραγώνου

ΓΖ δηλαδή |ΑΖ| + |ΓΕ| = |ΑΒΕΝΗΘ| + |ΓΖ| και έτσι από την παραπάνω
σχέση προκύπτει ότι |ΑΒΕΝΗΘ| + |ΓΖ| = 2 ⋅ |ΑΖ|.

Προσθέτοντας τώρα το εμβαδόν του ΔΗ παίρνουμε |ΑΒΕΝΗΘ|+ |ΓΖ|+
|ΔΗ| = 2 ⋅ |ΑΖ| + |ΔΗ|.

Όμως το ΑΒΕΝΗΘ μαζί με το τετράγωνο ΔΗ αποτελούν το τετράγωνο
ΑΒΕΔ και έτσι |ΑΒΕΔ| + |ΓΖ| = 2 ⋅ |ΑΖ| + |ΔΗ|.

Ώστε, το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές ίσες
με ΑΒ και ΓΒ είναι ίσο με το άθροισμα του διπλασίου του εμβαδού του
ορθογωνίου ΑΖ που έχει πλευρές ίσες με ΑΒ και ΒΓ (καθώς ΒΓ = ΒΖ) και
του τετραγώνου ΔΗ πλευράς ίσης με ΑΓ (καθώς ΘΗ = ΑΓ).

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε δυο τμήματα από ένα
σημείο του τότε το άθροισμα των εμβαδών του τετραγώνου πλευράς ίσης
με το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και του τετραγώνου πλευράς ίσης με το
ένα από τα δυο τμήματα στα οποία έχει διαιρεθεί το αρχικό ευθύγραμμο
τμήμα είναι ίσο με το άθροισμα του διπλασίου του εμβαδού του ορθο-
γωνίου που έχει τη μια πλευρά του ίση με το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα
και την άλλη ίση με το ένα από τα δυο τμήματα στα οποία έχει διαιρεθεί
το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα (και μάλιστα αυτό με το οποίο είναι ίση η
πλευρά του τετραγώνου που αναφέρεται παραπάνω) και του εμβαδού
του τετραγώνου πλευράς ίσης με το δεύτερο τμήμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 8 (Πολική ταυτότητα: 𝛾𝛽 = ((𝛾+𝛽)2−(𝛾−𝛽)2)/4 από όπου
√𝛾𝛽 ≤ (𝛾 + 𝛽)/2, εδώ με 𝛾 = 𝛼 + 𝛽) () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα
διαιρεθεί τυχαία από ένα σημείο του σε δυο τμήματα 𝛼 και 𝛽 τότε το άθροισμα
του τετραπλασίου του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει τις πλευρές του ίσες
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με 𝛼 + 𝛽 και 𝛽 και του εμβαδού του τετραγώνου πλευράς ίσης με 𝛼 είναι ίσο
με το εμβαδό του τετραγώνου πλευράς ίσης με (𝛼 + 𝛽) + 𝛽.
Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και το τυχόν σημείο του
Γ που το διαιρεί στα τμήματα ΑΓ = 𝛼 και ΓΒ = 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι το
άθροισμα του τετραπλασίου του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει τις
πλευρές του ίσες με ΑΒ και ΒΓ και του εμβαδού του τετραγώνου πλευράς
ίσης με ΑΓ είναι ίσο με το εμβαδό του τετραγώνου πλευράς ίσης με ΑΒ+ΒΓ.

Προεκτείνουμε το ΑΒ κατά τμήμα ΒΔ = ΒΓ και με πλευρά ΑΔ κατα-
σκευάζουμε το τετράγωνο ΑΔΖΕ. Φέρνουμε την διαγώνιο ΔΕ και τις ΓΘ
και ΒΛ παράλληλες στις ΑΕ και ΔΖ που τέμνουν την ΔΕ στα Π και Κ
αντίστοιχα. Τέλος, από τα Π και Κ φέρνουμε τις ΞΟ και ΜΝ αντίστοιχα,
παράλληλες στις ΑΔ και ΕΖ.
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Επειδή ΓΒ = ΒΔ, ΓΒ = ΗΚ και ΒΔ = ΚΝ
έπεται ότι ΗΚ = ΚΝ. Ομοίως αποδεικνύεται
και ότι ΠΡ = ΡΟ.

Ακόμα, επειδή ΒΓ = ΒΔ και ΗΚ = ΚΝ έπε-
ται ότι |ΓΚ| = |ΚΔ| και |ΗΡ| = |ΡΝ| . Αλλά
|ΓΚ| = |ΡΝ| γιατί τα ΓΚ και ΡΝ είναι ισεμ-
βαδικά ως παραπληρώματα στο παραλλη-
λόγραμμο ΓΟ (Β, Π, σελ. ). Άρα |ΚΔ| =
|ΗΡ| και έτσι |ΔΚ| = |ΓΚ| = |ΗΡ| = |ΡΝ|.

Επομένως,
|ΔΚ| + |ΓΚ| + |ΗΡ| + |ΡΝ| = 4 ⋅ |ΓΚ| ()

Επειδή πάλι, ΓΒ = ΒΔ και ΒΔ = ΒΚ = ΓΗ και ΓΒ = ΗΚ = ΗΠ έπεται
ότι ΓΗ = ΗΠ και άρα |ΑΗ| = |ΜΠ| (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως επειδή ΠΡ = ΡΟ έπεται ότι |ΠΛ| = |ΡΖ|.
Αλλά |ΜΠ| = |ΠΛ| γιατί τα ΜΠ και ΠΛ είναι παραπληρώματα στο

παραλληλόγραμμο ΜΛ (Β, Π, σελ. ) και άρα |ΑΗ| = |ΡΖ|.
Έτσι |ΑΗ| = |ΜΠ| = |ΠΛ| = |ΡΖ| και επομένως

|ΑΗ| + |ΜΠ| + |ΠΛ| + |ΡΖ| = 4 ⋅ |ΑΗ| ()

Προσθέτοντας τις () και (), καθώς τα ΔΚ, ΓΚ, ΗΡ, ΡΝ, ΑΗ, ΜΠ, ΠΛ και ΡΖ
αποτελούν τον γνώμονα ΣΤΥ, δηλαδή το πολυγωνικό χωρίο ΑΔΖΘΠΞ,
παίρνουμε

|ΑΔΖΘΞΠ| = 4 ⋅ (|ΓΚ| + |ΑΗ|)
Αλλά |ΑΗ| + |ΓΚ| = |ΑΚ| οπότε από την προηγούμενη προκύπτει ότι

|ΑΔΖΘΞΠ| = 4 ⋅ |ΑΚ|
Προσθέτοντας το εμβαδόν του ΞΘ παίρνουμε

|ΑΔΖΘΞΠ| + |ΞΘ| = 4 ⋅ |ΑΚ| + |ΞΘ|
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Καθώς όμως το ΑΔΖΘΞΠ μαζί με το ΞΘ αποτελούν το τετράγωνο ΑΔΖΕ
από την παραπάνω προκύπτει ότι

|ΑΔΖΕ| = 4 ⋅ |ΑΚ| + |ΞΘ|

Δηλαδή, το άθροισμα του τετραπλασίου του εμβαδού του ορθογωνίου
που έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΒ και ΒΓ (καθώς ΒΔ = ΒΓ) και του
εμβαδού του τετραγώνου ΞΘ πλευράς ίσης με ΑΓ είναι ίσο με το εμβαδόν
του τετραγώνου πλευράς ίσης με ΑΔ = ΑΒ + ΒΓ.

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε δυο τμήματα από
ένα σημείο του, τότε το άθροισμα του τετραπλασίου του εμβαδού του
ορθογωνίου που η μια του πλευρά είναι ίση με το αρχικό ευθύγραμμο
τμήμα και η άλλη με το δεύτερο από τα δυο τμήματα (στα οποία έχει
διαιρεθεί το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα) και του τετραγώνου πλευράς ίσης
με το πρώτο από τα δυο τμήματα είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου
πλευράς ίσης με το άθροισμα του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος και του
δευτέρου τμήματος από αυτά στα οποία διαιρέθηκε το αρχικό ευθύγραμμο
τμήμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 (Κανόνας του Παραλληλογράμμου: με 𝛼 = ΑΔ και 𝛽 = ΔΒ
ισχύει 2(𝛼2 +𝛽2) = (𝛼+𝛽)2 +(𝛼−𝛽)2) () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα
διαιρεθεί από το μέσο του σε δυο ίσα τμήματα και από ένα άλλο σημείο του σε
δυοάνισατμήματατότετοάθροισματωνεμβαδώντωντετραγώνωνπουέχουν
τις πλευρές τους αντίστοιχα ίσες με τα άνισα τμήματα στα οποία έχει διαιρεθεί
το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα είναι ίσο με το διπλάσιο του αθροίσματος των
εμβαδών των τετραγώνων που έχουν τις πλευρές τους αντίστοιχα ίσες με το
μισό του αρχικού ευθυγράμμου τμήματος και του τμήματος με άκρα τα δυο
σημεία.

Απόδειξη. Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που διαιρείται σε δυο ίσα
τμήματα ΑΓ = ΓΒ από το μέσο του Γ και σε δυο άνισα τμήματα ΑΔ και ΔΒ
από ένα άλλο σημείο του Δ. Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα των εμβαδών των
δυο τετραγώνων που έχουν τις πλευρές τους ίσες με ΑΔ και ΔΒ αντίστοιχα
είναι ίσο με το διπλάσιο του αθροίσματος των εμβαδών των τετραγώνων
των οποίων οι πλευρές είναι ίσες με ΑΓ και ΓΔ αντίστοιχα.

Α Δ Β

Ε

Γ

ΖΗ

Από Γ φέρνουμε την ΓΕ κάθετη στηνΑΒώστε
ΓΕ = ΑΓ = ΓΒ. Στη συνέχεια φέρνουμε τις ΕΑ
και ΕΒ ενώ από το Δ φέρνουμε την παράλληλη
προς την ΕΓ που τέμνει την ΕΒ στο Ζ. Από το Ζ
φέρνουμε την ΖΗ παράλληλη προς την ΑΒ ενώ
φέρνουμε και την ΑΖ.

Επειδή ΑΓ = ΓΕ έπεται ότι ΕΑ̂Γ = ΑΕ̂Γ (Β, Π, σελ. ) ενώ επειδή οι
γωνίες στο Γ είναι ορθές έπεται ότι: ΕΑ̂Γ+ΑΕ̂Γ = 1 ορθή (Β, Π, σελ. )
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Αφού οι ΕΑ̂Γ και ΑΕ̂Γ είναι ίσες και έχουν άθροισμα 1 ορθή συμπεραίνουμε
ότι η ΑΕ̂Γ ισούται με μισή ορθή. Ομοίως, η ΒΕ̂Γ ισούται με μισή ορθή και
αφού η ΕΗ̂Ζ είναι ορθή συμπεραίνουμε ότι η ΗΖ̂Ε ισούται με μισή ορθή και
άρα ΕΗ = ΗΖ.

Ομοίως και ΖΔ = ΔΒ, αφού η ΓΒ̂Δ ισούται με μισή ορθή και η ΖΔ̂Β
είναι ορθή.

Άρα από το Πυθαγόρειο Θεώρημα ισχύουν τα εξής:

ΑΕ2 = ΑΓ2 + ΓΕ2 = 2ΑΓ2 (αφού ΑΓ = ΓΕ)
ΕΖ2 = ΑΗ2 + ΗΖ2 = 2ΗΖ2 = 2ΓΔ2 (αφού ΕΗ = ΗΖ)

Έτσι, προσθέτοντας και χρησιμοποιώντας δύο φορές το Πυθαγόρειο Θε-
ώρημα παίρνουμε ότι:

2(ΑΓ2 + ΓΔ2) = ΑΕ2 + ΕΖ2

= ΑΖ2 (αφού ΑΕ̂Ζ ορθή)

= ΑΓ2 + ΔΖ2 (αφού ΑΔ̂Ζ ορθή)

= ΑΓ2 + ΔΒ2 (αφού ΔΖ = ΔΒ)
Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρείται από ένα σημείο του σε δυο
ίσα τμήματα και από ένα άλλο σημείο του σε δυο άνισα τμήματα, τότε
το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές ίσες με τα άνισα
τμήματα είναι ίσο με το διπλάσιο του αθροίσματος των εμβαδών των
τετραγώνων με πλευρές το μισό του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος και
το τμήμα με άκρα τα δυο σημεία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 (Άλλη έκφραση του κανόνα του παραλληλογράμμου (Π,
σελ. )) ()Αν ένα ευθύγραμμοτμήμα𝛼προεκταθεί κατάτμήμα𝛽 τότε το
άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές𝛼+𝛽 και 𝛽 είναι διπλάσιο
τουαθροίσματοςτωνεμβαδώντωντετραγώνωνμεπλευρές𝛼/2και (𝛼/2)+𝛽.

Α ΔΒ

Ε

Γ

Ζ

Η

Απόδειξη. Έστω ΑΒ = 𝛼 το ευθύγραμμο
τμήμα που προεκτείνουμε κατά τμήμα
ΒΔ = 𝛽. Αν Γ είναι το μέσο του ΑΒ ισχυρί-
ζομαι ότι το άθροισμα των εμβαδών των
τετραγώνων με πλευρές ΑΔ και ΔΒ είναι
διπλάσιο του αθροίσματος των εμβαδών
των τετραγώνων που έχουν πλευρές ΑΓ
και ΓΔ.

Από το Γ φέρνουμε την ΓΕ κάθετη στην
ΑΒ τέτοια ώστε ΓΕ = ΓΑ = ΓΒ και τις ΕΑ και ΕΒ. Στην συνέχεια από το
Ε φέρνουμε την ΕΖ παράλληλη στην ΑΔ και από το Δ την ΖΔ παράλληλη
στην ΓΕ.
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Τότε θα είναι
ΓÊΖ + ΕΖ̂Δ = 2 ορθές

καθώς η ΕΖ τέμνει τις παράλληλες ΕΓ και ΖΔ (Β, Π, σελ. ). Έτσι,

ΖÊΒ + ΕΖ̂Δ < 2 ορθές

και άρα, καθώς οι ευθείες που σχηματίζουν γωνίες με άθροισμα μικρότερο
από δυο ορθές τέμνονται όταν προεκταθούν (αίτημα ), οι ΕΒ και ΖΔ
προεκτεινόμενες τέμνονται προς το μέρος των Β και Δ. Ονομάζουμε Η το
σημείο τομής τους και φέρνουμε την ΑΗ.

Επειδή ΑΓ = ΓΕ είναι ΕÂΓ = ΑΕ̂Γ (Β, Π, σελ. ) και καθώς η γωνία
στο Γ είναι ορθή έπεται ότι κάθεμιά από τις ΕÂΓ και ΑΕ̂Γ είναι ίση με μισή
ορθή (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως προκύπτει ότι και καθεμιά από τις ΓΕ̂Β και ΕΒ̂Γ είναι ίση με
μισή ορθή και άρα ΑΕ̂Β = 1 ορθή.

Επειδή όμως η ΕΒ̂Γ είναι ίση με μισή ορθή έπεται ότι και η ΔΒ̂Η είναι
ίση με μισή ορθή (Β, Π, σελ. ).

Αλλά, ΒΔ̂Η = 1 ορθή και επειδή ΒΔ̂Η = ΔΓ̂Ε ως εναλλάξ (Β, Π,
σελ. ) έπεται ότι η ΔΗ̂Β είναι ίση με μισή ορθή. Άρα ΔΗ̂Β = ΔΒ̂Η και
επομένως ΒΔ = ΗΔ (Β, Π, σελ. ).

Πάλι επειδή η ΕΗ̂Ζ είναι ίση με μισή ορθή και η γωνία στο Ζ είναι ορθή,
καθώς είναι ίση με την απέναντί της στο Γ (Β, Π, σελ. ), έπεται ότι η
ΖΕ̂Η είναι ίση με μισή ορθή (Β, Π, σελ. ) και άρα ΕΗ̂Ζ = ΖΕ̂Η όποτε
ΗΖ = ΕΖ (Β, Π, σελ. ).

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) ισχύουν τα εξής:

ΕΑ2 = ΕΓ2 + ΑΓ2 = 2ΑΓ2 (αφού ΕΓ = ΑΓ)
ΕΗ2 = ΗΖ2 + ΕΖ2 = 2ΕΖ2 = 2ΓΔ2 (αφού ΗΖ = ΕΖ = ΓΔ)

Έτσι προσθέτοντας και χρησιμοποιώντας δύο φορές το Πυθαγόρειο
Θεώρημα παίρνουμε:

2(ΑΓ2 + ΓΔ2) = ΕΑ2 + ΕΗ2

= ΑΗ2 (αφού ΑΕ̂Η ορθή)

= ΑΔ2 + ΔΗ2 (αφού ΑΔ̂Η ορθή)

= ΑΔ2 + ΔΒ2 (αφού ΔΗ = ΔΒ)

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα που διαιρείται σε δυο ίσα τμήματα
από το μέσο του προεκταθεί κατά ένα άλλο τμήμα τότε το εμβαδόν του
τετραγώνου πλευράς ίσης με το άθροισμα του αρχικού ευθύγραμμου τμή-
ματος και του τμήματος κατά το οποίο αυτό προεκτάθηκε είναι ίσο με το
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διπλάσιο του αθροίσματος των εμβαδών των τετραγώνων που έχουν τις
πλευρές τους αντίστοιχα ίσες με το μισό του αρχικού ευθυγράμμου τμή-
ματος και με το άθροισμα του μισού του αρχικού ευθυγράμμου τμήματος
και του τμήματος κατά το οποίο αυτό προεκτάθηκε· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Φ
φΕΙΔΙΑΣ

              



Πρόταση 11 (Κατασκευή, Θεώρημα της Χρυσής Τομής) ()Ναδιαιρεθεί
δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα έτσι ώστε το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του
ίσες με όλο το ευθύγραμμο τμήμα και το ένα από τα δυο τμήματα, στα οποία
αυτό έχει διαιρεθεί, να έχει ίσο εμβαδόν με το τετράγωνο που έχει πλευρά ίση
με το υπόλοιπο του ευθυγράμμου τμήματος.

Υλοποίηση: Θεωρούμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ·πρέπει αυτό να διαιρεθεί
με τέτοιο τρόπο ώστε το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με όλο το
ευθύγραμμο τμήμα και το ένα από τα δυο τμήματα, στα οποία διαιρέθηκε
να είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο που έχει πλευρά ίση με το υπόλοιπο
του ευθυγράμμου τμήματος.

Με πλευρά ΑΒ κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΑΒΔΓ (Β, Π, σελ. )
και έστω Ε το μέσο της ΑΓ. Φέρνουμε την ΒΕ και προεκτείνουμε την ΓΑ
μέχρι το Ζ και λαμβάνουμε ΕΖ = ΒΕ. Κατασκευάζουμε τετράγωνο πλευράς
ΑΖ το ΖΘ και προεκτείνουμε την ΗΘ μέχρι το Κ.

Α Β

Γ Δ

ΗΖ

Θ

Ε

Κ

Ισχυρίζομαι, ότι η ΑΒ έχει διαιρεθεί από το
Θ έτσι ώστε το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές
του ίσες με ΑΒ, ΒΘ να είναι ισεμβαδικό με το
τετράγωνο πλευράς ΑΘ.

Επειδή η ΑΓ έχει διχοτομηθεί στο Ε και η
ΖΑ είναι η προέκτασή της συνεπάγεται ότι
το άθροισμα των εμβαδών του ορθογωνίου με
πλευρές ΓΖ, ΖΑ και του τετραγώνουπλευράςΑΕ
είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευ-
ράς ΕΖ (Π, σελ. ).

Το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες
με ΓΖ, ΖΑ είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΖΚ
καθώς ΑΖ = ΖΗ και επομένως ισχύει |ΖΚ| + ΑΕ2 = ΕΖ2.

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) καθώς ΕΑ̂Β ορθή, ισχύει:

ΑΒ2 + ΑΕ2 = ΕΒ2 = ΕΖ2,

αφού ΕΒ = ΕΖ. Έτσι, |ΖΚ| = ΑΒ2 ή |ΖΚ| = |ΑΔ|. Αφαιρώντας το εμβαδόν
του ορθογωνίου ΑΚ παίρνουμε |ΖΚ| − |ΑΚ| = |ΑΔ| − |ΑΚ| και άρα |ΖΘ| =
|ΘΔ|.

Το ορθογώνιο ΘΔ όμως είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που έχει
πλευρές ΑΒ, ΒΘ καθώς ΑΒ = ΒΔ και άρα το τετράγωνο ΖΘ πλευράς ΑΘ
είναι ισεμβαδικό με το αυτό το ορθογώνιο.

Τελικά, το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει διαιρεθεί από το Θ έτσι
ώστε το ορθογώνιο με πλευρέςΑΒ, ΒΘ να είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο
της ΘΑ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 12 (Γενίκευση του Πυθαγορείου Θεωρήματος στα αμβλυγώνια
τρίγωνα) () Στα αμβλυγώνια τρίγωνα το εμβαδόν του τετραγώνου με
πλευρά την πλευρά του τριγώνου που βρίσκεται απέναντι από την αμβλεία
γωνία είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με
πλευρές τις πλευρές του τριγώνου που περιέχουν την αμβλεία γωνία κατά το
διπλάσιο του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει πλευρές ίσες με τη μια πλευρά
τηςαμβλείαςγωνίας και το ευθύγραμμοτμήμαστοοποίοπροβάλλεται κάθετα
πάνωσεαυτήν τηνπλευράηάλληπλευράτης αμβλείας γωνίας (στμ: στο εξής
«προβολή»).

Απόδειξη. Έστω το αμβλυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με την ΒΑ̂Γ αμβλεία. Από
το Β φέρνουμε την κάθετη προς την ΑΓ (στμ: το ύψος από την κορυφή Β)
που τέμνει την προέκτασή της στο Δ.

ΑΔ

Β

Γ

Ισχυρίζομαι ότι το εμβαδόν του τετραγώνου
πλευράς ΒΓ είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα
των εμβαδών των τετραγώνων με πλευρές ΑΒ
και ΑΓ κατά το διπλάσιο του εμβαδού του ορ-
θογωνίου που έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΓ
και ΑΔ, δηλαδή

ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 − 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΑΔ

Επειδή η ΔΓ διαιρείται τυχαία στα τμήματα ΔΑ και ΑΓ από το Α έπεται
ότι ΔΓ2 = ΑΓ2 + ΑΔ2 + 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΑΔ (Π, σελ. ).

Προσθέτοντας το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΔΒ παίρνουμε:

ΔΓ2 + ΔΒ2 = ΑΓ2 + ΑΔ2 + 2 ⋅ ΑΓ ⋅ ΑΔ + ΔΒ2 ()

Όμως καθώς τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΔΓ είναι ορθογώνια από το Πυθα-
γόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) αντίστοιχα έχουμε ΒΓ2 = ΔΒ2 + ΔΓ2
(αφού ΒΔ̂Γ = 1 ορθή) και ΑΒ2 = ΑΔ2 + ΔΒ2 (αφού ΒΔ̂Α = 1 ορθή).

Με αντικατάσταση στην () παίρνουμε την αποδεικτέα.
Συνεπώς, στα αμβλυγώνια τρίγωνα το εμβαδόν του τετραγώνου με

πλευρά την πλευρά του τριγώνου που βρίσκεται απέναντι από την αμ-
βλεία γωνία είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα των εμβαδών των τετρα-
γώνων με πλευρές τις πλευρές του τριγώνου που περιέχουν την αμβλεία
γωνία κατά το διπλάσιο του εμβαδού του ορθογωνίου που έχει πλευρές
ίσες με τη μια πλευρά της αμβλείας γωνίας και την προβολή της άλλης
πλευράς του τριγώνου πάνω σε αυτή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 (Γενίκευση του Πυθαγορείου Θεωρήματος στα οξυγώνια τρί-
γωνα) () Στα οξυγώνια τρίγωνα το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά
αυτή που βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία, είναι μικρότερο του αθροίσμα-
τος των εμβαδών των τετραγώνων των πλευρών οι οποίες περιέχουν την οξεία
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γωνία κατά το διπλάσιο εμβαδόν του ορθογωνίουπου έχει τις πλευρές του ίσες
με την μιαπλευρά της οξείας γωνίας και την προβολή της άλλης πάνωσε αυτή.

Απόδειξη. Θεωρούμε το οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ και από το Α φέρνουμε
την ΑΔ κάθετη στην ΒΓ. (στμ: το ύψος από την κορυφή Α).

Α

ΔΒ Γ

Ισχυρίζομαι οτι το εμβαδόν του τετραγώνου
της ΑΓ είναι μικρότερο του αθροίσματος των
εμβαδών των τετραγώνων των ΒΓ και ΑΒ κατά
το διπλάσιο του εμβαδού του ορθογωνίου που
έχει πλευρές ίσες με ΒΓ και ΒΔ. Δηλαδή

ΑΓ2 = ΒΓ2 + ΑΒ2 − 2 ⋅ ΒΓ ⋅ ΒΔ

Καθώς η ΒΓ διαιρείται τυχαία στα τμήματα ΒΔ
και ΔΓ από το Δ, έπεται ότι ΒΓ2 + ΒΔ2 = 2 ⋅ ΒΓ ⋅ ΔΓ + ΔΓ2 (Π, σελ. )

Προσθέτοντας το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΑΔ παίρνουμε:

ΒΓ2 + ΒΔ2 + ΑΔ2 = 2 ⋅ ΒΓ ⋅ ΔΓ + ΔΓ2 + ΑΔ2 ()

Όμως καθώς τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΑΔΓ είναι ορθογώνια από το Πυθα-
γόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) έχουμε αντίστοιχα ΑΒ2 = ΒΔ2 + ΑΔ2
(αφού ΑΔ̂Β = 1 ορθή) και ΑΓ2 = ΑΔ2 + ΔΓ2 (αφού ΑΔ̂Γ = 1 ορθή).

Με αντικατάσταση στην () προκύπτει:

ΒΓ2 + ΑΒ2 = 2 ⋅ ΒΓ ⋅ ΒΔ + ΑΓ2

που είναι ισοδύναμη με την αποδεικτέα.
Ώστε, στα οξυγώνια τρίγωνα το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά

αυτή που βρίσκεται απέναντι από την οξεία γωνία, είναι μικρότερο του
αθροίσματος των εμβαδών των τετραγώνων των πλευρών οι οποίες πε-
ριέχουν την οξεία γωνία κατά το διπλάσιο εμβαδόν του ορθογωνίου με
πλευρές, την μια πλευρά της οξείας γωνίας και την προβολή της άλλης
πλευράς της οξείας γωνίας πάνω σε αυτή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 (Κατασκευή) ()Να κατασκευαστεί τετράγωνο ισεμβαδικό
με ένα δοθέν ευθύγραμμο σχήμα.

Υλοποίηση: Έστω Α το δοθέν ευθύγραμμο σχήμα. Πρέπει να κατασκευα-
στεί ένα τετράγωνο ισεμβαδικό με το Α.

Κατασκευάζουμε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΒΔ ισεμβαδικό με
το Α (Β, Π, σελ. ).

Αν είναι ΒΕ = ΕΔ τότε το ΒΔ είναι τετράγωνο ισεμβαδικό με το Α και
η κατασκευή ολοκληρώθηκε.

Αν τα ΒΕ και ΕΔ δεν είναι ίσα τότε κάποιο από αυτά θα είναι μεγα-
λύτερο. Έστω ότι το ΒΕ είναι το μεγαλύτερο. Προεκτείνουμε το ΒΕ προς
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το Ε και έστω το σημείο Ζ πάνω στην προέκταση τέτοιο ώστε ΕΖ = ΕΔ.
Διαιρούμε το ΒΖ σε δυο ίσα μέρη (Β, Π, σελ. ) και έστω Η το μέσο
του. Με κέντρο το Η και ακτίνα ΗΒ = ΗΖ γράφουμε το ημικύκλιο ΒΘΖ με
Θ να είναι το σημείο στο οποίο τέμνει το ημικύκλιο η προέκταση του ΕΔ.
Φέρνουμε και την ΗΘ.

Α

Β
ΔΓ

Η Ζ

Θ

Ε

Επειδή τώρα το ευθύγραμμο τμήμα ΒΖ διαι-
ρείται σε δυο ίσα τμήματα από το μέσο του Η
και σε δυο άνισα τμήματα από το σημείο του Ε
έπεται ότι ΒΕ ⋅ ΕΖ + ΕΗ2 = ΗΖ2 (Π, σελ. ).
Όμως ΗΖ = ΗΘ και άρα από την παραπάνω
ισότητα προκύπτει ότι ΒΕ ⋅ ΕΖ + ΕΗ2 = ΗΘ2
Επιπλέον, καθώς ΗΕ̂Θ = 1 ορθή, από το Πυ-
θαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) έπεται
ΗΘ2 = ΘΕ2+ΕΗ2 και άρα από την παραπάνω

ισότητα προκύπτει ότι ΒΕ ⋅ ΕΖ + ΕΗ2 = ΘΕ2 + ΕΗ2.
Αφαιρώντας το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΕΗ παίρνουμε ότι

ΒΕ ⋅ ΕΖ = ΘΕ2.
Αλλά, το ορθογώνιο του οποίου οι πλευρές είναι ίσες με ΒΕ και ΕΖ είναι

το ΒΔ καθώς ΕΖ = ΕΔ. Έτσι, το παραλληλόγραμμο ΒΔ που κατασκευά-
στηκε ισεμβαδικό με το ευθύγραμμο σχήμα Α είναι ισεμβαδικό και με το
τετράγωνο πλευράς ΘΕ. Τελικά, το ευθύγραμμο σχήμα Α είναι ισεμβαδικό
με το τετράγωνο πλευράς ΕΘ.

Συνεπώς, με πλευρά την ΕΘ κατασκευάζεται το τετράγωνο που είναι
ισεμβαδικό με το δοθέν ευθύγραμμο σχήμα Α· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Σημειώσεις και Παρατηρήσεις

Οι Προτάσεις  (πολική ταυτότητα) και  (κανόνας του παραλληλογράμμου) δεν
είναι απλά άλλες δυο ταυτότητες. Ο Ευκλείδης βέβαια τις γνωρίζει στο επίπεδο
των αριθμών, αντιλαμβάνεται όμως την σπουδαιότητά τους και τις καταγράφει.
Πρόκειται για σημαντικές σχέσεις οι οποίες στα σύγχρονα μαθηματικά λειτουργούν
«συνεργατικά» όπως φαίνεται στο παρακάτω θεώρημα.

Υπενθυμίζουμε ότι σε ένα πραγματικό διανυσματικό χώρο 𝑋 μια συνάρτηση
‖ ⋅ ‖ ∶ 𝑋 → ℝ ορίζει μια νόρμα αν

. ‖𝑥‖ ≥ 0 για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 και ‖𝑥‖ = 0 αν και μόνο αν 𝑥 = 0,
. ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆| ‖𝑥‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 και για κάθε 𝜆 ∈ ℝ,

. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 και για κάθε 𝑦 ∈ 𝑋.

Μια νόρμα είναι συνεχής συνάρτηση γιατί η τριγωνική ανισότητα (η τελευταία
ανισότητα παραπάνω) συνεπάγεται

∣‖𝑥‖ − ‖𝑦‖∣ ≤ ‖𝑥 − 𝑦‖,
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οπότε αν ‖𝑥 − 𝑦‖ ≤ 𝜀 τότε |‖𝑥‖ − ‖𝑦‖| ≤ 𝜀. Άρα αν 𝜆𝑛 → 𝜆 ∈ ℝ συνεπάγεται
lim𝑛→∞ ‖𝜆𝑥‖ = ‖𝜆𝑥‖.

Επιπλέον εσωτερικό γινόμενο είναι μια διγραμμική συνάρτηση (δηλαδή συνάρ-
τηση δύο μεταβλητών γραμμική ως προς κάθε μεταβλητή της) ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑋 ×𝑋 → ℝ
που επιπλέον ικανοποιεί την ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Για περισσότερες πληροφορίες, δείτε [EMT2004].

Θεώρημα 1 (Jordan και von Neumman (δείτε [JvN1935])) Ας υποθέσουμε ότι η
νόρμα ‖ ⋅ ‖ ικανοποιεί τον κανόνα του παραλληλογράμμου:

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2).
Τότε η νόρμα ‖⋅‖ είναι «Ευκλείδεια», δηλαδή η παράσταση της πολικής ταυτότητας

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2)

ορίζει εσωτερικό γινόμενο, και ‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩
Απόδειξη: Η τελευταία προκύπτει άμεσα από την πολική ταυτότητα για 𝑥 = 𝑦.

Μένει να δειχθεί ότι η πολική ταυτότητα ορίζει εσωτερικό γινόμενο, δηλαδή

⟨𝑥 + 𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩,
⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩

και ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩.
Από τον κανόνα του παραλληλογράμμου

2‖𝑥 + 𝑧‖2 + 2‖𝑦‖2 = ‖𝑥 + 𝑦 + 𝑧‖2 + ‖𝑥 − 𝑦 + 𝑧‖2,
οπότε

‖𝑥 + 𝑦 + 𝑧‖2 = 2‖𝑥 + 𝑧‖2 + 2‖𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦 + 𝑧‖2.
Αλλάζοντας τις θέσεις των 𝑥 και 𝑦 παίρνουμε και ότι

‖𝑥 + 𝑦 + 𝑧‖2 = 2‖𝑦 + 𝑧‖2 + 2‖𝑥‖2 − ‖𝑦 − 𝑥 + 𝑧‖2.
Προσθέτοντας κατά μέλη και διαιρώντας με το 2 παίρνουμε ότι

‖𝑥+𝑦+𝑧‖2 = ‖𝑥‖2+‖𝑦‖2+‖𝑥+𝑧‖2+‖𝑦+𝑧‖2− 1
2‖𝑥−𝑦+𝑧‖2− 1

2‖𝑦−𝑥+𝑧‖2.
Αλλάζοντας το 𝑧 με −𝑧 θα ισχύει και

‖𝑥 + 𝑦 − 𝑧‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑧‖2 + ‖𝑦 − 𝑧‖2

− 1
2‖𝑥 − 𝑦 − 𝑧‖2 − 1

2‖𝑦 − 𝑥 − 𝑧‖2

= ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑧‖2 + ‖𝑦 − 𝑧‖2

− 1
2‖𝑦 − 𝑥 + 𝑧‖2 − 1

2‖𝑥 − 𝑦 + 𝑧‖2.
Αφαιρώντας κατά μέλη και χρησιμοποιώντας την πολική ταυτότητα παίρνουμε
ότι

⟨𝑥 + 𝑦, 𝑧⟩ = 1
4 (‖𝑥 + 𝑧‖2 − ‖𝑥 − 𝑧‖2 + ‖𝑦 + 𝑧‖2 − ‖𝑦 − 𝑧‖2)

= ⟨𝑥, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩.
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Από το παραπάνω και με επαγωγή, η ⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩ ισχύει για 𝜆 ∈ ℕ.
Από το παραπάνω

⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨−𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥 + (−𝑥), 𝑦⟩ = ⟨0, 𝑦⟩

το οποίο ισούται με μηδέν από τον ορισμό του ⟨⋅, ⋅⟩. Άρα ⟨−𝑥, 𝑦⟩ = −⟨𝑥, 𝑦⟩,
δηλαδή η ⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩ ισχύει για 𝜆 = −1. Έτσι με επαγωγή ισχύει για
𝜆 ∈ ℤ. Αν τώρα 𝜆 = 𝑛/𝑚 ρητός με 𝑛 ∈ ℤ και 𝑚 ∈ ℕ τότε

𝑚⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑚𝜆𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑛𝑥, 𝑦⟩ = 𝑛⟨𝑥, 𝑦⟩.

Άρα
⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = 𝑛

𝑚⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩.
Παρατηρούμε ότι νόρμα είναι συνεχής συνάρτηση λόγω της τριγωνικής ανισότη-
τας που ικανοποιεί, συνεπώς αν 𝜆 άρρητος θεωρούμε ακολουθία ρητών 𝜆𝑛 που
συγκλίνει στο 𝜆 (για παράδειγμα η 𝜆𝑛 = [𝑛𝜆]/𝑛 ∈ ℚ) οπότε

⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = 1
4 (‖𝜆𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝜆𝑥 − 𝑦‖2)

= lim
𝑛→∞

1
4 (‖𝜆𝑛𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝜆𝑛𝑥 − 𝑦‖2)

= lim
𝑛→∞

⟨𝜆𝑛𝑥, 𝑦⟩
= lim

𝑛→∞
𝜆𝑛⟨𝑥, 𝑦⟩

= 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩

Τέλος ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ αφού στην πολική ταυτότητα ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑦 + 𝑥‖ και
‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖ − (𝑦 − 𝑥)‖ = ‖𝑦 − 𝑥‖ οπότε ισχύει και η ⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩. 

Αναφορές

[EMT2004] Yuli Eidelman, Vitali Milman, and Antonis Tsolomitis, Functional Analysis:
An Introduction, GSM/66, AMS, 2004

[JvN1935] P. Jordan and J. von Neumann, On inner products in linear metric spaces,
Ann. of Math. (2) vol. 36 (1935) pp. 719–723.
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Προλεγόμενα των μεταφραστών

Υπενθυμίζουμε ότι με 𝛼2 συμβολίζουμε το εμβαδόν του τετραγώνου με
πλευρά 𝛼, και με 𝛼𝛽 το εμβαδόν ορθογωνίου παραλληλογράμμου με πλευ-
ρές 𝛼 και 𝛽. Ομοίως και για ευθύγραμμα τμήματα: το ΑΒ2 συμβολίζει το
εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά ίση με το ΑΒ και το ΑΒ ⋅ ΓΔ συμ-
βολίζει το εμβαδόν του ορθογωνίου παραλληλογράμμου με πλευρές ΑΒ
και ΓΔ. Κανένας από τους δύο συμβολισμούς δεν αποτελεί προσπάθεια
καταμέτρησής του.

Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) «Ίσοι» κύκλοι είναι εκείνοι που έχουν ίσες διαμέτρους ή ίσες ακτίνες.

(oρ. 2) Μια ευθεία λέγεται «εφαπτομένη» σε έναν κύκλο όταν έχει ένα
κοινό σημείο με τον κύκλο και δεν τον τέμνει όταν προεκταθεί.

(oρ. 3) Δυο κύκλοι λέμε ότι «εφάπτονται» όταν έχουν τουλάχιστον ένα
κοινό σημείο και δεν τέμνονται. (στμ: «τέμνονται» εννοεί ότι καθέ-
νας από τους κύκλους αποκόπτει από τον άλλο «τμήμα» κύκλου
όπως αυτό ορίζεται στον Ορισμό , σελ. .)

(oρ. 4) Δυο ευθείες λέμε ότι «ισαπέχουν» από το κέντρο ενός κύκλου όταν
τα κάθετα ευθύγραμμα τμήματα που άγονται από το κέντρο προς
τις ευθείες είναι ίσα.

(oρ. 5) Μια ευθεία λέμε ότι «απέχει μεγαλύτερη απόσταση» από το κέ-
ντρο ενός κύκλου από μια άλλη όταν το κάθετο ευθύγραμμο τμήμα
από το κέντρο προς την ευθεία αυτή είναι μεγαλύτερο.

(oρ. 6) «Τμήμα κύκλου» είναι το σχήμα που περιέχεται ανάμεσα σε ένα
ευθύγραμμο τμήμα με άκρα πάνω στην περιφέρεια ενός κύκλου
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(στο εξής «χορδή») και το τόξο του κύκλου που έχει ίδια άκρα
με αυτό το ευθύγραμμο τμήμα.

Α Β

Τμήμα κύκλου

Α Β

Γ

Δ

Γωνία τμήματος η
ΒΑ̂Δ.

Α
ΒΓ

Δ

Ε

Ζ

Η

Διαφορετικοί κύκλοι,
διαφορετικά

τμήματα, ίσες γωνίες.

(Στμ: στον επόμενο ορισμό ορίζεται η γωνία χορδής και τόξου με τα ίδια
άκρα στον κύκλο. Σύμφωνα με τον Ορισμό „ σελ.  η γωνία αυτή είναι η
«κλίση» μεταξύ χορδής και τόξου. Το γεγονός ότι η «κλίση» αυτή συμπί-
πτει με την «κλίση» της χορδής με την εφαπτομένη στο άκρο της όπως
την αντιλαμβανόμαστε σήμερα προκύπτει άμεσα από την Π, σελ. 
(δείτε σχετικό σχόλιο εκεί).)

(oρ. 7) «Γωνία τμήματος κύκλου» λέγεται η γωνία που περιέχεται σε
μια χορδή του κύκλου και στο τόξο του κύκλου που έχει ίδια
άκρα με τη χορδή.

(oρ. 8) «Γωνία σε ένα τμήμα κύκλου» (στο εξής «εγγεγραμμένη γωνία»)
είναι η γωνία που περιέχεται στα ευθύγραμμα τμήματα που άγο-
νται από ένα σημείο ενός τόξου του κύκλου προς τα άκρα της
βάσης του τμήματος που είναι η χορδή με άκρα τα άκρα του
τόξου.

(oρ. 9) Όταν οι χορδές που περιέχουν μια γωνία αποκόπτουν τόξο από
τον κύκλο λέμε ότι η γωνία «βαίνει» στο τόξο αυτό.

(oρ. 10) «Τομέας κύκλου» είναι το σχήμα που περιέχεται μεταξύ των
πλευρών μιας γωνίας που έχει την κορυφή της στο κέντρο του
κύκλου (στο εξής «επίκεντρη γωνία») και στο τόξο του κύκλου
που αποκόπτεται από τις πλευρές της γωνίας.

(oρ. 11) Δυο τμήματα κύκλων λέγονται «όμοια» όταν υπάρχουν δύο γω-
νίες στα τμήματα αυτά, η μία στο ένα και η άλλη στο άλλο, που
να είναι ίσες⁴.

. Ο Ευκλείδης εδώ γράφει επιπλέον ότι «δυο τμήματα κύκλων είναι όμοια όταν οι γωνίες
σε αυτά είναι ίσες», πιθανώς διότι στην Π, σελ.  αποδεικνύει ότι όλες οι γωνίες σε
ένα τμήμα κύκλου είναι ίσες μεταξύ τους.
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Α ΒΖ

Γ

ΕΔ

Α
Β

Γ

Δ
Ε Ζ

Πρόταση 1 (Κατασκευή) () Να βρεθεί το κέντρο ενός κύκλου που έχει
δοθεί.

Α Δ

Γ

Ε
Β

ΗΖ

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνεται ο κύκλος
ΑΒΓ του οποίου το κέντρο πρέπει να
βρεθεί. Φέρνουμε τυχούσα χορδή ΑΒ την
οποία διαιρούμε σε δυο ίσα τμήματα
λαμβάνοντας το μέσο της Δ. Από το Δ
φέρνουμε την κάθετη στην ΑΒ (Β, Π,
σελ. ) που τέμνει τον κύκλο στα ση-
μεία Γ και Ε. Διαιρούμε και την ΓΕ σε δυο
ίσα τμήματα λαμβάνοντας το μέσο της Ζ.
Ισχυρίζομαι ότι το Ζ είναι το κέντρο του
κύκλου ΑΒΓ.

Πράγματι, αν το Ζ δεν είναι το κέντρο του κύκλου, τότε αυτό θα είναι
ένα άλλο σημείο (στμ: έξω από την ΓΕ), έστω το Η. Φέρνουμε τις ΗΑ, ΗΔ
και ΗΒ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΗΔΑ και ΗΔΒ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΑΔ = ΔΒ, την ΔΗ κοινή και ΗΑ = ΗΒ καθώς είναι ακτίνες του
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κύκλου. Άρα τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα και επομένως ισχύει ΑΔ̂Η = ΗΔ̂Β
(Β, Π, σελ. ).

Όταν όμως μια ευθεία που άγεται από σημείο άλλης ευθείας σχηματίζει
με αυτήν ίσες εφεξής γωνίες τότε κάθεμιά από τις γωνίες αυτές είναι ορθή
(Β, Ορ, σελ. ). Άρα ΗΔ̂Β = 1 ορθή. Είναι όμως και ΖΔ̂Β = 1 ορθή και
άρα ΗΔ̂Β = ΖΔ̂Β. Αλλά αυτό είναι αδύνατο καθώς ΗΔ̂Β > ΖΔ̂Β.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το Η δεν είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.
Ενώ με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και κανένα άλλο σημείο (πλην του
Ζ) δεν είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.

Άρα το Ζ είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.
Πόρισμα 2 Απότοπαραπάνω είναι φανερό ότι αν σε έναν κύκλο μια χορδή τέ-
μνει κάθετα μια άλλη χορδήστο μέσον της τότε το κέντρο του κύκλου βρίσκεται
πάνω σε αυτήν· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 2 () Το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα δυο τυχόντα σημεία της
περιφέρειας ενός κύκλου βρίσκεται μέσα στον κύκλο.

Α Δ

Ε Β
Ζ

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και έστω τα τυ-
χόντα σημεία του Α και Β. Ισχυρίζομαι ότι το
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ βρίσκεται μέσα στον κύ-
κλο ΑΒΓ.

Ας υποθέσουμε ότι το ΑΒ βρίσκεται έξω από
τον κύκλο ΑΒΓ όπως το ΑΕΒ. Λαμβάνουμε το
κέντρο Δ του κύκλου (Π, σελ. ) και φέρνουμε
τις ΔΑ, ΔΒ και ΔΖΕ.

Επειδή ΔΑ = ΔΒ έπεται ότι ΔΑ̂Ε = ΔΒ̂Ε (Β, Π, σελ. ) ενώ καθώς
στο τρίγωνο ΔΑΕ η πλευρά ΑΕ έχει προεκταθεί είναι ΔΕ̂Β > ΔΑ̂Ε (Β, Π,
σελ. ). Συνεπώς, ΔΕ̂Β > ΔΒ̂Ε.

Σε ένα τρίγωνο όμως απέναντι από την μεγαλύτερη γωνία βρίσκεται η
μεγαλύτερη πλευρά (Β, Π, σελ. ) και άρα ΔΒ > ΔΕ. Καθώς ΔΒ = ΔΖ
έπεται ότι ΔΖ > ΔΕ. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς ΔΖ < ΔΕ.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το τμήμα ΑΒ δεν βρίσκεται έξω από τον
κύκλο ΑΒΓ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι το ΑΒ δεν βρίσκεται ούτε πάνω
στην περιφέρεια του κύκλου ΑΒΓ και άρα το ΑΒ βρίσκεται μέσα στον
κύκλο ΑΒΓ.

Συνεπώς, το ευθύγραμμο τμήμα με άκρα δυο σημεία της περιφέρειας
ενός κύκλου βρίσκεται μέσα σε αυτόν. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Σε έναν κύκλο αν μια διάμετρος τέμνει μια χορδή στο μέσο
της τότε είναι κάθετη σε αυτή. Ισχύει και το αντίστροφο: αν μια διάμετρος είναι
κάθετη σε μια χορδή τότε την τέμνει στο μέσο της.
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Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και η διάμετρός του ΓΔ που τέμνει
την χορδή ΑΒ στο μέσο της Ζ. Λαμβάνουμε το κέντρο Ε του κύκλου ΑΒΓ
(Π, σελ. ) και φέρνουμε τις ΕΑ και ΕΒ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΖΕ και ΒΖΕ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΑΖ = ΖΒ, την ΖΕ κοινή πλευρά και ΕΑ = ΕΒ. Άρα είναι ίσα και επομένως
ισχύει ΑΖ̂Ε = ΒẐ𝐸 (Β, Π, σελ. ).

Όταν όμως μια ευθεία που άγεται από ένα σημείο μιας άλλης ευθείας
σχηματίζει με αυτή ίσες τις εφεξής γωνίες τότε καθεμιά από τις εφεξής αυτές
γωνίες είναι ορθή (Β, Ορ, σελ. ). Δηλαδή ισχύει

ΑΖ̂Ε = ΒΖ̂Ε = 1 ορθή

Α

Ε

Δ
Β

Ζ

ΓΆρα η διάμετρος ΓΔ που τέμνει την χορδή
ΑΒ στο μέσο της Ζ είναι κάθετη σε αυτή.

(Αντίστροφο) Έστω τώρα ότι η ΓΔ είναι κά-
θετη στην ΑΒ. Ισχυρίζομαι ότι η ΓΔ διέρχεται
από το μέσο της ΑΒ, δηλαδή ΑΖ = ΖΒ.

Πράγματι, καθώς ΕΑ = ΕΒ έπεται ότι ΕΑ̂Ζ =
ΕΒ̂Ζ (Β, Π, σελ. ). Επιπλέον ισχύει ΑΖ̂Ε =
ΒΖ̂Ε καθώς είναι ορθές.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΕΑΖ και ΕΖΒ πα-
ρατηρούμε ότι έχουν δυο γωνίες τους αντίστοιχα ίσες και μια κοινή
πλευρά την ΕΖ που βρίσκεται απέναντι από τις ίσες γωνίες. Άρα θα είναι
αντίστοιχα ίσες και υπόλοιπες πλευρές τους (Β, Π, σελ. ) και έτσι
ΔΖ = ΖΒ.

Συνεπώς, αν σε έναν κύκλο μια διάμετρος τέμνει μια χορδή στο μέσο
της τότε είναι κάθετη σε αυτή και αντιστρόφως. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Σε έναν κύκλο δυο τεμνόμενες χορδές που δεν διέρχονται
από το κέντρο δεν διχοτομούνται.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ και οι χορδές
του ΑΓ και ΒΔ που δεν διέρχονται από το κέ-
ντρο του κύκλου και που τέμνονται στο Ε. Ισχυ-
ρίζομαι ότι οι χορδές ΑΓ και ΒΔ δεν τέμνονται
στο μέσον τους.

Αν υποθέσουμε ότι αυτές έχουν κοινό μέσον
το Ε τότε ισχύουν ΑΕ = ΕΓ και ΒΕ = ΕΔ.
Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου ΑΒΓΔ (Π,
σελ. ) και φέρνουμε την ΖΕ.

Επειδή λοιπόν η ΖΕ διέρχεται από το κέντρο του κύκλου και τέμνει την
ΑΓ, που δεν διέρχεται από το κέντρο, στο μέσον της έπεται ότι η ΖΕ είναι
κάθετη στην ΑΓ (Π, σελ. ) και άρα ΖΕ̂Α = 1 ορθή.
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Όμοια, καθώς η ΖΕ τέμνει την χορδή ΒΔ στο μέσον της είναι κάθετη σε
αυτήν και άρα ΖΕ̂Β = 1 ορθή.

Έτσι, ΖΕ̂Α = ΖΕ̂Β που όμως είναι αδύνατον καθώς ΖΕ̂Α < ΖΕ̂Β.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι ΑΓ και ΒΔ δεν τέμνονται και οι δύο στο

μέσον τους.
Συνεπώς, σε έναν κύκλο δυο τεμνόμενες χορδές που δεν διέρχονται από

το κέντρο δεν διχοτομούνται. 
Πρόταση 5 () Αν δυο κύκλοι τέμνονται τότε δεν έχουν το ίδιο κέντρο.
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Δ
Γ

Β Ε
Η

Απόδειξη. Θεωρούμε τους κύκλους ΑΒΓ και ΓΔΗ
που τέμνονται στα σημεία Β και Γ. Ισχυρίζομαι
ότι οι κύκλοι ΑΒΓ και ΓΔΗ δεν έχουν το ίδιο
κέντρο.

Υποθέτουμε ότι οι δυο κύκλοι έχουν κοινό
κέντρο έστω το σημείο Ε. Φέρνουμε την ΕΗ που
τέμνει τον κύκλο ΑΒΓ στο Ζ.

Επειδή το Ε είναι κέντρο του κύκλου ΑΒΓ έπεται ότι ΕΓ = ΕΖ.
Ομοίως επειδή το Ε είναι κέντρο του κύκλου ΓΔΗ έπεται ότι ΕΓ = ΕΗ.
Έτσι, ΕΗ = ΕΖ που όμως είναι αδύνατο καθώς ΕΖ < ΕΗ και άρα το Ε

δεν είναι κέντρο των κύκλων ΑΒΓ και ΓΔΗ.
Συνεπώς, αν δυο κύκλοι τέμνονται τότε δεν έχουν κοινό κέντρο· ὅπερ

ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Δυο εφαπτόμενοι κύκλοι δεν έχουν κοινό κέντρο.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι κύκλοι ΑΒΓ
και ΓΔΕ εφάπτονται στο σημείο Γ. Ισχυρί-
ζομαι ότι οι κύκλοι αυτοί δεν έχουν κοινό
κέντρο.

Υποθέτουμε ότι οι κύκλοι ΑΒΓ και ΓΔΕ
έχουν κοινό κέντρο το Ζ και φέρνουμε τις ΖΓ
και ΖΕΒ.

Επειδή το Ζ είναι το κέντρο του κύκλου
ΑΒΓ έπεται ότι ΖΓ = ΖΒ, καθώς όμως είναι

κέντρο και του κύκλου ΓΔΕ έπεται ότι ΖΓ = ΖΕ και άρα ΖΕ = ΖΒ. Αυτό
όμως είναι αδύνατον καθώς ΖΕ < ΖΒ.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το Ζ δεν είναι κοινό κέντρο των κύκλων ΑΒΓ
και ΓΔΕ.

Άρα, αν δυο κύκλοι εφάπτονται τότε δεν έχουν κοινό κέντρο. 
Πρόταση 7 () Αν από ένα τυχόν σημείο της διαμέτρου ενός κύκλου (αλλά
όχι το κέντρο του) αχθούν ευθύγραμμα τμήματα προς την περιφέρεια του
κύκλου τότε:
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α) το μεγαλύτερο από αυτά τα τμήματα είναι εκείνο στο οποίο ανήκει το
κέντρο του κύκλου,

β) το μικρότερο τμήμα είναι εκείνοπουπροκύπτει αν από τη διάμετροαφαι-
ρεθεί το μεγαλύτερο ευθύγραμμο τμήμα που αναφέρεται στο α),

γ) μεταξύδυοοποιονδήποτεάλλωναπόαυτάτατμήματαμεγαλύτεροείναι
εκείνο που βρίσκεται πλησιέστερα στο κέντρο του κύκλου και

δ) υπάρχουνμόνοδυο ίσατέτοιαευθύγραμματμήματακαιαυτάβρίσκονται
εκατέρωθεν του μικρότερου ευθύγραμμου τμήματος.

Α Ζ Δ

Γ
Β

Ε
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Κ
Θ

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ με κέντρο
το Ε και η διάμετρός του ΑΔ. Πάνω στην
ΑΔ παίρνουμε το σημείο Ζ (διαφορετικό
από Ε) και από αυτό φέρνουμε τα ευθύ-
γραμμα τμήματα ΖΒ, ΖΓ και ΖΗ προς την
περιφέρεια του κύκλου. Ισχυρίζομαι ότι το
μεγαλύτερο από αυτά είναι το ΖΑ, το μι-
κρότερο το ΖΔ ενώ για τα υπόλοιπα ισχύει
ΖΒ > ΖΓ > ΖΗ.

Φέρνουμε τις ΒΕ, ΓΕ και ΗΕ.
Από την Tριγωνική ανισότητα (Β,

Π, σελ. ) είναι γνωστό ότι σε κάθε τρίγωνο το άθροισμα των δυο
πλευρών μεγαλύτερο από την τρίτη πλευρά. Έτσι ΕΒ + ΕΖ > ΒΖ. Αλλά
καθώς ΑΕ = ΒΕ είναι και

ΕΒ + ΕΖ = ΑΕ + ΕΖ = ΑΖ,
οπότε ΑΖ > ΒΖ.

Επειδή πάλι ΒΕ = ΓΕ, ΖΕ κοινή και ΒΕ̂Ζ > ΓΕ̂Ζ ισχύει και ότι ΒΖ > ΓΖ
(Β, Π, σελ. ). Ομοίως από τα τρίγωνα ΓΕΖ και ΗΕΖ συμπεραίνουμε
ότι ΓΖ > ΖΗ. Από την τριγωνική ανισότητα στο ΗΖΕ έπεται ότι

ΗΖ + ΖΕ > ΕΗ
και καθώς ΕΗ = ΕΔ ισχύει

ΗΖ + ΖΕ > ΕΔ.
Αφαιρώντας το ΖΕ παίρνουμε ΗΖ > ΖΔ. Άρα το μεγαλύτερο τμήμα είναι
το ΖΑ και το μικρότερο το ΖΔ και επιπλέον ισχύει

ΖΒ > ΖΓ > ΖΗ.
Ισχυρίζομαι ακόμα ότι από το Ζ άγονται δυο μόνο τμήματα προς την

περιφέρεια του κύκλου που να είναι ίσα και που βρίσκονται εκατέρωθεν
του ΖΔ.
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Με πλευρά την ΕΖ και κορυφή το Ε κατασκευάζουμε την γωνία ΖΕ̂Θ =
ΗΕ̂Ζ (Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε την ΖΘ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΗΕΖ και ΕΖΘ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΗΕ = ΕΘ, την ΕΖ κοινή πλευρά και ΗΕ̂Ζ = ΘΕ̂Ζ και επομένως είναι
ίσα. Έτσι προκύπτει και ότι ΖΗ = ΖΘ.

Ισχυρίζομαι ότι δεν είναι δυνατό να αχθεί από το Ζ προς την περιφέρεια
του κύκλου άλλο ευθύγραμμο τμήμα ίσο με το ΖΗ, εκτός του ΖΘ.

Ας υποθέσουμε ότι μπορεί να αχθεί και το ΖΚ = ΖΗ. Τότε, επειδή
ΖΘ = ΖΗ, έπεται ότι ΖΚ = ΖΘ αλλά αυτό είναι αδύνατο καθώς το ΖΚ
σχηματίζει με τη διάμετρο μικρότερη γωνία από αυτή που σχηματίζει το
ΖΘ (στμ: ΑΖ̂Κ < ΑΖ̂Θ) και άρα ΖΚ > ΖΘ.

Τελικά, συμπεραίνουμε ότι από το Ζ δεν μπορεί να αχθεί άλλο ευθύ-
γραμμο τμήμα προς την περιφέρεια του κύκλου που να είναι ίσο με το ΗΖ
εκτός από το ΖΘ.

Συνεπώς, αν από ένα σημείο της διαμέτρου ενός κύκλου (αλλά όχι το
κέντρο) αχθούν ευθύγραμμα τμήματα προς την περιφέρεια του κύκλου
τότε το μεγαλύτερο από αυτά είναι αυτό που περιέχει το κέντρο και
το μικρότερο είναι αυτό που προκύπτει αν από τη διάμετρο αφαιρεθεί
το μεγαλύτερο. Από τα υπόλοιπα τμήματα μεγαλύτερο είναι εκείνο που
σχηματίζει τη μικρότερη γωνία με τη διάμετρο ενώ υπάρχουν και δυο
μόνο ίσα τμήματα που άγονται από το σημείο προς την περιφέρεια και
αυτά βρίσκονται εκατέρωθεν του μικρότερου ευθύγραμμου τμήματος από
το σημείο προς την περιφέρεια. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 8 () Αν από ένα σημείο εκτός κύκλου αχθούν ευθύγραμμα τμή-
ματαπρος τον κύκλο από τα οποία το ένα διέρχεται από το κέντρο του κύκλου
τότε:

α) από τα τμήματα των οποίων το ένα άκρο βρίσκεται στο κοίλο μέρος της
περιφέρειας του κύκλου⁵ το μεγαλύτερο είναι αυτό που διέρχεται από
το κέντρο του κύκλου. Από οποιαδήποτε δυο άλλα από τα τμήματα
αυτά μεγαλύτερο είναι εκείνο που βρίσκεται πλησιέστερα στο κέντρο
του κύκλου.

β) Από τα τμήματα των οποίων το ένα άκρο βρίσκεται στο κυρτό μέρος
της περιφέρειας του κύκλου⁶ το μικρότερο είναι το τμήμα μεταξύ του
σημείου και του άκρου της διαμέτρου. Από οποιαδήποτε δυο άλλα από

. Στμ: δηλαδή στο τόξο του κύκλου που αντιστοιχεί σε μη κυρτή επίκεντρη γωνία

. Στμ: δηλαδή στο τόξο του κύκλου που αντιστοιχεί σε κυρτή επίκεντρη γωνία
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τα τμήματα αυτά μικρότερο είναι εκείνο που βρίσκεται πλησιέστερα στο
ελάχιστο τμήμα μεταξύ του σημείου και του άκρου της διαμέτρου⁷.

γ) Υπάρχουν δύο μόνο ίσα ευθύγραμμα τμήματα από το σημείο προς τον
κύκλο που βρίσκονται εκατέρωθεν του ελάχιστου τμήματος μεταξύ του
σημείου και του κύκλου.

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και το σημείο Δ εκτός αυτού. Από το
Δ φέρνουμε τις ΔΑ, ΔΕ, ΔΖ και ΔΓ από τις οποίες η ΔΑ διέρχεται από
το κέντρο του κύκλου. Ισχυρίζομαι ότι από τα τμήματα των οποίων το
ένα άκρο βρίσκεται στο κοίλο μέρος ΑΕΖΓ της περιφέρειας του κύκλου
το μεγαλύτερο είναι το ΔΑ που διέρχεται από το κέντρο του κύκλου και
ΔΕ > ΔΖ > ΔΓ. Από τα τμήματα των οποίων το ένα άκρο βρίσκεται στο
κυρτό μέρος ΘΛΚΗ της περιφέρειας του κύκλου το μικρότερο είναι το ΔΗ
που βρίσκεται μεταξύ του Δ και του άκρου Η της διαμέτρου ΑΗ και τα
τμήματα που βρίσκονται πλησιέστερα στο ΔΗ είναι μικρότερα από εκείνα
που βρίσκονται πιο μακριά. Δηλαδή ΔΚ < ΔΛ < ΔΘ.
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Λαμβάνουμε το κέντρο Μ
του κύκλου ΑΒΓ (Π, σελ. )
και φέρνουμε τις ΜΕ, ΜΖ,
ΜΓ, ΜΚ, ΜΛ και ΜΘ. Επειδή
ΑΜ = ΕΜ προσθέτοντας την
ΜΔ παίρνουμε

ΑΜ + ΜΔ = ΕΜ + ΜΔ

και άρα ΑΔ = ΕΜ + ΜΔ.
Από την Τριγωνική ανισό-
τητα (Β, Π, σελ. ) έπε-
ται όμως ότι

ΕΜ + ΜΔ > ΕΔ

και άρα ΑΔ > ΕΔ. Επειδή
πάλι τα τρίγωνα ΜΕΔ και ΜΖΔ έχουν ΜΕ = ΜΖ, την ΜΔ κοινή και
ΕΜ̂Δ > ΖΜ̂Δ, έπεται ότι ΕΔ > ΖΔ (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΖΔ > ΓΔ και άρα ΔΑ > ΔΕ > ΔΖ > ΔΓ.
Από την Τριγωνική ανισότητα (Β, Π, σελ. ) και πάλι, είναι ΜΚ+

ΚΔ > ΜΔ και καθώς ΜΗ = ΜΚ έπεται ότι

ΚΔ > ΜΔ − ΜΗ = ΔΗ

. Στμ: δηλαδή σχηματίζει την μικρότερη γωνία με το ελάχιστο τμήμα μεταξύ του σημείου
και του κύκλου.
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δηλαδή ΔΗ < ΚΔ.
Αλλά

ΜΚ + ΚΔ < ΜΛ + ΛΔ

καθώς στο τρίγωνο ΜΛΔ από το εσωτερικό σημείο του Κ έχουν αχθεί τα
τμήματα προς τα δυο άκρα της βάσης του ΜΔ (Β, Π, σελ. ).

Καθώς όμως ΜΚ = ΜΛ έπεται ότι ΚΔ < ΛΔ.
Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΔΛ < ΔΘ. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το

μικρότερο τμήμα από τοΔπρος τον κύκλο είναι τοΔΗ καιΔΚ < ΔΛ < ΔΘ.
Ισχυρίζομαι ακόμα ότι από το Δ προσπίπτουν δυο μόνο ίσα τμήματα

προς τον κύκλο και αυτά βρίσκονται εκατέρωθεν του μικρότερου τμήματος
από το Δ προς τον κύκλο (δηλαδή του ΔΗ).

Με πλευρά την ΜΔ και κορυφή το Μ κατασκευάζω την γωνία ΔΜ̂Β =
ΚΜ̂Δ (Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε την ΔΒ.

Επειδή τώρα ΜΚ = ΜΒ, ΜΔ κοινή και ΚΜ̂Δ = ΒΜ̂Δ τα τρίγωνα ΚΜΔ
και ΒΜΔ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΔΚ = ΔΒ.

Ισχυρίζομαι δε, ότι δεν υπάρχει άλλο ευθύγραμμο τμήμα από το Δ προς
τον κύκλο που να είναι ίσο με το ΔΚ.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι υπάρχει ένα άλλο τέτοιο ευθύγραμμο
τμήμα, έστω το ΔΝ, τότε καθώς ΔΚ = ΔΒ έπεται ότι ΔΝ = ΔΒ που όμως
είναι αδύνατον (από το β της πρότασης) καθώς ένα από τα δύο είναι
πλησιέστερα στο ΔΗ και άρα δεν γίνεται να είναι ίσα.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι είναι αδύνατον να προσπέσουν περισσότερα
από δύο ευθύγραμμα τμήματα από τοΔπρος τον κύκλο που να βρίσκονται
εκατέρωθεν του μικρότερου ευθύγραμμου τμήματος από το Δ προς τον
κύκλο (δηλαδή του ΔΗ).

Συνεπώς, αν από ένα σημείο εκτός κύκλου αχθούν ευθύγραμμα τμήματα
προς τον κύκλο από τα οποία το ένα διέρχεται από το κέντρο του κύκλου
τότε από τα τμήματα των οποίων το ένα άκρο βρίσκεται στο κοίλο μέρος
της περιφέρειας του κύκλου το μεγαλύτερο είναι αυτό που διέρχεται από
το κέντρο του κύκλου. Από οποιαδήποτε δυο άλλα από τα τμήματα
αυτά μεγαλύτερο είναι εκείνο που βρίσκεται πλησιέστερα στο κέντρο του
κύκλου. Επιπλέον, από τα τμήματα των οποίων το ένα άκρο βρίσκεται στο
κυρτό μέρος της περιφέρειας του κύκλου το μικρότερο είναι το τμήμα μεταξύ
του σημείου και του άκρου της διαμέτρου και από οποιαδήποτε άλλα δύο
από τα τμήματα αυτά μικρότερο είναι εκείνο που βρίσκεται πλησιέστερα
στο ελάχιστο τμήμα μεταξύ του σημείου και του άκρου της διαμέτρου.
Τέλος, υπάρχουν δύο μόνο ίσα ευθύγραμμα τμήματα από το σημείο προς
τον κύκλο που βρίσκονται εκατέρωθεν του ελάχιστου τμήματος μεταξύ
του σημείου και του κύκλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 9 () Αν από ένα σημείο που βρίσκεται στο εσωτερικό ενός
κύκλου άγονται προς την περιφέρεια περισσότερα από δυο ίσα ευθύγραμμα
τμήματα τότε το σημείο αυτό είναι το κέντρο του κύκλου.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και το σημείο
Δ στο εσωτερικό του από το οποίο άγονται
τα ίσα τμήματα ΔΑ, ΔΒ και ΔΓ προς την
περιφέρεια του κύκλου. Ισχυρίζομαι ότι το Δ
είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.

Φέρνουμε τις ΑΒ, ΒΓ και έστω Ε και Ζ
τα μέσα τους αντίστοιχα. Στη συνέχεια φέρ-
νουμε και τις ΕΔ και ΖΔ οι προεκτάσεις των
οποίων τέμνουν τον κύκλο στα Η, Κ, Θ και Λ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΕΔ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΑΕ = ΕΒ, την ΕΔ κοινή και ΔΑ = ΔΒ και άρα είναι ίσα οπότε είναι
και ΑΕ̂Δ = ΒΕ̂Δ. Έτσι, καθεμιά από τις ΑΕ̂Δ και ΒΕ̂Δ είναι ίση με μια ορθή
(Β, Ορ, σελ. ). Άρα η ΗΚ τέμνει κάθετα την ΑΒ στο Ε που είναι το
μέσο της.

Όταν όμως μια χορδή τέμνει κάθετα μια άλλη χορδή τότε το κέντρο του
κύκλου βρίσκεται πάνω σε αυτή (Π, σελ. ). Άρα το κέντρο του κύκλου
βρίσκεται πάνω στην ΗΚ.

Όμοια αποδεικνύεται ότι το κέντρο του κύκλου κείται και στην ΘΛ.
Οι ΗΚ, ΘΛ τέμνονται μόνο στο Δ. Έτσι αυτό το σημείο είναι το κέντρο

του κύκλου.
Συνεπώς, αν από εσωτερικό σημείο ενός κύκλου άγονται προς την περι-

φέρεια του περισσότερα από δυο ίσα ευθύγραμμα τμήματα τότε το σημείο
αυτό είναι το κέντρο του κύκλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 () Ένας κύκλος δεν μπορεί να τέμνει έναν άλλο κύκλο σε
περισσότερα από δυο σημεία.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ο κύκλος
ΑΒΓ τέμνει τον κύκλο ΔΕΗ σε περισσό-
τερα από δύο σήμεια, έστω στα Β, Η και
Θ. Φέρνουμε τις ΒΘ και ΒΗ και λαμβά-
νουμε τα μέσα τους Κ και Λ αντίστοιχα.

Από τα Κ και Λ φέρνουμε τις ΚΓ και
ΛΜ κάθετες στις ΒΘ και ΒΗ αντίστοιχα
οι προεκτάσεις των οποίων τέμνουν τους
κύκλους ΑΒΓ και ΔΕΗ στα Α και Ε αντίστοιχα.

Επειδή τώρα στον κύκλο ΑΒΓ η διάμετρος ΑΓ τέμνει κάθετα την χορδή
ΒΘ στο μέσον της έπεται ότι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ είναι ένα σημείο
της ΑΓ (Πόρισμα, Π, σελ. ).
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Ομοίως, στον ίδιο κύκλο η διάμετρος ΝΞ τέμνει κάθετα την χορδή ΒΗ
στο μέσον της και άρα το κέντρο του κύκλου είναι σημείο και της ΝΞ.

Καθώς όμως οι ΑΓ και ΝΞ δεν έχουν άλλο κοινό σημείο εκτός από το
Ο συμπεραίνουμε ότι το Ο είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι το Ο είναι το κέντρο του κύκλου
ΔΕΗ.

Άρα, οι κύκλοι ΑΒΓ και ΔΕΗ τέμνονται και έχουν κοινό κέντρο το Ο.
Αυτό όμως είναι αδύνατο (Π, σελ. ).

Συνεπώς, δυο κύκλοι δεν είναι δυνατόν να τέμνονται σε περισσότερα
από δυο σημεία. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 11 () Αν δυο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά τότε η προέκταση
του ευθύγραμμου τμήματος με άκρα τα κέντρα των δυο κύκλων διέρχεται από
το σημείο επαφής τους.
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Απόδειξη. Έστω ότι οι κύκλοι ΑΒΓ και
ΑΔΕ που εφάπτονται εσωτερικά στο Α.
Λαμβάνουμε τα κέντρα Ζ και Η των δυο
κύκλων ΑΒΓ και ΑΔΕ αντίστοιχα (Π,
σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι το ΗΖ προεκτεινόμενο
διέρχεται από το Α.

Έστω ότι η προέκταση του ΗΖ δεν
διέρχεται από το Α αλλά από ένα άλλο

σημείο, έστω το Θ. Φέρνουμε τις ΑΖ και ΑΗ.
Από την Τριγωνική ανισότητα (Β, Π, σελ. ) για τις πλευρές του

τριγώνου ΑΖΗ ισχύει ΑΗ + ΗΖ > ΖΑ και άρα ΑΗ + ΗΖ > ΖΘ οπότε
αφαιρώντας την ΗΖ παίρνουμε ΑΗ > ΖΗ.

Αλλά ΑΗ = ΗΔ και έτσι ΗΔ > ΗΘ που όμως είναι αδύνατο καθώς
ΗΔ < ΗΘ.

Άρα η προέκταση του ΖΗ διέρχεται από το Α που είναι το σημείο
επαφής των κύκλων ΑΒΓ και ΑΔΕ.

Συνεπώς, αν δυο κύκλοι εφάπτονται εσωτερικά τότε το ευθύγραμμο
τμήμα με άκρα τα κέντρα τους προεκτεινόμενο διέρχεται από το σημείο
επαφής τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 12 () Ανδυο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικάτότε το ευθύγραμμο
τμήμαπουέχειάκρατακέντρατωνδύοκύκλωνδιέρχεταιαπότοσημείοεπαφής
τους.

Απόδειξη. Έστω οι κύκλοι ΑΒΓ και ΑΔΕ που εφάπτονται εξωτερικά στο
Α. Λαμβάνουμε τα κέντρα Ζ και Η των κύκλων ΑΒΓ και ΑΔΕ αντίστοιχα
(Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι η ΖΗ διέρχεται από το σημείο επαφής Α των
δύο κύκλων.
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Ας υποθέσουμε ότι η ΖΗ δεν διέρχε-
ται από τοΑ αλλά από τα σημεία Γ και
Δ των δύο κύκλων ΑΒΓ και ΑΔΕ αντί-
στοιχα, ακολουθώντας την διαδρομή
ΖΓΔΗ. Φέρνουμε τις ΑΖ και ΑΗ.

Επειδή το Ζ είναι το κέντρο του
κύκλου ΑΒΓ έπεται ότι ΖΑ = ΖΓ και
ομοίως επειδή το Η είναι το κέντρο του
κύκλου ΑΔΕ είναι ΗΑ = ΗΔ. Συνεπώς,

ΖΑ + ΑΗ = ΖΓ + ΗΔ,

και άρα
ΖΗ > ΖΑ + ΑΗ.

Αυτό όμως είναι αδύνατο σύμφωνα με την Τριγωνική Ανισότητα (Β,
Π, σελ. ) καθώς σε ένα τρίγωνο κάθε πλευρά του είναι μικρότερη από
το άθροισμα των δύο άλλων.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ΖΗ διέρχεται από το σημείο επαφής Α των
δύο κύκλων.

Έτσι, αν δυο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά τότε το ευθύγραμμο τμήμα
με άκρα τα κέντρα των κύκλων αυτών διέρχεται από το σημείο επαφής
τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Δυο κύκλοι δεν μπορούν να εφάπτονται είτε εσωτερικά
είτε εξωτερικά σε περισσότερα από ένα σημεία.
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Απόδειξη. Θεωρούμε τους κύκλους ΑΒΔΓ
και ΕΒΖΔ και υποθέτουμε ότι είναι δυνα-
τόν να εφάπτονται στα σημεία Β και Δ.
Λαμβάνουμε τα κέντρα Η και Θ των κύ-
κλων ΑΒΔΓ και ΕΒΖΔ αντίστοιχα. Η ΗΘ
προεκτεινόμενη διέρχεται από τα Β και Δ
(Π, σελ. ).

Επειδή το Η είναι κέντρο του ΑΒΔΓ
ισχύει ΒΗ = ΗΔ και άρα ΒΗ > ΘΔ. Επο-
μένως θα είναι και ΒΘ > ΘΔ. Το Θ όμως είναι κέντρο του ΕΒΖΔ οπότε
ισχύει και ΒΘ = ΘΔ που όμως είναι αδύνατο καθώς δείξαμε ότι ΒΘ > ΘΔ.
Άρα δυο κύκλοι δεν είναι δυνατόν να εφάπτονται εσωτερικά σε περισσό-
τερα από ένα σημεία.

Ισχυρίζομαι ακόμα ότι το ίδιο συμβαίνει και όταν οι κύκλοι εφάπτονται
εξωτερικά. Υποθέτουμε ότι ο κύκλος ΑΓΚ εφάπτεται εξωτερικά στον ΑΒΔΓ
στα σημεία Α και Γ. Φέρνουμε την ΑΓ. Επειδή τα Α και Γ είναι σημεία και
των δυο κύκλων το τμήμα με άκρα τα σημεία αυτά βρίσκεται στο εσωτερικό
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του κάθε κύκλου (Π, σελ. ). Έτσι η ΑΓ βρίσκεται στο εσωτερικό του
ΑΒΔΓ.

Καθώς όμως ο ΑΓΚ εφάπτεται εξωτερικά στον ΑΒΔΓ δεν μπορεί να του
αποκόπτει τμήμα (Ορ, σελ. ). Έτσι, ο ΑΓΚ δεν περιέχει την ΑΓ που
πρέπει να βρίσκεται εκτός του. Αλλά αυτό είναι αδύνατο καθώς η ΑΓ είναι
χορδή του ΑΓΚ.

Συνεπώς, δεν είναι δυνατό δυο κύκλοι να εφάπτονται εξωτερικά σε
περισσότερα από ένα σημεία.

Άρα, ένας κύκλος δεν μπορεί να εφάπτεται εσωτερικά ή εξωτερικά σε
έναν άλλο σε περισσότερα από ένα σημεία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 () Σε έναν κύκλο οι ίσες χορδές ισαπέχουν από το κέντρο
του και αντιστρόφως αν δυο χορδές ισαπέχουν από το κέντρο του κύκλου τότε
αυτές είναι ίσες.
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Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ
και οι χορδές του ΑΒ και ΓΔ με ΑΒ = ΓΔ.
Ισχυρίζομαι ότι οι ΑΓ και ΒΔ ισαπέχουν
από το κέντρο του κύκλου.

Λαμβάνουμε το κέντρο Ε του κύκλου
ΑΒΓΔ (Π, σελ. ) και φέρνουμε από το
Ε τις ΕΖ και ΕΗ κάθετες στις ΑΒ και ΓΔ
αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΑΕ και ΕΓ.

Επειδή η ΕΖ που διέρχεται από το κέ-
ντρο του κύκλου τέμνει κάθετα στο Ζ την ΒΑ που δεν διέρχεται από το
κέντρο του κύκλου, έπεται ότι το Ζ είναι το μέσον της ΒΑ (Π, σελ. ).
Άρα ΑΖ = ΖΒ και επομένως ΑΒ = 2⋅ΑΖ. Ομοίως ισχύει και ότι ΓΔ = 2⋅ΓΗ
και καθώς ΑΒ = ΓΔ έπεται ότι ΑΖ = ΓΗ.

Επειδή τώρα ΑΕ = ΕΓ θα είναι ισεμβαδικά τα τετράγωνά τους, δηλαδή
ΑΕ2 = ΕΓ2. Επειδή ΕΖ̂Α = 1 ορθή, σύμφωνα με το Πυθαγόρειο Θεώρημα
(Β, Π, σελ. ), ισχύει ΑΕ2 = ΑΖ2 + ΕΖ2. Ομοίως, αφού ΕΗ̂Γ = 1 ορθή,
ΕΓ2 = ΕΗ2 + ΓΗ2. Έτσι,

ΑΖ2 + ΕΖ2 = ΕΗ2 + ΓΗ2.

Αλλά ΑΖ = ΓΗ, άρα από την προηγούμενη ΕΖ2 = ΓΗ2, δηλαδή ΕΖ = ΓΗ.
Σε έναν κύκλο όμως δυο χορδές ισαπέχουν από το κέντρο του όταν

τα κάθετα τμήματα από το κέντρο προς τις χορδές αυτές είναι ίσα (Ορ,
σελ. ). Έτσι, οι χορδές ΑΒ και ΓΔ ισαπέχουν από το κέντρο του κύκλου.

(Αντίστροφο) Έστω τώρα ότι οι χορδές ΑΒ και ΓΔ ισαπέχουν από το
κέντρο του κύκλου ΑΒΓΔ. Δηλαδή έστω ότι ΕΖ = ΕΗ. Ισχυρίζομαι ότι
ΑΒ = ΓΔ.

Όπως προηγουμένως, ισχύουν ΑΒ = 2 ⋅ ΑΖ και ΓΔ = 2 ⋅ ΓΗ.
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Επειδή ΑΕ = ΓΕ έπεται ότι ΑΕ2 = ΓΕ2. Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
(Β, Π, σελ. ) όμως έπεται ότι ΑΕ2 = ΕΖ2 + ΖΑ2, καθώς και ΓΕ2 =
ΕΗ2 + ΗΓ2. Έτσι,

ΕΖ2 + ΖΑ2 = ΕΗ2 + ΗΓ2.
Καθώς όμως ΕΖ = ΕΗ συμπεραίνουμε ότι ΕΖ2 = ΕΗ2, οπότε από την

προηγούμενη ΖΑ2 = ΗΓ2, και άρα ΑΖ = ΓΗ. Αλλά ΑΒ = 2 ⋅ ΑΖ και
ΓΔ = 2 ⋅ ΓΗ, οπότε ΑΒ = ΓΔ.

Συνεπώς, σε έναν κύκλο οι ίσες χορδές ισαπέχουν από το κέντρο και
αντιστρόφως, αν δυο χορδές ισαπέχουν από το κέντρο του κύκλου τότε
είναι ίσες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 () Η μέγιστη χορδή ενός κύκλου είναι η διάμετρος του. Από
τις υπόλοιπες χορδές μεγαλύτερη είναι εκείνη που βρίσκεται πλησιέστερα στο
κέντρο του κύκλου.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ με κέντρο
το Ε και η διάμετρός του ΑΔ. Θεωρούμε
ακόμα τις χορδές του ΒΓ και ΖΗ τέτοιες
ώστε η ΒΓ να απέχει μεγαλύτερη από-
σταση από το κέντρο από ότι η ΖΗ.

Ισχυρίζομαι ότι η μεγαλύτερη χορδή
είναι η ΑΔ και ΒΓ > ΖΗ.

Από το κέντρο Ε φέρνουμε τις κάθετες
ΕΘ και ΕΚ στις ΒΓ και ΖΗ αντίστοιχα.
Επειδή η ΒΓ απέχει μικρότερη απόσταση από το κέντρο του κύκλου από
ότι η ΖΗ έπεται ότι ΕΚ > ΕΘ (Ορ, σελ. ). Πάνω στην ΕΚ παίρνουμε το
σημείο Λ τέτοιο ώστε ΕΛ = ΕΘ και από το Λ φέρνουμε την ΛΜ κάθετη στην
ΕΚ. Η προέκταση της ΛΜ προς το Λ τέμνει τον κύκλο στο Ν. Φέρνουμε
και τις ΜΕ, ΕΝ, ΖΕ και ΕΗ. Επειδή ΕΘ = ΕΛ έπεται ότι ΒΓ = ΜΝ (Π,
σελ. ). Επιπλέον καθώς ΑΕ = ΕΜ και ΕΔ = ΕΝ έπεται ότι

ΑΔ = ΑΕ + ΕΔ = ΕΜ + ΕΝ.
Από την τριγωνική ανισότητα (Β, Π, σελ. ) στο ΜΕΝ ισχύει

ΑΔ = ΕΜ + ΕΝ > ΜΝ = ΒΓ.
Επειδή τώρα, τα τρίγωνα ΜΕΝ και ΖΕΗ έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές
τους ίσες, καθώς ΜΕ = ΖΕ και ΕΝ = ΕΗ, ενώ για τις περιεχόμενες σε αυτές
τις πλευρές γωνίες ισχύει ΜΕ̂Ν > ΖΕ̂Η έπεται ότι ΜΝ > ΖΗ (Β, Π,
σελ. ). Έτσι, καθώς ΜΝ = ΒΓ, τελικά προκύπτει ότι ΒΓ > ΖΗ.

Συνεπώς, η διάμετρος είναι η μέγιστη χορδή ενός κύκλου και από όλες
τις άλλες χορδές μεγαλύτερη είναι εκείνη που βρίσκεται πλησιέστερα στο
κέντρο του κύκλου. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 16 () Η κάθετη στο άκρο μιας διαμέτρου βρίσκεται εκτός του
κύκλου και είναι αδύνατον από το άκρο μιας διαμέτρου να αχθεί ημιευθεία που
να βρίσκεται στην περιοχή μεταξύ του κύκλου και της κάθετης στην διάμετρο
στο άκρο της αυτό. Επιπλέον κάθε οξεία γωνία με μιαπλευρά την διάμετρο και
κορυφή το άκρο της διαμέτρου στο οποίο έχει αχθεί η παραπάνω κάθετη είναι
μικρότερη από την γωνία του ημικυκλίου (που περιέχεται στην διάμετρο και
το ημικύκλιο (Ορ, σελ. )) και μεγαλύτερη από την γωνία που περιέχεται
στο ημικύκλιο και την κάθετη.

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ με κέντρο το Δ και διάμετρο ΑΒ. Ισχυρίζομαι
ότι η κάθετη στην διάμετρο στο σημείο Α βρίσκεται εκτός του κύκλου.

Ας υποθέσουμε ότι η κάθετη στην διάμετρο στο σημείο της Α βρίσκεται
εντός του κύκλου και έστω ότι αυτή είναι η ΑΓ. Φέρνουμε και την ΔΓ.
Επειδή ΔΑ = ΔΓ έπεται ότι ΔΑ̂Γ = ΑΓ̂Δ (Β, Π, σελ. ) και καθώς
ΔΑ̂Γ = 1 ορθή είναι και ΑΓ̂Δ = 1 ορθή. Τότε

ΔΑ̂Γ + ΑΓ̂Δ = 2 ορθές

που είναι αδύνατο καθώς σε ένα τρίγωνο το άθροισμα δύο οποιονδήποτε
γωνιών του είναι πάντα μικρότερο από 2 ορθές (Β, Π, σελ. ). Συμπε-
ραίνουμε λοιπόν ότι η κάθετη στο Α στην ΑΒ δεν βρίσκεται στο εσωτερικό
του κύκλου ΑΒΓ.
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Όμοια αποδεικνύεται και ότι η
κάθετη αυτή δεν μπορεί να βρίσκε-
ται πάνω στον κύκλο ΑΒΓ και άρα
η κάθετη στο άκρο Α της διαμέ-
τρου ΑΒ βρίσκεται εκτός του κύ-
κλου ΑΒΓ.

Έστω τώρα ότι η ΑΕ είναι η κά-
θετη στην ΑΒ στο Α. Ισχυρίζομαι
ότι στην περιοχή μεταξύ της ΑΕ και
του τόξου ⏜ΓΘΑ δεν είναι δυνατόν να
βρίσκεται άλλη ημιευθεία με αρχή

το Α.
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει μια τέτοια ημιευθεία, έστω η ΑΖ. Φέρνουμε

από το Δ την ΔΗ κάθετη στην ΑΖ. Επειδή ΑΗ̂Δ = 1 ορθή και η ΔΑ̂Η
είναι οξεία έπεται ότι ΑΔ > ΔΗ (Β, Π, σελ. ). Καθώς όμως ΔΘ = ΔΑ
συμπεραίνουμε ότι ΔΘ > ΔΗ που όμως είναι αδύνατον καθώς ΔΘ <
ΔΗ. Άρα στην περιοχή μεταξύ της ΑΕ και του τόξου ⏜ΓΘΑ δεν μπορεί να
βρίσκεται καμιά άλλη ημιευθεία που να ξεκινά από το Α.

Ισχυρίζομαι ακόμα ότι η γωνία του ημικυκλίου που περιέχεται από τις
ΑΒ και το τόξο ⏜ΓΘΑ είναι μεγαλύτερη από κάθε ευθύγραμμη οξεία γωνία
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με κορυφή το Α και πλευρά ΑΒ ενώ και η γωνία που περιέχεται στο τόξο
⏜ΓΘΑ και την ΑΕ είναι μικρότερη από κάθε οξεία γωνία με κορυφή το Α.

Και αυτό διότι αν υπάρχει ευθύγραμμη γωνία με κορυφή το Α που να
είναι μεγαλύτερη από αυτήν που περιέχεται στην ΑΒ και το τόξο ⏜ΓΘΑ
και μικρότερη από αυτήν που περιέχεται στο τόξο ⏜ΓΘΑ και την ΑΕ τότε
υπάρχει μια ευθεία στην περιοχή μεταξύ του τόξου ⏜ΓΘΑ και της ΑΕ. Αυτό
όμως είναι αδύνατο σύμφωνα με αυτό που αποδείχθηκε παραπάνω.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει ευθύγραμμη οξεία γωνία με
κορυφή το Α που να είναι μεγαλύτερη από την γωνία που περιέχεται
στην ΑΒ και το τόξο ⏜ΓΘΑ και μικρότερη από την γωνία που περιέχεται
στο τόξο ⏜ΓΘΑ και την ΑΕ.
Πόρισμα 3 Είναι φανερό ότι η κάθετη στο άκρο μιας διαμέτρου ενός κύκλου
εφάπτεται σε αυτόν σε ένα μόνο σημείο καθώς έχει αποδειχθεί ότι αν ένα τμήμα
έχει δυο κοινά σημεία με ένα κύκλο τότε αυτό βρίσκεται στο εσωτερικό του.
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

(στμ: η προηγούμενη πρόταση συνεπάγεται άμεσα ότι η γωνία χορδής
και υποτείνοντος τόξου (Ορ, σελ. ) είναι ίση ως «κλίση» (Β, Ορ,
σελ. ) με τη γωνία ανάμεσα στη χορδή και την εφαπτομένη στο άκρο
της.)

Πρόταση 17 (Κατασκευή εφαπτομένης) () Να αχθεί η εφαπτομένη από
ένα δοθέν σημείο προς έναν δοθέντα κύκλο.

Α

Β

Γ

Ζ

Ε

Δ

Η

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνονται το σημείο
Α και ο κύκλος ΒΓΔ. Πρέπει να αχθεί η
εφαπτομένη από το Α προς τον κύκλο.

Λαμβάνουμε το κέντρο Ε του κύκλου
ΒΓΔ και φέρνουμε την ΕΑ. Με κέντρο το Ε
και ακτίνα ΕΑ γράφουμε τον κύκλο ΑΖΗ.
Από το Δ φέρνουμε την ΔΖ κάθετη στην
ΑΕ. Στη συνέχεια φέρνουμε και τις ΕΖ και
ΑΒ . Ισχυρίζομαι ότι έχει αχθεί η εφαπτο-
μένη του κύκλου από το Α και αυτή είναι η ΑΒ.

Πράγματι, επειδή το Ε είναι το κέντρο των κύκλων ΒΓΔ και ΑΖΗ έπεται
ότι ΕΑ = ΕΖ και ΕΔ = ΕΒ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΖΕΔ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν δυο αντίστοιχες πλευρές τους ίσες καθώς ΑΕ = ΖΕ και ΕΒ = ΕΔ ενώ
η περιεχόμενη σε αυτές τις πλευρές γωνία ΑΕ̂Ζ είναι κοινή. Άρα τα τρίγωνα
αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και έχουν ίσες τις βάσεις τους ΔΖ = ΑΒ και
τις αντίστοιχες γωνίες τους. Επομένως ισχύει ΕΒ̂Α = ΕΔ̂Ζ = 1 ορθή. Τότε
όμως, καθώς η ΕΒ έχει αχθεί από το κέντρο, το τμήμα ΑΒ είναι κάθετο στο
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Β που είναι άκρο της διαμέτρου και άρα εφάπτεται στον κύκλο (Πόρισμα,
Π, σελ. ). Άρα η ΑΒ εφάπτεται στον κύκλο ΒΓΔ.

Έτσι, από το δοθέν σημείο Α έχει αχθεί η εφαπτομένη ΑΒ προς τον
δοθέντα κύκλο ΒΓΔ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 18 () Αν μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο τότε η ακτίνα είναι
κάθετη στην εφαπτομένη στο σημείο επαφής.

Α

Β

Γ

Δ

Ε
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Η

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και η ΔΕ που
εφάπτεται σε αυτόν στο σημείο του Γ. Λαμ-
βάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου ΑΒΓ και
φέρνουμε την ΖΓ. Ισχυρίζομαι ότι η ΖΓ είναι
κάθετη στην ΔΕ.

Υποθέτουμε ότι η ΖΓ δεν είναι κάθετη
στην ΔΕ και φέρνουμε την ΖΗ κάθετη στην
ΔΕ. Επειδή ΖΗ̂Γ = 1 ορθή έπεται ότι η ΖΓ̂Η

είναι οξεία (Β, Π, σελ. ). Σε ένα τρίγωνο όμως απέναντι από τη μεγα-
λύτερη γωνία βρίσκεται η μεγαλύτερη πλευρά (Β, Π, σελ. ) και έτσι
ΖΓ > ΖΗ. Καθώς ΖΒ = ΖΓ έπεται ότι ΖΒ > ΖΗ που είναι αδύνατο καθώς
ΖΒ < ΖΗ. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ΖΗ δεν είναι κάθετη στην ΔΕ.

Όμοια αποδεικνύεται και ότι δεν υπάρχει άλλη ευθεία από το κέντρο
κάθετη στην ΔΕ εκτός από την ΖΓ.

Συνεπώς, αν μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο και αχθεί από το
κέντρο του κύκλου ευθύγραμμο τμήμα προς το σημείο επαφής τότε το
τμήμα αυτό είναι κάθετο στην εφαπτομένη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 19 () Ηκάθετηστηνεφαπτομένηενόςκύκλουστοσημείοεπαφής
διέρχεται από το κέντρο του κύκλου.

Α
Β

Γ

Ζ

ΕΔ

Απόδειξη. Έστω ότι η ΔΕ εφάπτεται στον κύ-
κλο ΑΒΓ στο σημείο Γ. Φέρνουμε την ΓΑ κάθετη
στην ΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι το κέντρο του κύκλου
βρίσκεται πάνω στην ΑΓ.

Υποθέτουμε ότι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ,
έστω το Ζ, δεν βρίσκεται πάνω στην ΑΓ. Φέρ-
νουμε και την ΓΖ.

Επειδή η ΔΕ εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΓ στο
Γ και από το Ζ που είναι το κέντρο του κύκλου

ΑΒΓ έχει αχθεί η ΖΓ έπεται ότι η ΖΓ είναι κάθετη στην ΔΕ (Π, σελ. ).
Δηλαδή, ΖΓ̂Ε = 1 ορθή.

Καθώς όμως και ΑΓ̂Ε = 1 ορθή έπεται ότι ΑΓ̂Ε = ΖΓ̂Ε.
Αλλά αυτό είναι αδύνατο καθώς ΖΓ̂Ε < ΑΓ̂Ε. Και άρα το Ζ δεν είναι

το κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.



Βιβλίο 3ο 

Όμοια αποδεικνύεται ότι και κανένα άλλο σημείο που δεν βρίσκεται
πάνω στην ΑΓ δεν μπορεί να είναι κέντρο του κύκλου ΑΒΓ.

Συνεπώς, αν μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο και από το σημείο
επαφής αχθεί κάθετη σε αυτή τότε το κέντρο του κύκλου βρίσκεται πάνω
σε αυτήν την κάθετη. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 20 () Σε έναν κύκλο η επίκεντρη γωνία είναι διπλάσια της εγ-
γεγραμμένης που βαίνει στο ίδιο τόξο με αυτήν.

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ, η επίκεντρη γωνία ΒΕ̂Γ και η εγγεγραμμένη
γωνία ΒΑ̂Γ που βαίνει στο ίδιο τόξο ⏜ΒΓ με την ΒΕ̂Γ. Ισχυρίζομαι ότι ΒΕ̂Γ =
2 ⋅ ΒΑ̂Γ

Φέρνουμε την ΑΕ της οποίας η προέκταση προς το Ε τέμνει τον κύκλο
στο Ζ. Επειδή ΕΑ = ΕΒ έπεται ότι ΕΑ̂Β = ΕΒ̂Α και άρα ΕΑ̂Β + ΕΒ̂Α =
2 ⋅ ΕΑ̂Β. Αλλά ΒΕ̂Ζ = ΕΑ̂Β + ΕΒ̂Α (Β, Π, σελ. ) και επομένως ΒΕ̂Ζ =
2 ⋅ ΕΑ̂Β.
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Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΖΕ̂Γ =
2 ⋅ ΕΑ̂Γ και άρα ΒΕ̂Γ = 2 ⋅ ΒΑ̂Γ.

Ας θεωρήσουμε τώρα μια άλλη εγγε-
γραμμένη γωνία, έστω την ΒΔΓ τέτοια
ώστε το κέντρο του κύκλου να μην βρίσκε-
ται μεταξύ των πλευρών της. Φέρνουμε
τηνΔΕ της οποίας η προέκταση προς το Ε
τέμνει τον κύκλο στο Η. Όπως προηγου-
μένως αποδεικνύεται ότι ΗΕ̂Γ = 2 ⋅ ΕΔ̂Γ
και επειδή ΗΕ̂Β = 2 ⋅ ΕΔ̂Β προκύπτει ότι
ΒΕ̂Γ = 2 ⋅ ΒΔ̂Γ.

Συνεπώς, όταν σε έναν κύκλο μια εγγεγραμμένη γωνία βαίνει στο ίδιο
τόξο με μια επίκεντρη τότε η επίκεντρη γωνία είναι διπλάσια της εγγε-
γραμμένης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 21 () Οι γωνίες στο ίδιο τμήμα ενός κύκλου είναι ίσες μεταξύ
τους. (Σε έναν κύκλο οι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο
είναι ίσες).

Α

Β Γ

Ζ Δ

ΕΑπόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ και οι γωνίες
ΒΑ̂Δ και ΒΕ̂Δ βαίνουν στο τμήμα ΒΓΔ.

Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου ΑΒΓΔ
και φέρνουμε τις ΒΖ και ΖΔ. Επειδή η ΒΖ̂Δ είναι
επίκεντρη και η ΒÂΔ εγγεγραμμένη που έχουν
ως βάση το ίδιο τόξο ΒΓΔ (δηλαδή βαίνουν στο
ίδιο τόξο) έπεται ότι ΒΖ̂Δ = 2 ⋅ ΒÂΔ (Π,
σελ. ).

Για τον ίδιο λόγο ισχύει ΒΖ̂Δ = 2 ⋅ ΒΕ̂Δ και άρα ΒΑ̂Δ = ΒΕ̂Δ
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Συνεπώς, οι γωνίες στο ίδιο τμήμα ενός κύκλου είναι ίσες· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 22 () Το άθροισμα των απέναντι γωνιών ενός τετραπλεύρου
που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο είναι ίσο με 2 ορθές.

Α Β

Γ

Δ

Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ και το εγ-
γεγραμμένο σε αυτόν τετράπλευρο ΑΒΓΔ.
Ισχυρίζομαι ότι οι απέναντι γωνίες του έχουν
άθροισμα ίσο με  ορθές.

Φέρνουμε τις ΑΓ και ΒΔ. Επειδή το άθροι-
σμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο με
 ορθές (Β, Π, σελ. ) έπεται ότι για τις
γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ ισχύει

ΓΑ̂Β + ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α = 2 ορθές

Αλλά ΒΑ̂Γ = ΒΔ̂Γ καθώς αυτές βρίσκονται στο ίδιο κυκλικό τμήμα ΒΑΔΓ
(Π, σελ. ) και όμοια προκύπτει και ότι ΑΓ̂Β = ΑΔ̂Β που βρίσκονται
στο κυκλικό τμήμα ΑΔΓΒ. Έτσι,

ΑΔ̂Γ = ΑΔ̂Β + ΒΔ̂Γ = ΒΑ̂Γ + ΑΓ̂Β.
Οπότε προσθέτοντας την ΑΒ̂Γ βρίσκουμε:

ΑΒ̂Γ + ΒΑ̂Γ + ΑΓ̂Β = ΑΒ̂Γ + ΑΔ̂Γ
και άρα (καθώς ΓΑ̂Β + ΑΒ̂Γ + ΒΓ̂Α = 2 ορθές) έπεται ότι ΑΒ̂Γ + ΑΔ̂Γ =
2 ορθές.

Όμοια αποδεικνύεται και ότι ΒΑ̂Δ + ΔΓ̂Β = 2 ορθές.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το άθροισμα των απέναντι γωνιών ενός

τετραπλεύρου που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο είναι ίσο με  ορθές· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 () Είναι αδύνατο να κατασκευαστούν στην ίδια πλευρά ενός
ευθύγραμμου τμήματος δυο όμοια και άνισα τμήματα κύκλων.

Α Β

Γ Δ Απόδειξη. Έστω το ευθύγραμμο τμήμαΑΒ. Υπο-
θέτουμε ότι είναι δυνατόν να κατασκευαστούν
στην ίδια πλευρά του ΑΒ δυο όμοια και άνισα
τμήματα κύκλων τα ΑΓΒ και ΑΔΒ. Φέρνουμε την
ΑΓΔ και τις ΓΒ και ΔΒ.

Καθώς τα τμήματα ΑΓΒ και ΑΔΒ είναι όμοια έπεται ότι δέχονται ίσες
γωνίες (Ορ, σελ. ) και έτσι ισχύει ΑΓ̂Β = ΑΔ̂Β.

Τότε όμως στο τρίγωνο ΒΓΔ η εξωτερική γωνία ΑΓ̂Β είναι ίση με την
απέναντι εσωτερική, δηλαδή την ΑΔ̂Β και αυτό είναι αδύνατο (Β, Π,
σελ. ).



Βιβλίο 3ο 

Άρα, είναι αδύνατον να κατασκευαστούν δυο όμοια και άνισα τμήματα
κύκλων που να βρίσκονται στην ίδια πλευρά ενός ευθύγραμμου τμήματος·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 24 () Αν όμοια κυκλικά τμήματα έχουν ίσες χορδές είναι ίσα.

Α Β
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Απόδειξη. Θεωρούμε τα όμοια κυκλικά τμήματα
ΑΕΒ και ΓΖΔ με χορδές ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα
ώστε ΑΒ = ΓΔ. Ισχυρίζομαι ότι τα κυκλικά τμή-
ματα αυτά είναι ίσα.

Εφαρμόζουμε το κυκλικό τμήμα ΑΕΒ πάνω
στο κυκλικό τμήμα ΓΖΔ ώστε το Α να ταυτιστεί
με το Γ. Τότε καθώς ΑΒ = ΓΔ η ΑΒ θα εφαρμόσει
πάνω στην ΓΔ και το σημείο Β θα ταυτιστεί με
το Δ.

Αν τώρα το κυκλικό τμήμα ΑΕΒ δεν εφαρμόσει πάνω στο κυκλικό τμήμα
ΓΖΔ τότε αυτό θα βρεθεί είτε μέσα είτε έξω από το κυκλικό τμήμα ΓΖΔ
όπως το κυκλικό τμήμα ΓΗΔ.

Τότε όμως ο κύκλος ΓΖΔ τέμνει τον κύκλο ΓΗΔ σε περισσότερα από
δυο σημεία και αυτό είναι αδύνατο (Π, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι όταν η ΑΒ εφαρμόσει πάνω στην ΓΔ τότε
το κυκλικό τμήμα ΑΕΒ εφαρμόζει πάνω στο κυκλικό τμήμα ΓΖΔ και άρα
τα κυκλικά τμήματα αυτά είναι ίσα.

Συνεπώς, αν όμοια κυκλικά τμήματα έχουν ίσες χορδές είναι μεταξύ τους
ίσα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 25 (Κατασκευή) ()Αν δίνεται ένα τμήμα ενός κύκλου, να γραφεί
ο κύκλος στον οποίο ανήκει αυτό το τμήμα.

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνεται το τμήμα κύκλου ΑΒΓ. Πρέπει να γραφεί ο
κύκλος στον οποίο ανήκει το ΑΒΓ.

Λαμβάνουμε το μέσον Δ της ΑΓ και φέρνουμε την ΔΒ κάθετη στην ΑΓ.
Στη συνέχεια φέρνουμε και την ΑΒ. Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

1η Περίπτωση: ΑΒ̂Δ > ΒΑ̂Δ. Α

Β

Γ

Δ Ε

Με μια πλευρά την ΑΒ και κορυφή το σημείο Α
κατασκευάζουμε την γωνία ΒΑ̂Ε = ΑΒ̂Δ (Β, Π,
σελ. ), προεκτείνουμε την ΒΔ μέχρι το Ε και φέρ-
νουμε τις ΔΕ και ΕΓ. Τότε καθώς ΑΒ̂Ε = ΒΑ̂Ε έπεται
ότι ΕΒ = ΕΑ (Β, Π, σελ. ).

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΔΕ και ΕΔΓ παρα-
τηρούμε ότι αυτά έχουν ΑΔ = ΔΓ, την ΔΕ κοινή και ΑΔ̂Ε = ΕΔ̂Γ = 1 ορθή.
Έτσι, τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα και άρα ΑΕ = ΕΓ (Β, Π, σελ. ).
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Έτσι ισχύει ΑΕ = ΕΓ = ΕΒ και άρα ο κύκλος με κέντρο το Ε και ακτίνα
ένα από αυτά τα τμήματα διέρχεται από τα σημεία Α, Β και Γ και είναι
ο κύκλος στον οποίο ανήκει το δοθέν τμήμα ΑΒΓ (Π, σελ.  και Π,
σελ. ).

Α

Β

Γ

Δ

Άρα, δοθέντος ενός τμήματος κύκλου έχει γραφεί
ο κύκλος στον οποίο ανήκει το τμήμα αυτό. Είναι
επίσης φανερό ότι το τμήμα ΑΒΓ είναι μικρότερο από
το ημικύκλιο καθώς το κέντρο του κύκλου Ε βρίσκεται
στο εξωτερικό του τμήματος ΑΒΓ.
2η Περίπτωση: ΑΒ̂Δ = ΒΑ̂Δ.

Τότε ισχύει ΑΔ = ΒΔ (Β, Π, σελ. ) και άρα
ΔΑ = ΔΒ = ΔΓ, οπότε το Δ είναι το κέντρο του κύκλου στο οποίο ανήκει
το τμήμα. Στην περίπτωση αυτή το ΑΒΓ είναι ημικύκλιο.

Α

Β

Γ

ΔΕ

3η Περίπτωση: ΑΒ̂Δ < ΒΑ̂Δ.
Με μια πλευρά την ΑΒ και κορυφή το Α κα-

τασκευάζουμε την γωνία ΒΑ̂Ε = ΑΒ̂Δ (Β, Π,
σελ. ). Τότε το κέντρο του κύκλου βρίσκε-
ται στο εσωτερικό του τμήματος ΑΒΓ και κείται
στην ΔΒ. Τώρα το τμήμα ΑΒΓ είναι μεγαλύτερο
από το ημικύκλιο.

Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση έχει γραφεί ο
κύκλος στον οποίο ανήκει το δοθέν τμήμα. 

Πρόταση 26 () Σε ίσους κύκλους οι ίσες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα είτε
είναι επίκεντρες είτε είναι εγγεγραμμένες.

Α

Β Γ

Δ

Ε Ζ

Η Θ

Κ Λ

Απόδειξη. Έστω οι ίσοι κύκλοι ΑΒΓ και
ΔΕΖ και έστω οι ίσες επίκεντρες γωνίες
τους ΒΗ̂Γ = ΕΘ̂Ζ και οι ίσες εγγεγραμμέ-
νες γωνίες τους ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ. Ισχυρίζομαι
ότι ⏜ΒΚΓ = ⏜ΕΛΖ.

Φέρνουμε τις ΒΓ και ΕΖ. Επειδή οι κύ-
κλοι ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσοι έχουν ίσες ακτίνες. Συγκρίνοντας τώρα τα
τρίγωνα ΒΗΓ και ΘΕΖ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν ΒΗ = ΕΘ, ΗΓ = ΘΖ
και ΒΗ̂Γ = ΕΘ̂Ζ. Έτσι, τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και
άρα ΒΓ = ΕΖ.

Τώρα επειδή ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ τα τμήματα κύκλων ΒΑΓ και ΕΔΖ είναι όμοια
(Ορ, σελ. ) και οι χορδές των τμημάτων αυτών είναι ίσες καθώς ΒΓ =
ΕΖ. Αλλά όταν όμοια κυκλικά τμήματα έχουν ίσες χορδές τότε είναι ίσα
(Π, σελ. ) δηλαδή ΒΑΓ = ΕΔΖ. Καθώς οι κύκλοι ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι
ίσοι έπεται ότι και τα τμήματα ΒΚΓ και ΕΛΖ είναι ίσα.



Βιβλίο 3ο 

Συνεπώς, σε ίσους κύκλους οι ίσες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα είτε είναι
επίκεντρες είτε είναι εγγεγραμμένες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Σε ίσους κύκλους οι γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα είναι
ίσες είτε αυτές είναι επίκεντρες είτε αυτές είναι εγγεγραμμένες.
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Απόδειξη. Έστω ότι στους ίσους κύκλους
ΑΒΓ και ΔΕΖ στα ίσα τόξα ΒΓ και ΕΖ βαί-
νουν οι επίκεντρες γωνίες ΒΗ̂Γ και ΕΘ̂Ζ
αντίστοιχα καθώς και οι εγγεγραμμένες
γωνίες ΒΑ̂Γ και ΕΔ̂Ζ αντίστοιχα. Ισχυρί-
ζομαι ότι ΒΗ̂Γ = ΕΘ̂Ζ και ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.

Πράγματι αν υποθέσουμε ότι οι ΒΗ̂Γ και ΕΘ̂Ζ δεν είναι ίσες τότε κάποια
από αυτές θα είναι μεγαλύτερη. Έστω ότι ΒΗ̂Γ > ΕΘ̂Ζ. Με μια πλευρά
την ΒΗ και κορυφή το Η κατασκευάζουμε την γωνία ΒΗ̂Κ = ΕΘ̂Ζ (Β,
Π, σελ. ). Σε ίσους όμως κύκλους οι ίσες επίκεντρες γωνίες βαίνουν
σε ίσα τόξα (Π, σελ. ) άρα ΒΚ = ΕΖ και καθώς ΒΓ = ΕΖ έπεται ότι
ΒΚ = ΒΓ που όμως είναι αδύνατο καθώς ΒΚ < ΒΓ. Συμπεραίνουμε λοιπόν
ότι ΒΗ̂Γ = ΕΘ̂Ζ.

Για τις εγγεγραμμένες γωνίες ΒΑ̂Γ και ΕΔ̂Ζ ισχύουν

ΒΑ̂Γ = ΒΗ̂Γ
2 και ΕΔ̂Ζ = ΕΘ̂Ζ

2
(Π, σελ. ).

Συνεπώς, σε ίσους κύκλους οι γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα είναι ίσες
είτε είναι επίκεντρες είτε είναι εγγεγραμμένες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 28 () Σε ίσους κύκλους οι ίσες χορδές ορίζουν ίσα αντίστοιχα
τόξα.

Α Β

Γ

Δ Ε

Ζ

Η Θ

Κ Λ
Απόδειξη. Έστω οι ίσοι κύκλοι ΑΒΓ και
ΔΕΖ και οι ίσες χορδές τους ΑΒ = ΔΕ.
Οι χορδές αυτές ορίζουν στους κύκλους
ΑΒΓ και ΔΕΖ τα τόξα ⏜ΑΓΒ και ⏜ΔΖΕ (που
είναι τα μεγαλύτερα) αντίστοιχα. Τα μι-
κρότερα τόξα που ορίζονται στους δυο κύκλους από τις ίσες χορδές ΑΒ
και ΔΕ είναι αντίστοιχα τα ⏜ΑΗΒ και ⏜ΔΘΕ. Ισχυρίζομαι ότι ⏜ΑΓΒ = ⏜ΔΖΕ και
⏜ΑΗΒ = ⏜ΔΘΕ.

Λαμβάνουμε τα κέντρα Κ και Λ των κύκλων ΑΒΓ και ΔΕΖ αντίστοιχα
και φέρνουμε τις ΑΚ, ΚΒ, ΔΛ και ΛΕ. Επειδή οι δυο κύκλοι είναι ίσοι έπεται
ότι και οι ακτίνες τους ίσες (Ορ, σελ. ). Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα
ΑΚΒ και ΔΛΕ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν ΑΚ = ΔΛ, ΚΒ = ΛΕ και
ΑΒ = ΔΕ. Έπομένως τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα
ΑΚ̂Β = ΔΛ̂Ε.
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Αλλά, οι ίσες επίκεντρες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα (Π, σελ. ) και
έτσι ⏜ΑΗΒ = ⏜ΔΘΕ και καθώς οι κύκλοι ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσοι έπεται ότι
⏜ΑΓΒ = ⏜ΔΖΕ (κ.εν., σελ. ).

Συνεπώς, σε ίσους κύκλους οι ίσες χορδές ορίζουν ίσα αντίστοιχα τόξα·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Σε ίσους κύκλους σε ίσα τόξα αντιστοιχούν ίσες χορδές.

Α

Β Γ

Δ

Ε Ζ
Η Θ

Κ Λ
Απόδειξη. Έστω οι ίσοι κύκλοι ΑΒΓ και
ΔΕΖ και ας πάρουμε σε αυτούς τα ίσα
τόξα ΒΗΓ και ΕΘΖ αντίστοιχα. Φέρνουμε
τις χορδές ΒΓ και ΕΖ. Ισχυρίζομαι ότι αυ-
τές είναι ίσες, δηλαδή ΒΓ = ΕΖ.

Λαμβάνουμε τα κέντρα Κ και Λ των
κύκλων ΑΒΓ και ΔΕΖ αντίστοιχα και φέρνουμε τις ΒΚ, ΚΓ, ΕΛ και ΛΖ.
Επειδή ΒΗΓ = ΕΘΖ έπεται ότι ΒΚ̂Γ = ΕΛ̂Ζ (Π, σελ. ). Επειδή πάλι οι
κύκλοι ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσοι, είναι ίσες και οι ακτίνες τους (Ορ, σελ. ).

Τα τρίγωνα ΒΚΓ και ΕΛΖ έχουν ΒΚ = ΕΛ, ΚΓ = ΛΖ και τις περιεχόμενες
σε αυτές τις πλευρές γωνίες τους ίσες καθώς ΒΚ̂Γ = ΕΛ̂Ζ. Άρα τα τρίγωνα
αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και έτσι έχουν ίσες βάσεις δηλαδή ΒΓ = ΕΖ.

Συνεπώς, σε ίσους κύκλους τα ίσα τόξα υποτείνουν⁸ ίσες χορδές· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 30 (Κατασκευή) () Να διχοτομηθεί δοθέν τόξο.

Α ΒΓ

Δ Υλοποίηση: Έστω το δοθέν τόξο ⏜𝐴Δ𝐵 που
πρέπει να διχοτομηθεί.

Φέρνουμε την ΑΒ και λαμβάνουμε το
μέσον της Γ (Β, Π, σελ. ) και από το

Γ φέρνουμε την ΓΔ κάθετη στην ΑΒ. Επιπλέον φέρνουμε και τις ΑΔ και
ΔΒ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΓΔ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΑΓ = ΒΓ, την ΓΔ κοινή και ΑΓ̂Δ = ΒΓ̂Δ που είναι ορθές. Έτσι τα
τρίγωνα ΑΔΓ και ΒΓΔ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΔ = ΔΒ.

Οι ίσες όμως χορδές ορίζουν στον ίδιο κύκλο αντίστοιχα ίσα τόξα (Π,
σελ. ) και άρα ⏜ΑΔ = ⏜ΔΒ.

Συνεπώς, το δοθέν τόξο έχει διχοτομηθεί από το σημείο του Δ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 31 () Σε έναν κύκλο η γωνία σε ένα ημικύκλιο είναι ορθή, η γωνία
σε ένατμήμαπουείναι μεγαλύτεροαπόημικύκλιο είναι μικρότερηαπότηνορθή
και η γωνία σε ένα τμήμα που είναι μικρότερο από ημικύκλιο είναι μεγαλύτερη
από την ορθή.

. Στμ: «τεντώνουν» και άρα ορίζουν



Βιβλίο 3ο 

Επιπλέον, η γωνία ενός τμήματος μεγαλύτερου του ημικυκλίου είναι μεγα-
λύτερη από την ορθή ενώ η γωνία ενός τμήματος μικρότερου του ημικυκλίου
είναι μικρότερη από την ορθή.

Α

Β Γ

Δ

Ε

ΖΑπόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔ με διάμετρο την
ΒΓ και κέντρο το Ε. Φέρνουμε τις ΒΑ, ΑΓ, ΑΔ και
ΔΓ.

Ισχυρίζομαι ότι η γωνία ΒΑ̂Γ στο ημικύκλιο
ΒΑΓ είναι ορθή, η γωνία ΑΒ̂Γ στο κυκλικό τμήμα
ΑΒΓ είναι οξεία και η γωνία ΑΔ̂Γ στο κυκλικό
τμήμα ΑΔΓ είναι αμβλεία.

Φέρνουμε την ΑΕ και προεκτείνουμε την ΒΑ
μέχρι το τυχόν σημείο Ζ. Τότε επειδή ΒΕ = ΕΑ
έπεται ότι ΑΒ̂Ε = ΒΑ̂Ε (Β, Π, σελ. ). Και όμοια επειδή ΓΕ = ΕΑ είναι
και ΑΓ̂Ε = ΓΑ̂Ε. Άρα,

ΒΑ̂Ε + ΕΑ̂Γ = ΑΒ̂Γ + ΑΓ̂Β

Επιπλέον, η ΖΑ̂Γ είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΑΒΓ και άρα ΖΑ̂Γ = ΑΒ̂Γ+
ΑΓ̂Β (Β, Π, σελ. ). Επομένως ΒΑ̂Γ = ΖΑ̂Γ και καθώς αυτές είναι εφεξής
έπεται ότι είναι ορθές (Β, Ορ, σελ. ). Άρα η γωνία ΒΑ̂Γ στο ημικύκλιο
ΒΑΓ είναι ορθή.

Στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ΑΒ̂Γ + ΒΑ̂Γ < 2 ορθές (Β, Π, σελ. ) και
άρα, καθώς ΒΑ̂Γ = 1 ορθή έπεται ότι ΑΒ̂Γ < 1 ορθή. Άρα η ΑΒ̂Γ που είναι
στο τμήμα ΑΒΓ (που είναι μεγαλύτερο από το ημικύκλιο) είναι οξεία.

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι στον κύκλο ΑΒΓ. Οι απέναντι γωνίες όμως
ενός τετραπλεύρου που είναι σε κύκλο έχουν άθροισμα ίσο με  ορθές (Π,
σελ. ) και έτσι για τις γωνίες ΑΒ̂Γ και ΑΔ̂Γ του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ
ισχύει

ΑΒ̂Γ + ΑΔ̂Γ = 2 ορθές.

Καθώς όμως ΑΒ̂Γ < 1 ορθή έπεται ότι ΑΔ̂Γ > 1 ορθή. Άρα η ΑΔ̂Γ που είναι
στο τμήμα ΑΔΓ (που είναι μικρότερο από το ημικύκλιο) είναι αμβλεία.

Α

Β Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

ΘΙσχυρίζομαι ακόμα ότι η γωνία του με-
γαλύτερου τμήματος που ορίζεται από το
τόξο ⏜ΑΒΓ (Ορ, σελ. ) και την χορδή
ΑΓ (στμ: δηλαδή η γωνία ΓΑ̂Η, όπου η
ΗΘ είναι εφαπτομένη του κύκλου στο Α)
είναι μεγαλύτερη από την ορθή ενώ η γω-
νία του μικρότερου τμήματος που ορίζε-
ται από το τόξο ⏜ΑΔΓ και την χορδή ΑΓ
(στμ: δηλαδή η γωνία ΓΑ̂Θ) είναι μικρό-
τερη από την ορθή.
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Και αυτό είναι φανερό από το σχήμα: επειδή η γωνία που έχει πλευρές
τις ΓΑ και ΑΒ είναι ορθή έπεται ότι η γωνία που περιέχεται στο τόξο ⏜ΑΒΓ
και την χορδή ΑΓ (στμ: δηλαδή η ΓΑ̂Η) είναι μεγαλύτερη από την ορθή.
Επειδή πάλι η γωνία με πλευρές ΑΓ και ΑΖ είναι ορθή έπεται ότι η γωνία
που περιέχεται στην χορδή ΓΑ και το τόξο ⏜ΑΔΓ (στμ: δηλαδή η ΓΑ̂Θ)
είναι μικρότερη από την ορθή.

Συνεπώς, σε έναν κύκλο: η γωνία σε ένα ημικύκλιο είναι ορθή, η γωνία
σε ένα τμήμα μεγαλύτερο του ημικυκλίου είναι οξεία ενώ η γωνία σε ένα
τμήμα μικρότερο του ημικυκλίου είναι αμβλεία. Επιπλέον, η γωνία ενός
τμήματος μεγαλύτερου του ημικυκλίου είναι μεγαλύτερη από την ορθή
ενώ η γωνία ενός τμήματος μικρότερου του ημικυκλίου είναι μικρότερη
από την ορθή.

Πόρισμα 4 Απόταπροηγούμενα είναι φανερό ότι αν μιαγωνία ενός τριγώνου
είναι ίση με το άθροισμα των δυο άλλων γωνιών του τότε αυτή είναι ορθή. Και
αυτό διότι τότε η γωνία αυτή θα είναι ίση με την εφεξής εξωτερική της (που
είναι ίση με το άθροισμα των δυο άλλων γωνιών του τριγώνου). Έπεται
λοιπόν ότι, η γωνία του τριγώνου και η εξωτερική της είναι ορθές καθώς αυτές
είναι ίσες και εφεξής· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 32 (Γωνία χορδής και εφαπτομένης) [520] Αν μια ευθεία εφά-
πτεται σε έναν κύκλο και από το σημείο τομής αχθεί μια τέμνουσα του κύκλου
(στμ: χορδή) τότε η οξεία γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη με την χορδή
είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη στον κύκλο οξεία γωνία που βαίνει στο τόξο
που ορίζεται από την χορδή. Αντίστοιχα, η αμβλεία γωνία που σχηματίζει η
εφαπτομένη με την χορδή είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη στον κύκλο αμβλεία
γωνία που βαίνει στο τόξο που ορίζεται από την χορδή.

Α

Β

Γ

Δ

Ε Ζ

Απόδειξη. Θεωρούμε τον κύκλο ΑΒΓΔ και έστω
ότι η ΕΖ εφάπτεται σε αυτόν στο σημείο του
Ζ. Φέρνουμε την ΒΔ. Ισχυρίζομαι ότι οι γωνίες
που σχηματίζει η ΒΔ με την εφαπτομένη ΕΖ είναι
ίσες με τις γωνίες που βρίσκονται στα εναλλάξ
τμήματα του κύκλου. Δηλαδή ισχύουν ΖΒ̂Δ =
ΒΑ̂Δ και ΕΒ̂Δ = ΔΓ̂Β.

(στμ: αρκεί να δειχθεί όταν η ΑΒ είναι κάθετη
στην ΕΖ λόγω της Π, σελ. .) Φέρνουμε την

ΒΑ κάθετη στην ΕΖ στο σημείο της Β και λαμβάνουμε τυχόν σημείο Γ στο
τόξο ⏜ΒΔ. Στη συνέχεια φέρνουμε και τις ΑΔ, ΔΓ και ΓΒ.

Επειδή τώρα η ΕΖ εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΓΔ και στο σημείο επαφής
Β έχει αχθεί η ΒΑ κάθετη στην εφαπτομένη έπεται ότι το κέντρο του κύκλου
ΑΒΓΔ είναι σημείο της ΒΑ (Π, σελ. ). Άρα η ΒΑ είναι διάμετρος του
κύκλου ΑΒΓΔ και έτσι η γωνία ΑΔ̂Β που βρίσκεται σε ημικύκλιο είναι ορθή
(Π, σελ. ).
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Έτσι (Β, Π, σελ. ), για τις άλλες δυο γωνίες του τριγώνου ΑΒΔ
ισχύει ΒΑ̂Δ + ΑΒ̂Δ = 1 ορθή, και καθώς ΑΒ̂Ζ = 1 ορθή, έπεται ότι

ΑΒ̂Ζ = ΒΑ̂Δ + ΑΒ̂Δ.
Αφαιρώντας την ΑΒ̂Δ παίρνουμε ΔΒ̂Ζ = ΒΑ̂Δ.

Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ όμως είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο και άρα το
άθροισμα των απέναντι γωνιών του είναι ίσο με δυο ορθές (Π, σελ. )
δηλαδή ΒΑ̂Δ + ΒΓ̂Δ = 2 ορθές. Ενώ ισχύει (Β, Π, σελ. ) και ότι
ΔΒ̂Ζ + ΔΒ̂Ε = 2 ορθές. Άρα,

ΔΒ̂Ζ + ΔΒ̂Ε = ΒΑ̂Δ + ΒΓ̂Δ.
Καθώς έχουμε δείξει ότι ΔΒ̂Ζ = ΒΑ̂Δ συμπεραίνουμε ότι ΔΒ̂Ε = ΒΓ̂Δ.

Συνεπώς, όταν μια ευθεία εφάπτεται σε έναν κύκλο και από το σημείο
επαφής αχθεί τέμνουσα προς τον κύκλο, τότε η οξεία γωνία που σχηματί-
ζεται από την εφαπτομένη και την χορδή είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη
στον κύκλο οξεία γωνία που βαίνει στο τόξο που ορίζεται από την χορδή.
Η αμβλεία γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη με την χορδή είναι ίση με
κάθε εγγεγραμμένη στον κύκλο αμβλεία γωνία που βαίνει στο τόξο της
χορδής. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 (Κατασκευή) ()Ναγραφεί τμήμα κύκλου που να έχει χορδή
δοθέν ευθύγραμμο τμήμα και που να δέχεται γωνία ίση με δοθείσα ευθύγραμμη
γωνία.

Υλοποίηση: Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και η δοθείσα ευθύγραμμη
γωνία �̂�. Πρέπει να γραφτεί ένα τμήμα κύκλου χορδής ΑΒ που να δέχεται
γωνία ίση με τη �̂�.

Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις, καθώς η �̂� μπορεί να είναι είτε οξεία
είτε ορθή είτε αμβλεία.

Α

Β

𝛾
Δ

Ε

Ζ
Η

1η Περίπτωση: �̂� οξεία
Με πλευρά την ΑΒ και κορυφή το Α κατα-

σκευάζουμε την οξεία γωνία ΒΑ̂Δ = �̂� (Β, Π,
σελ. ). Φέρνουμε την κάθετη στην ΑΔ στο Α
και λαμβάνουμε το μέσο Ζ του ΑΒ. Φέρνουμε
την κάθετη στο ΑΒ στο Ζ που τέμνει την προη-
γούμενη κάθετη στο Η και έπειτα φέρνουμε και
την ΒΗ. Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΖΗ και ΒΖΗ
παρατηρούμε ότι αυτά έχουν ΑΖ = ΖΒ, την ΖΗ
κοινή και ΑΖ̂Η = ΒΖ̂Η και άρα είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Επομένως είναι
και ΑΗ = ΗΒ.

Με κέντρο το Η και ακτίνα ΑΗ = ΗΒ γράφουμε κύκλο ο οποίος τέμνει
την προέκταση της ΑΗ στο Ε και φέρνουμε την ΒΕ. Επειδή η ΑΔ είναι
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κάθετη στη διάμετρο ΑΕ στο άκρο της Α έπεται ότι η ΑΔ εφάπτεται στον
κύκλο ΑΒΕ (Π, σελ. ).

Η ΑΔ λοιπόν, εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΕ και από το σημείο επαφής έχει
αχθεί η χορδή ΑΒ. Έτσι, ΔΑ̂Β = ΑΕ̂Β καθώς η ΑΕ̂Β που είναι εγγεγραμμένη
(και βρίσκεται στο τμήμα ΑΕΒ του κύκλου ΑΕΒ) βαίνει στο τόξο ⏜ΑΒ (Π,
σελ. ). Αλλά ΔΑ̂Β = Γ̂ και άρα ΑΕ̂Β = Γ̂. Έτσι, με χορδή το δοθέν
ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει γραφτεί το τμήμα κύκλου ΑΕΒ που δέχεται την
γωνία ΑΕ̂Β = �̂�.
2η Περίπτωση: �̂� ορθή

Πρέπει τώρα να κατασκευαστεί τμήμα κύκλου χορδής ΑΒ που να δέ-
χεται γωνία ίση με την �̂� που είναι ορθή.

Α

Ε

𝛾
Δ

Β

Ζ

Με πλευρά την ΑΒ και κορυφή το Α κατα-
σκευάζουμε την γωνία ΒΑ̂Δ = �̂� και λαμβά-
νουμε το μέσο Ζ του ΑΒ. Με κέντρο το Ζ και
ακτίνα ΖΑ = ΖΒ γράφουμε τον κύκλο ΑΒΕ. Τότε
η ΑΔ εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΕ καθώς η γω-
νία στο Α είναι ορθή (Πόρισμα, Π, σελ. ).
Επιπλέον ΑΕ̂Β = 1 ορθή καθώς είναι γωνία σε
ημικύκλιο (Π, σελ. ) και άρα ΒΑ̂Δ = ΑΕ̂Β.
Αλλά ΒΑ̂Δ = �̂� οπότε ΑΕ̂Β = �̂�.

Έτσι, και πάλι έχει γραφεί το ΑΕΒ που είναι τμήμα κύκλου με χορδή
το δοθέν ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και που δέχεται γωνία ίση με τη �̂�.

Α

Β

𝛾
Δ

Ε

Ζ
Η

Θ

3η Περίπτωση: �̂� αμβλεία
Με μια πλευρά την ΑΒ και κορυφή το Α κα-

τασκευάζουμε την ΒΑ̂Δ = �̂� και φέρνουμε την
κάθετη στην ΑΔ στο σημείο Α. Λαμβάνουμε το
μέσο Ζ του ΑΒ και φέρνουμε την κάθετη στο ΑΒ
στο Ζ που τέμνει την προηγούμενη κάθετη στο
Η. Φέρνουμε και την ΗΒ.

Τα τρίγωνα ΑΖΗ και ΑΒΗ έχουν ΑΖ = ΖΒ,
την ΖΗ κοινή και ΑΖ̂Η = ΒΖ̂Η. Συνεπώς είναι

ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΗ = ΗΒ. Με κέντρο το Η και ακτίνα ΑΗ = ΒΗ
γράφουμε τον κύκλο που τέμνει την προέκταση της ΑΗ στο Ε. Επειδή η
ΑΔ είναι κάθετη στο άκρο Α της διαμέτρου ΑΕ έπεται ότι είναι εφαπτομένη
του κύκλου ΑΕΒ (Πόρισμα, Π, σελ. ).

Έτσι λοιπόν, από το σημείο επαφής Α έχει αχθεί η χορδή ΑΒ και άρα
ΒΑ̂Δ = ΑΘ̂Β διότι η ΑΘ̂Β που βρίσκεται στο τμήμα ΑΘΒ είναι εγγεγραμ-
μένη στον κύκλο και βαίνει στο τόξο ⏜ΑΕΒ χορδής ΑΒ (Π, σελ. ). Καθώς
όμως ΒΑ̂Δ = �̂� έπεται ότι ΑΘ̂Β = �̂�.

Άρα, έχει γραφεί το τμήμα κύκλου ΑΘΒ με χορδή ΑΒ που δέχεται γωνία
ίση με τη �̂�· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 34 (Κατασκευή) () Από δοθέντα κύκλο να αφαιρεθεί τμήμα
που να δέχεται γωνία ίση με δοθείσα ευθύγραμμη γωνία.

Α

Β

Γ

𝛿
Ζ

Ε

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓ και η
δοθείσα ευθύγραμμη γωνία 𝛿. Πρέπει να αφαι-
ρεθεί από τον κύκλο ΑΒΓ τμήμα που να δέχεται
γωνία ίση με την γωνία 𝛿.

Ας αχθεί η εφαπτομένη ΕΖ στον κύκλο ΑΒΓ
στο σημείο του Β και ας κατασκευαστεί με μια
πλευρά την ΖΒ και κορυφή το σημείο Β η γωνία
ΖΒ̂Γ = 𝛿 (Β, Π, σελ. ). Επειδή τώρα η
ΕΖ εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΓ και έχει αχθεί
η χορδή ΒΓ έπεται ότι ΖΒ̂Γ = ΒΑ̂Γ καθώς η ΒΑ̂Γ είναι στο τμήμα ⏜ΒΑΓ
βαίνοντας στο ⏜ΒΓ (Π, σελ. ). Αλλά ΖΒ̂Γ = 𝛿 και άρα ΒΑ̂Γ = 𝛿.

Έτσι λοιπόν, από τον δοθέντα κύκλο ΑΒΓ αφαιρείται το τμήμα ⏜ΒΑΓ το
οποίο δέχεται γωνία ίση με την δοθείσα ευθύγραμμη γωνία 𝛿· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 

Πρόταση 35 () Αν σε έναν κύκλο τέμνονται δυο χορδές του τότε το ορ-
θογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με τα τμήματα στα οποία διαιρείται η
μια χορδή από το σημείο τομής της με την άλλη χορδή είναι ισεμβαδικό με το
ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με τα τμήματα στα οποία διαιρείται
από το σημείο τομής η άλλη χορδή.

Α

Β

Γ

ΔΕ

Απόδειξη. Θεωρούμε τον κύκλο ΑΒΓΔ και τις
χορδές του ΑΓ και ΒΔ που τέμνονται στο Ε.
Ισχυρίζομαι ότι το ορθογώνιο που έχει τις πλευ-
ρές του ίσες με ΑΕ και ΕΓ είναι ισεμβαδικό με το
ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με ΒΕ
και ΕΔ.

Αν το Ε είναι το κέντρο του κύκλου τότε
ΑΕ = ΕΓ = ΒΕ = ΕΔ και προφανώς το ορθο-
γώνιο με πλευρές ίσες με ΑΕ και ΕΓ είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που
έχει πλευρές ίσες με ΕΒ και ΕΔ.

Α

Β Γ
Δ

Ε

Ζ

Η
Θ

Αν τώρα οι χορδές ΑΓ και ΒΔ δεν τέμνο-
νται στο κέντρο του κύκλου που είναι το Ζ
φέρνουμε από το Ζ τις κάθετες ΖΗ και ΖΘ
στις ΑΓ και ΒΔ αντίστοιχα. Φέρνουμε επι-
πλέον και τις ΖΒ, ΖΓ και ΓΕ. Επειδή τώρα
η χορδή ΗΖ που διέρχεται από το κέντρο
του κύκλου τέμνει κάθετα την ΑΓ (που δεν
διέρχεται από το κέντρο του κύκλου) στο
μέσον της (Π, σελ. ) και άρα ΑΗ = ΗΓ.
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Έτσι λοιπόν, η ΑΓ διαιρείται σε δυο ίσα τμήματα από το μέσον της Η
και σε δυο άνισα τμήματα από το Ε και άρα το άθροισμα των εμβαδών του
ορθογωνίου που έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΕ και ΕΓ και του τετραγώνου
πλευράς ΕΗ είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΗΓ (Β, Π,
σελ. ). Δηλαδή ΑΕ ⋅ ΕΓ + ΕΗ2 = ΗΓ2. Προσθέτοντας το ΗΖ2 παίρνουμε
ΑΕ ⋅ ΕΓ + ΕΗ2 + ΗΖ2 = ΗΓ2 + ΗΖ2. Χρησιμοποιώντας το Πυθαγόρειο
Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) συμπεραίνουμε ότι ΑΕ ⋅ ΕΓ + ΖΕ2 = ΓΖ2.

Ομοίως ΒΕ ⋅ ΕΔ + ΖΕ2 = ΖΒ2. Από τις δύο τελευταίες, καθώς ΖΒ = ΖΓ
προκύπτει ότι ΑΕ ⋅ ΕΓ = ΒΕ ⋅ ΕΔ.

Συνεπώς, αν τέμνονται δυο χορδές ενός κύκλου τότε το ορθογώνιο
που έχει τις πλευρές του ίσες με τα τμήματα στα οποία διαιρείται η μια
χορδή από το σημείο τομής της με την άλλη χορδή είναι ισεμβαδικό με
το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με τα τμήματα στα οποία
διαιρείται από το σημείο τομής η άλλη χορδή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 36 () Αναπόένασημείο εκτόςκύκλουαχθούνδυοπροσπίπτου-
σες προς τον κύκλο ώστε η μια να είναι τέμνουσα και η άλλη εφαπτομένη τότε
το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με την τέμνουσα και το τμήμα της
τέμνουσας που βρίσκεται εκτός του κύκλου είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο
που έχει πλευρά ίση με την εφαπτομένη.

Α
Β

Γ

Δ

Ζ

Απόδειξη. Έστω ότι από το σημείο Δ που βρί-
σκεται εκτός του κύκλου ΑΒΓ προσπίπτουν
προς αυτόν η τέμνουσα ΔΓΑ και η εφαπτο-
μένη ΔΒ. Ισχυρίζομαι ότι το ορθογώνιο που έχει
πλευρές ίσες με ΑΔ και ΔΓ είναι ισεμβαδικό με
το τετράγωνο πλευράς ΔΒ.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις καθώς η τέ-
μνουσα είτε διέρχεται από το κέντρο του κύ-
κλου ΑΒΓ είτε όχι.

Έστω ότι η ΔΓΑ διέρχεται από το κέντρο Ζ του κύκλου ΑΒΓ. Φέρνουμε
την ΖΒ οπότε ΖΒ̂Δ = 1 ορθή (Π, σελ. ).

Α

Β
Γ

Ε

Δ

Ζ

Επειδή τώρα η ΑΓ διαιρείται σε δύο ίσα
τμήματα από το Ζ και η ΓΔ πρόσκειται σε
αυτήν έπεται ότι ΑΔ ⋅ ΔΓ + ΖΓ2 = ΖΔ2
(Β, Π, σελ. ). Αλλά ΖΓ = ΖΒ οπότε
ΑΔ⋅ΔΓ+ΖΒ2 = ΖΔ2 Από αυτή και το Πυθα-
γόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) αφαιρώ-
ντας το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά
ΖΒ, προκύπτει αμέσως ότι ΑΔ ⋅ ΔΓ = ΒΔ2.

Έστω τώρα ότι η ΔΓΑ δεν διέρχεται από το κέντρο Ε του κύκλου ΑΒΓ.
Από το Ε φέρνουμε την ΕΖ κάθετη στην ΑΓ και τις ΕΒ, ΕΓ και ΕΔ.
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Τότε ΕΒ̂Δ = 1 ορθή (Π, σελ. ). Επίσης η ΕΖ διέρχεται από το
κέντρο του κύκλου και τέμνει κάθετα την χορδή ΑΓ (που δεν διέρχεται
από το κέντρο), άρα το Ζ είναι μέσον της (Π, σελ. ). Έτσι ΑΖ = ΖΓ.

Επειδή τώρα η ΑΓ διαιρείται σε δύο ίσα τμήματα από το μέσον της Ζ
και η ΓΔ πρόσκειται σε αυτήν έπεται ότι το άθροισμα των εμβαδών του
ορθογωνίου που έχει πλευρές ΑΔ και ΔΓ και του τετραγώνου πλευράς ΖΓ
είναι ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΖΔ (Β, Π, σελ. ).
Δηλαδή ΑΔ ⋅ ΔΓ + ΖΓ2 = ΖΔ2.

Προσθέτοντας και το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΖΕ βρίσκουμε
ΑΔ ⋅ ΔΓ + ΖΓ2 + ΖΕ2 = ΖΔ2 + ΖΕ2. Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β,
Π, σελ. ), καθώς ΕΖ̂Γ = 1 ορθή έπεται ότι ΑΔ ⋅ΔΓ+ΕΓ2 = ΕΔ2. Όμως
ΕΓ = ΕΒ οπότε ΑΔ ⋅ ΔΓ+ ΕΒ2 = ΕΔ2. Πάλι από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
όμως, αφαιρώντας το ΕΒ2 παίρνουμε ΑΔ ⋅ ΔΓ = ΔΒ2.

Συνεπώς, αν από ένα σημείο εκτός κύκλου αχθούν δυο προσπίπτουσες
προς αυτόν ώστε η μια να είναι τέμνουσα και η άλλη εφαπτομένη τότε
το ορθογώνιο με πλευρές την τέμνουσα και το τμήμα της τέμνουσας που
βρίσκεται στο εξωτερικό του κύκλου είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο
πλευράς ίσης με την εφαπτομένη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 37 () Αν από ένα σημείο εκτός κύκλου αχθούν μια τέμνουσα και
μια προσπίπτουσα (στμ: τέμνουσα ή εφαπτομένη) προς τον κύκλο τέτοιες
ώστε το ορθογώνιο που έχει τις πλευρές του ίσες με την τέμνουσα και το τμήμα
της τέμνουσας που βρίσκεται εκτός του κύκλου να είναι ισεμβαδικό με το τε-
τράγωνο που έχει πλευρά ίση με την προσπίπτουσα τότε η προσπίπτουσα
εφάπτεται στον κύκλο.

Α

Β

Γ

Ε

Δ

Ζ

Απόδειξη. Αν Δ είναι ένα σημείο εκτός
του κύκλου ΑΒΓ φέρνουμε την τέ-
μνουσα ΔΓΑ και την προσπίπτουσα
ΔΒ και έστω ότι το ορθογώνιο που έχει
τις πλευρές του ίσες με ΑΔ και ΔΓ έχει
ίσο εμβαδόν με το τετράγωνο πλευράς
ΔΒ. Ισχυρίζομαι ότι η ΔΒ εφάπτεται
στον κύκλο ΑΒΓ.

Φέρνουμε την εφαπτομένη ΔΕ του
κύκλου ΑΒΓ στο Ε (Π, σελ. ) και λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου
ΑΒΓ. Στην συνέχεια φέρνουμε και τις ΖΕ, ΖΒ και ΖΔ.

Τότε θα είναι ΖΕ̂Δ = 1 ορθή (Π, σελ. ). Επειδή η ΔΕ εφάπτεται
στον κύκλο ΑΒΓ και η ΔΓΑ τέμνει τον κύκλο έπεται ότι το ορθογώνιο με
πλευρές ΑΔ και ΔΓ είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο πλευράς ΔΕ (Π,
σελ. ).

Από την υπόθεση όμως είναι γνωστό ότι το ορθογώνιο που έχει τις
πλευρές του ίσες με ΑΔ και ΔΓ είναι ισεμβαδικό με το τετράγωνο πλευράς
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ΔΒ και άρα τα τετράγωνα με πλευρές ΔΕ και ΔΒ είναι ισεμβαδικά οπότε
ΔΕ = ΔΒ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΔΕΖ και ΔΒΖ παρατηρούμε ότι έχουν
ΖΕ = ΒΖ, ΔΕ = ΔΒ και την ΖΔ κοινή και άρα είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).
Έτσι, ΔΒ̂Ζ = ΔΕ̂Ζ = 1 ορθή.

Άρα η ΔΒ είναι κάθετη στο άκρο Β της διαμέτρου (που προκύπτει όταν
η ΖΒ προεκταθεί προς το Β) και άρα εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΓ (Πόρισμα,
Π, σελ. ).

Συνεπώς, αν από ένα σημείο εκτός κύκλου αχθούν μια τέμνουσα και
μια προσπίπτουσα τέτοιες ώστε το ορθογώνιο με πλευρές την τέμνουσα
και το τμήμα της τέμνουσας που βρίσκεται εκτός του κύκλου να είναι
ισεμβαδικό με το τετράγωνο πλευράς ίσης με την προσπίπτουσα τότε η
προσπίπτουσα εφάπτεται στον κύκλο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Ένα ευθύγραμμο σχήμα λέμε ότι «εγγράφεται σε ένα άλλο ευθύ-
γραμμο σχήμα» (στμ: με ίδιο αριθμό πλευρών) όταν κάθε κορυφή
του είναι σημείο διαφορετικής πλευράς (αλλά όχι άκρο της) του
σχήματος στο οποίο εγγράφεται.

(oρ. 2) Ένα ευθύγραμμο σχήμα λέμε ότι «περιγράφεται περί ενός άλλου
ευθύγραμμου σχήματος» (στμ: με ίδιο αριθμό πλευρών) όταν κάθε
πλευρά του περιέχει μια κορυφή του σχήματος περί το οποίο πε-
ριγράφεται.

(oρ. 3) Ένα ευθύγραμμο σχήμα λέμε ότι «εγγράφεται σε έναν κύκλο» όταν
οι κορυφές του είναι σημεία της περιφέρειας του κύκλου.

(oρ. 4) Ένας κύκλος λέμε ότι «εγγράφεται σε ένα ευθύγραμμο σχήμα»
όταν η περιφέρειά του εφάπτεται σε κάθε πλευρά του σχήματος
στο οποίο εγγράφεται.

(oρ. 5) Ένα ευθύγραμμο σχήμα λέμε ότι «περιγράφεται περί ενός κύκλου»
όταν κάθε πλευρά του εφάπτεται στην περιφέρεια του κύκλου.

(oρ. 6) Ένας κύκλος λέμε ότι «περιγράφεται περί ενός ευθύγραμμου σχή-
ματος» όταν στην περιφέρειά του ανήκουν οι κορυφές του ευθύ-
γραμμου σχήματος αυτού.

(oρ. 7) Ένα ευθύγραμμο τμήμα λέμε ότι «εναρμόζεται σε έναν κύκλο» όταν
τα άκρα του είναι σημεία της περιφέρειας του κύκλου. (στμ: το
ευθύγραμμο αυτό τμήμα είναι χορδή του κύκλου).

Πρόταση 1 (Κατασκευή) () Σε δοθέντα κύκλο να εναρμοσθεί ένα ευθύ-
γραμμοτμήμα ίσομε έναδοθέν ευθύγραμμοτμήμαπουναμην είναι μεγαλύτερο
από την διάμετρο του κύκλου.
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Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓ και το δοθέν ευθύγραμμο τμήμα 𝛿
που δεν είναι μεγαλύτερο της διαμέτρου του κύκλου. Πρέπει να εναρμοσθεί
στον κύκλο ΑΒΓ ένα ευθύγραμμο τμήμα ίσο με το 𝛿.

Φέρνουμε την διάμετρο ΒΓ του κύκλου ΑΒΓ.

Α

Β Γ

𝛿

Ε

Αν 𝛿 = ΒΓ η κατασκευή έχει
ολοκληρωθεί καθώς στον κύκλο
ΑΒΓ έχει εναρμοσθεί το ΒΓ = 𝛿.

Αν ΒΓ > 𝛿 τότε λαμβάνουμε το
σημείο Ε στην ΒΓ ώστε ΓΕ = 𝛿. Με
κέντρο το Γ και ακτίνα ίση με ΓΕ
γράφουμε τον κύκλο ΕΑΖ και φέρ-
νουμε την ΓΑ.

Επειδή το Γ είναι το κέντρο του
κύκλου ΕΑΖ είναι ΓΑ = ΓΕ και κα-
θώς ΓΕ = 𝛿 έπεται ότι ΓΑ = 𝛿.

Έτσι, στον δοθέντα κύκλο ΑΒΓ
έχει εναρμοσθεί το ΓΑ = 𝛿, με το 𝛿 να έχει δοθεί. ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 2 (Κατασκευή) () Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί τρίγωνο ισο-
γώνιο με δοθέν τρίγωνο.
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Δ

Η Θ

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓ
και το δοθέν τρίγωνο ΔΕΖ. Πρέπει να
εγγραφεί στον κύκλο ΑΒΓ ένα τρίγωνο
που να είναι ισογώνιο με το ΔΕΖ.

Φέρνουμε την εφαπτομένη ΗΘ στο
σημείο Α του κύκλου (Β, Π, σελ. )
και στην συνέχεια με κορυφή το Α
και πλευρά ΑΘ κατασκευάζουμε την
ΘΑ̂Γ = ΔΕ̂Ζ, ενώ με κορυφή το Α
και πλευρά ΑΗ κατασκευάζουμε αντί-
στοιχα την ΗΑ̂Β = ΔΖ̂Ε (Β, Π,

σελ. ). Φέρνουμε και την ΒΓ.
Επειδή η ΑΘ εφάπτεται στον κύκλο στο Α και από το Α έχει αχθεί η

χορδή ΑΓ έπεται ότι ΘΑ̂Γ = ΑΒ̂Γ καθώς η οξεία γωνία που σχηματίζει
η χορδή με την εφαπτομένη είναι ίση με κάθε εγγεγραμμένη γωνία που
βαίνει στο τόξο χορδής ΑΓ (Β, Π, σελ. ).

Αλλά ΘΑ̂Γ = ΔΕ̂Ζ και άρα ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ.
Ομοίως είναι και ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε, οπότε καθώς το άθροισμα των γωνιών

ενός τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές (Β, Π, σελ. ) έπεται ότι είναι
ίσες και οι απομένουσες γωνίες των τριγώνων ΑΒΓ και ΔΕΖ. Δηλαδή,
ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.
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Έτσι, το τρίγωνοΑΒΓπου έχει εγγραφεί στον κύκλοΑΒΓ είναι ισογώνιο
με το τρίγωνο ΔΕΖ.

Συνεπώς, στον δοθέντα κύκλο έχει εγγραφεί τρίγωνο ισογώνιο με δοθέν
τρίγωνο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 3 (Κατασκευή) () Περί έναν δοθέντα κύκλο, να περιγραφεί ένα
τρίγωνο ισογώνιο με ένα άλλο δοθέν τρίγωνο.

Α Β

Γ

Δ

Ε
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Λ Ν

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓ
και το δοθέν τρίγωνο ΔΕΖ. Πρέπει να
περιγραφεί περί τον κύκλο ΑΒΓ ένα
τρίγωνο ισογώνιο με το ΔΕΖ.

Προεκτείνουμε την ΖΕ προς τα δυο
της άκρα κατά τα τυχόντα τμήματα
ΖΘ και ΕΗ. Από το κέντρο Κ του κύ-
κλου ΑΒΓ φέρνουμε την ακτίνα ΚΒ και κατασκευάζουμε τις γωνίες ΔΕ̂Η =
ΒΚ̂Α και ΔΖ̂Θ = ΒΚ̂Γ (Β, Π, σελ. ). Στην συνέχεια φέρνουμε τις εφα-
πτόμενες ΛΑΜ,ΜΒΝ καιΝΓΛ στα σημεία Α, Β και Γ του κύκλου αντίστοιχα
(Β, Π, σελ. ).

Το άθροισμα των γωνιών του τετραπλεύρου ΑΜΒΚ όμως είναι ίσο με
τέσσαρες ορθές καθώς αυτό διαιρείται σε δυό τρίγωνα και το άθροισμα
των γωνιών ενός τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές (Β, Π, σελ. ).

Όμως ΚΑ̂Μ = ΚΒ̂Μ = 1 ορθή, διότι οι ακτίνες του κύκλου είναι κάθετες
στις εφαπτόμενες στα σημεία επαφής (Β, Π, σελ. ), και άρα ΑΚ̂Β +
ΑΜ̂Β = 2 ορθές.

Είναι όμως και ΔΕ̂Η+ΔΕ̂Ζ = 2 ορθές (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΚ̂Β+
ΑΜ̂Β = ΔΕ̂Η + ΔΕ̂Ζ

Επειδή ΑΚ̂Β = ΔΕ̂Η από την προηγούμενη προκύπτει ότι ΑΜ̂Β = ΔΕ̂Ζ.
Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΛΝ̂Β = ΔΖ̂Ε και άραΜΛ̂Ν = ΕΔ̂Ζ. Οπότε

το τρίγωνο ΛΜΝ είναι ισογώνιο με το τρίγωνο ΔΕΖ.
Συνεπώς, περί τον δοθέντα κύκλο έχει περιγραφεί τρίγωνο ισογώνιο

προς άλλο δοθέν τρίγωνο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 4 (Κατασκευή) () Να εγγραφεί κύκλος σε δοθέν τρίγωνο.

Α

Β Γ

Δ
Ε

Ζ

Η

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν τρίγωνο ΑΒΓ
στο οποίο πρέπει να εγγραφεί κύκλος.

Φέρνουμε τις διχοτόμους των γωνιών
ΑΒ̂Γ και ΑΓ̂Β (Β, Π, σελ. ) που τέ-
μνονται στο Δ (Β, Π, σελ. ) και από
το Δ φέρνουμε τις κάθετες ΔΕ, ΔΖ και ΔΗ
στις ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΕΒΔ και
ΒΖΔ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν μια πλευρά ίση (την ΒΔ που είναι
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κοινή) και τις προσκείμενες σε αυτήν γωνίες ίσες καθώς ΔΒ̂Ε = ΔΒ̂Ζ και
ΔΕ̂Β = ΔΖ̂Β = 1 ορθή. Άρα τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. )
και επομένως ισχύει ΔΕ = ΔΖ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΔΖ = ΔΗ οπότε ΔΕ = ΔΖ = ΔΗ και άρα
ο κύκλος που γράφεται με κέντρο το Δ και ακτίνα ΔΕ διέρχεται από τα
σημεία Ζ και Η.

Επιπλέον, οι ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ εφάπτονται σε αυτόν τον κύκλο καθώς οι
ΔΕ, ΔΖ και ΔΗ είναι κάθετες σε αυτές.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι ο κύκλος τέμνει τις ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ τότε
η κάθετη στο άκρο της διαμέτρου του βρίσκεται στο εσωτερικό του, που
όμως είναι άτοπο (Β, Π, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο κύκλος ΕΖΗ που γράφεται με κέντρο το Δ
και ακτίνα ΔΕ = ΔΖ = ΔΗ δεν τέμνει τις ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ αλλά εφάπτεται
σε αυτές.

Έτσι στο δοθέν τρίγωνο ΑΒΓ έχει εγγραφεί ο κύκλος ΕΖΗ. ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 
Πρόταση 5 (Κατασκευή) () Περί δοθέντος τριγώνου να περιγραφεί κύ-
κλος.

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν τρίγωνο ΑΒΓ περί το οποίο πρέπει να περι-
γραφεί κύκλος.

Λαμβάνουμε τα μέσα Δ και Ε των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα και από αυτά
φέρνουμε τις ΔΖ και ΕΖ κάθετες στις ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.

Για το σημείο τομής Ζ των ΔΖ και ΕΖ διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.

Α

Β Γ

Ε
Ζ

Δ

Α

Β Γ
Ε

Ζ

Δ

Α
Β

Γ

Ε

Ζ

Δ

1η περίπτωση: το Ζ βρίσκεται στο εσωτερικό του τριγώνου ΑΒΓ.
Φέρνουμε τις ΖΒ, ΖΓ και ΖΑ. Τότε τα τρίγωνα ΑΔΖ και 𝑍ΔΒ έχουν

ΑΔ = ΔΒ, την ΔΖ κοινή και ΑΔ̂Ζ = ΖΔ̂Β οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).
Άρα ΑΖ = ΖΒ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΓΖ = ΑΖ οπότε ισχύει ΑΖ = ΖΒ = ΖΓ
(κ.εν., σελ. ).

Άρα ο κύκλος που γράφεται με κέντρο το Ζ και ακτίνα ΖΑ διέρχεται
από τα Β και Γ και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ.
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2η περίπτωση: Το Ζ είναι σημείο της ΒΓ.
Φέρνουμε την ΑΖ και όμοια με πριν αποδεικνύεται ότι το Ζ είναι το

κέντρο του περιγραφόμενου κύκλου του τριγώνου ΑΒΓ.
3η περίπτωση: Το Ζ βρίσκεται έξω από το τρίγωνο ΑΒΓ.

Φέρνουμε τις ΑΖ, ΒΖ και ΓΖ και λαμβάνουμε τα μέσα Δ και Ε των ΑΒ
και ΑΓ αντίστοιχα. Τότε τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΒΔΖ έχουν ΑΔ = ΔΒ, την
ΔΖ κοινή και ΑΔ̂Ζ = ΒΔ̂Ζ οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Άρα ΑΖ = ΒΖ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΓΖ = ΑΖ και άρα ΑΖ = ΒΖ = ΓΖ.
Άρα ο κύκλος που γράφεται με κέντρο το Ζ και ακτίνα ΖΑ διέρχεται

από τα Β και Γ και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος του τριγώνου ΑΒΓ.
Συνεπώς, περί το δοθέν τρίγωνο έχει περιγραφεί κύκλος· ὅπερ ἔδει

ποιῆσαι.

Πόρισμα 5 Είναι φανερό ότι όταν το κέντρο του κύκλου είναι στο εσω-
τερικό του τριγώνου ΑΒΓ η γωνία ΒΑ̂Γ που είναι σε τμήμα κύκλου μεγα-
λύτερο του ημικυκλίου, είναι μικρότερη της ορθής. Όταν το κέντρο του
κύκλου είναι σημείο της ΒΓ τότε η ΒΑ̂Γ είναι σε ημικύκλιο και είναι ορθή
ενώ όταν το κέντρο του κύκλου βρίσκεται έξω από το τρίγωνο η ΒΑ̂Γ
είναι σε τμήμα κύκλου μικρότερο του ημικυκλίου και είναι μεγαλύτερη της
ορθής.

Έτσι, δοθείσης της γωνίας (στμ: της κορυφής του τριγώνου) όταν αυτή
είναι οξεία τα κάθετα τμήματα ΔΖ και ΕΖ βρίσκονται στο εσωτερικό του
τριγώνου. Όταν πάλι η γωνία είναι ορθή τότε τα κάθετα τμήματα τέμνο-
νται πάνω στην ΒΓ ενώ όταν η γωνία είναι αμβλεία τότε βρίσκονται έξω
από το τρίγωνο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 6 (Κατασκευή) () Να εγγραφεί τετράγωνο σε δοθέντα κύκλο.

Α

Β

Γ

ΔΕ

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλοςΑΒΓΔ στον
οποίο πρέπει να εγγραφεί τετράγωνο.

Φέρνουμε τις διαμέτρους του ΑΓ και ΒΔ
κάθετες μεταξύ τους που τέμνονται στο Ε.
Φέρνουμε και τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΕΒ και ΕΔΑ
παρατηρούμε ότι έχουν ΒΕ = ΕΔ (καθώς το
Ε είναι το κέντρο του κύκλου), την ΕΑ κοινή
και ΑΕ̂Β = ΑΕ̂Δ = 1 ορθή. Συνεπώς είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα
ΑΒ = ΑΔ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΒΓ = ΒΑ και ΓΔ = ΑΔ και επομένως το
τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒΓΔ είναι και ορθογώνιο. Πράγματι, καθώς η ΒΔ
είναι διάμετρος του κύκλου ΑΒΓΔ έπεται ότι το ⏜ΒΑΔ είναι ημικύκλιο και
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άρα ΒΑ̂Δ = 1 ορθή (Β, Π, σελ. ). Ομοίως αποδεικνύεται και ότι
ΑΒ̂Γ = ΒΓ̂Δ = ΓΔ̂Α = 1 ορθή και επομένως το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι
ορθογώνιο.

Καθώς όμως είναι και ισόπλευρο έπεται ότι είναι τετράγωνο (Β, Π,
σελ. ) ενώ έχει εγγραφεί στον κύκλο ΑΒΓΔ.

Συνεπώς, στον δοθέντα κύκλο έχει εγγραφεί το τετράγωνο ΑΒΓΔ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι 
Πρόταση 7 (Κατασκευή) () Να περιγραφεί τετράγωνο περί δοθέντος
κύκλου.
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Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓΔ περί
τον οποίο πρέπει να περιγραφεί τετράγωνο.

Φέρνουμε τις διαμέτρους του ΑΓ και ΒΔ που
να είναι κάθετες μεταξύ τους. Στην συνέχεια φέρ-
νουμε τις εφαπτόμενες ΖΗ, ΗΘ, ΘΚ και ΚΖ στα
Α, Β, Γ και Δ αντίστοιχα (Β, Π, σελ. ).

Επειδή η ΖΗ εφάπτεται στον κύκλο ΑΒΓΔ
και από το κέντρο του Ε έχει αχθεί η ακτίνα
του ΕΑ έπεται ότι ΕΑ̂Ζ = ΕΑ̂Η = 1 ορθή (Β,

Π, σελ. ). Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΕΒ̂Η = ΕΒ̂Θ = ΕΓ̂Θ =
ΕΓ̂Κ = ΕΔ̂Ζ = ΕΔ̂Κ = 1 ορθή.

Επειδή τώρα ΑΕ̂Β = ΕΒ̂Η = 1 ορθή έπεται ότι ΗΘ ⫽ ΑΓ (Β, Π,
σελ. ). Ομοίως αποδεικνύεται και ότιΑΓ⫽ΖΚ και επομένως ισχύει ΗΘ⫽ΖΚ
(Β, Π, σελ. ).

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΗΖ ⫽ ΘΚ ⫽ ΒΔ και έτσι συμπε-
ραίνουμε ότι τα ΗΚ, ΗΓ, ΑΚ και ΖΒ είναι παραλληλόγραμμα.

Έτσι, ΗΖ = ΘΚ και ΗΘ = ΖΚ (Β, Π, σελ. ).
Επειδή ΑΓ = ΒΔ και ΑΓ = ΗΘ = ΖΚ και ΒΔ = ΗΖ = ΘΚ συμπε-

ραίνουμε ότι ΗΘ = ΘΚ = ΖΚ = ΗΖ δηλαδή το τετράπλευρο ΖΗΘΚ είναι
ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι ότι το ΖΗΘΚ είναι και ορθογώνιο. Πράγματι καθώς το
ΗΒΕΑ είναι παραλληλόγραμμο με ΑΕ̂Β = 1 ορθή έπεται ότι ΑΗ̂Β = 1 ορθή
(Β, Π, σελ. ).

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΒΘ̂Γ = ΔΚ̂Γ = ΑΖ̂Δ = 1 ορθή
οπότε συμπεραίνουμε ότι το ΖΗΘΚ είναι ορθογώνιο.

Καθώς όμως είναι και ισόπλευρο έπεται ότι το ΖΗΘΚ είναι τετράγωνο
ενώ έχει περιγραφεί περί τον κύκλο ΑΒΓΔ.

Συνεπώς, περί τον δοθέντα κύκλο έχει περιγραφεί τετράγωνο· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 8 (Κατασκευή) () Να εγγραφεί κύκλος σε δοθέν τετράγωνο.
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Υλοποίηση: Έστω το δοθέν τετράγωνοΑΒΓΔ
στο οποίο πρέπει να εγγραφεί κύκλος.

Λαμβάνουμε τα μέσα Ε και Ζ των ΑΔ και
ΑΒ αντίστοιχα (Β, Π, σελ. ). Από το Ε
φέρνουμε την ΕΘ παράλληλη προς τις ΑΒ και
ΓΔ ενώ από το Ζ φέρνουμε την ΖΚ παράλ-
ληλη προς τις ΑΔ και ΒΓ (Β, Π, σελ. ).

Έτσι τα ΑΚ, ΚΒ, ΑΘ, ΘΔ, ΑΗ, ΗΓ, ΒΗ και
ΗΔ είναι παραλληλόγραμμα και άρα έχουν ίσες τις απέναντι πλευρές τους
(Β, Π, σελ. ).

Τότε ΑΔ = ΑΒ και άρα ΑΔ/2 = ΑΒ/2 ή ΑΕ = ΑΖ. Αλλά ΑΕ = ΖΗ και
ΑΖ = ΕΗ οπότε από την προηγούμενη έπεται ότι ΖΗ = ΗΕ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΗΘ = ΗΖ και ΗΚ = ΗΕ.
Επομένως ισχύει ΗΕ = ΗΖ = ΗΘ = ΗΚ και άρα ο κύκλος που γράφεται

με κέντρο το Η και ακτίνα ΗΕ διέρχεται και από τα Ζ, Θ και Κ.
Επιπλέον οι ΑΒ, ΑΔ, ΔΓ και ΒΓ εφάπτονται σε αυτόν τον κύκλο καθώς

ΑΕ̂Η = ΗΕ̂Δ = ΔΚ̂Η = ΗΚ̂Γ = ΗΘ̂Γ = ΗΘ̂Β = ΒΖ̂Η = ΗΖ̂Α = 1 ορθή και
αν υποθέσουμε ότι ο κύκλος τέμνει κάποια από τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ τότε
η κάθετη που άγεται στο άκρο της διαμέτρου του κύκλου θα βρίσκεται
στο εσωτερικό του. Αυτό όμως είναι άτοπο (Β, Π, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο κύκλος αυτός εφάπτεται στις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ
και ΔΑ και έτσι είναι εγγεγραμμένος στο τετράγωνο ΑΒΓΔ.

Συνεπώς, στο δοθέν τετράγωνο έχει εγγραφεί κύκλος· ὅπερ ἔδει ποι-
ῆσαι. 

Πρόταση 9 (Κατασκευή) ()Να περιγραφεί κύκλος περί δοθέντος τετρα-
γώνου.
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Υλοποίηση: Έστω το δοθέν τετράγωνο ΑΒΓΔ
περί το οποίο πρέπει να περιγραφεί κύκλος.
Φέρνουμε τις ΑΓ και ΒΔ που τέμνονται στο Ε.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΑΓ πα-
ρατηρούμε ότι έχουν ΔΑ = ΑΒ, την ΑΓ κοινή
και ΔΓ = ΒΓ. Άρα είναι ίσα και επομένως ισχύει
ΔΑ̂Γ = ΒΑ̂Γ.

Έτσι, η ΔΑ̂Β διχοτομείται από την ΑΓ.
Ομοίως αποδεικνύεται και οι ΑΒ̂Γ, ΒΓ̂Δ και ΓΔ̂Α διχοτομούνται από

τις ΑΓ και ΔΒ.
Τότε ισχύει ΔΑ̂Β = ΑΒ̂Γ και άρα ΔΑ̂Β/2 = ΑΒ̂Γ/2 ή ΕΑ̂Β = ΕΒ̂Α και

άρα ΕΑ = ΕΒ (Β, Π, σελ. ).
Ομοίως αποδεικνύεται ότι ΑΕ = ΕΓ και ΕΒ = ΕΔ οπότε συμπεραίνουμε

ότι ΕΑ = ΕΒ = ΕΓ = ΕΔ.
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Άρα ο κύκλος ΑΒΓΔ που γράφεται με κέντρο το Ε και ακτίνα ίση με ΕΑ
διέρχεται και από τα Β, Γ και Δ και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος περί
το τετράγωνο ΑΒΓΔ.

Συνεπώς, περί το δοθέν τετράγωνο έχει περιγραφεί κύκλος· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 
Πρόταση 10 (Κατασκευή) ()Να κατασκευαστεί ισοσκελές τρίγωνο στο
οποίο κάθε γωνία της βάσης να είναι διπλάσια της γωνίας της κορυφής.

Α ΒΓ

Δ

Ε

Υλοποίηση: Θεωρούμε το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ και έστω το τυχόν σημείο του
Γ. Τότε το ορθογώνιο που έχει πλευρές
ίσες με ΑΒ και ΒΓ είναι ισεμβαδικό με το
τετράγωνο πλευράς ΓΑ (Β, Π, σελ. ),
δηλαδή ισχύει ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΓΑ2.

Με κέντρο το Α και ακτίνα ΑΒ γρά-
φουμε τον κύκλο ΒΔΕ στον οποίο εναρ-
μόζουμε το τμήμα ΔΒ = ΓΑ που δεν είναι

μεγαλύτερο της διαμέτρου του (Π, σελ. ). Έτσι από την προηγούμενη
έπεται ότι ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΒΔ2.

Φέρνουμε τις ΑΔ και ΔΓ και γράφουμε τον περιγεγραμμένο κύκλο ΑΓΔ
του τριγώνου ΑΓΔ (Π, σελ. ).

Επειδή τώρα, από το Β που δεν ανήκει στον κύκλο ΑΓΔ προσπίπτουν
προς αυτόν οι ΒΑ και ΒΔ και ισχύει ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΒΔ2, έπεται ότι η ΒΔ
εφάπτεται στον κύκλο ΑΓΔ (Β, Π, σελ. ).

Τότε ΒΔ̂Γ = ΔΑ̂Γ καθώς η οξεία γωνία που σχηματίζει η χορδή με
την εφαπτομένη είναι ίση με κάθε οξεία γωνία που βαίνει στο τόξο που
υποτείνει χορδή ΓΔ (Β, Π, σελ. ).

Έτσι έχουμε ότι ΔΓ̂Β = ΔΑ̂Γ + ΓΔ̂Α, αφού η ΔΓ̂Β είναι εξωτερική του
τριγώνου ΑΓΔ (Β, Π, σελ. ). Οπότε το άθροισμα αυτό ισούται με
ΒΔ̂Γ + ΓΔ̂Α, και αυτό με τη σειρά του ισούται με την ΒΔ̂Α που είναι ίση
με ΔΒ̂Α, αφού το τρίγωνο ΑΒΔ είναι ισοσκελές (Β, Π, σελ. ). Δηλαδή
ΔΓ̂Β = ΔΒ̂Α.

Άρα ΔΓ = ΔΒ = ΓΑ (Β, Π, σελ. ) και το τρίγωνο ΑΓΔ είναι
ισοσκελές. Συνεπώς

2 ⋅ ΔΑ̂Γ = ΔΑ̂Γ + ΓΔ̂Α = ΔΓ̂Β = ΔΒ̂Γ,

δηλαδή ΔΒ̂Γ = 2 ⋅ ΔΑ̂Γ.
Έτσι, τελικά ισχύει ότι ΔΒ̂Α = ΒΔ̂Α = 2 ⋅ ΔΑ̂Γ.
Συνεπώς, στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΔ που έχει κατασκευαστεί, κάθε

γωνία της βάσης του είναι διπλάσια από την γωνία της κορυφής· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 11 (Κατασκευή) () Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί ισόπλευρο
και ισογώνιο πεντάγωνο (στμ: κανονικό).
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Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς
κύκλος ΑΓΔ στον οποίο πρέ-
πει να εγγραφεί ισόπλευρο
και ισογώνιο πεντάγωνο.

Κατασκευάζουμε το ισο-
σκελές τρίγωνο ΖΗΘ στο
οποίο η κάθε γωνία βάσης να
είναι διπλάσια από τη γωνία
της κορυφής δηλαδή να ισχύει
ΖΗ̂Θ = ΖΘ̂Η = 2 ⋅ ΗΖ̂Θ (Π, σελ. ).

Στην συνέχεια εγγράφουμε στον κύκλο το τρίγωνο ΑΓΔ ισογώνιο με
το ΖΗΘ ώστε ΓΑ̂Δ = ΗΖ̂Θ και ΑΓ̂Δ = ΓΔ̂Α = ΖΗ̂Θ (Π, σελ. ). Τότε,
ΑΓ̂Δ = ΓΔ̂Α = 2 ⋅ ΓΑ̂Δ.

Φέρνουμε τις διχοτόμους των ΑΓ̂Δ και ΓΔ̂Α που τέμνουν τον κύκλο
ΑΔΓ στα Ε και Β αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ και ΕΑ.

Καθώς ΑΓ̂Δ = ΓΔ̂Α = 2 ⋅ ΓΑ̂Δ και αυτές έχουν διχοτομηθεί από τις ΓΕ
και ΔΒ έπεται ότι ΔΑ̂Γ = ΑΓ̂Ε = ΕΓ̂Δ = ΓΔ̂Β = ΒΔ̂Α.

Σε έναν κύκλο όμως οι ίσες εγγεγραμμένες γωνίες βαίνουν σε ίσα τόξα
(Β, Π, σελ. ) και έτσι ⏜ΑΒ = ⏜ΒΓ = ⏜ΓΔ = ⏜ΔΕ = ⏜ΕΑ. Τότε όμως και οι
αντίστοιχες χορδές που υποτείνονται είναι ίσες, δηλαδή ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ =
ΔΕ = ΕΑ και άρα το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι ότι είναι και ισογώνιο. Πράγματι, καθώς ⏜ΑΒ = ⏜ΔΕ είναι
και ⏜ΑΒ+ ⏜ΒΓΔ = ⏜ΔΕ+ ⏜ΒΓΔ ή ⏜ΑΒΓΔ = ⏜ΕΔΓΒ. Τότε όμως ΒΑ̂Ε = ΑΕ̂Δ
διότι αυτές είναι εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ίσα τόξα (Β, Π,
σελ. ).

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΑΒ̂Γ = ΒΓ̂Δ = ΓΔ̂Ε = ΒΑ̂Ε = ΑΕ̂Δ και
επομένως το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι και ισογώνιο.

Συνεπώς, στον δοθέντα κύκλο έχει εγγραφεί πεντάγωνο που είναι ισό-
πλευρο και ισογώνιο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 12 (Κατασκευή) () Περί δοθέντα κύκλο να περιγραφεί ισό-
πλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο.

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος ΑΒΓΔΕ περί τον οποίο πρέπει να περι-
γραφεί ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο.

Θεωρούμε ότι τα σημεία Α, Β, Γ, Δ και Ε του κύκλου είναι οι κορυφές
του ισόπλευρου και ισογώνιου πενταγώνου που έχει εγγραφεί σε αυτόν
(Π, σελ. ). Τότε ⏜ΑΒ = ⏜ΒΓ = ⏜ΓΔ = ⏜ΔΕ = ⏜ΕΑ.
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Στην συνέχεια φέρνουμε τις εφαπτομέ-
νες ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΜ και ΜΗ του κύκλου
στα σημεία του Α, Β, Γ, Δ και Ε αντίστοιχα
(Β, Π, σελ. ).

Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου
(Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε τις ΖΒ, ΖΚ,
ΖΓ, ΖΛ και ΖΔ.

Επειδή τώρα η ΚΛ εφάπτεται στον
κύκλο ΑΒΓΔΕ στο Γ έπεται ότι ΖΓ̂Κ =
ΖΓ̂Λ = 1 ορθή (Β, Π, σελ. ), ενώ

ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΖΒ̂Κ = ΖΒ̂Θ = ΖΔ̂Λ = ΖΔ̂Μ = 1 ορθή.
Τότε όμως από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ), καθώς

ΖΓ̂Κ = ΖΒ̂Κ = 1 ορθή, ισχύουν ΖΚ2 = ΖΓ2 + ΚΓ2 και ΖΚ2 = ΖΒ2 + ΒΚ2.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ΖΓ2 +ΚΓ2 = ΖΒ2 +ΒΚ2 και καθώς ΖΒ2 = ΖΓ2
(διότι ΖΒ = ΖΓ) έπεται ότι ΓΚ2 = ΒΚ2 και άρα ΓΚ = ΒΚ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΖΒΚ και ΖΚΓ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΒΖ = ΖΓ, ΒΚ = ΓΚ και την ΖΚ κοινή. Συνεπώς είναι ίσα (Β, Π, σελ. )
και άρα ΒΖ̂Κ = ΚΖ̂Γ και ΒΚ̂Ζ = ΖΚ̂Γ.

Έτσι ΒΖ̂Γ = 2 ⋅ ΚΖ̂Γ και ΒΚ̂Γ = 2 ⋅ ΖΚ̂Γ, ενώ με όμοιο τρόπο αποδει-
κνύεται και ότι ΓΖ̂Δ = 2 ⋅ ΓΖ̂Λ και ΔΛ̂Γ = 2 ⋅ ΖΛ̂Γ.

Επειδή ⏜ΒΓ = ⏜ΓΔ είναι ΒΖ̂Γ = ΓΖ̂Δ (Β, Π, σελ. ) και άρα 2⋅ΚΖ̂Γ =
2 ⋅ ΓΖ̂Λ ή ΚΖ̂Γ = ΓΖ̂Λ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΖΚΓ και ΖΛΓ παρατηρούμε ότι έχουν ΚΖ̂Γ =
ΓΖ̂Λ, την ΖΓ κοινή και ΖΓ̂Λ = ΖΓ̂Κ = 1 ορθή. Άρα είναι ίσα (Β, Π,
σελ. ) και επομένως ισχύει ΚΓ = ΓΛ και ΖΚ̂Γ = ΖΛ̂Γ.

Συνεπώς ΚΛ = 2⋅ΚΓ ενώ ομοίως αποδεικνύεται ότιΘΚ = 2⋅ΒΚ. Καθώς
όμως ΒΚ = ΚΓ έπεται ότι ΘΚ = ΚΛ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι ΘΗ = ΗΜ = ΜΛ = ΚΛ = ΘΚ και
επομένως το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι ότι είναι και ισογώνιο. Πράγματι, είναι ΖΚ̂Γ = ΖΛ̂Γ ενώ
ΘΚ̂Λ = 2 ⋅ ΖΚ̂Γ και ΚΛ̂Μ = 2 ⋅ ΖΛ̂Γ οπότε ΘΚ̂Λ = ΚΛ̂Μ.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι ΚΘ̂Η = ΘΗ̂Μ = ΗΜ̂Λ = ΘΚ̂Λ και άρα το
πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι και ισογώνιο.

Άρα, περί τον δοθέντα κύκλο έχει περιγραφεί ισόπλευρο και ισογώνιο
πεντάγωνο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 13 (Κατασκευή) () Σε δοθέν ισόπλευρο και ισογώνιο πεντά-
γωνο να εγγραφεί κύκλος.

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ
στο οποίο πρέπει να εγγραφεί κύκλος.

Φέρνουμε τις διχοτόμους των ΒΓ̂Δ και ΓΔ̂Ε που τέμνονται στο Ζ. Φέρ-
νουμε και τις ΖΒ, ΖΑ και ΖΕ.
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Τα τρίγωνα ΒΖΓ και ΓΖΔ έχουν ΒΓ =
ΓΔ, την ΓΖ κοινή και ΒΓ̂Ζ = ΖΓ̂Δ και άρα
είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) οπότε ΒΖ = ΔΖ
και ΓΒ̂Ζ = ΓΔ̂Ζ.

Τότε επειδή ΓΔ̂Ε = 2 ⋅ ΓΔ̂Ζ, ΓΔ̂Ε =
ΑΒ̂Γ και ΓΔ̂Ζ = ΓΒ̂Ζ έπεται ότι ΑΒ̂Γ =
2 ⋅ ΓΒ̂Ζ και άρα ΑΒ̂Ζ = ΖΒ̂Γ. Έτσι, η ΒΖ
διχοτομεί την ΑΒ̂Γ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι οι ΖΑ,
ΖΕ διχοτομούν τις ΒΑ̂Ε και ΑΕ̂Δ αντίστοιχα.

Στην συνέχεια φέρνουμε από το Ζ τις ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ και ΖΜ κάθετες
στις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ και ΕΑ αντίστοιχα.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΖΘΓ και ΖΓΚ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΘΓ̂Ζ = ΖΓ̂Κ, ΖΘ̂Γ = ΖΚ̂Γ = 1 ορθή και την ΓΖ που βρίσκεται
απέναντι από τις ΖΘ̂Γ, ΖΚ̂Γ κοινή. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι τα τρίγωνα
αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΖΘ = ΖΚ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΖΛ = ΖΘ = ΖΚ, ΖΜ = ΖΘ = ΖΚ
και ΖΗ = ΖΘ = ΖΚ. Επομένως ισχύει ΖΗ = ΖΘ = ΖΚ = ΖΛ = ΖΜ.

Άρα ο κύκλος που γράφεται με κέντρο το Ζ και ακτίνα ΖΗ διέρχεται
και από τα Θ, Κ, Λ και Μ.

Επιπλέον, ο κύκλος αυτός εφάπτεται στις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ και ΕΑ διότι οι
γωνίες με κορυφές τα Η,Θ, Κ, Λ καιΜ είναι ορθές. Πράγματι, αν υποθέσουμε
ότι ο κύκλος αυτός τέμνει τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ και ΕΑ τότε οι κάθετες στο
άκρο διαμέτρων του κύκλου βρίσκονται στο εσωτερικό του. Αυτό όμως
είναι άτοπο (Β, Π, σελ. ). Άρα ο κύκλος δεν τέμνει τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ
και ΕΑ αλλά εφάπτεται σε αυτές.

Συνεπώς, στο δοθέν ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο έχει εγγραφεί
κύκλος· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 14 (Κατασκευή) () Να περιγραφεί κύκλος περί δοθέντος ισό-
πλευρου και ισογώνιου πενταγώνου.

Α

Β

Ζ

Ε

Γ Δ

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν ισόπλευρο και ισο-
γώνιο πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ περί το οποίο πρέπει
να περιγραφεί κύκλος.

Φέρνουμε τις διχοτόμους των ΒΓ̂Δ και ΓΔ̂Ε
που τέμνονται στο Ζ. Στην συνέχεια φέρνουμε
και τις ΖΒ, ΖΑ και ΖΕ.

Όπως και στην προηγούμενη πρόταση (Π,
σελ. ) αποδεικνύεται ότι οι ΓΒ̂Α και ΒΑ̂Ε και
ΑΕ̂Δ διχοτομούνται από τις ΖΒ, ΖΑ και ΖΕ αντίστοιχα.

Τότε όμως, επειδή ΒΓ̂Δ = ΓΔ̂Ε είναι και ΖΓ̂Δ = ΓΔ̂Ζ καθώς αυτές είναι
μισές ίσων γωνιών. Συνεπώς, ΖΓ = ΖΔ (Β, Π, σελ. ).
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Ομοίως αποδεικνύεται ότι ΖΒ = ΖΓ = ΖΔ, ΖΑ = ΖΓ = ΖΔ και ΖΕ =
ΖΓ = ΖΔ οπότε ΖΑ = ΖΒ = ΖΓ = ΖΔ = ΖΕ.

Έτσι, ο κύκλος που γράφεται με κέντρο το Ζ και ακτίνα ΖΑ διέρχεται και
από τα Β, Γ, Δ και Ε και είναι ο περιγεγραμμένος κύκλος του πενταγώνου
ΑΒΓΔΕ.

Συνεπώς, περί το δοθέν πεντάγωνο, που είναι ισόπλευρο και ισογώνιο,
έχει περιγραφεί κύκλος· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 15 (Κατασκευή) () Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί ισόπλευρο
και ισογώνιο εξάγωνο.
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Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος
ΑΒΓΔΕΖ στον οποίο πρέπει να εγγρα-
φεί εξάγωνο που να είναι ισόπλευρο
και ισογώνιο.

Φέρνουμε την διάμετρο ΑΔ του κύ-
κλου και λαμβάνουμε το κέντρο του
Η. Στην συνέχεια γράφουμε τον κύκλο
ΕΗΓΘ με κέντρο το Δ και ακτίνα ΔΗ

και φέρνουμε τις ΕΗ και ΓΗ των οποίων οι προεκτάσεις τέμνουν τον κύκλο
ΑΒΓΔΕΖ στα Β και Ζ αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ και
ΖΑ.

Ισχυρίζομαι ότι το εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι ισόπλευρο και ισογώνιο.
Επειδή το Η είναι το κέντρο του κύκλου ΑΒΓΔΕΖ είναι ΗΕ = ΗΔ και

ομοίως επειδή το Δ είναι το κέντρο του κύκλου ΗΓΘ είναι ΕΔ = ΗΔ. Έτσι,
ΗΕ = ΕΔ και άρα το τρίγωνο ΕΗΔ είναι ισόπλευρο.

Τότε ΕΗ̂Δ = ΗΔ̂Ε = ΔΕ̂Η καθώς οι γωνίες της βάσης ενός ισοσκελούς
τριγώνου είναι ίσες (Β, Π, σελ. ) και το άθροισμα των γωνιών ενός
τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές (Β, Π, σελ. ) και άρα η ΕΗ̂Δ είναι
ίση με το 1/3 των δύο ορθών.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι η ΔΗ̂Γ είναι ίση με το 1/3 των δύο ορθών.
Επίσης, η ΓΗ σχηματίζει με την ΕΒ τις εφεξής γωνίες ΕΗ̂Γ και ΓΗ̂Β οπότε

ΕΗ̂Γ + ΓΗ̂Β = 2 ορθές (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς και η ΓΗ̂Β είναι ίση με
το 1/3 των δύο ορθών.

Άρα ΕΗ̂Δ = ΔΗ̂Γ = ΓΗ̂Β.
Αλλά ΕΗ̂Δ = ΒΗ̂Α, ΔΗ̂Γ = ΑΗ̂Ζ και ΓΗ̂Β = ΖΗ̂Ε ως κατακορυφήν (Β,

Π, σελ. ).
Έτσι, ΕΗ̂Δ = ΔΗ̂Γ = ΓΗ̂Β = ΒΗ̂Α = ΑΗ̂Ζ = ΖΗ̂Ε και άρα ⏜ΑΒ = ⏜ΒΓ =

⏜ΓΔ = ⏜ΔΕ = ⏜ΕΖ = ⏜ΖΑ (Β, Π, σελ. ).
Τα ίσα τόξα όμως υποτείνουν ίσες χορδές (Β, Π, σελ. ) και άρα

ΑΒ = ΒΓ = ΓΔ = ΔΕ = ΕΖ = ΖΑ και επομένως το εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι
ισόπλευρο.
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Ισχυρίζομαι ότι είναι και ισογώνιο. Πράγματι ⏜ΖΑ = ⏜ΕΔ οπότε

⏜ΖΑ+⏜ΑΒΓΔ = ⏜ΕΔ+⏜ΑΒΓΔ

ή ⏜ΖΑΒΓΔ = ⏜ΕΔΓΒΑ και άρα ΖΕ̂Δ = ΑΖ̂Ε (Β, Π, σελ. ).
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι ΑΒ̂Γ = ΑΖ̂Ε = ΖΕ̂Δ, ΒΓ̂Δ = ΑΖ̂Ε =

ΖΕ̂Δ και ΓΔ̂Ε = ΑΖ̂Ε = ΖΕ̂Δ οπότε το ΑΒΓΔΕΖ είναι ισογώνιο.
Έτσι, το εξάγωνο ΑΒΓΔΕΖ είναι ισόπλευρο και ισογώνιο και έχει εγ-

γραφεί στον κύκλο ΑΒΓΔΕΖ.
Συνεπώς, στον δοθέντα κύκλο έχει εγγραφεί εξάγωνο που είναι ισό-

πλευρο και ισογώνιο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Πόρισμα 6 Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι η πλευρά του εξαγώνου
είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου.

Όπως και με το πεντάγωνο (Π, σελ. ) αν φέρουμε τις εφαπτομένες
του κύκλου στα σημείαΑ, Β, Γ,Δ, Ε και Ζπεριγράφεται περί αυτού εξάγωνο
ισόπλευρο και ισογώνιο.

Επιπλέον, εργαζόμενοι όπως κατά την περιγραφή ενός κύκλου περί δο-
θέντος ισόπλευρου και ισογώνιου πενταγώνου (Π, σελ. ), είναι δυνα-
τόν να περιγράψουμε έναν κύκλο περί δοθέντος ισόπλευρου και ισογώνιου
εξαγώνου· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 16 (Κατασκευή) () Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί ισόπλευρο
και ισογώνιο δεκαπεντάγωνο.

Α

Β

Ε

Γ Δ

Υλοποίηση: Έστω ο δοθείς κύκλος
ΑΒΓΔ στον οποίο πρέπει να εγγρα-
φεί ισόπλευρο και ισογώνιο δεκα-
πεντάγωνο.

Εγγράφουμε στον κύκλο ΑΒΓΔ
ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς ΑΓ
(Π, σελ. ) και ισόπλευρο και ισο-
γώνιο πεντάγωνο πλευράς ΑΒ (Π,
σελ. ).

Το ισόπλευρο και ισογώνιο δε-
καπεντάγωνο χωρίζει (στμ: ξεκινώ-
ντας από το Α) την περιφέρεια του κύκλου ΑΒΓΔ σε 15 ίσα τόξα.

Από αυτά τα 15 ίσα τόξα, τα 5 αποτελούν το ⏜ΑΓ καθώς αυτό είναι το
ένα τρίτο της περιφέρειας του κύκλου (λόγω του ισοπλεύρου τριγώνου
ΑΒΓ) και 3 το ⏜ΑΒ που είναι το ένα πέμπτο της περιφέρειας (λόγω του
ισόπλευρου και ισογώνιου πενταγώνου) οπότε το ⏜ΒΓ αποτελείται από
2 τέτοια τόξα. (στμ: τα ⏜ΑΒ, ⏜ΑΓ και ⏜ΒΓ είναι τα τόξα του κύκλου που
αντιστοιχούν στις κυρτές επίκεντρες γωνίες).
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Στην συνέχεια διχοτομούμε το ⏜ΒΓ λαμβάνοντας το σημείο του Ε ώστε
⏜ΒΕ = ⏜ΕΓ (Β, Π, σελ. ).

Τότε κάθε ένα από τα ⏜ΒΕ και ⏜ΕΓ είναι ίσο με το 1 από τα 15 ίσα τόξα στα
οποία χωρίζεται η περιφέρεια του κύκλου από τις κορυφές του ισόπλευρου
και ισογώνιου δεκαπενταγώνου.

Τέλος, φέρνουμε τις ΒΕ και ΕΓ και εναρμόζουμε στον κύκλο ΑΒΓΔ συνε-
χώς δεκατρία επιπλέον τμήματα που το καθένα είναι ίσο με ΒΕ κατασκευά-
ζοντας έτσι ένα ισόπλευρο και ισογώνιο δεκαπεντάγωνο εγγεγραμμένο
στον κύκλο ΑΒΓΔ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Όπως με το ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο (Π, σελ. ), αν
φέρουμε τις εφαπτομένες του κύκλου στις κορυφές του δεκαπενταγώνου
τότε αυτός θα περιγραφεί από ένα άλλο ισόπλευρο και ισογώνιο δεκαπε-
ντάγωνο.

Επίσης, όπως και με το ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο (Προτά-
σεις  και ) όταν δίνεται ένα ισόπλευρο και ισογώνιο δεκαπεντάγωνο
ένας κύκλος μπορεί να εγγραφεί σε αυτό και ένας άλλος κύκλος μπορεί να
περιγραφεί περί αυτού· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Μέρος ενός μεγέθους λέγεται κάθε μικρότερο μέγεθος με το οποίο
μπορούμε να το καταμετρήσουμε (στμ: χρησιμοποιώντας το μικρό
μέγεθος σαν μονάδα μέτρησης).

(oρ. 2) Αν ένα μέγεθος μετριέται από ένα μικρότερό του τότε λέγεται «πολ-
λαπλάσιο» του μικρότερου.

(oρ. 3) «Λόγο» δύο ομοειδών μεγεθών ονομάζουμε το πηλίκο τους.

Στμ: το επόμενο αξίωμα είναι γνωστό ως «Αρχιμήδεια ιδιότητα». Εν τού-
τοις ο ίδιος ο Αρχιμήδης αποδίδει το αξίωμα στον Εύδοξο. «Αρχιμήδεια
ιδιότητα» ονομάστηκε από τον Otto Stolz το 1880.

(oρ. 4) [Αξίωμα συνέχειας του Ευδόξου]Λέμε ότι δύο μεγέθη «έχουν λόγο»
όταν καθένα από αυτά έχει πολλαπλάσιο μεγαλύτερο του άλλου.

Στμ: ο επόμενος ορισμός έχει την εξής δυσκολία: με τη σύγχρονη γλώσσα
θέλει να πει ότι δυο λόγοι μεγεθών 𝛼/𝛽 και 𝛾/𝛿 λέγονται ίσοι όταν κάθε
κλάσμα ακεραίων, όπως συγκρίνεται με το 𝛼/𝛽, με τον ίδιο τρόπο συγκρί-
νεται και με το 𝛾/𝛿· δηλαδή για οποιουσδήποτε αριθμούς 𝜇, 𝜈 ισχύει μία
από τις επόμενες τρεις περιπτώσεις

⎧{⎨
{⎩

είτε 𝛼/𝛽 > 𝜈/𝜇 και 𝛾/𝛿 > 𝜈/𝜇
είτε 𝛼/𝛽 = 𝜈/𝜇 και 𝛾/𝛿 = 𝜈/𝜇
είτε 𝛼/𝛽 < 𝜈/𝜇 και 𝛾/𝛿 < 𝜈/𝜇.

⎫}⎬
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Τοπρόβλημα είναι ότι με τον τρόποπου αναπτύσσεται η θεωρία αυτό είναι
σωστό να οριστεί συγκρίνοντας ακέραια πολλαπλάσια των αριθμητών
και παρονομαστών, και έτσι είναι γραμμένο στα Στοιχεία. Προσέξτε ότι ο
ορισμός που ακολουθεί είναι ισοδύναμος με τον παραπάνω σύγχρονο⁹.

. Στμ: εδώ ο Εύδοξος εισάγει τις τομές Dedekind: αν αρχικά και τελικά τμήματα ταυτίζονται
οι αριθμοί είναι ίσοι. Η μόνη ουσιαστική διαφορά από τον Dedekind είναι ο αντίστροφος
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(oρ. 5) Δυο λόγοι μεγεθών 𝛼/𝛽 και 𝛾/𝛿 λέγονται ίσοι όταν για οποιουσ-
δήποτε αριθμούς 𝜇, 𝜈

⎧{⎨
{⎩

είτε ισχύει 𝜇𝛼 > 𝜈𝛽 και 𝜇𝛾 > 𝜈𝛿
είτε ισχύει 𝜇𝛼 = 𝜈𝛽 και 𝜇𝛾 = 𝜈𝛿
είτε ισχύει 𝜇𝛼 < 𝜈𝛽 και 𝜇𝛾 < 𝜈𝛿.

⎫}⎬
}⎭

(oρ. 6) Μεγέθη με τον ίδιο λόγο λέγονται «ανάλογα» (στμ: και η ισότητα
των δύο λόγων λέγεται «αναλογία»).

(oρ. 7) Ένας λόγος λέγεται μεγαλύτερος ενός άλλου αν υπάρχει λόγος
φυσικών αριθμών μικρότερος του πρώτου και μεγαλύτερος ή ίσος
του δεύτερου¹⁰.

(oρ. 8) Αναλογία με τρεις όρους λέγεται «ελάχιστη». (στμ: εννοεί της μορ-
φής 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾, αναλογία που ονομάζεται και «συνεχής αναλογία
των 𝛼, 𝛽 και 𝛾».)

(oρ. 9) Αν τρία μεγέθη είναι σε ελάχιστη αναλογία τότε λέμε ότι το πρώτο
προς το τρίτο βρίσκεται σε διπλάσια αναλογία του πρώτου προς
το δεύτερο (στμ: «διπλάσια αναλογία» ονομάζει την ύψωση στη
δεύτερη δύναμη: 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 ⇒ 𝛼/𝛾 = (𝛼/𝛽)2 πολλαπλασιάζο-
ντας και τα δύο μέρη με 𝛼/𝛽.)

(oρ. 10) Αν τέσσαρα μεγέθη είναι σε συνεχή αναλογία τότε λέμε ότι το
πρώτο προς το τέταρτο βρίσκεται σε τριπλάσια αναλογία του
πρώτου προς το δεύτερο· ομοίως για περισσότερα μεγέθη. (στμ:
«τριπλάσια αναλογία» ονομάζει την ύψωση στην τρίτη δύναμη:
𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 = 𝛾/𝛿 ⇒ 𝛼/𝛿 = (𝛼/𝛽)3 πολλαπλασιάζοντας το
𝛾/𝛿 μια φορά με 𝛽/𝛾 = 𝛼/𝛽 και μια φορά με 𝛼/𝛽.)

(oρ. 11) Σε ίσους λόγους οι αριθμητές λέγονται «ομόλογοι» των παρονο-
μαστών.

(oρ. 12) Σε μια αναλογία η εναλλαγή των μέσων όρων λέγεται «εναλλάξ
λόγος»:

αρχικοί λόγοι:
𝛼
𝛽 ,

𝛾
𝛿 , εναλλάξ λόγοι:

𝛼
𝛾 , 𝛽

𝛿 .

(oρ. 13) Όταν ο παρονομαστής γίνει αριθμητής και ο αριθμητής γίνει πα-
ρονομαστής έχουμε τον αντίστροφο λόγο:

αρχικος λόγος:
𝛼
𝛽 , αντίστροφος λόγος:

𝛽
𝛼.

ισχυρισμός, δηλαδή ότι κάθε τομή ορίζει πραγματικό αριθμό. Η αναφορά στον Εύδοξο
και στα Στοιχεία λείπει από τη δουλειά του Dedekind.

. Στμ: Διάταξη αριθμών ταυτόσημη με τον τρόπο που παρουσιάζει ο Dedekind.
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(oρ. 14) «Σύνθεση λόγου» είναι ο λόγος που προκύπτει από πρόσθεση
του παρονομαστή στον αριθμητή:

αρχικός λόγος:
𝛼
𝛽 , σύνθεση λόγου:

𝛼 + 𝛽
𝛽 .

(oρ. 15) «Διαίρεση λόγου»¹¹ είναι ο λόγος που προκύπτει από αφαίρεση
του παρονομαστή από τον αριθμητή:

αρχικός λόγος:
𝛼
𝛽 , διαίρεση λόγου:

𝛼 − 𝛽
𝛽 .

(oρ. 16) «Αναστροφή λόγου» είναι ο λόγος που προκύπτει αλλάζοντας
τον παρονομαστή στη διαφορά από τον αριθμητή:

αρχικός λόγος:
𝛼
𝛽 , ανάστροφος λόγος:

𝛼
𝛼 − 𝛽 .

(oρ. 17) «Δι᾽ ίσου λόγος» είναι ο λόγος που προκύπτει από συνεχή αναλο-
γία πολλών λόγων κρατώντας το πρώτο και το τελευταίο μέγεθος.

αρχικοί λόγοι:
𝛼1
𝛼2

, 𝛼2
𝛼3

, … , 𝛼𝜈−1
𝛼𝜈

, δι᾽ ίσου λόγος:
𝛼1
𝛼𝜈

.

(στμ: «δι᾽ ίσου» εννοείται ο λόγος που προκύπτει «μέσω του ίσου
όρου». Έτσι για τους λόγους 𝛽/𝛾 και 𝛼/𝛽 ο ίσος όρος είναι το 𝛽
και για τον «δι᾽ ίσου» λόγο πάμε από το 𝛼 στο 𝛾 μέσω του ίσου
όρου 𝛽. Δηλαδή ο δι᾽ ίσου λόγος είναι ο 𝛼/𝛾. Αναλυτικά θα λέγαμε
«ο λόγος μέσω/δια του ίσου όρου». Για περισσότερους των δύο
λόγους όπως παραπάνω περνάμε διαδοχικά από τους ίσους όρους
𝛼2, 𝛼3, … , 𝛼𝜈−1 για να σχηματιστεί ο «δι᾽ ίσου» λόγος 𝛼1/𝛼𝜈 .)

(oρ. 18) Τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 λέμε ότι βρίσκονται σε τεταραγμένη
αναλογία αν 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 και 𝛽/𝛾 = 𝜁/𝛿 (στμ: τεταραγμένη δη-
λαδή «ανακατεμένη», ενώ βρίσκονται σε «τεταγμένη» αναλογία
αν 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 και 𝛿/𝜀 = 𝜀/𝜁).

. Στμ: «διαίρεση» επειδή το τμήμα μήκους 𝛼 «διαιρείται» σε δύο τμήματα μήκους 𝛽 και
𝛼 − 𝛽
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𝛼 𝛽 𝛾 𝛿 𝜀 𝜁
𝛼/𝛽 𝛽/𝛾= 𝛿/𝜀 𝜀/𝜁=

έξι μεγέθη σε τεταγμένη αναλογία

𝛼 𝛽 𝛾 𝛿 𝜀 𝜁
𝛼/𝛽

𝛽/𝛾

𝛿/𝜀

𝜁/𝛿
έξι μεγέθη σε τεταραγμένη αναλογία

Πρόταση 1 (Επιμεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού ως προς την
πρόσθεση) () Αν μεγέθη που είναι το ίδιο πολλαπλάσιο άλλων μεγεθών
προστεθούν, το άθροισμα τωνπρώτων είναι το ίδιοπολλαπλάσιο με τοάθροι-
σμα των δεύτερων.

𝛼1 = 2𝛽1 𝛼2 = 2𝛽2

𝛽1 𝛽2

𝛼1 + 𝛼2

𝛽1 𝛽2 𝛽1 𝛽2
𝛼1 + 𝛼2 = 2(𝛽1 + 𝛽2)

Απόδειξη. Αν το 𝛼1 είναι 𝜆 φορές το
𝛽1, το 𝛼2 είναι 𝜆 φορές το 𝛽2, … ,
το 𝛼𝜈 είναι 𝜆 φορές το 𝛽𝜈 , τότε το
𝛼1 διαιρείται σε 𝜆 το πλήθος μεγέθη
ίσα με το 𝛽1, το 𝛼2 διαιρείται σε 𝜆
το πλήθος μεγέθη ίσα με το 𝛽2, και
ομοίως για τα 𝛼3, … , 𝛼𝜈 . Οπότε το
άθροισμα 𝛼1+𝛼2+…+𝛼𝜈 διαιρείται

σε 𝜆 το πλήθος μεγέθη ίσα με 𝛽1 + 𝛽2 + … + 𝛽𝜈 · ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 2 (Κοινός παράγοντας για την πρόσθεση) () Αν τα μεγέθη
ΑΒ, ΔΕ, είναι ίδια πολλαπλάσια των 𝛾 και 𝜁 αντίστοιχα, και τα ΒΗ, ΕΘ είναι
ίδια πολλαπλάσια των 𝛾 και 𝜁 αντίστοιχα, τότε και τα αθροίσματα ΑΒ + ΒΗ
και ΔΕ + ΕΘ είναι ίδια πολλαπλάσια των 𝛾 και 𝜁 αντίστοιχα.

𝜁

𝛾

Δ Ε Θ

Α Β Η (στμ: δηλαδή αν ΑΒ = 𝜆𝛾, ΔΕ = 𝜆𝜁 , ΒΗ =
𝜇𝛾, και ΕΘ = 𝜇𝜁 για κατάλληλους αριθμούς 𝜆
και 𝜇 τότε ΑΒ+ΒΗ = (𝜆+𝜇)𝛾 και ΔΕ+ΕΘ =
(𝜆+𝜇)𝜁 , και άρα ο παράγοντας (ο 𝜆+𝜇) δεν
εξαρτάται από τα μεγέθη ΑΒ, ΔΕ, ΒΗ, ΕΘ,
𝛾, 𝜁 , οπότε μπορεί να υπολογιστεί ότι είναι
πράγματι ο 𝜆+𝜇 αν για παράδειγμα θέσουμε
𝛾 = 1.)
Απόδειξη. Αφού ΑΒ = 𝜆𝛾, ΒΗ = 𝜇𝛾 και ΔΕ =
𝜆𝜁 , ΕΘ = 𝜇𝜁 , το ΑΒ αποτελείται από 𝜆 το
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πλήθος μεγέθη ίσα με 𝛾, το ΒΗ από 𝜇 το
πλήθος μεγέθη ίσα με 𝛾, το ΔΕ από 𝜆 μεγέθη ίσα με 𝜁 και το ΕΘ από 𝜇
μεγέθη ίσα με 𝜁. Άρα αν προστεθούν το ΑΒ με το ΒΗ και το ΔΕ με το ΕΘ
τα νέα μέγεθη θα αποτελούνται από το ίδιο πλήθος μεγεθών (𝜆 + 𝜇 το
πλήθος) ίσα με 𝛾 για το ΑΒ + ΒΗ, και ίσα με 𝜁 για το ΔΕ + ΕΘ. 
Πρόταση 3 (Προσεταιριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού) () Αν
τα μεγέθη 𝛼 και 𝛾 είναι ίδια πολλαπλάσια των 𝛽 και 𝛿 τότε ίδια πολλαπλάσια
των 𝛼 και 𝛾 είναι αντίστοιχα ίδια πολλαπλάσια των 𝛽 και 𝛿 (στμ: δηλαδή αν
𝛼 = 𝜆𝛽 και 𝛾 = 𝜆𝛿 τότε 𝜇𝛼 = 𝜇(𝜆𝛽) = (𝜇𝜆)𝛽 και 𝜇𝛾 = 𝜇(𝜆𝛿) = (𝜇𝜆)𝛿).

𝛼

𝛽

Ε Κ Ζ

𝛾

𝛿

Η Λ Θ

(στμ: δηλαδή ο παράγοντας (ο 𝜇𝜆) δεν
εξαρτάται από τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, και
άρα μπορεί να υπολογιστεί ότι είναι ο 𝜇𝜆
επιλέγοντας 𝛽 = 1.)
Απόδειξη. Τα 𝜇𝛼 και 𝜇𝛾 αποτελούνται
από 𝜇 μεγέθη ίσα του 𝛼 και του 𝛾 αντι-
στοίχως. Καθένα από αυτά αποτελείται
από 𝜆 μεγέθη ίσα με 𝛽 για το 𝛼, και ίσα
με 𝛿 για το 𝛾. Άρα προσθέτοντας τα 𝜇
μεγέθη ίσα με 𝛼 και τα 𝜇 μεγέθη ίσα με
𝛾 (για να συνθεθούν τα 𝜇𝛼 και 𝜇𝛾), αυτά
θα αποτελούνται από ίσα πολλαπλάσια
του 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα (δηλαδή 𝜇𝜆 το πλήθος) (Π, σελ. ). 
Πρόταση 4 () Καθε αναλογία θαπαραμείνει αληθής αν οι αριθμητές πολ-
λαπλασιαστούν με έναν αριθμό και οι παρονομαστές πολλαπλασιαστούν και
αυτοί με έναν αριθμό (ίδιο με τον πρώτο ή διαφορετικό).

Απόδειξη. Έστω ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και 𝜌, 𝜆 ακέραιοι. Θέλουμε να δείξουμε
ότι (𝜌𝛼)/(𝜆𝛽) = (𝜌𝛾)/(𝜆𝛿). Αρκεί να θεωρήσουμε ακεραίους 𝜇, 𝜈 και να
δείξουμε ότι αναγκαστικά ισχύει μία από τις

⎧{⎨
{⎩

είτε 𝜇(𝜌𝛼) > 𝜈(𝜆𝛽) και 𝜇(𝜌𝛾) > 𝜈(𝜆𝛿)
είτε 𝜇(𝜌𝛼) = 𝜈(𝜆𝛽) και 𝜇(𝜌𝛾) = 𝜈(𝜆𝛿)
είτε 𝜇(𝜌𝛼) > 𝜈(𝜆𝛽) και 𝜇(𝜌𝛾) > 𝜈(𝜆𝛿).

⎫}⎬
}⎭

(Ορ, σελ. ) (στμ: ισοδύναμα το κλάσμα 𝜈/𝜇 συγκρίνεται με τον ίδιο
τρόπο με τα κλάσματα (𝜌𝛼)/(𝜆𝛽) και (𝜌𝛾)/(𝜆𝛿).) Το παραπάνω είναι το
ίδιο με το να ισχύει μία από τις

⎧{⎨
{⎩

είτε (𝜇𝜌)𝛼 > (𝜈𝜆)𝛽 και (𝜇𝜌)𝛾 > (𝜈𝜆)𝛿
είτε (𝜇𝜌)𝛼 = (𝜈𝜆)𝛽 και (𝜇𝜌)𝛾 = (𝜈𝜆)𝛿
είτε (𝜇𝜌)𝛼 > (𝜈𝜆)𝛽 και (𝜇𝜌)𝛾 > (𝜈𝜆)𝛿.

⎫}⎬
}⎭
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(Π, σελ. ). Αυτό όμως είναι σωστό αφού εφαρμόζεται ο Ορ, σελ. 
για τους λόγους 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. 
Πρόταση 5 (Κοινός παράγοντας για τη διαφορά) () Αν από πολλα-
πλάσιο ενός μεγέθους αφαιρέσουμε το ίδιο πολλαπλάσιο ενός μέρους του θα
προκύψει το ίδιο πολλαπλάσιο της διαφοράς τους.

Γ ΔΖ

Α Ε Β
ΓΔ ΓΔ ΓΔ

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ΑΒ = 𝜆ΓΔ
και για τα μέρη ΑΕ και ΓΖ των ΑΒ
και ΓΔ αντίστοιχα, ισχύει ΑΕ = 𝜆ΓΖ.
Ισχυρίζομαι ότι και για τα υπόλοιπα
ΕΒ και ΖΔ ισχύει ΕΒ = 𝜆ΖΔ (στμ: δη-
λαδή ΕΒ = ΑΒ − ΑΕ = 𝜆ΓΔ − 𝜆ΓΖ =

𝜆(ΓΔ − ΓΖ) = 𝜆ΖΔ).
Θεωρούμε σημείο Η ώστε να ισχύει ΕΒ = 𝜆ΓΗ. Έτσι, (Π, σελ. )

έχουμε

ΑΕ = 𝜆ΓΖ
ΕΒ = 𝜆ΗΓ } ⟹ ΑΒ = ΑΕ + ΕΒ = 𝜆(ΗΓ + ΓΖ) = 𝜆ΗΖ.

Αλλά ΑΒ = 𝜆ΓΔ άρα αναγκαστικά ΗΖ = ΓΔ. Αφαιρώντας το κοινό ΓΖ
προκύπτει ΗΓ = ΖΔ. Άρα, αφού ΕΒ = 𝜆ΗΓ θα ισχύει ΕΒ = 𝜆ΖΔ.

Συνεπώς, αν μέγεθος είναι πολλαπλάσιο άλλου μεγέθους και μέρος του
πρώτου είναι ίδιο πολλαπλάσιο με μέρος του δεύτερου, και η διαφορά
τους θα είναι ίδιο πολλαπλάσιο της διαφοράς των μερών τους· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν δυο μεγέθη είναι ίδια πολλαπλάσια δύο άλλων, και από
αυτά αφαιρέσουμε δυο άλλα πολλαπλάσια των δεύτερων, θα προκύψουν τα
δεύτερα μεγέθη ή ίδιο πολλαπλάσιό τους (στμ: αν 𝛼 = 𝜆𝜀, 𝛽 = 𝜆𝜁 , 𝛾 = 𝜇𝜀
και 𝛿 = 𝜇𝜁 τότε 𝛼 − 𝛾 = (𝜆 − 𝜇)𝜀 και 𝛽 − 𝛿 = (𝜆 − 𝜇)𝜁 , και άρα ο
παράγοντας (ο 𝜆 − 𝜇) δεν εξαρτάται από τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁).
Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε τα πολλαπλάσια ΑΒ = 𝜆𝜀, ΓΔ = 𝜆𝜁 και τα
ΑΗ = 𝜇𝜀, ΓΘ = 𝜇𝜁. Ισχυρίζομαι ότι είτε ΗΒ = ΑΒ − ΑΗ = 𝜀 και ΘΔ =
ΓΔ−ΓΘ = 𝜁 είτε ΗΒ = ΑΒ−ΑΗ = (𝜆−𝜇)𝜀 και ΘΔ = ΓΔ−ΓΘ = (𝜆−𝜇)𝜁.

Ας υποθέσω αρχικά ότι ΗΒ = ΑΒ − ΑΗ = 𝜀. Ισχυρίζομαι ότι αναγκα-
στικά θα ισχύει και ΘΔ = ΓΔ − ΓΘ = 𝜁.

𝜁

Κ Δ
Γ Θ

𝜀

Α ΒΗ Πράγματι, ας θεωρήσουμε σημείο Κ ώστε
ΓΚ = 𝜁. Ισχύει

ΑΗ = 𝜇𝜀
ΗΒ = 𝜀 } ⟹ ΑΒ = (𝜇 + 1)𝜀,

και
ΓΘ = 𝜇𝜁
ΚΓ = 𝜁 } ⟹ ΚΘ = (𝜇 + 1)𝜁
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(Π, σελ. ). Δηλαδή τα ΑΒ και ΚΘ είναι ίδια πολλαπλάσια των 𝜀 και
𝜁 αντίστοιχα. Αλλά το ΑΒ και ΓΔ είναι ίδια πολλαπλάσια των 𝜀 και 𝜁
αντίστοιχα, άρα το ΓΔ και ΚΘ είναι ίδια πολλαπλάσια του 𝜁 δηλαδή μεταξύ
τους ίσα: ΓΔ = ΚΘ. Αφαιρώντας το κοινό ΓΘ προκύπτει ΘΔ = ΚΓ = 𝜁
ολοκληρώνοντας την απόδειξη του ισχυρισμού.

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι αν το ΗΒ είναι πολλαπλάσιο του
𝜀 τότε το ΘΔ είναι το ίδιο πολλαπλάσιο του 𝜁.

Συνεπώς, αν δυο μεγέθη είναι ίδια πολλαπλάσια δύο άλλων, και από
αυτά αφαιρέσουμε δυο άλλα πολλαπλάσια των δεύτερων, θα προκύψουν
τα δεύτερα μεγέθη ή ίδιο πολλαπλάσιό τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Ίσα μεγέθη σχηματίζουν ίσους λόγους με κάθε τρίτο μέγε-
θος, και κάθε τρίτο μέγεθος σχηματίζει ίσους λόγους με ίσα μεγέθη.

Απόδειξη. Έστω ότι τα μεγέθη 𝛼 και 𝛽 είναι ίσα και 𝛾 ένα τρίτο μέγεθος.
Πρέπει να δείξουμε ότι για οποιουσδήποτε αριθμούς 𝜇, 𝜈 , ότι αν 𝜇𝛼 > 𝜈𝛾
τότε και 𝜇𝛽 > 𝜈𝛾 και ομοίως αν ισχύει το = ή το < (Ορ, σελ. ) (στμ:
δηλαδή ο λόγος 𝜈/𝜇 σχετίζεται με τον ίδιο τρόπο τόσο με τον λόγο 𝛼/𝛾
όσο και με τον 𝛽/𝛾). Αλλά 𝛼 = 𝛽 οπότε 𝜇𝛼 = 𝜇𝛽. Άρα αν 𝜇𝛼 > 𝜈𝛾 θα
ισχύει και 𝜇𝛽 > 𝜈𝛾 και ομοίως για το = και το <.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι και το 𝛾 σχηματίζει ίσους λόγους με τα 𝛼 και 𝛽.
Αλλά και πάλι αν το 𝜈𝛾 > 𝜇𝛼 θα ισχύει και 𝜈𝛾 > 𝜇𝛽, αφού 𝜇𝛼 = 𝜇𝛽 λόγω
του ότι 𝛼 = 𝛽, και ομοίως για τις περιπτώσεις = και <.

Άρα, ίσα μεγέθη σχηματίζουν ίσους λόγους με κάθε τρίτο μέγεθος, και
κάθε τρίτο μέγεθος σχηματίζει ίσους λόγους ίσα μεγέθη.

Πόρισμα 7 Από αυτό είναι φανερό ότι αν κάποια μεγέθη είναι ανάλογα θα
είναι και τα αντίστροφά τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 8 () Μεγαλύτερολόγοέχειέναμεγαλύτερομέγεθοςαπόό,τι ένα
μικρότεροωςπροςτο ίδιοτρίτομέγεθος.Επιπλέονέναμέγεθοςδίνειμεγαλύτερο
λόγο προς ένα μικρότερο από ό,τι με ένα μεγαλύτερο.

Απόδειξη. Έστω ότι ΑΒ > 𝛾. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ/𝛿 > 𝛾/𝛿. Πράγματι,
αρκεί να βρεθούν ακέραιοι 𝜇 και 𝜈 ώστε 𝜇ΑΒ > 𝜈𝛿 και 𝜈𝛿 ≥ 𝜇𝛾 (Ορ,
σελ. ) (στμ: ισοδύναμα ΑΒ/𝛿 > 𝜈/𝜇 > 𝛾/𝛿)¹². Αφού ΑΒ > 𝛾 έστω Ε
σημείο του ΑΒ ώστε

ΕΒ = 𝛾 ⇒ 𝜇ΕΒ = 𝜇𝛾. ()

Υποθέτουμε πρώτα ότι ΑΕ < ΕΒ. Βρίσκουμε (από το αξίωμα της συνέχειας
του Ευδόξου (Ορ, σελ. )) πολλαπλάσιο 𝜇ΑΕ = 𝜇(ΑΒ − ΕΒ) ώστε

𝜇ΑΕ > 𝛿, ()

. Στμ: το οποίο συνεπάγεται την πυκνότητα των ρητών στους πραγματικούς αριθμούς,
αφού αποδεικνύει ότι ανάμεσα σε οποιουσδήποτε δύο αριθμούς υπάρχει ρητός.
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και άρα, αφού ΑΕ < ΕΒ ισχύει

𝛿 < 𝜇ΑΕ < 𝜇ΕΒ = 𝜇𝛾. ()

Αφού λοιπόν 𝛿 < 𝜇𝛾 έχει νόημα να θεωρήσουμε 𝜈𝛿 το πρώτο πολλαπλάσιο
του 𝛿 ώστε 𝜈𝛿 > 𝜇𝛾 (στμ: άρα 𝜈/𝜇 > 𝛾/𝛿). Μένει να δείξω ότι 𝜇ΑΒ > 𝜈𝛿
(στμ: οπότε ΑΒ/𝛿 > 𝜈/𝜇). Αλλά το 𝜈𝛿 ήταν το πρώτο πολλαπλάσιο
του 𝛿 ώστε 𝜈𝛿 > 𝜇𝛾 συνεπώς το προηγούμενο πολλαπλάσιο δεν είναι
μεγαλύτερο του 𝜇𝛾, δηλαδή

(𝜈 − 1)𝛿 ≤ 𝜇𝛾. ()

Όμως, μπορούμε να προσθέσουμε τις () και () και να πάρουμε 𝜇ΑΒ >
𝛿+𝜇𝛾 (Π, σελ. ). Αλλά μπορούμε να προσθέσουμε 𝛿 και στα δύο μέλη
της () και θα πάρουμε 𝛿 +𝜇𝛾 ≥ 𝜈𝛿 (Π, σελ. ), οπότε 𝜇ΑΒ > 𝜈𝛿· όπως
έπρεπε να δειχθεί.

Αν τώρα ΑΕ > ΕΒ βρίσκουμε πολλαπλάσιο 𝜇ΕΒ > 𝛿. Οπότε 𝛿 < 𝜇ΕΒ =
𝜇𝛾 οπότε βρίσκουμε το πρώτο πολλαπλάσιο του 𝛿, το 𝜈𝛿, ώστε 𝜈𝛿 > 𝜇𝛾,
και συνεχίζουμε την απόδειξη με τον ίδιο τρόπο.

(στμ: Τέλος η περίπτωση ΑΕ = ΕΒ = 𝛾 δεν αντιμετωπίζεται στην
απόδειξη πιθανώς γιατί θεωρείται προφανής: σε αυτή την περίπτωση
ΑΒ = 2𝛾 οπότε είναι προφανές ότι ΑΒ/𝛿 = 2𝛾/𝛿 > 𝛾/𝛿.)

Με ακριβώς την ίδια κατασκευή 𝜈𝛿 > 𝜇𝛾 και 𝜇ΑΒ > 𝜈𝛿 (στμ: δηλαδή
𝛿/𝛾 > 𝜇/𝜈 > 𝛿/ΑΒ)· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 () Μεγέθη με ίσους λόγους με τρίτο μέγεθος είναι μεταξύ τους
ίσα. Ομοίως είναι ίσα μεγέθη που τρίτο μέγεθος σχηματίζει ίσους λόγους με
αυτά.

Απόδειξη. Αν τα 𝛼 και 𝛽 σχηματίζουν ίσους λόγους με το 𝛾 ισχυρίζομαι
ότι το 𝛼 είναι ίσο με το 𝛽.

Αν δεν ήταν ίσα όμως δεν θα σχημάτιζαν ίσους λόγους με το 𝛾 (Π,
σελ. ), αλλά σχηματίζουν· άρα 𝛼 = 𝛽.

Έστω το μέγεθος 𝛾 και ας σχηματίζει ίσους λόγους με τα 𝛼 και 𝛽.
Ισχυρίζομαι ότι και πάλι 𝛼 = 𝛽. Αν όχι τότε το 𝛾 δεν θα σχημάτιζε ίσους
λόγους μαζί τους (Π, σελ. ), αλλά σχηματίζει· άρα 𝛼 = 𝛽.

Συνεπώς μεγέθη με ίσους λόγους με τρίτο μέγεθος είναι μεταξύ τους
ίσα. Ομοίως είναι ίσα μεγέθη που τρίτο μέγεθος σχηματίζει ίσους λόγους
με αυτά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 () Από δύο μεγέθη μεγαλύτερο είναι εκείνο που σχηματίζει
μεγαλύτερο λόγο με το ίδιο τρίτο μέγεθος.

Ενώ μικρότερο είναι εκείνο που ο λόγος τρίτου μεγέθους προς αυτό είναι
μεγαλύτερος.
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Απόδειξη. Ας είναι 𝛼/𝛾 > 𝛽/𝛾. Ισχυρίζομαι ότι 𝛼 > 𝛽. Αν όχι, θα είναι
είτε 𝛼 = 𝛽 είτε 𝛼 < 𝛽. Αλλά η ισότητα 𝛼 = 𝛽 δεν ισχύει γιατί τότε θα
έπρεπε να είναι 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛾 (Π, σελ. ) που δεν ισχύει. Και ούτε 𝛼 < 𝛽
γιατί θα έπρεπε να είναι 𝛼/𝛾 < 𝛽/𝛾 (Π, σελ. ) που πάλι δεν ισχύει.

Αν τώρα 𝛾/𝛽 > 𝛾/𝛼 ισχυρίζομαι ότι 𝛽 < 𝛼. Διότι αν όχι, τότε είτε
𝛽 = 𝛼, οπότε θα έπρεπε να είναι 𝛾/𝛽 = 𝛾/𝛼 (Π, σελ. ) που δεν ισχύει,
είτε 𝛽 > 𝛼, οπότε θα έπρεπε να είναι 𝛾/𝛽 < 𝛾/𝛼 (Π, σελ. ) που πάλι
δεν ισχύει.

Άρα από δύο μεγέθη μεγαλύτερο είναι εκείνο που σχηματίζει μεγαλύ-
τερο λόγο με το ίδιο τρίτο μέγεθος. Ενώ μικρότερο είναι εκείνο που ο λόγος
τρίτου μεγέθους προς αυτό είναι μεγαλύτερος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 11 () Λόγοι ίσοι με τρίτο λόγο είναι και μεταξύ τους ίσοι.

Απόδειξη. Έστω ότι ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝜁. Ισχυρίζομαι ότι
𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁.

Πράγματι, πρέπει να δείξουμε ότι ίδια πολλαπλάσια των 𝛼, 𝜀 συγκρί-
νονται με τον ίδιο τρόπο με ίδια πολλαπλάσια των 𝛽, 𝜁 (Ορ, σελ. ). Ας
πάρουμε τα ίδια πολλαπλάσια 𝜇𝛼 και 𝜇𝜀 καθώς και τα ίδια πολλαπλάσια
𝜆𝛽 και 𝜆𝜁. Θεωρούμε και τα πολλαπλάσια 𝜇𝛾 και 𝜆𝛿. Έτσι αν 𝜇𝛼 > 𝜆𝛽
(στμ: δηλαδή 𝛼/𝛽 > 𝜆/𝜇) τότε και 𝜇𝛾 > 𝜆𝛿 διότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 (Ορ,
σελ. ). Άρα και 𝜇𝜀 > 𝜆𝜁 , αφού 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝜁. Ομοίως και οι περιπτώσεις
όπου 𝜇𝛼 = 𝜆𝛽 και 𝜇𝛼 < 𝜆𝛽.

Άρα λόγοι ίσοι με τρίτο λόγο είναι και μεταξύ τους ίσοι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 12 () Σε μια αναλογία μεγεθών ο λόγος είναι ίσος με τον λόγο
του αθροίσματος των αριθμητών προς το άθροισμα των παρονομαστών.

Απόδειξη. Θα το αποδείξουμε για τρεις λόγους. Έστω ότι

𝛼
𝛽 = 𝛾

𝛿 = 𝜀
𝜁 .

Ισχυρίζομαι ότι
𝛼
𝛽 = 𝛼 + 𝛾 + 𝜀

𝛽 + 𝛿 + 𝜁 .
Πράγματι ας θεωρήσουμε τα ίδια πολλαπλάσια 𝜇𝛼 και 𝜇(𝛼+𝛾+𝜀) και

τα ίδια πολλαπλάσια 𝜆𝛽 και 𝜆(𝛽 + 𝛿 + 𝜁). Ας υποθέσουμε ότι 𝜇𝛼 > 𝜆𝛽.
Τότε, αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 θα ισχύει 𝜇𝛾 > 𝜆𝛿, και εξ αυτού, αφού 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝜁
θα είναι και 𝜇𝜀 > 𝜆𝜁. Άρα θα ισχύει ότι

𝜇𝛼 + 𝜇𝛾 + 𝜇𝜀 > 𝜆𝛽 + 𝜆𝛿 + 𝜆𝜁.
Δηλαδή,

𝜇(𝛼 + 𝛾 + 𝜀) > 𝜆(𝛽 + 𝛿 + 𝜁)
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(Π, σελ. ). Ομοίως και για τις περιπτώσεις που 𝜇𝛼 = 𝜆𝛽 και 𝜇𝛼 < 𝜆𝛽.
Άρα σε μια αναλογία μεγεθών ο λόγος είναι ίσος με τον λόγο του

αθροίσματος των αριθμητών προς το άθροισμα των παρονομαστών· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν δυο λόγοι είναι ίσοι και ο δεύτερος είναι μεγαλύτερος
ενός τρίτου λόγου τότε και ο πρώτος είναι μεγαλύτερος του τρίτου.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και 𝛾/𝛿 > 𝜀/𝜁. Ισχυρίζομαι ότι
𝛼/𝛽 > 𝜀/𝜁.

Υπάρχουν πολλαπλάσια 𝜇𝛾, 𝜇𝜀 και 𝜆𝛾, 𝜆𝜁 ώστε 𝜇𝛾 > 𝜆𝛿 και 𝜇𝜀 ≤ 𝜆𝜁
(Ορ, σελ. ) (στμ: δηλαδή 𝛾/𝛿 > 𝜆/𝜇 ≥ 𝜀/𝜁). Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και
αφού 𝜇𝛾 > 𝜆𝛿 θα ισχύει και 𝜇𝛼 > 𝜆𝛽 (Ορ, σελ. ). Συνεπώς 𝜇𝛼 > 𝜆𝛽
και 𝜇𝜀 ≤ 𝜆𝜁 (στμ: δηλαδή 𝛼/𝛽 > 𝜆/𝜇 ≥ 𝜀/𝜁), οπότε 𝛼/𝛽 > 𝜀/𝜁.

Άρα αν δυο λόγοι είναι ίσοι και ο δεύτερος είναι μεγαλύτερος ενός τρίτου
λόγου τότε και ο πρώτος είναι μεγαλύτερος του τρίτου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 14 () Αν δυο λόγοι είναι ίσοι, τότε όπως συγκρίνονται οι αριθ-
μητές ομοίως συγκρίνονται και οι παρονομαστές.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και ας υποθέσουμε ότι 𝛼 > 𝛾.
Ισχυρίζομαι ότι και 𝛽 > 𝛿.

Πράγματι, από την Π, σελ. , αφού 𝛼 > 𝛾 θα ισχύει 𝛼/𝛽 > 𝛾/𝛽.
Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 άρα 𝛾/𝛿 > 𝛾/𝛽. Η Π, σελ.  δίνει ότι 𝛽 > 𝛿.

Ομοίως για τις περιπτώσεις 𝛼 = 𝛾 και 𝛼 < 𝛾.
Άρα αν δυο λόγοι είναι ίσοι όπως συγκρίνονται οι αριθμητές ομοίως

συγκρίνονται και οι παρονομαστές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 (Όμοια κλάσματα) () Ίσα πολλαπλάσια έχουν ίσους λό-
γους.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε τα μεγέθη 𝛼, 𝛽 και τα ίσα πολλαπλάσιά τους
𝛾 = 𝜇𝛼 και 𝛿 = 𝜇𝛽. Όσα μεγέθη ίσα με το 𝛼 περιέχει το 𝛾 τόσα μεγέθη
ίσα με 𝛽 περιέχει το 𝛿. Όμως θεωρώντας τους 𝜇 ίσους λόγους

𝛼
𝛽 = 𝛼

𝛽 = ⋯ = 𝛼
𝛽 ,

θα ισχύει
𝛼
𝛽 = 𝛼 + 𝛼 + … + 𝛼

𝛽 + 𝛽 + … + 𝛽 = 𝛾
𝛿

(Π, σελ. ). Συνεπώς, ίσα πολλαπλάσια έχουν ίσους λόγους· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 16 () Η ισότητα δύο λόγων παραμένει και στους εναλλάξ λό-
γους, (στμ:δηλαδήμπορούνναανταλλάξουνθέσηοιμέσοιόροι:αν𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿
τότε 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿).
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Απόδειξη. Θεωρούμε τους φυσικούς αριθμούς 𝜇 και 𝜈 (στμ: και πρέπει
να δείξουμε ότι όπως συγκρίνεται το 𝜈/𝜇 με το 𝛼/𝛾 με τον ίδιο τρόπο
συγκρίνεται και με το 𝛽/𝛿), και τα πολλαπλάσια 𝜇𝛼 και 𝜇𝛽 των 𝛼 και 𝛽,
καθώς και τα πολλαπλάσια 𝜈𝛾 και 𝜈𝛿 των 𝛾 και 𝛿. Αλλά ισχύει

𝜇𝛼
𝜇𝛽 = 𝛼

𝛽 = 𝛾
𝛿 = 𝜈𝛾

𝜈𝛿
(Π, σελ. ). Έτσι, όπως συγκρίνονται οι αριθμητές συγκρίνονται και
οι παρονομαστές (Π, σελ. ). Αν δηλαδή 𝜇𝛼 > 𝜈𝛾 τότε και 𝜇𝛽 > 𝜈𝛿
(στμ: δηλαδή αν 𝛼/𝛾 > 𝜈/𝜇 τότε και 𝛽/𝛿 > 𝜈/𝜇). Ομοίως και αν ισχύει
το = ή το <. Άρα 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿.

Συνεπώς η ισότητα δύο λόγων παραμένει αν ανταλλάξουν θέση οι μέσοι
όροι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 17 () Μια αναλογία παραμένει αν οι λόγοι αντικατασταθούν
από τους διαιρεθέντες όρους τους (Ορ, σελ. ).

Απόδειξη. Έστω τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 με 𝛽 < 𝛼 και 𝛿 < 𝛾. Αν 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 θα
αποδείξουμε ότι (𝛼−𝛽)/𝛽 = (𝛾−𝛿)/𝛿. Ας πάρουμε τα ίδια πολλαπλάσια
𝜆(𝛼− 𝛽), 𝜆𝛽, 𝜆(𝛾 − 𝛿), 𝜆𝛿 και τα ίδια πολλαπλάσια 𝜇𝛽 και 𝜇𝛿. Πρέπει να
δείξουμε ότι όπως συγκρίνονται τα 𝜆(𝛼−𝛽) και 𝜇𝛽 έτσι συγκρίνονται και
τα 𝜆(𝛾 − 𝛿) και 𝜇𝛿 (στμ: δηλαδή το 𝜇/𝜆 συγκρίνεται με το (𝛼 − 𝛽)/𝛽 με
τον ίδιο τρόπο που συγκρίνεται με το (𝛾 − 𝛿)/𝛿).

Όμως, αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 όπως συγκρίνονται τα 𝜆𝛼 και (𝜆 + 𝜇)𝛽 έτσι
συγκρίνονται και τα 𝜆𝛾 και (𝜆 + 𝜇)𝛿. Αλλά ισχύει (𝜆 + 𝜇)𝛽 = 𝜆𝛽 + 𝜇𝛽
και (𝜆 + 𝜇)𝛿 = 𝜆𝛿 + 𝜇𝛿 (Π, σελ. ). Αφαιρώντας τις ποσότητες 𝜆𝛽
και 𝜆𝛿 συμπεραίνουμε ότι όπως συγκρίνονται τα 𝜆𝛼 − 𝜆𝛽 και 𝜇𝛽 έτσι
συγκρίνονται και τα 𝜆𝛾 − 𝜆𝛿 και 𝜇𝛿. Τέλος, 𝜆(𝛼 − 𝛽) + 𝜆𝛽 = 𝜆𝛼 και
𝜆(𝛾 − 𝛿) + 𝜆𝛿 = 𝜆𝛾 (Π, σελ. ), οπότε αφαιρώντας τα 𝜆𝛽 και 𝜆𝛿
παίρνουμε ότι 𝜆(𝛼 − 𝛽) = 𝜆𝛼 − 𝜆𝛽 και 𝜆(𝛾 − 𝛿) = 𝜆𝛾 − 𝜆𝛿. Έτσι τα
𝜆(𝛼 − 𝛽) και 𝜇𝛽 συγκρίνονται με τον ίδιο τρόπο που συγκρίνονται τα
𝜆(𝛾 − 𝛿) και 𝜇𝛿, δηλαδή (𝛼 − 𝛽)/𝛽 = (𝛾 − 𝛿)/𝛿.

Άρα, μια αναλογία παραμένει αληθής αν οι λόγοι αντικατασταθούν από
τους διαιρεθέντες όρους τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Αν τέσσαρα μεγέθη σχηματίζουν ίσους λόγους το ίδιο
συμβαίνει και με τη σύνθεσή τους (Ορ, σελ. ).

Απόδειξη. Ας είναι τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 με 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Ισχυρίζομαι ότι
(𝛼 + 𝛽)/𝛽 = (𝛾 + 𝛿)/𝛿.

Αν δεν ισχύει τότε θα είναι (𝛼 + 𝛽)/𝛽 = (𝛾 + 𝛿)/𝜀 όπου το 𝜀 είτε
είναι μικρότερο του 𝛿 είτε μεγαλύτερο. Ας υποθέσουμε ότι είναι μικρότερο.
Επειδή (𝛼 + 𝛽)/𝛽 = (𝛾 + 𝛿)/𝜀 θα ισχύει και

(𝛼 + 𝛽) − 𝛽
𝛽 = 𝛾 + 𝛿 − 𝜀

𝜀
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(Π, σελ. ) Άρα 𝛼/𝛽 = (𝛾 + 𝛿 − 𝜀)/𝜀. Αλλά από την υπόθεση 𝛼/𝛽 =
𝛾/𝛿 οπότε (Π, σελ. ) 𝛾/𝛿 = (𝛾 +𝛿−𝜀)/𝜀. Αλλά, αφού 𝜀 < 𝛿 θα είναι
𝛾 + 𝛿 − 𝜀 > 𝛾, οπότε (Π, σελ. ) θα είναι και 𝜀 > 𝛿 το οποίο είναι
αδύνατο.

Ομοίως χειριζόμαστε την περίπτωση που 𝜀 > 𝛿.
Άρα, οι συνθέσεις των λόγων σε μια αναλογία παραμένουν σε αναλογία.


Πρόταση 19 () Για ίσους λόγους η αναλογία παραμένει η ίδια αν από
αριθμητή αφαιρεθεί αριθμητής και από παρονομαστή παρονομαστής (στμ:
δηλαδή αν 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 τότε 𝛼/𝛽 = (𝛼 − 𝛾)/(𝛿 − 𝛾)).
Απόδειξη. Επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 θα είναι ίσοι και οι εναλλάξ λόγοι 𝛼/𝛾 =
𝛽/𝛿 (Π, σελ. ). Αλλά θα είναι ίσοι οι λόγοι των διαιρεθέντων όρων,
δηλαδή (𝛼 − 𝛾)/𝛾 = (𝛽 − 𝛿)/𝛿 (Π, σελ. ). Και πάλι θα είναι ίσοι οι
εναλλάξ λόγοι, δηλαδή (𝛼 − 𝛾)/(𝛽 − 𝛿) = 𝛾/𝛿. Αλλά 𝛾/𝛿 = 𝛼/𝛽 άρα
𝛼/𝛽 = (𝛼 − 𝛾)/(𝛽 − 𝛿).

Συνεπώς για ίσους λόγους η αναλογία παραμένει αν από αριθμητή
αφαιρεθεί αριθμητής και από παρονομαστή παρονομαστής· ὅπερ ἔδει δε-
ῖξαι.

Πόρισμα 8 Απόαυτό είναι φανερό ότι η αναλογίαπαραμένει με τους όρους σε
αναστροφή (στμ: δηλαδή αν 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 τότε και 𝛼/(𝛼−𝛽) = 𝛾/(𝛾−𝛿)).

Πράγματι, αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 τότε για τους εναλλάξ 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿 οπότε
και με τους όρους αφαιρεθέντες 𝛼/𝛾 = (𝛼 − 𝛽)/(𝛾 − 𝛿), συνεπώς και οι
εναλλάξ 𝛼/(𝛼 − 𝛽) = 𝛾/(𝛾 − 𝛿). 
Πρόταση 20 () Αν τρία μεγέθη σχηματίζουν ίσους λόγους με άλλα τρία
(στμ: δηλαδή για τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 και 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁) τότε
το πρώτο μέγεθος συγκρίνεται με το τρίτο με τον ίδιο τρόπο που συγκρίνεται
το τέταρτο με το έκτο.

Απόδειξη. Αν 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 και 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁 , ισχυρίζομαι ότι αν 𝛼 > 𝛾 θα
είναι και 𝛿 > 𝜁· και αν 𝛼 = 𝛾 θα είναι και 𝛿 = 𝜁· και αν 𝛼 < 𝛾 θα είναι
και 𝛿 < 𝜁.

Πράγματι, αν 𝛼 > 𝛾 το 𝛼 θα έχει μεγαλύτερο λόγο από το 𝛾 ως προς
το 𝛽, δηλαδή 𝛼/𝛽 > 𝛾/𝛽 (Π, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 άρα 𝛿/𝜀 > 𝛾/𝛽.
Όμως 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁 οπότε 𝛾/𝛽 = 𝜁/𝜀 (Π, σελ. ), συνεπώς 𝛿/𝜀 > 𝜁/𝜀.
Έτσι 𝛿 > 𝜁 (Π, σελ. ). Ομοίως μεταχειριζόμαστε τις περιπτώσεις
𝛼 = 𝛾 και 𝛼 < 𝛾.

Άρα αν τρία μεγέθη σχηματίζουν ίσους λόγους με άλλα τρία τότε το
πρώτο μέγεθος συγκρίνεται με το τρίτο με τον ίδιο τρόπο που συγκρίνεται
το τέταρτο με το έκτο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 21 () Αν τρία μεγέθη σχηματίζουν ανά δύο ίσους λόγους σε
τεταραγμένη αναλογία τα δι᾽ ίσου μεγέθη συγκρίνονται ομοίως (στμ: δηλαδή
αν για τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀, 𝜁 , 𝛿 (με αυτή τη σειρά!) ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁 και 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀
(Ορ, σελ. ) τότε τα δι᾽ ίσου είναι τα 𝛼, 𝛾 καθώς και τα 𝛿 και 𝜁).
Απόδειξη. Αν 𝛼 > 𝛾 τότε 𝛼/𝛽 > 𝛾/𝛽 (Π, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁
οπότε 𝜀/𝜁 > 𝛾/𝛽. Όμως 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 οπότε 𝛾/𝛽 = 𝜀/𝛿 (Π, σελ. )
συνεπώς 𝜀/𝜁 > 𝜀/𝛿, και άρα 𝜁 < 𝛿 (Π, σελ. ).

Ομοίως αν 𝛼 = 𝛾 ή 𝛼 < 𝛾.
Άρα αν τρία μεγέθη σχηματίζουν ανά δύο ίσους λόγους σε τεταραγμένη

αναλογία με άλλα τρία μεγέθη, το πρώτο μέγεθος συγκρίνεται με το τρίτο
με τον ίδιο τρόπο που συγκρίνεται το έκτο με το τέταρτο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


(στμ: εδώ υπάρχει ένα πρόβλημα με τη σειρά των μεγεθών. Το αρχικό

κείμενο αναφέρεται στο 𝛿 ως το τέταρτο μέγεθος αντί να το θεωρεί έκτο.
Αυτό όμως δεν είναι σε απόλυτη συμφωνία με τον Ορισμό , σελ. .
Όμως δεν υπάρχει θέμα σύγχυσης εφόσον οι τελικοί λόγοι επιλέγονται
μέσω των δι᾽ ίσου αναλογιών.)

Πρόταση 22 () Αν τρία μεγέθη έχουν ανά δύο ίσους λόγους με άλλα τρία
μεγέθη τότε και οι δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι (Ορ, σελ. ). (στμ: δηλαδή αν
𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 και 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁 τότε 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁).
Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 και 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁. Για τα ίδια
πολλαπλάσια 𝜅𝛼 και 𝜅𝛿 και ίδια πολλαπλάσια 𝜆𝛾 και 𝜆𝜁 ισχυρίζομαι ότι
όπως συγκρίνονται τα 𝜅𝛼, 𝜆𝛾 συγκρίνονται και τα 𝜅𝛿, 𝜆𝜁 (στμ: δηλαδή αν
𝜅𝛼 > 𝜆𝛾 (δηλαδή 𝛼/𝛾 > 𝜆/𝜅) τότε 𝜅𝛿 > 𝜆𝜁 (δηλαδή 𝛿/𝜁 > 𝜆/𝜅)), οπότε
θα ισχύει 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁 (Ορ, σελ. ).

Ας πάρουμε και τα ίδια πολλαπλάσια 𝜇𝛽, 𝜇𝜀. Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 οπότε
𝜅𝛼/𝜇𝛽 = 𝜅𝛿/𝜇𝜀 (Π, σελ. ). Αλλά επιπλέον έχουμε 𝛽/𝛾 = 𝜀/𝜁 άρα
𝜇𝛽/𝜆𝛾 = 𝜇𝜀/𝜆𝜁 (Π, σελ. ).

Άρα τα μεγέθη 𝜅𝛼, 𝜇𝛽 και 𝜆𝛾 έχουν ανά δύο ίσους λόγους με τα 𝜅𝛿,
𝜇𝜀 και 𝜆𝜁. Οπότε (Π, σελ. ) το πρώτο μέγεθος 𝜅𝛼 συγκρίνεται με το
τρίτο 𝜆𝛾 όπως συγκρίνεται το τέταρτο 𝜅𝛿 με το έκτο 𝜆𝜁.

Έτσι, αν τρία μεγέθη έχουν ανά δύο ίσους λόγους με άλλα τρία μεγέθη
τότε και οι δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 () Αν τρία μεγέθη έχουν σε τεταραγμένη αναλογία ανά δύο
ίσους λόγους με άλλα τρία τότε έχουν και δι᾽ ίσου λόγους ίσους (στμ: αν για
τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀, 𝜁 , 𝛿 ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁 και 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 τότε και οι δι᾽ ίσου
λόγοι είναι ίσοι: 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁).
Απόδειξη. Έστω ότι τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜀, 𝜁 , 𝛿 βρίσκονται σε τεταραγμένη
αναλογία, δηλαδή 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁 και 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 (Ορ, σελ. ). Ισχυρίζομαι
ότι 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁.
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Θεωρούμε τα ίδια πολλαπλάσια 𝜅𝛼, 𝜅𝛽, 𝜅𝛿 καθώς και τα 𝜆𝛾, 𝜆𝜀 και 𝜆𝜁.
Οπότε 𝛼/𝛽 = 𝜅𝛼/𝜅𝛽 και 𝜀/𝜁 = 𝜆𝜀/𝜆𝜁 (Π, σελ. ). Όμως 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁
συνεπώς 𝜅𝛼/𝜅𝛽 = 𝜆𝜀/𝜆𝜁 (Π, σελ. ).

𝜅𝛼 𝜅𝛽 𝜆𝛾 𝜆𝜀 𝜆𝜁 𝜅𝛿
𝜅𝛼/𝜅𝛽 𝜆𝜀/𝜆𝜁

Επιπλέον, 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 άρα 𝛽/𝛿 = 𝛾/𝜀 (Π, σελ. ), άρα (Προ-
τάση )

𝜆𝛾
𝜆𝜀 = 𝛾

𝜀 = 𝛽
𝛿 = 𝜅𝛽

𝜅𝛿 ,
δηλαδή 𝜆𝛾/𝜆𝜀 = 𝜅𝛽/𝜅𝛿. Άρα 𝜅𝛽/𝜆𝛾 = 𝜅𝛿/𝜆𝜀 (Π, σελ. ).

𝜅𝛼 𝜅𝛽 𝜆𝛾 𝜆𝜀 𝜆𝜁 𝜅𝛿
𝜅𝛼/𝜅𝛽

𝜅𝛽/𝜆𝛾

𝜆𝜀/𝜆𝜁

𝜅𝛿/𝜆𝜀

Άρα τα μεγέθη 𝜅𝛼, 𝜅𝛽, 𝜆𝛾, 𝜆𝜀, 𝜆𝜁 , 𝜅𝛿 βρίσκονται σε τεταραγμένη ανα-
λογία.

Αλλά τώρα τα 𝜅𝛼, 𝜆𝛾 συγκρίνονται όπως και τα 𝜅𝛿, 𝜆𝜁 (Π, σελ. ),
δηλαδή (Ορ, σελ. ) 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁.

Άρα, αν τρία μεγέθη έχουν σε τεταραγμένη αναλογία ανά δύο ίσους
λόγους με άλλα τρία τότε έχουν και δι᾽ ίσου λόγους ίσους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 24 (Πρόσθεση ομονύμων) () Αν τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 ικα-
νοποιούν τις 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿 και 𝜀/𝛾 = 𝜁/𝛿 τότε (𝛼 + 𝜀)/𝛾 = (𝛽 + 𝜁)/𝛿.
Απόδειξη. Επειδή 𝜀/𝛾 = 𝜁/𝛿 θα ισχύει και 𝛾/𝜀 = 𝛿/𝜁 (Π, σελ. ). Αλλά
𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿, οπότε και οι δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι, δηλαδή 𝛼/𝜀 = 𝛽/𝜁
(Π, σελ. ). Αλλά τώρα και η σύνθεση λόγων δίνει ίσους λόγους, δηλαδή
(𝛼 + 𝜀)/𝜀 = (𝛽 + 𝜁)/𝜁 (Π, σελ. ). Αλλά 𝜀/𝛾 = 𝜁/𝛿 άρα και πάλι οι
δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι, δηλαδή (𝛼 + 𝜀)/𝛾 = (𝛽 + 𝜁)/𝛿 (Π, σελ. ).

Άρα αν τα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 ικανοποιούν τις 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿 και
𝜀/𝛾 = 𝜁/𝛿 τότε (𝛼 + 𝜀)/𝛾 = (𝛽 + 𝜁)/𝛿· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 25 (Ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου) ()Εάν τέσ-
σαρα μεγέθη βρίσκονται σε αναλογία το άθροισμα του μεγαλύτερου και του
μικρότερου από αυτά, είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα των άλλων δύο.

Στμ: Ηπρόταση αυτή όχι μόνο συνεπάγεται την ανισότητα αριθμητικού-
γεωμετρικού μέσου στη γλώσσα της εποχής, αλλά είναι και ισχυρότερη!
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Πράγματι συνεπάγεται την ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου,
διότι αν 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και 𝛼 ο μεγαλύτερος, τότε αναγκαστικά ο 𝛿 εί-
ναι ο μικρότερος (δείτε παρακάτω στην απόδειξη) και η πρόταση λέει
𝛼 + 𝛿 ≥ 𝛽 + 𝛾. Αν λοιπόν εφαρμοστεί στην περίπτωση όπου 𝛽 = 𝛾,
δηλαδή 𝛾 2 = 𝛼𝛿 θα δώσει 𝛼 + 𝛿 ≥ 2𝛾 ισοδύναμα

𝛼 + 𝛿
2 ≥ √𝛼𝛿.

Είναι όμως και ισχυρότερη. Για παράδειγμα, αν 𝛼 = 10, 𝛽 = 5, 𝛾 = 2
και 𝛿 = 1, τότε ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 (και οι δύο λόγοι είναι ίσοι με 2) αλλά

𝛼 + 𝛿 = 11 > 𝛽 + 𝛾 = 7 > 2√𝛼𝛿 = 2√10 ≃ 6,3245.

Απόδειξη. Έστω τέσσαρα μεγέθη 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 με μεγαλύτερο το 𝛼 και
𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Επειδή 𝛼 > 𝛾 άρα 𝛽 > 𝛿 (Π, σελ. ). Αλλά επειδή και
εναλλάξ 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿 και 𝛼 > 𝛽 θα είναι και 𝛾 > 𝛿 (Π, σελ. ). Δηλαδή
το μικρότερο είναι το 𝛿. Ισχυρίζομαι λοιπόν ότι 𝛼 + 𝛿 > 𝛽 + 𝛾.

Αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿, και το 𝛼 είναι το μεγαλύτερο και το 𝛿 το μικρότερο,
θα ισχύει 𝛼/𝛽 = (𝛼 − 𝛾)/(𝛽 − 𝛿) (Π, σελ. ), οπότε και εναλλάξ,
δηλαδή 𝛼/(𝛼 − 𝛾) = 𝛽/(𝛽 − 𝛿) (Π, σελ. ). Αλλά 𝛼 > 𝛽 άρα θα
είναι και 𝛼−𝛾 > 𝛽−𝛿 (Π, σελ. ). Προσθέτοντας στα άνισα την ίδια
ποσότητα 𝛾 + 𝛿 προκύπτουν ομοίως άνισα, δηλαδή 𝛼 + 𝛿 > 𝛽 + 𝛾 (Β,
κ.εν., σελ. ).

Συνεπώς, αν τέσσαρα μεγέθη βρίσκονται σε αναλογία το άθροισμα
του μεγαλύτερου και του μικρότερου από αυτά, είναι μεγαλύτερο από το
άθροισμα των άλλων δύο. 
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Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Όμοια ευθύγραμμα σχήματα είναι όσα έχουν τις γωνίες τους ίσες
μια προς μία και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ανάλο-
γες.

(oρ. 2) Αντιστρόφως ανάλογα είναι τα σχήματα που έχουν τις γωνίες τους
ίσες μια προς μία και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
αντιστρόφως ανάλογες.

Στμ: ο παραπάνω ορισμός δεν είναι μετάφραση του ορισμού
του πρωτότυπου κειμένου μια και η διατύπωση του πρωτοτύ-
που δεν βγάζει νόημα και θεωρείται από κάποιους προσθήκη του
Ήρωνα και όχι του Ευκλείδη. Το παραπάνω όμως θεωρούμε ότι
αποδίδει το πνεύμα του κειμένου. Για παράδειγμα τα ορθογώνια
παραλληλόγραμμα ΑΒ×ΒΓ και Α′Β′×Β′Γ′, ως ορθογώνια έχουν τις
γωνίες τους μια προς μία ίσες και θα είναι αντιστρόφως ανάλογα
αν ισχύει ΑΒ/Α′Β′ = Β′Γ′/ΒΓ.

(oρ. 3) Ένα ευθύγραμμο τμήμα θα λέγεται ότι έχει χωριστεί σε άκρο και
μέσο λόγο, όταν ο λόγος του ευθύγραμμου τμήματος προς το μεγα-
λύτερο από τα δυο τμήματα είναι ίσος με το λόγο του μεγαλύτερου
τμήματος προς το μικρότερο.

Στμ: δηλαδή το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ έχει χωριστεί σε άκρο
και μέσο λόγο από το σημείο 𝐾 , που ανήκει στο ΑΒ, αν ισχύει

ΑΒ
ΒΚ = ΒΚ

ΑΓ ⇔ ΒΚ2 = ΑΒ ⋅ ΑΚ.

(oρ. 4) Ύψος σε κάθε σχήμα θεωρείται η κάθετος που άγεται από την
κορυφή και καταλήγει στη βάση.
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(oρ. 5) Θα λέμε ότι ένας λόγος αποτελείται από λόγους όταν οι τελευταίοι
πολλαπλασιαζόμενοι μεταξύ τους δίνουν τον αρχικό λόγο.

Πρόταση 1 () Τα τρίγωνα και τα παραλληλόγραμμα που έχουν το ίδιο
ύψος, έχουν λόγο εμβαδών ίσο προς το λόγο των βάσεων.

Α

Β Γ Δ

Ε Ζ

ΗΘ Κ Λ

Απόδειξη. Έστω τρίγωνα ΑΒΓ,
ΑΓΔ και ΕΓ, ΓΖ παραλληλό-
γραμμα που έχουν το ίδιο ύψος
ΑΓ. Ισχυρίζομαι ότι ο λόγος
των βάσεων ισούται με το λόγο
των εμβαδών των τριγώνων
και το λόγο των εμβαδών των
παραλληλογράμμων ΒΓ/ΓΔ =

|ΑΒΓ|/|ΑΓΔ| = |ΕΖ|/|ΓΖ|.
Προεκτείνουμε τη ΒΔ και προς τις δυο κατευθύνσεις μέχρι τα σημεία

Θ, Λ και λαμβάνουμε οσαδήποτε ευθύγραμμα τμήματα ίσα με τη βάση
ΒΓ έστω ΒΗ, ΗΘ και οσαδήποτε ευθύγραμμα τμήματα ίσα με τη βάση ΓΔ
έστω ΔΚ, ΚΛ (στμ: όχι απαραίτητα το ίδιο πλήθος). Φέρνουμε τα ΑΗ, ΑΘ,
ΑΚ, ΑΛ. Επειδή ΓΒ = ΒΗ = ΗΘ τότε και τα τρίγωνα έχουν ίσο εμβαδόν
|ΑΘΗ| = |ΑΗΒ| = |ΑΒΓ| (Β, Π, σελ. ). Άρα όσες φορές πολλαπλάσιο
είναι η βάση ΘΓ της ΒΓ, τόσες φορές πολλαπλάσιο είναι και το εμβαδόν
του τριγώνου ΑΘΓ προς το ΑΒΓ δηλαδή ΘΓ/ΒΓ = |ΑΘΓ|/|ΑΒΓ|. Όμοια
προκύπτει ότι ΛΓ/ΓΔ = |ΑΛΓ|/|ΑΓΔ|. Και αν ΘΓ = ΓΛ τότε |ΑΘΓ| =
|ΑΓΛ| (Β, Π, σελ. ), αν ΘΓ > ΓΛ τότε |ΑΘΓ| > |ΑΓΛ| και αν ΘΓ < ΓΛ
τότε |ΑΘΓ| < |ΑΓΛ|.

Υπάρχουν τέσσαρα μεγέθη, δύο οι βάσεις ΒΓ, ΓΔ και δυο τα τρίγωνα
ΑΒΓ, ΑΓΔ. Θεωρήσαμε ίσα πολλαπλάσια της βάσης ΒΓ και του τριγώνου
ΑΒΓ ώστε να προκύψει η βάση ΘΓ το τρίγωνο ΑΘΓ. Θεωρήσαμε άλλα
τυχόντα ίσα πολλαπλάσια της βάσης ΓΔ και του τριγώνου ΑΓΔ ώστε
να προκύψει η βάση ΛΓ και το τρίγωνο ΑΛΓ. Και έχει αποδειχθεί ότι αν
ΘΓ > ΓΛ τότε |ΑΘΓ| > |ΑΓΛ| αν ΘΓ = ΓΛ τότε |ΑΘΓ| = |ΑΓΛ| και αν
ΘΓ < ΓΛ τότε |ΑΘΓ| < |ΑΓΛ|. Άρα ΒΓ/ΓΔ = |ΑΒΓ|/|ΑΓΔ| (Β, Ορ,
σελ. ).

Και επειδή το παραλληλόγραμμο ΕΓ είναι διπλάσιο του τριγώνου ΑΒΓ,
ενώ το παραλληλόγραμμο ΖΓ είναι διπλάσιο του ΑΓΔ (Β, Π, σελ. )
τα ίσα πολλαπλάσια έχουν ίσους λόγους (Β, Π, σελ. ). Επειδή λοι-
πόν ο λόγος των βάσεων είναι ίσος με το λόγο των τριγώνων και των
παραλληλογράμμων ΒΓ/ΓΔ = |ΑΒΓ|/|ΑΓΔ| = |ΕΖ|/|ΓΖ| σημαίνει και ότι
ΒΓ/ΓΔ = |ΕΖ|/|ΓΖ| (Β, Π, σελ. ).

Άρα τα τρίγωνα και τα παραλληλόγραμμα που έχουν το ίδιο ύψος,
έχουν λόγο εμβαδών ίσο προς το λόγο των βάσεων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 2 () Σε ένα τρίγωνο η ευθεία που φέρουμε παράλληληπρος μια
πλευρά του χωρίζει τις άλλες πλευρές σε μέρη ανάλογα· και αν δυο πλευρές
ενός τριγώνου τμηθούν με τέτοιο τρόπο ώστε να προκύψουν μέρη ανάλογα, η
ευθεία που περνάει από τα σημεία τομής, θα είναι παράλληλη προς την τρίτη
πλευρά.

Α

Β Γ

Δ Ε

Απόδειξη. Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε τη ΔΕ πα-
ράλληλη προς τη μια πλευρά του τριγώνου τη
ΒΓ.

Ισχυρίζομαι ότι ΒΔ/ΔΑ = ΓΕ/ΕΑ. Πράγ-
ματι, φέρνουμε τις ΒΕ και ΓΔ. Τα τρίγωνα ΒΔΕ
και ΓΔΕ έχουν ίσα εμβαδά |ΒΔΕ| = |ΓΔΕ|, αφού
έχουν ίδια βάση την ΔΕ και βρίσκονται μεταξύ των παραλλήλων ΔΕ, ΒΓ
(Β, Π, σελ. ). Αφού τα εμβαδά των τριγώνων ΒΔΕ και ΓΔΕ είναι
ίσα τότε και ο λόγος τους προς το εμβαδό του ίδιου τριγώνου θα είναι
ίδιος |ΒΔΕ|/|ΑΔΕ| = |ΓΔΕ|/|ΑΔΕ| (Β, Π, σελ. ). Αλλά |ΒΔΕ|/|ΑΔΕ| =
ΒΔ/ΔΑ αφού τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΕ είναι υπό το ίδιο ύψος, την κάθετη
δηλαδή από το Ε προς την ΑΒ, οπότε ο λόγος των εμβαδών των τριγώνων
είναι ίσος με το λόγο των βάσεων (Π, σελ. ). Όμοια προκύπτει ότι και
|ΓΔΕ|/|ΑΔΕ| = ΓΕ/ΕΑ. Άρα ΒΔ/ΔΑ = ΓΕ/ΕΑ.

Αντιστρόφως αν οι πλευρές ΑΒ, ΑΓ τριγώνου ΑΒΓ χωρίζονται σε μέρη
ανάλογα έτσι ώστε ΒΔ/ΔΑ = ΓΕ/ΕΑ και φέρνουμε τη ΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι
η ΔΕ είναι παράλληλη της ΒΓ.

Αφού γίνει η κατασκευή, επειδή έχουμε ΒΔ/ΔΑ = ΓΕ/ΕΑ αλλά και
ΒΔ/ΔΑ = |ΒΔΕ|/|ΑΔΕ| όπως επίσης και ΓΕ/ΕΑ = |ΓΔΕ|/|ΑΔΕ| (Π, σελ. )
Θα ισχύει |ΒΔΕ|/|ΑΔΕ| = |ΓΔΕ|/|ΑΔΕ (Β, Π, σελ. ). Άρα καθένα από
τα τρίγωνα ΒΔΕ και ΓΔΕ έχει τον ίδιο λόγο προς ΑΔΕ. Συνεπώς το εμβα-
δόν του τριγώνου ΒΔΕ είναι ίσο με το εμβαδό του ΓΔΕ, |ΒΔΕ| = |ΓΔΕ| (Β,
Π, σελ. )· τα τρίγωνα αυτά έχουν και την ίδια βάση ΔΕ. Τα τρίγωνα
με ίσο εμβαδό και ίδια βάση βρίσκονται μεταξύ των ίδιων παραλλήλων
(Β, Π, σελ. ). Έτσι, η ΔΕ είναι παράλληλη προς την ΒΓ.

Άρα αν σε ένα τρίγωνο αχθεί ευθεία παράλληλη προς τη μια πλευρά
του, θα χωρίζει τις άλλες πλευρές σε μέρη ανάλογα· και αν δυο πλευρές ενός
τριγώνου τμηθούν με τέτοιο τρόπο ώστε να προκύψουν μέρη ανάλογα, η
ευθεία που περνάει από τα σημεία τομής, θα είναι παράλληλη προς την
τρίτη πλευρά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 3 () Αν η γωνία ενός τριγώνου διχοτομηθεί από μια ευθεία η
οποία τέμνει την απέναντι πλευράσε ένασημείο, τα τμήματαπουπροκύπτουν
στην πλευρά αυτή είναι ανάλογα προς τις δυο άλλες πλευρές του τριγώνου·
και αν ένα σημείο που ανήκει στη πλευρά ενός τριγώνου ορίζει τμήματα τα
οποία είναι ανάλογα προς τις δυο άλλες πλευρές του τριγώνου, τότε η ευθεία
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που άγεται από την κορυφή και καταλήγει στο εν λόγω σημείο διχοτομεί τη
γωνία του τριγώνου.

Α

Β
ΓΔ

Ε Απόδειξη. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και ΑΔ η ευθεία
που διχοτομεί τη γωνία ΒΑ̂Γ. Ισχυρίζομαι ότι
ΒΔ/ΓΔ = ΒΑ/ΑΓ.

Από το Γ φέρουμε την ΓΕ παράλληλη προς
την ΔΑ και προεκτείνουμε την ΒΑ ώσπου να
συναντήσει την ΓΕ στο Ε (Β, Αίτημα , σελ. ).

Η ΑΓ τέμνει τις παράλληλες ΑΔ, ΕΓ άρα
ΑΓ̂Ε = ΓΑ̂Δ (Β, Π, σελ. ). Αλλά ΓΑ̂Δ = ΒΑ̂Δ από υπόθεση· άρα
και ΒΑ̂Δ = ΑΓ̂Ε.

Οι παράλληλες ΑΔ, ΕΓ τέμνονται και από την ευθεία ΒΑΕ, οπότε ΒΑ̂Δ =
ΑΕ̂Γ (Β, Π, σελ. ).

Έχει δειχθεί ότι και ΑΓ̂Ε = ΒΑ̂Δ άρα ΑΓ̂Ε = ΑΕ̂Γ οπότε θα είναι και
οι πλευρές ίσες ΑΕ = ΑΓ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή στο τρίγωνο ΒΓΕ φέραμε την ΑΔ παράλληλη προς μια από τις
πλευρές του, την ΕΓ, άρα οι πλευρές του τριγώνου χωρίζονται σε μέρη
ανάλογα ΒΔ/ΓΔ = ΒΑ/ΑΕ (Β, Π, σελ. ). Όμως ΑΕ = ΑΓ οπότε
ΒΔ/ΓΔ = ΒΑ/ΑΓ.

Αντίστροφα τώρα. έστω ότι ΒΔ/ΔΓ = ΒΑ/ΑΓ και ας αχθεί η ΑΔ·
ισχυρίζομαι ότι η γωνία ΒΑ̂Γ διχοτομείται από την ΑΔ.

Αφού γίνει η προηγούμενη κατασκευή και επειδή ΒΔ/ΔΓ = ΒΑ/ΑΓ,
αλλά και ΒΔ/ΔΓ = ΒΑ/ΑΕ στο τρίγωνο ΒΓΕ φέραμε την ΑΔ παράλληλη
προς μια από τις πλευρές του την ΕΓ (Β, Π, σελ. ) και ΒΑ/ΑΓ =
ΒΑ/ΑΕ (Β, Π, σελ. ).

Άρα ΑΓ = ΑΕ (Β, Π, σελ. )· ώστε και ΑΕ̂Γ = ΑΓ̂Ε (Β, Π, σελ. ).
Αλλά ΑΕ̂Γ ισούται με την εκτός γωνία ΒΑ̂Δ (Β, Π, σελ. ), ενώ η

ΑΓ̂Ε ισούται με την εναλλάξ γωνία ΓΑ̂Δ· οπότε και
ΒΑ̂Δ = ΓΑ̂Δ.

Συνεπώς η γωνία ΒΑ̂Γ έχει διχοτομηθεί από την ΑΔ.
Άρα, αν διχοτομηθεί η γωνία ενός τριγώνου, από μια ευθεία η οποία

τέμνει την απέναντι πλευρά σε ένα σημείο, τα τμήματα που προκύπτουν
στην πλευρά αυτή είναι ανάλογα προς τις δυο άλλες πλευρές του τρι-
γώνου· και αν ένα σημείο που ανήκει στην πλευρά ενός τριγώνου ορίζει
τμήματα τα οποία είναι ανάλογα προς τις δυο άλλες πλευρές του τριγώ-
νου, τότε η ευθεία που άγεται από την κορυφή και καταλήγει στο εν λόγο
σημείο διχοτομεί τη γωνία του τριγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Σε ισογώνια τρίγωνα οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες
γωνίες είναι ανάλογες και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες
γωνίες είναι ομόλογες.
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Α

Β Γ

Δ

Ε

ΖΑπόδειξη. Έστω τα ισογώνια τρίγωνα ΑΒΓ,
ΔΕΖ με ΑΒ̂Γ = ΔΓ̂Ε, ΒΑ̂Γ = ΓΔ̂Ε και ΑΓ̂Β =
ΓΕ̂Δ.

Ισχυρίζομαι ότι στα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΓΕ οι
πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι ανά-
λογες και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι
από τις ίσες γωνίες είναι ομόλογες.

Θεωρούμε ότι οι ΒΓ και ΓΕ βρίσκονται στην ίδια ευθεία και επειδή
ΑΒ̂Γ+ΑΓ̂Β < 2 ορθές (Β, Π, σελ. ) και ΑΓ̂Β = ΔΕ̂Γ, άρα ΑΒ̂Γ+ΔΕ̂Γ <
2 ορθές. Οπότε οι ΒΑ, ΕΔ αν προεκταθούν, θα συμπέσουν (Β, Αίτημα ,
σελ. ) έστω στο σημείο Ζ.

Επειδή ΔΓ̂Ε = ΑΒ̂Γ, η ΒΖ θα είναι παράλληλη προς την ΓΔ (Β, Π,
σελ. ) και αφού ΑΓ̂Β = ΔΕ̂Γ, η ΑΓ θα είναι παράλληλη προς την ΖΕ
(Β, Π, σελ. ). Άρα το ΖΑΓΔ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε ΖΑ = ΔΓ
και ΑΓ = ΖΔ (Β, Π, σελ. ). Και επειδή στο τρίγωνο ΖΒΕ η ΑΓ είναι
παράλληλη προς την ΖΕ προκύπτει ότι ΒΑ/ΑΖ = ΒΓ/ΓΕ (Π, σελ. ).
Όμως έχουμε ΑΖ = ΓΔ οπότε ΒΑ/ΓΔ = ΒΓ/ΓΕ, και εναλλάξ ΑΒ/ΒΓ =
ΔΓ/ΓΕ.

Επίσης επειδή η ΓΔ είναι παράλληλη προς την ΒΖ προκύπτει ότι
ΒΓ/ΓΕ = ΖΔ/ΔΕ (Π, σελ. ). Είναι και ΖΔ = ΑΓ οπότε ΒΓ/ΓΕ = ΑΓ/ΔΕ
και εναλλάξ ΒΓ/ΓΑ = ΓΕ/ΕΔ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή λοιπόν αποδείχθηκε ότι ΑΒ/ΒΓ = ΔΓ/ΓΕ και ΒΓ/ΓΑ = ΓΕ/ΕΔ
τότε και οι δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι ΒΑ/ΑΓ = ΓΔ/ΔΕ (Β, Π, σελ. ).

Άρα των ισογώνιων τριγώνων οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
είναι ανάλογες και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες
είναι ομόλογες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Αν δυο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, θα είναι
ισογώνια και θα έχουν ίσες τις γωνίες απέναντι από τις οποίες βρίσκονται οι
ομόλογες πλευρές. Α

Β
Γ

Δ

Ε Ζ

Η

Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΕΖ με
ανάλογες πλευρές

ΑΒ
ΒΓ = ΔΕ

ΕΖ , ΒΓ
ΓΑ = ΕΖ

ΖΔ, ΒΑ
ΑΓ = ΕΔ

ΔΖ.
Ισχυρίζομαι ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι

ισογώνια και ότι θα έχουν ίσες τις γωνίες απέ-
ναντι από τις οποίες βρίσκονται οι ομόλογες πλευρές

ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ, ΒΓ̂Α = ΕΖ̂Δ, ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ.
Με πλευρά την ΕΖ και κορυφή την Ε κατασκευάζουμε τη γωνία ΖΕ̂Η =

ΑΒ̂Γ, ενώ με κορυφή την Ζ κατασκευάζουμε τη γωνία ΕΖ̂Η = ΑΓ̂Β (Β,
Π, σελ. ) άρα και Α̂ = Η̂ (Β, Π, σελ. ).
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Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισογώνιο προς το τρίγωνο ΕΗΖ. Οπότε
οι πλευρές των τριγώνων ΑΒΓ, ΕΗΖ που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι
ανάλογες και αυτές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες είναι
ομόλογες (Π, σελ. ), δηλαδή ΑΒ/ΒΓ = ΗΕ/ΕΖ. Αλλά έχουμε υποθέ-
σει ότι ΑΒ/ΒΓ = ΔΕ/ΕΖ, οπότε προκύπτει ΔΕ/ΕΖ = ΗΕ/ΕΖ (Β, Π,
σελ. ). Άρα καθεμιά από τις ΔΕ, ΗΕ έχει τον ίδιο λόγο προς την ΕΖ,
συνεπώς ΔΕ = ΗΕ.

Όμοια αποδεικνύεται ότι και ΔΖ = ΗΖ.
Επειδή λοιπόν ΔΕ = ΕΗ, η ΕΖ κοινή και οι βάσεις είναι ίσες ΔΖ = ΖΗ,

προκύπτει ότι ΔΕ̂Ζ = ΗΕ̂Ζ (Β, Π, σελ. ) και το τρίγωνο ΔΕΖ είναι ίσο
προς το τρίγωνο ΗΕΖ οπότε και οι υπόλοιπες γωνίες τους θα είναι ίσες,
απέναντι από τις οποίες βρίσκονται οι ίσες πλευρές (Β, Π, σελ. ). Άρα
ΔΖ̂Ε = ΗΖ̂Ε, ΕΔ̂Ζ = ΕΗ̂Ζ. Κι επειδή ΖΕ̂Δ = ΗΕ̂Ζ αλλά ΗΕ̂Ζ = ΑΒ̂Γ άρα
ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ.

Όμοια αποδεικνύεται ότι ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε αλλά και Α̂ = Δ̂. Άρα το τρίγωνο
ΑΒΓ είναι ισογώνιο προς το τρίγωνο ΔΕΖ.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, θα είναι ισογώνια
και θα έχουν ίσες τις γωνίες απέναντι από τις οποίες βρίσκονται οι ομόλογες
πλευρές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 6 () Αν δυο τρίγωνα έχουν μια γωνία ίση και τις πλευρές που
περιέχουντις ίσεςγωνίεςανάλογες, θα είναι ισογώνιακαι θα έχουν ίσες τιςγωνίες
απέναντι από τις οποίες βρίσκονται οι ομόλογες πλευρές.

Α

Β
Γ

Δ

Ε Ζ

Η Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΕΖ
με ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ και τις πλευρές που περιέχουν
τις ίσες γωνίες ανάλογες ΒΑ/ΑΓ = ΕΔ/ΔΖ.
Ισχυρίζομαι ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισο-
γώνιο προς το ΔΕΖ και θα έχει ΑΒ̂Γ =
ΔΕ̂Ζ, ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε.

Με πλευρά την ΔΖ και κορυφή την Δ κα-
τασκευάζουμε τη γωνία ΖΔ̂Η = ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ ενώ με κορυφή την Ζ κατα-
σκευάζουμε τη γωνία ΔΖ̂Η = ΑΓ̂Β (Β, Π, σελ. ) άρα και Β̂ = Η̂ (Β,
Π, σελ. ).

Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισογώνιο προς το τρίγωνο ΔΗΖ. Οπότε είναι
ανάλογες οι ΒΑ/ΑΓ = ΗΔ/ΔΖ (Π, σελ. ). Αλλά έχουμε υποθέσει ότι
ΒΑ/ΑΓ = ΕΔ/ΔΖ, οπότε προκύπτει ΕΔ/ΔΖ = ΗΔ/ΔΖ (Β, Π, σελ. ).
Έτσι, καθεμιά από τις ΕΔ = ΔΗ (Β, Π, σελ. )· και η ΔΖ είναι κοινή.
Υπάρχουν δηλαδή δυο πλευρές ίσες οι ΕΔ = ΗΔ και η ΔΖ κοινή και
ΕΔ̂Ζ = ΗΔ̂Ζ· άρα η βάση ΕΖ = ΗΖ και το τρίγωνο ΔΕΖ ίσο με το τρίγωνο
ΗΔΖ, οπότε και οι υπόλοιπες γωνίες που βρίσκονται απέναντι από ίσες
πλευρές είναι ίσες (Β, Π, σελ. ).
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Συνεπώς ΔΖ̂Η = ΔΖ̂Ε και ΔΗ̂Ζ = ΔΕ̂Ζ. Αλλά ΔΖ̂Η = ΑΒ̂Γ· άρα και
ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε.

Αλλά έχουμε υποθέσει ότι ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ· άρα και η και Β̂ = Ε̂ (Β, Π,
σελ. ). Οπότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισογώνιο προς το τρίγωνο ΔΕΖ.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν μια γωνία ίση και τις πλευρές που περιέχουν
τις ίσες γωνίες ανάλογες, θα είναι ισογώνια και θα έχουν ίσες τις γωνίες
απέναντι από τις οποίες βρίσκονται οι ομόλογες πλευρές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 7 () Αν δυο τρίγωνα έχουν μια απ᾽ τις γωνίες τους ίσες, τις
πλευρές που περιέχουν μια άλλη γωνία του πρώτου τριγώνου ανάλογες με τις
πλευρές μιας άλλης γωνίας του δεύτερου τριγώνου, και την τρίτη γωνία του
πρώτου και του δεύτερου τριγώνου ή και τις δύο μικρότερες από μία ορθή ή
και τις δύο όχι μικρότερες από μία ορθή, τότε τα τρίγωνα θα είναι ισογώνια
και θα έχουν ίσες τις γωνίες που είναι περιεχόμενες στις ανάλογες πλευρές.

Α

Β
Γ

Δ

Ε
Ζ

Η

Α

Β

Γ

Δ

Ε
ΖΗ

Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΕΖ
έχουν μια γωνία ίση προς μια γωνία ΒΑ̂Γ =
ΕΔ̂Ζ, τις πλευρές που περιέχουν τις γωνίες ΑΒ̂Γ,
ΔΕ̂Ζ, ανάλογες ΑΒ/ΒΓ = ΔΕ/ΕΖ και για αρχή,
οξείες τις γωνίες που απέμειναν Γ̂, Ζ̂.

Ισχυρίζομαι ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι
ισογώνια με ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ και Γ̂ = Ζ̂.

Διότι, αν οι γωνίες ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ δεν ήταν ίσες,
κάποια από αυτές θα ήταν μεγαλύτερη της
άλλης. Έστω ΑΒ̂Γ > ΔΕ̂Ζ. Με κορυφή την
Β και πλευρά την ΑΒ κατασκευάζουμε γωνία
ΑΒ̂Η = ΔΕ̂Ζ. Επειδή Α̂ = Δ̂, ΑΒ̂Η = ΔΕ̂Ζ άρα
και οι άλλες δυο γωνίες είναι ίσες ΑΗ̂Β = ΔΖ̂Ε
(Β, Π, σελ. ).

Άρα το τρίγωνοΑΒΗ είναι ισογώνιο με το τρίγωνοΔΕΖ, οπότεΑΒ/ΒΗ =
ΔΕ/ΕΖ (Β, Π, σελ. ). Από υπόθεση έχουμε ότι ΑΒ/ΒΓ = ΔΕ/ΕΖ Άρα
η ΑΒ έχει τον ίδιο λόγο προς καθεμιά από τις ΒΓ, ΒΗ (Β, Π, σελ. ).
Άρα ΒΓ = ΒΗ (Β, Π, σελ. ). Οπότε και Γ̂ = ΒΗ̂Γ (Β, Π, σελ. ).
Η Γ̂ έχουμε θεωρήσει ότι είναι οξεία, οπότε και η ΒΗ̂Γ είναι οξεία. Άρα η
εφεξής προς την ΒΗ̂Γ, η ΑΗ̂Β είναι αμβλεία (Β, Π, σελ. ). Δείξαμε όμως
ότι ΑΗ̂Β = ΔΖ̂Ε, άρα και η Ζ̂ αμβλεία. Από υπόθεση όμως η Ζ̂ είναι οξεία,
άρα καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα η ΑΒ̂Γ δεν είναι άνιση της ΔΕ̂Ζ, οπότε
ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ. Είναι και Α̂ = Δ̂, άρα ίσες και οι γωνίες που απέμειναν Γ̂ = Ζ̂
(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ισογώνια.

Ας πάρουμε τώρα την περίπτωση που οι γωνίες που απέμειναν Γ̂, Ζ̂
είναι αμβλείες· Ισχυρίζομαι ότι και τώρα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ισο-
γώνια.
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Αποδεικνύεται με όμοιο τρόπο και αφού έχει γίνει η ίδια κατασκευή
που προαναφέρθηκε, ότι ΒΓ = ΒΗ και Γ̂ = ΒΗ̂Γ (Β, Π, σελ. ). Η Γ̂ δεν
είναι οξεία άρα ούτε και η ΒΗ̂Γ. Οπότε το τρίγωνο ΒΗΓ έχει δυο γωνίες
αμβλείες κάτι που είναι αδύνατον (Β, Π, σελ. ). Άρα η ΑΒ̂Γ και πάλι
δεν είναι άνιση της ΔΕ̂Ζ, οπότε ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ.Είναι και Α̂ = Δ̂, άρα ίσες και
οι γωνίες που απέμειναν Γ̂ = Ζ̂ (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς τα τρίγωνα
ΑΒΓ, ΔΕΖ είναι ισογώνια.

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν μια απ᾽ τις γωνίες τους ίσες, τις πλευρές
που περιέχουν δυο άλλες γωνίες ανάλογες και τις γωνίες που απέμειναν
είτε και τις δυο μικρότερες από μια ορθή είτε και τις δυο όχι μικρότερες
από μία ορθή, τότε τα τρίγωνα θα είναι ισογώνια και θα έχουν ίσες τις
γωνίες που είναι περιεχόμενες στις ανάλογες πλευρές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 8 () Ανσε ορθογώνιο τρίγωνοφέρουμε κάθετηαπό την κορυφή
της ορθής γωνίας προς τη βάση, τα τρίγωνα που σχηματίζονται εκατέρωθεν
της καθέτου είναι όμοια και με το αρχικό τρίγωνο και μεταξύ τους.

Α

Β ΓΔ

Απόδειξη. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, με ορθή
τη γωνία ΒΑ̂Γ και ΑΔ η κάθετος που φέρουμε από
το Α προς τη ΒΓ· ισχυρίζομαι ότι καθένα από τα
τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ είναι όμοια προς το ΑΒΓ αλλά
και μεταξύ τους.

Έχουμε ΒΑ̂Γ = ΑΔ̂Β γιατί είναι και οι δυο ορθές, τη γωνία Β̂ κοινή
στα δυο τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΔ άρα και οι υπόλοιπες γωνίες θα είναι ίσες
ΑΓ̂Β = ΒΑ̂Δ (Β, Π, σελ. ). Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΔ είναι ισογώνια.
Συνεπώς ο λόγος της ΒΓ υποτείνουσας του τριγώνου ΑΒΓ προς τη ΒΑ
υποτείνουσα του τριγώνου ΑΒΔ ισούται με το λόγο της ΑΒ που βρίσκεται
απέναντι από τη γωνία Γ̂ στο τριγώνου ΑΒΓ προς τη ΒΔ που βρίσκεται
απέναντι από την ίση με τη Γ̂ γωνία, ΒΑ̂Δ στο τριγώνου ΑΒΔ ίση με το
λόγο της ΑΓ προς την ΑΔ που βρίσκονται απέναντι από την κοινή γωνία
Β̂ των δυο τριγώνων ΒΓ

ΒΑ = ΑΒ
ΒΔ = ΑΓ

ΑΔ.
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΔ είναι ισογώνια και έχουν τις πλευρές οι

οποίες περιέχουν ίσες γωνίες ανάλογες (Π, σελ. )
Συνεπώς το τρίγωνο ΑΒΓ είναι όμοιο με το ΑΒΔ.
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και προς το τρίγωνο ΑΔΓ είναι

όμοιο το ΑΒΓ.
Άρα καθένα από τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ είναι όμοιο με το ΑΒΓ.
Ισχυρίζομαι τώρα ότι τα τρίγωναΑΒΔ,ΑΔΓ είναι και μεταξύ τους όμοια.
Επειδή οι ορθές είναι ίσες ΒΔ̂Α = ΑΔ̂Γ, αλλά δείξαμε ότι και Γ̂ = ΒΑ̂Δ

άρα και οι υπόλοιπες γωνίες θα είναι ίσες Β̂ = ΔΑ̂Γ (Β, Π, σελ. ).
Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΒΔ είναι ισογώνια. Συνεπώς ο λόγος της ΒΔ που
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βρίσκεται απέναντι από τη γωνία ΒΑ̂Δ στο τριγώνου ΑΒΔ προς την ΔΑ
που βρίσκεται απέναντι από τη γωνία Γ̂στο τριγώνου ΑΔΓ, που είναι ίση
με τη ΒΑ̂Δ, ισούται με το λόγο της ΑΔ που βρίσκεται απέναντι από τη
γωνία Β̂ στο τριγώνου ΑΒΔ προς τη ΔΓπου βρίσκεται απέναντι από τη
γωνία ΔΑ̂Γ στο τριγώνο ΑΔΓ,που είναι ίση με τη Β̂, και ακόμη με το λόγο
της ΒΑ προς την ΑΓ οι οποίες είναι υποτείνουσες (Π, σελ. ):

ΒΔ
ΔΑ = ΑΔ

ΔΓ = ΒΑ
ΑΓ.

Άρα το τρίγωνο ΑΒΔ είναι όμοιο με το ΑΔΓ (Ορ, σελ. ).
Άρα αν σε ορθογώνιο τρίγωνο φέρουμε κάθετη από την κορυφή της

ορθής γωνίας προς τη βάση, τα τρίγωνα που σχηματίζονται εκατέρωθεν
της καθέτου είναι όμοια και με το αρχικό τρίγωνο και μεταξύ τους· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 9 Από αυτά είναι φανερό ότι αν σε ορθογώνιο τρίγωνο φέρουμε
κάθετη από την κορυφή της ορθής γωνίας προς την υποτείνουσα, η κάθετη
αυτή είναι μέση ανάλογος των τμημάτων της υποτείνουσας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι
[και ακόμη της βάσης και ενός οποιουδήποτε των τμημάτων, η προς το τμήμα
πλευρά είναι μέση ανάλογος (στμ: δηλαδή ΒΓ/ΑΒ = ΑΒ/ΒΔ και ΒΓ/ΑΓ =
ΑΓ/ΔΓ)]. 
Πρόταση 9 () Από δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα να αφαιρεθεί ορισμένο
μέρος του.

Α

Γ

ΒΖ

Δ
ΕΥλοποίηση: Έστω το δοσμένο ευθύγραμμο

τμήμα ΑΒ του οποίου πρέπει να αφαιρεθεί ορι-
σμένο μέρος του.

Ας θεωρήσουμε ότι το ορισμένο μέρος που θα
αφαιρεθεί είναι το ένα τρίτο. Από το Α άγεται
η ημιευθεία ΑΓ που μαζί με το ΑΒ περιέχουν τυχούσα γωνία· πάνω στην
ΑΓ λαμβάνουμε τυχόν σημείο Δ τέτοιο ώστε ΔΕ = ΕΓ = ΑΔ. Στη συνέχεια
ενώνουμε το Β με το Γ και φέρουμε παράλληλη από το Δ προς την ΒΓ, την
ΔΖ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ φέραμε παράλληλη ΖΔ προς μια από τις
πλευρές του, την ΒΓ (Π, σελ. ) προκύπτει ΓΔ/ΔΑ = ΒΖ/ΖΑ. Η ΓΔ
είναι διπλάσια της ΔΑ άρα και η ΒΖ θα είναι διπλάσια της ΖΑ· οπότε η
ΒΑ είναι τριπλάσια της ΑΖ.

Άρα από το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ αφαιρέθηκε το ένα τρίτο
του, το ΑΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 10 () Να τμηθεί δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα με τον ίδιο τρόπο
που έχει χωριστεί ένα άλλο δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα.
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Α

Γ

ΒΖ

Δ

Ε

Κ

Η

Θ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ το ένα δοσμένο ευ-
θύγραμμο τμήμα και ΑΓ το άλλο δοσμένο
ευθύγραμμο τμήμα που έχει χωριστεί στα
σημεία Δ, Ε τοποθετημένα έτσι ώστε να
περιέχουν τυχούσα γωνία. Ενώνουμε τα
Γ, Β. Από τα Δ, Ε άγονται παράλληλες
προς την ΓΒ οι ΔΖ, ΕΗ, ενώ από το Δ άγε-
ται παράλληλη και προς το ΑΒ η ΔΘΚ (Β,

Π, σελ. ).
Άρα καθένα από τα ΖΘ, ΘΒ είναι παραλληλόγραμμο, οπότε ΔΘ = ΖΗ,

ΘΚ = ΗΒ (Β, Π, σελ. ). Επειδή στο τρίγωνο ΔΚΓ φέραμε παράλληλη
την ΘΕ προς μια πλευρά του την ΚΓ προκύπτει ΓΕ/ΕΔ = ΚΘ/ΘΔ (Π,
σελ. ). Επίσης ΚΘ = ΒΗ και ΘΔ = ΗΖ άρα ΓΕ/ΕΔ = ΒΗ/ΗΖ.

Επειδή πάλι στο τρίγωνο ΑΗΕ φέραμε παράλληλη την ΖΔ προς μια
πλευρά του την ΗΕ προκύπτει ΕΔ/ΔΑ = ΗΖ/ΖΑ (Π, σελ. ). Δείξαμε
ότι ΓΕ = ΕΔ και ΒΗ = ΗΖ άρα ΓΕ/ΕΔ = ΒΗ/ΗΖ και ΕΔ/ΔΑ = ΗΖ/ΖΑ.

Άρα το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ διαιρέθηκε με τον ίδιο τρόπο
που έχει χωριστεί το άλλο δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα το ΑΓ · ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 

Πρόταση 11 () Ναβρεθεί η τρίτη ανάλογος δυο δοσμένων ευθύγραμμων
τμημάτων.

Α

ΓΒ

Δ Ε

Υλοποίηση: Έστω ΒΑ, ΑΓ δυο δοσμένα ευθύγραμμα
τμήματα τοποθετημένα έτσι ώστε να περιέχουν τυ-
χούσα γωνία. Πρέπει να βρεθεί τρίτη ανάλογος των
ΒΑ, ΑΓ.

Προεκτείνουμε τις ΒΑ, ΑΓ μέχρι τα σημεία Δ, Ε αντί-
στοιχα και λαμβάνουμε ΑΓ = ΒΔ. Ενώνουμε το Β με
το Γ και από το Δ φέρουμε παράλληλη προς τη ΒΓ

την ΔΕ (Β, Π, σελ. ).
Επειδή λοιπόν σε τρίγωνο ΑΔΕ φέραμε παράλληλη τη ΒΓ προς μια

πλευρά του, την ΔΕ, προκύπτει ΑΒ/ΒΔ = ΑΓ/ΓΕ (Π, σελ. ). Έχουμε
και ΒΔ = ΑΓ. Συνεπώς ΑΒ/ΑΓ = ΑΓ/ΓΕ.

Άρα βρέθηκε η ΓΕ, η τρίτη ανάλογος δυο δοσμένων ευθύγραμμων τμη-
μάτων ΑΒ, ΑΓ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 12 () Να βρεθεί η τέταρτη ανάλογος τριών δοσμένων ευθύ-
γραμμων τμημάτων.

Υλοποίηση: Έστω 𝛼, 𝛽, 𝛾 τρία δοσμένα ευθύγραμμα τμήματα. Πρέπει να
βρεθεί η τέταρτη ανάλογος των 𝛼, 𝛽, 𝛾.
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𝛼

𝛾
𝛽

Δ

Ε

ΖΘ

Η

Θεωρούμε τα ΔΕ, ΔΖ δυο δοσμένα ευθύ-
γραμμα τμήματα, τοποθετημένα έτσι ώστε να
περιέχουν τυχούσα γωνία την ΕΔ̂Ζ. Πάνω στα
ευθύγραμμα αυτά τμήματα παίρνουμε ΔΗ =
𝛼, ΗΕ = 𝛽, ΔΘ = 𝛾 και ενώνουμε το Η με το
Θ. Στη συνέχεια φέρνουμε από το Ε παράλληλη
προς την ΗΘ την ΕΖ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή λοιπόν στο τρίγωνο ΔΕΖ η ΗΘ είναι παράλληλη προς μια
πλευρά του, την ΕΖ, προκύπτει ΔΗ/ΗΕ = ΔΘ/ΘΖ. Έχουμε και ΔΗ = 𝛼,
ΗΕ = 𝛽, ΔΘ = 𝛾. Συνεπώς 𝛼/𝛽 = 𝛾/ΘΖ.

Άρα βρεθηκε η ΘΖ η τέταρτη ανάλογος τριών δοσμένων ευθύγραμμων
τμημάτων των 𝛼, 𝛽, 𝛾· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 13 () Να βρεθεί η μέση ανάλογος δύο δοσμένων ευθύγραμμων
τμημάτων. (στμ: γεωμετρικός μέσος.)

Α ΓΒ

Δ
Υλοποίηση: Έστω ΑΒ, ΒΓ τα δυο δοσμένα ευ-
θύγραμμα τμήματα. Πρέπει να βρεθεί η μέση
ανάλογος των ΑΒ, ΒΓ.

Παίρνουμε ΑΒ, ΒΓ επί της ίδιας ευθείας και
γράφουμε ημικύκλιο ΑΔΓ με διάμετρο ΑΓ. Από το σημείο Β φέρουμε κάθετη
στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ την ΒΔ και ενώνουμε τα ΑΔ και ΔΓ.

Επειδή η γωνία ΑΔ̂Γ βαίνει σε ημικύκλιο είναι ορθή (Β, Π, σελ. ).
Και επειδή στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ έχουμε φέρει τη ΔΒ από την
ορθή γωνία κάθετη στη βάση, η ΔΒ είναι μέση ανάλογος των τμημάτων
της βάσης ΑΒ, ΒΓ (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ).

Άρα βρέθηκε η μέση ανάλογος ΔΒ δυο δοσμένων ευθυγράμμων τμημά-
των των ΑΒ, ΒΓ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 14 () Σε ισεμβαδικά και ισογώνιαπαραλληλόγραμμα, οι πλευ-
ρές πουπεριέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες· και τα ισογώνια
παραλληλόγραμμα, των οποίων οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι
αντιστρόφως ανάλογες, είναι ισεμβαδικά.

Α

Γ

Β

Δ

Ε

ΗΖ

Απόδειξη. Έστω τα ισεμβαδικά και ισογώνια
παραλληλόγραμμα ΑΒ, ΒΓ που έχουν ίσες τις
γωνίες στο Β και ας πάρουμε τα ΔΒ, ΒΕ επί της
ίδιας ευθείας. Άρα θα είναι στην ίδια ευθεία και
τα ΖΒ, ΒΗ. Ισχυρίζομαι ότι σταΑΒ, ΒΓ οι πλευρές
που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως
ανάλογες δηλαδή ΔΒ/ΒΕ = ΗΒ/ΒΖ.

Σχηματίζουμε το παραλληλόγραμμο ΖΕ. Επειδή λοιπόν |ΑΒ| = |ΒΓ| και
ΖΕ ένα άλλο παραλληλόγραμμο, προκύπτει |ΑΒ|/|ΖΕ| = |ΒΓ|/|ΖΕ| (Β, Π,
σελ. ). Αλλά |ΑΒ|/|ΖΕ| = ΔΒ/ΒΕ και |ΒΓ|/|ΖΕ| = ΗΒ/ΒΖ (Π, σελ. ).
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Άρα στα παραλληλόγραμμα ΑΒ, ΒΓ οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες
γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες.

Έστω τώρα ότι ΔΒ/ΒΕ = ΗΒ/ΒΖ Ισχυρίζομαι ότι το παραλληλόγραμμο
ΑΒ είναι ισεμβαδικό του ΒΓ.

ΕπειδήΔΒ/ΒΕ = ΗΒ/ΒΖ ενώΔΒ/ΒΕ = |ΑΒ|/|ΖΕ| καιΗΒ/ΒΖ = |ΒΓ|/|ΖΕ|
(Π, σελ. ), συμπεραίνουμε ότι |ΑΒ|/|ΖΕ| = |ΒΓ|/|ΖΕ| (Β, Π, σελ. ).
Συνεπώς |ΑΒ| = |ΒΓ| (Β, Π, σελ. ).

Άρα σε ισεμβαδικά και ισογώνια παραλληλόγραμμα, οι πλευρές που
περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες· και τα ισογώνια
παραλληλόγραμμα, των οποίων οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
είναι αντιστρόφως ανάλογες, είναι ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 () Αν δυο τρίγωνα είναι ισεμβαδικά και μια γωνία του ενός
είναι ίση με μια γωνία του άλλου, τότε οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
είναι αντιστρόφως ανάλογες· και αν τα τρίγωνα τα οποία έχουν μια προς μια
γωνία ίση και τις πλευρέςπουπεριέχουν τις ίσες γωνίες αντιστρόφωςανάλογες,
τότε είναι ισεμβαδικά.

Α

ΓΒ

Δ Ε

Απόδειξη. Έστω ΑΒΓ, ΑΔΕ τα τρίγωνα με ίσο
εμβαδό |ΑΒΓ| = |ΑΔΕ| και ΒΑ̂Γ = ΔΑ̂Ε. Ισχυρί-
ζομαι ότι οι πλευρές των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΔΕ
που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως
ανάλογες δηλαδή ΓΑ/ΑΔ = ΕΑ/ΑΒ.

Τοποθετούμε τις πλευρές ΓΑ, ΑΔ έτσι ώστε
να βρίσκονται στην ίδια ευθεία, οπότε θα βρίσκονται στην ίδια ευθεία και
οι ΕΑ, ΑΒ. Ενώνουμε τη ΒΔ.

Επειδή |ΑΒΓ| = |ΑΔΕ| και το ΒΑΔ είναι κι αυτό ένα τρίγωνο θα ισχύει
|ΓΑΒ|/|ΒΑΔ| = |ΕΑΔ|/|ΒΑΔ| (Β, Π, σελ. ). Αλλά |ΓΑΒ|/|ΒΑΔ| =
ΓΑ/ΑΔ και |ΕΑΔ|/|ΒΑΔ| = ΕΑ/ΑΒ άρα ΓΑ/ΑΔ = ΕΑ/ΑΒ Οι πλευρές
των τριγώνων ΑΒΓ, ΑΔΕ που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως
ανάλογες.

Αλλά τώρα ας θεωρήσουμε αντιστρόφως ανάλογες τις πλευρές των τρι-
γώνων ΑΒΓ, ΑΔΕ και έστω ΓΑ/ΑΔ = ΕΑ/ΑΒ. Ισχυρίζομαι ότι τα τρίγωνα
ΑΒΓ, ΑΔΕ έχουν ίσο εμβαδό.

Ας φέρουμε πάλι τη ΒΔ και επειδή ΓΑ/ΑΔ = ΕΑ/ΑΒ και ΓΑ/ΑΔ =
|ΓΑΒ|/|ΒΑΔ|, ΕΑ/ΑΒ = |ΕΑΔ|/|ΒΑΔ| (Π, σελ. ) άρα |ΑΒΓ|/|ΒΑΔ| =
|ΕΑΔ|/|ΒΑΔ|. Οπότε καθένα από τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΕΑΔ έχει τον ίδιο λόγο
προς το ΒΑΔ. Συνεπώς |ΑΒΓ| = |ΑΔΕ| (Β, Π, σελ. ).

Άρα αν δυο τρίγωνα είναι ισεμβαδικά και μια γωνία του ενός είναι ίση
με μια γωνία του άλλου, τότε οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
είναι αντιστρόφως ανάλογες· και αν τα τρίγωνα τα οποία έχουν μια προς
μια γωνία ίση και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες αντιστρόφως
ανάλογες, τότε είναι ισεμβαδικά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 16 (χιαστί γινόμενο) () Αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα
είναι ανάλογα, το ορθογώνιο με πλευρές τους άκρους όρους της αναλογίας
είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο με πλευρές τους μέσους όρους· και αν ένα
ορθογώνιο με πλευρές τους άκρους όρους μιας αναλογίας είναι ισεμβαδικό με
ορθογώνιο που έχει πλευρές τους μέσους όρους της αναλογίας, τα τέσσαρα
ευθύγραμμα τμήματα που απότελούν τις πλευρές των ορθογωνίων θα είναι
ανάλογα.

Α ΓΒ Δ
𝜀

Η Θ

𝜁

Απόδειξη. Έστω τέσσαρα ευθύ-
γραμμα τμήματα ΑΒ, ΓΔ, 𝜀, 𝜁 ανά-
λογα ΑΒ

ΓΔ = 𝜀
𝜁 .

Ισχυρίζομαι ότι το ορθογώνιο με
πλευρές ΑΒ, 𝜁 είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που έχει πλευρές ΓΔ,
𝜀.

Στο άκρο Α του ΑΒ φέρνουμε κάθετη την ΑΗ έτσι ώστε ΑΗ = 𝜁 και στο
άκρο Γ του Α φέρνουμε κάθετη την ΓΘ έτσι ώστε ΓΘ = 𝜀. Στη συνέχεια
σχηματίζουμε τα παραλληλόγραμμα ΒΗ, ΔΘ. Επειδή ΑΒ/ΓΔ = 𝜀/𝜁 και
ΑΗ = 𝜁 , ΓΘ = 𝜀 άρα ΑΒ/ΓΔ = ΓΘ/ΑΗ. Οπότε οι πλευρές των παραλ-
ληλογράμμων ΒΗ, ΔΘ που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως
ανάλογες. Τα ισογώνια παραλληλόγραμμα των οποίων οι πλευρές που
περιέχουν ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες, είναι ισεμβαδικά (Π,
σελ. ). Άρα το παραλληλόγραμμο ΒΗ έχει το ίδιο εμβαδό με το παραλ-
ληλόγραμμο ΔΘ.

Το ΒΗ είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές τις ΑΒ, 𝜁 αφού ΑΗ = 𝜁
και το ΔΘ είναι το παραλληλόγραμμο με πλευρές τις ΓΔ, 𝜀 αφού ΓΘ = 𝜀.
Άρα το ορθογώνιο με πλευρές ΑΒ, 𝜁 είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που
έχει πλευρές ΓΔ, 𝜀.

Αλλά τώρα ας θεωρήσουμε ότι το ορθογώνιο με πλευρές ΑΒ, 𝜁 είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που έχει πλευρές ΓΔ, 𝜀. Ισχυρίζομαι ότι τα
τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα που αποτελούν τις πλευρές των ορθογω-
νίων θα είναι ανάλογα έτσι ώστε ΑΒ/ΓΔ = 𝜀/𝜁 Αφού γίνει η ίδια κατα-
σκευή, προκύπτει ότι το ορθογώνιο με πλευρές ΑΒ, 𝜁 , δηλαδή το ΒΗ αφού
ΑΗ = 𝜁 , είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο που έχει πλευρές ΓΔ, 𝜀, δηλαδή
το ΔΘ αφού ΓΘ = 𝜀. Συνεπώς το ΒΗ είναι ισεμβαδικό με το ΔΘ. Είναι
και ισογώνια. Γνωρίζουμε ότι οι πλευρές των ισογώνιων και ισεμβαδικών
παραλληλογράμμων που περιέχουν ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλο-
γες (Π, σελ. ). Άρα ΑΒ/ΓΔ = ΓΘ/ΑΗ Όμως ΑΗ = 𝜁 , ΓΘ = 𝜀, οπότε
ΑΒ/ΓΔ = 𝜀/𝜁

Άρα αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα, το ορθογώνιο με
πλευρές τους άκρους όρους της αναλογίας είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
με πλευρές τους μέσους όρους· και αν ένα ορθογώνιο με πλευρές τους άκρους
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όρους μιας αναλογίας είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο που έχει πλευρές
τους μέσους όρους της αναλογίας, τα τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα που
αποτελούν τις πλευρές των ορθογωνίων θα είναι ανάλογα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 17 () Αν τρία ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα, το ορθο-
γώνιο με πλευρές τους άκρους όρους της αναλογίας είναι ισεμβαδικό προς το
τετράγωνο με πλευρά τον μεσαίο όρο· και αν ενα ορθογώνιο με πλευρές τους
άκρους όρους μιας τριάδας είναι ισεμβαδικό προς τετράγωνο με πλευρά τον
μεσαίο όρο τότε τα τρία ευθύγραμμα τμήματα που αποτελούν τις πλευρές
των σχημάτων είναι ανάλογα.

𝛼

𝛾
𝛽 𝛿

Απόδειξη. Έστω 𝛼, 𝛽, 𝛾 τρία ανάλογα ευθύ-
γραμμα τμήματα με 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾. Ισχυρίζο-
μαι ότι το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 είναι
ισεμβαδικό με το τετράγωνο με πλευρά 𝛽.

Έστω ευθύγραμμα τμήματα 𝛿 = 𝛽.
Επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 τότε και 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾 Αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμή-
ματα είναι ανάλογα το ορθογώνιο με πλευρές τους άκρους όρους της ανα-
λογίας είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο με πλευρές τους μέσους όρους
(Π, σελ. ). Άρα το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 είναι ισεμβαδικό με
το ορθογώνιο με πλευρές 𝛽, 𝛿, όμως το τελευταίο είναι το τετράγωνο με
πλευρά 𝛽 αφού 𝛽 = 𝛿. Άρα το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 είναι ισεμβαδικό
με το τετράγωνο με πλευρά 𝛽.

Τώρα έστω το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 ισεμβαδικό με το τετράγωνο
με πλευρά 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 Αφού γίνει η ίδια κατασκευή
φαίνεται ότι επειδή το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 είναι ισεμβαδικό με το
τετράγωνο με πλευρά 𝛽 αλλά το τετράγωνο του 𝛽 είναι το ορθογώνιο με
πλευρές 𝛽, 𝛿 αφού 𝛽 = 𝛿 άρα το ορθογώνιο των 𝛼, 𝛾 είναι ισεμβαδικό με
το ορθογώνιο των 𝛽, 𝛿. Αν το ορθογώνιο με πλευρές τους άκρους όρους
μιας αναλογίας είναι ισεμβαδικό προς το ορθογώνιο με πλευρές τους μέσους
όρους τότε τα τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα (Π, σελ. ).
Άρα 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾 όμως 𝛽 = 𝛿 οπότε 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾.

Άρα αν τρία ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα, το ορθογώνιο με
πλευρές τους άκρους όρους της αναλογίας είναι ισεμβαδικό προς το τε-
τράγωνο με πλευρά τον μεσαίο όρο· και αν ένα ορθογώνιο με πλευρές τους
άκρους όρους μιας τριάδας είναι ισεμβαδικό προς τετράγωνο με πλευρά
τον μεσαίο όρο τότε τα τρία ευθύγραμμα τμήματα που αποτελούν τις
πλευρές των σχημάτων είναι ανάλογα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Να κατασκευαστεί ευθύγραμμο σχήμα με πλευρά δο-
σμένοευθύγραμμοτμήμαπουναείναιόμοιοκαιόμοιατοποθετημένομεδοσμένο
ευθύγραμμο σχήμα.
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Α ΒΓ Δ

ΘΗ
ΕΖΥλοποίηση: Δίνεται ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ και

ευθύγραμμο τετράπλευρο ΓΕ . Από το ΑΒ πρέ-
πει να κατασκευαστεί ευθύγραμμο σχήμα όμοιο
και όμοια τοποθετημένο με το ΓΕ. Φέρνουμε τη
ΔΖ και από τα άκρα Α, Β του ευθύγραμμου
τμήματος ΑΒ κατασκευάζουμε γωνία ΗΑ̂Β = Γ̂ και ΑΒ̂Η = ΓΔ̂Ζ (Β, Π,
σελ. ). Άρα και ΓΖ̂Δ = ΑΗ̂Β (Β, Π, σελ. ) οπότε το τρίγωνο
ΖΓΔ είναι ισογώνιο προς το ΗΑΒ. Άρα ΖΔ/ΗΒ = ΖΓ/ΗΑ = ΓΔ/ΑΒ (Π,
σελ. ).

Ας κατασκευασθεί από τα άκρα Β, Η του ΒΗ γωνία ΒΗ̂Θ = ΔΖ̂Ε και
ΗΒ̂Θ = ΖΔ̂Ε (Β, Π, σελ. ). Άρα και η τρίτη γωνία Θ̂ = Ε̂ (Β,
Π, σελ. ) οπότε το τρίγωνο ΖΔΕ είναι ισογώνιο προς το ΗΒΘ. Άρα
ΖΔ/ΗΒ = ΖΕ/ΗΘ = ΕΔ/ΘΒ (Π, σελ. ).

Δείξαμε ότι και ΖΔ/ΗΒ = ΖΓ/ΗΑ = ΓΔ/ΑΒ άρα και

ΖΓ/ΑΗ = ΓΔ/ΑΒ = ΖΕ/ΗΘ = ΕΔ/ΘΒ.

Και επειδή ΓΖ̂Δ = ΑΗ̂Β, ΔΖ̂Ε = ΒΗ̂Θ άρα ΓΖ̂Ε = ΑΗ̂Θ. Για τους ίδιους
λόγους ΓΔ̂Ε = ΑΒ̂Θ. Έχουμε και Γ̂ = �̂�, Θ̂ = Ε̂. Άρα το ΑΘ είναι ισογώνιο
προς το ΓΕ, έχουν και ανάλογες τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες.
Άρα το ευθύγραμμο σχήμα ΑΘ είναι όμοιο προς το ευθύγραμμο σχήμα ΓΕ.

Κατασκευάστηκε ευθύγραμμο σχήμα με πλευρά δοσμένο ευθύγραμμο
τμήμα που να είναι όμοιο και όμοια τοποθετημένο με δοσμένο ευθύγραμμο
σχήμα· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 19 () Ο λόγος των εμβαδών δυο όμοιων τριγώνων ισούται με
τον λόγο των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών τους.

Α

Β Γ

Δ

Η Ε Ζ

Απόδειξη. Έστω ΑΒΓ, ΔΕΖ δύο όμοια τρίγωνα
με Β̂ = Ε̂ και ΑΒ

ΒΓ = ΔΕ
ΕΖ

ώστε η ΒΓ να είναι ομόλογη της ΕΖ. Ισχυρίζομαι
ότι |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = ΒΓ2/ΕΖ2.

Ας λάβουμε την ΒΗ τρίτη ανάλογο των ΒΓ, ΕΖ (Π, σελ. ) ώστε
ΒΓ/ΕΖ = ΕΖ/ΒΗ και φέρνουμε την ΑΗ.

Επειδή ΑΒ/ΒΓ = ΔΕ/ΕΖ εναλλάξ προκύπτει ΑΒ/ΔΕ = ΒΓ/ΕΖ (Β,
Π, σελ. ), αλλά ΒΓ/ΕΖ = ΕΖ/ΒΗ άρα ΑΒ/ΔΕ = ΕΖ/ΒΗ.

Οπότε οι πλευρές των τριγώνων ΑΒΗ, ΔΕΖ που περιέχουν τις ίσες
γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες. Τα τρίγωνα που το ένα έχει μια γωνία
ίση με μια γωνία του άλλου και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
αντιστρόφως ανάλογες είναι ισεμβαδικά (Π, σελ. ), οπότε |ΑΒΗ| =
|ΔΕΖ|. Επειδή ΒΓ/ΕΖ = ΕΖ/ΒΗ αλλά και αν τρία ευθύγραμμα τμήματα είναι
ανάλογα το πρώτο προς το τρίτο έχει διπλάσιο λόγο του πρώτου προς
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το δεύτερο (Β, Ορ, σελ. ) οπότε ΒΓ/ΒΗ = ΒΓ2/ΕΖ2 και ΒΓ/ΒΗ =
|ΑΒΓ|/|ΑΒΗ| (Π, σελ. ) άρα και |ΑΒΓ|/|ΑΒΗ| = ΒΓ2/ΕΖ2. Είναι και
|ΑΒΗ| = |ΔΕΖ|, άρα και |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = ΒΓ2/ΕΖ2.

Άρα ο λόγος των εμβαδών δυο όμοιων τριγώνων ισούται με τον λόγο
των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 10 Προκύπτει ότι αν τρία ευθύγραμμα τμήματα 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι ανά-
λογα, ο λόγος τουπρώτουπρος το τρίτο ισούται με το λόγο των εμβαδών των
όμοιων πολυγώνων με πλευρές το πρώτο και δεύτερο ευθύγραμμο τμήμα. 
Πρόταση 20 () Ταόμοιαπολύγωνα διαιρούνται σε ίσα στοπλήθος όμοια
τρίγωνα τα οποία είναι ομόλογα ως προς όλα και ο λόγος των εμβαδών των
πολυγώνων ισούταιμετολόγοτωντετραγώνωντωνομόλογωνπλευρώντους.

Α

Β

Γ Δ

Μ Ε
Ζ

Η

Θ Κ

ΛΝ

Απόδειξη. Έστω τα όμοια πολύγωνα
ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ και έστω η πλευρά ΑΒ
ομόλογη προς την ΖΗ. Ισχυρίζομαι ότι
τα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ διαιρού-
νται σε όμοια τρίγωνα τα οποία είναι και
ίσα στον πλήθος και ομόλογα προς όλα
και ο λόγος των εμβαδών των πολυγώ-

νων ΑΒΓΔΕ προς ΖΗΘΚΛ ισούται με το λόγο του τετραγώνου της ΑΒ
προς το τετράγωνο της ΖΗ

Φέρνουμε τις ΒΕ, ΕΓ, ΗΛ, ΛΘ. Επειδή τα πολύγωνα ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ
είναι όμοια έχουμε ΒΑ̂Ε = ΗΖ̂Λ (Ορ, σελ. ). Και ΒΑ/ΑΕ = ΗΖ/ΖΛ (Ορ,
σελ. ). Επειδή λοιπόν υπάρχουν δύο τρίγωνα τα ΑΒΕ, ΖΗΛ που έχουν
μια γωνία ίση και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ανάλογες, τα
τρίγωνα αυτά θα είναι ισογώνια (Π, σελ. ) και όμοια (Π, σελ. 
και Ορ, σελ. ). Οπότε ΑΒ̂Ε = ΖΗ̂Λ. Όμως από την ομοιότητα των
πολυγώνων ΑΒ̂Γ = ΖΗ̂Θ, άρα και οι γωνίες ΕΒ̂Γ = ΛΗ̂Θ ως διαφορά
ίσων γωνιών.

Από την ομοιότητα των τριγώνων ΑΒΕ, ΖΗΛ έχουμε ΕΒ/ΒΑ = ΛΗ/ΗΖ,
ενώ από την ομοιότητα των πολυγώνων έχουμε ΑΒ/ΒΓ = ΖΗ/ΗΘ, άρα δι᾽
ίσου (Β, Π, σελ.  και Ορ, σελ. ) προκύπτει ΕΒ/ΒΓ = ΛΗ/ΗΘ
και οι πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ΕΒ̂Γ, ΛΗ̂Θ είναι ανάλογες.
Άρα τα τρίγωνα ΕΒΓ, ΛΗΘ θα είναι ισογώνια (Π, σελ. ) και όμοια (Π,
σελ.  και Ορ, σελ. ). Όμοια προκύπτει ότι και τα τρίγωνα ΕΓΔ, ΛΘΚ
είναι όμοια. Άρα τα όμοια πολύγωνα διαιρέθηκαν σε ίσα στο πλήθος όμοια
τρίγωνα.

Ισχυρίζομαι ότι τα τρίγωνα είναι ομόλογα ως προς όλα, δηλαδή έχουν
εμβαδά ανάλογα

|ΑΒΕ|/|ΖΗΛ| = |ΕΒΓ|/|ΛΗΘ| = |ΕΓΔ|/|ΛΘΚ|
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και
|ΑΒΓΔΕ|/|ΖΗΘΚΛ| = ΑΒ2/ΖΗ2.

Φέρνουμε τις ΑΓ, ΖΘ. Από την ομοιότητα πολυγώνων έχουμε ΑΒ̂Γ =
ΖΗ̂Θ και ΑΒ/ΒΓ = ΖΗ/ΗΘ, οπότε τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΖΗΘ θα είναι ισο-
γώνια (Π, σελ. ), άρα ΒΑ̂Γ = ΗΖ̂Θ και ΒΓ̂Α = ΗΘ̂Ζ. Και επειδή
ΒΑ̂Μ = ΗΖ̂Ν και ΑΒ̂Μ = ΖΗ̂Ν θα είναι και ΑΜ̂Β = ΖΝ̂Η (Β, Π, σελ. )
άρα τα τρίγωνα ΑΒΜ, ΖΗΝ θα είναι ισογώνια. Όμοια αποδεικνύεται ότι
και τα τρίγωνα ΒΜΓ, ΗΝΘ είναι ισογώνια οπότε ΑΜ/ΜΒ = ΖΝ/ΝΗ
και ΒΜ/ΜΓ = ΗΝ/ΝΘ (Β, Π, σελ. ) ώστε και δι᾽ ίσου προκύπτει
ΑΜ/ΜΓ = ΖΝ/ΝΘ (Β, Π, σελ.  και Ορ, σελ. ).

Αλλά ΑΜ/ΜΓ = |ΑΒΜ|/|ΜΒΓ| = |ΑΜΕ|/|ΕΜΓ| γιατί ο λόγος τους είναι
ίσος με τον λόγο των βάσεών τους. Οπότε ο λόγος αυτός είναι ίσος με το
λόγο του αθροίσματος των αριθμητών προς το άθροισμα των παρονομα-
στών. |ΑΒΜ|

|ΜΒΓ| = |ΑΜΕ|
|ΕΜΓ| = |ΑΒΜ| + |ΑΜΕ|

|ΜΒΓ| + |ΕΜΓ| = |ΑΒΕ|
|ΓΒΕ|

(Β, Π, σελ. ). Άρα |ΑΒΜ|/|ΜΒΓ| = ΑΜ/ΜΓ = |ΑΒΕ|/|ΓΒΕ|.
Όμοια προκύπτει ότι ΖΝ/ΝΘ = |ΖΗΛ|/|ΗΛΘ|

ΑΜ/ΜΓ = ΖΝ/ΝΘ = |ΑΒΕ|/|ΒΕΓ| = |ΖΗΛ|/|ΗΛΘ|
και εναλλάξ

|ΑΒΕ|/|ΒΕΓ| = |ΖΗΛ|/|ΗΛΘ| = |ΒΕΓ|/|ΗΛΘ|
(Π, σελ. ).

Όμοια αποδεικνύεται, αφού φέρουμε τις ΒΔ, ΗΚ ότι |ΒΕΓ|/|ΛΗΘ| =
|ΕΓΔ|/|ΛΘΚ| οπότε έχουμε

|ΑΒΕ|
|ΖΗΛ| =

|ΕΒΓ|
|ΛΗΘ| =

|ΕΓΔ|
|ΛΘΚ| =

|ΑΒΕ| + |ΕΒΓ| + |ΕΓΔ|
|ΖΗΛ| + |ΛΗΘ| + |ΛΘΚ| =

|ΑΒΓΔΕ|
|ΖΗΘΚΛ|

(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς |ΑΒΕ|/|ΖΗΛ| = |ΑΒΓΔΕ|/|ΖΗΘΚΛ|. Αλλά
|ΑΒΕ|/|ΖΗΛ| = ΑΒ2/ΖΗ2 γιατί ο λόγος των εμβαδών δυο όμοιων τριγώ-
νων ισούται με τον λόγο των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών τους
(Π, σελ. ). Προκύπτει λοιπόν ότι |ΑΒΓΔΕ|/|ΖΗΘΚΛ| = ΑΒ2/ΖΗ2.

Άρα τα όμοια πολύγωνα διαιρούνται σε ίσα στο πλήθος όμοια τρί-
γωνα τα οποία είναι ομόλογα ως προς όλα και ο λόγος των εμβαδών των
πολυγώνων ισούται με το λόγο των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών
τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 11 Όμοια αποδεικνύεται στην περίπτωση των όμοιων τετράπλευ-
ρων ότι ο λόγος των εμβαδών τους ισούται με το λόγο των τετραγώνων των
ομόλογωνπλευρών τους. Το δείξαμε και για τα τρίγωναοπότε συμπεραίνουμε
ότι ο λόγος των εμβαδών όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων ισούται με το λόγο
των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



 Μέρος Ι

Πόρισμα 12 Αν θεωρήσουμε το ευθύγραμμο τμήμα 𝜉 ως τρίτη ανάλογο των
ΑΒ, ΖΗ τότε ΒΑ/𝜉 = ΑΒ2/ΖΗ2.

Επίσης ο λόγος εμβαδών πολυγώνων ή ο λόγος εμβαδών τετράπλευρων
ισούται με το λόγο των τετραγώνων των ομόλογων πλευρών τους δηλαδή
ΑΒ/ΖΗ. Αποδείχθηκε και για τρίγωνα, οπότε φαίνεται ότι γενικά αν τρία ευ-
θύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα, τότε ο λόγος του πρώτου προς το τρίτο
θα ισούται με το λόγο των εμβαδών των σχημάτων που αναγράφονται από
το πρώτο και δεύτερο ευθύγραμμο τμήμα και είναι όμοια και ομοίως αναγρα-
φόμενα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 21 () Σχήματα που είναι όμοια με το ίδιο ευθύγραμμο σχήμα
είναι και μεταξύ τους όμοια.

Α Β

Γ

Απόδειξη. Έστω ότι καθένα από τα ευθύγραμμα
σχήματα Α, Β είναι όμοιο προς το Γ. Ισχυρίζομαι
ότι και το Α είναι όμοιο προς το Β

Αφού το ευθύγραμμο σχήμα Α είναι όμοιο
προς το Γ θα είναι και ισογώνιο προς αυτό και
θα έχουν τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γω-
νίες ανάλογες (Ορ, σελ. ). Επίσης αφού το
ευθύγραμμο σχήμα Β είναι όμοιο προς το Γ θα
είναι και ισογώνιο προς αυτό και θα έχουν τις

πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ανάλογες (Ορ, σελ. ). Άρα καθένα
από τα Α, Β είναι ισογώνιο προς το Γ και έχει τις πλευρές που περιέχουν
τις ίσες γωνίες ανάλογες [ώστε και το Α είναι ισογώνιο προς το Β και έχει
τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ανάλογες].

Άρα το Α είναι όμοιο προς το Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 22 () Αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογατότε τα
εμβαδάτωνόμοιων ευθύγραμμωνσχημάτωνπου έχουν κατασκευαστεί ομοίως
απόαυτά είναι ανάλογα· και αν τα εμβαδάομοίων ευθύγραμμωνσχημάτων τα
οποία έχουν κατασκευαστεί ομοίως από τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι
ανάλογα τότε και τα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα. (στμ: κατασκευά-
ζουμε τα τέσσαρα όμοια ευθύγραμμα σχήματα χρησιμοποιώντας για κάθε
σχήμα ένα μόνο ευθύγραμμο τμήμα για πλευρά του).

Απόδειξη. Έστω ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ΗΘ τέσσαρα ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα
με ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ και ας κατασκευάσουμε από τα ΑΒ, ΓΔ τα όμοια
και ομοίως τοποθετημένα τρίγωνα ΚΑΒ, ΛΓΔ ενώ από τα ΕΖ, ΗΘ κα-
τασκευάζουμε τα όμοια και ομοίως τοποθετημένα τετράπλευρα ΜΖ, ΝΘ.
Ισχυρίζομαι ότι |ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| = |ΜΖ|/|ΝΘ|.

Ας θεωρήσουμε το ευθύγραμμο τμήμα 𝜉 ως τρίτη ανάλογο των ΑΒ, ΓΔ
και το 𝜊 τρίτη ανάλογος των ΕΖ, ΗΘ (Π, σελ. ) ΑΒ/ΓΔ = ΓΔ/𝜉 και
ΕΖ/ΗΘ = ΗΘ/𝜊.
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Π Ρ

𝜉 𝜊

Επειδή ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ και ΓΔ/𝜉 = ΗΘ/𝜊
προκύπτει δι᾽ ίσου ΑΒ/𝜉 = ΕΖ/𝜊 (Β, Π,
σελ.  και Ορ, σελ. ). Αλλά ΑΒ/𝜉 =
|ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| και ΕΖ/𝜊 = |ΜΖ|/|ΝΘ| (Πόρισμα,
Π, σελ. ), άρα |ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| = |ΜΖ|/|ΝΘ|.

Αλλά τώρα έστω |ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| = |ΜΖ|/|ΝΘ|.
Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ.

Γιατί αν δεν ισχύει ότι ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ
θα υπάρχει ευθύγραμμο τμήμα ΠΡ τέτοιο ώστε
ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΠΡ (Π, σελ. ). Ας κατασκευαστεί ένα ευθύγραμμο τε-
τράπλευρο το ΣΡ με πλευρά το ευθύγραμμο τμήμα ΠΡ που να είναι όμοιο
και όμοια τοποθετημένο προς καθένα από τα (ΜΖ, ΝΘ) (Π, σελ.  και
Π, σελ. ).

Επειδή ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΠΡ και έχουν κατασκευαστεί από τα ΑΒ, ΓΔ
τα όμοια και ομοίως τοποθετημένα τρίγωνα ΚΑΒ, ΛΓΔ ενώ από τα ΕΖ,
ΠΡ έχουν κατασκευαστεί τα όμοια και ομοίως τοποθετημένα τετράπλευρα
ΜΖ, ΣΡ. Άρα |ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| = |ΜΖ|/|ΣΡ| (πρώτο μέρος της Πρότασης). Από
υπόθεση |ΚΑΒ|/|ΛΓΔ| = |ΜΖ|/|ΝΘ|, οπότε |ΜΖ|/|ΣΡ| = |ΜΖ|/|ΝΘ|. Συ-
νεπώς το τετράπλευρο ΜΖ έχει τον ίδιο λόγο προς καθένα από τα ΝΘ,
ΣΡ που σημαίνει |ΝΘ| = |ΣΡ| (Β, Π, σελ. ). Επειδή το τετράπλευρο
ΣΡ είναι όμοιο και ομοίως τοποθετημένο προς το τετράπλευρο ΝΘ, άρα
ΗΘ = ΠΡ. Και επειδή ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΠΡ προκύπτει ΠΡ = ΗΘ οπότε
ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ.

Άρα αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα τότε τα εμβαδά
των όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων που έχουν κατασκευαστεί ομοίως
από αυτά είναι ανάλογα· και αν τα εμβαδά ομοίων ευθύγραμμων σχη-
μάτων τα οποία έχουν κατασκευαστεί ομοίως από τέσσαρα ευθύγραμμα
τμήματα είναι ανάλογα τότε και τα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λήμμα 1 Ότιανευθύγραμμασχήματαείναι ίσακαιόμοια,οιομόλογεςπλευρές
τους είναι ίσες αποδεικνύεται ως εξής.

Έστω ίσα και όμοια τατετράπλευραΝΘ,ΣΡ και έστωΘΗ/ΗΝ = ΡΠ/ΠΣ.
Ισχυρίζομαι ότι ΡΠ = ΘΗ. Διότι αν δεν είναι ίσες, η μια από αυτές θα είναι
μεγαλύτερη. Έστω ΡΠ > ΘΗ και επειδή ΡΠ/ΠΣ = ΘΗ/ΗΝ και εναλλάξ
ΡΠ/ΘΗ = ΠΣ/ΗΝ θα έχωΠΡ > ΘΗάρακαιΠΣ > ΗΝώστε και |ΡΣ| > |ΘΝ|
αλλά από υπόθεση |ΡΣ| = |ΘΝ| το οποίο είναι αδύνατον. Άρα η ΠΡ δεν είναι
άνιση προς την ΗΘ που σημαίνει ότι είναι ίση· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.] 

Πρόταση 23 () Τα ισογώνιαπαραλληλόγραμμαέχουνμεταξύτους λόγο
εμβαδών που ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών τους.
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Απόδειξη. Έστω τα ισογώνια πα-
ραλληλόγραμμα ΑΓ, ΓΖ με ΒΓ̂Δ =
ΕΓ̂Η. Ισχυρίζομαι ότι το εμβαδόν
του παραλληλογράμμου ΑΓ προς
το εμβαδό του παραλληλογράμμου
ΓΖ έχει λόγο που ισούται με το
λόγο των γινομένων των πλευρών
τους

|ΑΓ|
|ΓΖ| =

ΒΓ ⋅ ΔΓ
ΓΗ ⋅ ΓΕ .

Ας πάρουμε στην ίδια ευθεία την ΒΓ με την ΓΗ, οπότε θα είναι στην ίδια
ευθεία και η ΔΓ με την ΓΕ. Στη συνέχεια συμπληρώνουμε το παραλλη-
λόγραμμο ΔΗ και παίρνουμε ευθύγραμμα τμήματα 𝜅, 𝜆, 𝜇 τέτοια ώστε
ΒΓ/ΓΗ = 𝜅/𝜆 και ΔΓ/ΓΕ = 𝜆/𝜇.

Αλλά 𝜅/𝜇 = (𝜅/𝜆) ⋅ (𝜆/𝜇) ώστε 𝜅/𝜇 = ΒΓ/ΓΗ · ΔΓ/ΓΕ. Και επειδή
ΒΓ/ΓΗ = |ΑΓ|/|ΓΘ| (Π, σελ. ) άρα ΒΓ/ΓΗ = 𝜅/𝜆 = |ΑΓ|/|ΓΘ|. Επειδή
πάλι ΔΓ/ΓΕ = |ΓΘ|/|ΓΖ| (Π, σελ. ) άρα ΔΓ/ΓΕ = 𝜆/𝜇 = |ΓΘ|/|ΓΖ|.

Δείξαμε ότι 𝜅/𝜆 = |ΑΓ|/|ΓΘ| και 𝜆/𝜇 = |ΓΘ|/|ΓΖ| και δι᾽ ίσου προκύ-
πτει 𝜅/𝜇 = |ΑΓ|/|ΓΖ| (Β, Π, σελ. ).

Αλλά και 𝜅/𝜇 = ΒΓ/ΓΗ · ΔΓ/ΓΕ άρα και ΑΓ/ΓΖ = ΒΓ/ΓΗ · ΔΓ/ΓΕ.
Άρα τα ισογώνια παραλληλόγραμμα έχουν μεταξύ τους λόγο εμβαδών

που ισούται με το λόγο των γινομένων των πλευρών τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 24 () Σεκάθεπαραλληλόγραμμοταπερί την διαγώνιοπαραλ-
ληλόγραμμα είναι όμοια προς το αρχικό παραλληλόγραμμο αλλά και μεταξύ
τους.

Α Β

ΓΔ

Ε
ΖΗ Θ

Κ

Απόδειξη. Έστω το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με
διαγώνιο ΑΓ και ΕΗ, ΘΚ τα περί αυτή την δια-
γώνιο παραλληλόγραμμα. Ισχυρίζομαι ότι κα-
θένα από τα ΕΗ, ΘΚ είναι όμοιο προς το ΑΒΓΔ
αλλά και μεταξύ τους.

Επειδή στο τρίγωνο ΑΒΓ η ΕΖ είναι παράλ-
ληλη προς μια πλευρά του την ΒΓ προκύπτει ότι ΒΕ/ΕΑ = ΓΖ/ΖΑ (Π,
σελ. ). Επειδή στο τρίγωνο ΑΓΔ η ΖΗ είναι παράλληλη προς μια πλευρά
του, την ΓΔ, προκύπτει ότι ΓΖ/ΖΑ = ΔΗ/ΗΑ (Π, σελ. ). Συνεπώς
ΒΕ/ΕΑ = ΔΗ/ΗΑ και με τη σύνθεση των δυο λόγων ΒΑ/ΑΕ = ΔΑ/ΑΗ
(Β, Π, σελ. ) και εναλλάξ ΒΑ/ΑΔ = ΕΑ/ΑΗ (Β, Π, σελ. ).

Άρα οι πλευρές των παραλληλογράμμων ΑΒΓΔ, ΕΗ που περιέχουν τις
ίσες γωνίες είναι ανάλογες, οπότε το παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ είναι όμοιο
με το ΕΗ (Ορ, σελ. ). Για αυτούς τους λόγους το παραλληλόγραμμο
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ΑΒΓΔ είναι όμοιο και προς το ΚΘ. Άρα καθένα από τα παραλληλόγραμμα
ΕΗ, ΘΚ είναι όμοιο με το ΑΒΓΔ και επειδή σχήματα που είναι όμοια με το
ίδιο ευθύγραμμο σχήμα είναι και μεταξύ τους όμοια (Π, σελ. ) θα είναι
και το παραλληλόγραμμο ΕΗ όμοιο προς το ΘΚ.

Άρα σε κάθε παραλληλόγραμμο τα περί την διαγώνιο παραλληλό-
γραμμα είναι όμοια προς το αρχικό παραλληλόγραμμο αλλά και μεταξύ
τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 25 () Να κατασκευαστεί σχήμα όμοιο προς δοσμένο ευθύ-
γραμμο σχήμα και ίσο προς άλλο δοσμένο σχήμα.

Α

Β Γ

Λ

𝛿

Ε

Ζ

Η Θ

Κ

Μ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒΓ το
δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα
με το οποίο πρέπει να εί-
ναι όμοιο το σχήμα που θα
κατασκευαστεί και 𝛿 εκείνο
με το οποίο πρέπει να είναι
ίσο. Πρέπει να κατασκευα-
στεί ένα σχήμα όμοιο προς το ΑΒΓ και ισεμβαδικό με το 𝛿.

Με πλευρά ΒΓ κατασκευάζουμε παραλληλόγραμμο ΒΕ ώστε να έχει
ίσο εμβαδόν με το τρίγωνο ΑΒΓ (Β, Π, σελ. ) και με πλευρά τη
ΓΕ κατασκευάζουμε παραλληλόγραμμο ΓΜ ώστε να έχει ίσο εμβαδόν με
το τρίγωνο 𝛿 ώστε ΖΓ̂Ε = ΓΒ̂Λ (Β, Π, σελ. ). Άρα η ΒΖ και η ΓΖ
βρίσκονται στην ίδια ευθεία, όπως επίσης και η ΛΕ με την ΕΜ. Λαμβάνουμε
την ΗΘ ως μέση ανάλογο των ΒΓ, ΓΖ (ΗΘ2 = ΒΓ · ΓΖ) (Π, σελ. )
και με πλευρά την ΗΘ κατασκευάζουμε τρίγωνο ΚΗΘ όμοιο και όμοια
τοποθετημένο με το ΑΒΓ (Π, σελ. ).

Επειδή λοιπόν ΒΓ/ΗΘ = ΗΘ/ΓΖ και γνωρίζουμε ότι αν τρία ευθύ-
γραμμα τμήματα είναι ανάλογα, ο λόγος του πρώτου προς το τρίτο ισού-
ται με το λόγο των εμβαδών των όμοιων και όμοια τοποθετημένων πολυ-
γώνων με πλευρές το πρώτο και δεύτερο ευθύγραμμο τμήμα (Πόρισμα, Π,
σελ. ), θα είναι ΒΓ/ΓΖ = |ΑΒΓ|/|ΚΗΘ|. Αλλά και ΒΓ/ΓΖ = |ΒΕ|/|ΕΖ|
(Π, σελ. ). Οπότε |ΑΒΓ|/|ΚΗΘ| = |ΒΕ|/|ΕΖ| άρα εναλλάξ (Π, σελ. )
|ΑΒΓ|/|ΒΕ| = |ΚΗΘ|/|ΕΖ|. Όμως |ΑΒΓ| = |ΒΕ| άρα και το τρίγωνο |ΚΗΘ| =
|ΕΖ| . Αλλά |ΕΖ| = |𝛿| άρα |ΚΗΘ| = |𝛿|. Αλλά το ΚΗΘ είναι και όμοιο προς
το ΑΒΓ.

Άρα κατασκευάσαμε όμοιο τρίγωνο προς το δοσμένο ευθύγραμμο ΑΒΓ
το ΚΗΘ το οποίο είναι και ίσο προς το άλλο δοσμένο σχήμα το 𝛿· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 26 () Αναπόπαραλληλόγραμμοαφαιρεθείπαραλληλόγραμμο
όμοιο και όμοια τοποθετημένο προς το αρχικό με κοινή γωνία μ᾽ αυτό, τότε το
παραλληλόγραμμο αυτό είναι περί την ίδια διαγώνιο με το αρχικό.
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Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το παραλ-
ληλόγραμμο ΑΒΓΔ το παραλληλόγραμμο
ΑΖ που είναι όμοιο και όμοια τοποθετη-
μένο προς το ΑΒΓΔ και με κοινή γωνία
την ΔΑ̂Β. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒΓΔ με το
ΑΖ είναι περί την ίδια διαγώνιο παραλ-

ληλόγραμμα.
Αν τώρα υποθέσουμε ότι δεν είναι περί την ίδια διαγώνιο παραλληλό-

γραμμα, τότε θα υπάρχει άλλη διαγώνιος έστω ΑΘΓ. Προεκτείνουμε την
ΗΖ μέχρι το Θ και από το Θ φέρνουμε παράλληλη την ΘΚ προς τις ΑΔ,
ΒΓ (Β, Π, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Επειδή το ΑΒΓΔ είναι τα περί
την ίδια διαγώνιο με το ΚΗ έχουμε ΔΑ/ΑΒ = ΗΑ/ΑΚ. Όμως το παραλλη-
λόγραμμα ΑΒΓΔ, ΕΗ είναι όμοια, οπότε ΔΑ/ΑΒ = ΗΑ/ΑΕ (Ορ, σελ. ).
Άρα ΗΑ/ΑΚ = ΗΑ/ΑΕ δηλαδή η ΗΑ έχει τον ίδιο λόγο προς καθεμιά
από τις ΑΚ, ΚΕ που σημαίνει ΑΕ = ΑΚ (Β, Π, σελ. ) κάτι που είναι
αδύνατον γιατί δεν γίνεται να είναι η μικρότερη ίση με τη μεγαλύτερη.
Άρα το ΑΒΓΔ δεν είναι γύρω από την ίδια διαγώνιο με το ΑΖ, οπότε είναι
με το παραλληλόγραμμο ΑΖ.

Άρα αν από παραλληλόγραμμο αφαιρεθεί παραλληλόγραμμο όμοιο και
όμοια τοποθετημένο προς το αρχικό με κοινή γωνία μ᾽ αυτό, τότε το πα-
ραλληλόγραμμο αυτό είναι περί την ίδια διαγώνιο με το αρχικό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 27 () Απ᾽ όλα τα παραλληλόγραμμα που έχουν σχηματιστεί
πάνωσεδοσμένο ευθύγραμμοτμήμακαιαπόταοποίαυπολείπονταισχήματα
παραλληλόγραμμα όμοια και ομοίως τοποθετημέναπρος παραλληλόγραμμο
που σχηματίζεται με πλευρά το μισό του δοσμένου ευθυγράμμου τμήματος,
μέγιστο είναι εκείνο που σχηματίζεται με πλευρά το μισό του δοσμένου ευθυ-
γράμμου τμήματος και είναι όμοιο προς το παραλληλόγραμμο που υπολείπε-
ται.

Α ΒΓ

Δ Ε

ΖΗ Θ

Κ

Λ
Μ

Ν Απόδειξη. Έστω ΑΒ το δοσμένο ευθύγραμμο
τμήμα και Γ το μέσο του. Με πλευρά επί του
ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ σχηματίζουμε το
παραλληλόγραμμο ΑΔ που είναι το υπό-

λοιπο του παραλληλογράμμου ΔΒ το οποίο έχει σχηματιστεί με πλευρά
το μισό του δοσμένου ευθυγράμμου τμήματος δηλαδή την ΓΒ. Ισχυρίζομαι
ότι απ᾽ όλα τα παραλληλόγραμμα που έχουν σχηματιστεί πάνω στο ΑΒ
και από τα οποία υπολείπονται σχήματα παραλληλόγραμμα όμοια και
ομοίως τοποθετημένα προς το ΔΒ, μέγιστο είναι το ΑΔ. Κατασκευάζουμε
παραλληλόγραμμο ΑΖ με πλευρά πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, από
το οποίο λείπει σχήμα παραλληλόγραμμο το ΖΒ, το οποίο είναι όμοιο και
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ομοίως τοποθετημένο προς το ΔΒ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΔ είναι μεγαλύτερο
του ΑΖ.

Επειδή το παραλληλόγραμμο ΔΒ είναι όμοιο προς το ΖΒ είναι και τα
δύο περί την ίδια διαγώνιο (Π, σελ. ). Φέρνουμε τη διαγώνιό τους ΔΒ
και γράφουμε το σχήμα (στμ: το παραλληλόγραμμο ΖΒ και προεκτείνω
την ΚΖ ως την ΔΕ).

Τώρα ο |ΓΖ| = |ΖΕ| (Β, Π, σελ. ) και το ΖΒ είναι κοινό, άρα
|ΓΘ| = |ΚΕ|. Αλλά |ΓΘ| = |ΓΗ| επειδή και ΑΓ = ΓΒ (Π, σελ. ). Άρα και
το |ΗΓ| = |ΕΚ|. Αν προστεθεί σε αυτά το κοινό |ΓΖ| δηλαδή |ΗΓ| + |ΓΖ| =
|ΕΚ| + |ΓΖ| άρα |ΑΖ| = |ΕΒΓΛΖΝ| (το ΕΒΓΛΖΝ είναι ο γνώμονας ΛΜΝ)
ώστε το |ΔΒ| = |ΑΔ| > |ΑΖ|.

Άρα απ᾽ όλα τα παραλληλόγραμμα που έχουν σχηματιστεί πάνω σε
δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα και από τα οποία υπολείπονται σχήματα πα-
ραλληλόγραμμα όμοια και ομοίως τοποθετημένα προς παραλληλόγραμμο
που σχηματίζεται με πλευρά το μισό του δοσμένου ευθυγράμμου τμήμα-
τος, μέγιστο είναι εκείνο που σχηματίζεται με πλευρά το μισό του δοσμένου
ευθυγράμμου τμήματος και είναι όμοιο προς το παραλληλόγραμμο που
υπολείπεται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 28 () Πάνω σε δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα να κατασκευα-
στεί παραλληλόγραμμο με εμβαδό ίσο με το εμβαδόν δοσμένου ευθύγραμμου
σχήματος, από το οποίο υπολείπεται παραλληλόγραμμο όμοιο προς δοσμένο
παραλληλόγραμμο. Έτσι, το ευθύγραμμο σχήμα που δίνεται δεν πρέπει να εί-
ναι μεγαλύτερο τουπαραλληλογράμμουπου σχηματίζεται με πλευρά το μισό
του δοσμένου ευθυγράμμου τμήματος και όμοιο με το υπολειπόμενο.

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα, 𝛾 το ευθύγραμμο
σχήμα και 𝛿 δοσμένο παραλληλόγραμμο. Υποθέτουμε επίσης ότι το 𝛾 δεν
είναι μεγαλύτερο του παραλληλογράμμου που σχηματίζεται με πλευρά το
μισό του ΑΒ και πλάτος τέτοιο που να είναι όμοιο με το 𝛿.

Πρέπει να κατασκευαστεί πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ ένα πα-
ραλληλόγραμμο ίσο προς το δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα 𝛾 και να είναι
τέτοιο ώστε να του υπολείπεται παραλληλόγραμμο όμοιο με το 𝛿.

Ας διχοτομηθεί το ΑΒ από το σημείο Ε και ας σχηματιστεί με πλευρά
την ΕΒ παραλληλόγραμμο όμοιο και ομοίως τοποθετημένο προς το 𝛿 το
ΕΒΖΗ. Ας συμπληρωθεί το ΑΗ (Π, σελ. ).
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Αν |ΑΗ| = |𝛾| αυτό που θέλαμε θα έχει γίνει. Διότι έχει κατασκευα-
στεί πάνω στο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ ένα παραλληλόγραμμο ίσο προς το
δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα 𝛾, το ΑΗ, του οποίου υπολείπεται παραλλη-
λόγραμμο το ΗΒ, το οποίο είναι όμοιο προς το 𝛿.

Αν όμως δεν είναι ίσα, έστω |ΘΕ| > |𝛾|. Έχουμε όμως ότι |ΘΕ| = |ΗΒ|
άρα |ΗΒ| > |𝛾|. Όσο τώρα μεγαλύτερο του 𝛾 είναι το ΗΒ, ίσο με αυτή
τη διαφορά εμβαδών, θα κατασκευάσουμε το ΚΛΜΝ όμοιο και ομοίως
τοποθετημένο προς το 𝛿 (Π, σελ. ). Αλλά το 𝛿 είναι όμοιο προς το
ΗΒ, άρα και το ΚΜ είναι όμοιο προς το ΗΒ (Π, σελ. ). Έστω λοιπόν ότι
η ΚΛ είναι ομόλογος της της ΗΕ και η ΛΜ της ΗΖ. Επειδή |ΗΒ| = |𝛾|+ |ΚΜ|
άρα |ΗΒ| > |ΚΜ| οπότε και ΗΕ > ΚΛ, ΗΖ > ΛΜ. Λαμβάνουμε ΗΞ = ΚΛ
και ΗΟ = ΛΜ οπότε δημιουργείται το παραλληλόγραμμο ΞΗΟΠ. Άρα το
|ΗΠ| = |ΚΜ| και όμοια [αλλά το ΚΜ είναι όμοιο προς το ΗΒ]. Άρα και το
ΗΠ είναι όμοιο προς το ΗΒ (Π, σελ. ) άρα το ΗΠ και το ΗΒ είναι περί
την ίδια διαγώνιο (Π, σελ. ). Έστω ΗΠΒ η διαγώνιος των ΗΠ, ΗΒ.

Επειδή λοιπόν |ΒΗ| = |𝛾| + |ΚΜ| όπου |ΗΠ| = |ΚΜ| προκύπτει ότι
ο γνώμονας ΥΧΦ, δηλαδή το πολυγωνικό χωρίο ΟΖΒΕΞΠ έχει εμβαδόν
ίσο με το εμβαδόν του 𝛾. Και επειδή |ΟΡ| = |ΞΣ| (Β, Π, σελ. )
αν προστεθεί το κοινό ΠΒ και στα δυο μέλη |ΟΡ| + |ΠΒ| = |ΞΣ| + |ΠΒ|
προκύπτει |ΟΒ| = |ΞΒ|. Αλλά |ΞΒ| = |ΤΕ| επειδή και η πλευρά ΑΕ = ΕΒ
(Π, σελ. ) και άρα |ΤΕ| = |ΟΒ|. Αν προστεθεί το κοινό |ΞΣ| και στα
δυο μέλη |ΤΕ| + |ΞΣ| = |ΟΒ| + |ΞΣ| προκύπτει |ΤΣ| = |ΟΖΒΕΞΠ|. Αλλά
δείξαμε για τον γνώμονα |ΟΖΒΕΞΠ| = |𝛾| οπότε και |ΤΣ| = |𝛾|.

Άρα πάνω στο δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ κατασκευάστηκε πα-
ραλληλόγραμμο ΣΤ με εμβαδό ίσο προς το εμβαδον δοσμένου ευθύγραμμου
σχήματος 𝛾, από το οποίο υπολείπεται παραλληλόγραμμο ΠΒ όμοιο προς
δοσμένο 𝛿 [επειδή το ΠΒ είναι όμοιο προς το ΗΠ]· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 29 () Πάνω σε δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα να κατασκευαστεί
παραλληλόγραμμο που έχει εμβαδόν ίσο προς δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα
και υπερβάλλει κατά παραλληλόγραμμο όμοιο με δοσμένο.

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ το δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα, 𝛾 το δοσμένο ευθύ-
γραμμο σχήμα προς το οποίο πρέπει να κατασκευαστεί παραλληλόγραμμο
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με ίσο εμβαδό επί του ΑΒ και 𝛿 το όμοιο παραλληλόγραμμο κατά το οποίο
πρέπει να υπερβάλλει. Πρέπει να κατασκευαστεί επί του ΑΒ παραλληλό-
γραμμο με εμβαδό ίσο προς το ευθύγραμμο σχήμα 𝛾 το οποίο να έχει
εμβαδό μεγαλύτερο κατά παραλληλόγραμμο όμοιο με το 𝛿.
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𝛾

𝛿
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Ας διχοτομηθεί το ΑΒ στο σημείο Ε και ας σχεδιαστεί από την ΕΒ παραλ-
ληλόγραμμο ΒΖ όμοιο και ομοίως κείμενο με το 𝛿. Ας κατασκευασθεί το
ΗΘ έτσι ώστε |ΗΘ| = |ΒΖ|+ |𝛾| και να είναι όμοιο και ομοίως κείμενο με το
𝛿 (Π, σελ. ). Η ΚΘ είναι ομόλογη προς τη ΖΛ και η ΚΗ προς τη ΖΕ.
Επειδή |ΗΘ| > |ΖΒ| άρα και ΚΘ > ΖΛ και ΚΗ > ΖΕ. Προεκτείνουμε τη ΖΛ
ως το Μ ώστε ΖΜ = ΚΘ, την ΖΕ ως το Ν ώστε ΖΝ = ΚΗ, και στη συνέχεια
συμπληρώνουμε το παραλληλόγραμμο ΜΝ. Άρα τα ΜΝ, ΗΘ είναι όμοια
και ίσα |ΜΝ| = |ΗΘ|. Αλλά το ΗΘ είναι όμοιο προς το ΕΛ άρα και το ΜΝ
όμοιο προς το ΕΛ (Π, σελ. ). Συνεπώς τα ΕΛ, ΜΝ είναι περί την ίδια
διαγώνιο (Π, σελ. ). Φέρνουμε τη διαγώνιό τους ΖΞ.

Επειδή |ΗΘ| = |ΕΛ| + |Γ| αλλά και |ΗΘ| = |ΜΝ| προκύπτει |ΜΝ| =
|ΕΛ| + |Γ|. Αν αφαιρεθεί το κοινό |ΕΛ| τότε για το εμβαδόν του γνώμονα
ΦΧΨ, δηλαδή του πολυγωνικού χωρίου ΕΝΞΜΛΒ, ισχύει |ΕΝΞΜΛΒ| = |𝛾|.
Και επειδή ΑΕ = ΕΒ έχουμε και |ΑΝ| = |ΝΒ| οπότε και |ΑΝ| = |ΝΒ| = |ΛΟ|
(Β, Π, σελ. ). Αν προστεθεί και στα δύο μέλη το |ΕΞ| θα πάρουμε
|ΑΝ| + |ΕΞ| = |ΛΟ| + |ΕΞ| άρα |ΑΞ| = |ΕΝΞΜΛΒ|. Αλλά |ΕΝΞΜΛΒ| = |𝛾|
οπότε |ΑΞ| = |𝛾|.

Άρα πάνω στο δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ κατασκευάστηκε πα-
ραλληλόγραμμο ΑΞ με ίσο εμβαδό προς το δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα 𝛾
το οποίο υπερβάλλει κατά παραλληλόγραμμο σχήμα το ΠΟ όμοιο με το
𝛿 επειδή το ΟΠ είναι όμοιο και προς το ΕΛ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρόταση 30 () Δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα να τμηθεί σε άκρο και μέσο
λόγο.
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Υλοποίηση: Έστω δοσμένο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Πρέπει το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ να τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο.

Με πλευρά το ΑΒ γράφουμε τετράγωνο το ΒΓ και κατασκευάζουμε
στην ΑΓ παραλληλόγραμμο ΓΔ ισεμβαδικό με το ΒΓ, δηλαδή |ΓΔ| = |ΒΓ|,
το οποίο υπερέχει από το τετράγωνο κατά παραλληλόγραμμο ΑΔ όμοιο
του ΒΓ (Π, σελ. ).

Α Β

Γ

Δ

Ε

Ζ Θ Το ΒΓ είναι τετράγωνο, άρα και το ΑΔ είναι
τετράγωνο. Και επειδή |ΒΓ| = |ΓΔ| αν αφαι-
ρεθεί και από τα δύο το κοινό ΓΕ προκύπτει
|ΒΖ| = |ΑΔ|. Επειδή είναι και ισογώνια άρα
και οι πλευρές των ΒΖ, ΑΔ που περιέχουν τις
ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες (Π,
σελ. ), άρα είναι ΖΕ/ΕΔ = ΑΕ/ΕΒ και επειδή
ΖΕ = ΑΒ και ΕΔ = ΑΕ άρα ΒΑ/ΑΕ = ΑΕ/ΕΒ.
Όμως ΑΒ > ΑΕ άρα και ΑΕ > ΕΒ (Β, Π,

σελ. ). Άρα η ευθεία ΑΒ χωρίστηκε σε μέσο και άκρο λόγο κατά το Ε
και το μεγαλύτερο τμήμα της είναι το ΑΕ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 31 () Στα ορθογώνια τρίγωνα το σχήμα που γράφεται με
πλευρά την υποτείνουσα έχει εμβαδό ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των
ομοίων και όμοια τοποθετημένων σχημάτων με πλευρές εκείνες που περιέχουν
την ορθή γωνία.

Α

Β ΓΔ

Απόδειξη. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ με
ορθή την γωνία ΒΑ̂Γ. Ισχυρίζομαι ότι το σχήμα
που γράφεται με πλευρά την ΒΓ έχει εμβαδό
ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των ομοίων
και όμοια τοποθετημένων σχημάτων με πλευρές
τις ΒΑ, ΑΓ.

Φέρνουμε την κάθετοΑΔ στη ΒΓ. Επειδή στο
ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέραμε από την κο-
ρυφή Α της ορθής γωνίας κάθετη την ΑΔ στη βάση ΒΓ, τα τρίγωνα ΑΒΔ,
ΑΔΓ που βρίσκονται εκατέρωθεν της καθέτου είναι όμοια και μεταξύ τους
και με ολόκληρο ΑΒΓ (Π, σελ. ). Επειδή το ΑΒΓ είναι όμοιο προς το
ΑΒΔ έχουμε ΓΒ/ΒΑ = ΑΒ/ΒΔ. Και επειδή τρία ευθύγραμμα τμήματα είναι
ανάλογα, όσος είναι ο λόγος του πρώτου προς το τρίτο, τόσος είναι και
ο λόγος του σχήματος που γράφτηκε από το πρώτο ευθύγραμμο τμήμα
προς το σχήμα που γράφτηκε από το δεύτερο όμοιο και ομοίως τοποθε-
τημένο (Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα

ΓΒ
ΒΔ = Σχήμα ΓΒ

Σχήμα ΒΑ 𝜅𝛼𝜄 ΒΓ
ΓΔ = Σχήμα ΒΓ

Σχήμα ΓΑ.

Συνεπώς
ΒΔ
ΒΓ = Σχήμα ΒΑ

Σχήμα ΒΓ 𝜅𝛼𝜄 ΓΔ
ΒΓ = Σχήμα ΓΑ

Σχήμα ΒΓ .

Κατά συνέπεια
ΒΔ + ΓΔ

ΒΓ = Σχήμα ΒΑ + Σχήμα ΓΑ
Σχήμα ΒΓ .

Αλλά ΒΓ = ΒΔ + ΓΔ συνεπώς Σχήμα ΒΑ + Σχήμα ΓΑ = Σχήμα ΒΓ.
Άρα στα ορθογώνια τρίγωνα το σχήμα που γράφεται με πλευρά την

υποτείνουσα έχει εμβαδό ίσο προς το άθροισμα των εμβαδών των ομοίων
και όμοια τοποθετημένων σχημάτων με πλευρές εκείνες που περιέχουν την
ορθή γωνία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 32 () Αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές ανάλογες προς δυο
πλευρές και συντεθούν σε μια γωνία (στμ: να έχουν μια κοινή κορυφή) έτσι
ώστε οι ομόλογες πλευρές τους να είναι παράλληλες, οι λοιπές πλευρές θα
βρίσκονται στην ίδια ευθεία.
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Απόδειξη. Έστω δυο τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΓΕ που
έχουν ανάλογες πλευρές ΒΑ/ΑΓ = ΔΓ/ΔΕ και
ΑΒ ⫽ ΔΓ, ΑΓ ⫽ ΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι οι ΒΓ και η
ΓΕ βρίσκονται στην ίδια ευθεία.

Διότι αφού ΑΒ ⫽ ΔΓ και η ΑΓ τις τέμνει, οι
(στμ: εντός) εναλλάξ γωνίες που σχηματίζονται θα είναι ίσες ΒΑ̂Γ = ΑΓ̂Δ
(Β, Π, σελ. ). Όμοια προκύπτει ότι ΓΔ̂Ε = ΑΓ̂Δ. Οπότε και ΒΑ̂Γ =
ΓΔ̂Ε. Επειδή υπάρχουν δυο τρίγωνα τα ΑΒΓ, ΔΓΕ που έχουν μια γωνία την
�̂� ίση με μια γωνία την Δ̂ και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες
ανάλογες ΒΑ/ΑΓ = ΓΔ/ΔΕ άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΔΓΕ είναι ισογώνια
(Π, σελ. ) οπότε ΑΒ̂Γ = ΔΓ̂Ε. Δείξαμε και ότι ΑΓ̂Δ = ΒΑ̂Γ άρα
ΑΓ̂Ε = ΑΒ̂Γ+ΒΑ̂Γ. Ας προσθέσουμε τώρα και την κοινή ΑΓ̂Β και στα δυο
μέλη

ΑΓ̂Ε + ΑΓ̂Β = ΑΒ̂Γ + ΒΑ̂Γ + ΑΓ̂Β.
Αλλά ΑΒ̂Γ + ΒΑ̂Γ + ΑΓ̂Β = 2 ορθές. Επομένως με την ευθεία ΑΓ και στο
σημείο Γ αυτής τα δυο ευθύγραμμα τμήματα ΒΓ, ΓΕ που δεν βρίσκονται
προς το ίδιο μέρος, σχηματίζουν τις εφεξής γωνίες ΑΓ̂Ε + ΑΓ̂Β = 2 ορθές.
Άρα οι ΒΓ, ΓΕ βρίσκονται στην ίδια ευθεία (Β, Π, σελ. ).

Άρα αν δυο τρίγωνα έχουν δυο πλευρές ανάλογες προς δυο πλευρές και
συντεθούν σε μια γωνία (στμ: να έχουν μια κοινή κορυφή) έτσι ώστε οι ομό-
λογες πλευρές τους να είναι παράλληλες, οι λοιπές πλευρές θα βρίσκονται
στην ίδια ευθεία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 () Δυο τόξα σε ίσους κύκλους έχουν τον ίδιο λόγο με τις
επίκεντρες γωνίες που βαίνουν σε αυτά και με τις εγγεγραμμένες γωνίες που
βαίνουν σε αυτά.

Απόδειξη. Έστω ΑΒΓ, ΔΕΖ ίσοι κύκλοι, ΒΗ̂Γ, ΕΘ̂Ζ οι επίκεντρες γωνίες
στα κέντρα Η, Θ και ΒΑ̂Γ, ΕΔ̂Ζ οι εγγεγραμμένες γωνίες. Ισχυρίζομαι ότι
⏜ΒΓ/ ⏜ΕΖ = ΒΗ̂Γ/ΕΘ̂Ζ = ΒΑ̂Γ/ΕΔ̂Ζ.
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Στη συνέχεια του τόξου ⏜ΒΓ λαμβάνουμε οσαδήποτε ίσα τόξα με το ⏜ΒΓ έστω
⏜ΓΚ = ⏜ΚΛ = ⏜ΒΓ, ενώ στη συνέχεια του τόξου ⏜ΕΖ λαμβάνουμε οσαδήποτε
τόξα ίσα με το ⏜ΕΖ έστω ⏜𝑍Μ = ⏜ΜΝ = ⏜ΕΖ και φέρνουμε τις ΗΚ, ΗΛ, ΘΜ,
ΘΝ.

Επειδή τα τόξα είναι ίσα θα είναι ίσες και οι επίκεντρες γωνίες τους
ΒΗ̂Γ = ΓΗ̂Κ = ΚΗ̂Λ (Β, Π, σελ. ). Άρα όσες φορές πολλαπλάσια
είναι τα τόξα, τόσες φορές πολλαπλάσιες είναι και οι γωνίες ⏜ΒΛ/ ⏜ΒΓ =
ΒΗ̂Λ/ΒΗ̂Γ. Όμοια ⏜ΝΕ/ ⏜ΕΖ = ΝΘ̂Ε/ΕΘ̂Ζ.

Άρα αν ⏜ΒΛ = ⏜ΕΝ τότε και ΒΗ̂Λ = ΕΘ̂Ν, αν ⏜ΒΛ > ⏜ΕΝ τότε και ΒΗ̂Λ >
ΕΘ̂Ν και αν ⏜ΒΛ < ⏜ΕΝ τότε και ΒΗ̂Λ < ΕΘ̂Ν. Υπάρχουν λοιπόν τέσσαρα
μεγέθη, δυο τα τόξα ⏜ΒΓ , ⏜ΕΖ και δυο οι γωνίες ΒΗ̂Γ, ΕΘ̂Ζ. Πήραμε το τόξο
⏜ΒΛ και τη γωνία ΒΗ̂Λ να είναι ίσες φορές πολλαπλάσια του τόξου ⏜ΒΓ και
τη γωνίας ΒΗ̂Γ και το τόξο ⏜ΕΝ και τη γωνία ΕΘ̂Ν να είναι ίσες φορές
πολλαπλάσια του τόξου ⏜ΕΖ και τη γωνίας ΕΘ̂Ζ.

Αποδείξαμε ότι αν ⏜ΒΛ > ⏜ΕΝ τότε και ΒΗ̂Λ > ΕΘ̂Ν, αν ⏜ΒΛ = ⏜ΕΝ τότε
και ΒΗ̂Λ = ΕΘ̂Ν και αν ⏜ΒΛ < ⏜ΕΝ τότε και ΒΗ̂Λ < ΕΘ̂Ν.

Άρα ⏜ΒΓ/ ⏜ΕΖ = ΒΗ̂Γ/ΕΘ̂Ζ (Β, Ορ, σελ. ), αλλά ΒΗ̂Γ/ΕΘ̂Ζ =
ΒΑ̂Γ/ΕΔ̂Ζ (Β, Ορ, σελ. ) γιατί καθεμιά από τις ΒΗ̂Γ, ΕΘ̂Ζ είναι δι-
πλάσια καθεμιάς από τις ΒΑ̂Γ, ΕΔ̂Ζ (Β, Π, σελ. ). Άρα ⏜ΒΓ/ ⏜ΕΖ =
ΒΗ̂Γ/ΕΘ̂Ζ = ΒΑ̂Γ/ΕΔ̂Ζ.

Άρα δυο τόξα σε ίσους κύκλους έχουν τον ίδιο λόγο με τις επίκεντρες
γωνίες που βαίνουν σε αυτά και με τις εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν
σε αυτά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Προλεγόμενα των μεταφραστών

Σύμφωνα με τον Ιάμβλιχο (περί το  μαχχ) για τον ορισμό της μονάδας
ο Ευκλείδης (ή οι μεταγενέστεροι Μαθηματικοί που επηρέασαν το κείμενο)
επιλέγει τον δημοφιλέστερο. Όμως δεν ήταν ο μοναδικός αλλά κυκλοφο-
ρούσαν ανάμεσα στους Μαθηματικούς διάφοροι ορισμοί. Εδώ θέλουμε να
ξεχωρίσουμε τον ορισμό του Πυθαγόρειου Μαθηματικού Θυμαρίδα από
την Πάρο (–παχχ), ο οποίος δίνει τον ορισμό της μονάδας με αυτό
που σήμερα έχει επικρατήσει να λέγεται supremum, αν και ο ελληνικός όρος
είναι εύηχος: «άνω πέρας». Ο Θυμαρίδας, σύμφωνα με τον Ιάμβλιχο (στο
«Σχόλια στον Νικόμαχο»), όριζε τη μονάδα ως «οριακή ποσότητα» (πε-
ραίνουσα ποσότης) «το άνω πέρας των μορίων», δηλαδή των λόγων 𝛼/𝛽
με 𝛼 < 𝛽· ενώ διάφοροι Πυθαγόρειοι έλεγαν ότι «η μονάδα είναι το σύνορο
ανάμεσα στους αριθμούς και στα μόρια».

Αυτό που έχει ενδιαφέρον εδώ είναι το προφανές συμπέρασμα ότι ο
ορισμός του Θυμαρίδα ήταν κατανοητός στην εποχή του. Δηλαδή δεν
διέφευγε της αντίληψής τους η έννοια του supremum.

Ας δούμε τώρα τους ορισμούς κατά τον Ευκλείδη.

Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Μια «μονάδα» είναι εκείνο, εξ᾽ αιτίας του οποίου, καθένα από
υπαρκτά πράγματα δύναται να ονομάζεται «ένα».

(oρ. 2) «Αριθμός» είναι ένα πλήθος συγκείμενων μονάδων (στμ: διαδοχι-
κών, χωρίς διακοπή).

(oρ. 3) Ένας αριθμός λέγεται «μέρος» ενός μεγαλύτερου αριθμού αν τον
μετρά (στμ: είναι παράγοντάς του).

(oρ. 4) Ένας αριθμός είναι «μέρη» ενός άλλου (στμ: κλάσμα του άλλου)
αν δεν τον μετρά και είναι κλασματικό μέρος του.
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(oρ. 5) Ένας αριθμός είναι «πολλαπλάσιος» ενός άλλου αριθμού όταν
μετριέται από αυτόν.

(oρ. 6) Ένας αριθμός λέγεται «άρτιος» όταν χωρίζεται σε δύο ίσους αριθ-
μούς.

(oρ. 7) Ένας αριθμός λέγεται «περιττός» όταν δεν χωρίζεται σε δύο ίσους
αριθμούς ή όταν διαφέρει κατά μια μονάδα από έναν άρτιο αριθμό.

(oρ. 8) Ένας αριθμός λέγεται «αρτιάκις άρτιος» όταν μετριέται άρτιο
πλήθος φορών από άρτιο αριθμό.

(oρ. 9) Ένας αριθμός λέγεται «αρτιάκις περιττός» όταν μετριέται άρτιο
πλήθος φορών από περιττό αριθμό.

(oρ. 10) Ένας αριθμός λέγεται «περισσάκις άρτιος» αν μετριέται περιττό
πλήθος φορών από άρτιο αριθμό.

(oρ. 11) Ένας αριθμός λέγεται «περισσάκις περιττός» όταν μετριέται πε-
ριττό πλήθος φορών από περιττό αριθμό.

(oρ. 12) Ένας αριθμός λέγεται «πρώτος» όταν μετριέται μόνο από τη
μονάδα.

(oρ. 13) Δυο αριθμοί λέγονται «πρώτοι μεταξύ τους» όταν το μόνο κοινό
τους μέτρο είναι μια μονάδα.

(oρ. 14) Ένας αριθμός λέγεται «σύνθετος» όταν μετριέται από κάποιον
αριθμό (στμ: διαφορετικό της μονάδας).

(oρ. 15) Δυο αριθμοί λέγονται «σύνθετοι μεταξύ τους» όταν υπάρχει ένας
αριθμός (στμ: εκτός από την μονάδα) που να τους μετρά και τους
δυο.

(oρ. 16) Ένας αριθμός λέγεται ότι «πολλαπλασιάζει» έναν άλλο αριθμό
όταν ο πολλαπλασιαζόμενος αριθμός προστίθεται στον εαυτό του
τόσες φορές όσες και οι μονάδες που υπάρχουν στον αριθμό που
τον πολλαπλασιάζει. Έτσι, προκύπτει ένας άλλος αριθμός (στμ:
το γινόμενό τους).

(oρ. 17) Ο αριθμός που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό δύο αριθμών
λέγεται «επίπεδος» ενώ «πλευρές» του καλούνται οι δυο αριθμοί
που πολλαπλασιάζονται.

(oρ. 18) Ο αριθμός που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό τριών αριθ-
μών λέγεται «στερεός» ενώ «πλευρές» του καλούνται οι τρεις
αριθμοί που πολλαπλασιάζονται.
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(oρ. 19) «Τετράγωνος» λέγεται ένας αριθμός όταν προκύπτει από πολλα-
πλασιασμό ίσου με ίσο ή όταν (στμ: είναι επίπεδος και) περιέχεται
σε δυο ίσες πλευρές.

(oρ. 20) Ένας αριθμός λέγεται «κύβος» όταν προκύπτει όταν ένας αριθ-
μός πολλαπλασιαστεί με έναν ίσο αριθμό και το γινόμενο που
προκύπτει πολλαπλασιαστεί ξανά με τον τον ίδιο αριθμό ή όταν
(στμ: είναι στερεός και) περιέχεται σε τρεις ίσες πλευρές.

(oρ. 21) Τέσσαρες αριθμοί λέγονται «ανάλογοι» όταν ο πρώτος και ο τρί-
τος είναι ίσα πολλαπλάσια (ή ίδιο μέρος ή ίδια μέρη) του δεύτερου
και του τέταρτου αντίστοιχα.

(oρ. 22) Οι επίπεδοι και στερεοί αριθμοί λέγονται «όμοιοι» όταν έχουν
τις πλευρές τους ανάλογες.

(oρ. 23) Ένας αριθμός λέγεται «τέλειος» όταν είναι ίσος με το άθροισμα
των αριθμών που είναι μέρη του.

Προτάσεις και Θεωρήματα

Πρόταση 1 () Έστω ότι δίνονται δύο άνισοι αριθμοί και ανθυφαιρείται
συνεχώς ο μικρότερος από τον μεγαλύτερο. Αν ο αριθμός που προκύπτει κάθε
φορά δεν μετρά τον προηγούμενό του μέχρι να γίνει μονάδα τότε οι δύο αρχικοί
αριθμοί είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Απόδειξη. Έστω οι δύο άνισοι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 με 𝛼 > 𝛽 και έστω ότι κατά
την ανθυφαίρεση του 𝛽 από τον 𝛼 το υπόλοιπο δεν μετρά τον προηγούμενο
του μέχρι αυτό να γίνει μονάδα. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι
μεταξύ τους δηλαδή ότι το μόνο κοινό μέτρο τους είναι η μονάδα.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους
τότε θα υπάρχει ένας αριθμός (στμ: όχι το 1), έστω ο 𝜀, που θα τους μετρά.

Κατά την ανθυφαίρεση του 𝛽 από το 𝛼 ας υποθέσουμε ότι μετράμε τον
𝛼 με τον 𝛽 και περισσεύει υπόλοιπο 𝛾. Στην συνέχεια, μετρώντας τον 𝛽 με
τον 𝛾 περισσεύει υπόλοιπο 𝛿. Μετρώντας τέλος τον 𝛾 με τον 𝛿 περισσεύει
η μονάδα.

Αλλά ο 𝜀 μετρά τον 𝛽 που μετρά τον 𝛼− 𝛾 (διότι μετρώντας τον 𝛼 με
τον 𝛽 μένει υπόλοιπο 𝛾). Έτσι, ο 𝜀 μετρά και τον 𝛼 − 𝛾. Καθώς όμως ο 𝜀
μετρά τον 𝛼 έπεται ότι ο 𝜀 μετρά και τον 𝛾.

Επιπλέον ο 𝛾 μετρά τον 𝛽 − 𝛿 (διότι μετρώντας τον 𝛽 με τον 𝛾 μένει
υπόλοιπο 𝛿) και επομένως ο 𝜀 μετρά τον 𝛽 − 𝛿. Καθώς ο 𝜀 μετρά τον 𝛽
έπεται ότι ο 𝜀 μετρά τον 𝛿.
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Όμως ο 𝛿 μετρά και τη διαφορά του 𝛾 από τη μονάδα (διότι μετρώντας
τον 𝛾 με τον 𝛿 περισσεύει μονάδα). Συνεπώς και ο 𝜀 μετρά αυτή τη διαφορά.

Παραπάνω όμως δείξαμε ότι ο 𝜀 μετρά τον 𝛾 και άρα ο 𝜀 μετρά και
την μονάδα. Αυτό όμως είναι αδύνατον και έτσι συμπεραίνουμε ότι δεν
υπάρχει αριθμός (στμ: εκτός από την μονάδα) που να μετρά τους 𝛼 και 𝛽,
άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 2 (Κατασκευή) ()Ναβρεθείτομέγιστοκοινόμέτροδύοαριθμών
(στμ: ο μέγιστος κοινός διαιρέτης τους) που δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Υλοποίηση: Έστω οι 𝛼 και 𝛽 με 𝛼 > 𝛽 που δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους
και των οποίων πρέπει να βρεθεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης.

Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις καθώς ο 𝛽 είτε μετρά τον 𝛼 είτε όχι.
1η περίπτωση: Ο 𝛽 μετρά τον 𝛼.

Τότε ο 𝛽 είναι και ένας από κοινούς διαιρέτες των 𝛼 και 𝛽 και καθώς δεν
υπάρχει αριθμός μεγαλύτερος του 𝛽 που να τον μετρά έπεται ότι είναι ο
μέγιστος από τους κοινούς διαιρέτες των 𝛼 και 𝛽, δηλαδή ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛽.
2η περίπτωση: Οι 𝛽 δεν μετρά τον 𝛼.

Ανθυφαιρούμε τον 𝛽 από τον 𝛼 οπότε το υπόλοιπο που περισσεύει θα
μετρά τον προηγούμενο του και δε θα γίνει ποτέ μονάδα καθώς τότε θα
έπρεπε οι 𝛼 και 𝛽 να είναι πρώτοι μεταξύ τους κάτι που δεν ισχύει από
την υπόθεση.

Έστω λοιπόν ότι κατά την ανθυφαίρεση μετρώντας τον 𝛼 με τον 𝛽
περισσεύει ο 𝛾 < 𝛽. Στην συνέχεια μετρώντας τον 𝛽 με τον 𝛾 περισσεύει
ο 𝛿 < 𝛾 και ο 𝛿 μετρά τον 𝛾. Τότε επειδή ο 𝛿 μετρά τον 𝛾 και ο 𝛾 μετρά
τον 𝛽 − 𝛿 (μετρώντας τον 𝛽 με τον 𝛾 περισσεύει ο 𝛿) έπεται ότι ο 𝛿 μετρά
τον 𝛽 − 𝛿. Άρα ο 𝛿 μετρά τον 𝛽. Ο 𝛽 όμως μετρά τον 𝛼 − 𝛾 (μετρώντας
τον 𝛼 με τον 𝛽 περισσεύει ο 𝛾) και άρα ο 𝛿 μετρά τον 𝛼 − 𝛾. Παραπάνω
δείξαμε ότι ο 𝛿 μετρά τον 𝛾 οπότε ο 𝛿 μετρά και τον 𝛼.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο 𝛿 μετρά τους 𝛼 και 𝛽 και άρα είναι ένα
κοινό τους μέτρο.

Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛿 είναι το μέγιστο κοινό μέτρο των 𝛼 και 𝛽.
Πράγματι αν υποθέσουμε ότι ο 𝛿 δεν είναι το μέγιστο κοινό μέτρο των

𝛼 και 𝛽 τότε αυτό θα είναι ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝜀 με 𝜀 > 𝛿.
Επειδή τώρα ο 𝜀 μετρά τον 𝛽 και ο 𝛽 μετρά τον 𝛼 − 𝛾 έπεται ότι ο 𝜀

μετρά τον 𝛼 − 𝛾. Καθώς ο 𝜀 μετρά τον 𝛼 έπεται ότι ο 𝜀 μετρά και τον 𝛾.
Ο 𝛾 μετρά τον 𝛽 − 𝛿 (μετρώντας τον 𝛽 με τον 𝛾 περισσεύει ο 𝛿) οπότε
και ο 𝜀 μετρά τον 𝛽 − 𝛿. Όμως ο 𝜀 μετρά τον 𝛽 και άρα μετρά και τον 𝛿.
Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς 𝜀 > 𝛿.

Συνεπώς, δεν υπάρχει αριθμός μεγαλύτερος του 𝛿 που να είναι κοινό
μέτρο των 𝛼 και 𝛽. Έτσι ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛿· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
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Πόρισμα 13 Προφανώς, αν ένας αριθμός μετρά δύο άλλους τότε μετρά και το
μέγιστο κοινό μέτρο τους. 

Πρόταση 3 (Κατασκευή) ()Να βρεθεί το μέγιστο κοινό μέτρο τριών δο-
θέντων αριθμών (στμ: ο μέγιστος κοινός διαιρέτης τους)που δεν είναι πρώτοι
μεταξύ τους.

Υλοποίηση: Έστω οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 που δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους και των
οποίων πρέπει να βρεθεί ο μέγιστος κοινός διαιρέτης.

Λαμβάνουμε (Π, σελ. ) τον μέγιστο κοινό διαιρέτη των 𝛼 και 𝛽 και
έστω ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛿. Για τον 𝛿 διακρίνουμε δύο περιπτώσεις καθώς ο 𝛿
είτε μετρά τον 𝛾 είτε δεν τον μετρά.
1η περίπτωση: Ο 𝛿 μετρά τον 𝛾.

Τότε ο 𝛿 μετρά τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και άρα είναι ένα κοινό τους μέ-
τρο. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛿 είναι το μέγιστο κοινό μέτρο τους, δηλαδή ότι
ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝛿.

Πράγματι αν δεν είναι, τότε θα υπάρχει ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝜀
με ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜀. Τότε όμως ο 𝜀, καθώς μετρά τους 𝛼 και 𝛽, μετρά και
τον ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛿 (Πόρισμα Π, σελ. ). Άρα ο 𝜀 μετρά τον 𝛿 και 𝜀 > 𝛿.
Αυτό όμως είναι αδύνατον.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός μεγαλύτερος από τον
𝛿 που μετρά τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και άρα ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝛿.
2η περίπτωση: Οι 𝛿 δεν μετρά τον 𝛾.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι οι 𝛾 και 𝛿 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.
Πράγματι επειδή οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους υπάρχει

ένας αριθμός που τους μετρά. Ο αριθμός αυτός, καθώς μετρά τους 𝛼 και
𝛽 μετρά και τον ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛿 (Πόρισμα Π, σελ. ). Επειδή μετρά και
τον 𝛾 έπεται ότι οι 𝛾 και 𝛿 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Στην συνέχεια λαμβάνουμε το μέγιστο κοινό μέτρο των 𝛾 και 𝛿 (Π,
σελ. ) και έστω ΜΚΔ(𝛾, 𝛿) = 𝜀. Επειδή ο 𝜀 μετρά τον 𝛿 που μετρά τους
𝛼 και 𝛽 έπεται ότι ο 𝜀 μετρά τους 𝛼 και 𝛽. Καθώς λοιπόν ο 𝜀 μετρά τον 𝛾
ο 𝜀 είναι ένα κοινό μέτρο των 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Ισχυρίζομαι ότι ο 𝜀 είναι το μέγιστο κοινό μέτρο των 𝛼, 𝛽 και 𝛾 δηλαδή
ότι ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜀.

Πράγματι, αν ο 𝜀 δεν είναι το μέγιστο κοινό μέτρο των 𝛼, 𝛽 και 𝛾 τότε
αυτό είναι ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝜁 με 𝜁 > 𝜀. Τότε όμως ο 𝜁 μετρά και
τον ΜΚΔ(𝛼, 𝛽) = 𝛿 (Πόρισμα Π, σελ. ). Συνεπώς, ο 𝜁 μετρά τους 𝛾
και 𝛿 και άρα μετρά και τον ΜΚΔ(𝛾, 𝛿) = 𝜀 (Πόρισμα Π, σελ. ). Αυτό
όμως είναι αδύνατον διότι 𝜁 > 𝜀.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός μεγαλύτερος του 𝜀 που
μετρά τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και άρα ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜀· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 4 () Ένας αριθμός που είναι μικρότερος από έναν άλλο είτε είναι
μέρος του είτε είναι μέρη του.

Απόδειξη. Έστω ότι οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν την 𝛽 < 𝛼. Ισχυρίζομαι
ότι ο 𝛽 είτε είναι μέρος του 𝛼 είτε είναι μέρη του 𝛼.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις καθώς οι 𝛼 και 𝛽 είτε είναι πρώτοι μεταξύ
τους είτε όχι.
1η περίπτωση: Οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Αν ο 𝛽 χωριστεί στις μονάδες που τον αποτελούν κάθε μια από αυτές
είναι μέρος του 𝛼 και άρα ο 𝛽 είναι μέρη του 𝛼.
2η περίπτωση: Οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Ο 𝛽 είτε μετρά είτε δεν μετρά τον 𝛼.
Αν ο 𝛽 μετρά τον 𝛼 τότε είναι μέρος του.
Αν ο 𝛽 δεν μετρά τον 𝛼 λαμβάνουμε σύμφωνα με την Π, σελ. ,

το μέγιστο κοινό μέτρο (στμ: τον ΜΚΔ) των 𝛼 και 𝛽 και έστω ότι 𝛿 =
ΜΚΔ(𝛼, 𝛽).

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι ο 𝛿 μετρά τρεις φορές τον 𝛽. Ενώ ο 𝛿
μετρά και τον 𝛼 έστω 𝜅 φορές, με 𝜅 μεγαλύτερο του τρία, διότι 𝛼 > 𝛽 και
με το τρία να μη μετρά το 𝜅 (αφού ο 𝛽 δεν μετρά τον 𝛼). Έτσι ο 𝛽 είναι
τα τρία από τα 𝜅 μέρη του 𝛼 δηλαδή 𝛽 = (3/𝜅)𝛼.

Συνεπώς, κάθε αριθμός που είναι μικρότερος από έναν άλλο είτε είναι
μέρος του είτε είναι μέρη του· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Αν ένας αριθμός είναι μέρος ενός δεύτερου αριθμού και ένας
τρίτος αριθμός είναι το ίδιο μέρος ενός τέταρτου αριθμού τότε το άθροισμα του
αρχικούαριθμούκαιτουτρίτουαριθμούείναιτο ίδιομέροςτουαθροίσματοςτων
δεύτερουκαιτέταρτου. (στμ: Αν 𝛽 = 𝜅⋅𝛼 και 𝛿 = 𝜅⋅𝛾 τότε 𝛽+𝛿 = 𝜅⋅(𝛼+𝛾)).
Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε ο 𝛼 να είναι μέρος του 𝛽
και ο 𝛾 να είναι το ίδιο μέρος του 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 + 𝛾 είναι το ίδιο
μέρος του 𝛽 + 𝛿.

Επειδή ο 𝛼 είναι μέρος του 𝛽 έπεται ότι ο 𝛽 μετριέται από τον 𝛼, έστω
𝜅 φορές. Έτσι και ο 𝛿 μετριέται 𝜅 φορές από τον 𝛾. Χάριν απλότητας
υποθέτουμε ότι το 𝜅 είναι δύο. Τότε 𝛽 = 𝛼 + 𝛼 και 𝛿 = 𝛾 + 𝛾. Έτσι, στο
άθροισμα 𝛽 + 𝛿 υπάρχουν δύο αριθμοί ίσοι με 𝛼 + 𝛾 δηλαδή 𝛽 + 𝛿 =
2 ⋅ (𝛼 + 𝛾).

Άρα ο 𝛽 + 𝛿 μετριέται δύο φορές από τον 𝛼+ 𝛾 και επομένως ο 𝛼+ 𝛾
είναι το ίδιο μέρος του 𝛽 + 𝛿 όπως ο 𝛼 του 𝛾 και ο 𝛽 του 𝛿· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν ένας αριθμός είναι μέρη ενός δεύτερου αριθμού και ένας
τρίτος αριθμός είναι ίδια μέρη ενός τέταρτου αριθμού τότε το άθροισμα του
αρχικού αριθμού και του τρίτου αριθμού είναι τα ίδια μέρη του αθροίσματος
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των δεύτερου και τέταρτου. (στμ: Αν 𝛼 = (𝜅/𝜆)𝛽 και 𝛾 = (𝜅/𝜆)𝛿 με 𝛼 > 𝛾
τότε 𝛼 + 𝛾 = (𝜅/𝜆)(𝛽 + 𝛿)).
Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε οι 𝛼 και 𝛾 να είναι τα ίδια
μέρη των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι όσα μέρη είναι ο 𝛼 του 𝛽
ίσα μέρη είναι και ο 𝛼 + 𝛾 του 𝛽 + 𝛿.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι ο 𝛼 είναι τα 2/3 του 𝛽 οπότε και
ο 𝛾 είναι τα 2/3 του 𝛿. Καθώς ο 𝛼 είναι τα 2 από τα 3 μέρη του 𝛽 αν
𝛽 = 3𝑥 τότε 𝛼 = 2𝑥. Ομοίως, αν 𝛿 = 3𝑦 τότε 𝛾 = 2𝑦.

Τότε από την Π, σελ. , καθώς οι 𝑥 και 𝑦 είναι το ίδιο μέρος των 𝛼
και 𝛾 αντίστοιχα, έπεται ότι το άθροισμα τους 𝑥 + 𝑦 είναι το ίδιο μέρος
του αθροίσματος 𝛼 + 𝛾, δηλαδή 𝛼 + 𝛾 = 2 ⋅ (𝑥 + 𝑦).

Ομοίως, καθώς οι 𝑥 και 𝑦 είναι το ίδιο μέρος των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα,
έπεται ότι ο 𝑥+𝑦 είναι το ίδιο μέρος του 𝛽+𝛿 δηλαδή 𝛽+𝛿 = 3 ⋅ (𝑥+𝑦).

Συνεπώς, ο 𝛼+𝛾 είναι τα 2/3 του 𝛽 +𝛿 όπως οι 𝛼 και 𝛾 είναι τα 2/3
των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Αν ένας αριθμός είναι μέρος ενός δεύτερου αριθμού και ένας
τρίτος αριθμός είναι το ίδιο μέρος ενός τέταρτου αριθμού τότε η διαφορά του
τέταρτουαπότον δεύτεροαριθμό (στμ: ο αρχικός αριθμός είναι μεγαλύτερος
του τρίτου και ο δεύτερος του τέταρτο) είναι το ίδιο μέρος της διαφοράς του
τρίτου από τον αρχικό αριθμό. (στμ: Αν 𝛽 = 𝜅 ⋅ 𝛼 και 𝛿 = 𝜅 ⋅ 𝛾 με 𝛼 > 𝛾
τότε 𝛽 − 𝛿 = 𝜅 ⋅ (𝛼 − 𝛾)).
Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛼 είναι μέρος του 𝛽 και ότι ο 𝛾 είναι ίδιο μέρος του
𝛿. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 − 𝛾 είναι ίδιο μέρος του 𝛽 − 𝛿.

Επειδή ο 𝛼 είναι μέρος του 𝛽 έπεται ότι ο 𝛽 μετριέται από τον 𝛼, έστω
𝜅 φορές. Ομοίως, επειδή ο 𝛾 είναι το ίδιο μέρος του 𝛿 και ο 𝛿 μετριέται
𝜅 φορές από τον 𝛾. Θεωρούμε τον αριθμό 𝜀 που μετριέται 𝜅 φορές από
τον 𝛼 − 𝛾. Άρα ο 𝛼 − 𝛾 είναι το ίδιο μέρος του 𝜀 όπως ο 𝛾 του 𝛿. Τότε
από την Π, σελ. , καθώς οι 𝛼 − 𝛾 και 𝛾 είναι το ίδιο μέρος των 𝜀 και
𝛿 αντίστοιχα, έπεται ότι το άθροισμα τους 𝛼 − 𝛾 + 𝛾 = 𝛼 είναι το ίδιο
μέρος του αθροίσματος 𝜀 + 𝛿. Συνεπώς ο 𝜀 + 𝛿 μετριέται 𝜅 φορές από τον
αριθμό 𝛼. Επειδή όμως και ο 𝛽 μετριέται 𝜅 φορές από τον 𝛼 είναι 𝜀+𝛿 = 𝛽
ή 𝜀 = 𝛽 − 𝛿.

Τελικά, ο 𝛽 − 𝛿 μετριέται 𝜅 φορές από τον 𝛼−𝛾 και άρα ο 𝛼−𝛾 είναι
το ίδιο μέρος του 𝛽 − 𝛿 όπως είναι ο 𝛼 του 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 8 () Αν ένας αριθμός είναι μέρη ενός δεύτερου αριθμού και ένας
τρίτοςαριθμός είναι ίδια μέρη ενός τέταρτουαριθμού τότε η διαφοράτουτρίτου
απότοναρχικόαριθμό (στμ: ο αρχικός αριθμός είναι μεγαλύτερος του τρίτου
και ο δεύτερος του τέταρτο) είναι τα ίδια μέρη της διαφοράς του τέταρτου
από τον δεύτερο. (στμ: Αν 𝛼 = (𝜅/𝜆)𝛽 και 𝛾 = (𝜅/𝜆)𝛿 με 𝛼 > 𝛾 τότε
𝛼 − 𝛾 = (𝜅/𝜆)(𝛽 − 𝛿)).
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Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε οι 𝛼 και 𝛾 να είναι τα ίδια
μέρη των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα και 𝛼 > 𝛾. Ισχυρίζομαι ότι όσα μέρη είναι ο
𝛼 του 𝛽 (στμ: και ο 𝛾 του 𝛿) ίσα μέρη είναι και ο 𝛼 − 𝛾 του 𝛽 − 𝛿.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι ο 𝛼 είναι τα 2/3 του 𝛽 οπότε και
ο 𝛾 είναι τα 2/3 του 𝛿. Καθώς ο 𝛼 είναι τα 2 από τα 3 μέρη του 𝛽 αν
𝛽 = 3𝑥 τότε 𝛼 = 2𝑥. Ομοίως, αν 𝛿 = 3𝑦 τότε 𝛾 = 2𝑦. Επειδή 𝛽 > 𝛿
(καθώς 𝛼 > 𝛾) είναι και 𝑥 > 𝑦. Από την Π, σελ. , καθώς οι 𝑥 και 𝑦
είναι το ίδιο μέρος των 𝛼 και 𝛾 αντίστοιχα, έπεται ότι και o 𝑥 − 𝑦 είναι
το ίδιο μέρος του 𝛼 − 𝛾, δηλαδή 𝛼 − 𝛾 = 2 ⋅ (𝑥 − 𝑦).

Ομοίως, καθώς οι 𝑥 και 𝑦 είναι το ίδιο μέρος των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα
έπεται ότι ο 𝑥−𝑦 είναι το ίδιο μέρος του 𝛽−𝛿, δηλαδή 𝛽−𝛿 = 3⋅(𝑥−𝑦).

Συνεπώς, ο 𝛼 − 𝛾 είναι τα 2/3 του 𝛽 − 𝛿 όπως οι 𝛼 και 𝛾 είναι τα
2/3 των 𝛾 και 𝛿 αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 () Αν ένας αριθμός είναι μέρος ενός δεύτερου αριθμού και ένας
τρίτος αριθμός είναι το ίδιο μέρος ενός τέταρτου αριθμού τότε όσα μέρη ή μέ-
ρος του τρίτου είναι ο αρχικός αριθμός ίσα μέρη ή μέρος του τέταρτου είναι ο
δεύτερος.

Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε οι 𝛼 και 𝛾 να είναι το ίδιο
μέρος των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι όσα μέρη ή μέρος είναι ο 𝛼
του 𝛾 ίσα μέρη ή μέρος είναι και ο 𝛽 του 𝛿.

Καθώς οι 𝛼 και 𝛾 είναι το ίδιο μέρος των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα, όσοι
αριθμοί ίσοι με 𝛼 περιέχονται στον 𝛽 τόσοι είναι και οι αριθμοί που είναι
ίσοι με 𝛾 και περιέχονται στον 𝛿.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι στον 𝛽 περιέχονται 2 αριθμοί ίσοι με
𝛼 οπότε στον 𝛿 περιέχονται 2 αριθμοί ίσοι με 𝛾. Δηλαδή ισχύουν 𝛽 = 𝛼+𝛼
και 𝛿 = 𝛾 + 𝛾. Από την Π, σελ.  (και την Π, σελ. ) όμως έπεται
ότι το άθροισμα 𝛼+𝛼 είναι το ίδιο μέρος (ή μέρη) του αθροίσματος 𝛾 +𝛾
όπως ο 𝛼 του 𝛾.

Τελικά, καθώς 𝛽 = 𝛼 + 𝛼 και 𝛿 = 𝑦 + 𝑦, συμπεραίνουμε ότι οι 𝛽 και 𝛿
είναι το ίδιο μέρος ή μέρη όπως είναι ο 𝛼 του 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 () Αν ένας αριθμός είναι μέρη ενός δεύτερου αριθμού και
ένας τρίτος αριθμός είναι τα ίδια μέρη ενός τέταρτου αριθμού τότε όσα μέρη ή
μέρος του τρίτου είναι ο αρχικός αριθμός ίσα μέρη ή μέρος του τέταρτου είναι
ο δεύτερος.

Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε οι 𝛼 και 𝛾 να είναι τα ίδια
μέρη των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι όσα μέρη ή μέρος είναι ο 𝛼
του 𝛾 ίσα μέρη ή μέρος είναι και ο 𝛽 του 𝛿.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι οι 𝛼 και 𝛾 είναι τα 2/3 των 𝛽 και 𝛿
αντίστοιχα. Καθώς ο 𝛼 είναι τα 2 από τα 3 μέρη του 𝛽 αν 𝛽 = 𝑥 + 𝑥 + 𝑥
τότε 𝛼 = 𝑥 + 𝑥. Ομοίως, αν 𝛿 = 𝑦 + 𝑦 + 𝑦 τότε 𝛾 = 𝑦 + 𝑦. Άρα οι 𝑥 και
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𝑦 είναι το ίδιο μέρος των 𝛽 και 𝛿 αντίστοιχα. Τότε από την Π, σελ. 
έπεται ότι το άθροισμα 𝑥 + 𝑥 είναι το ίδιο μέρος ή μέρη του αθροίσματος
𝑦 + 𝑦 όπως ο 𝛽 του 𝛿.

Καθώς 𝛼 = 𝑥 + 𝑥 και 𝛾 = 𝑦 + 𝑦 συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι 𝛼 και 𝛽
είναι το ίδιο μέρος ή μέρη των 𝛾 και 𝛿 αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 11 () Σε μια αναλογία δύο ίσων λόγων, ο λόγος της διαφοράς
των αριθμητών προς την διαφορά των παρονομαστών είναι ίσος με κάθε έναν
από τους ίσους λόγους της αναλογίας.

Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ώστε 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 με 𝛼 > 𝛾 και
𝛽 > 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι

𝛼 − 𝛾
𝛽 − 𝛿 = 𝛼

𝛽 .

Επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 καθώς οι 𝛼 και 𝛽 είναι ανάλογοι των 𝛽 και 𝛿 έπεται
ότι ό,τι μέρος (αντίστοιχα μέρη) του 𝛽 είναι ο 𝛼 ίδιο μέρος (αντίστοιχα
μέρη) του 𝛿 είναι ο 𝛾 (Ορ, σελ. ). Από την Π, σελ.  (αντίστοιχα
Π, σελ. ) συμπεραίνουμε ότι το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) του 𝛽−𝛿
είναι ο 𝛼 − 𝛾.

Συνεπώς έπεται ότι
𝛽 − 𝛿
𝛼 − 𝛾 = 𝛼

𝛽 ,

(Ορ , σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 12 () Αν υπάρχουν οσοιδήποτε αριθμοί σε μια αναλογία τότε
κάθε ένας από τους ίσους λόγους της αναλογίας είναι ίσος με τον λόγο του
αθροίσματος των ηγούμενων όρων (στμ: των αριθμητών) προς το άθροισμα
των επόμενων όρων (στμ: των παρονομαστών)¹³.

Απόδειξη. Έστω οι τέσσαρες αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 που βρίσκονται στην
αναλογία 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Ισχυρίζομαι ότι ισχύει

𝛼
𝛽 = 𝛼 + 𝛾

𝛽 + 𝛿 .

Πράγματι επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 έπεται ότι ό,τι μέρος (αντίστοιχα μέρη)
είναι ο 𝛼 του 𝛽 το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛾 του 𝛿 (Ορ,
σελ. ).

Από την Π, σελ.  (αντίστοιχα Π, σελ. ), καθώς ό,τι μέρος (αντί-
στοιχα μέρη) είναι ο 𝛼 του 𝛽 το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛾 του
𝛿, προκύπτει ότι το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι και ο 𝛼 + 𝛾 του
𝛽 + 𝛿.

. Στμ: Η Π, σελ.  είναι ισοδύναμη με την Π του Β, σελ. .
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Συνεπώς, 𝛼
𝛽 = 𝛼 + 𝛾

𝛽 + 𝛿 ,
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν τέσσαρες αριθμοί είναι σε αναλογία τότε οι ενδιάμεσοι
όροι της αναλογίας μπορούν να αλλάξουν θέση μεταξύ τους¹⁴.
Απόδειξη. Έστω οι τέσσαρες αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 που βρίσκονται στην
αναλογία 𝛼

𝛽 = 𝛾
𝛿 . Ισχυρίζομαι ότι ισχύει

𝛼
𝛾 = 𝛽

𝛿 .

Πράγματι, επειδή 𝛼
𝛽 = 𝛾

𝛿 ό,τι μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛼 του 𝛽
το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛾 του 𝛿. (Ορ, σελ. ). Από την
Π, σελ.  όμως έπεται ότι ό,τι μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛼 του
𝛾 το ίδιο μέρος (αντίστοιχα μέρη) είναι ο 𝛽 του 𝛿.

Συνεπώς, 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 () Σε μια αναλογία οσωνδήποτε ίσων λόγων οι δι᾽ ίσου όροι
(στμ: εφόσον υπάρχουν τέτοιοι) έχουν λόγο ίσο με τους λόγους της αναλο-
γίας¹⁵.
Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 και 𝜁 ώστε να ισχύει

𝛼
𝛽 = 𝛿

𝜀 = 𝛽
𝛾 = 𝜀

𝜁 .

Ισχυρίζομαι ότι 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁.
Πράγματι, επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 προκύπτει ότι 𝛼/𝛿 = 𝛽/𝜀 (Π, σελ. ).

Ομοίως είναι και 𝛽/𝜀 = 𝛾/𝜁. Έτσι, 𝛼/𝛿 = 𝛾/𝜁 οπότε και πάλι σύμφωνα
με την Π, σελ.  παίρνουμε 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜁· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 () Αν ένας αριθμός μετριέται από την μονάδα και ένας άλλος
αριθμός μετριέται ίσες φορές από έναν άλλο αριθμό τότε η μονάδα μετρά τον
τρίτο αριθμό όσες φορές μετρά ο δεύτερος τον τέταρτο.
Απόδειξη. Έστω ο αριθμός 𝛼 που προφανώς μετριέται από την μονάδα 𝛼
φορές και ο 𝛽 που μετριέται 𝛼 φορές από τον αριθμό 𝛾. Ισχυρίζομαι ότι
όσες φορές μετρά η μονάδα τον 𝛾 ίσες φορές μετρά και ο 𝛼 τον 𝛽.

Πράγματι, επειδή 𝛼 = 1 + 1 + 1 + … + 1⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛼 φορές

και 𝛽 = 𝛾 + 𝛾 + 𝛾 + … + 𝛾⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝛼 φορές

από την Π, σελ.  έχουμε

1
𝛾 = 1

𝛾 = … = 1
𝛾 =

𝛼 φορές

⏞⏞⏞⏞⏞1 + 1 + … + 1
𝛾 + 𝛾 + … + 𝛾⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

𝛼 φορές

= 𝛼
𝛽 .

. Στμ: Η Π, σελ.  είναι ισοδύναμη με την Π του Β, σελ. .

. Στμ: Η Π, σελ.  είναι ισοδύναμη με την Π του Β, σελ. .
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Δηλαδή ισχύει 1/𝛾 = 𝛼/𝛽 και άρα όσες φορές μετρά η μονάδα τον 𝛾
ίσες φορές μετρά ο 𝛼 τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 16 (αντιμεταθετική ιδιότητα του πολλαπλασιασμού) () Αν
δυο αριθμοί 𝛼 και 𝛽 πολλαπλασιαστούν μεταξύ τους τότε τα γινόμενα που
προκύπτουν, δηλαδή τα 𝛼 ⋅ 𝛽 και 𝛽 ⋅ 𝛼 είναι ίσα.

Απόδειξη. Έστω ότι οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 πολλαπλασιάζονται μεταξύ τους
και έστω ότι προκύπτουν τα γινόμενα 𝛼 ⋅𝛽 = 𝛾 και 𝛽 ⋅𝛼 = 𝛿. Ισχυρίζομαι
ότι 𝛾 = 𝛿.

Επειδή 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛾, ο 𝛽 μετρά 𝛼 φορές τον 𝛾. Προφανώς ο αριθμός 𝛼
μετριέται 𝛼 φορές από την μονάδα. Άρα οι 1 και 𝛽 μετρούν ίσες φορές
(δηλαδή 𝛼 φορές) τους 𝛼 και 𝛾 αντίστοιχα. Τότε από την Π, σελ. 
έπεται ότι η μονάδα και ο 𝛼 μετρούν ίσες φορές τους 𝛽 και 𝛾 αντίστοιχα
και μάλιστα ισχύει 1/𝛽 = 𝛼/𝛾. Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι
1/𝛽 = 𝛼/𝛿. Συνεπώς,

1
𝛽 = 𝛼

𝛿 = 𝛼
𝛾

από όπου προκύπτει ότι 𝛾 = 𝛿.
Άρα 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛽 ⋅ 𝛼· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 17 (απλοποίηση κλάσματος) () Άν ένας αριθμός πολλαπλα-
σιάζει δύο άλλους αριθμούς τότε τα γινόμενα που προκύπτουν έχουν λόγο ίσο
με τους δυο αριθμούς.

Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛼 πολλαπλασιάζει τους 𝛽 και 𝛾 ώστε 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛿 και
𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝜀. Ισχυρίζομαι ότι 𝛿/𝜀 = 𝛽/𝛾.

Επειδή 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛿 έπεται ότι ο 𝛽 μετρά 𝛼 φορές τον 𝛿 και καθώς
𝛼 = 𝛼 ⋅ 1 παίρνουμε 1/𝛼 = 𝛽/𝛿 (Ορ, σελ. ). Ομοίως προκύπτει και
ότι 1/𝛼 = 𝛾/𝜀.

Συνεπώς, 𝛽/𝛿 = 𝛾/𝜀 οπότε προκύπτει ότι 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 (Π, σελ. )·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Αν δύο αριθμοί πολλαπλασιαστούν επί έναν άλλο αριθμό
τότε ο λόγος των γινομένων που προκύπτουν είναι ίσος με τον λόγο των δύο
αρχικών αριθμών.

Απόδειξη. Έστω 𝛼 και 𝛽 οι δυο αριθμοί και 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝛿 και 𝛽 ⋅ 𝛾 = 𝜀.
Ισχυρίζομαι ότι 𝛿/𝜀 = 𝛼/𝛽.

Πράγματι, καθώς 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝛿 λόγω της αντιμεταθετικής ιδιότητας του
πολλαπλασιασμού (Π, σελ. ) είναι και 𝛾 ⋅ 𝛼 = 𝛿. Ομοίως προκύπτει
και ότι 𝛽 ⋅ 𝛾 = 𝛾 ⋅ 𝛽 = 𝜀. Άρα ο αριθμός 𝛾 πολλαπλασιαζόμενος επί τους
𝛼 και 𝛽 δίνει 𝛿 και 𝜀 αντίστοιχα και άρα

𝛿
𝜀 = 𝛾 ⋅ 𝛼

𝛾 ⋅ 𝛽 = 𝛼
𝛽
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(Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 19 (χιαστί γινόμενα ίσων κλασμάτων) ()Αντέσσαρεςαριθμοί
είναι σε αναλογία τότε το γινόμενο του πρώτου επί τον τέταρτο είναι ίσο με
το γινόμενο του δεύτερου επί τον τρίτο και αντιστρόφως.
Απόδειξη. Έστω οι τέσσαρες αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 που είναι σε αναλογία,
δηλαδή ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Έστω ακόμα ότι 𝛼 ⋅ 𝛿 = 𝜀 και 𝛽 ⋅ 𝛾 = 𝜁.

(Ευθύ) Ισχυρίζομαι ότι είναι 𝜀 = 𝜁. Πράγματι αν υποθέσουμε ότι 𝛼⋅𝛾 =
𝜂 τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι 𝛾/𝛿 = 𝜂/𝜀 και καθώς 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿
είναι και 𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜀.

Επειδή πάλι 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝜂 και 𝛽 ⋅ 𝛾 = 𝜁 υπάρχουν δυο αριθμοί, οι 𝛼 και
𝛽, που όταν πολλαπλασιαστούν επί τον 𝛾 δίνουν τους 𝜂 και 𝜁 ανίστοιχα
και άρα από την Π, σελ.  έπεται ότι 𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜁. Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜀
και επομένως ισχύει 𝛼

𝛽 = 𝜂
𝜁 = 𝜂

𝜀 ,
και έτσι καθώς το 𝜂 σχηματίζει ίσους λόγους με τα 𝜁 και 𝜀 συμπεραίνουμε
ότι 𝜁 = 𝜀 (Β, Π, σελ. ).

(Αντίστροφο) Έστω ότι 𝜀 = 𝜁. Ισχυρίζομαι ότι είναι και 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿.
Όπως παραπάνω, υποθέτουμε ότι 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝜂, 𝛼 ⋅ 𝛿 = 𝜀 και 𝛽 ⋅ 𝛾 = 𝜁.

Τότε επειδή 𝜀 = 𝜁 είναι και 𝜂/𝜀 = 𝜂/𝜁 καθώς ίσα μεγέθη σχηματίζουν
ίσους λόγους με ένα τρίτο μέγεθος (Β, Π, σελ. ).

Από την Π, σελ.  είναι 𝜂/𝜀 = 𝛾/𝛿 ενώ από την Π, σελ. 
αντίστοιχα προκύπτει ότι 𝜂/𝜁 = 𝛼/𝛽.

Έτσι, 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 20 () Οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο ίσο
με τον λόγο δύο άλλων αριθμών μετρούν ίσες φορές τους αριθμούς αυτούς. Ο
μικρότερος τον μικρότερο και ο μεγαλύτερος τον μεγαλύτερο.
Απόδειξη. Έστω 𝜅 και 𝜆 οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο
ίσο με τον λόγο 𝛼/𝛽, δηλαδή ισχύει 𝜅/𝜆 = 𝛼/𝛽 με 𝜅 < 𝛼 και 𝜆 < 𝛽.
Ισχυρίζομαι ότι οι 𝜅 και 𝜆 μετρούν ίσες φορές τους 𝛼 και 𝛽 αντίστοιχα.

Πράγματι αν υποθέσουμε ότι ο 𝜅 δεν είναι μέρος αλλά είναι μέρη του 𝛼
(στμ: και άρα δεν τον μετρά) τότε και ο 𝜆 είναι τα ίδια μέρη του 𝛽, αφού
𝜅/𝛼 = 𝜆/𝛽 (Π, σελ.  και Ορ, σελ. ).

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι οι 𝜅 και 𝜆 είναι τα 2/3 των 𝛼 και 𝛽
αντίστοιχα. Δηλαδή ότι ισχύουν 𝜅 = (2/3)𝛼 και 𝜆 = (2/3)𝛽.

Διαιρούμε τον 𝜅 σε δυο από τα τρία ίσα μέρη του 𝛼 και έστω 𝑥 το
καθένα από αυτά, οπότε 𝜅 = 𝑥 + 𝑥. Ομοίως, διαιρούμε τον 𝜆 σε δυο από
τα τρία ίσα μέρη του 𝛽 και έστω 𝑦 το καθένα από αυτά, οπότε 𝜆 = 𝑦+𝑦.
Τότε από την Π, σελ.  έχουμε

𝑥
𝑦 = 𝑥

𝑦 = 𝑥 + 𝑥
𝑦 + 𝑦 = 𝜅

𝜆.
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Άρα 𝑥
𝑦 = 𝜅

𝜆 = 𝛼
𝛽 ,

με 𝑥 < 𝜅, 𝑦 < 𝜆.
Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς οι 𝜅 και 𝜆 είναι οι ελάχιστοι από τους

αριθμούς που έχουν λόγο ίσο με 𝛼/𝛽.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο 𝜅 δεν είναι μέρη του 𝛼 και άρα από την Π,

σελ.  έπεται ότι ο 𝜅 είναι μέρος του 𝛼. Από την Π, σελ.  προκύπτει
δε ότι και ο 𝜆 είναι το ίδιο μέρος του 𝛽.

Συνεπώς, οι 𝜅 και 𝜆 μετρούν ίσες φορές τους 𝛼 και 𝛽 αντίστοιχα· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 21 () Οιαριθμοίπου είναιπρώτοι μεταξύτους είναι οι ελάχιστοι
από τους αριθμούς που έχουν λόγο ίσο με τον λόγο τους.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼 και 𝛽 πρώτοι μεταξύ τους. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼 και
𝛽 είναι οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο ίσο με 𝛼/𝛽.

Πράγματι αν δεν είναι οι 𝛼 και 𝛽 ελάχιστοι με λόγο ίσο με 𝛼/𝛽 τότε
υπάρχουν αριθμοί, έστω οι 𝛾 και 𝛿, με 𝛾/𝛿 = 𝛼/𝛽, 𝛾 < 𝛼 και 𝛿 < 𝛽.

Από την Π, σελ.  έπεται ότι οι 𝛾 και 𝛿 μετρούν ίσες φορές τους 𝛼
και 𝛽 αντίστοιχα. Έστω ότι ο 𝛾 μετρά 𝜅 φορές τον 𝛼 οπότε και ο 𝛿 μετρά 𝜅
φορές τον 𝛽. Τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι και ο 𝜅 μετρά 𝛾 φορές
(δηλαδή όσες μονάδες υπάρχουν στον 𝛾) τον 𝛼. Ομοίως αποδεικνύεται
ότι ο 𝜅 μετρά 𝛿 φορές τον 𝛽. Έτσι ο 𝜅 μετρά τους 𝛼 και 𝛽 κάτι που είναι
αδύνατον καθώς είναι πρώτοι μεταξύ τους (Ορ, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχουν αριθμοί μικρότεροι των 𝛼 και
𝛽 που να έχουν λόγο ίσο με 𝛼/𝛽. Και άρα οι 𝛼 και 𝛽 είναι οι ελάχιστοι με
λόγο ίσο με 𝛼/𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 22 () Οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο ίσο με
αυτούς είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Απόδειξη. Έστω 𝛼 και 𝛽 οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο
ίσο με 𝛼/𝛽. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Πράγματι, αν δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε θα έχουν κοινό μέτρο
έναν αριθμό (στμ: εκτός της μονάδας) έστω τον 𝛾. Έστω ότι ο 𝛾 μετρά 𝛿
φορές τον 𝛼 και 𝜀 φορές τον 𝛽.

Τότε 𝛾 ⋅ 𝛿 = 𝛼 και 𝛾 ⋅ 𝜀 = 𝛽 (Ορ, σελ. ) και άρα 𝛿/𝜀 = 𝛼/𝛽 (Π,
σελ. ).

Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς 𝛿 < 𝛼 και 𝜀 < 𝛽 διότι, σύμφωνα με
την υπόθεση, οι 𝛼 και 𝛽 είναι οι ελάχιστοι από τους αριθμούς με λόγο ίσο
με 𝛼/𝛽.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός που να μετρά τους 𝛼
και 𝛽 (στμ: εκτός από τη μονάδα) που είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 23 () Ανδυοαριθμοί είναιπρώτοιμεταξύτουςτότε έναςαριθμός
που μετρά τον έναν από αυτούς θα είναι πρώτος προς τον άλλον.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼 και 𝛽 που είναι πρώτοι μεταξύ τους και έστω ότι ο
𝛾 μετρά τον 𝛼. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛽 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Πράγματι αν υποθέσουμε ότι οι 𝛽 και 𝛾 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους
τότε υπάρχει ένας αριθμός (στμ: εκτός της μονάδας) που τους μετρά, έστω
ο 𝛿. Επειδή ο 𝛿 μετρά τον 𝛾 και ο 𝛾 μετρά τον 𝛼 έπεται ότι ο 𝛿 μετρά τον
𝛼. Και άρα ο 𝛿 μετρά τους 𝛼 και 𝛽. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς οι 𝛼
και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει κοινό μέτρο για τους 𝛽 και 𝛾
που είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 24 () Αν δυο αριθμοί είναι πρώτοι προς έναν άλλο αριθμό τότε
το γινόμενό τους είναι αριθμός πρώτος προς αυτόν.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι προς τον 𝛾 και ότι 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛿.
Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛾 και 𝛿 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Αν υποθέσουμε ότι οι 𝛾 και 𝛿 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε θα
έχουν κοινό μέτρο τον αριθμό 𝜀 (στμ: που δεν είναι η μονάδα). Επειδή οι 𝛼
και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους και ο 𝜀 μετρά τον 𝛾 από την Π, σελ. 
έπεται ότι οι 𝛼 και 𝜀 είναι πρώτοι μεταξύ τους. Όσες φορές μετρά ο 𝜀 τον
𝛿, έστω 𝜁 , τόσες φορές μετρά και ο 𝜁 τον 𝛿 (Π, σελ. ). Έτσι, έπεται
ότι 𝜀 ⋅ 𝜁 = 𝛿 (Ορ, σελ. ).

Αλλά 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛿 και επομένως είναι 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝜀 ⋅ 𝜁 , οπότε από την Π,
σελ.  συμπεραίνουμε ότι 𝜀/𝛼 = 𝛽/𝜁.

Οι 𝛼 και 𝜀 είναι πρώτοι μεταξύ τους και άρα είναι οι ελάχιστοι από
τους αριθμούς που έχουν λόγο ίσο με 𝜀/𝛼 και μετρούν ίσες φορές τους 𝛽
και 𝜁 αντίστοιχα σύμφωνα με την Π, σελ. . Ο 𝜀 λοιπόν μετρά τον 𝛽
ενώ μετρά και τον 𝛾. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς οι 𝛽 και 𝛾 είναι
πρώτοι μεταξύ τους.

Άρα οι 𝛾 και 𝛿 δεν έχουν κοινό μέτρο και άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 25 () Αν δυο αριθμοί είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε το τετρά-
γωνο του ενός από αυτούς είναι αριθμός πρώτος προς τον άλλον.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼 και 𝛽 πρώτοι μεταξύ τους και 𝛼 ⋅ 𝛼 = 𝛾. Ισχυρίζομαι
ότι οι 𝛽 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Λαμβάνουμε τον αριθμό 𝛿 = 𝛼. Καθώς οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώοι μεταξύ
τους έπεται ότι και οι 𝛽 και 𝛿 είναι πρώτοι μεταξύ τους. Έτσι κάθε ένας
από τους 𝛼 και 𝛿 είναι αριθμός πρώτος προς τον 𝛽. Τότε, από την Π,
σελ. , έπεται ότι και το γινόμενο τους 𝛼 ⋅ 𝛿 είναι αριθμός πρώτος προς
τον 𝛽. Έτσι, καθώς 𝛾 = 𝛿 ⋅ 𝛼 (διότι 𝛼 = 𝛿) έπεται ότι οι 𝛾 και 𝛽 είναι
πρώτοι μεταξύ τους.
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Άρα, ο 𝛼 ⋅ 𝛼 είναι πρώτος προς τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 26 () Αν δυο αριθμοί είναι και οι δύο πρώτοι προς κάθε έναν
από δυο άλλους αριθμούς τότε το γινόμενό τους είναι αριθμός πρώτος προς το
γινόμενο των δυο άλλων αριθμών.

Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼, 𝛽 που είναι και οι δύο πρώτοι προς κάθε
έναν από τους 𝛾, 𝛿. Έστω ακόμα ότι 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝜀 και 𝛾 ⋅ 𝛿 = 𝜁. Ισχυρίζομαι
ότι οι 𝜀, 𝜁 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Επειδή οι 𝛼 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους όπως και οι 𝛽 και 𝛾 από την
Π, σελ.  έπεται ότι και ο 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝜀 είναι πρώτος προς τον 𝛾. Ομοίως
αποδεικνύεται ότι και οι 𝜀, 𝛿 είναι πρώτοι μεταξύ τους. Άρα κάθε ένας από
τους 𝛾, 𝛿 είναι αριθμός πρώτος προς τον 𝜀 και άρα και το γινόμενό τους
𝛾 ⋅ 𝛿 = 𝜁 είναι πρώτος προς τον 𝜀 (Π, σελ. ).

Συνεπώς, οι 𝜀 και 𝜁 είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Αν δυο αριθμοί είναι πρώτοι μεταξύ τους όταν ο καθένας
από αυτούς πολλαπλασιαστεί με τον εαυτό του τότε οι αριθμοί που προκύ-
πτουν (στμ: τα τετράγωνα των δυο αριθμών) είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Ανοιαρχικοίαριθμοίπολλαπλασιαστούνμεταπαραπάνωγινόμενατότεοι
αριθμοί που προκύπτουν (στμ: οι κύβοι των αρχικών αριθμών) είναι πρώτοι
μεταξύ τους. Και πάντοτε περί τους άκρους συμβαίνει αυτό.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼 και 𝛽 που είναι πρώτοι μεταξύ τους. Έστω ακόμα
ότι 𝛼 ⋅ 𝛼 = 𝛾, 𝛾 ⋅ 𝛾 = 𝛿, 𝛽 ⋅ 𝛽 = 𝜀 και 𝜀 ⋅ 𝜀 = 𝜁 (στμ: δηλαδή 𝛿 = 𝛼 ⋅ 𝛼 ⋅ 𝛼
και 𝜁 = 𝛽 ⋅ 𝛽 ⋅ 𝛽). Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛾 και 𝜀 είναι πρώτοι μεταξύ τους και
ότι οι 𝛿 και 𝜁 είναι επίσης πρώτοι μεταξύ τους.

Επειδή οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους και 𝛼 ⋅𝛼 = 𝛾 από την Π,
σελ.  έπεται ότι και οι 𝛽 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Ομοίως επειδή οι 𝛽 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους και 𝛽 ⋅ 𝛽 = 𝜀, οι 𝛾
και 𝜀 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Έτσι οι 𝛼 και 𝛾 είναι και οι δύο πρώτοι προς κάθε έναν από τους 𝛽 και
𝜀 και άρα από την Π, σελ.  έπεται ότι το γινόμενο 𝛼 ⋅𝛾 είναι αριθμός
πρώτος προς το γινόμενο 𝛽 ⋅ 𝜀. Καθώς όμως 𝛼 ⋅ 𝛾 = 𝛿 και 𝛽 ⋅ 𝜀 = 𝜁 έπεται
ότι οι 𝛿 και 𝜁 είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 28 () Ανδυοαριθμοί είναιπρώτοιμεταξύτουςτότεκαιτοάθροι-
σμά τους είναι αριθμός πρώτος προς κάθε έναν από αυτούς. Και αντιστρόφως
αν το άθροισμα δυο αριθμών είναι αριθμός πρώτος προς οποιονδήποτε από
αυτούς τότε οι αριθμοί αυτοί είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους. Αν 𝛾 =
𝛼+𝛽 ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι πρώτος προς κάθε έναν από τους 𝛼 και 𝛽.

Αν υποθέσουμε ότι οι 𝛾 και 𝛼 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε υπάρχει
ένας αριθμός (στμ: όχι το 1) που θα τους μετρά. Έστω 𝛿 αυτός αριθμός.
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Τότε ο 𝛿 μετρά τους 𝛾 και 𝛼 και άρα μετρά και τον 𝛽. Άρα ο 𝛿 μετρά
τους 𝛼 και 𝛽 που είναι πρώτοι μεταξύ τους. Αυτό όμως είναι αδύνατον.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι 𝛾 και 𝛼 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι οι 𝛾 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.
Συνεπώς, ο 𝛾 είναι πρώτος προς κάθε έναν από τους 𝛼 και 𝛽.

(Αντίστροφο) Έστω 𝛼 και 𝛽 δυο αριθμοί και έστω 𝛾 = 𝛼+ 𝛽. Αν οι 𝛾
και 𝛼 είναι πρώτοι μεταξύ τους ισχυρίζομαι ότι και οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι
μεταξύ τους.

Πράγματι, αν οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε έπεται ότι
υπάρχει κάποιος αριθμός (στμ: όχι το 1) , έστω ο 𝛿 που τους μετρά. Τότε
ο 𝛿 μετρά και το άθροισμά τους 𝛼 + 𝛽 = 𝛾 και άρα ο 𝛿 μετρά τους 𝛼 και
𝛾 που είναι πρώτοι μεταξύ τους. Αυτό όμως είναι αδύνατον.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός (στμ: εκτός από τη
μονάδα) που να μετρά τους 𝛼 και 𝛽, άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Ένας αριθμός που είναι πρώτος είναι πρώτος και προς
κάθε αριθμό που δεν μετρά.

Απόδειξη. Έστω ο πρώτος 𝛼 που δεν μετρά τον 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼
και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Πράγματι, αν οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους τότε υπάρχει
ένας αριθμός (στμ: όχι το 1), έστω ο 𝛾, που τους μετρά. Επειδή ο 𝛾 μετρά
τον 𝛽 και ο 𝛼 δεν μετρά τον 𝛽 συμπεραίνουμε ότι ο𝛾 είναι διαφορετικός
από τον 𝛼. Ο 𝛾 λοιπόν μετρά τον 𝛼 που είναι πρώτος και δεν είναι ίσος
με τον 𝛼. Αυτό όμως είναι αδύνατον.

Συνεπώς, δεν υπάρχει αριθμός (στμ: εκτός της μονάδας) που να μετρά
τους 𝛼 και 𝛽, άρα είναι πρώτοι μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 30 (𝛿 πρώτος και 𝛿|𝛼𝛽 ⇒ (𝛿|𝛼 ή 𝛿|𝛽) () Αν ένας πρώτος
μετρά το γινόμενο δυο άλλων αριθμών τότε μετρά και τον έναν από αυτούς.

Απόδειξη. Έστω οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 με 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛾. Έστω ακόμα ότι ο 𝛾
μετριέται από τον πρώτο 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛿 μετρά έναν από τους 𝛼
και 𝛽.

Υποθέτουμε ότι ο 𝛿 δεν μετρά τον 𝛼. Καθώς ο 𝛿 είναι πρώτος έπεται από
την Π, σελ.  ότι οι 𝛼 και 𝛿 είναι πρώτοι μεταξύ τους. Έστω ότι ο 𝛿
μετρά 𝜀 φορές τον 𝛾. Τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι 𝛿⋅𝜀 = 𝛾 = 𝛼⋅𝛽.
Έτσι, από την Π, σελ. , είναι 𝛿/𝛼 = 𝛽/𝜀. Καθώς όμως οι 𝛿 και 𝛼 είναι
πρώτοι μεταξύ τους έπεται ότι αυτοί είναι οι ελάχιστοι με λόγο ίσο με
𝛿/𝛼 (Π, σελ. ). Επιπλέον, από την Π, σελ. , προκύπτει ότι οι 𝛿
και 𝛼 μετρούν ίσες φορές τους 𝛽 και 𝜀 αντίστοιχα. Συνεπώς ο 𝛿 μετρά τον
𝛽.
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Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι αν ο 𝛿 δεν μετρά τον 𝛽 τότε μετρά
τον 𝛼.

Συνεπώς, ο 𝛿 μετρά τον έναν από τους 𝛼 και 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 31 (ανάλυση αριθμού σε γινόμενο πρώτων) ()Κάθεσύνθετος
αριθμός μετριέται από έναν πρώτο αριθμό.

Απόδειξη. Έστω ο σύνθετος αριθμός 𝛼. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 μετριέται από
έναν πρώτο αριθμό.

Καθώς ο 𝛼 είναι σύνθετος θα μετριέται από κάποιον αριθμό, έστω τον 𝛽.
Αν ο 𝛽 είναι πρώτος η πρόταση έχει αποδειχθεί. Αν πάλι ο 𝛽 είναι σύνθετος
τότε θα τον μετρά ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝛾. Αν ο 𝛾 είναι πρώτος τότε
η πρόταση έχει αποδειχθεί. Αν ο 𝛾 είναι σύνθετος τότε θα τον μετρά ένας
άλλος αριθμός που είναι είτε πρώτος είτε σύνθετος. Επαναλαμβάνοντας
τον παραπάνω συλλογισμό στο τέλος καταλήγουμε σε έναν πρώτο αριθμό
που μετρά τον 𝛼.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι δεν γίνει αυτό, τότε θα μετρούν τον 𝛼
άπειροι αριθμοί από τους οποίους ο καθένας είναι μικρότερος από τον
προηγούμενό του. Αλλά αυτό είναι αδύνατον στους αριθμούς.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι στο τέλος θα ληφθεί ένας πρώτος αριθμός
που μετρά τον προηγούμενό του, ο οποίος μετρά και τον 𝛼.

Συνεπώς, κάθε σύνθετος αριθμός μετριέται από έναν πρώτο αριθμό·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 32 () Κάθε αριθμός είτε είναι πρώτος είτε μετριέται από έναν
πρώτο αριθμό.

Απόδειξη. Έστω ο αριθμός 𝛼. Ισχυρίζομαι ότι είτε ο 𝛼 είναι πρώτος είτε ο
𝛼 μετριέται από έναν πρώτο αριθμό.

Αν ο 𝛼 είναι πρώτος η πρόταση έχει αποδειχθεί. Αν ο 𝛼 είναι σύνθετος
τότε θα τον μετρά ένας πρώτος αριθμός σύμφωνα με την Π, σελ. .

Συνεπώς, ένας αριθμός είτε είναι πρώτος είτε τον μετρά ένας πρώτος
αριθμός· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 (Κατασκευή) ()Δοθέντωνοσωνδήποτεαριθμών ναβρεθούν
οι ελάχιστοι αριθμοί που έχουν ίσους λόγους προς αυτούς.

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνονται οι αριθμοί 𝛼, 𝛽 και 𝛾. Πρέπει να βρεθούν
οι ελάχιστοι αριθμοί που έχουν ίσους λόγους προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις καθώς οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 είτε είναι πρώτοι
μεταξύ τους είτε όχι.

1η περίπτωση: Οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 είναι πρώτοι μεταξύ τους.
Τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι αυτοί είναι και οι ελάχιστοι

αριθμοί που έχουν ίσους λόγους προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.
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2η περίπτωση: Οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.
Λαμβάνουμε τον ΜΚΔ των 𝛼, 𝛽 και 𝛾 (Π, σελ. ) και έστω ότι

ΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝛿. Έστω ότι ο 𝛿 μετρά 𝜀 φορές τον 𝛼, 𝜁 φορές τον 𝛽 και 𝜂
φορές τον 𝛾.

Τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι οι οι 𝜀, 𝜁 και 𝜂 μετρούν ίσες φορές
τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και άρα (Ορ, σελ. ) ισχύει

𝜀
𝛼 = 𝜁

𝛽 = 𝜂
𝛾 .

Ισχυρίζομαι ότι οι 𝜀, 𝜁 και 𝜂 είναι οι ελάχιστοι αριθμοί που σχηματίζουν
τους παραπάνω λόγους.

Αν δεν είναι αυτοί οι ελάχιστοι τότε θα υπάρχουν οι αριθμοί 𝜃, 𝜅 και 𝜆
με 𝜃 < 𝜀, 𝜅 < 𝜁 και 𝜆 < 𝜂 ώστε

𝜃
𝛼 = 𝜅

𝛽 = 𝜆
𝛾

και οι οποίοι μετρούν ίσες φορές, έστω 𝜇, τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 (στμ: η περίπτωση
κάποιος από τους 𝜃, 𝜅, 𝜆 να είναι ίσος με κάποιον από τους 𝜀, 𝜁 , 𝜂 δεν είναι
δυνατόν να συμβαίνει και δεν εξετάζεται. Διότι αν για παράδειγμα 𝜆 = 𝜂
τότε 𝜆/𝛾 = 𝜂/𝛾 άρα 𝜅/𝛽 = 𝜆/𝛾 = 𝜂/𝛾 = 𝜁/𝛽, συνεπώς και 𝜅 = 𝜁 , και
ομοίως 𝜃 = 𝜀).

Από την Π, σελ.  έπεται τότε ότι και ο 𝜇 θα μετρά 𝜃 φορές τον 𝛼, 𝜅
φορές τον 𝛽 και 𝜆 φορές τον 𝛾. Έτσι, ο 𝜇 μετρά τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και επειδή
ο 𝜃 μετρά 𝜇 φορές τον 𝛼 είναι 𝜃 ⋅ 𝜇 = 𝛼 (Ορ, σελ. ), όμως 𝜀 ⋅ 𝛿 = 𝛼
και άρα είναι 𝜃 ⋅ 𝜇 = 𝜀 ⋅ 𝛿. Οπότε από την Π, σελ.  προκύπτει ότι
𝜀/𝜃 = 𝜇/𝛿.

Τότε, επειδή 𝜀 > 𝜃 είναι και 𝜇 > 𝛿 (Π, σελ.  και Β, Π, σελ. ).
Άρα ο 𝜇 μετρά τους 𝛼, 𝛽 και𝛾 και είναι μεγαλύτερος από τονΜΚΔ(𝛼, 𝛽, 𝛾).

Αυτό όμως είναι αδύνατον.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχουν αριθμοί μικρότεροι από τους

𝜀, 𝜁 και 𝜂 που να έχουν ίσους λόγους προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 αντίστοιχα.
Συνεπώς, οι 𝜀, 𝜁 και 𝜂 είναι οι ελάχιστοι αριθμοί για τους οποίους ισχύει

ότι 𝜀/𝛼 = 𝜁/𝛽 = 𝜂/𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 34 (Κατασκευή. Αλγόριθμος υπολογισμού του ΕΚΠ.) ()Δο-
θέντων δύο αριθμών να βρεθεί ο ελάχιστος αριθμός που μετρούν (στμ: το ελά-
χιστο κοινό πολλαπλάσιό τους).

Υλοποίηση: Έστω ότι οι δοθέντες αριθμοί είναι οι 𝛼 και 𝛽 των οποίων
πρέπει να βρεθεί το ΕΚΠ.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, καθώς οι 𝛼 και 𝛽 είτε θα είναι πρώτοι
μεταξύ τους είτε όχι.

1η περίπτωση: Οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι μεταξύ τους.
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Έστω ότι 𝛼 ⋅ 𝛽 = 𝛾 οπότε είναι και 𝛽 ⋅ 𝛼 = 𝛾 (Π, σελ. ). Ενώ οι 𝛼
και 𝛽 μετρούν τον 𝛾 (Ορ, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι ο ελάχιστος
που μετρούν οι 𝛼 και 𝛽.

Πράγματι, αν ο ελάχιστος που μετρούν οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι ο 𝛾 τότε
αυτός θα είναι ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝛿 με 𝛿 < 𝛾.

Έστω ακόμα ότι ο 𝛼 μετρά 𝜀 φορές τον 𝛿 και ότι ο 𝛽 μετρά 𝜁 φορές τον
𝛿. Τότε είναι 𝛼 ⋅ 𝜀 = 𝛿 και 𝛽 ⋅ 𝜁 = 𝛿 (Ορ, σελ. ) οπότε 𝛼 ⋅ 𝜀 = 𝛽 ⋅ 𝜁.
Από την Π, σελ.  έπεται ότι 𝛼/𝛽 = 𝜁/𝜀. Καθώς όμως οι 𝛼 και 𝛽 είναι
πρώτοι μεταξύ τους είναι οι ελάχιστοι από τους αριθμούς που έχουν λόγο
ίσο με 𝛼/𝛽 και επιπλέον μετρούν ίσες φορές τους 𝜁 και 𝜀 αντίστοιχα (Π,
σελ. ).

Ακόμα επειδή 𝛼⋅𝛽 = 𝛾 και 𝛼⋅𝜀 = 𝛿 είναι και 𝛽/𝜀 = 𝛾/𝛿 (Π, σελ. ).
Τότε καθώς ο 𝛽 μετρά τον 𝜀 και ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 (Ορ, σελ. ). Αυτό
όμως είναι αδύνατον καθώς 𝛿 < 𝛾.

Συμπεραίνουμε ότι οι 𝛼 και 𝛽 δεν μετρούν αριθμό μικρότερο του 𝛾 και
άρα ΕΚΠ(𝛼, 𝛽) = 𝛾.
2η περίπτωση: Οι 𝛼 και 𝛽 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους.

Λαμβάνουμε τους ελάχιστους αριθμούς 𝜁 και 𝜀 που έχουν λόγο ίσο με
𝛼/𝛽 (Π, σελ. ). Δηλαδή ισχύει

𝜁
𝜀 = 𝛼

𝛽 ()

Τότε από την Π, σελ.  έπεται ότι 𝛼 ⋅ 𝜀 = 𝛽 ⋅ 𝜁. Αν 𝛼 ⋅ 𝜀 = 𝛾 τότε είναι
και 𝛽 ⋅ 𝜁 = 𝛾 οπότε οι 𝛼 και 𝛽 μετρούν τον 𝛾.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι ο 𝛾 είναι ο ελάχιστος αριθμός που μετρούν οι 𝛼
και 𝛽.

Πράγματι αν αυτός δεν είναι ο 𝛾 θα είναι ένας άλλος αριθμός, έστω ο
𝛿 με 𝛿 < 𝛾. Έστω ακόμα ότι ο 𝛼 μετρά 𝜂 φορές τον 𝛿 και ότι ο 𝛽 μετρά
𝜃 φορές τον 𝛿. Τότε 𝛼 ⋅ 𝜂 = 𝛿 και 𝛽 ⋅ 𝜃 = 𝛿 (Ορ, σελ. ) οπότε είναι
𝛼 ⋅ 𝜂 = 𝛽 ⋅ 𝜃 και άρα 𝛼/𝛽 = 𝜃/𝜂 (Π, σελ. ). Έτσι, λόγω της ()
παίρνουμε 𝜁/𝜀 = 𝜃/𝜂 = 𝛼/𝛽 με τους 𝜁 και 𝜀 να είναι οι ελάχιστοι από
τους αριθμούς με λόγο ίσο με 𝛼/𝛽. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο 𝜁 μετρά
τον 𝜃 και ο 𝜀 τον 𝜂. Επειδή 𝛼 ⋅ 𝜀 = 𝛾 και 𝛼 ⋅ 𝜂 = 𝛿 είναι και 𝜀/𝜂 = 𝛾/𝛿
(Π, σελ. ) και καθώς ο 𝜀 μετρά τον 𝜂, ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 (Ορ, σελ. ).
Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς 𝛿 < 𝛾.

Άρα οι 𝛼 και 𝛽 δεν μετρούν αριθμό μικρότερο του 𝛾 και επομένως
ΕΚΠ(𝛼, 𝛽) = 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 35 () Αν δυο αριθμοί μετρούν έναν άλλο αριθμό τότε και ο ελά-
χιστος αριθμός που μετρούν (στμ: το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιό τους)
μετρά τον αριθμό αυτό.
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Απόδειξη. Έστω ότι οι 𝛼 και 𝛽 μετρούν τον 𝛾. Αν ΕΚΠ(𝛼, 𝛽) = 𝜀 ισχυρίζομαι
ότι ο 𝜀 μετρά τον 𝛾.

Αν υποθέσουμε ότι ο 𝜀 δεν μετρά τον 𝛾 τότε υπάρχουν οι αριθμοί 𝛾1
και 𝛾2 τέτοιοι ώστε 𝛾 = 𝛾1 + 𝛾2, ο 𝜀 να μετρά τον 𝛾1 και 𝛾2 < 𝜀.

Οι 𝛼 και 𝛽 μετρούν τον 𝜀 και αυτός μετρά τον 𝛾1. Καθώς όμως οι 𝛼 και 𝛽
μετρούν και τον 𝛾 έπεται ότι μετρούν και τον 𝛾2 κάτι που είναι αδύνατον
καθώς 𝛾2 < 𝜀.

Συνεπώς, ο 𝜀 μετρά τον 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 36 (Κατασκευή) () Δοθέντων τριών αριθμών να βρεθεί ο ελά-
χιστος αριθμός που μετρούν (στμ: το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιό τους).

Υλοποίηση: Έστω οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 των οποίων πρέπει να βρεθεί το ΕΚΠ.
Καταρχήν λαμβάνουμε το ΕΚΠ των 𝛼 και 𝛽 (Π, σελ. ) και έστω

ότι ΕΚΠ(𝛼, 𝛽) = 𝛿. Τότε ο 𝛾 είτε μετρά είτε δεν μετρά τον 𝛿.
1η περίπτωση: ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Τότε οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 μετρούν τον 𝛿. Ισχυρίζομαι τώρα ότι ο 𝛿 είναι το
ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾).

Πράγματι αν δεν είναι ο 𝛿 το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των 𝛼, 𝛽
και 𝛾 τότε ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜀 με 𝜀 < 𝛿. Τότε οι 𝛼 και 𝛽 μετρούν τον 𝜀 και
άρα και ο 𝛿 μετρά τον 𝜀 (Π, σελ. ). Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς
𝜀 < 𝛿.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 δεν μετράνε άλλο αριθμό μι-
κρότερο του 𝛿 και άρα ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝛿.
2η περίπτωση: ο 𝛾 δεν μετρά τον 𝛿.

Λαμβάνουμε το ΕΚΠ των𝛾 και 𝛿 (Π, σελ. ) και έστω ότι ΕΚΠ(𝛾, 𝛿) =
𝜀. Τότε επειδή οι 𝛼 και 𝛽 μετρούν τον 𝜀 καθώς μετρούν τον 𝛿 και ο 𝛿 μετρά
τον 𝜀. Τον 𝜀 όμως τον μετρά και 𝛾 οπότε οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 μετρούν τον 𝜀.

Ισχυρίζομαι ότι ο 𝜀 είναι ο ελάχιστος αριθμός που μετρούν, δηλαδή ότι
ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜀.

Πράγματι αν ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾) = 𝜁 με 𝜁 < 𝜀 τότε οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 μετρούν τον
𝜁. Και άρα το ΕΚΠ(𝛼, 𝛽) = 𝛿 μετρά τον 𝜁 (Π, σελ. ). Τον 𝜁 όμως τον
μετρά και ο 𝛾 οπότε οι 𝛾 και 𝛿 μετρούν τον 𝜁. Τότε όμως το ΕΚΠ(𝛾, 𝛿) = 𝜀
μετρά τον 𝜁 (Π, σελ. ), κάτι που είναι αδύνατον καθώς 𝜁 < 𝜀.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός μικρότερος του 𝜀 που
να τον μετρούν οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 και άρα ο 𝜀 = ΕΚΠ(𝛼, 𝛽, 𝛾)· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Στμ: στις επόμενες δυο προτάσεις ο Ευκλείδης χρησιμοποιεί τον όρο

«ομώνυμος» για την περιγραφή ενός μέρους ενός αριθμού που μετριέται
από κάποιον άλλο. Επειδή ο όρος δεν περιλαμβάνεται στους ορισμούς
αυτού του βιβλίου τον εξηγούμε εδώ.
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Όταν ένας αριθμός 𝛼 μετριέται 𝜅 φορές από τον 𝛽 φορές τότε 𝛼 = 𝜅 ⋅ 𝛽
και 𝛼/𝛽 = 𝜅/1 ενώ λέμε ότι «ο 𝛼 έχει μέρος τον 𝜅 ομώνυμο προς το μέρος
του 𝛽».
Πρόταση 37 () Αν ένας αριθμός μετρά έναν άλλο τότε ο μετρούμενος έχει
κάποιο μέρος ομώνυμο προς τον μετρούντα.

Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛽 μετρά 𝜅 φορές τον 𝛼. Προφανώς ο 𝜅 μετριέται από
την μονάδα 𝜅 φορές.

Άρα οι 1 και 𝛽 μετρούν ίσες φορές τους 𝜅 και 𝛼 οπότε από την Π,
σελ.  έπεται ότι η μονάδα μετρά τον 𝛽 ίσες φορές όπως ο 𝜅 τον 𝛼. Έτσι
ισχύει 1/𝛽 = 𝜅/𝛼. Δηλαδή ο 𝛼 έχει μέρος τον 𝜅 που είναι ομώνυμος προς
τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 38 () Κάθε αριθμός που έχει ως μέρος του έναν άλλο αριθμό,
έχει αριθμό, ομώνυμο προς τον αριθμό που είναι μέρος του, ο οποίος τον μετρά.

Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛼 έχει μέρος τον 𝛽 και έστω ο 𝛾 που είναι ομώνυμος
προς τον 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 μετρά τον 𝛼.

Επειδή ο 𝛽, που είναι μέρος του 𝛼, είναι ομώνυμος προς τον 𝛾 έπεται
ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/1.

Τότε όμως οι 1 και 𝛽 μετρούν ίσες φορές τους 𝛾 και 𝛼 αντίστοιχα οπότε
από την Π, σελ.  συμπεραίνουμε ότι οι 1 και 𝛾 μετρούν ίσες φορές
τους 𝛽 και 𝛼 αντίστοιχα.

Συνεπώς, ο 𝛾 μετρά τον 𝛼· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 39 (Κατασκευή) ()Ναβρεθεί ο ελάχιστοςαριθμόςπουπεριέχει
δοθέντα μέρη.

Υλοποίηση: Έστω ότι δίνονται οι αριθμοί 𝛼, 𝛽 και 𝛾. Πρέπει να βρεθεί ο
ελάχιστος αριθμός που περιέχει τα 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Έστω οι αριθμοί 𝛿, 𝜀 και 𝜁 που είναι ομώνυμοι των 𝛼, 𝛽 και 𝛾 αντίστοιχα.
Αν 𝜂 είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των 𝛿, 𝜀 και 𝜁 τότε από την
Π, σελ.  έπεται ότι ο 𝜂 έχει μέρη ομώνυμα προς τους 𝛿, 𝜀 και 𝜁. Καθώς
αυτοί είναι ομώνυμοι προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 αντίστοιχα συμπεραίνουμε ότι
ο 𝜂 έχει μέρη τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Ισχυρίζομαι ότι ο 𝜂 είναι και ο ελάχιστος από τους αριθμούς που πε-
ριέχουν ως μέρη τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Πράγματι, αν δεν είναι τότε θα υπάρχει ένας άλλος αριθμός, έστω ο 𝜃
με 𝜃 < 𝜂 που να περιέχει τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾. Τότε όμως από την Π, σελ. 
έπεται ότι ο 𝜃 μετριέται από αριθμούς ομώνυμους προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.
Και καθώς οι 𝛿, 𝜀 και 𝜁 είναι ομώνυμοι προς τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾 αντίστοιχα
συμπεραίνουμε ότι ο 𝜃 μετριέται από τους 𝛿, 𝜀 και 𝜁. Αυτό όμως είναι
αδύνατον καθώς 𝜃 < 𝜂 και 𝜂 = ΕΚΠ(𝛿, 𝜀, 𝜁).
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Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν υπάρχει αριθμός μικρότερος του 𝜂 που
να έχει μέρη τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾. Έτσι ο 𝜂 είναι ο ελάχιστος αριθμός που έχει
μέρη τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Θυμαρίδας ο Πάριος: Συστήματα γραμμικών εξι-

σώσεων

Ο Θυμαρίδας ο Πάριος εκτός από τον ορισμό της μονάδας ως supremum
που είδαμε στην αρχή του τρέχοντος βιβλίου ήταν γνωστός για τη δουλειά
του στους πρώτους (τους οποίους αποκαλούσε «ευθύγραμμους», αφού
δεν έχουν παράγοντες ώστε να μπορούν να θεωρηθούν εμβαδά παραλ-
ληλογράμμων) και στην επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Το
έργο του έχει χαθεί. Διασώζεται μόνο (από τον Ιάμβλιχο στο «Ἀριθμητικὴ
εἰσαγωγή») ένα συγκεκριμένου τύπου σύστημα, η επίλυση του οποίου
ονομάζεται «Θυμαρίδειο Επάνθημα». Και παρόλο που η διατύπωσή του
είναι γεωμετρική η απόδειξή του είναι καθαρά αλγεβρική:

Θεώρημα (Θυμαρίδειο Επάνθημα). Αν το άθροισμα 𝑛 ποσοτήτων είναι
δοσμένο καθώς και το άθροισμα μιας από αυτές τις ποσότητες με κάθε άλλη,
τότε η ποσότητα αυτή είναι η διαφορά των αθροισμάτων των ζευγών από το
συνολικό άθροισμα δια (𝑛 − 2).

Δηλαδή σε σύγχονο συμβολισμό αν

⎧{{{{
⎨
{{{{⎩

𝑥+ 𝑥1 +𝑥2 + ⋯+𝑥𝑛−1 = 𝑠
𝑥+ 𝑥1 = 𝑠1
𝑥+ 𝑥2 = 𝑠2

⋮
𝑥 + 𝑥𝑛−1 = 𝑠𝑛−1

τότε
𝑥 = (𝑠1 + 𝑠2 + … + 𝑠𝑛−1) − 𝑠

𝑛 − 2 .
Στη συνέχεια ο Ιάμβλιχος περιγράφει πώς κάποια συστήματα γραμμι-

κών εξισώσεων που δεν είναι σε αυτή τη μορφή μπορούν να αναχθούν σε
αυτή, και άρα να λυθούν.
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Πρόταση 1 () Αριθμοίσεσυνεχήαναλογίαμετονπρώτοκαιτοντελευταίο
να είναι πρώτοι μεταξύ τους είναι οι ελάχιστοι με αυτές τις αναλογίες.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή αναλογία, δηλαδή
θεωρούμε τους λόγους 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁 , 𝛽/𝛾 = 𝜁/𝜂,

𝛾/𝛿 = 𝜂/𝜃 ⇒ 𝜀/𝜃 = 𝛼/𝛿 ανά-
γωγο. Άρα 𝛼|𝜀 ⇒ 𝛼 ≤ 𝜀 και
𝛿|𝜃 ⇒ 𝛿 ≤ 𝜃 άτοπο.

𝛼
𝛽 ,

𝛽
𝛾 , 𝛾

𝛿 ,
και ότι ο 𝛼 και ο 𝛿 είναι μεταξύ τους πρώτοι. Αν δεν είναι ελάχιστοι με
αυτή την ιδιότητα υπάρχουν 𝜀, 𝜁 , 𝜂, 𝜃 ώστε

𝛼
𝛽 = 𝜀

𝜁 ,
𝛽
𝛾 = 𝜁

𝜂 ,
𝛾
𝛿 = 𝜂

𝜃 ,

και 𝜀 < 𝛼, 𝜁 < 𝛽, 𝜂 < 𝛾 και 𝛿 < 𝜃. Έτσι (Β, Π, σελ. ) ισχύει ότι οι
δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι: 𝛼/𝛿 = 𝜀/𝜃. Αλλά οι 𝛼 και 𝛿 είναι πρώτοι μεταξύ
τους και άρα είναι οι ελάχιστοι με αυτή την αναλογία (Β, Π, σελ. ).
Δηλαδή (Β, Π, σελ. ) ο 𝛼 μετρά τον 𝜀 και ο 𝛿 τον 𝜃. Άρα 𝛼 ≤ 𝜀 και
𝛿 ≤ 𝜃 το οποίο είναι άτοπο. Δεν είναι λοιπόν οι 𝜀, 𝜁 , 𝜂, 𝜃 μικρότεροι των
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 με τις ίδιες αναλογίες, δηλαδή οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι οι ελάχιστοι·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 2 () Ναβρεθούν οσοιδήποτε και αν ζητηθούν ελάχιστοι αριθμοί
σε συνεχή αναλογία με λόγο ίσο με δοσμένο λόγο.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛼/𝛽 ο δοσμένος λόγος με ελάχιστους όρους (στμ: ανά-

Γράφουμε 𝑥 ∧ 𝑦 για το
ΜΚΔ(𝑥, 𝑦) και 𝑥 ∨ 𝑦 για το
ΕΚΠ(𝑥, 𝑦).

γωγο κλάσμα). (στμ: θα δείξουμε ότι οι όροι της μορφής: 𝛼4

𝛼3𝛽 = 𝛼3𝛽
𝛼2𝛽2 = 𝛼2𝛽2

𝛼𝛽3 = 𝛼𝛽3

𝛽4 =
𝛼/𝛽. Επίσης 𝛼∧𝛽 = 1 άρα 𝛼4∧
𝛽4 = 1 οπότε (Π, σελ. ) οι
𝛼4, 𝛼3𝛽, 𝛼2𝛽2, 𝛼𝛽3, 𝛽4 είναι
ελάχιστοι.

𝛼2, 𝛼𝛽, 𝛽2

𝛼3, 𝛼2𝛽, 𝛼𝛽2, 𝛽3

𝛼4, 𝛼3𝛽, 𝛼2𝛽2, 𝛼𝛽3, 𝛽4

κοκ, ικανοποιούν το ζητούμενο.) Ας υποθέσουμε ότι μας ζητείται να βρούμε
τρεις ή τέσσαρες όρους σε συνεχή αναλογία με λόγους ίσους με 𝛼/𝛽. Θε-
ωρούμε τους 𝛾 = 𝛼𝛼, 𝛿 = 𝛼𝛽, 𝜀 = 𝛽𝛽, 𝜁 = 𝛼𝛾 = 𝛼𝛼𝛼, 𝜂 = 𝛽𝛾 = 𝛼𝛼𝛽,
𝜃 = 𝛼𝜀 = 𝛼𝛽𝛽, 𝜅 = 𝛽𝜀 = 𝛽𝛽𝛽. Ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 (Β, Π, σελ. )
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και 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 (Β, Π, σελ. ). Οπότε 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 = 𝛿/𝜀. Ομοίως
𝛾/𝛿 = 𝜁/𝜂 (Β, Π, σελ. ). Άρα 𝛼/𝛽 = 𝜁/𝜂. Ομοίως 𝛿/𝜀 = 𝜂/𝜃 (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς 𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜃. Τέλος 𝛼/𝛽 = 𝜃/𝜅 (Β, Π, σελ. ).
Έτσι

𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 = 𝛿/𝜀 και 𝛼/𝛽 = 𝜁/𝜂 = 𝜂/𝜃 = 𝜃/𝜅.
Άρα οι τρεις 𝛾, 𝛿, 𝜀 και τέσσαρες 𝜁 , 𝜂, 𝜃, 𝜅 έχουν σε συνεχή αναλογία λόγο
ίσο με 𝛼/𝛽.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι και οι ελάχιστοι. Οι 𝛼 και 𝛽 είναι πρώτοι
μεταξύ τους ως οι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο (Β, Π, σελ. ). Άρα
πρώτοι μεταξύ τους είναι και ο 𝛾 με τον 𝜀 καθώς και 𝜁 με τον 𝜅, αφού
𝛾 = 𝛼𝛼, 𝜀 = 𝛽𝛽 και 𝜁 = 𝛼𝛼𝛼, 𝜅 = 𝛽𝛽𝛽 (Β, Π, σελ. ). Άρα οι 𝛾, 𝛿, 𝜀
είναι ελάχιστοι καθώς και οι 𝜁 , 𝜂, 𝜃, 𝜅 (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 14 Αν τρεις αριθμοί είναι σε συνεχή αναλογία και είναι οι ελάχι-
στοι με αυτόν τον λόγο τότε οι άκροι είναι τέλεια τετράγωνα. Αν τέσσαρες
αριθμοί είναι σε συνεχή αναλογία και είναι οι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο
τότε οι άκροι είναι κύβοι. 
Πρόταση 3 () Αν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία είναι οι ελά-
χιστοι ώστε να σχηματίζουν ίσους λόγους, τότε οι άκροι είναι πρώτοι μεταξύ
τους.

Απόδειξη. Έστω ότι για παράδειγμα δίνονται τέσσαρες αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿
οι οποίοι σε συνεχή αναλογία σχηματίζουν ίσους λόγους, δηλαδήΑν 𝜀, 𝜁 ελάχιστοι με λόγο ίσο με

τον κοινό λόγο τότε οι 𝜀3, 𝜀2𝜁 ,
𝜀𝜁 2 και 𝜁 3 είναι ελάχιστοι σε
συνεχή αναλογία και λόγο 𝜀/𝜁.
Και επειδή και οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι
ελάχιστοι θα ισχύει 𝛼 = 𝜀3 και
𝛿 = 𝜁 3.

𝛼
𝛽 = 𝛽

𝛾 = 𝛾
𝛿

και οι οποίοι είναι οι ελάχιστοι τέσσαρες με αυτή την ιδιότητα. Θεωρούμε
ελάχιστους αριθμούς 𝜀 και 𝜁 (Β, Π, σελ. ) ώστε να ισχύει

𝜀
𝜁 = 𝛼

𝛽 = 𝛽
𝛾 = 𝛾

𝛿 .

Τότε οι 𝜀 και 𝜁 είναι μεταξύ τους πρώτοι (στμ: αλλιώς υπάρχουν μικρότεροι
με τον ίδιο λόγο) (Β, Π, σελ. ). Σχηματίζουμε τώρα από τους 𝜀 και
𝜁 τόσους αριθμούς όσοι και οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 (στμ: όπως περιγράφηκε στην
Π, σελ. ). Οπότε για τέσσαρες αριθμούς σχηματίζουμε τους 𝜆 = 𝜀𝜀𝜀,
𝜇 = 𝜀𝜀𝜁 , 𝜈 = 𝜀𝜁𝜁 και 𝜉 = 𝜁𝜁𝜁. Έτσι και οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 και οι 𝜆, 𝜇, 𝜈 , 𝜉 είναι οι
ελάχιστοι τέσσαρες με τον ίδιο λόγο συνεπώς 𝛼 = 𝜆 = 𝜀𝜀𝜀 και 𝛿 = 𝜉 = 𝜁𝜁𝜁 ,
οπότε είναι και πρώτοι μεταξύ τους, αφού οι 𝜀 και 𝜁 είναι πρώτοι μεταξύ
τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Αν δοθούν οσοιδήποτε λόγοι με ελάχιστους αριθμούς (στμ:
δηλαδή ανάγωγα κλάσματα) να βρεθούν ελάχιστοι αριθμοί σε συνεχή ανα-
λογία και λόγους ίσους με τους δοθέντες.
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(στμ: για παράδειγμα για τους δύο λόγους 2/3 και 5/6 τα κλάσματα
10/15 και 15/18 είναι ίσα με τα προηγούμενα και με τους ελάχιστους
αριθμούς ώστε να είναι σε συνεχή αναλογία.)

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε τους αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 ώστε τα Για τέσσαρες αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾,
𝛿 παρατηρούμε ότι ισχύει

𝛼
𝛽 =

𝛼 𝛽∨𝛾
𝛽

𝛽 ∨ 𝛾 , 𝛾
𝛿 = 𝛽 ∨ 𝛾

𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾

Για έξι αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁
παρατηρούμε ότι ισχύει

𝛼
𝛽 =

𝛼 𝛽∨𝛾
𝛽 (𝜀 ∨ (𝛿 𝛽∨𝛾

𝛾 ))

(𝛽 ∨ 𝛾)(𝜀 ∨ (𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾 ))

𝛾
𝛿 =

(𝛽 ∨ 𝛾)(𝜀 ∨ (𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾 ))

𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾 (𝜀 ∨ (𝛿 𝛽∨𝛾

𝛾 ))

𝜀
𝜁 =

𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾 (𝜀 ∨ (𝛿 𝛽∨𝛾

𝛾 ))

𝜁𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾

𝜀∨(𝛿 𝛽∨𝛾
𝛾 )

𝜀

.

Ομοίως για περισσότερους.

κλάσματα 𝛼/𝛽, 𝛾/𝛿 και 𝜀/𝜁 έχουν ελάχιστους όρους (στμ: δηλαδή είναι
ανάγωγα). Βρίσκουμε τον ελάχιστο αριθμό 𝜂 μετρούμενο και από το 𝛽 και
από το 𝛾 (στμ: δηλαδή 𝜂 = ΕΚΠ(𝛽, 𝛾)) (Β, Π, σελ. ). Θέτουμε

𝜃 = 𝜂
𝛽𝛼, και 𝜅 = 𝜂

𝛾 𝛿.

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις:
Περίπτωση 1η: ο 𝜀 μετρά τον 𝜅 (στμ: δηλαδή ο 𝜅 είναι πολλαπλάσιο

του 𝜀).
Θέτουμε 𝜆 = (𝜅/𝜀)𝜁. Έτσι έχουμε

𝛼
𝛽 = 𝜃

𝜂 και
𝛾
𝛿 = 𝜂

𝜅 και
𝜀
𝜁 = 𝜅

𝜆
(Β, Ορ, σελ. ). Έτσι οι αριθμοί 𝜃, 𝜂, 𝜅 και 𝜆 σχηματίζουν λόγους σε
συνεχή αναλογία ίσους με τα 𝛼/𝛽, 𝛾/𝛿 και 𝜀/𝜁. Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι
και ελάχιστοι. Αν όχι, έστω οι 𝜈 , 𝜉, 𝜇 και 𝜊, οι οποίοι σε συνεχή αναλογία
έχουν ίσους λόγους με τους αρχικούς και 𝜈 < 𝜃, 𝜉 < 𝜂, 𝜇 < 𝜅, 𝜊 < 𝜆.
Άρα 𝛼/𝛽 = 𝜈/𝜉. Αλλά οι 𝛼 και 𝛽 είναι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο (στμ:
δηλαδή είναι ανάγωγο κλάσμα) θα πρέπει ο 𝛼 να μετρά τον 𝜈 και ο 𝛽 τον
𝜉 (Β, Π, σελ. ). Ομοίως, επειδή 𝛾/𝛿 = 𝜉/𝜇 ο 𝛾 μετρά τον 𝜉. Άρα ο
𝛽 και ο 𝛾 μετρούν τον 𝜉. Αλλά ο ελάχιστος που μετρούν είναι ο 𝜂 άρα ο
𝜂 μετράει τον 𝜉 (Β, Π, σελ. ). Αλλά αυτό είναι άτοπο, αφού 𝜉 < 𝜂.

Περίπτωση 2η: ο 𝜀 δεν μετρά τον 𝜅 (στμ: δηλαδή ο 𝜅 δεν είναι πολλα-
πλάσιο του 𝜀).

Θεωρούμε τον ελάχιστο 𝜇 που μετρά ο 𝜀 και ο 𝜅. (στμ: δηλαδή ο 𝜇
είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των 𝜀 και 𝜅). Θέτουμε 𝜈 = (𝜇/𝜅)𝜃
και 𝜉 = (𝜇/𝜅)𝜂 και 𝜊 = (𝜇/𝜀)𝜁. Έτσι 𝜃/𝜈 = 𝜅/𝜇 και 𝜂/𝜉 = 𝜅/𝜇 άρα
𝜃/𝜈 = 𝜂/𝜉 οπότε 𝜃/𝜂 = 𝜈/𝜉 (Β, Π, σελ.  και Ορ, σελ. ). Αλλά
𝜃/𝜂 = 𝛼/𝛽 άρα 𝛼/𝛽 = 𝜈/𝜉. Ομοίως 𝛾/𝛿 = 𝜉/𝜇.

Πάλι, αφού 𝜊 = (𝜇/𝜀)𝜁 ισχύει 𝜀/𝜁 = 𝜇/𝜊 (Β, Π, σελ.  και Ορ,
σελ. ). Άρα οι 𝜈 , 𝜉, 𝜇 και 𝜊 σε συνεχή αναλογία έχουν ίσους λόγους με
τους αρχικούς. Ισχυρίζομαι ότι είναι και ελάχιστοι. Αν όχι έστω οι 𝜋, 𝜌,
𝜎 και 𝜏 με 𝜋 < 𝜈 , 𝜌 < 𝜉, 𝜎 < 𝜇, 𝜏 < 𝜊, οι οποίοι σε συνεχή αναλογία
έχουν ίδιους λόγους με τους αρχικούς. Έτσι 𝛼/𝛽 = 𝜋/𝜌 και οι 𝛼, 𝛽 είναι
ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο, άρα ο 𝛽 μετρά τον 𝜌. Για τον ίδιο λόγο και ο
𝛾 μετρά τον 𝜌 άρα και ο ελάχιστος που μετρούν οι 𝛽, 𝛾, δηλαδή ο 𝜂 μετρά
τον 𝜌 (Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝜌/𝜎 = 𝛾/𝛿 = 𝜉/𝜇 = 𝜂/𝜅 άρα 𝜂/𝜌 = 𝜅/𝜎,
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συνεπώς και ο 𝜅 μετρά τον 𝜎. Αλλά και ο 𝜀 μετρά τον 𝜎, αφού 𝜀/𝜁 = 𝜎/𝜏
και οι 𝜀 και 𝜁 είναι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο. Έτσι και ο 𝜀 και ο 𝜅 μετρά
τον 𝜎 άρα και ο ελάχιστος μετρούμενός τους 𝜇 (στμ: το ελάχιστο κοινό
πολλαπλάσιό τους) μετρά τον 𝜎. Αλλά αυτό είναι αδύνατο αφού 𝜎 < 𝜇·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Οι επίπεδοι αριθμοί έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με το
γινόμενο των λόγων των αντιστοίχων πλευρών τους.

Απόδειξη. Έστω ότι οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 έχουν πλευρές 𝛾, 𝛿 και 𝜀, 𝜁 αντί-
στοιχα. Ισχυρίζομαι ότι 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝜀)(𝛿/𝜁). Έστω οι αριθμοί 𝜂, 𝜃, 𝜅 οι
οποίοι είναι οι ελάχιστοι που σε συνεχή αναλογία έχουν ίσους λόγους με
τους 𝛾/𝜀 και 𝛿/𝜁. Έτσι 𝜂/𝜃 = 𝛾/𝜀 και 𝜃/𝜅 = 𝛿/𝜁 (Π, σελ. ). Επίσης
θέτουμε 𝜆 = 𝛿𝜀.

Ισχύει 𝜂/𝜃 = 𝛾/𝜀 = 𝛼/𝜆, αφού 𝛼 = 𝛾𝛿 (Β, Π, σελ. ). Ομοίως
𝜃/𝜅 = 𝛿/𝜁 = 𝜆/𝛽, αφού 𝛽 = 𝜀𝜁. Άρα 𝜂/𝜃 = 𝛼/𝜆 και 𝜃/𝜅 = 𝜆/𝛽, οπότε
είναι ίσοι και οι δι᾽ ίσου λόγοι, δηλαδή 𝜂/𝜅 = 𝛼/𝛽. Αλλά ο 𝜂/𝜅 είναι ο δι᾽
ίσου λόγος των 𝜂/𝜃 = 𝛾/𝜀 και 𝜃/𝜅 = 𝛿/𝜁 , δηλαδή 𝜂/𝜅 = (𝛾/𝜀)(𝛿/𝜁)·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν έχουμε οσουσδήποτε αριθμούς σε συνεχή αναλογία και
ο πρώτος δεν μετρά τον δεύτερο τότε κανείς δεν μετρά κανέναν.

Απόδειξη. Έστω ότι έχουμε τους αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 ώστε ο 𝛼 δεν μετρά
τον 𝛽 και

𝛼
𝛽 = 𝛽

𝛾 = 𝛾
𝛿 = 𝛿

𝜀 .
Το ότι κανείς δεν μετρά τον προηγούμενο ή τον επόμενό του είναι φανερό
γιατί ούτε ο 𝛼 μετρά τον 𝛽.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι ο 𝛼 μετρά τον 𝛾. Και όσοι είναι οι αριθμοί από
τον 𝛼 στον 𝛾 ας ληφθούν τόσοι αριθμοί 𝜁 , 𝜂, 𝜃 ελάχιστοι με τους ίδιους
λόγους: 𝛼/𝛽 = 𝜁/𝜂, 𝛽/𝛾 = 𝜂/𝜃 (Β, Π, σελ. ). Άρα και οι δι᾽ ίσου
είναι ίσοι, δηλαδή 𝛼/𝛾 = 𝜁/𝜃 (Β, Π, σελ. ). Αφού ο 𝛼 δεν μετρά τον
𝛽 δεν θα μετρά και ο 𝜁 τον 𝜂. Άρα ο 𝜁 δεν είναι 1 (διότι η μονάδα μετρά
κάθε αριθμό). Επίσης οι 𝜁 και 𝜃 είναι πρώτοι μεταξύ τους (Π, σελ. ),
και αφού 𝜁 ≠ 1, ο 𝜁 δεν μετρά τον 𝜃. Αλλά αφού 𝜁/𝜃 = 𝛼/𝛾 ούτε ο 𝛼
μετρά τον 𝛾 το οποίο είναι άτοπο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Σε οσουσδήποτε αριθμούς σε συνεχή αναλογία, αν ο πρώ-
τος μετρά τον τελευταίο, τότε ο πρώτος μετρά και τον δεύτερο.

Απόδειξη. Αν έχουν δοθεί οσοιδήποτε αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 σε συνεχή αναλογία
με τον 𝛼 να μετρά τον 𝛿 τότε ο 𝛼 μετρά και τον 𝛽. Διότι αν όχι τότε κανείς
από τους αριθμούς δεν θα έπρεπε να μετρά κανέναν (Π, σελ. ), αλλά
ο 𝛼 μετρά τον 𝛿· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 8 () Αν δυο αριθμοί έχουν ίδιους λόγους με δύο άλλους αριθμούς,
τότε όσοι αριθμοί σε συνεχή αναλογία παρεμβληθούν μεταξύ των δύο πρώ-
των τόσοι μπορούν να παρεμβληθούν σε συνεχή αναλογία ανάμεσα στους δύο
δεύτερους.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε τους αριθμούς 𝛼, 𝛽 και 𝜀, 𝜁 ώστε 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁. Ας
θεωρήσουμε επίσης ότι ανάμεσα στους 𝛼 και 𝛽 παρεμβάλλονται σε συνεχή
αναλογία οσοιδήποτε αριθμοί, έστω δύο, οι 𝛾 και 𝛿· δηλαδή ισχύει

𝛼
𝛾 = 𝛾

𝛿 = 𝛿
𝛽 .

Ισχυρίζομαι ότι ακριβώς το ίδιο πλήθος μπορεί να παρεμβληθεί σε συνεχή
αναλογία ανάμεσα στους 𝜀 και 𝜁.

Πράγματι, ας θεωρήσουμε τους αριθμούς 𝜂, 𝜃, 𝜅, 𝜆 ελάχιστοι ώστε να
έχουν τον ίδιο λόγο με τους 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 (Β, Π, σελ. ), οπότε οι άκροι
𝜂 και 𝜆 είναι μεταξύ τους πρώτοι (Π, σελ. ). Αφού οι 𝜂, 𝜃, 𝜅, 𝜆 έχουν
τον ίδιο λόγο με τους 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 οι δι᾽ ίσου λόγοι θα είναι ίσοι, δηλαδή
𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜆 (Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝜀/𝜁 , οπότε

𝛼/𝛽 = 𝜂/𝜆 = 𝜀/𝜁.

Οι 𝜂, 𝜆 είναι πρώτοι μεταξύ τους άρα είναι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο
(στμ: το κλάσμα τους είναι ανάγωγο) (Β, Π, σελ. ). Οπότε όσες
φορές μετρά ο 𝜂 τον 𝜀 τόσες φορές μετρά ο 𝜆 τον 𝜁. Θέτουμε 𝜇 = (𝜀/𝜂)𝜃
και 𝜈 = (𝜀/𝜂)𝜅, δηλαδή όσες φορές μετρά ο 𝜂 τον 𝜀 τόσες φορές μετρά ο 𝜃
τον 𝜇. Ομοίως και για τα 𝜅 και 𝜈.

Έτσι οι 𝜂, 𝜃, 𝜅, 𝜆 μετρούν ίσα τους 𝜀, 𝜇, 𝜈 , 𝜁 (Β, Π, σελ. ). Οι 𝜂, 𝜃,
𝜅, 𝜆 έχουν τους ίδιους λόγους με τους 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽. Άρα και οι 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 έχουν
τους ίδιους λόγους με τους 𝜀, 𝜇, 𝜈 , 𝜁. Συνεπώς όπως οι 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 είναι σε
συνεχή αναλογία είναι και οι 𝜀, 𝜇, 𝜈 , 𝜁· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 () Αν ανάμεσα σε δύο αριθμούς που είναι μεταξύ τους πρώτοι
παρεμβάλλονται οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία, τόσοι μπορούν να
παρεμβληθούν ανάμεσα σε καθέναν από αυτούς τους δύο αριθμούς και της
μονάδας.

Απόδειξη. Έστω ότι οι αριθμοί 𝛼 και 𝛽 είναι μεταξύ τους πρώτοι, και ας
παρεμβάλλονται σε συνεχή αναλογία ανάμεσά τους οι 𝛾 και 𝛿 και έστω 𝜀
η μονάδα. Ισχυρίζομαι ότι όσοι αριθμοί παρεμβάλλονται σε συνεχή ανα-
λογία ανάμεσα στον 𝛼 και 𝛽 τόσοι μπορούν να παρεμβληθούν σε συνεχή
αναλογία ανάμεσα σε καθέναν από αυτούς και στη μονάδα.

Θεωρούμε ελάχιστους 𝜁 και 𝜂 με λόγο ίσο με τους λόγους των 𝛼, 𝛾, 𝛿,
𝛽, μετά τρεις ελάχιστους 𝜃, 𝜅, 𝜆 με λόγους ίσους με τους λόγους των 𝛼, 𝛾, 𝛿,
𝛽, κλπ μέχρι να έχουμε ίσο πλήθος όρων με τους 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 (Π, σελ. ).
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Έστω ότι αυτοί είναι οι 𝜇, 𝜈 , 𝜉 και 𝜊. Ισχύει 𝜃 = 𝜁 2 και 𝜇 = 𝜁𝜃 = 𝜁 3.
Επίσης 𝜆 = 𝜂2, 𝜊 = 𝜂𝜆 = 𝜂3.

Επειδή τώρα οι 𝜇, 𝜈 , 𝜉 και 𝜊 είναι ελάχιστοι με λόγο σε συνεχή αναλογία
ίσο με τον λόγο των 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 και επειδή και οι 𝛼, 𝛾, 𝛿, 𝛽 είναι ελάχιστοι
με αυτόν τον λόγο (Π, σελ. ), συμπεραίνουμε ότι 𝜇 = 𝛼, 𝜈 = 𝛾, 𝜉 = 𝛿
και 𝜊 = 𝛽.

Ο 𝜁 όμως μετρά τον 𝜃 = 𝜁 2, 𝜁 φορές όπως και η μονάδα 𝜀 μετρά 𝜁 φορές
τον 𝜁. Δηλαδή 1/𝜁 = 𝜁/𝜃. Πάλι επειδή 𝜁 3 = 𝜇 = 𝜁𝜃 δηλαδή ο 𝜃 μετρά τον
𝜇 κατά 𝜁 φορές όπως και η μονάδα τον 𝜁. Άρα 1/𝜁 = 𝜃/𝜇. Αλλά 𝜇 = 𝛼.
Έτσι παρεμβάλαμε τους 𝜁 και 𝜃 σε συνεχή αναλογία ανάμεσα στη μονάδα
𝜀 και στον 𝛼. Ομοίως παρεμβάλλουμε τους 𝜂 και 𝜆 ανάμεσα στη μονάδα
και στον 𝛽.

Έτσι όσοι αριθμοί παρεμβλήθηκαν σε συνεχή αναλογία μεταξύ 𝛼 και 𝛽
παρεμβλήθηκαν και μεταξύ 𝜀 και 𝛼 και μεταξύ 𝜀 και 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 10 () Αν ανάμεσα καθενός από δύο αριθμούς και της μονάδας
παρεμβληθούν ίσουπλήθοςαριθμοί σεσυνεχήαναλογία, όσοι είναι αυτοί τόσοι
μπορούν να παρεμβληθούν ανάμεσα στους δύο αρχικούς αριθμούς.

Απόδειξη. Έστω ότι ανάμεσα στη μονάδα 𝛾 και στο 𝛼 παρεμβάλλεται σε
συνεχή αναλογία το ίδιο πλήθος αριθμών όσο και ανάμεσα στη μονάδα και
στο 𝛽. Ας θεωρήσουμε ότι ανάμεσα στη μονάδα και στο 𝛼 παρεμβάλλονται
σε συνεχή αναλογία οι 𝛿, 𝜀 και ανάμεσα στη μονάδα και στο 𝛽 παρεμβάλ-
λονται σε συνεχή αναλογία οι 𝜁 και 𝜂. Ισχυρίζομαι ότι και ανάμεσα στο 𝛼
και το 𝛽 μπορούν να παρεμβληθούν σε συνεχή αναλογία δύο αριθμοί.

Θέτουμε 𝜃 = 𝛿𝜁 , 𝜅 = 𝛿𝜃 = 𝛿2𝜁και 𝜆 = 𝜃𝜁 = 𝛿𝜁 2.
Ισχύει 𝛾/𝛿 = 𝛿/𝜀 = 𝜀/𝛼, αφού οι 𝛿 και 𝜀 παρεμβάλλονται σε συνεχή

αναλογία ανάμεσα στους 𝛾 και 𝛼, οπότε 𝛿2 = 𝛾𝜀 = 𝜀. Ομοίως 𝛿𝜀 = 𝛾𝛼 =
𝛼. Ομοίως 𝜁 2 = 𝜂 και 𝜁𝜂 = 𝛽. Οπότε, αφού 𝛿2 = 𝜀 και 𝛿𝜁 = 𝜃 ισχύει
𝛿/𝜁 = 𝜀/𝜃. Ομοίως 𝛿/𝜁 = 𝜃/𝜂.

Πάλι, επειδή 𝛿𝜀 = 𝛼 και 𝛿𝜃 = 𝜅 ισχύει 𝜀/𝜃 = 𝛼/𝜅 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά 𝜀/𝜃 = 𝛿/𝜁 και άρα 𝛿/𝜁 = 𝛼/𝜅.

Πάλι, επειδή 𝛿𝜃 = 𝜅 και 𝜁𝜃 = 𝜆 ισχύει 𝛿/𝜁 = 𝜅/𝜆 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά 𝛿/𝜁 = 𝛼/𝜅 άρα 𝜅/𝜆 = 𝛼/𝜅.

Επιπλέον, επειδή 𝜁𝜃 = 𝜆 και 𝜁𝜂 = 𝛽 ισχύει 𝜃/𝜂 = 𝜆/𝛽 (Β, Π,
σελ. ). Αλλά 𝜃/𝜂 = 𝛿/𝜁 άρα 𝛿/𝜁 = 𝜆/𝛽.

Δείξαμε λοιπόν ότι 𝛿/𝜁 = 𝛼/𝜅 = 𝜅/𝜆 και άρα 𝛼/𝜅 = 𝜅/𝜆 = 𝜆/𝛽. Έτσι
οι 𝛼, 𝜅, 𝜆, και 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία.

Όσοι λοιπόν αριθμοί παρεμβλήθηκαν σε συνεχή αναλογία ανάμεσα στη
μονάδα και καθέναν από τους 𝛼 και 𝛽 τόσοι παρεμβλήθηκαν ανάμεσα στους
𝛼 και 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Βιβλίο 8ο 

Πρόταση 11 () Ανάμεσα σε δυο τετράγωνους αριθμούς υπάρχει μέσος
ανάλογος, και ο ένας τετράγωνος προς τον άλλον ισούται με το τετράγωνο
του λόγου των πλευρών τους.

Απόδειξη. Θεωρούμε τους τετράγωνους αριθμούς 𝛼 = 𝛾 2 και 𝛽 = 𝛿2.
Ισχυρίζομαι ότι υπάρχει 𝜀 ώστε 𝛼/𝜀 = 𝜀/𝛽 και 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝛿)2.

Έστω 𝜀 = 𝛾 ⋅ 𝛿. Επειδή 𝛾 ⋅ 𝛾 = 𝛼 συμπεραίνουμε ότι 𝛾/𝛿 = 𝛼/𝜀
(Β, Π, σελ. ). Ομοίως 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝛽, οπότε 𝛼/𝜀 = 𝜀/𝛽. Οπότε βρέθηκε
μέσος ανάλογος των 𝛼 και 𝛽.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝛿)2. Επειδή οι 𝛼, 𝜀 και 𝛽 είναι σε συνεχή
αναλογία, ισχύει 𝛼/𝛽 = (𝛼/𝜀)2 (Β, Ορ, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝜀 = 𝛾/𝛿·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 12 () Για κάθε δύοαριθμούςπου είναι κύβοι υπάρχουν δύο μέσοι
ανάλογοι και ο λόγος τους ισούται με τον λόγο των πλευρών τους στον κύβο.

Απόδειξη. Έστω ότι 𝛼 = 𝛾 3 και 𝛽 = 𝛿3. Ισχυρίζομαι ότι υπάρχουν δύο
μέσοι ανάλογοι για τους 𝛼 και 𝛽 και επιπλέον 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝛿)3.

Έστω 𝜀 = 𝛾 2, 𝜁 = 𝛾𝛿, 𝜂 = 𝛿2 και 𝜃 = 𝛾𝜁 = 𝛾 2𝛿 και 𝜅 = 𝛿𝜁 = 𝛾𝛿2.
Οπότε
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και οι 𝜃 και 𝜅 είναι μέσοι ανάλογοι των 𝛼 και 𝛽.
Ισχυρίζομαι τώρα ότι 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝛿)3. Διότι 𝛼/𝜃 = 𝛾/𝛿 και επειδή οι

τέσσαρες αριθμοί 𝛼, 𝜃, 𝜅, 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία, το 𝛼/𝛽 είναι ο κύβος
του 𝛼/𝜃 (Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν δοθούν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία, και
τα τετράγωνά τους είναι σε συνεχή αναλογία, και οι κύβοι τους είναι σε συνεχή
αναλογία.

Απόδειξη. Ας είναι οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 σε συνεχή αναλογία, 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾, και ας
θέσουμε 𝛿 = 𝛼2, 𝜀 = 𝛽2, 𝜁 = 𝛾 2 και 𝜂 = 𝛼3, 𝜃 = 𝛽3, 𝜅 = 𝛾 3.
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Θέτουμε 𝜆 = 𝛼𝛽, 𝜇 = 𝛼𝜆 = 𝛼2𝛽, 𝜈 = 𝛽𝜆 = 𝛼𝛽2, 𝜉 = 𝛽𝛾 𝜊 = 𝛽𝜉 = 𝛽2𝛾
και 𝜋 = 𝛾𝜉 = 𝛽𝛾 2.

Όπως και στην προηγούμενη πρόταση δείχνουμε ότι οι 𝛿, 𝜆, 𝜀 και οι
𝜂, 𝜇, 𝜈 , 𝜃 είναι σε συνεχή αναλογία έχοντας λόγο 𝛼/𝛽, και οι 𝜀, 𝜉, 𝜁 και 𝜃,
𝜊, 𝜋, 𝜅 είναι σε συνεχή αναλογία με λόγο 𝛽/𝛾. Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 άρα οι
𝛿, 𝜆, 𝜀 έχουν τον ίδιο λόγο με τους 𝜀, 𝜉, 𝜁 , και οι 𝜂, 𝜇, 𝜅, 𝜃 με τους 𝜃, 𝜊, 𝜋,
𝜅 και έχουν το ίδιο πλήθος. Άρα και οι δι᾽ ίσου λόγοι είναι ίσοι δηλαδή
𝛿/𝜀 = 𝜀/𝜁 και 𝜂/𝜃 = 𝜃/𝜅. ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρόταση 14 () Ανέναςτετράγωνοςαριθμόςμετράει ένανάλλοκαιπλευρά
του θα μετρά την πλευρά του δεύτερου. Αντιστρόφως, αν η πλευρά μετρά την
πλευρά τότε ο τετράγωνος της πρώτης πλευράς μετρά τον τετράγωνο της
δεύτερης.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛼 = 𝛾 2 και 𝛽 = 𝛿2 και ο 𝛼 μετρά τον 𝛽. Ισχυρίζομαι
ότι ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Θέτοντας 𝜀 = 𝛾𝛿, οι 𝛼, 𝜀, 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία με λόγο 𝛾/𝛿 (Π,
σελ. ). Και επειδή ο 𝛼 μετρά τον 𝛽 θα μετρά και ο 𝛼 τον 𝜀 (Π, σελ. ).
Και άρα 𝛼/𝜀 = 𝛾/𝛿, συνεπώς ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 (Β, Ορ, σελ. ).

Τώρα αν ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 μετρά τον 𝛽. Διότι με
την ίδια κατασκευή οι 𝛼, 𝜀 και 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία και λόγο 𝛾/𝛿.
Και αφού 𝛾/𝛿 = 𝛼/𝜀 και ο 𝛾 μετράει τον 𝛿 θα μετρά και ο 𝛼 τον 𝜀 (Β,
Ορ, σελ. ). Και αφού οι 𝛼, 𝜀 και 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία, θα μετά
και ο 𝛼 τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 15 () Αν ένας κύβος μετράει έναν άλλο κύβο και πλευρά του θα
μετρά τηνπλευρά του δεύτερου.Αντιστρόφως, αν ηπλευρά μετρά τηνπλευρά
τότε ο κύβος της πρώτης πλευράς μετρά τον κύβο της δεύτερης.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛼 = 𝛾 3 και 𝛽 = 𝛿3 και ας μετρά ο 𝛼 τον 𝛽. Ισχυρίζομαι
ότι και ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Θέτουμε 𝜀 = 𝛾 2, 𝜂 = 𝛿2, 𝜁 = 𝛾𝛿, 𝜃 = 𝛾𝜁 = 𝛾 2𝛿 και 𝜅 = 𝛿𝜁 = 𝛾𝛿2.
Φανερά οι 𝜀𝜁𝜂 και οι 𝛼𝜃𝜅𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία με λόγο 𝛾/𝛿 (Π,
σελ. ), και επειδή ο 𝛼 μετρά τον 𝛽, μετρά και τον 𝜃 (Π, σελ. ). Και
αφού 𝛼/𝜃 = 𝛾/𝛿, άρα και ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι ο 𝛾 μετρά τον 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛼
μετρά τον 𝛽. Διότι αφού γίνει η ίδια κατασκευή, αποδεικνύουμε με όμοιο
τρόπο ότι οι 𝛼, 𝜃, 𝜅, 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία με λόγο 𝛾/𝛿. Και αφού
ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 και και 𝛾/𝛿 = 𝛼/𝜃 μετρά ο 𝛼 τον 𝜃 (Β, Ορ, σελ. )·
άρα ο 𝛼 μετρά τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 16 () Αν τετράγωνος αριθμός δεν μετρά τετράγωνο αριθμό,
ούτε και η πλευρά του πρώτου μετρά την πλευρά του δεύτερου.

Αν η πλευρά δεν μετρά την πλευρά ούτε και το τετράγωνο μετρά το τε-
τράγωνο.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼 = 𝛾 2 και 𝛽 = 𝛿2 και ας μη μετρά ο 𝛼 τον 𝛽.
Ισχυρίζομαι ότι ούτε ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Διότι αν ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 θα μετρά και ο 𝛼 τον 𝛽 (Π, σελ. ). Αλλά
δεν μετρά ο 𝛼 τον 𝛽 άρα ούτε και ο 𝛾 τον 𝛿.

Αν τώρα ο 𝛾 δεν μετρά τον 𝛿, ισχυρίζομαι ότι ούτε ο 𝛼 μετρά τον 𝛽.
Διότι αν ο 𝛼 μετρά τον 𝛽 θα μετρά και ο 𝛾 τον 𝛿 (Π, σελ. ). Αλλά

δεν μετρά ο 𝛾 τον 𝛿 άρα ούτε και ο 𝛼 τον 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 17 () Ανκύβοςαριθμόςδενμετράκύβοαριθμό,ούτεκαιηπλευρά
του πρώτου μετρά την πλευρά του δεύτερου.

Αν η πλευρά δεν μετρά την πλευρά ούτε και ο κύβος μετρά τον κύβο.

Απόδειξη. Έστω ότι 𝛼 = 𝛾 3, 𝛽 = 𝛿3 και ο 𝛼 δεν μετρά τον 𝛽. Ισχυρίζομαι
ότι ούτε ο 𝛾 μετρά τον 𝛿.

Διότι αν ο 𝛾 μετρά τον 𝛿 θα έπρεπε και ο 𝛼 να μετρά τον 𝛽 (Π,
σελ. ). Αλλά ο 𝛼 δεν μετρά τον 𝛽, άρα ούτε και ο 𝛾 τον 𝛿.

Έστω τώρα ότι ο 𝛾 δεν μετρά τον 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι ούτε ο 𝛼 μετρά
τον 𝛽, διότι αλλιώς θα έπρεπε και ο 𝛾 να μετρά τον 𝛿 (Π, σελ. ) που
δεν συμβαίνει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Δύο όμοιοι επίπεδοι αριθμοί έχουν μέσο ανάλογο. Και ο
επίπεδος προς τον όμοιο επίπεδο έχει λόγο ίσο με το τετράγωνο του λόγου
των ομόλογων πλευρών τους.

Απόδειξη. Έστω ότι 𝛼 = 𝛾𝛿 και 𝛽 = 𝜀𝜁 και αφού είναι όμοιοι έχουν
τις πλευρές τους ανάλογες (Β, Ορ, σελ. ). Δηλαδή 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝜁.
Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼 και 𝛽 έχουν μέσο ανάλογο και ότι 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝜀)2 =
(𝛿/𝜁)2.

Επειδή 𝛾/𝛿 = 𝜀/𝜁 είναι ίσοι και οι εναλλάξ λόγοι, δηλαδή 𝛾/𝜀 = 𝛿/𝜁.
Θέτουμε 𝜂 = 𝛿𝜀. Οπότε 𝛼/𝜂 = 𝛾/𝜀 (Β, Π, σελ. ). Άρα 𝛾/𝜀 =
𝛿/𝜁 = 𝛼/𝜂. Επιπλέον 𝛿/𝜁 = 𝜂/𝛽, αλλά έχει δειχθεί ότι 𝛿/𝜁 = 𝛼/𝜂, άρα
𝛼/𝜂 = 𝜂/𝛽 και συνεπώς οι 𝛼, 𝛽 έχουν τον μέσο ανάλογο 𝜂.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝜀)2 = (𝛿/𝜁)2. Πράγματι επειδή οι 𝛼,
𝜂, 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία ο 𝛼/𝛽 = (𝛼/𝜂)2 (Β, Ορ, σελ. ). Και
𝛼/𝜂 = 𝛾/𝜀 = 𝛿/𝜁. Άρα ο 𝛼/𝛽 = (𝛾/𝜀)2 = (𝛿/𝜁)2· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 19 () Ανάμεσα σε δύο όμοιους στερεούς αριθμούς παρεμβάλ-
λονται δύο μέσοι ανάλογοι. Και ο στερεός προς τον όμοιο στερεό έχει λόγο ίσο
με τον κύβο του λόγου των ομόλογων πλευρών τους.
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Απόδειξη. Έστω 𝛼 = 𝛾𝛿𝜀 και 𝛽 = 𝜁𝜂𝜃 και επειδή τους θεωρούμε όμοιους
θα ισχύει 𝛾/𝛿 = 𝜁/𝜂 και 𝛿/𝜀 = 𝜂/𝜃. Ισχυρίζομαι ότι μεταξύ των 𝛼 και 𝛽
παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι και επιπλέον ότι
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𝛽 = (𝛾

𝜁 )
3
= (𝛿

𝜂)
3
= ( 𝜀

𝜃)
3
.

Θέτουμε 𝜅 = 𝛾𝛿 και 𝜆 = 𝜁𝜂. Επειδή 𝛾/𝛿 = 𝜁/𝜂 και 𝜅 = 𝛾𝛿 και 𝜆 = 𝜁𝜂
συμπεραίνουμε ότι οι 𝜅 και 𝜆 είναι όμοιοι επίπεδοι αριθμοί (Β, Ορ,
σελ. ). Έτσι υπάρχει μέσος ανάλογος για τους 𝜅 και 𝜆 (Π, σελ. ).
Ας είναι αυτός ο 𝜇. Έτσι όμως δείχθηκε στο προηγούμενο θεώρημα 𝜇 = 𝛿𝜁.

Θέτουμε τώρα 𝜈 = 𝜀𝜇 = 𝜀𝛿𝜁 και 𝜉 = 𝜃𝜇 = 𝜃𝛿𝜁. Ο 𝛼 είναι στερεός
αριθμός με πλευρές τα 𝛾, 𝛿, 𝜀, οπότε ο 𝛾 πολλαπλασιαζόμενος με τον
𝛿𝜀 δίνει τον 𝛼. Και ο 𝜁 πολλαπλασιαζόμενος με τον 𝛿𝜀 δίνει τον 𝜈. Άρα
𝛼/𝜈 = 𝛾/𝜁. Ομοίως, ο 𝜀 πολλαπλασιαζόμενος με τον 𝛿𝜁 δίνει τον 𝜈 και ο
𝜃 πολλαπλασιαζόμενος με τον 𝛿𝜁 δίνει τον 𝜉. Άρα

𝜈
𝜉 = 𝜀

𝜃 = 𝛾
𝜁 = 𝛼

𝜈 .

Επιπλέον, ο 𝛿 πολλαπλασιαζόμενος με τον 𝜁𝜃 δίνει 𝜉 και ο 𝜂 πολλαπλα-
σιαζόμενος με τον 𝜁𝜃 δίνει 𝛽. Άρα

𝜉
𝛽 = 𝛿

𝜂 = 𝛾
𝜁 = 𝛼

𝜈 .

Συνεπώς
𝛼
𝜈 = 𝜈

𝜉 = 𝜉
𝛽 ,

δηλαδή οι 𝜈 και 𝜉 είναι μέσοι ανάλογοι των 𝛼 και 𝛽.
Τέλος, επειδή οι 𝛼, 𝜈 , 𝜉, 𝛽 είναι τέσσαρες αριθμοί σε συνεχή αναλογία

ισχύει 𝛼/𝛽 = (𝛼/𝜈)3 (Β, Ορ, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝜈 = 𝛾/𝜁 = 𝛿/𝜂 = 𝜀/𝜃·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 20 () Αν μεταξύ δύο αριθμών υπάρχει μέσος ανάλογος τότε οι
αριθμοί είναι όμοιοι επίπεδοι.

Απόδειξη. Ας είναι ο 𝛾 ο παρεμβαλλόμενος μέσος ανάλογος των 𝛼 και 𝛽.
Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι αριθμοί.

Διότι ας θεωρήσουμε ελάχιστους αριθμούς 𝛿, 𝜀 με τον ίδιο λόγο με τους
𝛼 και 𝛾 (Β, Π, σελ. ). Άρα όσες φορές ο 𝛿 μετρά τον 𝛼 τόσες μετρά
και ο 𝜀 τον 𝛾. Ας θέσουμε 𝜁 = 𝛼/𝛿 οπότε 𝜁𝛿 = 𝛼 (Β, Ορ, σελ. ).
Έτσι ο 𝛼 είναι επίπεδος με πλευρές 𝜁 και 𝛿. Πάλι επειδή οι 𝛿 και 𝜀 είναι οι
ελάχιστοι με λόγο ίδιο με τους 𝛾 και 𝛽 θέτοντας όπως και πριν 𝜂 = 𝛽/𝜀
παίρνουμε ότι 𝛽 = 𝜂𝜀 δηλαδή ο 𝛽 είναι επίπεδος με πλευρές 𝜂 και 𝜀. Έτσι
οι 𝛼 και 𝛽 είναι επίπεδοι και ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι όμοιοι.
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Ο 𝜁 πολλαπλασιάζοντας τον 𝛿 δίνει 𝛼 και με τον 𝜀 δίνει 𝛾. Άρα 𝛿/𝜀 =
𝛼/𝛾 = 𝛾/𝛽. Πάλι επειδή ο 𝜀 πολλαπλασιάζοντας τον 𝜁 δίνει 𝛾 και με τον
𝜂 δίνει 𝛽 θα ισχύει 𝜁/𝜂 = 𝛾/𝛽 = 𝛿/𝜀. Άρα και οι εναλλάξ λόγοι είναι ίσοι
δηλαδή 𝛿/𝜁 = 𝜀/𝜂 (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι
αφού έχουν ανάλογες πλευρές (Β, Ορ, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 21 () Αν μεταξύ δυο αριθμών παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανά-
λογοι αριθμοί, τότε αυτοί είναι όμοιοι και στερεοί.

Απόδειξη. Ας είναι οι 𝛾 και 𝛿 δύο μέσοι ανάλογοι των 𝛼 και 𝛽. Ισχυρίζομαι
ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι στερεοί.

Θεωρούμε ελάχιστους 𝜀, 𝜁 , 𝜂 ώστε 𝛼/𝛾 = 𝜀/𝜁 και 𝛾/𝛿 = 𝜁/𝜂 (Π,
σελ. ). Επειδή 𝛼/𝛾 = 𝛾/𝛿 οι 𝜀, 𝜁 , 𝜂 είναι σε συνεχή αναλογία, δηλαδή
ο 𝜁 είναι μέσος ανάλογος των 𝜀 και 𝜂, άρα οι 𝜀 και 𝜂 είναι πρώτοι μεταξύ
τους (Π, σελ. ) και είναι και όμοιοι επίπεδοι (Π, σελ. ). Άρα
υπάρχουν 𝜃, 𝜅, 𝜆, 𝜇 ώστε 𝜀 = 𝜃𝜅, 𝜂 = 𝜆𝜇 και

𝜀
𝜁 = 𝜁

𝜂 = 𝜃
𝜆 = 𝜅

𝜇. (∗)

Όμως 𝜀/𝛾 = 𝛼/𝛾 και 𝜁/𝜂 = 𝛾/𝛿 άρα και οι δι᾽ ίσου είναι ίσοι: 𝜀/𝜂 = 𝛼/𝛿
(Β, Π, σελ. ). Αλλά οι 𝜀, 𝜂 είναι πρώτοι μεταξύ τους, οπότε όσες
φορές μετράει ο 𝜀 τον 𝛼 τόσες μετράει ο 𝜂 τον 𝛿 (Β, Π, σελ. ). Έστω
𝜈 = 𝛼/𝜀 = 𝛿/𝜂. Έτσι 𝛼 = 𝜈𝜀 = 𝜈𝜃𝜅 (Β, Ορ, σελ. ) και ο 𝛼 είναι
στερεός με πλευρές 𝜈 , 𝜃 και 𝜅.

Επιπλέον 𝜀/𝜁 = 𝛼/𝛾 = 𝛾/𝛿 και 𝜁/𝜂 = 𝛾/𝛿 = 𝛿/𝛽 άρα και οι δι᾽ ίσου
είναι ίσοι: 𝜀/𝜂 = 𝛾/𝛽. Πάλι επειδή οι 𝜀 και 𝜂 είναι πρώτοι μεταξύ τους όσες
φορές ο 𝜀 μετράει τον 𝛾 τόσες φορές ο 𝜂 μετράει τον 𝛽· έστω 𝜉 = 𝛾/𝜀 = 𝛽/𝜂
(Β, Π, σελ. ). Οπότε 𝛽 = 𝜉𝜂 = 𝜉𝜆𝜇 (Β, Ορ, σελ. ) στερεός με
πλευρές 𝜉, 𝜆 και 𝜇. Επίσης παρατηρούμε από το προηγούμενο ότι 𝛾 = 𝜉𝜀.
Μένει να δείξουμε ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι και όμοιοι.

Πράγματι, 𝛼 = 𝜈𝜀 και 𝛾 = 𝜉𝜀, άρα 𝛼/𝛾 = 𝜈/𝜉 (Β, Π, σελ. ). Αλλά
𝛼/𝛾 = 𝜀/𝜁 οπότε και χρησιμοποιώντας την (∗) παίρνουμε

𝜈
𝜉 = 𝜀

𝜁 = 𝜃
𝜆 = 𝜅

𝜇,

δηλαδή οι 𝛼 και 𝛽 γράφονται ως 𝛼 = 𝜈𝜃𝜅 και 𝛽 = 𝜉𝜆𝜇 και ισχύει

𝜈
𝜉 = 𝜃

𝜆 = 𝜅
𝜇.

Άρα οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι και στερεοί (Β, Ορ, σελ. )· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 22 () Αν τρεις αριθμοί είναι σε συνεχή αναλογία και ο πρώτος
είναι τετράγωνος τότε και ο τρίτος είναι τετράγωνος.
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Απόδειξη. Αν οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι σε συνεχή αναλογία και ο 𝛼 είναι τετράγωνος,
ισχυρίζομαι ότι και ο τρίτος, ο 𝛾, είναι τετράγωνος.

Διότι επειδή ο 𝛽 είναι ο μέσος ανάλογος των 𝛼 και 𝛾, οι 𝛼 και 𝛾 είναι
όμοιοι επίπεδοι (Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛼 είναι τετράγωνος άρα και ο 𝛾
(Β, Ορ, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 () Αν τέσσαρες αριθμοί είναι σε συνεχήαναλογία και οπρώ-
τος είναι κύβος, τότε και ο τέταρτος είναι κύβος.

Απόδειξη. Έστω οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 σε συνεχή αναλογία και ο 𝛼 έστω ότι είναι
κύβος. Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛿 είναι κύβος.

Διότι οι 𝛽 και 𝛾 είναι μέσοι ανάλογοι των 𝛼 και 𝛿 άρα οι 𝛼 και 𝛿 είναι
όμοιοι στερεοί (Π, σελ. ). Ο 𝛼 όμως είναι κύβος άρα και ο 𝛿 (Β,
Ορ, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 24 () Ανδυοαριθμοί έχουνμεταξύτουςλόγο ίσομετονλόγοδύο
τετράγωνων αριθμών και ο πρώτος είναι τετράγωνος τότε είναι τετράγωνος
και ο δεύτερος.

Απόδειξη. Ας είναι ο λόγος των 𝛼 και 𝛽 ίσος με τον λόγο των τετράγωνων
𝛾 και 𝛿. Υποθέτω ότι και ο 𝛼 είναι τετράγωνος. Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛽
είναι τετράγωνος.

Διότι αφού οι 𝛾 και 𝛿 είναι τετράγωνοι είναι όμοιοι επίπεδοι. Άρα μεταξύ
των 𝛾 και 𝛿 παρεμβάλλεται ένας μέσος ανάλογος (Π, σελ. ). Και αφού
𝛾/𝛿 = 𝛼/𝛽 συμπεραίνουμε ότι και ανάμεσα στους 𝛼 και 𝛽 παρεμβάλλεται
μέσος ανάλογος (Π, σελ. ). Οπότε αφού ο 𝛼 είναι τετράγωνος είναι
και ο 𝛽 (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 25 () Αν δυο αριθμοί έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με τον λόγο
δυο κύβων, και ο πρώτος είναι κύβος τότε είναι και ο δεύτερος κύβος.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και οι 𝛾 και 𝛿 και 𝛼 κύβοι.
Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛽 είναι κύβος.

Διότι αφού οι 𝛾 και 𝛿 είναι κύβοι είναι όμοιοι στερεοί· άρα μεταξύ των
𝛾 και 𝛿 παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι (Π, σελ. ), άρα και
ανάμεσα στους 𝛼 και 𝛽 (Π, σελ. ). Ας είναι αυτοί οι 𝜀 και 𝜁. Άρα οι
τέσσαρες 𝛼, 𝜀, 𝜁 , 𝛽 είναι σε συνεχή αναλογία και ο 𝛼 είναι κύβος. Οπότε
και ο 𝛽 είναι κύβος (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 26 () Όμοιοι επίπεδοι αριθμοί έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με
τον λόγο δυο τετράγωνων αριθμών.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛼 και 𝛽 δυο όμοιοι επίπεδοι αριθμοί· ισχυρίζομαι ότι ο
𝛼/𝛽 είναι λόγος ίσος με τον λόγο δύο τετράγωνων αριθμών.

Διότι αφού 𝛼, 𝛽 όμοιοι επίπεδοι, παρεμβάλλεται μεταξύ τους ένας μέσος
ανάλογος (Π, σελ. )· ας είναι ο 𝛾. Θεωρούμε ελάχιστους αριθμούς 𝛿,
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𝜀, 𝜁 με τους ίδιους λόγους με τους 𝛼, 𝛾, 𝛽 (Π, σελ. ). Άρα οι άκροι 𝛿
και 𝜁 είναι τετράγωνοι (Πόρισμα Π, σελ. ). Αλλά 𝛿/𝜁 = 𝛼/𝛽 και οι 𝛿
και 𝜁 είναι τετράγωνοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Οι όμοιοι στερεοί αριθμοί έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με
λόγο δυο κύβων αριθμών.

Απόδειξη. Θεωρούμε τους όμοιους στερεούς αριθμούς 𝛼 και 𝛽· ισχυρίζομαι
ότι ο λόγος 𝛼/𝛽 είναι ίσος με τον λόγο δυο κύβων.

Διότι, επειδή οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι στερεοί, θα παρεμβάλλονται μεταξύ
τους δύο μέσοι ανάλογοι (Π, σελ. ). Ας είναι αυτοί οι 𝛾 και 𝛿. Θεω-
ρούμε ελάχιστους αριθμούς 𝜀, 𝜁 , 𝜂, 𝜃 με τους ίδιους λόγους με τους 𝛼, 𝛾, 𝛿,
𝛽 (Π, σελ. ). Άρα οι άκροι 𝜀 και 𝜃 είναι κύβοι (Πόρισμα Π, σελ. ).
Και ισχύει 𝜀/𝜃 = 𝛼/𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 1 () Εάν δύο όμοιοι επίπεδοι πολλαπλασιαστούν μεταξύ τους
δίνουν αριθμό που είναι τετράγωνος.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 𝛼, 𝛽 είναι όμοιοι και επίπεδοι αριθμοί, και έστω 𝛾
το γινόμενό τους· ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι τετράγωνος.

Ο 𝛿 = 𝛼2 είναι τετράγωνος και επειδή 𝛾 = 𝛼𝛽 ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾
(Β, Π, σελ. ). Επειδή οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι παρεμβάλλεται
ανάμεσά τους ένας μέσος ανάλογος (Β, Π, σελ. ). Όσοι παρεμβάλλο-
νται σε συνεχή αναλογία ανάμεσα σε δύο αριθμούς τόσοι παρεμβάλλονται
και ανάμεσα σε εκείνους που έχουν ίδιο λόγο με τους αρχικούς (Β, Π,
σελ. )· άρα και ανάμεσα στους 𝛿 και 𝛾 παρεμβάλλεται ένας μέσος ανά-
λογος. Αλλά ο 𝛿 είναι τετράγωνος άρα είναι και ο 𝛾 (Β, Π, σελ. )·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 2 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν δύο αριθμοί πολλα-
πλασιαζόμενοιμεταξύτουςδίνουναριθμότετράγωνο,τότε είναιόμοιοι επίπεδοι
αριθμοί.

Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛾 = 𝛼𝛽 είναι τετράγωνος αριθμός· ισχυρίζομαι ότι
οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι αριθμοί.

Έστω ότι 𝛿 = 𝛼2. Αφού 𝛾 = 𝛼𝛽 τότε 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾 (Β, Π, σελ. ).
Και αφού και ο 𝛿 και ο 𝛾 είναι τετράγωνος οι 𝛿 και 𝛾 είναι όμοιοι επίπεδοι.
Άρα μεταξύ των 𝛿 και 𝛾 παρεμβάλλεται μέσος ανάλογος (Β, Π, σελ. )·
και αφού 𝛿/𝛾 = 𝛼/𝛽 παρεμβάλλεται μέσος ανάλογος μεταξύ των 𝛼 και 𝛽
(Β, Π, σελ. ), οπότε είναι όμοιοι επίπεδοι (Β, Π, σελ. )· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Το τετράγωνο ενός κύβου είναι κύβος.

Απόδειξη. Έστω 𝛽 = 𝛼2 και 𝛼 κύβος. Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛽 είναι κύβος.
Ας είναι 𝛾 η πλευρά του 𝛼 και θέτουμε 𝛿 = 𝛾 2. Άρα ο 𝛾 μετράει τον 𝛿

κατά 𝛾 φορές, και η μονάδα μετράει τον 𝛾 κατά 𝛾 φορές, οπότε 1/𝛾 = 𝛾/𝛿.
Ομοίως ο 𝛿 μετρά τον 𝛼 κατά 𝛾 φορές όπως μετρά τον 𝛾 η μονάδα, άρα
1/𝛾 = 𝛿/𝛼. Οπότε 1/𝛾 = 𝛾/𝛿 = 𝛿/𝛼 δηλαδή οι 𝛾, 𝛿 παρεμβάλλονται σε
συνεχή αναλογία μεταξύ του 1 και του 𝛼.
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Τώρα ο 𝛼 μετρά τον 𝛽 τόσες φορές όσες και η μονάδα τον 𝛼, άρα
1/𝛼 = 𝛼/𝛽. Αλλά από πριν ανάμεσα στο 1 και στο 𝛼 παρεμβάλλονται δύο
μέσοι ανάλογοι, άρα και μεταξύ των 𝛼 και 𝛽 (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛼
είναι κύβος άρα και ο 𝛽 (Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Κύβος επί κύβο δίνει κύβο.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛾 = 𝛼𝛽 με τους 𝛼, 𝛽 να είναι κύβοι αριθμοί. Ισχυρίζομαι
ότι και ο 𝛾 είναι κύβος.

Αν 𝛿 = 𝛼2 τότε ο 𝛿 είναι κύβος (Π, σελ. ). Αλλά 𝛼𝛼 = 𝛿 και 𝛼𝛽 = 𝛾,
άρα 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾. Και αφού οι 𝛼, 𝛽 είναι κύβοι είναι όμοιοι στερεοί, οπότε
ανάμεσά τους παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι (Β, Π, σελ. ).
Συνεπώς δύο παρεμβάλλονται ανάμεσα στους 𝛿 και 𝛾 (Β, Π, σελ. ).
Και αφού ο 𝛿 είναι κύβος είναι και ο 𝛾 (Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 5 () Αν ένας αριθμός πολλαπλασιαστεί με ένα κύβο δίνει κύβο
τότε και ο ίδιος είναι κύβος.

Απόδειξη. Έστω ότι ο κύβος 𝛼 πολλαπλασιάζεται με τον 𝛽 και δίνει τον
κύβο 𝛾· ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛽 είναι κύβος.

Αν 𝛿 = 𝛼2, ο 𝛿 είναι κύβος (Π, σελ. ). Επειδή επιπλέον 𝛼𝛽 = 𝛾
θα ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾 (Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝛿 και 𝛾 κύβοι άρα όμοιοι
στερεοί, οπότε ανάμεσά τους παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς και ανάμεσα στον 𝛼 και 𝛽 παρεμβάλλονται δύο
μέσοι ανάλογοι (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛼 είναι κύβος άρα είναι και ο 𝛽
(Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν αριθμός στο τετράγωνο είναι κύβος τότε και ο ίδιος ο
αριθμός είναι κύβος.

Απόδειξη. Έστω ότι ο 𝛽 = 𝛼2 είναι κύβος. Ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛼 είναι
κύβος.

Διότι αν 𝛾 = 𝛼𝛽 ο 𝛾 είναι κύβος. Επιπλέον ο 𝛼 μετρά τον 𝛽 𝛼 φορές,
όσες και η μονάδα τον 𝛼. Οπότε 1/𝛼 = 𝛼/𝛽. Ακόμα ο 𝛽 μετρά τον 𝛾
κατά 𝛼 φορές, όσες και η μονάδα τον 𝛼, οπότε 1/𝛼 = 𝛽/𝛾. Συνεπώς
𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾. Αλλά οι 𝛽 και 𝛾 είναι κύβοι άρα όμοιοι στερεοί. Οπότε
ανάμεσά τους παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι (Β, Π, σελ. ),
άρα και ανάμεσα στον 𝛼 και 𝛽 παρεμβάλλονται δύο μέσοι ανάλογοι (Β,
Π, σελ. ). Και αφού ο 𝛽 είναι κύβος είναι και ο 𝛼· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Ανπολλαπλασιάσουμε έναν αριθμό με ένα σύνθετο αριθμό
ο αριθμός που προκύπτει είναι στερεός.

Απόδειξη. Αν ο 𝛼 είναι σύνθετος έστω 𝛾 = 𝛼𝛽. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι
στερεός.
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Αφού ο 𝛼 είναι σύνθετος υπάρχει αριθμός που τον μετράει, έστω ο 𝛿.
Ας θέσουμε 𝜀 τον αριθμό που αποτελείται από τόσες μονάδες όσες φορές
ο 𝛿 μετράει τον 𝛼. Άρα 𝜀𝛿 = 𝛼 (Β, Ορ, σελ. ). Άρα ο 𝛾 είναι το
γινόμενο των 𝜀, 𝛿 και 𝛽 δηλαδή στερεός· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



ΕΠΑγΩΓΗ ΚΑΙ

ΠΛΗ|||||ΡΗΣ ΕΠΑγΩΓΗ
Υπάρχουν διάφορες αναφορές και κριτικές για την πατρότητα

της Επαγωγής. Οι ιστορικοί την αποδίδουν στον Pascal θεωρώντας
ότι εκείνος απομόνωσε την ιδέα ως «αρχή» έξω από συγκεκριμένα
προβλήματα. Αναλυτική συζήτηση για αυτό το θέμα βρίσκει κανείς
στο The development of Arabic Mathematics: Between Arithmetic and
Algebra του Roshdi Rashed, BSPS, Vol. 156, Springer, σελ. 62. Παρόλα
αυτά η επιχειρηματολογία απέχει από το να είναι πειστική. Ο Pascal
γράφει στο Traité du triangle arithmétique (ed. Seuil, 1963, σελ. 57):
«Αν βρεθεί ένα τρίγωνο με την ιδιότητα … ισχυρίζομαι ότι και το
επόμενο θα έχει αυτή την ιδιότητα. Οπότε συνεπάγεται ότι όλα
τα τρίγωνα έχουν αυτή την ιδιότητα. Γιατί το πρώτο την έχει
από το πρώτο λήμμα και είναι φανερή στο δεύτερο. Οπότε από το
δεύτερο λήμμα την έχει και το τρίτο, και άρα και το επόμενο, κλπ
επ᾽ άπειρο.»

Καμία «απομονωμένη» διατύπωση της επαγωγής δεν υπάρχει
στο παραπάνω. Αν το δούμε μαθηματικώς αυστηρά θα έπρεπε να
αποδώσουμε την επαγωγή στον Peano για τη φράση

∀𝑝 (𝑝(0) ∧ ∀𝑛(𝑝(𝑛) → 𝑝(𝑛 + 1)) → ∀𝑛(𝑝(𝑛)))

(second order logic). Η αιτιολογία που προβάλεται για τον Pascal
είναι ότι αφού ο Peano έκανε την αυστηρή θεμελίωση όλες οι πα-
λαιότερες προσσεγγίσεις είναι αναγκαστικά «αφελείς» (naïve).

Μόνο που ακριβώς το ίδιο επιχείρημα ισχύει και για
όσους πριν τον Pascal χρησιμοποίησαν αυτή την ιδέα. Πόσο
μάλλον που στη συγκεκριμένη περίπτωση μπορεί κανείς
να επιχειρηματολογήσει επαγωγικά! Όσο πιο «αφελής»
σε σχέση με τον Peano είναι η χρήση της επαγωγής από
τον Pascal, ακόμα μικρότερη είναι η απόσταση του Pascal
από τους Bernoulli, και ακόμα πιο μικρή από τους Bernoulli
στον Μαυρόλυκο, και από εκεί στους προηγούμενους είτε
Έλληνες είτε Άραβες είτε άλλους. Η ίδια λοιπόν επιχειρη-
ματολογία ισχύει και για τον Ευκλείδη και τους Πυθαγό-
ρειους.



              



Πρόταση 8 (Πρώτη χρήση της ιδέας της Επαγωγής) () Έστω ότι
δίνονται οσοιδήποτε αριθμοί ξεκινώντας με τη μονάδα, οι οποίοι βρίσκονται
σε συνεχή αναλογία. Τότε οι αριθμοί από τον τρίτο και ανά δύο μετά από
αυτόν, είναι τετράγωνοι. Επιπλέον οι αριθμοί από τον τέταρτο και ανά τρεις
μετά από αυτόν είναι κύβοι. Επίσης οι αριθμοί από τον έβδομο και ανά πέντε
μετά από αυτόν είναι και τετράγωνοι και κύβοι.

Απόδειξη. Έστω ότι έχουμε τους αριθμούς 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 σε συνεχή
αναλογία. Ισχυρίζομαι ότι ο τρίτος (δηλαδή ο 𝛽) και καθένας μετά από
αυτόν ανά δύο (δηλαδή ο 𝛿 και ο 𝜁) είναι τετράγωνοι. Ο τέταρτος (ο 𝛾)
και οι επόμενοι ανά τρεις (δηλαδή ο 𝜁) είναι κύβοι. Και ο έβδομος (ο 𝜁) και
οι επόμενοι ανά πέντε είναι και τετράγωνοι και κύβοι.

Αφού 1/𝛼 = 𝛼/𝛽 όσες φορές μετράει η μονάδα τον 𝛼 τόσες φορές μετράει
ο 𝛼 τον 𝛽. (Β, Ορ, σελ. ). Άρα ο 𝛼 τόσες φορές μετράει τον 𝛽 όσες οι
μονάδες του 𝛼. Οπότε 𝛼𝛼 = 𝛽 (Β, Ορ, σελ. ) και ο 𝛽 είναι τετράγωνος
(στμ: η επαγωγή ξεκίνησε). Τώρα, αφού ο 𝛽 είναι τετράγωνος και οι 𝛽,
𝛾, 𝛿 σε συνεχή αναλογία είναι και ο 𝛿 τετράγωνος (Β, Π, σελ. ).
Συνεχίζουμε ομοίως: αφού ο 𝛿 είναι τετράγωνος και οι 𝛿, 𝜀, 𝜁 σε συνεχή
αναλογία είναι και ο 𝜁 τετράγωνος. Συνεπώς όσοι αριθμοί και να δοθούν
σε συνεχή αναλογία από τη μονάδα, συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο θα
είναι όλοι ανά δύο, ξεκινώντας από τον 𝛽, τετράγωνοι.

Τώρα, επειδή 1/𝛼 = 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 όσες φορές μετρά η μονάδα τον 𝛼
τόσες φορές μετράει ο 𝛽 τον 𝛾. Άρα ο 𝛽 μετράει τον 𝛾 κατά 𝛼 φορές.
Δηλαδή 𝛾 = 𝛽𝛼. Όμως 𝛽 = 𝛼𝛼, άρα ο 𝛾 είναι κύβος (στμ: η επαγωγή
ξεκίνησε). Τώρα οι 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 είναι σε συνεχή αναλογία, άρα και ο 𝜁 είναι
κύβος (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς όσοι αριθμοί και να δοθούν σε συνεχή
αναλογία από τη μονάδα, συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο θα είναι όλοι
ανά τρεις, ξεκινώντας από τον 𝛾, κύβοι.

Έτσι ο έβδομος (ο 𝜁) είναι και τετράγωνος και κύβος. Με όμοιο τρόπο
ξεκινώντας από το ότι ο 𝜁 είναι τετράγωνος και κύβος συνεχίζοντας ανά
πέντε μετά τον 𝜁 οι αριθμοί είναι και τετράγωνοι και κύβοι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 9 (Πρώτη χρήση της ιδέας της Πλήρους Επαγωγής) () Αν
δοθούν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία ξεκινώντας από τη μονάδα,
και ο πρώτος μετά τη μονάδα είναι τετράγωνος, τότε όλοι είναι τετράγωνοι.
Ενώ αν ο πρώτος μετά τη μονάδα είναι κύβος τότε όλοι είναι κύβοι.

Απόδειξη. Έστω ότι έχουμε τους αριθμούς 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 σε συνεχή
αναλογία και ότι ο 𝛼 είναι τετράγωνος. Ισχυρίζομαι ότι και οι υπόλοιποι
αριθμοί είναι τετράγωνοι.

Ο 𝛽 είναι τετράγωνος (Π, σελ. ) (στμ: η επαγωγή ξεκίνησε). Αφού ο
𝛼 είναι τετράγωνος και οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι σε συνεχή αναλογία προκύπτει ότι
και ο 𝛾 είναι τετράγωνος (Β, Π, σελ. ). Αφού ο 𝛽 είναι τετράγωνος
και οι 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή αναλογία, και ο 𝛿 είναι τετράγωνος. Αφού
οι 𝛾, 𝛿, 𝜀 είναι σε συνεχή αναλογία και ο 𝛾 είναι τετράγωνος είναι και ο
𝜀 τετράγωνος και ομοίως συνεχίζοντας όλοι είναι τετράγωνοι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
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Πρόταση 10 () Αν δοθούν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία ξε-
κινώντας με τη μονάδα και ο αριθμός μετά τη μονάδα δεν είναι τετράγωνος
τότε εκτός του τρίτου αριθμού και των επόμενων ανά δύο κανείς άλλος δεν είναι
τετράγωνος.

Καιανοαριθμόςμετάτημονάδαδεν είναι κύβος, εκτόςτουτέταρτουαριθμού
και των επόμενων ανά τρεις, κανείς άλλος δεν είναι κύβος.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜁 είναι σε συνεχή αναλογία και ο 𝛼
δεν είναι τετράγωνος. Ισχυρίζομαι ότι κανείς άλλος δεν είναι τετράγωνος
εκτός από τον τρίτο (τον 𝛽) και τους επόμενούς του ανά δύο.

Διότι αν αυτό δεν είναι σωστό, έστω ότι για παράδειγμα ο 𝛾 είναι
τετράγωνος. Ο 𝛽 όμως είναι τετράγωνος (Π, σελ. ) άρα οι 𝛽 και 𝛾
είναι όμοιοι επίπεδοι και έτσι και οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι αφού
𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛽 είναι τετράγωνος άρα και ο
𝛼, το οποίο αντιφάσκει με την υπόθεση. Ομοίως αποδεικνύουμε ότι κανείς
άλλος δεν είναι τετράγωνος εκτός από τον τρίτο από τη μονάδα και τους
επόμενούς του ανά δύο.

Ας υποθέσουμε τώρα ότι ο 𝛼 δεν είναι κύβος. Ισχυρίζομαι ότι εκτός του
τέταρτου και των επόμενών του ανά τρεις, κανείς άλλος δεν είναι κύβος.
Αν όχι, ας είναι ο 𝛿 κύβος. Κύβος όμως είναι και ο 𝛾 (Π, σελ. ). Αλλά
𝛾/𝛿 = 𝛽/𝛾· και αφού 𝛿 και 𝛽 κύβοι είναι και ο 𝛽 κύβος (Β, Π, σελ. 
και Β, Π, σελ. ). Ο 𝛼 τώρα έχει τόσες μονάδες όσες φορές μετράει
τον 𝛼 ο 𝛽, αφού 1/𝛼 = 𝛼/𝛽. Συνεπώς 𝛼2 = 𝛽 και ο 𝛽 είναι κύβος. Δηλαδή ο
𝛼2 είναι κύβος οπότε και ο 𝛼 είναι κύβος (Π, σελ. ) πράγμα αντίθετο
με την υπόθεση. Έτσι ο 𝛿 δεν μπορεί να είναι κύβος. Με όμοιο τρόπο
αποδεικνύουμε ότι κανείς άλλος εκτός από τον τέταρτο από τη μονάδα
και τους επόμενους του ανά τρεις δεν είναι κύβος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 11 () Αν δοθούν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία ξεκι-
νώνταςαπότημονάδατότεοποιοσδήποτεαπόαυτούς, μετράει οποιονδήποτε
μεγαλύτερό του, τόσες φορές όσες κάποιος από τους δοθέντες αριθμούς.

Απόδειξη. Ας είναι οι 𝛼 = 1, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀 σε συνεχή αναλογία. Ισχυρίζομαι
ότι οποιοσδήποτε από αυτούς μετράει οποιονδήποτε μεγαλύτερό του
τόσες φορές όσες κάποιος από αυτούς τους αριθμούς. Ας θεωρήσω για
παράδειγμα τον 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι αυτός μετράει τον 𝜀 ακριβώς 𝛿 φορές,
δηλαδή αριθμό που υπάρχει στη συνεχή αναλογία.

Διότι επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀 άρα και εναλλάξ 𝛼/𝛿 = 𝛽/𝜀 οπότε ο 𝛽 μετράει
τον 𝜀 τόσες φορές όσες οι μονάδες του 𝛿 (Β, Π, σελ. ), δηλαδή κατά
αριθμό (τον 𝛿) που υπάρχει στη συνεχή αναλογία.

Πόρισμα 15 (𝜆𝑘𝜆𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛) Και είναι φανερό ότι όποια τάξη έχει ο αριθμός
που μετράει (τον μετρούμενο) από τη μονάδα την ίδια τάξη από τον μετρού-
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μενο, προς τα πίσω όμως, έχει το αποτέλεσμα της μέτρησης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 12 (Αν 𝑝 πρώτος τότε 𝑝|𝜆𝑛 ⇒ 𝑝|𝜆) ()Αν δοθούν οσοιδήποτε
αριθμοί σε συνεχή αναλογία ξεκινώντας από τη μονάδα, τότε το πλήθος των
πρώτωνπου μετράει τον τελευταίο είναι το ίδιο με τοπλήθος τωνπρώτωνπου
μετράει τον αριθμό μετά τη μονάδα.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή αναλογία. Ισχυρίζομαι
ότι όσοι πρώτοι μετρούν τον 𝛿 τόσοι μετρούν και τον 𝛼.

Διότι ας μετράται ο 𝛿 από τον πρώτο αριθμό 𝜀. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝜀
μετράει και τον 𝛼. Έστω ότι δεν τον μετράει, οπότε οι 𝛼 και 𝜀 είναι πρώτοι
μεταξύ τους (Β, Π, σελ. ). Υποθέτουμε επιπλέον ότι ο 𝜀 μετράει τον
𝛿 κατά 𝜁 φορές, δηλαδή 𝛿 = 𝜀𝜁. Ο 𝛼 όμως μετράει τον 𝛿 κατά 𝛾 φορές
(Πόρισμα, Π, σελ. ), δηλαδή 𝛼𝛾 = 𝛿. Συμπεραίνουμε ότι 𝛼𝛾 = 𝛿 = 𝜀𝜁 ,
οπότε 𝛼/𝜀 = 𝜁/𝛾 (Β, Π, σελ. ). Αλλά οι 𝛼, 𝜀 είναι μεταξύ τους
πρώτοι, άρα ο λόγος 𝛼/𝜀 έχει ελάχιστους όρους (Β, Π, σελ. ) οπότε
ο 𝛼 μετρά τον 𝜁 και ο 𝜀 τον 𝛾 (Β, Π, σελ. ). Έστω ότι τον μετρά 𝜂
φορές, οπότε 𝜀𝜂 = 𝛾. Αλλά 𝛼𝛽 = 𝛾 (Πόρισμα Π, σελ. ). Έτσι 𝛼𝛽 = 𝜀𝜂
οπότε 𝛼/𝜀 = 𝜂/𝛽 (Β, Π, σελ. ). Όμοια με πριν συμπεραίνουμε ότι
ο 𝜀 μετρά και τον 𝛽, έστω κατά 𝜃 μονάδες. Δηλαδή 𝛽 = 𝜃𝜀. Αλλά 𝛽 = 𝛼2
(Π, σελ. ) οπότε 𝛼2 = 𝜃𝜀 άρα 𝛼/𝜀 = 𝜃/𝛼 και ομοίως με πριν ο 𝜀 μετρά
τον 𝛼, το οποίο είναι αδύνατο αφού υποθέσαμε ότι ο 𝜀 δεν μετρά τον 𝛼.

Έτσι ο 𝜀 πράγματι μετράει τον 𝛼· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν δοθούν οσοιδήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία ξε-
κινώντας από τη μονάδα και ο αριθμός αμέσως μετά τη μονάδα είναι πρώτος
τότε καθένας από τους μεγαλύτερούς του στη συνεχή αναλογία δεν μετριέται
από κανέναν άλλον παρά μόνο από τους προηγούμενούς του στην αναλογία.

Απόδειξη. Έστω οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 σε συνεχή αναλογία και ο 𝛼 πρώτος.
Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛿 δεν διαιρείται από κανέναν άλλον παρά μόνο από
τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾.

Διότι ας υποθέσουμε ότι ο 𝛿 μετρείται από τον 𝜀 ο οποίος δεν είναι
κανένας από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾. Φανερά ο 𝜀 δεν είναι πρώτος γιατί σε αυτή
την περίπτωση θα έπρεπε, αφού μετρά τον 𝛿, να μετρά και τον 𝛼 (Π,
σελ. ), ο οποίος 𝛼 όμως είναι πρώτος και όχι ο 𝜀 το οποίο είναι άτοπο.
Έτσι ο 𝜀 δεν είναι πρώτος, άρα είναι σύνθετος.

Κάθε σύνθετος τώρα μετριέται από κάποιον πρώτο (Β, Π, σελ. ).
Ισχυρίζομαι τώρα ότι μόνο από τον 𝛼 μπορεί να μετρείται. Αυτό είναι
φανερό γιατί αν μετρείται από κάποιον άλλον αυτός μετρά τον 𝜀 και άρα
και τον 𝛿 οπότε και τον 𝛼 (Π, σελ. ), ο οποίος 𝛼 όμως είναι πρώτος
οπότε έχουμε άτοπο. Άρα αφού ο 𝜀 είναι σύνθετος και δεν μετριέται από
κανέναν άλλον πλην του 𝛼 μετριέται από τον 𝛼. Και αφού ο 𝜀 μετρά τον
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𝛿 ας τον μετρά κατά 𝜁 μονάδες. Ο 𝜁 όμως δεν είναι κανένας από τους 𝛼, 𝛽,
𝛾. Γιατί στην αντίθετη περίπτωση επειδή μετράει τον 𝛿 κατά 𝜀 μονάδες
κάποιος από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 μετράει τον 𝛿 κατά 𝜀 μονάδες. Αλλά ένας από
τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 μετρά τον 𝛿 κατά έναν από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 (Π, σελ. )· και
άρα ο 𝜀 είναι ίσος με έναν από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 αντιφάσκοντας την υπόθεση.
Έτσι ο 𝜁 δεν είναι ένας από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾.

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι ο 𝜁 μετρείται από τον 𝛼 και δεν είναι πρώτος.
Διότι αν είναι επειδή μετρά τον 𝛿 μετρά και τον 𝛼 (Π, σελ. ) ο οποίος 𝛼
ως πρώτος δεν μπορεί να είναι διαφορετικός του 𝜁 το οποίο είναι άτοπο.
Έτσι ο 𝜁 είναι σύνθετος, άρα μετρείται από κάποιον πρώτο (Β, Π,
σελ. ). Ισχυρίζομαι τώρα ότι αναγκαστικά μετρείται από τον 𝛼. Διότι
όποιος μετρά τον 𝜁 μετρά και τον 𝛿 άρα και τον 𝛼 (Π, σελ. ) που
είναι όμως πρώτος. Άρα ο 𝛼 μετρά τον 𝜁.

Τώρα έχουμε ότι 𝜀𝜁 = 𝛿 αλλά και 𝛼𝛾 = 𝛿 (Π, σελ. ). Έτσι 𝜀𝜁 = 𝛼𝛾
οπότε 𝛼/𝜀 = 𝜁/𝛾 (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛼 μετρά τον 𝜀 άρα και ο
𝜁 μετρά τον 𝛾 έστω κατά 𝜂 μονάδες. Ομοίως δείχνουμε ότι ο 𝜂 δεν είναι
ούτε ο 𝛼 ούτε ο 𝛽 και μετρείται από τον 𝛼. Και επειδή ο 𝜁 μετρά τον 𝛾
κατά τον 𝜂 έχουμε 𝜁𝜂 = 𝛾. Αλλά 𝛼𝛽 = 𝛾 (Π, σελ. ) άρα 𝛼𝛽 = 𝜁𝜂,
οπότε 𝛼/𝜁 = 𝜂/𝛽 (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο 𝛼 μετρά τον 𝜁 άρα και ο 𝜂
τον 𝛽, έστω κατά τον 𝜃, δηλαδή 𝜂𝜃 = 𝛽. Αλλά και 𝛼2 = 𝛽 οότε 𝛼2 = 𝜃𝜂,
οπότε 𝜃/𝛼 = 𝛼/𝜂 (Β, Π, σελ. ). Ο 𝛼 όμως μετρά τον 𝜂 άρα και ο 𝜃
μετρά τον 𝛼 ο οποίος όμως είναι πρώτος, άτοπο.

Έτσι ο 𝛿 δεν μετράται από άλλον αριθμός εκτός των 𝛼, 𝛽, 𝛾· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 14 () Αν δίνονται κάποιοι πρώτοι αριθμοί ο ελάχιστος αριθμός
που όλοι αυτοί μετρούν δεν μετριέται από κανέναν άλλο πρώτο εκτός από
αυτούς τους πρώτους.

Απόδειξη. Ας μετρείται ο ελάχιστος αριθμός 𝛼 από τους πρώτους 𝛽, 𝛾, 𝛿.
Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 δεν μετρείται από κανέναν άλλον εκτός από τους 𝛽, 𝛾
και 𝛿.

Διότι ας υποθέσουμε ότι μετρείται από τον πρώτο 𝜀 με τον 𝜀 να μην
είναι κανείς από τους 𝛽, 𝛾, 𝛿. ΑΣ υποθέσουμε επίσης ότι ο 𝜀 μετράει τον
𝛼 κατά τον 𝜁 , δηλαδή 𝜀𝜁 = 𝛼. Επειδή όμως οι 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι πρώτοι και
μετρούν τον 𝛼 = 𝜀𝜁 θα μετρούν έναν από τους 𝜀, 𝜁 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά δεν γίνεται να μετρούν τον 𝜀 αφού ο 𝜀 είναι πρώτος και δεν είναι
κανείς από τους 𝛽, 𝛾, 𝛿. Άρα μετρούν τον 𝜁. Αλλά 𝜁 < 𝛼 οπότε έχουμε
άτοπο αφού ο 𝛼 ήταν ο ελάχιστος που μετρούν οι 𝛽, 𝛾, 𝛿.

Έτσι ο 𝛼 δεν μετρείται από κανέναν άλλον εκτός από τους 𝛽, 𝛾, 𝛿· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 



Βιβλίο 9ο 

Πρόταση 15 () Αν τρεις αριθμοί είναι σε συνεχή αναλογία και είναι ελάχι-
στοι με αυτό το λόγο, τότε το άθροισμα οποιωνδήποτε δύο από αυτούς και ο
τρίτος που απομένει είναι μεταξύ τους πρώτοι.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 είναι σε συνεχή αναλογία και
ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο. Θα αποδείξουμε ότι οι 𝛼+𝛽, 𝛾 είναι μεταξύ
τους πρώτοι. Ομοίως και οι 𝛽 + 𝛾, 𝛼 καθώς και οι 𝛼 + 𝛾, 𝛽.

Ας Θεωρήσουμε ελάχιστους 𝛿 και 𝜀 ώστε

𝛼
𝛽 = 𝛽

𝛾 = 𝛿
𝜀 .

Αφού οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι ελάχιστοι με αυτόν τον λόγο θα είναι της μορφής
𝛼 = 𝛿2, 𝛽 = 𝛿𝜀 και 𝛾 = 𝜀2. (Β, Π, σελ.  (στμ: ο λόγος 𝛿/𝜀 παίζει
τον ρόλο του λόγου 𝛼/𝛽 αυτής της πρότασης)). Οι 𝛿 και 𝜀 ως ελάχιστοι
με αυτόν τον λόγο είναι μεταξύ τους πρώτοι (Β, Π, σελ. ), οπότε
οι 𝛿 + 𝜀 και 𝜀 είναι πρώτοι μεταξύ τους όπως και οι 𝛿 + 𝜀 και 𝛿 (Β, Π,
σελ. ). Συνεπώς οι τρεις 𝛿 + 𝜀, 𝛿, 𝜀 είναι μεταξύ τους πρώτοι. Άρα και
οι (𝛿 + 𝜀) ⋅ 𝛿, 𝜀 είναι μεταξύ τους πρώτοι (Β, Π, σελ. ), οπότε και
οι (𝛿 + 𝜀) ⋅ 𝛿, 𝜀2 (Β, Π, σελ. ). Αλλά (𝛿 + 𝜀) ⋅ 𝛿 = 𝛿2 + 𝜀𝛿 (Β, Π,
σελ. ). Όμως 𝛿2 = 𝛼 και 𝜀𝛿 = 𝛽 άρα ο 𝛼+𝛽 είναι πρώτος με τον 𝜀2 = 𝛾.

Ομοίως αποδεικνύουμε ότι οι 𝛽 + 𝛾 και 𝛼 είναι πρώτοι μεταξύ τους.
Ισχυρίζομαι τώρα ότι και οι 𝛼 + 𝛾 και 𝛽 είναι μεταξύ τους πρώτοι.

Πράγματι, ο 𝛿 + 𝜀 είναι πρώτος τόσο με τον 𝛿 όσο και με τον 𝜀, οπότε και
ο (𝛿 + 𝜀)2 είναι πρώτος με τον 𝛿 ⋅ 𝜀 (Β, Π, σελ. ). Αλλά

(𝛿 + 𝜀)2 = 𝛿2 + 𝜀2 + 2𝛿𝜀 = 𝛼 + 𝛾 + 2𝛿𝜀.

Δηλαδή ο 𝛼 + 𝛾 + 2𝛿𝜀 με τον 𝛿𝜀 είναι μεταξύ τους πρώτοι. Αλλά τότε
είναι πρώτοι και οι 𝛿𝜀, (𝛼 + 𝛾 + 2𝛿𝜀) − 𝛿𝜀 και άρα και οι 𝛿𝜀 = 𝛽 και
(𝛼 + 𝛾 + 2𝛿𝜀) − 𝛿𝜀 − 𝛿𝜀 = 𝛼 + 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 16 () Ανδυοαριθμοί είναιμεταξύτουςπρώτοι.Τότεδενυπάρχει
αριθμός ώστε οπρώτος προς τον δεύτερο να έχει ίσο λόγο με τον δεύτεροπρος
τον τρίτο.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 𝛼 και 𝛽 είναι μεταξύ τους πρώτοι. Ισχυρίζομαι ότι
αν 𝛾 οποιοσδήποτε αριθμός τότε δεν είναι δυνατόν να ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾.

Διότι αν είναι αυτό δυνατό τότε επειδή οι 𝛼 και 𝛽 είναι μεταξύ τους
πρώτοι, είναι και ελάχιστοι (Β, Π, σελ. ), και οι ελάχιστοι μετρούν
αυτούς που έχουν ίσο λόγο, ο αριθμητής τον αριθμητή και ο παρονομαστής
τον παρονομαστή (Β, Π, σελ. )· άρα ο 𝛼 μετράει τον 𝛽, οπότε αφού
μετράει και τον εαυτό του, ο 𝛼 μετρά και τον 𝛼 και τον 𝛽 το οποίο είναι
άτοπο, αφού οι 𝛼, 𝛽 είναι μεταξύ τους πρώτοι. Άρα δεν είναι σωστό ότι
𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 17 () Αν έχουμε οσουσδήποτε αριθμούς σε συνεχή αναλογία
και οι άκροι αυτών είναι πρώτοι μεταξύ τους, τότε ο πρώτος προς τον δεύτερο
δεν έχει λόγο ίσο με τον τελευταίο προς κάποιον άλλον.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε τους αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 σε συνεχή αναλογία με
τους 𝛼 και 𝛿 να είναι μεταξύ τους πρώτοι. Ισχυρίζομαι ότι δεν υπάρχει
αριθμός 𝜀 ώστε να ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀.

Διότι αν αυτό ήταν δυνατόν τότε και ο εναλλάξ λόγος 𝛼/𝛿 = 𝛽/𝜀
(Β, Π, σελ. ). Αλλά οι 𝛼 και 𝛿 είναι μεταξύ τους πρώτοι, άρα και
ελάχιστοι (Β, Π, σελ. ) και άρα μετράει ο αριθμητής τον αριθμητή
και παρονομαστής τον παρονομαστή (Β, Π, σελ. ). Άρα ο 𝛼 μετράει
τον 𝛽. Αλλά 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾, άρα ο 𝛽 μετράει τον 𝛾 (Β, Ορ, σελ. )·
συνεπώς και ο 𝛼 μετράει τον 𝛾. Αλλά 𝛽/𝛾 = 𝛾/𝛿 και αφού ο 𝛽 μετράει
τον 𝛾 μετράει και ο 𝛾 τον 𝛿. Έτσι ο 𝛼 μετράει και τον 𝛿 (αφού μετράει τον
𝛾 και ο 𝛾 τον 𝛿).

Έτσι ο 𝛼 μετράει και τον 𝛼 και τον 𝛿 το οποίο είναι άτοπο, αφού οι 𝛼
και 𝛿 είναι μεταξύ τους πρώτοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Δοθέντων δύο αριθμών να εξετασθεί αν είναι δυνατόν να
βρεθεί τρίτος ανάλογος προς αυτούς.

Απόδειξη. Ας είναι 𝛼 και 𝛽 οι δύο δοθέντες αριθμοί. Πρέπει να εξετασθεί αν
μπορεί να βρεθεί τρίτος αριθμός ανάλογος προς αυτούς.

Αν 𝛼 και 𝛽 πρώτοι μεταξύ τους τότε αυτό είναι αδύνατο (Π, σελ. ).
Έστω τώρα ότι οι 𝛼, 𝛽 δεν είναι μεταξύ τους πρώτοι, και ας θέσουμε

𝛽2 = 𝛾. Ο 𝛼 τώρα είτε μετράει είτε δεν μετράει τον 𝛾. Αν τον μετράει
κατά τον 𝛿 τότε 𝛼𝛿 = 𝛾. Οπότε 𝛼𝛿 = 𝛽2, και άρα 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛿 (Β, Π,
σελ. ). Άρα για τους 𝛼 και 𝛽 βρέθηκε τρίτος ανάλογος, ο 𝛿.

Έστω τώρα ότι ο 𝛼 δεν μετράει τον 𝛾. Ισχυρίζομαι ότι δεν γίνεται να
βρεθεί τρίτος ανάλογος για τους 𝛼 και 𝛽. Διότι αν γίνεται έστω ότι αυτός
είναι ο 𝛿. Οπότε 𝛼𝛿 = 𝛽2 (Β, Π, σελ. ). Αλλά το τετράγωνο του 𝛽
είναι ο 𝛾, άρα 𝛼𝛿 = 𝛾, δηλαδή ο 𝛼 μετράει τον 𝛾 κατά τον 𝛿. Αλλά έχουμε
υποθέσει ότι ο 𝛼 δεν μετράει τον 𝛾, άρα άτοπο. Άρα δεν είναι να βρεθεί
τρίτος ανάλογος αριθμός για τους 𝛼 και 𝛽 όταν ο 𝛼 δεν μετράει τον 𝛾·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 19 () Δοθέντων τριών αριθμών να εξετασθεί πότε μπορεί να
βρεθεί τέταρτος ανάλογος.

Στμ: Η παρακάτω απόδειξη δεν είναι αυτή που περιλαμβάνεται στα
Στοιχεία. Διότι η απόδειξη που είναι γραμμένη στον πάπυρο που έφτασε
στα χέρια μας έχει μια απόδειξη η οποία είναι καταφανώς λανθασμένη. Ο
πάπυρος αυτός προέρχεται από την περιοχή της Αλεξάνδρειας και πιθα-
νώς αυτή η «απόδειξη» να έφτασε και στην εποχή του Θέωνα, πατέρα
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της Υπατίας. Ο Θέωνας στα σχόλιά του στον Ευκλείδη επισκευάζει την
απόδειξη με κομψό τρόπο, απόδειξη που παραθέτουμε παρακάτω. Αξίζει
να σημειωθεί ότι τον Ευκλείδη και τον Θέωνα τους χωρίζουν περίπου 
αιώνες. Σε αυτό το διάστημα το έργο έχει δεχθεί πάμπολλες αντιγραφές
και δεδομένου του ότι το σφάλμα της απόδειξης είναι εντελώς προφανές
και δοθείσης της εκπληκτικής επιμονής του Ευκλείδη στην Μαθηματική
αυστηρότητα και ακρίβεια για  Βιβλία μέχρι εδώ, είναι τουλάχιστον αφε-
λές να αποδίδεται το σφάλμα στον Ευκλείδη. Η απόδειξη που βρίσκεται
στον πάπυρο παρατίθεται στο πρωτότυπο στη σελίδα .
Απόδειξη. [Θέων ο Αλεξανδρεύς, πατέρας της Φιλοσόφου Υπατίας] Ας είναι
οι 𝛼, 𝛽 και 𝛾 τρεις αριθμοί για τους οποίους πρέπει να εξετασθεί αν είναι
δυνατόν να βρεθεί τέταρτος ανάλογος.

Θέτουμε 𝛿 = 𝛽𝛾. Ο 𝛼 είτε μετράει τον 𝛿 είτε δεν τον μετράει.
Αν τον μετράει τότε έστω ότι τον μετράει κατά 𝜀 μονάδες. Οπότε 𝛼𝜀 =

𝛿 = 𝛽𝛾. Συνεπώς 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝜀 (Β, Π, σελ. ) και βρέθηκε τέταρτος
ανάλογος (ο 𝜀).

Αν όμως ο 𝛼 δεν μετράει τον 𝛿 τότε ισχυρίζομαι ότι δεν μπορεί να βρεθεί
τέταρτος ανάλογος. Διότι αν αυτό δεν ισχύει, δηλαδή αν υπάρχει τέταρτος
ανάλογος έστω ότι αυτός είναι ο 𝜀. Τότε ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝜀, αλλά τότε
𝛼𝜀 = 𝛽𝛾 = 𝛿 (Β, Π, σελ. ) και ο 𝛼 μετράει τον 𝛿 που είναι αδύνατον·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 20 (Υπάρχει άπειρο πλήθος πρώτων αριθμών) ()Οι πρώτοι
αριθμοί είναι περισσότεροι από οποιοδήποτε πλήθος πρώτων αριθμών.

Απόδειξη. Έστω ότι δίνονται οι πρώτοι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾· ισχυρίζομαι ότι
υπάρχουν περισσότεροι πρώτοι αριθμοί.

Διότι ας θεωρήσουμε τον ελάχιστο μετρούμενο από τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾
(στμ: ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο) (Β, Π, σελ. ). Ας είναι αυτός ο
𝛿 και σε αυτόν ας προσθέσουμε τη μονάδα. Ο 𝛿 + 1 είτε είναι πρώτος είτε
δεν είναι. Αν είναι πρώτος τότε έχουμε βρει τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿+ 1 που είναι
περισσότεροι από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾.

Έστω τώρα ότι ο 𝛿 + 1 δεν είναι πρώτος· άρα μετριέται από κάποιον
πρώτο αριθμό (Β, Π, σελ. ), έστω τον 𝜂. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝜂 δεν είναι
κανένας εκ των 𝛼, 𝛽, 𝛾. Διότι αν o 𝜂 είναι ένας από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾, επειδή
αυτοί μετρούν τον 𝛿 και ο 𝜂 τον μετράει. Αλλά μετράει και τον 𝛿 + 1· θα
μετράει συνεπώς και τη διαφορά τους, δηλαδή τη μονάδα· άτοπο. Έτσι
ο 𝜂 δεν είναι κανένας εκ των 𝛼, 𝛽, 𝛾. Αλλά από την υπόθεση ο 𝜂 είναι
πρώτος άρα βρέθηκαν οι πρώτοι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝜂 που είναι περισσότεροι από
τους 𝛼, 𝛽, 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 21 () Το άθροισμα οσωνδήποτε αρτίων είναι άρτιος.
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Απόδειξη. Αν οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι άρτιοι, ισχυρίζομαι ότι και ο 𝛼+𝛽 +𝛾 +𝛿
είναι άρτιος.

Διότι αφού οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι άρτιοι έχουν μισό (Β, Ορ, σελ. )·
οπότε και το άθροισμα έχει μισό. Κάθε αριθμός δε που διαιρείται στα δύο
είναι άρτιος, άρα ο 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 είναι άρτιος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 22 () Το άθροισμα άρτιου πλήθους περιττών αριθμών είναι
άρτιος.

Απόδειξη. Ας προσθέσουμε τους περιττούς αριθμούς 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿· ισχυρίζομαι
ότι το άθροισμα 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 είναι άρτιος.

Αν από καθένα από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 αφαιρεθεί μια μονάδα προκύπτουν
άρτιοι (Β, Ορ, σελ. )· ώστε και το άθροισμα αυτών θα είναι άρτιος
(Π, σελ. ). Αλλά και το πλήθος των μονάδων που αφαιρέθηκαν είναι
άρτιο, άρα και όλος ο 𝛼+𝛽 +𝛾 +𝛿 είναι άρτιος (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 23 () Άθροισμα περιττού πλήθους περιττών είναι περιττός.

Απόδειξη. Ας προστεθούν οι περιττοί αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾· ισχυρίζομαι ότι ο
𝛼 + 𝛽 + 𝛾 είναι περιττός. Διότι ο 𝛾 − 1 είναι άρτιος (Β, Ορ, σελ. ),
όπως και ο 𝛼 + 𝛽 (Π, σελ. )· άρα και ο 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 − 1 είναι άρτιος,
οπότε ο 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 είναι περιττός· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 24 () Αν από άρτιο αφαιρεθεί άρτιος προκύπτει άρτιος.

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από τον άρτιο 𝛼 ο άρτιος 𝛽· ισχυρίζομαι ότι ο
𝛼 − 𝛽 είναι άρτιος.

Διότι επειδή ο 𝛼 είναι άρτιος έχει μισό (Β, Ορ, σελ. ) και το ίδιο
ισχύει και για τον 𝛽. Άρα έχει μισό και ο 𝛼 − 𝛽, οπότε είναι άρτιος· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 25 () Αν από άρτιο αφαιρεθεί περιττός προκύπτει περιττός.

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από τον άρτιο 𝛼 ο περιττός 𝛽· ισχυρίζομαι ότι ο
𝛼 − 𝛽 είναι περιττός.

Διότι ας αφαιρεθεί από τον 𝛽 η μονάδα, οπότε ο 𝛽−1 είναι άρτιος. Αλλά
άρτιος είναι και ο 𝛼 οπότε άρτιος είναι και ο 𝛼− (𝛽 − 1) (Π, σελ. ).
Άρα ο 𝛼 − 𝛽 είναι περιττός (Β, Ορ, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 26 () Αν από περιττό αριθμό αφαιρεθεί περιττός προκύπτει
άρτιος.

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από τον περιττό 𝛼 = ΑΒ ο περιττός 𝛽 = ΒΓ·
ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 − 𝛽 = ΑΓ είναι άρτιος.
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𝐴 ΒΓ Δ

Διότι ας είναι θεωρήσουμε τη μονάδα 1 = ΔΒ· επειδή ο 𝛼 = ΑΒ είναι
περιττός, ο 𝛼−1 = ΑΔ είναι άρτιος. Ομοίως και ο 𝛽−1 = ΓΔ είναι άρτιος,
άρα και ο (𝛼 − 1) − (𝛽 − 1) = ΑΓ είναι άρτιος, δηλαδή ο 𝛼− 𝛽· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Αν από περιττό αφαιρεθεί άρτιος προκύπτει περιττός.

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από τον περιττό 𝛼 ο άρτιος 𝛽· ισχυρίζομαι ότι ο
𝛼 − 𝛽 είναι περιττός.

Διότι αν αφαιρεθεί η μονάδα από τον 𝛼, ο 𝛼− 1 είναι άρτιος, Αλλά και
ο 𝛽 είναι άρτιος άρα και ο 𝛼 − 1 − 𝛽 είναι άρτιος (Π, σελ. ). Άρα ο
𝛼 − 𝛽 είναι περιττός· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 28 () Το γινόμενο περιττού με άρτιο είναι άρτιος.

Απόδειξη. Διότι ας δίνει ο περιττός 𝛼 πολλαπλασιαζόμενος με τον άρτιο
𝛽 τον αριθμό 𝛾· ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι άρτιος.

Διότι αφού 𝛼𝛽 = 𝛾 ο 𝛾 είναι το άθροισμα τόσων αριθμών ίσων με 𝛽
όσες οι μονάδες του 𝛼 (Β, Ορ, σελ. ). Αλλά ο 𝛽 είναι άρτιος· ο 𝛾 δε
άθροισμα αρτίων, άρα άρτιος (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Περιττός επί περιττό δίνει περιττό.

Απόδειξη. Διότι ας δίνει ο περιττός 𝛼 πολλαπλασιαζόμενος με τον περιττό
𝛽 τον αριθμό 𝛾· ισχυρίζομαι ότι ο 𝛾 είναι περιττός.

Διότι αφού 𝛼𝛽 = 𝛾 ο 𝛾 είναι άθροισμα τόσων αριθμών ίσων με 𝛽 όσες
είναι οι μονάδες του 𝛼 (Β, Ορ, σελ. ). Και οι 𝛼, 𝛽 είναι περιττοί·
άρα ο 𝛾 είναι άθροισμα περιττού πλήθους περιττών, άρα περιττός (Π,
σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 30 () Αν περιττός αριθμός μετράει έναν άρτιο τότε μετράει και
το μισό αυτού.

Απόδειξη. Διότι ας μετράει ο περιττός 𝛼 τον άρτιο 𝛽· ισχυρίζομαι ότι
μετράει και το μισό του 𝛽.

Διότι, αφού ο 𝛼 μετράει τον 𝛽, ας τον μετράει κατά τον 𝛾. Ισχυρίζομαι
ότι ο 𝛾 δεν είναι περιττός. Διότι αν ήταν τότε ο 𝛽 = 𝛼𝛾 είναι γινόμενο
περιττών και θα ήταν περιττός (Π, σελ. ) το οποίο δεν συμβαίνει.
Άρα ο 𝛾 δεν είναι περιττός, δηλαδή είναι άρτιος. Άρα ο 𝛼 μετράει τον 𝛽
αρτιάκις (στμ: άρτιο πλήθος φορών), Συνεπώς μετράει και το μισό του
(στμ: οι μισές από τις άρτιες φορές που ο 𝛼 μετράει τον 𝛽 θα δώσουν τον
μισό 𝛽)· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 31 () Αν περιττός είναι πρώτος με κάποιον άλλο αριθμό είναι
πρώτος και με το διπλάσιο αυτού του αριθμού.

Απόδειξη. Έστω ο περιττός αριθμός 𝛼 ο οποίος είναι πρώτος με τον 𝛽, και
έστω 𝛾 ο διπλάσιος του 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 είναι πρώτος και με τον 𝛾.

Διότι αν οι 𝛼 και 𝛾 δεν είναι πρώτοι μεταξύ τους υπάρχει αριθμός που
τους μετράει και τους δύο, έστω ο 𝛿. Ο 𝛼 είναι περιττός άρα περιττός είναι
και ο 𝛿. Αλλά ο περιττός 𝛿 μετράει τον άρτιο 𝛾 άρα μετράει και το μισό
του 𝛾, δηλαδή τον 𝛽. Άρα ο 𝛿 μετράει και τον 𝛼 και τον 𝛽 το οποίο είναι
άτοπο. Άρα οι 𝛼 και 𝛾 είναι μεταξύ τους πρώτοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 32 () Αν ξεκινήσουμε από το 2 και διπλασιάζουμε συνεχώς οι
αριθμοί που προκύπτουν είναι μόνο αρτιάκις άρτιοι.

Απόδειξη. Διπλασιάζοντας συνεχώς από τον 𝛼 = 2 ας πάρουμε τους
αριθμούς 𝛽, 𝛾, 𝛿. Ισχυρίζομαι ότι οι 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι μόνο αρτιάκις άρτιοι.

Το ότι είναι αρτιάκις άρτιοι είναι φανερό διότι έχουμε κάνει συνεχείς
διπλασιασμούς από τη δυάδα (Β, Ορ, σελ. ). Αλλά ξεκινώντας από
τη μονάδα, οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή αναλογία και ο επόμενος της
μονάδας, ο 𝛼, είναι πρώτος. Άρα ο 𝛿 δεν μετριέται από κανέναν άλλον εκτός
από τους 𝛼, 𝛽, και 𝛾 (Π, σελ. ). Αλλά οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι όλοι άρτιοι άρα
ο 𝛿 είναι μόνο αρτιάκις άρτιος (Β, Ορ, σελ. ). Ομοίως αποδεικνύουμε
ότι και οι 𝛽 και 𝛾 είναι μόνο αρτιάκις άρτιοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 () Αν αριθμός έχει περιττό το μισό του, τότε είναι μόνο αρ-
τιάκις περιττός.

Απόδειξη. Διότι ας έχει ο 𝛼 περιττό το μισό του. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 είναι
μόνο αρτιάκις περιττός.

Το ότι είναι αρτιάκις περιττός είναι φανερό· διότι ο μισός αυτού εί-
ναι περιττός και τον μετράει άρτιες φορές (Β, Ορ, σελ. ). Αν τώρα
υποθέσω ότι είναι και αρτιάκις άρτιος, θα μετριέται από άρτιο αριθμός
άρτιο πλήθος φορών (Β, Ορ, σελ. )· άρα και ο μισός του θα μετριέται
από άρτιο αριθμό, αλλά αυτός είναι περιττός, άτοπο. Έτσι ο 𝛼 είναι μόνο
αρτιάκις περιττός· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 34 () Αν ένας αριθμός δεν προκύπτει με διπλασιασμούς ξεκινώ-
ντας από το δύο ούτε έχει περιττό το μισό του, τότε είναι και αρτιάκις άρτιος
και αρτιάκις περιττός.

Απόδειξη. Έστω ο αριθμός 𝛼 ο οποίος ούτε προκύπτει με διπλασιασμούς
από το δύο ούτε έχει το μισό του περιττό. Ισχυρίζομαι ότι ο 𝛼 είναι αρτιάκις
περιττός.

Το ότι είναι αρτιάκις άρτιος είναι φανερό (Β, Ορ, σελ. )· διότι δεν
έχει το μισό του περιττό. Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι και αρτιάκις περιττός.
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Διότι αν διαιρέσουμε τον 𝛼 σε δύο ίσα τμήματα και συνεχίσουμε να διχο-
τομούμε θα καταλήξουμε σε κάποιον περιττό αριθμό ο οποίος θα μετράει
τον 𝛼 άρτιο πλήθος φορών. Γιατί αν αυτό δεν συμβεί θα καταλήξουμε στη
δυάδα και ο 𝛼 θα είναι αποτέλεσμα συνεχών διπλασιασμών από τη δυάδα,
πράγμα αντίθετο με την υπόθεση (Β, Ορ, σελ. ). Έτσι ο 𝛼 είναι και
αρτιάκις περιττός και αρτιάκις άρτιος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 35 (Άθροισμα όρων γεωμετρικής προόδου) ()Ανδοθούνοσοι-
δήποτε αριθμοί σε συνεχή αναλογία τότε ο λόγος της διαφοράς του δεύτερου
όρου από τον πρώτο όρο προς τον πρώτο όρο ισούται με τον λόγο της δια-
φοράς του τελευταίου όρου από τον πρώτο όρο προς το άθροισμα όλων των
δοσμένων αριθμών εκτός του τελευταίου.

Απόδειξη. Έστω ότι οι 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή αναλογία με ελάχιστο
τον 𝛼 και ας αφαιρεθεί από τους 𝛽 και 𝛿 ο 𝛼. Ισχυρίζομαι ότι

𝛽 − 𝛼
𝛼 = 𝛿 − 𝛼

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 .

Πράγματι, αφού
𝛿
𝛾 = 𝛾

𝛽 = 𝛽
𝛼,

συνεπάγεται ότι
𝛿 − 𝛾
𝛾 = 𝛾 − 𝛽

𝛽 = 𝛽 − 𝛼
𝛼

(Β, Π, σελ. ). Αυτός ο λόγος τώρα ισούται με τον λόγο του αθροί-
σματος των αριθμητών προς το άθροισμα των παρονομαστών (Β, Π,
σελ. ) δηλαδή

𝛿 − 𝛾
𝛾 = 𝛾 − 𝛽

𝛽 = 𝛽 − 𝛼
𝛼 = 𝛿 − 𝛼

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 36 (Τέλειοι από πρώτους του Mersenne) () Αν το άθροισμα
οποιουδήποτε πλήθους αριθμών σε συνεχή αναλογία που ξεκινά από τη μο-
νάδα και έχει λόγο τη δυάδα είναι πρώτος αριθμός, τότε το γινόμενο του αθροί-
σματος αυτού με τον τελευταίο της συνεχούς αναλογίας είναι τέλειος αριθμός.

Απόδειξη. Διότι ας πάρουμε οσουσδήποτε αριθμούς σε συνεχή αναλογία
ξεκινώντας από τη μονάδα μέχρι το άθροισμα όλων να γίνει πρώτος. Ας
είναι αυτοί οι αριθμοί οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿. Θέτουμε 𝜀 = 1 + 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿
και 𝜁 = 𝜀 ⋅ 𝛿. ισχυρίζομαι ότι ο 𝜁 είναι τέλειος.

Όσοι είναι το πλήθος οι 𝛼, 𝛽, 𝛾 και 𝛿 ας πάρουμε ξεκινώντας από τον
𝜀 με λόγο ένα προς δύο σε συνεχή αναλογία τους 𝜀, 𝜃, 𝜆, 𝜇, δηλαδή

1
𝛼 = 𝛼

𝛽 = 𝛽
𝛾 = 𝛾

𝛿 = 𝜀
𝜃 = 𝜃

𝜆 = 𝜆
𝜇 = 1

2.
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Δι᾽ ίσου τώρα 𝛼/𝛿 = 𝜀/𝜇 (Β, Π, σελ. ), οπότε 𝛼𝜇 = 𝜀𝛿 (Β, Π,
σελ. ). Αλλά 𝜀𝛿 = 𝜁 , άρα 𝛼𝜇 = 𝜁. Έτσι ο 𝜇 μετράει τον 𝜁 κατά τις
μονάδες του 𝛼. Αλλά ο 𝛼 είναι η δυάδα, οπότε ο 𝜁 είναι διπλάσιος του 𝜇.
Είναι επίσης και οι 𝜇, 𝜆, 𝜃, 𝜀 ο ένας διπλάσιος του επόμενου, άρα οι 𝜀, 𝜃, 𝜆,
𝜇, 𝜁 βρίσκονται σε συνεχή αναλογία με λόγο ένα προς δύο:

𝜀
𝜃 = 𝜃

𝜆 = 𝜆
𝜇 = 𝜇

𝜁 = 1
2.

Αφαιρώντας τον 𝜀 από τον δεύτερο (τον 𝜃) και τον τελευταίο (τον 𝜁),
προκύπτει ότι

𝜃 − 𝜀
𝜀 = 𝜁 − 𝜀

𝜀 + 𝜃 + 𝜆 + 𝜇
(Π, σελ. ). Αλλά 𝜃 − 𝜀 = 𝜀 αφού ο 𝜃 είναι διπλάσιος του 𝜀, οπότε
και 𝜁 − 𝜀 = 𝜀 + 𝜃 + 𝜆 + 𝜇. Ο 𝜀 τώρα είναι ίσος με 1 + 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 (Π,
σελ. ), άρα

𝜁 = 1 + 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 + 𝛿 + 𝜀 + 𝜃 + 𝜆 + 𝜇,
και ο 𝜁 μετριέται από καθέναν από αυτούς τους προσθετέους. Ισχυρίζομαι
τώρα ότι ο 𝜁 δεν μετριέται από κανένα άλλο εκτός από αυτούς. Αν όχι,
έστω ότι ο 𝜉 μετράει τον 𝜁 και δεν είναι κανένας από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀,
𝜃, 𝜆, 𝜇, και ας τον μετράει κατά 𝜋 μονάδες, δηλαδή 𝜉𝜋 = 𝜁 = 𝜀𝛿. Άρα
𝜀/𝜋 = 𝜉/𝛿 (Β, Π, σελ. ). Επειδή τώρα οι 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 είναι σε συνεχή
αναλογία, ο 𝛿 δεν μετριέται από κανένα άλλο εκτός των 𝛼, 𝛽 και 𝛾 (Π,
σελ. ). Ο 𝜉 τώρα, αφού δεν είναι κανείς από τους 𝛼, 𝛽, 𝛾 δεν μετράει τον
𝛿. Άρα, αφού 𝜉/𝛿 = 𝜀/𝜋 ούτε ο 𝜀 μετράει τον 𝜋 (Βιβλίο, Ορ, σελ. ).
Ο 𝜀 όμως είναι πρώτος και κάθε πρώτος με κάποιον που δεν μετράει είναι
με αυτόν πρώτος (Β, Π, σελ. ). Έτσι οι 𝜀 και 𝜋 είναι μεταξύ τους
πρώτοι, άρα και ελάχιστοι (Β, Π, σελ. ), και οι ελάχιστοι μετράνε
αυτούς που έχουν ίδιο λόγο μαζί τους, ο αριθμητής τον αριθμητή και ο
παρονομαστής τον παρονομαστή (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς όσες φορές
μετράει ο 𝜀 τον 𝜉 τόσες φορές μετράει ο 𝜋 τον 𝛿. Ο 𝛿 όμως μετριέται μόνο
από τους 𝛼, 𝛽 και 𝛾, άρα ο 𝜋 είναι ένας από αυτούς. Ας υποθέσουμε ότι
είναι ο 𝛽.

Όσοι είναι στο πλήθος οι 𝛽, 𝛾, 𝛿 ας θεωρήσουμε το ίδιο πλήθος από
τον 𝜀, δηλαδή τους 𝜀, 𝜃 και 𝜆, οι οποίοι έχουν τον ίδιο λόγο με τους 𝛽, 𝛾,
𝛿. Δι᾽ ίσου τώρα ισχύει 𝛽/𝛿 = 𝜀/𝜆 (Β, Π, σελ. ). Οπότε 𝛽𝜆 = 𝛿𝜀
(Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝛿𝜀 = 𝜉𝜋 άρα 𝛽𝜆 = 𝜉𝜋. Οπότε 𝜋/𝛽 = 𝜆/𝜉.
Αλλά 𝜋 = 𝛽 άρα 𝜆 = 𝜉 το οποίο είναι αδύνατο αφού ο 𝜉 δεν είναι ίσος με
κανέναν από τους θεωρούμενους αριθμούς.

Συνεπώς κανείς εκτός των 1, 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿, 𝜀, 𝜃, 𝜆, 𝜇 δεν μετράει τον 𝜁. Τέλειος
όμως είναι ο αριθμός που είναι ίσος με το άθροισμα των μερών του (στμ:
εκείνων που τον μετρούν) (Β, Ορ, σελ. ), άρα ο 𝜁 είναι τέλειος· 
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Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) Σύμμετρα ονομάζονται τα μεγέθη για τα οποία υπάρχει κοινό μέ-
τρο, ενώ ασύμμετρα αυτά για τα οποία δεν υπάρχει κοινό μέτρο.

(oρ. 2) Δυνάμει σύμμετρα ονομάζονται τα ευθύγραμμα τμήματα για τα
οποία υπάρχει χωρίο του οποίου το εμβαδόν είναι κοινό μέτρο των
εμβαδών των τετραγώνων τους. Ενώ λέγονται δυνάμει ασύμμετρα
όταν δεν υπάρχει χωρίο του οποίου το εμβαδόν να είναι κοινό
μέτρο των εμβαδών των τετραγώνων τους.

(στμ: για τον επόμενο ορισμό είναι βοηθητική η εξής παρα-
τήρηση: αν ένας αριθμός είναι ρητός και το τετράγωνό του είναι
ρητό· ενώ αν είναι άρρητος το τετράγωνό του μπορεί να είναι ρητός
(όπως για παράδειγμα το √2) ή να παραμένει άρρητος (όπως για
παράδειγμα το 3√2). Δηλαδή υπάρχουν τρεις περιπτώσεις όταν
εξετάζουμε τη ρητότητα ενός αριθμού μαζί με το τετράγωνό του.)

(oρ. 3) Δοθέντος ενός ευθύγραμμου τμήματος υπάρχει άπειρο πλήθος ευ-
θύγραμμων τμημάτωνπου είναι σύμμετραως προς το μήκος, άπειρο
πλήθος ευθύγραμμων τμημάτων που είναι σύμμετρα μόνο δυνάμει
και άπειρο πλήθος ευθύγραμμων τμημάτων που είναι ασύμμετρα
και ως προς το μήκος και δυνάμει. Ονομάζουμε το αρχικό ευθύ-
γραμμο τμήμα ρητό. Ρητά ονομάζουμε και τα ευθύγραμμα τμή-
ματα που είναι σύμμετρα ως προς αυτό και ως προς το μήκος και
δυνάμει ή μόνο δυνάμει. Τέλος εκείνα που είναι ασύμμετρα ως προς
το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και ως προς το μήκος και δυνάμει τα
ονομάζουμε άλογα.

(στμ: προσοχή: εδώ έχουμε διαφοροποίηση σε σχέση με τη σύγ-
χρονη ορολογία. Με βάση τα παραπάνω, ο√2 λέγεται ρητός (!) ως
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προς τη μονάδα γιατί είναι δυνάμει ρητός (αφού √22 = 2). Η ση-
μερινή του…αρρητότητα εκφράζεται με το ότι είναι ασύμμετρος ως
προς τη μονάδα. Για αυτό τον λόγο κρατάμε τον όρο «άλογος»·
ώστε οι έννοιες «ρητός-άλογος» να παραπέμπουν στον ορισμό
του Ευκλείδη και όχι στις σύγχρονες έννοιες «ρητός-άρρητος».
Για την αποφυγή σύγχυσης όποτε θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε
σύγχρονη ορολογία θα χρησιμοποιούμε το «∈ ℚ» ή «∉ ℚ».
Έτσι η φράση «ο 𝜌 είναι ρητός» στη συνέχεια θα έχει αποκλει-
στικά το νόημα του πρωτότυπου κειμένου, δηλαδή θα σημαίνει
𝜌2 ∈ ℚ (και όχι μόνο 𝜌 ∈ ℚ). Για περισσότερο σχολιασμό δείτε
σελίδα .)

(oρ. 4) Το τετράγωνο του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος το ονομάζουμε
και αυτό ρητό, και ρητά ονομάζουμε τα εμβαδά που είναι σύμμετρα
με αυτό. Αλλά εκείνα που είναι ασύμμετρα με αυτό τα ονομάζουμε
άλογα καθώς και τα ευθύγραμμα τμήματα που τα σχηματίζουν,
δηλαδή την πλευρά τους αν είναι τετράγωνα και τα ευθύγραμμα
τμήματα που δίνουν τετράγωνα ισεμβαδικά με τα εν λόγω χωρία.

(στμ: προσοχή και εδώ: άλογο είναι ένα εμβαδόν όχι όταν η
αριθμητική του τιμή είναι άλογη με τον Ορισμό , σελ. , αλλά
όταν η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι άλογη, δηλαδή με
τη σημερινή ορολογία όταν η ρίζα του εμβαδού είναι άλογη. Έτσι
αν ένα μήκος ισούται με √2 αυτό είναι ρητό. Αλλά αν ένα εμβαδόν
είναι ίσο με √2 τότε αυτό δεν είναι ρητό αλλά είναι άλογο γιατί
ένα ισεμβαδικό τετράγωνο έχει πλευρά 4√2 που είναι άλογη. Ρητά
είναι τα εμβαδά Ε που η πλευρά του ισεμβαδικού τετραγώνου τους
𝜌 = √Ε είναι ρητός, δηλαδή 𝜌2 ∈ ℚ. Άρα όσο αφορά στα εμβαδά,
ένα εμβαδόν Ε λέγεται ρητό όταν απλώς Ε ∈ ℚ. Για περισσότερο
σχολιασμό δείτε σελίδα .)
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Πρόταση 1 (Όριο, σειρά, σύγκλιση, 𝜀-επιχειρήματα) () Δοθέντων δύο
άνισων μεγεθών, εάν από το μεγαλύτερο αφαιρεθεί μεγαλύτερο του μισού του,
και από το υπόλοιπο αφαιρεθεί μεγαλύτερο του μισού του και αυτό επανα-
λαμβάνεται συνεχώς θα προκύψει μέγεθος μικρότερο του δοθέντος μικρότερου
μεγέθους.

𝛾

Δ ΕΖ Η

Α ΘΚ Β

𝛾 𝛾 𝛾

Απόδειξη. Έστω δύο μεγέθη, τα ΑΒ και 𝛾 ώστε ΑΒ > 𝛾. Ισχυρίζομαι ότι
αν από το ΑΒ αφαιρεθεί μεγαλύτερο του μισού του και από το υπόλοιπο
μεγαλύτερο του μισού του και αυτό γίνεται συνεχώς, θα προκύψει μέγεθος
μικρότερο του μεγέθους 𝛾.

Διότι το 𝛾 πολλαπλασιαζόμενο με κατάλληλο φυσικό αριθμό δίνει γι-
νόμενο ΔΕ μεγαλύτερο του ΑΒ (Β, Ορ, σελ. ). Διαιρούμε το ΔΕ σε
τμήματα μήκους 𝛾. Ας είναι αυτά τα ΔΖ, ΖΗ, ΗΕ, και ας αφαιρεθεί από το
ΑΒ μέγεθος μεγαλύτερο του μισού του, έστω το ΒΘ, από το ΑΘ μεγαλύ-
τερο από το μισό του, έστω το ΘΚ και επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία
τόσες φορές όσες οι διαιρέσεις του ΔΕ.

Έστω λοιπόν ότι έχουμε τις διαιρέσεις ΑΚ, ΚΘ, ΘΒ ισοπληθείς με τις
διαιρέσεις ΔΖ, ΖΗ και ΗΕ. Επειδή ΔΕ > ΑΒ, και αφαιρέθηκε από το μεν ΔΕ
το ΕΗ που είναι μικρότερο του μισού του ενώ από το ΑΒ το ΒΘ μεγαλύτερο
από το μισό του, για τα υπόλοιπα θα ισχύει ΗΔ > ΘΑ. Αλλά και πάλι
από το μεν ΗΔ αφαιρούμε το ΗΖ που είναι το μισό του, ενώ από το ΘΑ
το ΘΚ που είναι μεγαλύτερο από το μισό του θα ισχύει ΔΖ > ΑΚ. Αλλά
ΔΖ = 𝛾, οπότε 𝛾 > ΑΚ. Έτσι από το μέγεθος ΑΒ μένει το μέγεθος ΑΚ
που είναι μικρότερο του 𝛾· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. Ομοίως γίνεται η απόδειξη αν
κάθε φορά αφαιρούμε το μισό μέγεθος. 
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Πρόταση 2 (Πρώτη εφαρμογή της Π, σελ. ) () Αν δίνονται δύο
άνισα μεγέθη και ανθυφαιρείται πάντα το μικρότερο από το μεγαλύτερο, και
το εκάστοτε υπόλοιπο ποτέ δεν μετράει το προηγούμενο μέγεθος, τα αρχικά
μεγέθη είναι ασύμμετρα.

𝜀

Δ

Α

Ζ

Η

Γ Ζ

Β
ΑΒΑΒ

ΓΖ ΓΖ ΓΖ

Απόδειξη. Διότι ας είναι ΑΒ < ΓΔ και ας ανθυφαιρείται πάντα το μικρότερο
από το μεγαλύτερο χωρίς ποτέ το υπόλοιπο να μετράει το προηγούμενο·
ισχυρίζομαι ότι τα ΑΒ και ΓΔ είναι ασύμμετρα.

Έστω ότι αυτό δεν είναι αληθές και το 𝜀 μετράει και το ΑΒ και το ΓΔ.
Το ΑΒ αφού καταμετρήσει το ΖΔ ας αφήσει υπόλοιπο ΓΖ < ΑΒ, και το ΓΖ
αφού μετρήσει το ΒΗ ας αφήσει υπόλοιπο ΑΗ < ΓΖ, και συνεχίζουμε με
τον ίδιο τρόπο μέχρι να λάβουμε μέγεθος μικρότερο του 𝜀 (Π, σελ. ).
Έστω ότι ΑΗ < 𝜀.

Το 𝜀 μετράει το ΑΒ άρα και το ΔΖ. Αλλά μετράει όλο το ΓΔ άρα και
τη διαφορά ΓΖ. Αλλά το ΓΖ μετράει το ΒΗ άρα και ο 𝜀 μετράει το ΒΗ.
Αλλά μετράει και το ΑΒ άρα και τη διαφορά ΑΗ < 𝜀. Δηλαδή μετράει το
μεγαλύτερο το μικρότερο, το οποίο είναι αδύνατον. Συνεπώς τα ΑΒ και
ΓΔ δεν έχουν κοινό μέτρο και άρα είναι ασύμμετρα.

Άρα αν δοθούν δυο άνισα μεγέθη, κλπ κλπ 
Πρόταση 3 () Δοθέντων δύο σύμμετρων μεγεθών να βρεθεί το μέγιστο
κοινό τους μέτρο. (στμ: προσοχή: δεν αφορά μόνο σε φυσικούς αριθμούς,
δηλαδή δεν αναφέρεται στον μέγιστο κοινό διαιρέτη.)

𝜂

Δ

Α

Ε

Ζ

Γ

Β
ΑΒΑΒ

ΓΕ ΓΕ ΓΕ
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Απόδειξη. Ας είναι τα ΑΒ < ΓΔ δυο σύμμετρα μεγέθη. Πρέπει να βρούμε
το μέγιστο κοινό τους μέτρο.

Είτε το ΑΒ μετράει το ΓΔ είτε όχι. Αν το μετράει, αφού μετράει και τον
εαυτό του αναγκαστικά το μέγιστο κοινό τους μέτρο είναι το ίδιο το ΑΒ,
αφού δεν γίνεται το ΑΒ να μετριέται από μεγαλύτερο μέγεθος.

Έστω τώρα ότι το ΑΒ δεν μετράει το ΓΔ. Αφού αυτά τα μεγέθη είναι
σύμμετρα η ανθυφαίρεση μεταξύ τους θα δώσει μέγεθος που μετράει το
προηγούμενο μέγεθος της τελευταίας αφαίρεσης. Ας υποθέσουμε ότι το
ΑΒ αφού μετρήσει το ΕΔ αφήνει υπόλοιπο το ΕΓ < ΑΒ, και το ΕΓ αφού
μετρήσει το ΖΒ αφήνει υπόλοιπο το ΑΖ < ΕΓ το οποίο μετράει το ΓΕ.

Το ΑΖ μετράει το ΓΕ το οποίο μετράει το ΖΒ άρα το ΑΖ (αφού μετράει
και τον εαυτό του) μετράει και το ΑΒ. Το δε ΑΒ μετράει το ΔΕ, άρα και το
ΑΖ μετράει το ΔΕ, και αφού μετράει και το ΓΕ μετράει όλο το ΓΔ. Συνεπώς
το ΑΖ είναι κοινό μέτρο για τα ΑΒ και ΓΔ.

Ισχυρίζομαι ότι το ΑΖ είναι το μέγιστο κοινό μέτρο τους. Αν δεν είναι
θα υπάρχει μεγαλύτερο μέγεθος, έστω το 𝜂 > ΑΖ, που μετράει και το ΑΒ
και το ΓΔ. Άρα το 𝜂 μετράει το ΕΔ και αφού μετράει όλο το ΓΔ μετράει και
το ΓΕ. Το τελευταίο με τη σειρά του μετράει το ΖΒ, άρα το 𝜂 μετράει το
ΖΒ, αλλά μετράει και το ΑΒ άρα μετράει και το ΑΖ. Δηλαδή το 𝜂 μετράει
το μικρότερο ΑΖ το οποίο είναι άτοπο. Δεν υπάρχει δηλαδή κοινό μέτρο
για τα ΑΒ και ΓΔ μεγαλύτερο από το ΑΖ, άρα το ΑΖ είναι το μέγιστο
κοινό μέτρο.

Δοθέντων άρα δύο σύμμετρων μεγεθών ΑΒ, ΓΔ βρέθηκε το μέγιστο
κοινό τους μέτρο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 16 Από αυτό είναι φανερό ότι αν ένα μέγεθος μετράει δύο άλλα
μεγέθη, τότε μετράει και το μέγιστο κοινό τους μέτρο. 
Πρόταση 4 () Δοθέντων τριών σύμμετρων μεγεθών να βρεθεί το μέγιστο
κοινό τους μέτρο.

Απόδειξη. Έστω ότι τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι τρία σύμμετρα μεγέθη. Πρέπει να
βρούμε το μέγιστο κοινό τους μέτρο.

Έστω ότι 𝛿 είναι το μέγιστο κοινό μέτρο των 𝛼 και 𝛽 (Π, σελ. ). Το
𝛿 είτε μετράει το 𝛾 είτε όχι. Αν το μετράει τότε είναι φανερά κοινό μέτρο
για τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 και είναι το μέγιστο γιατί κανένα μεγαλύτερο του 𝛿 δεν
μετράει τα 𝛼 και 𝛽.

Έστω τώρα ότι το 𝛿 δεν μετράει το 𝛾. Ισχυρίζομαι πρώτα ότι τα 𝛿 και
𝛾 είναι σύμμετρα. Διότι αφού τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι σύμμετρα υπάρχει μέγεθος
που τα μετράει. Άρα αυτό θα μετράει και το 𝛿 (Πόρισμα, Π, σελ. ),
άρα μετράει και το 𝛿 και το 𝛾.

Ας θεωρήσουμε τώρα το μέγιστο κοινό μέτρο 𝜀 των 𝛿 και 𝛾 (Π,
σελ. ). Άρα το 𝜀 μετράει το 𝛿 και άρα και τα 𝛼 και 𝛽. Μετράει όμως και
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το 𝛾 άρα μετράει τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, δηλαδή είναι κοινό τους μέτρο. Ισχυρίζομαι
τώρα ότι το 𝜀 είναι το μέγιστο κοινό μέτρο. Πράγματι, αν όχι, έστω ότι
το 𝜁 > 𝜀 είναι κοινό μέτρο των 𝛼, 𝛽, 𝛾. Άρα το 𝜁 αφού μετράει τα 𝛼, 𝛽
μετράει και το 𝛿 (Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα μετράει και το 𝛿 και το
𝛾, συνεπώς και το μέγιστο κοινό τους μέτρο 𝜀. Δηλαδή το μεγαλύτερο 𝛿
μετράει το μικρότερο 𝜀, το οποίο είναι αδύνατο. Άρα το 𝜀 είναι το μέγιστο
κοινό μέτρο των 𝛼, 𝛽, 𝛾 όταν το 𝛿 δεν μετράει το 𝛾, και είναι το 𝛿 όταν
το 𝛿 μετράει το 𝛾.

Δοθέντων λοιπόν τριών σύμμετρων μεγεθών, βρέθηκε το μέγιστο κοινό
τους μέτρο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 17 Από αυτό είναι φανερό ότι αν ένα μέγεθος μετράει τρία μεγέθη,
τότε μετράει και το μέγιστο κοινό τους μέτρο.

(στμ: χρήση της αρχής της επαγωγής:)Μεόμοιο τρόπο βρίσκουμε και το
μέγιστο κοινό μέτρο περισσότερων μεγεθών, και το πόρισμα θα ισχύει· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Τα σύμμετρα μεγέθη έχουν λόγο ίσο με λόγο φυσικών
αριθμών.

Απόδειξη. Έστω ότι τα μεγέθη 𝛼 και 𝛽 είναι σύμμετρα· ισχυρίζομαι ότι ο
λόγος τους είναι ίσος με λόγο φυσικών αριθμών.

Διότι έστω ότι το 𝛾 είναι κοινό μέτρο των 𝛼 και 𝛽. Και έστω ότι
το 𝛾 μετράει το 𝛼 τόσες φορές όσες οι μονάδες του 𝛿, και το 𝛾 μετράει
το 𝛽 τόσες φορές όσες οι μονάδες του 𝜀. Έτσι 𝛾/𝛼 = 1/𝛿 (Β, Ορ,
σελ. ). Αντιστρέφοντας τώρα 𝛼/𝛾 = 𝛿/1. Ομοίως 𝛾/𝛽 = 1/𝜀 και δι᾽
ίσου 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝜀.

Άρα για τα σύμμετρα μεγέθη 𝛼, 𝛽 ισχύει ότι ο λόγος τους είναι ίσος
με τον λόγο του φυσικού αριθμού 𝛿 προς τον φυσικό αριθμό 𝜀· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν δυο μεγέθη έχουν λόγο ίσο με λόγο φυσικών αριθμών
τότε είναι σύμμετρα.

Απόδειξη. Διότι ας ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛿/𝛾 με 𝛿 και 𝛾 φυσικούς αριθμούς.
Ισχυρίζομαι ότι τα μεγέθη 𝛼 και 𝛽 είναι σύμμετρα.

Διότι διαιρούμε το μέγεθος 𝛼 σε 𝛿 ίσα τμήματα μήκους 𝛾 και θέτουμε
𝜁 = 𝛾𝜀. Έτσι ισχύει 𝛾/𝛼 = 1/𝛿 (Β, Ορ, σελ. ). Η μονάδα όμως
μετράει τον 𝛿 άρα και το 𝛾 μετράει το 𝛼. Αντιστρέφοντας, 𝛼/𝛾 = 𝛿/1
(Πόρισμα Β, Π, σελ. ). Πάλι, αφού 𝜁 = 𝛾𝜀 ισχύει 𝛾/𝜁 = 1/𝜀 (Β,
Ορ, σελ. ). Δι᾽ ίσου τώρα θα έχουμε 𝛼/𝜁 = 𝛿/𝜀 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά 𝛿/𝜀 = 𝛼/𝛽 άρα 𝛼/𝛽 = 𝛼/𝜁 , οπότε 𝛽 = 𝜁 (Β, Π, σελ. ). Αλλά
το 𝛾 μετράει το 𝜁 άρα και το 𝛽. Μετράει όμως και το 𝛼, άρα τα 𝛼, 𝛽 είναι
σύμμετρα με κοινό μέτρο το 𝛾.

Άρα αν δυο μεγέθη κλπ κλπ.
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Πόρισμα 18 Από αυτό είναι φανερό ότι αν υπάρχουν δυο φυσικοί αριθμοί 𝛿
και 𝜀 και ένα μέγεθος 𝛼 τότε υπάρχει μέγεθος 𝜁 ώστε 𝛼/𝜁 = 𝛿/𝜀.

Αν 𝛽 ο μέσος ανάλογος των 𝛼 και 𝜁 τότε 𝛼/𝜁 = 𝛼2/𝛽2. Αλλά 𝛼/𝜁 = 𝛿/𝜀
οπότε 𝛿/𝜀 = 𝛼2/𝛽2· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Τα ασύμμετρα μεγέθη δεν έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με
λόγο φυσικών αριθμών.

Απόδειξη. Έστα τα ασύμμετρα μεγέθη 𝛼, 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι ο λόγος του
𝛼 προς το 𝛽 δεν είναι ίσος με λόγο φυσικών αριθμών.

Διότι αν το 𝛼/𝛽 ισούται με λόγο φυσικών αριθμών τότε το 𝛼 είναι
σύμμετρο με το 𝛽 (Π, σελ. ). Αλλά δεν είναι. Άρα το 𝛼 δεν έχει λόγο
με το 𝛽 ίσο με λόγο φυσικών αριθμών.

Τα ασύμμετρα δηλαδή μεγέθη δεν έχουν μεταξύ τους λόγο κλπ κλπ. 
Πρόταση 8 () Αν δυο μεγέθη δεν έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με λόγο
φυσικών αριθμών τότε είναι ασύμμετρα.

Απόδειξη. Έστω ότι τα μεγέθη 𝛼 και 𝛽 δεν έχουν λόγο ίσο με λόγο φυσικών
αριθμών. Τότε τα μεγέθη θα είναι ασύμμετρα.

Διότι αν τα 𝛼 και 𝛽 είναι σύμμετρα, ο λόγος τους είναι ίσος με λόγο
φυσικών αριθμών (Π, σελ. ). Αλλά δεν είναι. Άρα τα 𝛼, 𝛽 είναι ασύμ-
μετρα.

Συνεπώς δυο μεγέθη που δεν έχουν μεταξύ τους λόγο κλπ κλπ 
Πρόταση 9 () Τα τετράγωνα με μήκη πλευρών σύμμετρα μεγέθη έχουν
μεταξύ τους λόγο ίσο με το τετράγωνο φυσικού αριθμού προς το τετράγωνο
φυσικού αριθμού, και αντιστρόφως.

Τα τετράγωνα με μήκη πλευρών ασύμμετρα μεγέθη δεν έχουν μεταξύ τους
λόγο τετράγωνοφυσικούαριθμούπρος τετράγωνοφυσικούαριθμού, και αντι-
στρόφως.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα ευθύγραμμα τμήματα μήκους 𝛼 και 𝛽 τα οποία είναι
σύμμετρα. Ισχυρίζομαι ότι το 𝛼2/𝛽2 είναι ίσο με τον λόγο του τετραγώνου
φυσικού αριθμού προς τετραγώνου φυσικού αριθμού.

Διότι ο λόγος 𝛼/𝛽 είναι ίσος με λόγο φυσικών αριθμών (Π, σελ. )·
έστω των φυσικών αριθμών 𝛾 και 𝛿. Δηλαδή 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Αλλά (𝛼/𝛽)2 =
𝛼2/𝛽2, αφού όμοια σχήματα έχουν λόγο ίσο με τον λόγο των τετραγώνων
των ομόλογων πλευρών τους (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Επιπλέον
(𝛾/𝛿)2 = 𝛾 2/𝛿2, διότι μεταξύ δύο τετράγωνων αριθμών παρεμβάλλεται
ένας μέσος ανάλογος αριθμός, και ο τετράγωνος προς τον τετράγωνο έχει
λόγο το τετράγωνο εκείνου που έχει η πλευρά προς την πλευρά (Β, Π,
σελ. ). Άρα 𝛼2/𝛽2 = 𝛾 2/𝛿2.

Αντιστρόφως, έστω ότι 𝛼2/𝛽2 = 𝛾 2/𝛿2 με 𝛾 και 𝛿 φυσικούς αριθμούς.
Ισχυρίζομαι ότι τα 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετροι.
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Διότι 𝛼2/𝛽2 = 𝛾 2/𝛿2 αλλά 𝛼2/𝛽2 = (𝛼/𝛽)2 και 𝛾 2/𝛿2 = (𝛾/𝛿)2
άρα 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 οπότε οι 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετροι (Π, σελ. ).

Έστω τώρα ότι οι 𝛼, 𝛽 είναι ασύμμετροι. Ισχυρίζομαι ότι ο λόγος 𝛼2/𝛽2
δεν είναι ίσος με λόγο του τετραγώνου φυσικού αριθμού προς το τετρά-
γωνο φυσικού αριθμού.

Διότι αλλιώς τα 𝛼 και 𝛽 θα είναι σύμμετρα, αλλά δεν είναι.
Αντιστρόφως αν ο λόγος 𝛼2/𝛽2 δεν είναι ίσος με λόγο του τετραγώνου

φυσικού αριθμού προς το τετράγωνο φυσικού αριθμού, ισχυρίζομαι ότι οι
𝛼, 𝛽 είναι ασύμμετροι.

Διότι αλλιώς, αν οι 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετροι ο λόγος 𝛼2/𝛽2 θα είναι ίσος
με λόγο του τετραγώνου φυσικού αριθμού προς το τετράγωνο φυσικού
αριθμού, αλλά δεν είναι, άρα οι 𝛼, 𝛽 είναι ασύμμετροι.

Πόρισμα 19 Είναι λοιπόν φανερό ότι τα ευθύγραμμα τμήματα με σύμμετρα
μήκη είναι και δυνάμει σύμμετρα. Τα δε δυνάμει σύμμετρα δεν είναι πάντα
και μήκη σύμμετρα (εκτός αν τα τετράγωνα των σύμμετρων μηκών ευθυ-
γράμμων τμημάτων έχουν λόγο ίσο με τετράγωνο φυσικού αριθμού προς
τετράγωνο φυσικού αριθμού, οπότε είναι σύμμετρα. Έτσι τα ευθύγραμμα
τμήματα με σύμμετρα μήκη είναι και δυνάμει σύμμετρα.

Επιπλέον, επειδή δείχθηκε ότι όσα τετράγωνα έχουν λόγο τετράγωνο
φυσικού αριθμού προς τετράγωνο φυσικού αριθμού έχουν σύμμετρα μήκη
πλευρών, και είναι σύμμετρα τα τετράγωνα (στμ: τα εμβαδά τους) που
έχουν λόγο φυσικό αριθμό προς φυσικό αριθμό, όσα τετράγωνα δεν έχουν
λόγο τετράγωνο φυσικού αριθμού προς τετράγωνο φυσικού αριθμού, αλλά
απλώς λόγο φυσικού αριθμού προς φυσικό αριθμό τα μεν τετράγωνα είναι
δυνάμει σύμμετρα αλλά όχι ως προς το μήκος των πλευρών τους, εκτός αν
έχουν λόγο τετράγωνο αριθμό προς τετράγωνο αριθμό.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι και τα ευθύγραμμα τμήματα που είναι κατά μήκος
ασύμμετρα δεν είναι απαραίτητα και δυνάμει, αφού οι δυνάμει σύμμετροι
είναι δυνατόν να μην έχουν λόγο τετράγωνου αριθμού προς τετράγωνο
αριθμό, και για αυτό μπορεί να είναι δυνάμει σύμμετρα αλλά κατά μήκος
ασύμμετρα. Έτσι αν είναι κατά μήκος ασύμμετρα δυο ευθύγραμμα τμήματα
δεν είναι απαραίτητα και δυνάμει αλλά είναι δυνατόν να είναι κατά μήκος
ασύμμετρα και δυνάμει είτε σύμμετρα είτε ασύμμετρα.

Πάντως τα δυνάμει ασύμμετρα είναι και κατά μήκος ασύμμετρα, διότι
αν ήταν κατά μήκος σύμμετρα θα ήταν και δυνάμει.)

Στμ: στο παρακάτω λήμμα ο Ευκλείδης παραπέμπει σε ένα αποτέλεσμα
που δεν βρέθηκε στον πάπυρο που έφτασε σε εμάς. Συγκεκριμένα παρα-
πέμπει στο αντίστροφο του αποτελέσματος στο Β, Π, σελ. · ότι
δηλαδή αν ο λόγος δυο αριθμών είναι ίσος με τον λόγο τετράγωνου προς
τετράγωνου τότε οι αριθμοί είναι όμοιοι επίπεδοι. Το αποτέλεσμα φαίνεται
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να έλλειπε ήδη από τον πάπυρο που έφτασε στον Ήρωνα (Ήρων ο Αλε-
ξανδρεύς – μαχχ) ο οποίος σύμφωνα με αραβικές πηγές συμπλήρωσε
το κενό. Θα δούμε πρώτα το λήμμα του Ευκλείδη (Λήμμα , σελ. ) και
στη συνέχεια θα παρεμβάλουμε ένα επιπλέον λήμμα (Λήμμα , σελ. ),
με την απόδειξη του Ήρωνα, που δεν βρίσκεται στα Στοιχεία, αλλά ως
αποτέλεσμα το επικαλείται ο Ευκλείδης στο δικό του λήμμα, και είναι
απαραίτητο για την συνέχεια.

Λήμμα 2 Στα βιβλία των αριθμητικών αποδείχθηκε ότι οι όμοιοι επίπεδοι
αριθμοί έχουν μεταξύ τους λόγο ίσο με τον λόγο τετράγωνου αριθμού προς
τετράγωνο αριθμό (Β, Π, σελ. ), και ότι αν δυο αριθμοί έχουν μεταξύ
τους λόγο ίσο με τον λόγο τετράγωνου αριθμού προς τετράγωνο αριθμό τότε
είναι όμοιοι επίπεδοι (στμ: δες Λήμμα , σελ. ).

Από αυτό είναι φανερό ότι οι μη όμοιοι αριθμοί, δηλαδή εκείνοι που δεν
έχουνανάλογεςπλευρές, δεν έχουνλόγοτετράγωνουαριθμούπροςτετράγωνο
αριθμό, διότι αν είχαν θα ήταν όμοιοι αντιφάσκοντας με την υπόθεση. Άρα οι μη
όμοιοι επίπεδοι αριθμοί δεν έχουν μεταξύ τους λόγο τετράγωνο αριθμό προς
τετράγωνο αριθμό. 
Λήμμα 3 Αν ο λόγος δυο αριθμών είναι ίσος με τον λόγο τετράγωνου φυσικού
αριθμούπροςτετράγωνοφυσικούαριθμούτότεοιαριθμοί είναιόμοιοι επίπεδοι.

Ομοίως, αν ο λόγος δυο αριθμών είναι ίσος με τον λόγο κύβου προς κύβο
τότε οι αριθμοί είναι όμοιοι στερεοί.

Απόδειξη. (Ήρων ο Αλεξανδρεύς) Έστω ότι 𝛼/𝛽 = 𝛾 2/𝛿2. Ισχυρίζομαι
ότι οι 𝛼, 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι αριθμοί.

Διότι ανάμεσα στους 𝛾 2 και 𝛿2 παρεμβάλλεται ο μέσος ανάλογος 𝛾𝛿,
αφού 𝛾 2/(𝛾𝛿) = 𝛾/𝛿 = (𝛾𝛿)/𝛿2 (Β, Π, σελ.  ή Β, Π, σελ. ).
Άρα υπάρχει μέσος ανάλογος ανάμεσα στους 𝛼 και 𝛽 (Β, Π, σελ. ).
Συνεπώς οι 𝛼 και 𝛽 είναι όμοιοι επίπεδοι (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως αν οι 𝛼 και 𝛽 έχουν λόγο ίσο με λόγο κύβων, αυτή τη φορά
χρησιμοποιώντας τα Β, Π, σελ.  ή Β, Π, σελ. , Β, Π, σελ. 
και Β, Π, σελ. . 
Πρόταση 10 () Αν δοθεί ευθύγραμμο τμήμα να βρεθούν δύο άλλα με το
ένα να είναι μόνο κατά μήκος ασύμμετρο με το αρχικό και το άλλο και κατά
μήκος και δυνάμει.

Απόδειξη. Έστω ευθύγραμμο τμήμα μήκους 𝛼. Πρέπει να βρεθούν δύο άλλα
το ένα μόνο κατά μήκος ασύμμετρο με το 𝛼 και το άλλο και δυνάμει.

Ας θεωρήσουμε δύο αριθμούς 𝛽 και 𝛾 που δεν έχουν μεταξύ τους λόγο
ίσο με λόγο τετράγωνων αριθμών· δηλαδή αριθμοί που δεν είναι όμοιοι
επίπεδοι. Θεωρούμε μέγεθος 𝛿 ώστε να ισχύει 𝛽/𝛾 = 𝛼2/𝛿2 (Πόρισμα,
Π, σελ. ). Άρα τα 𝛼2 και 𝛿2 είναι σύμμετρα, αφού έχουν λόγο ίσο με
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λόγο φυσικών αριθμών (Π, σελ. ). Έτσι οι 𝛼2 και 𝛿2 δεν έχουν λόγο
ίσο με λόγο τετράγωνων φυσικών αριθμών, αφού αυτό ισχύει για τους 𝛽
και 𝛾. Οπότε οι 𝛼 και 𝛿 είναι κατά μήκος ασύμμετροι (Π, σελ. ).

Ας θεωρήσουμε τώρα τον μέσο ανάλογο 𝜀 των 𝛼 και 𝛿· οπότε ισχύει
𝛼/𝛿 = 𝛼2/𝜀2 (Β, Ορ, σελ. ). Αφού οι 𝛼 και 𝛿 είναι ασύμμετροι
είναι ασύμμετροι οι 𝛼2 και 𝜀2 (Π, σελ. ). Άρα οι 𝛼 και 𝜀 είναι δυνάμει
ασύμμετροι (στμ: άρα και κατά μήκος).

Έτσι δοθέντος ευθυγράμμου τμήματος μήκους 𝛼 βρέθηκαν δύο ασύμ-
μετρα με το 𝛼 μήκη ευθυγράμμων τμημάτων, τα 𝛿 και 𝜀, που το 𝛿 είναι
μόνο κατά μήκος ασύμμετρο ενώ το 𝜀 και κατά μήκος και δυνάμει· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι 
Πρόταση 11 () Εάν τέσσαρα μεγέθη είναι σε αναλογία και τοπρώτο είναι
σύμμετρο με το δεύτερο, τότε και το τρίτο προς το τέταρτο θα είναι σύμμετρο·
ενώ αν το πρώτο είναι ασύμμετρο με το δεύτερο τότε και το τρίτο θα είναι
ασύμμετρο με το τέταρτο.

Απόδειξη. Έστω ότι τα τέσσαρα μεγέθη σε αναλογία είναι τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 𝛿 και
𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿. Υποθέτω ότι τα 𝛼 και 𝛽 είναι σύμμετρα. Ισχυρίζομαι ότι και
τα 𝛾 και 𝛿 είναι σύμμετρα.

Διότι αφού τα 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετρα έχουν λόγο ίσο με τον λόγο φυσικού
αριθμού προς φυσικό αριθμό (Π, σελ. )· και αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και τα
𝛾 και 𝛿 έχουν λόγο ίσο με τον λόγο φυσικού αριθμού προς φυσικό αριθμό,
άρα μεταξύ τους είναι σύμμετρα (Π, σελ. ).

Υποθέτουμε τώρα ότι οι 𝛼, 𝛽 είναι μεταξύ τους ασύμμετρα μεγέθη.
Ισχυρίζομαι ότι και το 𝛾 είναι ασύμμετρο με το 𝛿. Διότι αφού τα 𝛼, 𝛽 είναι
ασύμμετρα δεν έχουν λόγο ίσο με λόγο φυσικών αριθμών (Π, σελ. ),
και αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 το ίδιο ισχύει και για τα 𝛾 και 𝛿, άρα είναι μεταξύ
τους ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Συνεπώς αν τέσσερα μεγέθη, κλπ κλπ. 
Πρόταση 12 () Δυο μεγέθη που είναι σύμμετρα με τρίτο μέγεθος είναι και
μεταξύ τους σύμμετρα.

Απόδειξη. Διότι έστω ότι καθένα από τα 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετρο με το 𝛾.
Ισχυρίζομαι ότι το 𝛼 είναι σύμμετρο με το 𝛽.

Το 𝛼 έχει με το 𝛾 λόγο ίσο με λόγο φυσικών αριθμών (Π, σελ. ). Ας
είναι λοιπόν 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜀 λόγος φυσικών αριθμών. Ομοίως𝛾/𝛽 = 𝜁/𝜂 λόγος
φυσικών αριθμών. Θεωρούμε τους φυσικούς αριθμούς 𝜃, 𝜅, 𝜆 σε συνεχή
αναλογία με 𝛿/𝜀 = 𝜃/𝜅 και 𝜁/𝜂 = 𝜅/𝜆 (Β, Π, σελ. ).

Αφού τώρα 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜀 και 𝛾/𝛿 = 𝜃/𝜅 θα είναι και 𝛼/𝛾 = 𝜃/𝜅, και
ομοίως 𝛾/𝛿 = 𝜅/𝜆. Άρα δι᾽ ίσου θα είναι 𝛼/𝛽 = 𝜃/𝜆 (Β, Π, σελ. )
που είναι λόγος φυσικών αριθμών, άρα τα 𝛼, 𝛽 είναι σύμμετρα μεγέθη.
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Συνεπώς σύμμετρα προς κοινό μέγεθος μεγέθη είναι και μεταξύ τους
σύμμετρα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν δυο μεγέθη είναι σύμμετρα και το ένα από αυτά είναι
ασύμμετρο προς ένα τρίτο μέγεθος, τότε και το άλλο θα είναι ασύμμετρο προς
το τρίτο αυτό μέγεθος.

Απόδειξη. Έστω ότι τα 𝛼, 𝛽 είναι μεταξύ τους σύμμετρα και το 𝛼 είναι
ασύμμετρο με το 𝛾.

Διότι αν το 𝛽 είναι σύμμετρο με το 𝛾, επειδή και το 𝛼 είναι σύμμετρο
με το 𝛽, θα είναι και το 𝛼 σύμμετρο με το 𝛾 (Π, σελ. ). Αλλά δεν
είναι, άρα άτοπο, οπότε το 𝛽 δεν είναι σύμμετρο με το 𝛾, δηλαδή είναι
ασύμμετρο με το 𝛾.

Έτσι δυο μεγέθη σύμμετρα κλπ κλπ.

Λήμμα 4 Αν δοθούν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα να βρεθεί κατά ποιο
τετράγωνο υπερέχει το τετράγωνο του μεγαλύτερου από το τετράγωνο του
μικρότερου.

Επιπλέον, αν δοθούν δύο ευθύγραμμα τμήματα, να βρεθεί το ευθύγραμμο
τμήμα του οποίου το τετράγωνο είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων
των αρχικών τμημάτων.

Απόδειξη. Ας είναι ΑΒ και 𝛾 τα ευθύγραμμα τμήματα με ΑΒ > 𝛾. Πρέπει να
βρεθεί ποιο τετράγωνο είναι η διαφορά ΑΒ2−𝛾 2 (στμ: δηλαδή αναζητάμε
ευθύγραμμο τμήμα μήκους √ΑΒ2 − 𝛾 2).

Γράφουμε επί του ΑΒ ημικύκλιο, το ΑΔΒ και εναρμόζουμε την ΑΔ ίση
με το 𝛾 (Β, Π, σελ. ). Φέρνουμε και τη ΔΒ, οπότε η ΑΔ̂Β είναι ορθή
(Β, Π, σελ. ), και ΑΒ2 μεγαλύτερο της ΑΔ2 = 𝛾 2 κατά το ΔΒ2 (Β,
Π, σελ. ).

Αν τώρα δοθούν τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΔ και ΔΒ κατασκευάζουμε
ορθή γωνία με κάθετες πλευρές ίσες με ΑΔ και ΔΒ και φέρνουμε την ΑΒ.
Είναι φανερό ότι ΑΒ2 = ΑΔ2 + ΔΒ2· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 () Αν τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι σε αναλογία και
το τετράγωνο του πρώτου είναι μεγαλύτερο από το τετράγωνο του δευτέρου
κατά τετράγωνο ευθύγραμμου τμήματος κατά μήκος σύμμετρο με το πρώτο,
τότε το τετράγωνο του τρίτου ευθύγραμμου τμήματος είναι μεγαλύτερο του
τετραγώνου του τέταρτου κατά το τετράγωνο ευθύγραμμου τμήματος κατά
μήκος σύμμετρο με το τρίτο.

Και αν το τετράγωνο του πρώτου είναι μεγαλύτερο από το τετράγωνο
του δευτέρου κατά τετράγωνο ευθύγραμμου τμήματος κατά μήκος ασύμμε-
τρο με το πρώτο, τότε το τετράγωνο του τρίτου ευθύγραμμου τμήματος είναι
μεγαλύτερο του τετραγώνου του τέταρτου κατά το τετράγωνο ευθύγραμμου
τμήματος κατά μήκος ασύμμετρο με το τρίτο.
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Απόδειξη. Έστω ότι τα τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿
και 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 και 𝜀2 = 𝛼2 − 𝛽2, 𝜁 2 = 𝛾 2 − 𝛿2. Ισχυρίζομαι ότι αν τα
𝛼, 𝜀 είναι σύμμετρα είναι και τα 𝛾, 𝜁. Ενώ αν τα 𝛼, 𝜀 είναι ασύμμετρα, τότε
και τα 𝛾, 𝜁 είναι ασύμμετρα.

Αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 ισχύει και 𝛼2/𝛽2 = 𝛾 2/𝛿2 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά 𝛼2 = 𝛽2 + 𝜀2 και 𝛾 2 = 𝛿2 + 𝜁 2 άρα

𝜀2 + 𝛽2

𝛽2 = 𝛿2 + 𝜁 2

𝛿2 .

Συνεπώς 𝜀2/𝛽2 = 𝜁 2/𝛿2 (Β, Π, σελ. ), και άρα 𝜀/𝛽 = 𝜁/𝛿 (Β,
Π, σελ. ). Αντιστρέφοντας 𝛽/𝜀 = 𝛿/𝜁 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ).
Και αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿, δι᾽ ίσου θα είναι 𝛼/𝜀 = 𝛾/𝜁 (Β, Π, σελ. ).

Αν λοιπόν τα 𝛼, 𝜀 είναι σύμμετρα είναι και τα 𝛾 και 𝜁. Ομοίως αν είναι
ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Άρα, κλπ κλπ. 
Πρόταση 15 () Αν δυο σύμμετρα μεγέθη προστεθούν, και το άθροισμα
θα είναι σύμμετρο με καθένα από αυτά· και αν το άθροισμα είναι σύμμετρο με
ένα από αυτά τότε τα δυο μεγέθη είναι και μεταξύ τους σύμμετρα.

Απόδειξη. Διότι ας προστεθούν δυο σύμμετρα μεγέθη, τα ΑΒ και ΒΓ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι το άθροισμα ΑΓ είναι σύμμετρο με καθένα από τα ΑΒ και ΒΓ.

Διότι, αφού τα ΑΒ, ΒΓ είναι σύμμετρα θα έχουν κοινό μέτρο, έστω το
𝛿. Το 𝛿 αφού μετράει και τα δύο, μετράει και το άθροισμά τους ΑΓ. Άρα
μετράει και τα τρία μεγέθη ΑΒ, ΒΓ και ΑΓ. Άρα το ΑΓ είναι σύμμετρο με
καθένα από τα ΑΒ, ΒΓ.

Αν τώρα το ΑΓ είναι σύμμετρο με το ΑΒ, ισχυρίζομαι ότι τα ΑΒ και ΒΓ
είναι σύμμετρα.

Διότι έστω 𝛿 κοινό μέτρο των ΑΓ και ΑΒ. Άρα το 𝛿 θα μετράει και τη
διαφορά τους ΒΓ. Αλλά μετράει και το Α, άρα τα ΑΒ, ΒΓ είναι σύμμετρα.

Έτσι αν δυο μεγέθη, κλπ κλπ. 
Πρόταση 16 () Αν δυο ασύμμετρα μεγέθη προστεθούν και το άθροισμα
θαείναιασύμμετροπροςκαθένααπόαυτά·καιαντοάθροισμαείναιασύμμετρο
προς ένα από αυτά και τα αρχικά μεγέθη είναι μεταξύ τους ασύμμετρα.

Απόδειξη. Ας προστεθούν τα δυο ασύμμετρα μεγέθη ΑΒ και ΒΓ. Ισχυρίζομαι
ότι και το άθροισμα ΑΓ με καθένα από τα ΑΒ, ΒΓ είναι ασύμμετρο.

Διότι αν τα ΓΑ, ΑΒ δεν είναι ασύμμετρα θα έχουν κοινό μέτρο, έστω
το 𝛿. Το 𝛿 λοιπόν μετράει το ΓΑ και ΑΒ άρα μετράει και τη διαφορά τους
ΒΓ. Και αφού μετράει και ΑΒ, τα ΑΒ και ΒΓ είναι σύμμετρα. Αλλά δεν είναι,
άτοπο. Άρα τα ΓΑ και ΒΑ είναι ασύμμετρο. Ομοίως και τα ΑΓ, ΓΒ είναι
ασύμμετρα.
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Τώρα ισχυρίζομαι ότι αν το ΑΓ είναι ασύμμετρο με ένα από τα ΑΒ, ΒΓ,
έστω με το ΑΒ, τότε τα ΑΒ, ΒΓ είναι ασύμμετρα. Αν όχι έχουν κοινό μέτρο,
έστω το 𝛿. Επειδή το 𝛿 μετράει και τα δύο, μετράει και το άθροισμά τους
ΑΓ. Άρα το 𝛿 μετράει το ΑΓ και το ΑΒ τα οποία όμως ήταν ασύμμετρα,
άτοπο. Άρα τα ΑΒ, ΒΓ είναι ασύμμετρα.

Εάν λοιπόν δυο μεγέθη, κλπ κλπ.

Λήμμα 5 Εάν σε ευθύγραμμο τμήμα θεωρήσουμε παραλληλόγραμμο από το
οποίο να λείπει τετράγωνο για να σχηματιστεί παραλληλόγραμμο με πλευρά
ολόκληρο το αρχικό τμήμα, τότε το θεωρούμενο παραλληλόγραμμο είναι ίσο
με το ορθογώνιο με πλευρές τα τμήματα που σχηματίστηκαν στο αρχικό ευ-
θύγραμμο τμήμα.

Α ΒΓ

ΔΑπόδειξη. Ας θεωρήσουμε το ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ και το παραλλη-
λόγραμμο ΑΔ που το ΔΒ είναι τε-
τράγωνο. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΔ εί-
ναι ίσο με το ορθογώνιο ΑΓ × ΓΒ.

Αυτό είναι φανερό από το
σχήμα, διότι το ΔΒ είναι τετρά-
γωνο, άρα ΔΓ = ΓΒ.

Άρα εάν σε ευθύγραμμο τμήμα κλπ κλπ. 
Πρόταση 17 () Αν δοθούν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα και τοπο-
θετηθεί στο μεγάλο τμήμα παραλληλόγραμμο ίσο με το ένα τέταρτο του τε-
τραγώνου του μικρού, διαιρώντας το μεγάλο τμήμα σε σύμμετρα μεγέθη και
περισσεύει από το μεγάλο τμήμα τετράγωνο, το τετράγωνο του μεγαλύτερου
ευθύγραμμου τμήματος είναι μεγαλύτερο από το τετράγωνο του μικρότερου
κατάτετράγωνοτουοποίουηπλευρά είναι κατάμήκοςσύμμετρημε τομεγάλο
τμήμα.

Και αντιστρόφως, αν το τετράγωνο του μεγάλου τμήματος υπερέχει του
τετραγώνου του μικρότερου τμήματος κατά τετράγωνο με πλευρά σύμμετρη
προς τομεγάλοτμήμα, αν τοποθετηθεί στομεγάλοτμήμαπαραλληλόγραμμο
ίσο με το ένα τέταρτο του τετραγώνου του μικρότερου ώστε να υπολείπεται
τετράγωνο, τα τμήματαστα οποία χωρίζεται το μεγαλύτερο είναι κατά μήκος
σύμμετρα.

Απόδειξη. Έστω ότι δόθηκαν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα 𝛼 και ΒΓ με
𝛼 < ΒΓ. Φτιάχνουμε πάνω στη ΒΓ παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το
ένα τέταρτο του 𝛼2, δηλαδή με το τετράγωνο του 𝛼/2, ώστε να περισ-
σεύει σχήμα τετράγωνο χωρίζοντας το ΒΓ με το σημείο Δ. Και ας είναι το
ΒΔ σύμμετρο με το ΔΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΒΓ2 είναι μεγαλύτερο του τε-
τραγώνου του 𝛼 κατά τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι κατά μήκος
σύμμετρη με τη μεγαλύτερη ΒΓ.



 Μέρος Ι

𝛼

Β Ζ Ε Δ Γ

Ας θεωρήσουμε το μέσο Ε
του ΒΓ και σημείο Ζ ώστε
ΕΖ = ΔΕ (στμ: το συμμετρικό
του Δ ως προς το Ε). Έτσι
ΔΓ = ΒΖ και επιπλέον θα
ισχύει ΒΔ ⋅ ΔΓ + ΕΔ2 = ΕΓ2
(Β, Π, σελ. ). Πολλαπλα-

σιάζοντας με το τέσσαρα θα πάρουμε

4ΕΓ2 = 4ΒΔ ⋅ ΔΓ + 4ΕΔ2 = 𝛼2 + ΔΖ2,
αφού το ΔΖ είναι διπλάσιο του ΔΕ. Επίσης 4ΕΓ2 = ΒΓ2 διότι ΒΓ = 2ΓΕ.
Άρα 𝛼2+ΔΖ2 = ΒΓ2· δηλαδή το τετράγωνο του ΒΓ είναι μεγαλύτερο από
το τετράγωνο του 𝛼 κατά το τετράγωνο του ΔΖ. Πρέπει να αποδειχθεί
ότι το ΒΓ είναι σύμμετρο με το ΔΖ. Αλλά το ΒΓ είναι σύμμετρο με το ΔΓ και
άρα με το ΓΔ (Π, σελ. ). Όμως το ΔΓ είναι σύμμετρο με τα ΓΔ, ΒΖ,
διότι ΓΔ = ΒΖ. Οπότε το ΒΓ είναι σύμμετρο με τα ΒΖ, ΓΔ (Π, σελ. )·
οπότε το ΒΓ είναι σύμμετρο με τη διαφορά, το ΖΔ. Έτσι το ΒΓ2 υπερέχει
του 𝛼2 κατά τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι σύμμετρη με τη ΒΓ.

Ας είναι τώρα το √ΒΓ2 − 𝛼2 σύμμετρο με το ΒΓ, και ας φτιαχτεί στη
ΒΓ παραλληλόγραμμο ίσο με το ένα τέταρτο του 𝛼2, από του οποίου
παραλληλόγραμμου να λείπει τετράγωνο. Ας είναι το παραλληλόγραμμο
με πλευρές ΒΔ και ΔΓ. Πρέπει να δειχθεί ότι το ΒΔ είναι σύμμετρο με το
ΔΓ.

Αφού γίνει η ίδια με πριν κατασκευή, ομοίως αποδεικνύεται ότι ΖΔ2 =
ΒΓ2 − 𝛼2. Είναι δε το τετράγωνο της ΒΓ μεγαλύτερο του 𝛼2 κατά το
τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι σύμμετρη με το ΒΓ. Άρα είναι σύμ-
μετρο το ΒΓ με το ΖΔ· οπότε το ΒΓ είνα σύμμετρο και με τη διαφορά
ΒΓ − ΖΔ = ΒΖ + ΔΓ (Π, σελ. ). Αλλά το ΒΖ + ΔΓ είνα σύμμετρο με
το ΔΓ (Π, σελ. ). Έτσι και το ΒΓ είναι σύμμετρο με το ΓΔ· και άρα με
αφαίρεση το ΒΔ είναι σύμμετρο με το ΔΓ.

Αν λοιπόν δοθούν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα, κλπ κλπ. 
Πρόταση 18 () Αν δοθούν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα και τοπο-
θετηθεί στο μεγάλο τμήμα παραλληλόγραμμο ίσο με το ένα τέταρτο του τε-
τραγώνου του μικρού, διαιρώντας το μεγάλο τμήμα σε ασύμμετρα μεγέθη και
περισσεύει από το μεγάλο τμήμα τετράγωνο, το τετράγωνο του μεγαλύτερου
ευθύγραμμου τμήματος είναι μεγαλύτερο από το τετράγωνο του μικρότερου
κατά τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι κατά μήκος ασύμμετρη με το με-
γάλο τμήμα.

Και αντιστρόφως, αν το τετράγωνο του μεγάλου τμήματος υπερέχει του
τετραγώνουτουμικρότερουτμήματοςκατάτετράγωνομεπλευράασύμμετρη
προς τομεγάλοτμήμα, αν τοποθετηθεί στομεγάλοτμήμαπαραλληλόγραμμο
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ίσο με το ένα τέταρτο του τετραγώνου του μικρότερου ώστε να υπολείπεται
τετράγωνο, τα τμήματαστα οποία χωρίζεται το μεγαλύτερο είναι κατά μήκος
ασύμμετρα.
Απόδειξη. Έστω ότι δόθηκαν δύο άνισα ευθύγραμμα τμήματα 𝛼 και ΒΓ με
𝛼 < ΒΓ. Φτιάχνουμε πάνω στη ΒΓ παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το
ένα τέταρτο του 𝛼2, δηλαδή με το τετράγωνο του 𝛼/2, ώστε να περισ-
σεύει σχήμα τετράγωνο χωρίζοντας το ΒΓ με το σημείο Δ. Και ας είναι το
ΒΔ ασύμμετρο με το ΔΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΒΓ2 είναι μεγαλύτερο του τε-
τραγώνου του 𝛼 κατά τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι κατά μήκος
ασύμμετρο με τη μεγαλύτερη ΒΓ.

𝛼

Β Ζ Ε Δ Γ

Διότι αφού γίνει η ίδια κα-
τασκευή όπως στην προη-
γούμενη Πρόταση αποδει-
κνύεται ομοίως ότι ΖΔ2 =
ΒΓ2 − 𝛼2. Τώρα πρέπει να
αποδειχθεί ότι το ΒΓ είναι
ασύμμετρο με το ΔΖ. Επειδή
το ΒΔ είναι ασύμμετρο με το ΔΓ, είναι και ασύμμετρο με το ΓΔ (Π,
σελ. ). Αλλά το ΔΓ είναι ασύμμετρο με το ΒΖ + ΔΓ (Π, σελ. ),
και άρα το ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ΒΖ + ΔΓ (Π, σελ. ). Άρα το ΒΓ
είναι ασύμμετρο με τη διαφορά ΖΔ (Π, σελ. ), και ΖΔ2 = ΒΓ2 − 𝛼2.
Συνεπώς το ΒΓ2 υπερέχει του 𝛼2 κατά το τετράγωνο του ΖΔ που με το
ΒΓ είναι ασύμμετρο.

Αντιστρόφως, ας υπερέχει τώρα το τετράγωνο του ΒΓ του τετραγώνου
του 𝛼 κατά τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι ασύμμετρη με το ΒΓ. Ας
φτιαχτεί επί του ΒΓ παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του
𝛼2 ώστε να λείπει σχήμα τετράγωνο και να χωρίζει το ΒΓ με το σημείο Δ.
Πρέπει να δειχθεί ότι τα ΒΔ, ΔΓ είναι ασύμμετρα.

Αφού γίνει η ίδια κατασκευή με την προηγούμενη Πρόταση, ομοίως
αποδεικνύεται ότι ΖΔ2 = ΒΓ2 − 𝛼2. Αλλά το ΒΓ2 υπερέχει του 𝛼2 κατά
τετράγωνο πλευράς ασύμμετρης με το ΒΓ. Έτσι το ΒΓ είναι ασύμμετρο με
το ΖΔ, άρα και τη διαφορά ΒΓ − ΖΔ = ΒΖ + ΔΓ (Π, σελ. ). Αλλά
το ΒΖ + ΔΓ είναι ασύμμετρο με το ΔΓ (Π, σελ. ), και άρα το ΒΓ
είναι ασύμμετρο με το ΔΓ (Π, σελ. ). Οπότε αφαιρώντας, το ΒΔ είναι
ασύμμετρο με το ΔΓ.

Άρα αν δοθούν δύο ευθύγραμμα τμήματα, κλπ κλπ.

Λήμμα 6 Επειδή δείχθηκε ότι τα σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα είναι και
δυνάμει σύμμετρα, αλλά τα δυνάμει ασύμμετρα μπορεί να είναι κατά μήκος
είτε σύμμετρα είτε ασύμμετρα, είναι φανερό ότι αν θεωρήσουμε σύμμετρο ευ-
θύγραμμο τμήμα προς δοθέν ρητό ευθύγραμμο τμήμα, αυτό θα είναι ρητό και
σύμμετρο όχι μόνο κατά μήκος αλλά και δυνάμει.



 Μέρος Ι

Αν τώρα προς δοθέν ρητό ευθύγραμμο τμήμα δοθεί δυνάμει σύμμετρο ευ-
θύγραμμο τμήμα αν είναι και κατά μήκος σύμμετρο λέγεται ρητό και σύμμετρο
και κατά μήκος και δυνάμει. Ενώ αν κατά μήκος είναι ασύμμετρο τότε λέγεται
και πάλι ρητό αλλά δυνάμει μόνο σύμμετρο. 
Πρόταση 19 () Το παραλληλόγραμμο με πλευρές ρητές και κατά μήκος
σύμμετρες είναι ρητό (στμ: έχει ρητό εμβαδόν).

Α Β

Δ

Γ

Απόδειξη. Διότι ας υποθέσουμε ότι το ορ-
θογώνιο ΑΓ έχει πλευρές τα ρητά και
κατά μήκος σύμμετρα ΑΒ, ΒΓ. Ισχυρίζο-
μαι ότι το ΑΓ είναι ρητό.

Κατασκευάζουμε τετράγωνο ΑΔ με
πλευρά ΑΒ· άρα το ΑΔ είναι ρητό (Ορ,
σελ. ). Επειδή τα ΑΒ, ΒΓ είναι σύμμε-
τρα άρα και τα ΒΔ, ΒΓ, αφού ΒΔ = ΑΒ.
Επιπλέον ΒΔ/ΒΓ = |ΔΑ|/|ΑΓ| (Β, Π,
σελ. ). Άρα το ΔΑ είναι σύμμετρο με

το ΑΓ (Π, σελ. ). Το ΔΑ είναι ρητό άρα ρητό είναι και το ΑΓ.
Το ορθογώνιο λοιπόν πουπεριέχεται σε ρητές και κατά μήκος σύμμετρες

πλευρές κλπ κλπ. 
Πρόταση 20 () Αν ρητό ορθογώνιο έχει μια πλευρά ρητή τότε και η άλλη
του πλευρά είναι ρητή και με την πρώτη πλευρά κατά μήκος σύμμετρη.

ΑΒ

Δ

Γ

Απόδειξη. Ας κατασκευαστεί το ρητό ΑΓ στην
ΑΒ με πλάτος ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΒΓ είναι
ρητό και κατά μήκος σύμμετρο με το ΒΑ.

Διότι ας κατασκευαστεί με πλευρά ΑΒ το τε-
τράγωνο ΑΔ, οπότε το ΑΔ είναι ρητό (Ορ,
σελ. ). Αλλά είναι και το ΑΓ ρητό, οπότε
το ΔΑ είναι σύμμετρο με το ΑΓ. Επίσης
|ΔΑ|/|ΑΓ| = ΔΒ/ΒΓ (Β, Π, σελ. ). Άρα
τα ΔΒ, ΒΓ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά

ΔΒ = ΒΑ άρα τα ΑΒ, ΒΓ είναι σύμμετρα. Το ΑΒ είναι ρητό άρα και το ΒΓ
και κατά μήκος σύμμετρο με το ΑΒ.

Αν λοιπόν ρητό ορθογώνιο με πλευρά ρητή, κλπ κλπ. 





αΛ|||ΓΕΒΡΙ|||||ΚΕΣ
ΕΠΕΚ||||τΆΣΕΙΣ

Στο υπόλοιπο του Βιβλίου ο Ευκλείδης αναπτύσσει τη θεωρία
των αρρήτων που αποτελεί μια πρώτη προσπάθεια κατηγοριο-
ποίησής τους. Αυτό, με σημερινούς όρους, γίνεται με προσθήκη στο
ℚ (που το αντιλαμβανόμαστε εδώ ως ρητά εμβαδά) εμβαδών της
μορφής √𝜎 ∉ ℚ (με 𝜎 ∈ ℚ) και της πλευράς ισεμβαδικών με αυτά
τετράγωνα, δηλαδή της μορφής 4√𝜎 με ( 4√𝜎)2 = √𝜎 ∉ ℚ.

Όταν ο Ευκλείδης στο εξής μιλάει για «ρητούς» και για «μέ-
σους» εννοεί ρητά εμβαδά και μέσα εμβαδά. Αυτό είναι το πρώτο
επίπεδο κατηγοριοποίησης. Το μήκος πλευράς ισεμβαδικού τετρα-
γώνου με ρητό εμβαδό ονομάζεται και αυτό «ρητό» μήκος. Έτσι
ένα εμβαδό μεγέθους 2 είναι προφανώς ρητό με τη σύγχρονη ορο-
λογία και με την ορολογία του Ευκλείδη, αλλά ονομάζει ρητή και
την πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου. Άρα και το √2 ως μήκος
ονομάζεται «ρητό»(!) αν και ασύμμετρο με τη μονάδα.

Το πρώτο «επίπεδο» ασυμμετρίας με τα ρητά εμβαδά είναι τα
μέσα εμβαδά, δηλαδή τα εμβαδά της μορφής √𝜎 ∉ ℚ. Άρα και το
√2 είναι μέσο εμβαδόν και το 3√2 = √18 είναι μέσο εμβαδόν.

Σε κάθε μέσο εμβαδόν αντιστοιχεί και ένα ευθύγραμμο τμήμα, η
πλευρά του ισεμβαδικού τετραγώνου. Και αυτή η πλευρά ονομά-
ζεται μέση, δηλαδή είναι της μορφής 4√𝜎, όπου ( 4√𝜎)2 = √𝜎 μέσο
εμβαδόν (δηλαδή 𝜎 ∈ ℚ αλλά √𝜎 ∉ ℚ).

Ρητό Μέσο

Εμβαδόν Ε = 𝜌 ∈ ℚ Ε = √𝜎
𝜎 ∈ ℚ και √𝜎 ∉ ℚ

Μήκος
√𝐸 = √𝜌
με 𝜌 ∈ ℚ

√Ε = 4√𝜎
𝜎 ∈ ℚ και √𝜎 ∉ ℚ

Μήκος

εναλλακτική
γραφή

Μ = 𝜌
με 𝜌2 ∈ ℚ

Μ = 4√𝜎
𝜎 ∈ ℚ,

και ( 4√𝜎)2 = √𝜎 ∉ ℚ
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Πρόταση 21 () Το ορθογώνιο που περιέχεται σε ρητές πλευρές δυνάμει
μόνο σύμμετρες είναι άλογο¹⁶ και η πλευρά του ισοδύναμου τετραγώνου είναι
άλογη.¹⁷ Ας ονομάζεται αυτή μέση.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Ας είναι οι πλευρές 𝜌1 και 𝜌2 ρητές, δηλαδή 𝜌21 ,
𝜌22 ∈ ℚ, και δυνάμει μόνο σύμμετρες, δηλαδή 𝜌1/𝜌2 ∉ ℚ αλλά 𝜌21 /𝜌22 ∈ ℚ.
Αν 𝛿 = 𝜌1/𝜌2, τότε 𝛿 ∉ ℚ και 𝜌1 = 𝜌2𝛿. Άρα το εμβαδόν του ορθογωνίου
είναι 𝜌1𝜌2 = 𝜌22𝛿. Έτσι η πλευρά του ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η
𝛽 = 𝜌2√𝛿 που είναι άλογη, αφού 𝛽2 = 𝜌22𝛿 ∉ ℚ. Παρατηρούμε τέλος ότι
το 𝛽 είναι μέσο, αφού αν θέσουμε 𝜎 = 𝛿2 θα έχουμε 𝛽 = 𝜌2√𝛿 = 𝜌2 4√𝜎 =
4√𝜌42𝜎· και √𝜌42𝜎 = 𝜌22𝛿 ∉ ℚ, και 𝜎 = 𝛿2 = 𝜌21 /𝜌22 ∈ ℚ. 

ΑΒ

Δ

Γ

«πρωτότυπη»: Διότι ας περιέχεται το ορ-
θογώνιο ΑΓ σε ρητές πλευρές δυνάμει μόνο σύμ-
μετρες, τις ΑΒ, ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ εί-
ναι άλογο, (δηλαδή) η πλευρά του ισοδύνα-
μου τετραγώνου είναι άλογη, και την καλούμε
«μέση».

Ας κατασκευαστεί στην ΑΒ τετράγωνο, το
ΑΔ. Άρα το ΑΔ είναι ρητό (Ορ, σελ. ).
Επειδή το ΑΒ είναι κατά μήκος ασύμμετρο με
το ΒΓ και ΑΒ = ΒΔ συμπεραίνουμε ότι η ΔΒ είναι κατά μήκος ασύμμετρη
με την ΒΓ. Επίσης ισχύει ΔΒ/ΒΓ = |ΑΔ|/|ΑΓ|. Άρα το |ΔΑ| είναι ασύμμετρο
με το |ΑΓ| (Π, σελ. ). Το |ΔΑ| όμως είναι ρητό, άρα είναι άλογο το
|ΑΓ| (Ορ, σελ. ). Συνεπώς και η δυναμένη του ΑΓ (στμ: η πλευρά του
ισοδύναμου τετραγώνου) είναι άλογη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Λήμμα 7 Ανδοθούνδυοευθύγραμματμήματατότετοπρώτοπροςτοδεύτερο
είναι ίσο με το τετράγωνο τουπρώτουπρος το ορθογώνιοπουπεριέχεται στα
ευθύγραμμα τμήματα.

Ζ Ε Η

Δ

Απόδειξη. Δοσμένων των ΖΕ, ΕΗ ισχυρίζομαι ότι
ΖΕ/ΕΗ = ΖΕ2/(ΖΕ ⋅ ΕΗ).

Ας κατασκευαστεί στη ΖΕ τετράγωνο ΔΖ και
ας συμπληρωθεί με το ΗΔ. Επειδή ΖΕ/ΕΗ =
ΖΔ/ΔΗ (Β, Π, σελ. ) και το μεν ΖΔ = ΖΕ2
και ΔΗ = ΔΕ ⋅ ΕΗ = ΖΕ ⋅ ΕΗ είναι και ΖΕ/ΕΗ = ΖΕ2/(ΖΕ ⋅ ΕΗ)· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

. Στμ: προσέξτε ότι όταν πρόκειται για εμβαδά ο όρος σημαίνει ασύμμετρο εμβαδόν με
κάποιο δοθέν αρχικό (Ορ, σελ. ), και όχι αριθμητικώς άλογο, (Ορ, σελ. ).

. Στμ: Ορ, σελ. .
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Πρόταση 22 () Το τετράγωνο του οποίου η πλευρά είναι μέση αν είναι
ισεμβαδικό με ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή τότε η άλλη πλευρά του, το
πλάτος του, είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμετρη με την πρώτη του πλευρά.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Έστω ότι η πλευρά 𝛼 του τετραγώνου, αφού είναι
μέση, είναι η 4√𝜎, με 𝜎 ∈ ℚ και √𝜎 ∉ ℚ. Έστω επίσης ότι το τετράγωνο
είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο με πλευρές 𝜌1 και 𝛽 όπου 𝜌1 ρητή. Πρέπει
να δείξουμε ότι 𝛽 ρητή και 𝛽/𝜌1 ∉ ℚ. Πράγματι, αφού τα σχήματα είναι
ισεμβαδικά θα ισχύει √𝜎 = 𝜌1𝛽, οπότε 𝛽2 = 𝜎/𝜌21 ∈ ℚ, άρα 𝛽 ρητός·
ενώ 𝛽/𝜌1 = (1/𝜌21 )√𝜎 ∉ ℚ. 

𝛼

Β

ΔΓ Ε Ζ

Η

«πρωτότυπη»: Έστω ότι το 𝛼 είναι
μέσο και το ΓΒ ρητό, και ας σχηματίζουμε
ορθογώνιο ισεμβαδικό με το 𝛼2 με πλευρά
τη ΓΒ, και ας έχει αυτό πλάτος ΓΔ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι το ΓΔ είναι δυνάμει ρητό και
κατά μήκος ασύμμετρο με το ΒΓ.

Αφού το 𝛼 είναι μέσο, το τετράγωνο
του 𝛼 είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
με πλευρές ρητές αλλά δυνάμει μόνο σύμ-

μετρες (Π, σελ. ). Ας είναι το ΗΖ αυτό το ισεμβαδικό ορθογώνιο. Ισεμ-
βαδικό όμως είναι και το ΒΔ, άρα |ΒΔ| = |ΗΖ|. Έχουν και ίσες γωνίες, αλλά
στα ισογώνια παραλληλόγραμμα οι πλευρές περί των ίσων γωνιών είναι
αντιστρόφως ανάλογες (Β, Π, σελ. )· άρα ισχύει ΒΓ/ΕΗ = ΕΖ/ΓΔ.
Οπότε και ΒΓ2/ΕΗ2 = ΕΖ2/ΓΔ2 (Β, Π, σελ. ). Αλλά τα ΓΒ2 και
ΕΗ2 είναι σύμμετρα άρα οι πλευρές ΓΒ, ΕΗ είναι ρητές. Έτσι είναι σύμμετρα
και τα ΕΖ2 και ΓΔ2 (Π, σελ. ). Είναι όμως ρητό το ΕΖ2 άρα και το
ΓΔ2 (Ορ, σελ. ), άρα η ΓΔ είναι ρητή. Και επειδή τα ΕΖ, ΕΗ είναι κατά
μήκος ασύμμετρα (διότι σύμμετρα είναι μόνο δυνάμει) και

ΕΖ
ΕΗ = ΕΖ2

ΖΕ ⋅ ΕΗ,

(Λήμμα, Π, σελ. ), έπεται ότι το ΕΖ2 είναι ασύμμετρο προς το ορθο-
γώνιο ΖΕ × ΕΗ (Π, σελ. ). Αλλά τα ΕΖ2, ΓΔ2 είναι σύμμετρα (αφού
ΕΖ, ΓΔ μόνο δυνάμει σύμμετρα) και τα ορθογώνια ΖΕ × ΕΗ, ΔΓ × ΓΒ είναι
σύμμετρα, διότι καθένα από αυτά είναι ισεμβαδικό με το 𝛼2. Άρα το ΓΔ2
είναι ασύμμετρο με το ορθογώνιο ΔΓ × ΓΒ (Π, σελ. ). Επειδή

ΓΔ2
ΔΓ ⋅ ΓΒ = ΔΓ

ΓΒ
(Λήμμα, Π, σελ. )· άρα το ΔΓ είναι κατά μήκος ασύμμετρο με το ΓΒ
(Π, σελ. ).
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Άρα η πλευρά ΓΔ είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμετρη με την ΓΒ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 () Ένα ευθύγραμμο τμήμα που είναι σύμμετρο ως προς ένα
μέσο είναι και αυτό μέσο.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν 𝛽/𝛼 = 𝛾 ∈ ℚ και 𝛼 = 4√𝜎 μέσο, τότε
𝛽 = 𝛾√𝜎 = √𝛾 2𝜎, οπότε και το 𝛽 είναι μέσο. 

«πρωτότυπη»: Έστω ότι το 𝛼 είναι μέσο και το 𝛽 σύμμετρο με το 𝛼.
Ισχυρίζομαι ότι και το 𝛽 είναι μέσο.

Διότι ας ληφθεί το ΓΔ ρητό και ας κατασκευαστεί στη ΓΔ ορθογώνιο
παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το 𝛼2 που έχει πλάτος το ΕΔ· άρα το
ΕΔ είναι ρητό και κατά μήκος ασύμμετρο με το ΓΔ (Π, σελ. ). Κατα-
σκευάζουμε στην ΓΔ το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΓΖ ισεμβαδικό με
το 𝛽2 με πλάτος το ΔΖ.

Επειδή λοιπόν το 𝛼 είναι σύμμετρο με το 𝛽 είναι σύμμετρα και τα 𝛼2,
𝛽2. Άρα και τα ΕΓ και ΓΖ είναι σύμμετρα. Επιπλέον |ΕΓ|/|ΓΖ| = ΕΔ/ΔΖ
(Β, Π, σελ. )· άρα το ΕΔ είναι κατά μήκος σύμμετρο με το ΔΖ (Π,
σελ. ). Αλλά είναι ρητό το ΕΔ και κατά μήκος ασύμμετρο με το ΔΓ,
άρα είναι ρητό το ΔΖ (Ορ, σελ. ) και κατά μήκος ασύμμετρο με το
ΔΓ (Π, σελ. ).

Άρα τα ρητά ΓΔ, ΔΖ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα. Το ευθύγραμμο
τμήμα όμως του οποίου το τετράγωνο είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο του
οποίου οι πλευρές είναι ρητές και δυνάμει μόνο σύμμετρες είναι μέσο (Π,
σελ. ). Άρα αφού 𝛽2 = ΓΔ ⋅ ΔΖ το 𝛽 είναι μέσο.

Πόρισμα 20 Από αυτό είναι φανερό, ότι το σύμμετρο προς το μέσο χωρίο
είναι μέσο (διότι τα χωρία αυτά είναι ισεμβαδικά με τετράγωνα των οποίων
οι πλευρές είναι δυνάμει μόνο σύμμετρες με την μια από τις δύο να είναι
μέση, οπότε είναι μέση και η άλλη). Όμοια και με τα ρητά (Λήμμα, Π,
σελ. ) ισχύουν και για τα μέσα, δηλαδή το τμήμα κατά μήκος σύμμετρο
ως προς ένα μέσο λέγεται μέσο και είναι σύμμετρο ως προς αυτό όχι μόνο
κατά μήκος αλλά και δυνάμει.

Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα είναι δυνάμει σύμμετρο με ένα μέσο τότε αν
είναι και κατά μήκος σύμμετρο θα λέγονται μέσα κατά μήκος και δυνάμει
σύμμετρα, ενώ αν είναι ασύμμετρο ως προς το μήκος θα λέγονται μέσα
μόνο δυνάμει σύμμετρα. 
Πρόταση 24 () Τοορθογώνιο μεπλευρές μέσες και κατάμήκοςσύμμετρες
είναι μέσο.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Ας είναι 𝛼 = 4√𝜎1 και 𝛽 = 4√𝜎2 οι μέσες πλευρές
του ορθογωνίου. Αφού είναι και μήκει σύμμετρες θα ισχύει 𝛼/𝛽 ∈ ℚ,
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δηλαδή 4√𝜎1/ 4√𝜎2 ∈ ℚ. Το ορθογώνιο λοιπόν έχει εμβαδόν

Ε = 𝛼𝛽 = 4√𝜎1 4√𝜎2 =
4√𝜎1
4√𝜎2√

𝜎2 = √
√𝜎1
√𝜎2

𝜎2.

Αλλά 𝜎2 ∈ ℚ και √𝜎2 ∉ ℚ, και

√𝜎1
√𝜎2

= (
4√𝜎1
4√𝜎2)

2
∈ ℚ,

άρα το Ε είναι μέσο. 

«πρωτότυπη»: Ας περιέχεται το ορθογώνιο ΑΓ σε πλευρές μέσες και
κατά μήκος σύμμετρες, τις ΑΒ και ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι μέσο.

Διότι ας κατασκευαστεί στην ΑΒ το τετράγωνο ΑΔ, οπότε το ΑΔ είναι
μέσο. Και επειδή το ΑΒ είναι κατά μήκος σύμμετρο με το ΒΓ και ΑΒ = ΒΔ,
είναι και το ΔΒ κατά μήκος σύμμετρο με το ΒΓ· οπότε και το ΔΑ είναι
σύμμετρο με το ΑΓ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Το δε ΔΑ είναι
μέσο, άρα μέσο είναι και το ΑΓ (Πόρισμα, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 25 () Ορθογώνιο με μέσες και μόνο δυνάμει σύμμετρες πλευρές
είναι είτε ρητού είτε μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Ας είναι οι πλευρές του ορθογωνίου 𝛼 και 𝛽.
Αφού είναι μέσες θα υπάρχουν 𝜎1, 𝜎2 ώστε 𝛼 = 4√𝜎1 και 𝛽 = 4√𝜎2 με
𝜎1, 𝜎2 ∈ ℚ και √𝜎1, √𝜎2 ∉ ℚ. Επειδή είναι μόνο δυνάμει σύμμετρες θα
πρέπει επιπλέον να ισχύει 4√𝜎1/ 4√𝜎2 ∉ ℚ και √𝜎1/√𝜎2 ∈ ℚ.

Το ορθογώνιο έχει εμβαδόν

𝛼𝛽 = 4√𝜎1𝜎2 = √𝜎2
√𝜎1
√𝜎2

.

Θέτουμε

𝛾 = √𝜎2
√𝜎1
√𝜎2

,

οπότε 𝛼𝛽 = 𝛾. Αν 𝛾 ∈ ℚ τότε το εμβαδόν είναι ρητό (και αυτό μπορεί
να συμβεί· για παράδειγμα αν 𝜎1 = 2 και 𝜎2 = 8). Ενώ αν 𝛾 ∉ ℚ, τότε
𝛼𝛽 = √𝛾 2 είναι μέσο αφού εξ᾽ υποθέσεως 𝛾 2 ∈ ℚ και √𝛾 2 = 𝛾 ∉ ℚ.

«πρωτότυπη»: Ας υποθέσουμε ότι το ορθογώνιο ΑΓ περιέχεται στις
μέσες και δυνάμει μόνο σύμμετρες ΑΒ, ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι ρητό
ή μέσο.
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Ας κατασκευαστούν στις ΑΒ και ΒΓ τα τετράγωνά τους ΑΔ, ΒΕ· άρα τα
ΑΔ και ΒΕ είναι μέσα (στμ: αφού έχουν μέση πλευρά). Θεωρούμε ρητή ΖΗ
και με αυτή την πλευρά κατασκευάζουμε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο
ΗΘ ισεμβαδικό με το ΑΔ με πλάτος ΖΘ. Στη ΘΜ επίσης κατασκευάζουμε
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΜΚ ισεμβαδικό με το ΑΓ με πλάτος τη ΘΚ.
Στην 𝐾𝑁 κατασκευάζουμε το ΝΛ ισεμβαδικό με το ΒΕ και πλάτος ΚΛ.
Έτσι τα Ζ, Θ, Κ, Λ βρίσκονται στην ίδια ευθεία.

Επειδή λοιπόν τα ΑΔ και ΒΕ είναι μέσα και ΑΔ = ΗΘ, ΒΕ = ΝΛ
άρα είναι και τα ΗΘ και ΝΛ μέσα. Αλλά έχουν ρητή πλευρά (την ΖΗ) άρα
καθεμιά εκ των ΖΘ, ΚΛ είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμετρη με τη ΖΗ (Π,
σελ. ). Το ΑΔ είναι σύμμετρο με το ΒΕ, άρα και το ΗΘ είναι σύμμετρο
με το ΝΛ. Και ισχύει ΗΘ/ΝΛ = ΖΘ/ΚΛ (Β, Π, σελ. )· άρα η ΖΘ είναι
κατά μήκος σύμμετρη με την ΚΛ (Π, σελ. ). Άρα οι ρητές ΖΘ και ΚΛ
είναι κατά μήκος σύμμετρες (Π, σελ. ). Και επειδή ΔΒ = ΒΑ, ΒΞ = ΒΓ
θα είναι ΔΒ/ΒΓ = ΑΒ/ΒΞ = ΔΑ/ΑΓ (Π, σελ. ) και ΑΒ/ΒΞ = ΑΓ/ΓΞ
(Π, σελ. )· άρα ΔΑ/ΑΓ = ΑΓ/ΓΞ, και άρα ΗΘ/ΜΚ = ΜΚ/ΝΛ, αφού
ΑΔ = ΗΘ, ΑΓ = ΜΚ, ΓΞ = ΝΛ. Συνεπώς ΖΘ/ΘΚ = ΘΚ/ΚΛ (Π, σελ. ),
δηλαδή ΖΘ ⋅ ΚΛ = ΘΚ2 (Π, σελ. ). Αλλά είναι ρητό το ΖΘ ⋅ ΚΛ άρα
και το ΘΚ2, άρα ρητή η ΘΚ. Και αν αυτή είναι κατά μήκος σύμμετρη με τη
ΖΗ, το ΘΝ είναι ρητό (Π, σελ. ). Ενώ αν είναι κατά μήκος ασύμμετρη
με τη ΖΗ οι ρητές ΚΘ, ΘΜ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρες, οπότε το ΘΝ είναι
μέσο (Π, σελ. ). Το ΘΝ δηλαδή είναι ή ρητό ή μέσο. Αλλά ΘΝ = ΑΓ,
άρα το ΑΓ είναι ρητό ή μέσο.

Συνεπώς, το ορθογώνιο με μέσες, δυνάμει μόνο σύμμετρες πλευρές, κλπ
κλπ. 
Πρόταση 26 () Διαφορά μέσων παραλληλογράμμων δεν είναι ρητό.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Έστω ότι 𝛼 = √𝜎1 και 𝛽 = √𝜎2 μέσα εμβαδά με
𝛼 > 𝛽. Ισχυρίζομαι ότι η διαφορά 𝛼 − 𝛽 δεν είναι ρητό εμβαδόν· δηλαδή
𝛼 − 𝛽 ∉ ℚ.

Πράγματι, αν 𝛼 − 𝛽 = 𝜌 ∈ ℚ συμπεραίνουμε ότι 𝜌 + √𝜎2 = √𝜎1.
Υψώνοντας στο τετράγωνο θα προκύψει ότι √𝜎2 ∈ ℚ που είναι άτοπο,
αφού το 𝛽 είναι μέσο. 

«πρωτότυπη»: Ας υποθέσουμε ότι το μέσο ΑΒ υπερέχει του μέσου
ΑΓ κατά το ρητό ΔΒ, και ας θεωρήσουμε το ρητό μήκος ΕΖ, και ας κατα-
σκευάσουμε ορθογώνιο ΖΘ ίσο με το ΑΒ (στμ: δηλαδή κατασκευάζουμε
ορθογώνιο με ρητή πλευρά ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ), με πλάτος
ΕΘ. Και από αυτό αφαιρούμε το ΖΗ ίσο με το ΑΓ, οπότε το υπόλοιπο ΚΘ
είναι ίσο με το ΒΔ δηλαδή ρητό.

Έτσι τα ΖΘ και ΖΗ είναι μέσα ορθογώνια με ρητή πλευρά. Άρα είναι
ρητά τα μήκη ΘΕ και ΕΗ και κατά μήκος ασύμμετρα με την ΕΖ (Π,
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σελ. ). Επιπλέον το ΚΘ ως ρητό με ρητή πλευρά την ΕΖ έχει ρητή και
την ΗΘ και κατά μήκος σύμμετρη με την ΕΖ (Π, σελ. ). Συνεπώς η
ΕΗ είναι κατά μήκος ασύμμετρη με την ΗΘ (Π, σελ. ).

Όμως ισχύει
ΕΗ
ΗΘ = ΕΗ2

ΕΗ ⋅ ΗΘ
(Λήμμα, Π, σελ. )· άρα είναι ασύμμετρο το ΕΗ2 με το ορθογώνιο
ΕΗ ⋅ ΗΘ (Π, σελ. ). Αλλά προς το ΕΗ2 είναι σύμμετρο το άθροισμα
ΕΗ2+ΗΘ2 διότι και τα δύο τετράγωνα είναι ρητά, ενώ προς το ορθογώνιο
ΕΗ×ΗΘ είναι σύμμετρο το 2⋅ΕΗ×ΗΘ (Π, σελ. ), διότι είναι διπλάσιό
του. Συνεπώς το ΕΗ2 + ΗΘ2 είναι ασύμμετρο με το 2 ⋅ ΕΗ × ΗΘ (Π,
σελ. ). Έτσι και το άθροισμα ΕΗ2 + ΗΘ2 + 2 ⋅ ΕΗ ⋅ ΗΘ = ΕΘ2 (Β,
Π, σελ. ) είναι ασύμμετρο με το ΕΗ2 + ΗΘ2 (Π, σελ. ). Αλλά το
ΕΗ2 + ΗΘ2 είναι ρητό άρα το ΕΘ2 είναι άλογο (Ορ, σελ. ). Έτσι το
ΕΘ είναι άλογο (Ορ, σελ. ) αλλά είναι και ρητό, άτοπο.

Μέσο λοιπόν ορθογώνιο δεν υπερέχει από μέσο κατά ρητό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 27 () Να κατασκευαστούν μέσα και μόνο δυνάμει σύμμετρα
ευθύγραμμα τμήματα τα οποία περιέχουν ρητό ορθογώνιο.

Υλοποίηση: Έστω ότι τα 𝛼, 𝛽 είναι ρητά, και δυνάμει μόνο σύμμετρα ευ-
θύγραμμα τμήματα (στμ: για παράδειγμα πλευρά και υποτείνουσα ορθο-
γωνίου τριγώνου). Θέτουμε 𝛾 τη μέση ανάλογό τους (Β, Π, σελ. ),
και 𝛿 το μέγεθος ώστε 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 (Β, Π, σελ. ).

Επειδή τα 𝛼 και 𝛽 είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα, το ορθογώνιο
με αυτές τις πλευρές, δηλαδή το 𝛾 2 είναι μέσο (Π, σελ. ). Άρα το 𝛾
είναι μέσο (Π, σελ. ). Και επειδή 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿 είναι και τα 𝛾 και 𝛿
δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά το 𝛾 είναι μέσο άρα και το 𝛿
(Π, σελ. ). Τα μέσα 𝛾 και 𝛿 είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα. Ισχυρίζομαι
ότι το περιεχόμενο σε αυτές ορθογώνιο είναι ρητό. Διότι αφού 𝛼/𝛽 = 𝛾/𝛿,
εναλλάξ τώρα 𝛼/𝛾 = 𝛽/𝛿 (Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝛼/𝛾 = 𝛾/𝛽, αφού
το 𝛾 ήταν μέσο ανάλογο των 𝛼, 𝛽, άρα 𝛾/𝛽 = 𝛽/𝛿 (Β, Π, σελ. ).
Οπότε 𝛾𝛿 = 𝛽2 που είναι ρητό.

Βρέθηκαν συνεπώς μέσες, δυνάμει μόνο σύμμετρες που σχηματίζουν
ρητό ορθογώνιο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 28 () Νακατασκευαστούν μέσα ευθύγραμματμήματα, δυνάμει
μόνο σύμμετρα που περιέχουν μέσο ορθογώνιο.

Υλοποίηση: Ας είναι 𝛼, 𝛽, 𝛾 ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα, και ας κα-
τασκευστεί η 𝛿 μέση ανάλογος των 𝛼 και 𝛽 (Β, Π, σελ. ), και ας
κατασκευαστεί 𝜀 ώστε 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 (Β, Π, σελ. ).
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Επειδή τα ρητά 𝛼, 𝛽 είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, το ορθογώνιο με
αυτές τις πλευρές έχει εμβαδόν 𝛿2 (Β, Π, σελ. ) και είναι μέσο (Π,
σελ. ). Άρα το 𝛿 είναι μέσο (Π, σελ. ). Αφού τα 𝛽, 𝛾 είναι δυνάμει
μόνο σύμμετρα και 𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀 είναι και τα 𝛿, 𝜀 δυνάμει μόνο σύμμετρα
(Π, σελ. ). Είναι όμως μέσο το 𝛿 άρα και το 𝜀 (Π, σελ. )· δηλαδή
τα 𝛿 και 𝜀 είναι μέσα και δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το ορθογώνιό τους είναι μέσο. Πράγματι, επειδή
𝛽/𝛾 = 𝛿/𝜀, εναλλάξ θα είναι 𝛽/𝛿 = 𝛾/𝜀 (Β, Π, σελ. ). Αλλά 𝛽/𝛿 =
𝛿/𝛼, άρα 𝛿/𝛼 = 𝛾/𝜀, δηλαδή το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼 και 𝛾 είναι
ισεμβαδικό του ορθογωνίου με πλευρές 𝛿 και 𝜀 (Β, Π, σελ. ). Αλλά
το ορθογώνιο με πλευρές 𝛼, 𝛾 είναι μέσο άρα μέσο είναι και αυτό με πλευρές
𝛿 και 𝜀.

Βρέθηκαν έτσι μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα ευθύγραμμα τμήματα, που
περιέχουν μέσο ορθογώνιο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



ΚΑ|||ΤΑΣΚΕΥΗ ΟΛΩΝ ΤΩΝ
ΠυΘΑΓΟΡΕΙΩΝ ΤΡ|||||ΙΑΔΩΝ

Η διατύπωση του κειμένου σε αυτό και το επόμενο λήμμα σε σχέση
με την απόδειξη που ακολουθεί είναι μαθηματικά ελλιπής υπό την
έννοια ότι αποδεικνύει κάτι ισχυρότερο από το ζητούμενο. Άλλωστε η
φράση « φορές η μονάδα και  φορές η μονάδα δίνουν  μονάδες»
απαντά στη διατύπωση του Λήμματος. Παρόλα αυτά η απόδειξη κάνει
κάτι γενικότερο και απαντά στην εξής διατύπωση:

«Να βρεθούν όλοι οι τετράγωνοι αριθμοί με άθροισμα τετράγωνο.»

Για την απόδειξη, ξεκινάμε με έναν τετράγωνο (φυσικό) αριθμό 𝛼2 και
θέλουμε να βρούμε άλλους δύο 𝛽2 και 𝛾 2 ώστε να ισχύει 𝛼2+𝛽2 = 𝛾 2.
Αναλύουμε τον 𝛼2 σε γινόμενο δύο διαφορετικών αριθμών ίδιας αρτιό-
τητας 𝜇 και 𝜈 (αν αυτό δεν είναι εφικτό, όπως με τον 4, δεν υπάρχει
τετράγωνος που προστιθέμενος στο 4 να δίνει τετράγωνο). Αν 𝜇 > 𝜈 ,
τότε κατασκευάζουμε τους 𝛽 = (𝜇 − 𝜈)/2 και 𝛾 = (𝜇 + 𝜈)/2. Συ-
μπεραίνουμε ότι τα 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι Πυθαγόρεια τριάδα, δηλαδή ισχύει
𝛼2 + 𝛽2 = 𝛾 2.
Αντιστρόφως: αν 𝛼2 + 𝛽2 = 𝛾 2 για τρεις (φυσικούς) αριθμούς 𝛼, 𝛽,
𝛾, τότε 𝛼2 = 𝛾 2 − 𝛽2 = (𝛾 − 𝛽)(𝛾 + 𝛽). Άρα οι 𝛾 − 𝛽 και 𝛾 + 𝛽
είναι αναγκαστικά διαφορετικοί (αλλιώς, αν είναι ίσοι, τότε 𝛽 = 0 το
οποίο είναι άτοπο, αφού 𝛽 φυσικός), και ίδιας αρτιότητας, αφού αν 𝛽,
𝛾 ίδιας αρτιότητας οι 𝛾 − 𝛽 και 𝛾 + 𝛽 είναι και οι δύο άρτιοι, ενώ αν
οι 𝛽, 𝛾 είναι διαφορετικής αρτιότητας τότε οι 𝛾−𝛽 και 𝛾 +𝛽 είναι και
οι δύο περιττοί. Θέτοντας 𝜇 = 𝛾 + 𝛽 και 𝜈 = 𝛾 − 𝛽 έχουμε 𝛼2 = 𝜇𝜈 ,
𝛽 = (𝜇 − 𝜈)/2 και 𝛾 = (𝜇 + 𝜈)/2 δηλαδή οι αριθμοί 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι της
μορφής της αρχικής κατασκευής.

Για να βρούμε όλες τις Πυθαγόρειες τριάδες όπου το 𝛼2 =
64 γράφουμε το 64 ως γινόμενο δύο διαφορετικών αριθμών
ίδιας αρτιότητας. Υπάρχουν δύο δυνατότητες: 64 = 2 ⋅ 32
και 64 = 4⋅16. Παρατηρήστε ότι το 64 γράφεται και ως 1⋅64
και ως 8 ⋅ 8, αλλά οι 1 και 64 δεν είναι ίδιας αρτιότητας και
οι 8 και 8 δεν είναι διαφορετικοί. Άρα με το 64 θα λάβουμε
δύο Πυθαγόρειες τριάδες:

𝛼2 = 64, 𝛽 = 32 − 2
2 , 𝛾 = 32 + 2

2 ∶ 82 + 152 = 172,

και

𝛼2 = 64, 𝛽 = 16 − 4
2 , 𝛾 = 16 + 4

2 ∶ 82 + 62 = 102.
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Λήμμα 8 Να βρεθούν τετράγωνοι αριθμοί με τετράγωνο άθροισμα.

Α

Δ

Γ
Β

Απόδειξη: Παίρνουμε δυο αριθμούς ΑΒ και ΒΓ ίδιας αρτιό-
τητας. Συνεπώς η διαφορά τους ΑΓ είναι άρτιος (Β, Π,
σελ.  και Β, Π, σελ. ). Διχοτομούμε το ΑΓ με
το σημείο Δ. Οι ΑΒ, ΒΓ είναι όμοιοι επίπεδοι ή τετράγωνοι,
που είναι και αυτοί όμοιοι επίπεδοι (Β, Π, σελ. ). Άρα
ισχύει

ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΔ2 = ΒΔ2

(Β, Π, σελ. ). Αλλά ο ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι τετράγωνος (Β, Π, σελ. ).
Βρέθηκαν λοιπόν οι τετράγωνοιΑΒ⋅ΒΓ και ΓΔ2 με άθροισμα τον τετράγωνο
ΒΔ2.

Έχουν βρεθεί δηλαδή δύο τετράγωνοι αριθμοί, οι ΒΔ2 και ΓΔ2 με δια-
φορά τον τετράγωνο ΑΒ⋅ΒΓ όταν οι ΑΒ και ΒΓ είναι όμοιοι επίπεδοι. Όταν
δεν είναι επίπεδοι, τότε έχουν βρεθεί δυο τετράγωνοι αριθμοί, οι ΒΔ2 και
ΓΔ2 των οποίων η διαφορά ΑΒ ⋅ΒΓ δεν είναι τετράγωνος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Λήμμα 9 Να βρεθούν δύο τετράγωνοι αριθμοί, ώστε το άθροισμά τους να
μην είναι τετράγωνος. Α

Δ

Γ

Ζ

Β

Ε

Θ
Η

Απόδειξη: Ας είναι ο τετράγωνος ΑΒ⋅ΒΓ όπως στο προη-
γούμενο λήμμα, και άρτιος ο ΓΑ τον οποίο τέμνουμε στο
μέσο στο σημείο Δ. Φανερά

ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΔ2 = ΒΔ2,
όπως και στο προηγούμενο λήμμα. Αφαιρούμε τώρα από
το ΓΔ μονάδα ΔΕ· οπότε θα ισχύει

ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2 < ΒΔ2.
Ισχυρίζομαι ότι ο αριθμός ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2 δεν είναι τετράγωνος.

Διότι αν είναι τετράγωνος ή θα είναι ίσος ή μικρότερος του ΒΕ2, αλλά
σίγουρα όχι μεγαλύτερος ώστε να μην τμηθεί η μονάδα.

Υποθέτουμε πρώτα ότι ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2 = ΒΕ2 και έστω διπλάσιος της
μονάδας ο ΗΑ. Επειδή λοιπόν ΑΓ = 2ΓΔ, αφού ο ΑΗ = 2ΔΕ, άρα και η
διαφορά ΗΓ = 2ΕΓ· άρα το ΗΓ διχοτομείται από το Ε. Άρα ΗΒ⋅ΒΓ+ΓΕ2 =
ΒΕ2 (Β, Π, σελ. ). Οπότε θα πρέπει

ΗΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2 = ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2,
συνεπώς ΑΒ = ΗΒ άτοπο.

Υποθέτουμε τώρα ότι ΑΒ⋅ΒΓ+ΓΕ2 < ΒΕ2. Έστω Ζώστε ΑΒ⋅ΒΓ+ΓΕ2 <
ΒΖ2, και έστω ο ΘΑ = 2ΔΖ. Και πάλι θα συμπεράνουμε ότι ΘΓ = 2ΓΖ·
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ώστε και το ΓΘ διχοτομείται από το Ζ, και άρα ΘΒ ⋅ ΒΓ+ΖΓ2 = ΒΖ2 (Β,
Π, σελ. ). Άρα

ΘΒ ⋅ ΒΓ + ΖΓ2 = ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2,
άτοπο.

Έτσι ο ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΓΕ2 δεν γίνεται να είναι τετράγωνος.
Παρόλο που υπάρχουν περισσότεροι τρόπο να αποδειχθεί ότι ο πα-

ραπάνω αριθμός δεν είναι τετράγωνος, ας αρκεστούμε στους παραπάνω
τρόπους για να μην μεγαλώσει και άλλο η παρούσα πραγματεία· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Ναβρεθούνδυορητάδυνάμειμόνοσύμμετραευθύγραμμα
τμήματα, ώστε το τετράγωνο του μεγαλύτερου να υπερέχει του τετραγώνου
του μικρότερου κατά τετράγωνο με πλευρά κατά μήκος σύμμετρη με το μεγα-
λύτερο.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Έστω 𝛼 ρητό μήκος (𝛼2 ∈ ℚ). Βρίσκω φυσικούς
𝜇 > 𝜈 ώστε √𝜇2 − 𝜈2 ∉ ℕ και θέτω 𝛽 = (𝛼/𝜇)√𝜇2 − 𝜈2 που είναι ρητός
(𝛽2 ∈ ℚ), 𝛼/𝛽 = 𝜇/√𝜇2 − 𝜈2 ∉ ℚ και 𝛼2/𝛽2 = 𝜇2/(𝜇2 − 𝜈 2) ∈ ℚ.
Οπότε οι 𝛼, 𝛽 είναι δυνάμει μόνο σύμμετροι. Τέλος, θέτω 𝛾 = √𝛼2 − 𝛽2
και ελέγχουμε ότι 𝛼/𝛾 = 𝜇/𝜈 ∈ ℚ, άρα είναι κατά μήκος σύμμετροι, ενώ
𝛼2 − 𝛽2 = 𝛾 2. 

Γ Ε Δ

Α Β

Ζ «πρωτότυπη»: Θεωρούμε ρητή ΑΒ
και δυο τετράγωνους (φυσικούς) αριθμούς
ΓΔ, ΔΕ ώστε η διαφορά τους ΓΕ να μην
είναι τετράγωνος αριθμός (πρώτο Λήμμα
Π, σελ. ), κατασκευάζουμε ημικύ-
κλιο στην ΑΒ και σε αυτό βρίσκουμε ση-
μείο Ζ ώστε να ισχύει ΔΓ/ΓΕ = ΒΑ2/ΑΖ2
(Πόρισμα, Π, σελ. ), και φέρνουμε και
την ΖΒ.

ΒΑ2/ΑΖ2 = ΔΓ/ΓΕ, και αφού ΔΓ, ΓΕ (φυσικοί) αριθμοί τα ΒΑ2, ΑΖ2
είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά το ΒΑ2 είναι ρητό άρα και το ΑΖ2,
οπότε η ΑΖ είναι ρητή (στμ: έχει το τετράγωνό της στο ℚ).

Το ΔΓ/ΓΕ δεν έχει λόγο τετράγωνο αριθμό προς τετράγωνο (στμ: γιατί
αλλιώς ο ΓΕ θα ήταν τετράγωνος αλλά δεν είναι) συμπεραίνουμε ότι ούτε
και το ΒΑ2/ΑΖ2 έχει λόγο τετράγωνο προς τετράγωνο (στμ: τετράγωνο
φυσικού αριθμού προς τετράγωνο φυσικού αριθμού), άρα τα ΑΒ και ΑΖ
είναι κατά μήκος ασύμμετρα (Π, σελ. )· έτσι τα ρητά ΒΑ, ΑΖ είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Αλλά ΔΓ/ΓΕ = ΒΑ2/ΑΖ2 και αναστρέφοντας (Β, Ορ, σελ. )
παίρνουμε ΔΓ/ΔΕ = ΑΒ2/ΒΖ2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Επιπλέον ο
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λόγος ΓΔ/ΔΕ είναι τετράγωνος προς τετράγωνο (στμ: εξ ορισμού των ΓΔ,
ΔΕ) άρα το ίδιο ισχύει και για τον ΑΒ2/ΒΖ2 οπότε τα ΑΒ, ΒΖ είναι κατά
μήκος σύμμετρα (Π, σελ. ). Τέλος ΑΒ2 = ΑΖ2+ΖΒ2 (Β, Π, σελ. ,
και Β, Π, σελ. )· δηλαδή το ΑΒ2 υπερέχει του ΑΖ2 κατά τετράγωνο
πλευράς ΒΖ κατά μήκος σύμμετρη με την ΑΒ.

Βρέθηκαν συνεπώς ρητά, δυνάμει μόνο σύμμετρα μεγέθη ΑΒ > ΑΖ
ώστε το τετράγωνο της μεγαλύτερης ΑΒ2 να υπερέχει του ΑΖ2 κατά το
τετράγωνο ΒΖ2 του οποίου η πλευρά ΒΖ είναι κατά μήκος σύμμετρη με
την μεγαλύτερη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 30 () Ναβρεθούνδυορητάδυνάμειμόνοσύμμετραευθύγραμμα
τμήματα, ώστε το τετράγωνο του μεγαλύτερου να υπερέχει του τετραγώνου
του μικρότερου κατά τετράγωνο με πλευρά κατά μήκος ασύμμετρη με το με-
γαλύτερο.

Γ Ε Δ

Α Β

ΖΑπόδειξη. (Στμ: στην απόδειξη που ακο-
λουθεί αν ΓΕ = 𝜇 και ΕΔ = 𝜈 ώστε
𝜇2 + 𝜈 2 όχι τετράγωνος (για παρά-
δειγμα 𝜇 = 1, 𝜈 = 2), δοθέντος του
ρητού ΑΒ = 𝛼 κατασκευάζει τους αριθ-
μούς ΑΖ = 𝛼/√𝜇2 + 𝜈2 ρητός (δηλαδή
ΑΖ2 ∈ ℚ) και δυνάμει μόνο σύμμετρος με

τον 𝛼, και τον ΒΖ = 𝛼√1 − (𝜇2 + 𝜈2)−1
κατά μήκος ασύμμετρος με τον 𝛼 και
𝛼 − (𝛼/√𝜇2 + 𝜈2)2 = ΒΖ2.)

Θεωρούμε ρητή ΑΒ και δυο τετράγωνους (φυσικούς) αριθμούς ΓΕ, ΕΔ
ώστε το άθροισμά τους ΓΔ να μην είναι τετράγωνος αριθμός (δεύτερο
Λήμμα Π, σελ. ), κατασκευάζουμε ημικύκλιο στην ΑΒ και σε αυτό
βρίσκουμε σημείο Ζ ώστε να ισχύει ΔΓ/ΓΕ = ΒΑ2/ΑΖ2 (Πόρισμα, Π,
σελ. ), και φέρνουμε και την ΖΒ.

Όμοια με την προηγούμενη πρόταση, αποδεικνύεται ότι οι ΒΑ, ΑΖ είναι
ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα μεγέθη. Και επειδή ΔΓ/ΓΕ = ΒΑ2/ΑΖ2 με
αναστροφή παίρνουμε ΓΔ/ΔΕ = ΑΒ2/ΒΖ2 (Π, σελ. ).

Ο ΓΔ/ΔΕ δεν έχει λόγο όπως τετράγωνος προς τετράγωνο (φυσικό)
αριθμό και άρα το ίδιο ισχύει για το ΑΒ2/ΒΖ2, συνεπώς τα ΑΒ, ΒΖ είναι
κατά μήκος ασύμμετρα (Π, σελ. ). Επιπλέον ΑΒ2 = ΑΖ2 + ΖΒ2.

Έτσι τα ΑΒ, ΑΖ είναι ρητά, δυνάμει μόνο σύμμετρα και το τετράγωνο
της ΑΒ υπερέχει του τετραγώνου της ΑΖ κατά το τετράγωνο της ΖΒ η
οποία είναι κατά μήκος ασύμμετρη με τη μεγαλύτερη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 31 () Ναβρεθούνδυομέσαδυνάμειμόνοσύμμετραευθύγραμμα
τμήματα που να περιέχουν ρητό ορθογώνιο, ώστε το τετράγωνο του μεγαλύ-
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τερου να υπερέχει του τετραγώνου του μικρότερου κατά τετράγωνο πλευράς
κατά μήκος σύμμετρης με το μεγαλύτερο.

Απόδειξη. (Στμ: η απόδειξη κάνει το εξής: από την Π, σελ.  θεωρού-
νται ρητά 𝛼 > 𝛽 με 𝛼/𝛽 ∉ ℚ αλλά √𝛼2 − 𝛽2/𝛼 ∈ ℚ. Θέτει 𝛾 = √𝛼𝛽
και 𝛿 = 𝛽2/𝛾. Οπότε τα 𝛾, 𝛿 είναι μέσα, σχηματίζουν ορθογώνιο ρη-
τού εμβαδού, αφού 𝛾𝛿 = 𝛽2 ∈ ℚ, δεν είναι κατά μήκος σύμμετρα, αφού
𝛾/𝛿 = 𝛼/𝛽 ∉ ℚ, 𝛾 2/𝛿2 = 𝛼2/𝛽2 ∈ ℚ, άρα είναι δυνάμει μόνο σύμμε-
τρα και √𝛾 2 − 𝛿2/𝛾 = √𝛼2 − 𝛽2/𝛼 ∈ ℚ.)

Ας ληφθούν δυο ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα 𝛼 > 𝛽 ώστε το 𝛼2 να
υπερέχει του 𝛽2 κατά τετράγωνο με πλευρά σύμμετρη με το 𝛼 (Π,
σελ. ). Και έστω 𝛾 2 = 𝛼𝛽. Το ορθογώνιο 𝛼 × 𝛽 είναι μέσο (Π,
σελ. ), άρα και το 𝛾 2, άρα η 𝛾 είναι μέση (Π, σελ. ). Θεωρούμε 𝛿
ώστε 𝛽2 = 𝛾𝛿 (στμ: 𝛾 > 𝛿 αν και μόνο αν 𝛼 > 𝛽, που ισχύει). Το 𝛽2 είναι
ρητό άρα και το 𝛾𝛿. Και επειδή 𝛼/𝛽 = (𝛼𝛽)/𝛽2 (Λήμμα, Π, σελ. ),
θα είναι 𝛼/𝛽 = 𝛾 2/(𝛾𝛿) = 𝛾/𝛿 (Λήμμα, Π, σελ. ). 𝛼, 𝛽 δυνάμει μόνο
σύμμετρα, άρα και 𝛾, 𝛿 δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά η 𝛾
είναι μέση άρα και η 𝛿 (Π, σελ. ). Όπως όμως για τα 𝛼, 𝛽 έτσι και
για τα 𝛾, 𝛿, το τετράγωνο του 𝛾 υπερέχει του τετραγώνου του 𝛿 κατά
τετράγωνο πλευράς κατά μήκος σύμμετρης με τη 𝛾 (Π, σελ. ).

Βρέθηκαν λοιπόν δυο μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα, τα 𝛾, 𝛿, που περιέ-
χουν ρητό ορθογώνιο και το τετράγωνο της 𝛾 υπερέχει του τετραγώνου
της 𝛿 κατά τετράγωνο πλευράς κατά μήκος σύμμετρης με τη μεγαλύτερη.

Ομοίως αποδεικνύεται και για το τετράγωνο από ασύμμετρης πλευράς,
όταν το τετράγωνο της 𝛼 υπερέχει του τετραγώνου της 𝛽 κατά τετράγωνο
πλευράς ασύμμετρης με την 𝛼 (Π, σελ. ). 
Πρόταση 32 () Ναβρεθούνδυομέσαδυνάμειμόνοσύμμετραευθύγραμμα
τμήματαπουσχηματίζουνμέσοορθογώνιοώστετοτετράγωνοτουμεγαλύτε-
ρου να υπερέχει από το τετράγωνο του μικρότερου κατά τετράγωνο πλευράς
σύμμετρης με το μεγαλύτερο.

Απόδειξη. Ας λάβουμε τρία ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα, τα 𝛼, 𝛽, 𝛾, ώστε
το τετράγωνο του 𝛼 να υπερέχει του τετραγώνου του 𝛾 κατά τετράγωνο
με πλευρά σύμμετρη με την 𝛼 (Π, σελ. ), και θεωρούμε τετράγωνο
πλευράς 𝛿 ώστε 𝛿2 = 𝛼𝛽. Άρα το 𝛿2 είναι μέσο οπότε και το 𝛿 (Π,
σελ. ). Θεωρούμε επίσης 𝜀 ώστε 𝛽𝛾 = 𝛿𝜀, και επειδή 𝛼𝛽/𝛽𝛾 = 𝛼/𝛾
(Λήμμα, Π, σελ. ), 𝛼𝛽 = 𝛿2 και 𝛽𝛾 = 𝛿𝜀 θα ισχύει 𝛼/𝛾 = 𝛿2/(𝛿𝜀) =
𝛿/𝜀 (Λήμμα, Π, σελ. )· και άρα 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜀. Συνεπώς τα 𝛿, 𝜀 είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα όπως και τα 𝛼, 𝛾 (Π, σελ. ). Το 𝛿 είναι μέσο
άρα και το 𝜀 (Π, σελ. ). Αφού τώρα 𝛼/𝛾 = 𝛿/𝜀 όπως ισχύει για τα 𝛼,
𝛾 έτσι και για τα 𝛿, 𝜀 το τετράγωνο της 𝛿 θα υπερέχει του τετραγώνου της
𝜀 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με το 𝛿 (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι
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τώρα ότι το ορθογώνιο με πλευρές τα 𝛿, 𝜀 είναι μέσο. Πράγματι, αυτό
ισχύει, αφού 𝛿𝜀 = 𝛽𝛾 και το ορθογώνιο με πλευρές 𝛽, 𝛾 είναι μέσο (Π,
σελ. ) διότι τα 𝛽 και 𝛾 είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Έτσι βρέθηκαν δύο μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα, τα 𝛿, 𝜀 που περιέχουν
μέσο ορθογώνιο και το τετράγωνο του μεγαλύτερου υπερέχει από το
τετράγωνο του μικρότερου κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με τη
μεγαλύτερη.

Με όμοιο πάλι τρόπο αποδεικνύεται και για το τετράγωνο από πλευρά
ασύμμετρη, δηλαδή όταν το τετράγωνο της 𝛼 υπερέχει του τετραγώνου
της 𝛾 κατά τετράγωνο πλευράς ασύμμετρης με την 𝛼. 
Λήμμα 10 Έστω τρίγωνο ορθογώνιο, τοΑΒΓ με ορθή τη γωνία στοΑ και ας
φέρουμε την κάθετηΑΔ στη ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ορθογώνιο ΓΒ ⋅ ΒΔ = ΒΑ2,
ΒΓ ⋅ ΓΔ = ΓΑ2, ΒΔ ⋅ ΔΓ = ΑΔ2 και ΒΓ ⋅ ΑΔ = ΒΑ ⋅ ΑΓ.
Απόδειξη. Πρώτα δείχνουμε ότι ΓΒ ⋅ ΒΔ = ΒΑ2.

Αφού στο ορθογώνιο τρίγωνο φέραμε κάθετη από την κορυφή της
ορθής, τα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ είναι όμοια και μεταξύ τους και με ολόκληρο
το ΑΒΓ (Β, Π, σελ. ). Έτσι επειδή τα ΑΒΓ και ΑΒΔ είναι όμοια θα
ισχύει ΓΒ/ΒΑ = ΒΑ/ΒΔ (Β, Π, σελ. ), άρα και ΓΒ ⋅ ΒΔ = ΑΒ2 (Β,
Π, σελ. ).

Για τους ίδιους λόγους ισχύει ΒΓ ⋅ ΓΔ = ΑΓ2.
Και επιπλέον η ΑΔ είναι μέση ανάλογος των τμημάτων ΒΔ και ΔΓ, άρα

ΒΔ/ΔΑ = ΑΔ/ΔΓ· άρα ΒΔ ⋅ ΔΓ = ΔΑ2 (Β, Π, σελ. ).
Ισχυρίζομαι τώρα ότι και ΒΓ ⋅ ΑΔ = ΒΑ ⋅ ΑΓ. Διότι επειδή τα ΑΒΓ και

ΑΒΔ είναι όμοια (Β, Π, σελ. ), ισχύει ΒΓ/ΓΑ = ΒΑ/ΑΔ (αν τέσσαρα
ευθύγραμμα τμήματα είναι σε αναλογία το γινόμενο των άκρων είαι ίσο
με το γινόμενο των μέσων). Άρα ΒΓ ⋅ ΑΔ = ΒΑ ⋅ ΑΓ (Β, Π, σελ. )·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 () Να βρεθούν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμε-
τρα, τα οποία να σχηματίζουν μέσο ορθογώνιο αλλά να έχουν ρητό άθροισμα
τετραγώνων.

ΓΔΑ Β

Ζ

Ε

Απόδειξη. Ας λάβουμε δυο ρητά
δυνάμει μόνο σύμμετρα ΑΒ και
ΒΓ ώστε το τετράγωνο της με-
γαλύτερης να υπερέχει του τε-
τραγώνου της μικρότερης κατά
τετράγωνο πλευράς κατά μήκος
ασύμμετρης με τη μεγαλύτερη (Π, σελ. ), και ας διχοτομηθεί η ΒΓ με
το σημείο Δ, και ας κατασκευαστεί στην ΑΒ παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό
με το τετράγωνο μιας εκ των ΒΔ, ΔΓ μειωμένο κατά τετράγωνο εμβαδού
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ίσου με το ΑΕ ⋅ ΕΒ (Π, σελ. ). Στην ΑΒ γράφουμε το ημικύκλιο ΑΖΒ,
και ας φέρουμε στην ΑΒ την κάθετη ΕΖ καθώς και τις ΑΖ και ΖΒ.

Και επειδή είναι άνισα τα ΑΒ, ΒΓ, και το ΑΒ2 υπερέχει του ΒΓ2 κατά τε-
τράγωνο πλευράς ασύμμετρης με την ΑΒ, και επειδή προς το ένα τέταρτο
του ΒΓ2, δηλαδή το (ΒΓ/2)2, κατασκευάστηκε στην ΑΒ ίσο παραλληλό-
γραμμο μείον τετράγωνο εμβαδού ΑΕ ⋅ ΕΒ, άρα τα ΑΕ, ΕΒ είναι κατά μήκος
ασύμμετρα (Π, σελ. )· και ισχύει ΑΕ/ΕΒ = (ΒΑ ⋅ ΑΕ)/(ΑΕ ⋅ ΒΕ) και
ΒΑ ⋅ ΑΕ = ΑΖ2, ΑΒ ⋅ ΒΕ = ΒΖ2 (Λήμμα, Π, σελ. ). Άρα το ΑΖ2 είναι
ασύμμετρο με το ΖΒ2 (Π, σελ. )· άρα τα ΑΖ, ΖΒ είναι δυνάμει ασύμ-
μετρα. Και επειδή το ΑΒ είναι ρητό άρα ρητό είναι και το ΑΒ2· οπότε και
το ΑΖ2+ΖΒ2 είναι ρητό (Β, Π, σελ. ). Και επειδή πάλι το ορθογώνιο
ΑΕ⋅ΕΒ = ΕΖ2, και ΑΕ⋅ΕΒ = ΕΖ2, άρα ισχύει ΖΕ = ΒΔ· συνεπώς ΒΓ = 2ΖΕ·
οπότε το ορθογώνιο ΑΒ⋅ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ορθογώνιο ΑΒ⋅ΕΖ (Π,
σελ. ). Το ορθογώνιο ΑΒ⋅ΒΓ είναι όμως μέσο (Π, σελ. )· άρα είναι
μέσο και το ΑΒ ⋅ ΕΖ (Πόρισμα, Π, σελ. ). Αλλά ΑΒ ⋅ ΕΖ = ΑΒ ⋅ ΒΖ άρα
και το τελευταίο είναι μέσο. Δείξαμε δε ότι είναι και ρητό το άθροισμα των
τετραγώνων των πλευρών του.

Βρέθηκαν λοιπόν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμετρα, τα ΑΖ,
ΖΒ που σχηματίζουν ρητό άθροισμα των τετραγώνων τους, και το ορθο-
γώνιο που σχηματίζουν είναι μέσο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 34 () Να βρεθούν δυο δυνάμει ασύμμετρα ευθύγραμμα τμή-
ματαμεάθροισματετραγώνωνμέσο και τοορθογώνιοπουσχηματίζουν ρητό.

ΓΕΑ Β

Δ

Ζ

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε δυο
μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα ΑΒ
και ΒΓ που σχηματίζουν ρητό
ορθογώνιο, ώστε τοΑΒ2 να υπε-
ρέχει του ΒΓ2 κατά τετράγωνο
πλευράς ασύμμετρης με την ΑΒ

(Π, σελ. ), και ας κατασκευαστεί στην ΑΒ ημικύκλιο ΑΔΒ, και ας
διχοτομηθεί η ΒΓ από το σημείο Ε, και ας κατασκευαστεί στην ΑΒ πα-
ραλληλόγραμμο, το ΑΖ × ΖΒ ισεμβαδικό με το ΒΕ2 από το οποίο λείπει
τετράγωνο (Β, Π, σελ. )· άρα η ΑΖ είναι κατά μήκος ασύμμμετρη
με την ΖΒ (Π, σελ. ). Και ας φέρουμε από το Ζ κάθετη στην ΑΒ την
ΖΔ, και ας φέρουμε τις ΑΔ και ΔΒ.

Επειδή η ΑΖ είναι ασύμμετρη με τη ΖΒ, άρα είναι ασύμμετρο και το
ορθογώνιο ΒΑ ⋅ΑΖ με το ορθογώνιο ΑΒ ⋅ ΒΖ (Π, σελ. ). Επίσης ισχύει
ΒΑ ⋅ ΑΖ = ΑΔ2, ΑΒ ⋅ ΒΖ = ΔΒ2 (Λήμμα, Π, σελ. )· άρα το ΑΔ2 είναι
ασύμμετρο με το ΔΒ2. Και επειδή το ΑΒ2 είναι μέσο, θα είναι μέσο και το
άθροισμα ΑΔ2 + ΔΒ2 (Β, Π, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Και επειδή
ΒΓ = 2ΔΖ ισχύει ΑΒ ⋅ ΒΓ = 2ΑΒ ⋅ ΖΔ. Αλλά είναι ρητό το ΑΒ ⋅ ΒΓ· άρα
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είναι ρητό και το ΑΒ ⋅ ΖΔ (Π, σελ. , Ορ). Αλλά ΑΒ ⋅ ΖΔ = ΑΔ ⋅ ΔΒ
(Λήμμα, Π, σελ. )· άρα το ΑΔ ⋅ ΔΒ είναι ρητό.

Βρέθηκαν δηλαδή δυο ευθύγραμμα τμήματα, δυνάμει ασύμμετρα, τα
ΑΔ,ΔΒπου σχηματίζουν άθροισμα τετραγώνων μέσο και ορθογώνιο ρητό·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 35 () Να βρεθούν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμε-
τρα των οποίων το άθροισμα των τετραγώνων να είναι μέσο, το ορθογώνιο
που σχηματίζουν να είναι και αυτό μέσο και ασύμμετρο με το άθροισμα των
τετραγώνων τους.

ΓΕΑ Β

Δ

Ζ

Απόδειξη. Θεωρούμε δυο μέσα
δυνάμει μόνο σύμμετρα ΑΒ και
ΒΓ που σχηματίζουν μέσο ορθο-
γώνιο, ώστε το ΑΒ2 να υπερέχει
του ΒΓ2 κατά τετράγωνο πλευ-
ράς ασύμμετρης με την ΑΒ (Π,
σελ. ), και ας κατασκευαστεί στην ΑΒ ημικύκλιο, το ΑΔΒ, και λοιπά,
όμοια με την προηγούμενη πρόταση.

Επειδή το ΑΖ είναι κατά μήκος ασύμμετρη με το ΖΒ είναι δυνάμει
ασύμμετρο και το ΑΔ με το ΔΒ (Π, σελ. ). Και επειδή το ΑΒ2 εί-
ναι μέσο, είναι μέσο και το ΑΔ2 + ΔΒ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ). Και
επειδή ΑΖ ⋅ ΖΒ = ΒΕ2 = ΔΖ2 θα είναι και ΒΕ = ΔΖ· άρα είναι ΒΓ = 2ΔΖ·
άρα ΑΒ ⋅ ΒΓ = 2ΑΒ ⋅ ΖΔ. To ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι όμως μέσο, άρα είναι μέσο και το
ΑΒ ⋅ ΖΔ. Αλλά ΑΒ ⋅ ΖΔ = ΑΔ ⋅ ΔΒ (Λήμμα, Π, σελ. ), άρα το ΑΔ ⋅ ΔΒ
είναι μέσο. Και επειδή το ΑΒ είναι κατά μήκος ασύμμετρο με το ΒΓ, και τα
ΓΒ, ΒΕ είναι σύμμετρα, άρα το ΑΒ είναι με το ΒΕ κατά μήκος ασύμμετρο.
(Π, σελ. )· οπότε και το ΑΒ2 είναι ασύμμετρο με το ΑΒ ⋅ ΒΕ (Π,
σελ. , Λήμμα Π, σελ. ). Αλλά ΑΒ2 = ΑΔ2 +ΔΒ2 (Β, Π, σελ. )
και ΑΒ ⋅ ΒΕ = ΑΒ ⋅ ΖΔ = ΑΔ ⋅ ΔΒ· συνεπώς το ΑΔ2 +ΔΒ2 είναι ασύμμετρο
με το ΑΔ ⋅ ΔΒ.

Βρέθηκαν δηλαδή δυο ευθύγραμμα τμήματα, τα ΑΔ, ΔΒ δυνάμει ασύμ-
μετρα με άθροισμα τετραγώνων μέσο και ορθογώνιο μέσο και ασύμμετρο
με το άθροισμα των τετραγώνων τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 36 () Τοάθροισμα δυο ρητών και δυνάμει μόνοσύμμετρων είναι
άλογο, και το ονομάζουμε δυώνυμο.

(Στμ: η ύπαρξη δυώνυμων αριθμών είναι η Π, σελ. .)

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Έστω ότι τα 𝛼, 𝛽 ικανοποιούν τις υποθέσεις.
Παρατηρούμε ότι

(𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼𝛽 = 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼2(𝛽/𝛼).
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Αλλά 𝛼2, 𝛽2 ∈ ℚ, αφού τα 𝛼, 𝛽 είναι ρητά. Όμως 𝛽/𝛼 ∉ ℚ, αφού τα 𝛼,
𝛽 είναι κατά μήκος ασύμμετρα. Άρα (𝛼+𝛽)2 ∉ ℚ συνεπώς το 𝛼+𝛽 είναι
άλογο. 

«πρωτότυπη»: Ας προστεθούν τα ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα
ΑΒ, ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα ΑΓ είναι άλογο.

Διότι τα ΑΒ και ΒΓ είναι κατά μήκος ασύμμετρα, αφού μόνο δυνάμει είναι
σύμμετρα, και επιπλέον ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ⋅ΒΓ/ΒΓ2 (Λήμμα, Π, σελ. ), άρα
το ΑΒ⋅ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ΒΓ2 (Π, σελ. ). Αλλά με το ορθογώνιο
ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι σύμμετρο το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π, σελ. ), προς δε το ΒΓ2 είναι
σύμμετρο το ΑΒ2+ΒΓ2 διότι τα ΑΒ, ΒΓ είναι ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα
(Π, σελ. )· άρα το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ΑΒ2 + ΒΓ2 (Π,
σελ. ). Και προσθέτοντας το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΑΒ2 + ΒΓ2 = ΑΓ2 (Β, Π,
σελ. ) είναι ασύμμετρο με το ΑΒ2+ΒΓ2 (Π, σελ. ). Αλλά είναι ρητό
το ΑΒ2 + ΒΓ2, άρα το ΑΓ2 είναι άλογο (Ορ, σελ. )· άρα το ΑΓ είναι
άλογο. Προερχόμενο από δύο ονόματα (στμ: σύμμετρο συν ασύμμετρο
εμβαδόν) ονομάζεται δυώνυμο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 37 () Το άθροισμα δυο μέσων, δυνάμει μόνο σύμμετρων, των
οποίων το ορθογώνιο είναι ρητό, είναι άλογο και ονομάζεται πρώτο εκ δυο
μέσων.

(Στμ: η ύπαρξη πρώτου εκ δύο μέσων είναι η Π, σελ. .)

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Υποθέτουμε ότι τα 𝛼, 𝛽 ικανοποιούν την υπόθεση.
Παρατηρούμε ότι

(𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼𝛽

= 𝛼2 (𝛽2

𝛼2 + 1) + 2𝛼𝛽.

Αλλά 𝛼𝛽 ∈ ℚ αφού το ορθογώνιο είναι ρητό, 𝛽2/𝛼2 ∈ ℚ, αφού τα 𝛼,
𝛽 είναι δυνάμει σύμμετρα, και 𝛼2 ∉ ℚ, αφού το 𝛼 είναι μέσο. Συνεπώς
(𝛼 + 𝛽)2 ∉ ℚ, άρα το 𝛼 + 𝛽 είναι άλογο. 

«πρωτότυπη»: Διότι ας προστεθούν δυο μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα,
τα ΑΒ, ΒΓ με ορθογώνιο ρητό. Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα ΑΓ είναι άλογο.

Επειδή τα ΑΒ, ΒΓ είναι κατά μήκος ασύμμετρα άρα το άθροισμα ΑΒ2+
ΒΓ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ· και προσθέτοντας, το ΑΒ2 + ΒΓ2 +
2ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ) είναι ασύμμετρο με το ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π,
σελ. ). Είναι ρητό όμως το ΑΒ ⋅ ΒΓ εξ᾽ υποθέσεως, άρα το ΑΓ2 είναι
άλογο· άρα το ΑΓ είναι άλογο, και ονομάζεται πρώτο εκ δυο μέσων· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 38 () Το άθροισμα δυο μέσων, δυνάμει μόνο σύμμετρων, των
οποίων το ορθογώνιο είναι μέσο, είναι άλογο και ονομάζεται δεύτερο εκ δυο
μέσων.

(Στμ: η ύπαρξη δεύτερου εκ δύο μέσων είναι η Π, σελ. .)

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Ας υποθέσουμε ότι τα 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν την
υπόθεση. Παρατηρούμε ότι

(𝛼 + 𝛽)4 = (𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼𝛽)2
= 𝛼4 + 𝛽4 + 6(𝛼𝛽)2 + 4𝛼𝛽(𝛼2 + 𝛽2)

= 𝛼4 + 𝛽4 + 6(𝛼𝛽)2 + 4(𝛼𝛽)2𝛼
2 + 𝛽2
𝛼𝛽

= 𝛼4 + 𝛽4 + 6(𝛼𝛽)2 + 4(𝛼𝛽)2𝛽𝛼 (𝛼2

𝛽2 + 1) .

Αλλά

(i) 𝛼2, 𝛽4 ∈ ℚ γιατί τα 𝛼, 𝛽 είναι μέσα,

(ii) (𝛼𝛽)2 = 𝛽4(𝛼2/𝛽2) ∈ ℚ γιατί τα 𝛼, 𝛽 εκτός από μέσα είναι και
δυνάμει σύμμετρα,

(iii) 𝛼2/𝛽2 + 1 ∈ ℚ όπως πριν,

(iv) 𝛽/𝛼 ∉ ℚ, γιατί τα 𝛼, 𝛽 είναι κατά μήκος ασύμμετρα,

οπότε συμπεραίνουμε ότι (𝛼 + 𝛽)4 ∉ ℚ, άρα και (𝛼 + 𝛽)2 ∉ ℚ, δηλαδή
το 𝛼 + 𝛽 είναι άλογο. 

Δ Θ Η

ΖΕ

Α Β Γ«πρωτότυπη»: Ας προστεθούν
δυο μέσα δυνάμει μόνο σύμμε-
τρα, τα ΑΒ, ΒΓ, που σχηματίζουν
μέσο ορθογώνιο. Ισχυρίζομαι ότι το
άθροισμά τους ΑΓ είναι άλογο.

Διότι ας πάρουμε ένα ρητό ΔΕ
και ας κατασκευάσουμε στη ΔΕ πα-
ραλληλόγραμο ΔΖ ισεμβαδικό με
το ΑΓ2, με πλάτος ΔΗ (Β, Π,
σελ. ). Επειδή ΑΓ2 = ΑΒ2 +ΒΓ2 +2ΑΒ ⋅ ΒΓ (Β, Π, σελ. ), ας κατα-
σκευαστεί στην ΔΕ παραλληλόγραμμο ΕΘ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 + ΒΓ2.
Άρα το υπόλοιπο |ΘΖ| = 2ΑΒ ⋅ ΒΓ. Αφού ΑΒ, ΒΓ μέσα ευθύγραμμα τμή-
ματα, μέσα είναι και τα εμβαδά ΑΒ2 και ΒΓ2. Μέσο είναι εξ᾽ υποθέσεως
και το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ, άρα είναι μέσα τα ορθογώνια ΕΘ και ΘΖ (στμ: το ότι
το ΕΘ είναι μέσο επειδή είναι μέσα τα ΑΒ2 και ΒΓ2 απαιτεί εξήγηση και
εδώ μάλλον αφήνεται ως άσκηση. Ο λόγος είναι ότι το |ΕΘ| = ΑΒ2 + ΒΓ2
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είναι σύμμετρο με καθένα από τα ΑΒ2, ΒΓ2 (Π, σελ. ) και αφού αυτά
είναι μέσα είναι και το |ΕΘ| (Π, σελ. )). Αλλά έχουν πλευρά τη ρητή
ΔΕ, άρα καθένα από τα ΔΘ, ΘΗ είναι ρητό και κατά μήκος ασύμμετρο με
το ΔΕ (Π, σελ. ). Επειδή λοιπόν το ΑΒ είναι κατά μήκος ασύμμετρο
με το ΒΓ και ισχύει ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ2/(ΑΒ ⋅ ΒΓ) (Λήμμα, Π, σελ. ), άρα
το ΑΒ2 είναι ασύμμετρο με το ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΒ2 και
ΑΒ2+ΒΓ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ) και τα ΑΒ ⋅ ΒΓ και 2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι
σύμμετρα (Π, σελ. ). Άρα τα ΑΒ2 +ΒΓ2 και 2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρα
(Π, σελ. ). Αλλά |ΕΘ| = ΑΒ2 + ΒΓ2 και |ΘΖ| = 2ΑΒ ⋅ ΒΓ. Άρα το
ΕΘ είναι ασύμμετρο με το ΘΖ· οπότε και τα ΔΘ, ΘΗ είναι κατά μήκος
ασύμμετρα (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ).

Άρα τα ρητά ΔΘ, ΘΗ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (στμ: ως ρητά έχουν
ήδη το τετράγωνό τους ρητό ως εμβαδόν), οπότε το ΔΗ είναι άλογο (Π,
σελ. ). Αλλά η ΔΕ είναι ρητή· και το ορθογώνιο που σχηματίζεται
με ρητή και άλογη είναι άλογο· οπότε το χωρίο ΔΖ είναι άλογο και η
πλευρά τετραγώνου με ίσο εμβαδόν είναι άλογη (Ορ, σελ. ). Αλλά
ΑΓ2 = |ΔΖ|· άρα το ΑΓ είναι άλογο. Ας ονομάζεται αυτό δεύτερο εκ δυο
μέσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 39 () Αν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμετρα σχη-
ματίζουν το μεν άθροισμα των τετραγώνων τους ρητό, το δεν περιεχόμενο ορ-
θογώνιο μέσο, το άθροισμά τους είναι άλογο, ας ονομάζεται μείζον.

(Στμ: η ύπαρξη μείζωνος αριθμού είναι η Π, σελ. .)

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν τα 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν τις υποθέσεις, τότε
επειδή (𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼𝛽, αφού 𝛼2 + 𝛽2 ∈ ℚ και 𝛼𝛽 ∉ ℚ
συμπεραίνουμε ότι (𝛼 + 𝛽)2 ∉ ℚ, συνεπώς 𝛼 + 𝛽 άλογο. 

«πρωτότυπη»: Ας υποθέσουμε ότι τα ΑΒ και ΒΓ ικανοποιούν τις υπο-
θέσεις. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι άλογο.

Διότι επειδή το ορθογώνιο ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι μέσο, άρα και το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ
είναι μέσο (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Το δε άθροισμα ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι
ρητό· άρα τα 2ΑΒ ⋅ ΒΓ και ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι ασύμμετρα (Ορ, σελ. ).
Οπότε και το ΑΒ2 + ΒΓ2 + 2ΑΒ ⋅ ΒΓ το οποίο ισούται με ΑΓ2 (Β, Π,
σελ. ) είναι με το ΑΒ2+ΒΓ2 ασύμμετρο (Π, σελ. ). Είναι όμως ρητό
το ΑΒ2 + ΒΓ2, άρα το ΑΓ2 είναι άλογο (Ορ, σελ. ). Ώστε και το ΑΓ
είναι άλογα· ας ονομάζεται αυτή μείζον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 40 () Αν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμετρα έχουν
το άθροισμα των τετραγώνων τους μέσο και το περιεχόμενο ορθογώνιό τους
ρητό, το άθροισμά τους είναι άλογο· ας ονομάζεται πλευρά ρητού συν μέσου
εμβαδού.

(Στμ: η ύπαρξη πλευράς ρητού συν μέσου εμβαδού είναι η Π, σελ. .)



Βιβλίο 10ο 

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν τα 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν τις υποθέσεις, τότε
επειδή (𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 2𝛼𝛽, αφού 𝛼2 + 𝛽2 ∉ ℚ και 𝛼𝛽 ∈ ℚ
συμπεραίνουμε ότι (𝛼 + 𝛽)2 ∉ ℚ, συνεπώς 𝛼 + 𝛽 άλογο. 

«πρωτότυπη»: Ας είναι ΑΒ και ΒΓ δυο ευθύγραμμα τμήματα που ικα-
νοποιούν τις υποθέσεις (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα ΑΓ
είναι άλογο.

Διότι επειδή το άθροισμαΑΒ2+ΒΓ2 είναι μέσο, το δε ορθογώνιο 2ΑΒ⋅ΒΓ
ρητό, συμπεραίνουμε ότι τα ΑΒ2+ΒΓ2 και 2ΑΒ⋅ΒΓ είναι ασύμμετρα, οπότε
και το ΑΓ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΒ ⋅ΒΓ (Π, σελ. ). Αλλά είναι ρητό
το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ άρα το ΑΓ2 είναι άλογο.

Έτσι το ΑΓ είναι άλογο, ας ονομάζεται πλευρά ρητού συν μέσου εμβα-
δού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 41 () Αν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμετρασχημα-
τίζουν μέσο άθροισμα τετραγώνων και ορθογώνιο μέσο και ασύμμετρο με το
άθροισμα των τετραγώνων τους το άθροισμά τους είναι άλογο και ονομάζεται
πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

(Στμ: η ύπαρξη πλευράς μέσου συν μέσου εμβαδού είναι η Π, σελ. .)

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν τα 𝛼 και 𝛽 ικανοποιούν τις υποθέσεις, τότε
επειδή

(𝛼+𝛽)4 = (𝛼2 +𝛽2 +2𝛼𝛽)2 = (𝛼2 +𝛽2)2 +(2𝛼𝛽)2 +2(𝛼2 +𝛽2)(2𝛼𝛽)

έχουμε:

(i) (𝛼2 + 𝛽2)2 ∈ ℚ, αφού το 𝛼2 + 𝛽2 είναι μέσο εμβαδόν.

(ii) (2𝛼𝛽)2 ∈ ℚ, αφού το 𝛼𝛽 είναι μέσο εμβαδόν.

(iii) (𝛼2 + 𝛽2)(2𝛼𝛽) = 4(𝛼𝛽)2𝛼
2 + 𝛽2
𝛼𝛽 ∉ ℚ, αφού (𝛼𝛽)2 ∈ ℚ όπως

και πριν και (𝛼2 + 𝛽2)/(𝛼𝛽) ∉ ℚ, αφού τα 𝛼2 + 𝛽2 και 𝛼𝛽 είναι
ασύμμετρα.

Συνεπώς (𝛼 + 𝛽)4 ∉ ℚ, άρα (𝛼 + 𝛽)2 ∉ ℚ, συνεπώς 𝛼 + 𝛽 άλογο. 
Κ Θ

ΕΔ

Η Ζ

Α Β Γ

«πρωτότυπη»: Ας υποθέσουμε ότι τα ΑΒ
και ΒΓ ικανοποιούν τις υποθέσεις. Ισχυρίζομαι
ότι το άθροισμα ΑΓ είναι άλογο.

Θεωρούμε ρητή ΔΕ και κατασκευάζουμε σε
αυτή ορθογώνιο ΔΖ με εμβαδόν ίσο με ΑΒ2 +
ΒΓ2, και ορθογώνιο ΗΘ ισεμβαδικό με το ορθο-
γώνιο 2ΑΒ ⋅ ΒΓ. Έτσι όλο το ΔΘ είναι ισεμβα-
δικό με το ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ). Το άθροισμα
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ΑΒ2 + ΒΓ2 = ΔΖ είναι μέσο και έχει πλευρά το ρητό ΔΕ, άρα το ΔΗ είναι
ρητό και κατά μήκος ασύμμετρο με το ΔΕ (Π, σελ. ). Για τους ίδιους
λόγους το ΗΚ είναι ρητό και κατά μήκος ασύμμετρο με το ΗΖ, δηλαδή το
ΔΕ. Και επειδή το άθροισμα ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι ασύμμετρο με το ορθογώνιο
2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρο και το ΔΖ με το ΗΘ· οπότε και το ΔΗ είναι
ασύμμετρο με το ΗΚ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Αλλά αυτά είναι
και ρητά, άρα τα ρητά ΔΗ, ΗΚ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα· οπότε το ΔΚ
είναι άλογο, και συγκεκριμένα δυώνυμο (Π, σελ. ).

Είναι όμως ρητό το ΔΕ, άρα το ΔΘ είναι άλογο και το ευθύγραμμο
τμήμα το τετράγωνο του οποίου είναι ισεμβαδικό είναι και αυτό άλογο
(Ορ, σελ. ). ΑλλάΑΓ2 = |ΘΔ|, οπότε τοΑΓ είναι άλογο· ας ονομάζεται
πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Αλγεβρική περιγραφή των έξι ειδών αρρήτων

Όπως είδαμε έγινε μια προσπάθεια στις προηγούμενες προτάσεις να πα-
ρουσιαστούν οι αποδείξεις με σύγχρονο αλγεβρικό τρόπο ώστε να γίνουν
«απλούστερες» στον σύγχρονο νου, ο οποίος έχει εκπαιδευτεί περισσό-
τερο στην Άλγεβρα από ό,τι στη Γεωμετρία. Αν βέβαια διαβάσει κανείς
προσεκτικά τις «σύγχρονες» και τις «πρωτότυπες» θα διαπιστώσει ότι
η διαφορά τους δεν είναι ουσιώδης αλλά έχει να κάνει μόνο με τον τρόπο
που χειριζόμαστε τα σύμβολα. Είναι δηλαδή οι ίδιες αποδείξεις.

Γεννάται όμως το ερώτημα ποιοι είναι αυτοί οι αριθμοί στη σύγχρονη
γλώσσα; Ποιοι είναι οι δυώνυμοι, οι μείζονες κλπ. Η ενότητα αυτή που
διακόπτει τη ροή του κειμένου του Ευκλείδη έχει σκοπό να απαντήσει σε
αυτή την φυσιολογική απορία. Γιατί θα δούμε ότι οι αλγεβρικές εκφράσεις
που προκύπτουν είναι μάλλον ασαφές αν βοηθούν σε κάποια κατανόηση.
Οι γεωμετρικές περιγραφές των αριθμών αυτών, όπως τις έχει ο Ευκλείδης,
είναι μακράν προτιμότερες. Κρίνουμε όμως ότι πρέπει να δοθεί και η αλγε-
βρική περιγραφή αλλιώς οι αναγνώστες θα μείνουν με την απορία αν θα
μπορούσε να κατανοήσουν καλύτερα τους αριθμούς αυτούς μέσω της άλ-
γεβρας. Και μια και η αλγεβρική περιγραφή δεν είναι καθόλου απλή (είναι
χαρακτηριστικό το ότι παλαιότερες αποδόσεις των Στοιχείων δαπανούν
δεκάδες σελίδων με ένα κυκεώνα περιπτώσεων που δεν είναι απαραίτητες),
την παρουσιάζουμε στη συνέχεια όσο συνοπτικότερα μπορούμε.

Δυώνυμοι

Δυώνυμος είναι ο αριθμός της μορφής 𝛼 + 𝛽 όπου 𝛼, 𝛽 ρητοί ασύμμετροι.
Άρα
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δυώνυμος είναι της μορφής

𝛼 + 𝛽 = √𝜎1 + √𝜎2
με 𝜎1, 𝜎2 ∈ ℚ και √𝜎1/𝜎2 ∉ ℚ.

Για παράδειγμα οι 1 + √2 και √3 + √2 είναι δυώνυμοι.

Πρώτος εκ δύο μέσων

Πρώτος εκ δύο μέσων είναι της μορφής 𝛼 + 𝛽 με 𝛼, 𝛽 μέσοι, δυνάμει μόνο
σύμμετροι με ρητό ορθογώνιο. Άρα είναι της μορφής 4√𝜎1 + 4√𝜎2 με √𝜎1,
√𝜎2 ∉ ℚ με 𝛼/𝛽 = 4√𝜎1/ 4√𝜎2 ∉ ℚ, 𝛼2/𝛽2 = √𝜎1/√𝜎2 ∈ ℚ και
𝛼𝛽 = 4√𝛼𝛽 ∈ ℚ.

Θέτοντας 𝛼𝛽 = 𝜌 ∈ ℚ, και 𝛼 = 4√𝜎 με √𝜎 ∉ ℚ, προκύπτει ότι

πρώτος εκ δύο μέσων είναι ο αριθμός

𝛼 + 𝛽 = 4√𝜎 + 𝜌
4√𝜎

με √𝜎 ∉ ℚ.

Παραδείγματος χάριν ο 4√2 + 4√8 είναι πρώτος εκ δύο μέσων.

Δεύτερος εκ δύο μέσων

Δεύτερος εκ δύο μέσων είναι της μορφής 𝛼+𝛽 με 𝛼, 𝛽 δυνάμει μόνο σύμμετροι
και μέσοι με μέσο ορθογώνιο. Άρα αν θέσουμε 𝛼2/𝛽2 = 𝜌 ∈ ℚ, ο 𝜌
πρέπει να είναι τέτοιος που να ισχύει 𝛼/𝛽 = √𝜌 ∉ ℚ. Θέτοντας 𝛼 = 4√𝜎
προκύπτει 𝛽 = 4√𝜎/√𝜌. Άρα
δεύτερος εκ δύο μέσων είναι της μορφής

4√𝜎 +
4√𝜎
√𝜌 ,

με √𝜎, √𝜌, √𝜎/𝜌 ∉ ℚ.

Για παράδειγμα για 𝜌 = 1/3 και 𝜎 = 2 παίρνουμε τον δεύτερο εκ δύο
μέσων 4√2 + 4√18.

Μείζων

Μείζων είναι ο αριθμός της μορφής 𝛼 + 𝛽 με 𝛼, 𝛽 δυνάμει ασύμμετρους, με
ρητό άθροισμα τετραγώνων και μέσο ορθογώνιο. Έτσι αν 𝜎, 𝜌 ∈ ℚ με
√𝜎 ∉ ℚ, θέτοντας 𝛼𝛽 = √𝜎 και 𝛼2+𝛽2 = 𝜌, λύνοντας την πρώτη ως προς
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𝛽 και αντικαθιστώντας στη δεύτερη προκύπτει η εξίσωση 𝛼4−𝜌𝛼2+𝜎 =
0. Για να υπάρχει λύση πρέπει να ισχύει 𝜌 > 2√𝜎 και τότε οι λύσεις
ικανοποιούν την

𝛼2 = 𝜌 ± √𝜌2 − 4𝜎
2 = 𝜌

2 (1 ± √1 − 4𝜎
𝜌2) ,

Από την 𝛽2 = 𝜎/𝛼2 προκύπτει μετά από πράξεις ότι

𝛽2 = 𝜌 ∓ √𝜌2 − 4𝜎
2 = 𝜌

2 (1 ∓ √1 − 4𝜎
𝜌2) .

Τέλος ελέγχουμε ότι

𝛼2

𝛽2 = 𝜌2
4𝜎 (2 − 4𝜎

𝜌2 + 2√1 − 4𝜎
𝜌2) .

Άρα για να είναι δυνάμει ασύμμετροι πρέπει να απαιτήσουμε επιπλέον να
ισχύει √1 − 4𝜎/𝜌2 ∉ ℚ, ισοδύναμα √𝜌2 − 4𝜎 ∉ ℚ. Έτσι,

μείζων είναι κάθε αριθμός της μορφής

𝛼 + 𝛽 = √𝜌
√2

√√⎷ 1 + √1 − 4𝜎
𝜌2 + √𝜌

√2
√√⎷ 1 − √1 − 4𝜎

𝜌2 ,

με τους περιορισμούς 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, √𝜎 ∉ ℚ, 𝜌 > 2√𝜎 και √𝜌2 − 4𝜎 ∉ ℚ.

Παρατηρούμε εδώ ότι η ποσότητα √𝜌2 − 4𝜎 θα μπορούσε να ανήκει
στο ℚ και έτσι η τελευταία απαίτηση δεν μπορεί να διαγραφεί. Μάλιστα
θα μπορούσε να είναι οποιοδήποτε στοιχείο του ℚ: αν 𝑞 ∈ ℚ μπορούμε
να θέσουμε 𝜌 = 3𝑞 και 𝜎 = 2𝑞2. Με αυτές τις επιλογές 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ,
√𝜎 = √2𝑞 ∉ ℚ, 𝜌2 − 4𝜎 = 9𝑞2 − 8𝑞2 = 𝑞2 > 0 άρα 𝜌 > 2√𝜎 αλλά
√𝜌2 − 4𝜎 = 𝑞 ∈ ℚ.

Πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού

Πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού είναι αριθμός της μορφής 𝛼 + 𝛽 με 𝛼, 𝛽
δυνάμει ασύμμετρους, μέσο άθροισμα τετραγώνων και ρητό ορθογώνιο.
Επιλέγοντας 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ με √𝜎 ∉ ℚ, και θέτοντας 𝛼𝛽 = 𝜌 και 𝛼2 + 𝛽2 =
√𝜎, λύνοντας την πρώτη ως πρς 𝛽 και αντικαθιστώντας στη δεύτερη
προκύπτει η εξίσωση 𝛼4 − √𝜎𝛼2 + 𝜌2 = 0. Για να έχει λύσεις πρέπει
𝜎 > 4𝜌2 και τότε

𝛼2 = √𝜎 ± √𝜎 − 4𝜌2
2 = √𝜎

2 (1 ± √1 − 4𝜌2
𝜎 )
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και άρα κάνοντας πράξεις με την 𝛽2 = 𝜌2/𝛼2,

𝛽2 = √𝜎 ∓ √𝜎 − 4𝜌2
2 = √𝜎

2 (1 ∓ √1 − 4𝜌2
𝜎 ) .

Εύκολα ελέγχουμε όπως και με τους μείζονες ότι για να είναι τα 𝛼, 𝛽 δυνάμει
ασύμμετρα πρέπει να απαιτήσουμε και √1 − 4𝜌2/𝜎 ∉ ℚ. Έτσι,

πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού είναι κάθε αριθμός της μορφής

𝛼 + 𝛽 =
4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌2

𝜎 +
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌2

𝜎 ,

όπου 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, με 𝜎 > 4𝜌2 και √1 − 4𝜌2/𝜎 ∉ ℚ.

Ο τελευταίος περιορισμός δεν μπορεί να διαγραφεί γιατί αν για παρά-
δειγμα 𝜎 = 18 και 𝜌 = 2 τότε √1 − 4𝜌2/𝜎 = 1/3 ∈ ℚ ενώ όλες οι άλλες
συνθήκες ικανοποιούνται.

Πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού

Πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού είναι αριθμός της μορφής 𝛼 + 𝛽 με 𝛼, 𝛽
δυνάμει ασύμμετρους, μέσο άθροισμα τετραγώνων, μέσο ορθογώνιο, και
ασύμμετρα το άθροισμα τετραγώνων τους με το ορθογώνιό τους.

Άρα πρέπει 𝛼2/𝛽2 ∉ ℚ, 𝛼2 + 𝛽2 = √𝜎 ∉ ℚ, 𝛼𝛽 = √𝜌 ∉ ℚ και
(𝛼2 + 𝛽2)/𝛼𝛽 = √𝜎/𝜌 ∉ ℚ, με 𝜎, 𝜌 ∈ ℚ.

Λύνοντας ως προς 𝛽 την 𝛼𝛽 = √𝜌 και αντικαθιστώντας στην 𝛼2+𝛽2 =
√𝜎 προκύπτει η εξίσωση 𝛼4 − √𝜎𝛼2 + 𝜌 = 0 η οποία υπό τον όρο ότι
𝜎 > 4𝜌 δίνει

𝛼2 = √𝜎 ± √𝜎 − 4𝜌
2 = √𝜎

2 (1 ± √1 − 4𝜌
𝜎 )

και άρα κάνοντας πράξεις με την 𝛽2 = 𝜌/𝛼2,

𝛽2 = √𝜎 ∓ √𝜎 − 4𝜌
2 = √𝜎

2 (1 ∓ √1 − 4𝜌
𝜎 ) .

Ελέγχοντας ότι θα πρέπει 𝛼2/𝛽2 ∉ ℚ προκύπτει ότι θα πρέπει να απαι-
τηθεί √1 − 4𝜌/𝜎 ∉ ℚ, ενώ έχουμε και τον περιορισμό √𝜎/𝜌 ∉ ℚ από
το ότι τα 𝛼2 + 𝛽2 και 𝛼𝛽 πρέπει να είναι ασύμμετροι. Έτσι,
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πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού είναι κάθε αριθμός της μορφής

𝛼 + 𝛽 =
4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌

𝜎 +
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌

𝜎 ,

όπου 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, με√𝜎, √𝜌 ∉ ℚ, 𝜎 > 4𝜌,√𝜎/𝜌 ∉ ℚ και√1 − 4𝜌/𝜎 ∉ ℚ.

Για ένα παράδειγμα μπορούμε να θέσουμε 𝜎 = 10 και 𝜌 = 2 παίρνοντας
την πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού

√
√10 + √2

2 + √
√10 − √2

2 .

Ο περιορισμός √1 − 4𝜌/𝜎 ∉ ℚ δεν μπορεί να διαγραφεί. Για πα-
ράδειγμα οι 𝜎 = 32 και 𝜌 = 6 δίνουν √1 − 4𝜌/𝜎 = 1/2 ∈ ℚ, ενώ
ικανοποιούν όλες τις άλλες υποθέσεις.

Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζουμε τις κατηγορίες των αρρήτων που
περιγράφει το κείμενο μαζί με τις ιδιότητές τους και την αλγεβρική τους
μορφή, ώστε να μπορεί εύκολα κανείς να ανατρέχει σε αυτούς.
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Οπτική περιγραφή των έξι κλάσεων αρρήτων

Όπως είναι φανερό από την παραπάνω αλγεβρική περιγραφή οι πληρο-
φορίες που παρέχονται για αυτές τις έξι κλάσεις αρρήτων είναι αμφιβόλου
αποτελεσματικότητας ως προς την ικανοποίηση της ανάγκης για κατανό-
ηση. Για αυτό επανερχόμαστε στη γεωμετρική γλώσσα του Ευκλείδη και
οπτικοποιούμε τους αριθμούς 𝛼+𝛽 με τα παρακάτω σχήματα. Οι κανόνες
ανάγνωσής τους είναι οι εξής:

. Πράσινη διαγράμμιση σημαίνει ρητό εμβαδό.

. Γκρίζα διαγράμιση σημαίνει μη ρητό εμβαδό.

. Ίδιο χρώμα (πορτοκαλί) σημαίνει σύμμετρα μήκη ή σύμμετρα εμβαδά

. Διαφορετικό χρώμα (κόκκινο-μπλε) σημαίνει ασύμμετρα μήκη ή ασύμ-
μετρα εμβαδά.

. Διαγράμμιση εμβαδού ίδιας φοράς σημαίνει ρητό άθροισμα τετρα-
γώνων.

. Διαγράμμιση εμβαδού διαφορετικής φοράς σημαίνει μέσο άθροισμα
τετραγώνων.

Επίσης στα παρακάτω σχήματα τα 𝜎1, 𝜎2 είναι στοιχεία του ℚ ενώ όπου
εμφανίζεται ρίζα ισχύει √𝜎1, √𝜎2 ∉ ℚ.

𝛼
𝛽

𝜎1

𝜎2

𝛼 + 𝛽 διώνυμος

𝛼
𝛽

√𝜎1

√𝜎2

𝛼 + 𝛽 πρώτος εκ δύο μέσων
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𝛼
𝛽

√𝜎1

√𝜎2

𝛼 + 𝛽 δεύτερος εκ δύο μέσων

𝛼
𝛽

𝛼 + 𝛽 μείζων

𝛼
𝛽

𝛼+𝛽 πλευρά ρητού συν μέσου
εμβαδού

𝛼
𝛽

𝛼+𝛽 πλευρά μέσου συν μέσου
εμβαδού

Από την επόμενη σελίδα επανερχόμαστε στην κανονική ροή του κειμέ-
νου των Στοιχείων.
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Λήμμα 11 Το ότι τα παραπάνω άλογα τμήματα διαιρούνται κατά μοναδικό
τρόπο στα ευθύγραμμα τμήματα που τα σχημάτισαν, θα το αποδείξουμε
παρακάτω με τη βοήθεια αυτού του λήμματος:

Ανπάρουμε ένα ευθύγραμμοτμήμαΑΒ και τοχωρίσουμεσεάνισατμήματα
με τασημείαΓ καιΔώστεΑΓ > ΔΒ, ισχυρίζομαι ότιΑΓ2+ΓΒ2 > ΑΔ2+ΔΒ2.

Απόδειξη. Διότι ας τμηθεί στο μέσο το ΑΒ με το Ε. Επειδή ΑΓ > ΔΒ ας
αφαιρέσουμε και απο τα δύο μέλη το ΔΓ. Άρα το υπόλοιπο ΑΔ είναι
μεγαλύτερο από το υπόλοιπο ΓΒ. Είναι όμως ΑΕ = ΕΒ, άρα ΔΕ < ΕΓ.
Οπότε τα σημεία Γ, Δ δεν ισαπέχουν από το μέσο. Και επειδή ΑΓ ⋅ ΓΒ +
ΕΓ2 = ΕΒ2 (Β, Π, σελ. ), αλλά ΑΔ⋅ΔΒ+ΔΕ2 = ΕΒ2 (Β, Π, σελ. ),
συμπεραίνουμε ότι ΑΓ ⋅ ΓΒ+ΕΦ2 = ΑΔ ⋅ΔΒ+ΔΕ2 από όπου όμως ΔΕ2 <
ΕΓ2. Άρα και το υπόλοιπο, ΑΓ ⋅ ΓΒ < ΑΔ ⋅ ΔΒ. Έτσι 2ΑΓ ⋅ ΓΒ < 2ΑΔ ⋅ ΔΒ.
Συνεπώς και το υπόλοιπο, δηλαδή το άθροισμα ΑΓ2+ΓΒ2 > ΑΔ2+ΔΒ2·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 42 () Ένα δυώνυμο ευθύγραμμο τμήμα χωρίζεται από ένα μόνο
σημείο σε δύο μονώνυμα (στμ: δηλαδή η ανάλυση του δυώνυμου στα μο-
νώνυμά του είναι μοναδική).

Απόδειξη. Έστω το δυώνυμο ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που διαιρείται από
το Γ στα δύο μονώνυμα ΑΓ, ΓΒ που ειαι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα.
Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒ δεν διαιρείται από άλλο σημείο σε δυο ρητά και
δυνάμει μόνο σύμμετρα τμήματα.

Διότι έστω ότι είναι δυνατόν να διαιρεθεί έτσι από το Δ, οπότε τα
ρητά ΑΔ και ΔΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα. Είναι φανερό ότι το ΑΓ
δεν είναι ίσο με το ΔΒ. Διότι αν είναι τότε και ΑΔ = ΓΒ, και θα είναι
ΑΓ/ΓΒ = ΒΔ/ΔΑ, το οποίο αντιφάσκει με την υπόθεση (στμ: ότι το Δ
χωρίζει το ΑΒ σε δυο ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα τμήματα άνισα με
τα τμήματα στα οποία το χωρίζει το Γ).

Έτσι ΑΓ ≠ ΔΒ οπότε οι αποστάσεις των Γ και Δ από το κέντρο του
ΑΒ δεν είναι ίσες. Άρα όσο διαφέρει το ΑΓ2+ΓΒ2 από το ΑΔ2+ΔΒ2 τόσο
διαφέρει το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ από το 2ΑΓ ⋅ ΓΔ, αφού

ΑΓ2 + ΓΒ2 + 2ΑΓ ⋅ ΓΒ = ΑΒ2 = ΑΔ2 + ΔΒ2 + 2ΑΔ ⋅ ΔΒ

(Β, Π, σελ. ). Αλλά η διαφορά του ΑΓ2+ΓΒ2 από το ΑΔ2+ΔΒ2 είναι
ρητή αφού και τα δύο είναι ρητά εμβαδά. Άρα ρητή είναι και η διαφορά
του 2ΑΔ ⋅ ΔΒ από το 2ΑΓ ⋅ ΓΔ, ενώ αυτά είναι μέσα (Π, σελ. ) το
οποίο είναι άτοπο αφού μέσο εμβαδόν δεν υπερέχει μέσου κατά ρητό (Π,
σελ. ).

Άρα το δυώνυμο ευθύγραμμο τμήμα διαιρείται κατά μόνο ένα τρόπο
σε μονώνυμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 43 () Οπρώτος εκ δύο μέσων διαιρείται με μοναδικό τρόποστα
δύο μονώνυμά του.

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι πρώτο εκ δύο μέσων και διαιρείται από
το Γ στα μέσα ΑΓ και ΓΒ τα οποία είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα με το
ΑΓ ⋅ ΓΒ ρητό. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒ δεν διαιρείται έτσι από κανένα άλλο
σημείο.

Διότι ας διαιρείται από το Δ ώστε τα ΑΔ, ΔΒ μέσα, δυνάμει μόνο
σύμμετρα με ρητό ορθογώνιο. Όσο όμως διαφέρει το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ από το
2ΑΓ ⋅ ΓΒ το ίδιο διαφέρει το ΑΓ2 + ΓΒ2 από το ΑΔ2 + ΔΒ2 (Λήμμα, Π,
σελ. ). Αλλά τα 2ΑΔ ⋅ ΔΒ και 2ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι ρητά εμβαδά, άρα ρητή
είναι και η διαφορά τους, άρα το ΑΓ2 + ΓΒ2 διαφέρει από το ΑΔ2 + ΔΒ2
κατά ρητό· αλλά αυτά είναι μέσα, άτοπο (Π, σελ. ).

Δεν διαιρείται άρα το πρώτο εκ δύο μέσων με διαφορετικά σημεία στα
μονώνυμά του· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 44 () Ο δεύτερος εκ δύο μέσων διαιρείται με μοναδικό τρόπο
στα δύο μονώνυμά του.

Ζ Λ Η Κ

Ε Μ Θ Ν

Α Δ Γ ΒΑπόδειξη. Έστω ότι το Γ διαιρεί
το δεύτερο εκ δύο μέσων ΑΒ στα
ΑΓ, ΓΒ τα οποία είναι μέσα, δυνάμει
μόνο σύμμετρα με μέσο ορθογώνιο.
Φανερά το Γ δεν είναι το μέσο του
ΑΒ, αφού τα ΑΓ, ΓΒ δεν είναι σύμμε-
τρα. Ισχυρίζομαι ότι δεν διαιρείται
από άλλο σημείο σε τμήματα με αυτές τις ιδιότητες.

Έστω ότι διαιρείται από το Δ ώστε η ΑΓ > ΔΒ. Είναι φανερό ότι

ΑΔ2 + ΔΒ2 < ΑΓ2 + ΓΒ2

(Λήμμα, Π, σελ. ), ενώ τα μέσα ΑΔ, ΔΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα
με ορθογώνιο μέσο.

Θεωρούμε ΕΖ ρητό και με αυτή την πλευρά φτιάχνουμε ορθογώνιο, το
ΕΚ, ισεμβαδικό με το ΑΒ2 (Β, Π, σελ. ). Από αυτό δε, αφαιρούμε το
ορθογώνιο ΕΗ ισεμβαδικό με το ΑΓ2 +ΓΒ2. Έτσι για το υπόλοιπο ισχύει
ΘΚ = 2ΑΓ⋅ΓΒ (Β, Π, σελ. ). Πάλι από το μεγαλύτερο ΑΓ2+ΓΒ2 = ΕΗ
ας αφαιρεθεί ορθογώνιο ίσο με το μικρότερο ΑΔ2+ΔΒ2, έστω το ΕΛ. Έτσι
για το υπόλοιπο ΜΚ ισχύει ΜΚ = 2ΑΔ ⋅ ΔΒ.

Επειδή τώρα τα ΑΓ2, ΓΒ2 είναι μέσα, μέσο είναι και το ΕΗ, με πλευρά
τη ρητή ΕΖ. Συνεπώς η ΕΘ είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμετρη με την
ΕΖ (Π, σελ. ). Για τους ίδιους λόγους και η πλευρά ΘΝ είναι ρητή
και κατά μήκος ασύμμετρη με την ΕΖ. Η ΑΓ είναι κατά μήκος ασύμμετρη
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με τη ΓΒ και ισχύει
ΑΓ
ΓΒ = ΑΓ2

ΑΓ ⋅ ΓΒ
(Λήμμα, Π, σελ. ). Άρα το ΑΓ2 είναι ασύμμετρο με το ΑΓ ⋅ ΓΒ (Π,
σελ. ). Αλλά το ΑΓ2 είναι σύμμετρο με το ΑΓ2 + ΓΒ2, αφού τα ΑΓ,
ΓΒ είναι δυνάμει σύμμετρα και το ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι σύμμετρο με το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ
(Π, σελ. ). Συμπεραίνουμε ότι το ΑΓ2 + ΓΒ2 = ΕΗ είναι ασύμμετρο
με το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ = ΘΚ (Π, σελ. ). Άρα τα ΕΗ, ΘΚ είναι ασύμμετρα,
και έτσι και η ΕΘ είναι ασύμμετρη με τη ΘΝ (Β, Π, σελ.  και Π,
σελ. ). Είναι όμως και ρητά. Άρα τα ΕΘ, ΘΝ είναι ρητά και δυνάμει
μόνο σύμμετρα, άρα το άθροισμά τους είναι δυώνυμος (Π, σελ. ).
Έτσι η δυώνυμος ΕΝ είναι διαιρεμένη με το Θ. Ομοίως όμως δείχνουμε ότι
και τα ΕΜ, ΜΝ είναι ρητά και δυνάμει σύμμετρα. Οπότε η δυώνυμος ΕΝ
είναι διαιρεμένη από δύο διαφορετικά σημεία σε μονώνυμα και δεν είναι
ίση η ΕΘ με την ΜΝ διότι

ΑΓ2 + ΓΒ2 > ΑΔ2 + ΔΒ2 > 2ΑΔ ⋅ ΔΒ.

Κατά μείζονα λόγο

ΕΗ = ΑΓ2 + ΓΒ2 > 2ΑΔ ⋅ ΔΒ = ΜΚ,

οπότε ΕΘ > ΜΚ (Β, Π, σελ. ). Άρα ΕΘ ≠ ΜΝ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 45 () Τομείζον διαιρείται με μοναδικό τρόποστα δύο μονώνυμά
του.

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι μείζον ευθύγραμμο τμήμα που διαιρείται
από το Γ ώστε τα ΑΓ, ΓΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα και σχηματίζουν ρητό
άθροισμα τετραγώνων και ορθογώνιο μέσο. Ισχυρίζομαι ότι δεν διαιρείται
με τέτοιο τρόπο η ΑΒ από άλλο σημείο.

Διότι αν διαιρείται από τοΔώστε ταΑΔ,ΔΒ να είναι δυνάμει ασύμμετρα
με ρητό άθροισμα τετραγώνων και μέσο ορθογώνιο, όσο διαφέρει το ΑΓ2+
ΓΒ2 από το ΑΔ2 + ΔΒ2 τόσο διαφέρει και το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ από το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ
(Λήμμα, Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΓ2+ΓΒ2, ΑΔ2+ΔΒ2 είναι ρητά εμβαδά
άρα και η διαφορά τους ρητή. Συνεπώς τα 2ΑΔ ⋅ ΔΒ, 2ΑΓ ⋅ ΓΒ διαφέρουν
κατά ρητό εμβαδό ενώ και τα δύο είναι μέσα, πράγμα αδύνατο (Π,
σελ. ).

Άρα ένα μείζον ευθύγραμμο τμήμα δεν διαιρείται από διαφορετικά ση-
μεία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 46 () Ηπλευράρητούσυνμέσουεμβαδούδιαιρείταιμεμοναδικό
τρόπο στα δύο μονώνυμά της.
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Απόδειξη. Έστω ότι ηΑΒ είναι πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού διαιρεμένη
με το Γ, ώστε τα ΑΓ, ΓΒ να είναι δυνάμει ασύμμετρα και να σχηματίζουν
μέσο άθροισμα τετραγώνων και ορθογώνιο ρητό. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒ
δεν διαιρείται έτσι από κανένα άλλο σημείο.

Διότι αν αυτό γίνεται από το Δ ώστε τα ΑΔ, ΔΒ να είναι δυνάμει
ασύμμετρα και να σχηματίζουν μέσο άθροισμα τετραγώνων και ορθογώνιο
ρητό, όσο διαφέρει το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ από το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ τόσο διαφέρει και το
ΑΔ2 + ΔΒ2 από το ΑΓ2 + ΓΒ2. Αλλά τα πρώτα διαφέρουν κατά ρητό
εμβαδό γιατί είναι ρητά, άρα κατά ρητό διαφέρουν και τα δεύτερα. Όμως
τα ΑΔ2 + ΔΒ2, ΑΓ2 + ΓΒ2 είναι και τα δύο μέσα και άρα δεν γίνεται να
διαφέρουν κατά ρητό (Π, σελ. ).

Συνεπώς η πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού διαιρείται με μοναδικό
τρόπο στα δύο μονώνυμά της· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 47 () Ηπλευράμέσουσυνμέσουεμβαδούδιαιρείται μεμοναδικό
τρόπο στα δύο μονώνυμά της.

Ζ Λ Η Κ

Ε Μ Θ Ν
Α

Δ
Γ

Β

Απόδειξη. Έστω ότι το Γ χωρίζει το ΑΒ
στα ΑΓ, ΓΒ δυνάμει ασύμμετρα με μέσο
άθροισμα τετραγώνων και μέσο ορθογώ-
νιο, και το ΑΓ2 + ΓΒ2 ασύμμετρο με το
ΑΓ⋅ΓΒ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒ δεν διαιρεί-
ται με αυτο τον τρόπο από άλλο σημείο.

Διότι ας διαιρείται και από το Δ και
ας υποθέσουμε ότι ΑΓ > ΔΒ. Θεωρούμε
ρητή ΕΖ και σχηματίζουμε ορθογώνιο ΕΗ
με πλευρά την ΕΖ και εμβαδόν ίσο με το
ΑΓ2 + ΓΒ2, και ορθογώνιο ΘΚ ισεμβαδικό με το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ. Άρα όλο το ΕΚ
είναι ισεμβαδικό με το ΑΒ2 (Β, Π, σελ. ).

Πάλι στην ΕΖ κατασκευάζουμε το ΕΛ ισεμβαδικό με τοΑΔ2+ΔΒ2, οπότε
το υπόλοιπο, το ορθογώνιο 2ΑΔ ⋅ ΔΒ είναι ισεμβαδικό με το υπόλοιπο
ΜΚ. Αλλά το ΑΓ2 + ΓΒ2 είναι μέσο άρα και το ΕΗ. Αλλά έχει πλευρά του
τη ρητή ΕΖ, συνεπώς η ΘΕ είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμετρη με την
ΕΖ.

Για τους ίδιους λόγους η πλευράΘΝ είναι ρητή και κατά μήκος ασύμμε-
τρη με την ΕΖ. Και επειδή το ΑΓ2+ΓΒ2 είναι ασύμμετρο με το ορθογώνιο
2ΑΓ ⋅ ΓΒ, είναι και το ΕΗ ασύμμετρο με το ΗΝ, οπότε και η ΕΘ είναι ασύμ-
μετρη με τη ΘΝ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Αλλά αυτές είναι και
ρητές. Άρα οι ρητές ΕΘ, ΘΝ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρες, οπότε η ΕΝ
είναι δυώνυμος διαιρεμένη από το Θ (Π, σελ. ).

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι διαιρείται και από το Μ. Και η ΕΘ
δεν είναι ίση με την ΜΝ. Άρα η δυώνυμος διαιρείται από δύο διαφορετικά
σημεία, άτοπο.
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Συνεπώς η πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού διαιρείται με μοναδικό
τρόπο στα δύο μονώνυμά της. 

Στμ: Οι επόμενοι ορισμοί ξεκινούν λαμβάνοντας ένα ρητό μέγεθος, ισο-
δύναμα, καθορίζεται η ρητή μονάδα. Με δεδομένη λοιπόν τη ρητή μονάδα
διαιρούνται οι δυώνυμοι σε  κλάσεις. Θέλουμε εδώ να τονίσουμε δη-
λαδή ότι δεν είναι σωστό να διαβαστούν οι παρακάτω ορισμοί σαν να
λένε «για οποιοδήποτε ρητό και δυώνυμο…», αλλά πρώτα καθορίζεται η
ρητή μονάδα και μετά ακολουθεί η κατηγοριοποίηση των διωνύμων. Στα
παραδείγματά μας θα θεωρούμε ως ρητή μονάδα το 1. Όπως έχουμε δει,
ένας δυώνυμος είναι της μορφής √𝜎1 + √𝜎2. Η κατηγοριοποίηση γίνεται
με βάση το αν ένα από τα 𝜎1 ή 𝜎2 είναι τετράγωνος και με βάση το αν η
πλευρά τετραγώνου με εμβαδόν |𝜎1−𝜎2|, δηλαδή η ποσότητα √|𝜎1 − 𝜎2|
είναι ή όχι σύμμετρη με το μεγαλύτερο από τα √𝜎1, √𝜎2.

Ας δούμε τους ορισμούς και θα επανέλθουμε στη συνέχεια με επεξηγή-
σεις.

Ορισμοί 2 ()

(oρ. 1) Θεωρούμε ρητό, και δυώνυμο διαιρεμένο στα μονώνυμά του. Αν
το τετράγωνο του μεγαλύτερου μονωνύμου υπερέχει του τετρα-
γώνου του μικρότερου κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης προς
την πλευρά του μεγαλυτέρου και το μεγαλύτερο μονώνυμο είναι
κατά μήκος σύμμετρο με το αρχικό ρητό, η δυώνυμος ονομάζεται
πρώτη δυώνυμος.

(oρ. 2) Αν το μικρότερο μονώνυμο είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό, η
δυώνυμος ονομάζεται δεύτερη δυώνυμος.

(oρ. 3) Αν κανένα από τα μονώνυμα δεν είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό,
η δυώνυμος ονομάζεται τρίτη δυώνυμος.

(oρ. 4) Αν πάλι το τετράγωνο του μεγαλύτερου μονωνύμου υπερέχει του
τετραγώνου του μικρότερου κατά τετράγωνο πλευράς ασύμμετρης
προς την πλευρά του μεγαλυτέρου και το μεγαλύτερο μονώνυμο
είναι κατά μήκος σύμμετρο με το αρχικό ρητό, η δυώνυμος ονομά-
ζεται τέταρτη δυώνυμος.

(oρ. 5) Αν το μικρότερο μονώνυμο είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό, η
δυώνυμος ονομάζεται πέμπτη δυώνυμος.

(oρ. 6) Αν κανένα από τα μονώνυμα δεν είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό,
η δυώνυμος ονομάζεται έκτη δυώνυμος.
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Στμ: Εφόσον θα έχει σημασία ότι το ένα από τα δύο μονώνυμα θα
είναι μεγαλύτερο θα συμβολίσουμε τον γενικό δυώνυμο με √𝜌+√𝜌√1 − 𝜆
όπου 𝜌, 𝜆 ∈ ℚ και 0 < 𝜆 < 1. Επιπλέον για να είναι δυώνυμος πρέπει να
μονώνυμα να είναι μεταξύ τους ασύμμετρα άρα θα πρέπει να προσθέσουμε
τη συνθήκη √1 − 𝜆 ∉ ℚ.

Επιλέγοντας ρητό το 𝜌0 = 1 η συνθήκη √𝜌/√𝜌0 ∈ ℚ σημαίνει ότι ο
𝜌 είναι τετράγωνο αριθμού του ℚ.

Τέλος η πλευρά τετραγώνου με εμβαδό τη διαφορά του 𝜌 και του
𝜌(1 − 𝜆) είναι √𝜌𝜆. Και ο λόγος της με τη μεγαλύτερη δυώνυμο είναι √𝜆.

Έτσι οι παραπάνω ορισμοί περιγράφουν τις εξής κατηγορίες (στα πα-
ρακάτω 𝜌, 𝜆 ∈ ℚ και 0 < 𝜆 < 1):
πρώτη δυώνυμος ρ + ρ√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ και √𝜆 ∈ ℚ.

Παράδειγμα: 𝜆 = 4/9, 𝜌 = 3, δυώνυμος: 3 + √5.

δεύτερη δυώνυμος ρ + ρ/√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ και √𝜆 ∈ ℚ. Αυτή η
μορφή προκύπτει επειδή τώρα στη μορφή √𝜌+√𝜌√1 − 𝜆 θα πρέπει
το√𝜌√1 − 𝜆 να είναι ρητός. Μετονομάζοντάς τον σε 𝜎 ∈ ℚ η αρχική
μορφή γράφεται 𝜎/√1 − 𝜆 + 𝜎 και μετονομάζοντας εκ νέου το 𝜎 σε
𝜌 προκύπτει η γραφή 𝜌 + 𝜌/√1 − 𝜆.
Παράδειγμα: 𝜆 = 4/9, 𝜌 = 5, δυώνυμος: 5 + 3√5.

τρίτη δυώνυμος √ρ + √ρ√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ, √𝜆 ∈ ℚ, √𝜌 ∉ ℚ,
√𝜌√1 − 𝜆 ∉ ℚ.

Παράδειγμα: 𝜆 = 4/9, 𝜌 = 18, δυώνυμος: 3√2 + √10.

τέταρτη δυώνυμος ρ + ρ√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ, √𝜆 ∉ ℚ.

Παράδειγμα: 𝜆 = 1/2, 𝜌 = 2, δυώνυμος: 2 + √2.

πέμπτη δυώνυμος ρ + ρ/√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ, √𝜆 ∉ ℚ. Η αλλαγή
της μορφής ομοίως με την δεύτερη δυώνυμο.

Παράδειγμα: 𝜆 = 1/2, 𝜌 = 1, δυώνυμος: 1 + √2.

έκτη δυώνυμος √ρ + √ρ√1 − λ με √1 − 𝜆 ∉ ℚ, √𝜆 ∉ ℚ και √𝜌 ∉ ℚ,
√𝜌√1 − 𝜆 ∉ ℚ.

Παράδειγμα: 𝜆 = 1/2, 𝜌 = 6, δυώνυμος: √2√3 + √3.
Προσοχή: οι παραπάνω τύποι ισχύουν εφόσον η ρητή μονάδα είναι 𝜌0 = 1
ή οποιοδήποτε άλλο στοιχείο του ℚ. Αν η ρητή μονάδα είναι της μορφής
√𝜌0 με 𝜌0 ∈ ℚ όλοι οι παραπάνω τύποι θα πολλαπλασιαστούν με √𝜌0.
Για παράδειγμα, αν η ρητή μονάδα μας είναι ο √2 o 3 + √5 δεν είναι
πρώτη δυώνυμος όπως γράψαμε παραπάνω, αλλά ο 3√2+√5√2 είναι.
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Αυτή η παρατήρηση είναι σημαντική για την κατανόηση της σύγχρονης
απόδειξης των Προτάσεων  έως , σελ.  παρακάτω.

Στμ: Οι επόμενες έξι προτάσεις κατασκευάζουν καθένα από τα έξι είδη
δυωνύμων, συνεπώς έτσι θα πρέπει να καταλάβουμε τις διατυπώσεις τους:
ως κατασκευή της κλάσης καθεμιάς δυωνύμου και όχι μιας συγκεκριμένης.
Σήμερα δηλαδή θα διατυπώναμε τις προτάσεις που ακολουθούν και λένε
«να βρεθεί η 𝑋 δυώνυμος» με τη φράση: «να κατασκευαστεί κάθε 𝑋 δυώ-
νυμος», όπου 𝑋 «πρώτη», «δεύτερη», «τρίτη» «τέταρτη», «πέμπτη»
ή «έκτη».

Πρόταση 48 () Να βρεθεί η πρώτη δυώνυμος.

Υλοποίηση: Στμ: Η κατασκευή που ακολουθεί κατασκευάζει τον πρώτο
δυώνυμο 𝜌+𝜌√1 − 𝜆 όπου 𝜌, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1 και √1 − 𝜆 ∉ ℚ. Στην
κατασκευή που ακολουθεί 𝜌 είναι το ΕΖ, και 𝜆 = ΒΓ/ΑΒ.

Ας θεωρήσουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροισμά
τους ΑΒ να έχει λόγο με το ΒΓ ίσο με λόγο τετράγωνου προς τετράγωνου
(φυσικού) αριθμού αλλά όχι με το ΓΑ. Θεωρούμε 𝛿 τη ρητή μονάδα και
έστω ΕΖ οποιοσδήποτε σύμμετρο με το 𝛿 ευθύγραμμο τμήμα. (Στμ: δηλαδή
θεωρεί οποιονδήποτε ΕΖ = 𝜌 ∈ ℚ.) Θεωρούμε τμήμα ΖΗ ώστε να ισχύει
ΒΑ/ΑΓ = ΕΖ2/ΖΗ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ). Έτσι το ΕΖ2 είναι σύμμετρο
με το ΖΗ2, αφού το ΒΑ/ΑΓ είναι (φυσικός) αριθμός προς (φυσικό) αριθμό.
Αφού ΕΖ ρητό είναι και το ΖΗ ρητό. Επειδή το ΒΑ/ΑΓ δεν είναι τετράγωνος
προς τετράγωνο τα ΕΖ και ΖΗ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Συνεπώς
τα ΕΖ και ΖΗ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα το ΕΗ είναι δυώνυμος (Π,
σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι είναι πρώτη δυώνυμος. Πράγματι, αφού ΒΑ > ΑΓ και
ΒΑ/ΑΓ = ΕΖ2/ΖΗ2 θα είναι και ΕΖ2 > ΖΗ2 (Β, Π, σελ. ). Θεωρούμε
𝜃 ώστε ΕΖ2 = ΖΗ2 + 𝜃2. Από την ΒΑ?ΑΓ = ΕΖ2/ΖΗ2, κατ᾽ αντιστροφή
θα είναι ΑΒ/ΒΓ = ΕΖ2/𝜃2 (Πόρισμά, Β, Π, σελ. ). O ΑΒ προς τον
ΒΓ όμως είναι τετράγωνος προς τετράγωνο, άρα και ο ΕΖ2/𝜃2. Άρα τα
ΕΖ, 𝜃 είναι κατά μήκος σύμμετρα (Π, σελ. )· δηλαδή το ΕΖ2 υπερέχει
του ΖΗ2 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με την ΕΖ. Και είναι ρητά
τα ΕΖ, ΖΗ και η ΕΖ σύμμετρη με την 𝛿.

Άρα η δυώνυμος ΕΗ είναι πρώτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 49 () Να βρεθεί η δεύτερη δυώνυμος.
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Υλοποίηση: Στμ: Η κατασκευή που ακολουθεί κατασκευάζει τη δεύτερη
δυώνυμο 𝜌 + 𝜌(√1 − 𝜆)−1 όπου 𝜌, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1 και √1 − 𝜆 ∉ ℚ.
Στην κατασκευή που ακολουθεί 𝜌 είναι το ΕΖ και 𝜆 = ΒΓ/ΑΒ.

Ας πάρουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροισμά τους ΑΒ
προς το ΒΓ να έχει λόγο όπως τετράγωνος (φυσικός) αριθμός προς τετρά-
γωνο, αλλά προς το ΑΓ να μην έχει τέτοιο λόγο (Λήμμα, Π, σελ. ).
Ας λάβουμε 𝛿 ρητή μονάδα και σύμμετρο με αυτή τμήμα ΕΖ, οπότε ΕΖ
ρητό. Επιλέγουμε τώρα το Η ώστε ΓΑ/ΑΒ = ΕΖ2/ΖΗ2 (Πόρισμα, Π,
σελ. ). Έτσι το ΕΖ2 είναι σύμμετρο με το ΖΗ2 (Π, σελ. ), οπότε
και το ΖΗ είναι ρητό. Αλλά το ΓΑ προς το ΑΒ δεν έχει λόγο τετράγωνο
προς τετράγωνο άρα ούτε και το ΕΖ2 με το ΖΗ2, δηλαδή τα ΕΖ, ΖΗ είναι
κατά μήκος ασύμμετρα (Π, σελ. )· άρα τα ΕΖ, ΖΗ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα. Οπότε το ΕΗ είναι δυώνυμος.

Θα δειχθεί ότι είναι και δεύτερη. Διότι επειδή ανάπαλιν είναι ΒΑ/ΑΓ =
ΖΗ2/ΖΕ2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ) ισχύει ΒΑ > ΑΓ, άρα και ΗΖ2 > ΖΕ2
(Β, Π, σελ. ). Έστω ΗΖ2 = ΕΖ2+𝜃2 και με αντιστροφή (Πόρισμα, Β,
Π, σελ. ) ισχύει ΑΒ/ΒΓ = ΖΗ2/𝜃2. Αλλά το ΑΒ προς το ΒΓ έχει λόγο
τετραγώνων άρα και τα ΖΗ2, 𝜃2, δηλαδή το ΖΗ είναι κατά μήκος σύμμετρο
με το 𝜃 (Π, σελ. )· οπότε το τετράγωνο του ΖΗ είναι μεγαλύτερο του
𝜃2 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με αυτή (τη ΖΗ). Συνεπώς τα
ρητά ΖΗ και ΖΕ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα και το μικρότερο μονώνυμο,
το ΕΖ, είναι προς τη 𝛿 σύμμετρο.

Άρα το ΕΗ είναι δεύτερη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 50 () Να βρεθεί η τρίτη δυώνυμος.

Υλοποίηση: Στμ: Η κατασκευή που ακολουθεί κατασκευάζει την τρίτη
δυώνυμο √𝜌+√𝜌√1 − 𝜆 όπου 𝜌, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1 και √𝜌, √𝜌(1 − 𝜆),
√1 − 𝜆 ∉ ℚ αλλά √𝜌 − 𝜌(1 − 𝜆) = √𝜌𝜆 ∈ ℚ. Στην κατασκευή που
ακολουθεί 𝜌 είναι το ΕΖ και 𝜆 = ΒΓ/ΑΒ.

Ας θεωρήσουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροισμά τους
ΑΒ να έχει λόγο με το ΒΓ τετράγωνο (φυσικό) αριθμό προς τετράγωνο,
αλλά αυτό να μη συμβαίνει με το ΑΓ. Ας θεωρήσουμε αριθμό 𝛿 που δεν
είναι τετράγωνος. και που με τα ΒΑ, ΑΓ να μην έχει λόγο τετράγωνου προς
τετράγωνο. Ας θεωρήσουμε επίσης ρητό 𝜀 και ΖΗ τμήμα ώστε 𝛿/ΑΒ =
𝜀2/ΖΗ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα τα 𝜀2, ΖΗ2 είναι σύμμετρα (Π,
σελ. ) και αφού 𝜀 ρητό, ρητό είναι και το ΖΗ. Επειδή δε ο λόγος 𝛿/ΑΒ
δεν είναι λόγος τετράγωνων τα 𝜀, ΖΗ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π,
σελ. ).

Βρίσκουμε τώρα σημείο Θ ώστε να ισχύει ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2 (Πό-
ρισμα, Π, σελ. ), τα ΖΗ2, ΗΘ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ), το ΖΗ
είναι ρητό, άρα ρητό είναι και το ΗΘ. Πάλι επειδή τα ΒΑ, ΑΓ δεν έχουν
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λόγο τετραγώνων τα ΖΗ, ΗΘ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ).
Συνεπώς το ΖΘ είναι δυώνυμος (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι τρίτη δυώνυμος.
Διότι, επειδή 𝛿/ΑΒ = 𝜀2/ΖΗ2 και ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2, δι’ ίσου θα είναι

𝛿/ΑΓ = 𝜀2/ΗΘ2 (Β, Π, σελ. ). Το 𝛿/ΑΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων,
άρα ούτε το 𝜀2/ΗΘ2 δηλαδή τα 𝜀, ΗΘ είναι κατά μήκος ασύμμετρα. Επειδή
ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2 συμπεραίνουμε ΖΗ2 > ΗΘ2 (Β, Π, σελ. ). Έστω
λοιπόν ΖΗ2 = ΗΘ2+𝜅2. Με αντιστροφή (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ) της
ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2 παίρνουμε ΑΒ/ΒΓ = ΖΗ2/𝜅2. Αλλά το ΑΒ/ΒΓ είναι
λόγος τετργώνων, άρα και το ΖΗ2/𝜅2, οπότε τα ΖΗ, 𝜅 είναι σύμμετρα.
Έτσι το ΖΗ2 υπερέχει του ΗΘ2 κατά τετράγωνο πλευράς 𝜅 σύμμετρης με
το ΖΗ. Και τα ΖΗ, ΗΘ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα και κανένα
δεν είναι σύμμετρο με το 𝜀.

Άρα η ΖΘ είναι τρίτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 51 () Να βρεθεί η τέταρτη δυώνυμος.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροι-
σμα ΑΒ να μην έχει λόγο τετράγωνων ούτε με το ΒΓ ούτε με το ΑΓ. Και
ας θεωρήσουμε ρητό 𝛿 και ως προς το 𝛿 κατά μήκος σύμμετρο ΕΖ· άρα ΕΖ
ρητό. Θεωρούμε και Η ώστε ΒΑ/ΑΓ = ΕΖ2/ΖΗ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ),
άρα τα ΕΖ2, ΑΗ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι και το ΖΗ είναι
ρητό. Επειδή τώρα το ΒΑ/ΑΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων το ίδιο ισχύει
για τα ΕΖ2, ΖΗ2, οπότε αυτά είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ).
Συνεπώς το ΕΗ είναι δυώνυμος.

Ισχυρίζομαι ότι είναι και τέταρτη δυώνυμος.
Διότι επειδή ΒΑ/ΑΓ = ΕΖ2/ΖΗ2 θα είναι ΕΖ2 > ΖΗ2 (Β, Π, σελ. ).

Έστω τώρα 𝜃 ώστε ΕΖ2 = ΖΗ2 + 𝜃2. Κατ’ αντιστροφή τώρα ΑΒ/ΒΓ =
ΕΖ2/𝜃2. Αλλά ο λόγος ΑΒ/ΒΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων οπότε ούτε
και ο ΕΖ2/𝜃2. Έτσι τα ΕΖ, 𝜃 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Συνεπώς
το ΕΖ2 υπερέχει του ΗΖ2 κατα τατράγωνο πλευράς 𝜃 ασύμμετρης με το
ΕΖ. Και είναι τα ΕΖ, ΖΗ ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα και το ΕΖ είναι
σύμμετρο με το 𝛿.

Άρα η δυώνυμος ΕΗ είναι τέταρτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 52 () Να βρεθεί η πέμπτη δυώνυμος.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροι-
σμά τους ΑΒ να μην έχει λόγο τετραγώνων με κανέναν από αυτούς (Λήμμα,
Π, σελ. ), και ρητό ευθύγραμμο τμήμα 𝛿 και προς αυτό κατά μήκος
σύμμετρο ΕΖ, οπότε ΕΖ ρητό. Και ας είναι ΓΑ/ΑΒ = ΕΖ2/ΖΗ2 (Πόρισμα,
Π, σελ. ).
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Έτσι, αφού ο λόγος ΓΑ/ΑΒ δεν είναι λόγος τετράγωνων ούτε και ο
ΕΖ2/ΖΗ2 είναι, άρα τα ΕΖ, ΖΗ είναι δυνάμει μόνο σύμμετροι. Οπότε το ΕΗ
είναι δυώνυμος (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι είναι πέμπτη δυώνυμος.
Διότι, αφού ΓΑ/ΑΒ = ΕΖ2/ΖΗ2, άρα και ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΖΕ2 (Πόρισμα,

Β, Π, σελ. ), οπότε ΗΖ2 > ΖΕ2 (Β, Π, σελ. ). Έστω λοιπόν οι
ΗΖ2 = ΕΖ2+𝜃2, και με αντιστροφή ΑΒ/ΒΓ = ΗΖ2/𝜃2 (Πόρισμα, Β, Π,
σελ. ). Αλλά ο λόγος ΑΒ/ΒΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων, άρα ούτε και
ο ΗΖ2/𝜃2, οπότε το ΖΗ είναι ασύμμετρο με το 𝜃 (Π, σελ. ). Συνεπώς
το ΖΗ2 υπερέχει του ΖΕ2 κατά τετράγωνο πλευράς 𝜃 ασύμμετρης με την
ΖΗ. Και είναι ρητά τα ΗΖ, ΖΕ, δυνάμει μόνο σύμμετρα και το μικρότερο ΕΖ
είναι κατά μήκος σύμμετρο με το ρητό 𝛿.

Άρα το ΕΗ είναι πέμπτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 53 () Να βρεθεί η έκτη δυώνυμος.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε δυο (φυσικούς) αριθμούς ΑΓ, ΓΒ ώστε το άθροι-
σμά τους ΑΒ να μην έχει λόγο τετραγώνων με κανέναν από αυτούς (Λήμμα,
Π, σελ. ), και αριθμό 𝛿 που δεν είναι τετράγωνος ούτε έχει λόγο με
τα ΒΑ, ΑΓ ίσο με λόγο τετράγωνων. Ας θεωρήσουμε ρητό 𝜀 και ΖΗ ώστε
𝛿/ΑΒ = 𝜀2/ΖΗ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα τα 𝜀2, ΖΗ2 είναι σύμμετρα
(Π, σελ. ). Το 𝜀 είναι ρητό, άρα και το ΖΗ. Και αφού ο λόγος 𝛿/ΑΒ δεν
είναι λόγος τετράγωνων ούτε και ο 𝜀2/ΖΗ2 είναι, άρα τα 𝜀, ΖΗ είναι δυνά-
μει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Βρίσκουμε Θ ώστε ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2
(Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα τα ΖΗ2, ΗΘ2 είναι σύμμετρα οπότε το ΘΗ2
είναι ρητό εμβαδό, άρα και το ΘΗ είναι ρητό. Αλλά ο λόγος ΒΑ/ΑΓ δεν
είναι λόγος τετράγωνων οπότε ούτε και ο ΖΗ2/ΗΘ2, και έτσι τα ΖΗ, ΗΘ
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ), και έτσι το ΖΘ είναι δυώνυμος.

Πρέπει να αποδειχθεί ότι είναι έκτη δυώνυμος.
Διότι επειδή 𝛿/ΑΒ = 𝜀2/ΖΗ2 και ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2, δι’ ίσου θα

είναι 𝛿/ΑΓ = 𝜀2/ΗΘ2 (Π, σελ. ). Ο δε λόγος 𝛿/ΑΓ δεν είναι λόγος
τετράγωνων, άρα ούτε και ο 𝜀2/ΗΘ2 οπότε το 𝜀 είναι ασύμμετρο με το
ΗΘ (Π, σελ. ). Αλλά είναι ασύμμετρο και με το ΖΗ. Δηλαδή καθένα
από τα ΖΗ, ΗΘ είναι κατά μήκος ασύμμετρο με το 𝜀. Αφού τώρα ΒΑ/ΑΓ =
ΖΗ2/ΗΘ2 έχουμε ότι ΖΗ2 > ΗΘ2 (Β, Π, σελ. ). Ας είναι 𝜅 ώστε
ΖΗ2 = ΗΘ2 + 𝜅2 και κατ’ αναστροφή από την ΒΑ/ΑΓ = ΖΗ2/ΗΘ2 θα
ισχύειΑΒ/ΒΓ = ΖΗ2/𝜅2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Πάλι, ο λόγοςΑΒ/ΒΓ
δεν είναι λόγος τετράγωνων οπότε ούτε και ο λόγος ΖΗ2/𝜅2, άρα τα ΖΗ,
𝜅 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι το ΖΗ2 υπερέχει του ΗΘ2 κατά
τετράγωνο πλευράς 𝜅 που είναι ασύμμετρη με το ΖΗ. Και τα ΖΗ, ΗΘ είναι
ρητά, δυνάμει μόνο σύμμετρα και κανένα από αυτά δεν είναι σύμμετρο με
το ρητό 𝜀.

Άρα το ΖΘ είναι έκτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Λήμμα 12 Έστω δύο τετράγωνα, τα ΑΒ, ΒΓ και ας είναι στην ίδια ευθεία τα
ΔΒ, ΒΕ· άρα είναι στην ίδια ευθεία τα ΖΒ, ΒΗ. Και ας συμπληρωθεί το παραλ-
ληλόγραμμο ΑΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι τετράγωνο και ότι το ΔΗ είναι
μέσο ανάλογο των ΑΒ, ΒΓ, και ακόμη ότι το ΔΓ είναι μέσο ανάλογο των ΑΓ,
ΓΒ.

Β

Α

Δ

Κ

Θ

Ε

Γ

Ζ

Η
Απόδειξη. Διότι, επειδή ΔΒ = ΒΖ και ΒΕ = ΒΗ,
έπεται ΔΕ = ΖΗ. Αλλά η ΔΕ είναι ίση με καθεμιά
εκ τωνΑΘ, ΚΓ η δε ΖΗ είναι ίση με καθεμιά εκ των
ΑΚ, ΘΓ (Β, Π, σελ. )· και καθεμιά των ΑΘ,
ΚΓ είναι ίση προς καθεμιά εκ των ΑΚ, ΘΓ. Άρα
το παραλληλόγραμμο ΑΓ είναι ισόπλευρο. Είναι
δε και ορθογώνιο, άρα το ΑΓ είναι τετράγωνο.

Και επειδή ΖΒ/ΒΗ = ΔΒ/ΒΕ αλλά ΖΒ/ΒΗ =
ΑΒ/ΔΗ, και ΔΒ/ΒΕ = ΔΗ/ΒΓ, άρα ΑΒ/ΔΗ =

ΔΗ/ΒΓ (Β, Π, σελ. ). Άρα το ΔΗ είναι μέσο ανάλογο των ΑΒ, ΒΓ.
Ισχυρίζομαι τώρα ότι τοΔΓ είναι μέσο ανάλογο τωνΑΓ, ΓΒ. Διότι επειδή

ΑΔ/ΔΚ = ΚΗ/ΗΓ, διότι είναι ίση καθεμιά προς καθεμιά αντιστοίχως· και
με σύνθεση (Β, Π, σελ. ) ισχύει ΑΚ/ΚΔ = ΚΓ/ΓΗ, αλλά ΑΚ/ΚΔ =
ΑΓ/ΓΔ και ΚΓ/ΓΗ = ΔΓ/ΓΒ. Συνεπώς ΑΓ/ΔΓ = ΔΓ/ΒΓ. Έτσι, το ΔΓ
είναι μέσο ανάλογο των ΑΓ, ΓΒ όπως ήταν να δειχθεί. 

Πρόταση 54 () Η πλευρά τετραγώνου ισεμβαδικού με ορθογώνιο με τη
μία πλευρά ρητή και τη άλλη πρώτη δυωνύμη είναι η άλογη που ονομάσαμε
δυώνυμη.

Στμ: προσοχή στο ότι η ρητή πλευρά είναι η ρητή βάσει της οποίας
ορίζεται η δυώνυμη. Άρα αν η δυώνυμη γραφτεί στη μορφή 𝜌 + 𝜌√1 − 𝜆
με 𝜌, 𝜆, √𝜆 ∈ ℚ και √1 − 𝜆 ∉ ℚ, τότε το 𝜌 πρέπει να είναι σύμμετρο
με τη ρητή πλευρά. Δεν είναι σωστό δηλαδή να θεωρήσουμε τη δυώνυμη
ανεξάρτητα ορισμένη από τη ρητή πλευρά του ορθογωνίου. Αλλιώς αν η
ρητή είναι ίση με 1 η δυώνυμη μπορεί να είναι η 1 + √1 − 1/4, ενώ αν η
ρητή πλευρά είναι η√5 η δυώνυμη μπορεί να είναι η 2√5+2√5√1 − 1/4.
Πράγματι η τελευταία παράσταση είναι πρώτη δυώνυμη, αφού τώρα η
ρητή που έχει καθοριστεί είναι η √5 και το 2√5 είναι πράγματι σύμμετρο
με το √5 όπως προβλέπει ο ορισμός της πρώτης δυωνύμου.

Αυτό μας επιτρέπει στη «σύγχρονη» απόδειξη να πάρουμε τη ρητή
πλευρά ίση με 1. Το ίδιο σχόλιο ισχύει και στις επόμενες προτάσεις που
ασχολούνται με παρόμοια θέματα.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Επιλέγοντας ΑΒ = 1, η πρώτη δυώνυμη ΑΔ είναι
της μορφής 𝜌+𝜌√1 − 𝜆 όπου 𝜌0, 𝜆,√𝜆 ∈ ℚ και 0 < 𝜆 < 1 με√1 − 𝜆 ∉ ℚ.
Άρα η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου με το ορθογώνιο ΑΒ × ΑΔ έχει
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μήκος

√𝜌 + 𝜌√1 − 𝜆 = √𝜌√1 + √1 − 𝜆.
Αυτή η τελευταία ποσότητα πρέπει να αποδειχθεί ότι είναι άλογη δυώ-
νυμη. Αλλά αυτό προκύπτει εύκολα αφού ελέγξουμε ότι

√1 + √1 − 𝜆 = 1
√2√1 + √𝜆 + 1

√2√1 − √𝜆,

και παρατηρήσουμε ότι από την υπόθεση προκύπτει 𝜌+𝜌√𝜆, 𝜌−𝜌√𝜆 ∈
ℚ καθώς και ότι

√
1 + √𝜆
1 − √𝜆 = √

1 − 𝜆
(1 − √𝜆)2 ∉ ℚ,

αφού √𝜆 ∈ ℚ και √1 − 𝜆 ∉ ℚ. 
«πρωτότυπη»: Ας έχει το ορθογώνιο ΑΓ ρητή πλευρά την ΑΒ και

πρώτη δυώνυμη την ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώ-
νου είναι η άλογη που ονομάσαμε δυώνυμη.

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Διότι, επειδή η ΑΔ είναι δυώνυμη ας διαιρεθεί στα μονώνυμά της από το
σημείο Ε, και ας είναι ΑΕ > ΕΔ. Φανερά τα ρητά ΑΕ, ΕΔ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα και το ΑΕ σύμμετρο με το √ΑΕ2 − ΕΔ2, και το ΑΕ σύμμετρο με
το ρητό ΑΒ (Ορ, σελ. ).

Χωρίζουμε την ΕΔ με το μέσο του Ζ. Επειδή το ΑΕ2 υπερέχει του
ΕΔ2 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης προς αυτήν (δηλαδή τα ΑΕ,
√ΑΕ2 − ΕΔ2 είναι σύμμετρα), άρα αν κατασκευαστεί στην μεγαλύτερη,
την ΑΕ, παραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του τετραγώνου
της μικρότερης, δηλαδή με εμβαδόν ΕΔ2/4 = ΕΖ2, από το οποίο να λείπει
σχήμα τετράγωνο, αυτό διαιρεί την ΑΕ σε μέρη σύμμετρα (Π, σελ. ).
Ας κατασκευαστεί λοιπόν στην ΑΕ το ορθογώνιο με μία πλευρά το ΑΗ
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και την άλλη πλευρά ίση με ΗΕ. Δηλαδή ΑΗ ⋅ ΗΕ = ΕΖ2 και η ΑΗ είναι
σύμμετρη με την ΗΕ. Φέρνουμε από τα Η, Ε, Ζ παράλληλες προς τις ΑΒ,
ΓΔ, τις ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ. Και ας κατασκευαστεί τετράγωνο ΣΝ ισεμβαδικό με το
παραλληλόγραμμο ΑΘ και τετράγωνο ΝΠ ισεμβαδικό με το ΗΚ (Β, Π,
σελ. ), και ας είναι συνευθειακά τα ΜΝ, ΝΞ καθώς και τα ΡΝ, ΝΟ. Ας
συμπληρωθεί και το παραλληλόγραμμο ΣΠ, οπότε το ΣΠ είναι τετράγωνο
(Λήμμα, Π, σελ. ).

Αλλά ΑΗ ⋅ ΗΕ = ΕΖ2 και άρα ΑΗ/ΕΖ = ΖΕ/ΕΗ (Β, Π, σελ. ),
άρα και |ΑΘ|/|ΕΛ| = |ΕΛ|/|ΚΗ| (Β, Π, σελ. ), άρα το |ΕΛ| είναι μέσο
ανάλογο των |ΑΘ|, |ΗΚ|. Όμως |ΑΘ| = |ΣΝ| και |ΗΚ| = |ΝΠ|, οπότε το |ΕΛ|
είναι μέσο ανάλογο των |ΣΝ|, |ΝΠ|. Αλλά είναι και το |ΜΡ| (Λήμμα, Π,
σελ. ). Συνεπώς |ΕΛ| = |ΜΡ| οπότε και |ΕΛ| = |ΟΞ| (Β, Π, σελ. ).
Αλλά είναι και |ΑΘ| + |ΗΚ| = |ΣΝ| + |ΝΠ|. Δηλαδή |ΑΓ| = |ΣΠ| = ΜΞ2.
Άρα το τετράγωνο του ΜΞ είναι ισεμβαδικό με το ΑΓ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το ΜΞ είναι δυώνυμο.

Διότι επειδή η ΑΗ είναι σύμμετρη με την ΗΕ, είναι και η ΑΕ σύμμετρη
με καθεμιά εκ των ΑΗ, ΗΕ (Π, σελ. ). Αλλά από την υπόθεση και τα
ΑΕ, ΑΒ είναι σύμμετρα, άρα και τα ΑΗ, ΗΕ είναι σύμμετρα με το ΑΒ (Π,
σελ. ). Το ΑΒ είναι ρητό άρα ρητά είναι και τα ΑΗ, ΗΕ, οπότε είναι
ρητά και τα |ΑΘ|, |ΗΚ| (Π, σελ. ), και είναι σύμμετρο το |ΑΘ| με το
|ΗΚ|. Αλλά |ΑΘ| = |ΣΝ| και |ΗΚ| = |ΝΠ|· άρα και τα |ΣΝ|, |ΝΠ|, δηλαδή
τα ΜΝ2, ΝΞ2 είναι ρητά και σύμμετρα. Επειδή το ΑΕ είναι ασύμμετρο με
το ΕΔ αλλά η ΑΕ είναι σύμμετρο με το ΑΗ και η ΔΕ είναι σύμμετρο με το
ΕΖ, άρα και το ΑΗ είναι ασύμμετρο με το ΕΖ (Π, σελ. ). Οπότε και το
|ΑΘ| είναι ασύμμετρο με το |ΕΛ| (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Αλλά
|ΑΘ| = |ΣΝ| και |ΕΛ| = |ΜΡ|, άρα το |ΣΝ| είναι ασύμμετρο με το |ΜΡ|. Αλλά
|ΣΝ|/|ΜΡ| = |ΟΝ|/|ΝΡ| (Β, Π, σελ. )· άρα το ΟΝ είναι ασύμμετρο με
το ΝΡ. (Π, σελ. ). Είναι και ΟΝ = ΜΝ και ΝΡ = ΝΞ· άρα το ΜΝ είναι
ασύμμετρο με το ΝΞ. Και το ΜΝ2 είναι σύμμετρο με το ΝΞ2 και είναι και
ρητά. Έτσι τα ρητά ΜΝ, ΝΞ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Το ΜΞ λοιπόν είναι δυώνυμο και το τετράγωνό του είναι ισεμβαδικό
με το ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 55 () Αν ένα ορθογώνιο έχει τη μια του πλευρά ρητή και την
άλλη δεύτερη δυώνυμη τότε η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η άλογη
που ονομάσαμε εκ δύο μέσων πρώτη.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) η ρητή πλευρά είναι 1 οπότε η η δυώνυμος είναι
της μορφής 𝜌0 + 𝜌0/√1 − 𝜆 με 𝜌0, 𝜆, √𝜆 ∈ ℚ και √1 − 𝜆 ∉ ℚ. Πρέπει
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έτσι να δείξουμε ότι ο αριθμός

√𝜌0 + 𝜌0
√1 − 𝜆 = √𝜌0 √1 + 1

√1 − 𝜆
είναι εκ δύο μέσων πρώτη. Αυτό προκύπτει αμέσως αφού ελέγξουμε την
ταυτότητα

√1 + 1
√1 − 𝜆 = 1

√2
4
√

1 − √𝜆
1 + √𝜆 + 1

√2
4
√

1 + √𝜆
1 − √𝜆 = 4√𝜎 + 𝜌

4√𝜎 ,

με 𝜌 = 1/2 και

𝜎 = 1
4
1 − √𝜆
1 + √𝜆 ∈ ℚ (αφού √𝜆 ∈ ℚ)

και √𝜎 ∉ ℚ (δείτε Πίνακα σελίδα ). 
«πρωτότυπη»: Διότι ας περιέχεται το χωρίο ΑΒΓΔ υπό της ρητής ΑΒ

και της δεύτερης δυωνύμου ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού με
το ΑΓ τετραγώνου είναι πρώτη εκ των δύο μέσων.

Διότι, επειδή η ΑΔ είναι δεύτερη δυώνυμη, ας διαιρεθεί αυτή στα μο-
νώνυμά της από το σημείο Ε, ώστε το μεγαλύτερο μονώνυμο να είναι το
ΑΕ. Οπότε ρητά είναι τα ΑΕ και ΕΔ και δυνάμει μόνο σύμμετρα, ενώ η
ΑΕ είναι σύμμετρη με την √ΑΕ2 − ΕΔ2, και το μικρότερο μονώνυμο ΕΔ
είναι σύμμετρο με το ΑΒ. Έστω ότι το Ζ είναι το μέσο του ΕΔ και ας κα-
τασκευαστεί στην ΑΕ ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με μήκη πλευρών τα
ΑΗ και ΗΕ ώστε να είναι ισεμβαδικό με το ΕΖ2 από το οποίο ορθογώνιο
να λείπει τετράγωνο σχήμα (στμ: δηλαδή το ΑΩ είναι ισεμβαδικό με το
ΕΖ2 και ΗΕ = ΗΩ). Έτσι η ΑΗ είναι σύμμετρη με την ΗΕ (Π, σελ. ).

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Από τα Η, Ε, Ζ φέρνουμε παράλληλες στην ΑΒ, τις ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ. Για το
παραλληλόγραμμο ΑΘ κατασκευάζουμε ισεμβαδικό τετράγωνο, το ΣΝ και
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για το παραλληλόγραμμο ΗΚ κατασκευάζουμε ισεμβαδικό τετράγωνο ΝΠ
ώστε να είναι στην ίδια ευθεία τα ΜΝ και ΝΞ καθώς και τα ΡΝ και ΝΟ.
Συμπληρώνουμε και το τετράγωνο ΣΠ. Φανερά από τα προηγούμενα
(Λήμμα, Π, σελ. ) το μέσο ΜΡ είναι μέσο ανάλογο των ΣΝ, ΝΠ και
ισεμβαδικό με το ΕΛ (Π, σελ. ), και ότι ΜΞ2 = ΑΓ (Π, σελ. ).
Μένει να δειχθεί ότι η ΜΞ είναι πρώτη εκ δύο μέσων.

Επειδή η ΑΕ είναι ασύμμετρη με την ΕΔ και η ΕΔ είναι σύμμετρη με την
ΑΒ έπεται ότι η ΑΕ είναι ασύμμετρη με την ΑΒ (Π, σελ. ). Και επειδή
η ΑΗ είναι σύμμετρη με την ΗΕ είναι και η ΑΕ σύμμετρη με καθεμιά από
της ΑΗ, ΗΕ (Π, σελ. ). Συνεπώς τα ΑΗ, ΕΗ είναι ασύμμετρα με την ΑΒ
(Π, σελ. ). Έτσι τα ΑΒ, ΑΗ, ΗΕ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα,
οπότε καθένα από τα ΑΘ, ΗΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Άρα καθένα από
τα ΣΝ, ΝΠ είναι μέσο και έτσι τα ΜΝ, ΝΞ είναι μέσα. Επειδή η ΑΗ είναι
ασύμμετρη με την ΗΕ είναι σύμμετρο και το ΑΘ με το ΗΚ δηλαδή το ΣΝ με
το ΝΠ. Οπότε και το ΜΝ2 με το ΝΞ2 (δηλαδή τα ΜΝ, ΝΞ είναι δυνάμει
σύμμετρα (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. )).

Τώρα, η ΑΕ είναι ασύμμετρη με την ΕΔ, η ΑΕ σύμμετρη με την ΑΗ και
η ΕΔ σύμμετρη με την ΕΖ, άρα η ΑΗ είναι ασύμμετρη με την ΕΖ (Π,
σελ. ). Άρα αι το ΑΘ είναι ασύμμετρο με το ΕΛ, δηλαδή το ΣΝ με το
ΜΡ, δηλαδή η ΟΝ με την ΝΡ, και άρα ασύμμετρα είναι τα ΜΝ και ΝΞ (Β,
Π, σελ.  και Π, σελ. ). Συμπεραίνουμε ότι τα ΜΝ, ΝΞ είναι μέσα,
δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το ορθογώνιό τους είναι ρητό. Από την υπόθεση
η ΔΕ είναι σύμμετρη με καθεμιά από τις ΑΒ, ΕΖ οπότε η ΕΖ είναι σύμμετρη
με την ΕΚ. Και καθεμιά τους είναι ρητή, άρα είναι ρητό το ΕΑ, οπότε και
το ΜΡ (Π, σελ. ). Αλλά ΜΡ = ΜΝ ⋅ ΝΞ.

Αλλά αν δυο μέσα δυνάμει μόνο σύμμετρα τμήματα προστεθούν και
περιέχουν ρητό ορθογώνιο το άθροισμά τους είναι η άλογη πρώτη εκ δύο
μέσων.

Η ΜΞ λοιπόν είναι πρώτη εκ δύο μέσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 56 () Αν ένα ορθογώνιο έχει τη μια του πλευρά ρητή και την
άλλη τρίτη δυώνυμη τότε η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η άλογη
που ονομάσαμε εκ δύο μέσων δεύτερη.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) η ρητή πλευρά είναι 1 οπότε η η δυώνυμος
είναι της μορφής √𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆 με 𝜌0, 𝜆, √𝜆 ∈ ℚ και √𝜌0, √1 − 𝜆,
√𝜌0√1 − 𝜆 ∉ ℚ. Πρέπει έτσι να δείξουμε ότι ο αριθμός

√√𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆 = 4√𝜌0 √1 + √1 − 𝜆
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είναι εκ δύο μέσων δεύτερη. Αυτό προκύπτει αμέσως αφού ελέγξουμε την
ταυτότητα

√1 + √1 − 𝜆 = 4√(1 + √𝜆)2/4 +
4√(1 + √𝜆)2/4

√
1+√𝜆
1−√𝜆

= 4√𝜎 +
4√𝜎
√𝜌

με 𝜌 = (1+√𝜆)/(1−√𝜆) ∈ ℚ και 𝜎 = (1+√𝜆)2/4 ∈ ℚ, αφού √𝜆 ∈ ℚ)
και √𝜎, √𝜌, √𝜎/𝜌 ∉ ℚ (δείτε Πίνακα σελίδα ). 

«πρωτότυπη»: Ας είναι το ορθογώνιο ΑΒΓΔ με ρητή την ΑΒ και τρίτη
δυώνυμο την ΑΔ διαιρεμένη στα μονώνυμά της από το σημείο Ε με μεγα-
λύτερο το ΑΕ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά τετραγώνου ισεμβαδικού με το
ΑΓ είναι η άλογη που ονομάσαμε δεύτερη εκ δύο μέσων.

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Διότι ας γίνει η ίδια κατασκευή με την προηγούμενη πρόταση. Επειδή
η δυώνυμος ΑΔ είναι τρίτη δυώνυμος, τα ρητά ΑΕ, ΕΔ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα και η ΑΕ σύμμετρη με το √ΑΕ2 − ΕΔ2, και καμιά από τις ΑΕ, ΕΔ
δεν είναι σύμμετρη με την ΑΒ. Με τον ίδιο τρόπο όπως στα προηγούμενα
θεωρήματα δείχνουμε ότιΜΞ2 = |ΑΓ| και ότι τα μέσαΜΝ,ΝΞ είναι δυνάμει
μόνο σύμμετρα. Οπότε το ΜΞ αποτελείται από δύο μέσα τμήματα.

Πρέπει να δειχθεί ότι είναι και δεύτερη εκ δύο μέσων.
Επειδή η ΔΕ είναι ασύμμετρη με την ΑΒ, και άρα με την ΕΚ, είναι και η

ΔΕ σύμμετρη με την ΕΖ, άρα η ΕΖ είναι ασύμμετρη με την ΕΚ (Π, σελ. ).
Και είναι και ρητές, άρα οι ΖΕ, ΕΚ είναι ρητές και δυνάμει μόνο σύμμετρες.
Άρα το ΕΛ, δηλαδή τ ο ΜΡ είναι μέσο, και περιέχεται στις ΜΝ και ΝΞ, άρα
το ΜΝ ⋅ ΝΞ είναι μέσο.

Η ΜΞ είναι δεύτερη εκ δύο μέσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 57 () Αν ένα ορθογώνιο έχει τη μια του πλευρά ρητή και την
άλλη τέταρτη δυώνυμη τότε η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η άλογη
που ονομάσαμε μείζων.



 Μέρος Ι

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) η ρητή πλευρά είναι 1 οπότε η η δυώνυμος
είναι της μορφής √𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆 με 𝜌0, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1, και √𝜆,
√1 − 𝜆 ∉ ℚ. Πρέπει έτσι να δείξουμε ότι ο αριθμός

√√𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆

είναι μείζων. Αυτό προκύπτει αμέσως αφού (Π, σελ. )

√1 + √1 − 𝜆 = 1
√2√1 + √𝜆 + 1

√2√1 − √𝜆,

οπότε ο αριθμός που ελέγχουμε είναι μείζων με 𝜌 = 𝜌0 και 𝜆 = 1−4𝜎/𝜌2
ισοδύναμα 𝜎 = 𝜌2(1 − 𝜆)/4. Με αυτές τις επιλογές εύκολα ελέγχουμε ότι
ικανοποιούνται οι απαραίτητες προϋποθέσεις (δείτε Πίνακα σελίδα ).


«πρωτότυπη»: Ας περιέχεται το ορθογώνιο ΑΓ στη ρητή πλευρά ΑΒ

και στην τέταρτη δυώνυμη ΑΔ διαιρεμένη από τα Ε στα μονώνυμά της με
μεγαλύτερο το ΑΕ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά τετραγώνου ισεμβαδικού με
το ΑΓ είναι η άλογη που ονομάσαμε μείζων.

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Διότι επειδή η δυώνυμη ΑΔ είναι τέταρτη, οι ρητές ΑΕ και ΕΔ είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρες και η ΑΕ είναι ασύμμετρη με το √ΑΕ2 − ΕΔ2, και
η ΑΕ είναι σύμμετρη με την ΑΒ. Χωρίζουμε σε δύο ίσα μέρη το ΔΕ με το
σημείο Ζ και στην ΑΕ κατασκευάζουμε ορθογώνιο ΑΗ× ΗΕ ισεμβαδικό με
το ΕΖ2· άρα η ΑΗ είναι ασύμμετρη με την ΗΕ (Π, σελ. ). Φέρνουμε
της ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ παράλληλες προς την ΑΒ και ας γίνει όπως και πριν η ίδια
κατασκευή (Π, σελ. ). Φανερά ΜΞ2 = |ΑΓ|. Τώρα πρέπει να δειχθεί
ότι η ΜΞ είναι η άλογη που ονομάσαμε μείζων.

Επειδή η ΑΗ είναι σύμμετρη με την ΕΗ και το ΑΘ ασύμμετρο με το ΗΚ,
άρα και το ΣΝ με τοΝΠ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ), άρα ταΜΝ,ΝΞ
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είναι δυνάμει ασύμμετρα. Και επειδή η ΑΕ είναι σύμμετρη με την ΑΒ, το ΑΚ
είναι ρητό (Π, σελ. ), και ίσο με το ΜΝ2 +ΝΞ2, οπότε το άθροισμα
ΜΝ2+ΝΞ2 είναι ρητό. Αλλά η ΔΕ είναι σύμμετρη με την ΑΒ, οπότε και με
την ΕΚ (Π, σελ. ), αλλά η ΔΕ είναι σύμμετρη με την ΕΖ, άρα η ΕΖ είναι
ασύμμετρη με την ΕΚ (Π, σελ. ). Δηλαδή οι ρητές ΕΚ, ΕΖ είναι δυνάμει
μόνο σύμμετρες. Άρα το ΛΕ, δηλαδή το ΜΡ, είναι μέσο (Π, σελ. ).
Και περιέχεται στις ΜΝ, ΝΞ. Άρα το ΜΝ × ΝΞ είναι μέσο, το άθροισμα
Μ2 + ΝΞ2 είναι ρητό και τα ΜΝ, ΝΞ είναι δυνάμει ασύμμετρα. Αν όμως
προστεθούν δυο ευθύγραμμα τμήματα δυνάμει ασύμμετρα με άθροισμα
τετραγώνων ρητό και ορθογώνιο μέσο το άθροισμα που προκύπτει είναι
μείζων.

Η ΜΞ συνεπώς είναι η άλογη που ονομάσαμε μείζων και το τετράγωνό
της είναι ισεμβαδικό με το ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 58 () Αν ένα ορθογώνιο έχει τη μια του πλευρά ρητή και την
άλλη πέμπτη δυώνυμη τότε η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η άλογη
που ονομάσαμε πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) η ρητή πλευρά είναι 1 οπότε η η δυώνυμος
είναι της μορφής 𝜌0 + 𝜌0/√1 − 𝜆 με 𝜌0, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1, και √𝜆,
√1 − 𝜆 ∉ ℚ. Πρέπει έτσι να δείξουμε ότι ο αριθμός

√𝜌0 + 𝜌0
√1 − 𝜆

είναι πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού. Αυτό προκύπτει, αφού (Π,
σελ. )

√1 + 1
√1 − 𝜆 = 1

√2
4
√

1 − √𝜆
1 + √𝜆 + 1

√2
4
√

1 + √𝜆
1 − √𝜆.

Αναδιατάσσοντας τους παραπάνω όρους, ξαναγράφουμε

√𝜌0 + 𝜌0
√1 − 𝜆 = 1

√2
4
√

𝜌20
1 − 𝜆 (√1 + √𝜆 + √1 − √𝜆) ,

όπου χρησιμοποιήσαμε την παρατήρηση ότι 1 − 𝜆 = (1 + √𝜆)(1 − √𝜆).
Αν τώρα θέσουμε 𝜎 = 𝜌20/(1 − 𝜆) και 𝜌 = 𝜌0/2, τότε η παραπάνω
έκφραση είναι στη μορφή της πλευράς ρητού συν μέσου εμβαδού όπως
παρουσιάζεται στον Πίνακα της σελίδα . 

«πρωτότυπη»: Ας παριέχεται το ορθογώνιο ΑΓ στη ρητή ΑΒ και στην
πέμπτη δυώνυμοΑΔ διαιρεμένη από τα Ε στα μονώνυμά της με μεγαλύτερο
το ΑΕ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου με το ΑΓ είναι
η άλογη που ονομάσαμε πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού.



 Μέρος Ι

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Πράγματι, ας γίνει η ίδια κατασκευή με τις προηγούμενες προτάσεις.
Φανερά ΜΞ2 = |ΑΓ|. Πρέπει να αποδειχθεί ότι η ΜΞ είναι πλευρά ρητού
και μέσου εμβαδού.

Διότι επειδή η ΑΗ είναι ασύμμετρη με την ΗΕ (Π, σελ. ) άρα και
το ΑΘ είναι ασύμμετρο με το ΘΕ, δηλαδή το ΜΝ2 είναι ασύμμετρο με το
ΝΞ2 (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Άρα τα ΜΝ και ΝΞ είναι δυνάμει
ασύμμετρα. Και επειδή η ΑΔ είνα πέμπτη δυώνυμος και το ΕΔ είναι το
μικρότερο από το δυο της μονώνυμα, η ΔΕ είναι σύμμετρη με την ΑΒ.
Αλλά η ΑΕ είναι ασύμμετρη με την ΕΔ, άρα και η ΑΒ είναι ασύμμετρη με
την ΑΕ (Π, σελ. ) (δηλαδή τα ΑΒ, ΑΕ είναι ρητά και δυνάμει μόνο
σύμμετρα). Έτσι το ΑΚ, δηλαδή το ΜΝ2+ΝΞ2 είναι μέσο (Π, σελ. ).
Και επειδή η ΔΕ είναι σύμμετρη με την ΑΒ, άρα και με την ΕΚ, αλλά η ΔΕ
είναι σύμμετρη με την ΕΖ συμπεραίνουμε ότι και η ΕΖ είναι σύμμετρη με
την ΕΚ (Π, σελ. ). Και είναι ρητή η ΕΚ· άρα ρητό είναι και το ΕΛ,
δηλαδή το ΜΡ, δηλαδή το ορθογώνιο ΜΝ × ΝΞ (Π, σελ. )· άρα τα
ΜΝ, ΝΞ είναι δυνάμει ασύμμετρα, με μέσο άθροισμα τετραγώνων και ρητό
ορθογώνιο.

Η ΜΞ λοιπόν είναι πλευρά ρητού και μέσου εμβαδού και το τετράγωνό
της είναι ισεμβαδικό με το ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 59 () Αν ένα ορθογώνιο έχει τη μια του πλευρά ρητή και την
άλλη έκτη δυώνυμη τότε ηπλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι η άλογηπου
ονομάσαμε πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) η ρητή πλευρά είναι 1 οπότε η η δυώνυμος είναι
της μορφής √𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆 με 𝜌0, 𝜆 ∈ ℚ με 0 < 𝜆 < 1, και √𝜌0, √𝜆,
√1 − 𝜆, √𝜌0(1 − 𝜆) ∉ ℚ. Πρέπει έτσι να δείξουμε ότι ο αριθμός

√√𝜌0 + √𝜌0√1 − 𝜆
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είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού. Γνωρίζουμε ότι

√1 + √1 − 𝜆 = 1
√2√1 + √𝜆 + 1

√2√1 − √𝜆,

(Π, σελ. ) οπότε ο αριθμός που ελέγχουμε είναι πλευρά μέσου συν
μέσου εμβαδού αν θέσουμε 𝜎 = 𝜌0 και 𝜌 = 𝜌0(1 − 𝜆)/4. Με αυτές τις επι-
λογές εύκολα ελέγχουμε ότι ικανοποιούνται οι απαραίτητες προϋποθέσεις
(δείτε Πίνακα σελίδα ). 

«πρωτότυπη»: Ας περιέχεται το ορθογώνιο ΑΒΓΔ στη ρητή ΑΒ και
στην έκτη δυώνυμο ΑΔ, διαιρεμένης από το Ε στα μονώνυμά της με μεγα-
λύτερο το ΑΕ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου με το
ΑΓ είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

Α ΔΗ Ζ

Β ΓΘ Κ Λ

ΕΩ

Σ Ο

Ρ Π

Μ ΞΝ

Ας γίνει η ίδια κατασκευή με τις προηγούμενες αποδείξεις. Φανερά
ΜΞ2 = |ΑΓ| και η ΜΝ είναι με την ΝΞ δυνάμει ασύμμετρες (Π, σελ. ).
Και επειδή η ΑΕ είναι ασύμμετρη με την ΑΒ, οι πλευρές ΑΕ, ΑΒ είναι ρητές
και δυνάμει μόνο σύμμετρες. Άρα το ΑΚ, ισοδύναμα το ΜΝ2 + ΝΞ2 είναι
μέσο (Π, σελ. ). Πάλι, επειδή η ΕΔ είναι ασύμμετρη με την ΑΒ, η
ΖΕ είναι ασύμμετρη με την ΕΚ (Π, σελ. ). Άρα τα ΖΕ, ΕΚ είναι ρητά,
δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε το ΕΛ, ισοδύναμα το ΜΡ, ισοδύναμα το
ΜΝ×ΝΞ είναι μέσο (Π, σελ. ). Και επειδή το ΑΕ είναι ασύμμετρο με
το ΕΖ και το ΑΚ ασύμμετρο με το ΕΛ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ).
Αλλά ΑΚ = ΜΝ2 + ΝΞ2 και ΕΛ = ΜΝ ⋅ ΝΞ, άρα το ΜΝ2 + ΝΞ2 είναι
ασύμμετρο με το ΜΝ × ΝΞ. Και καθένα από αυτά είναι μέσο και τα ΜΝ.
ΝΞ είναι δυνάμει ασύμμετρα.

Η ΜΞ λοιπόν είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού και το τετράγωνό
της είναι ισεμβαδικό με το ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Λήμμα 13 Αν ευθύγραμμοτμήματμηθεί σε δυοάνισατμήματατότε τοάθροι-
σμα των τετραγώνων αυτών των τμημάτων είναι μεγαλύτερο του διπλάσιου
του ορθογωνίου που περιέχεται σε αυτά.
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Απόδειξη. Πράγματι, έστω ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ χωρίζεται σε δυο
άνισα τμήματα από το Γ με μεγαλύτερο τοΑΓ. Ισχυρίζομαι ότιΑΓ2+ΓΒ2 >
2ΑΓ ⋅ ΓΒ.

Διότι, έστω Δ το μέσο της ΑΒ. Επειδή το Δ χωρίζει σε δυο ίσα τμήματα
και το Γ σε δυο άνισα συμπεραίνουμε ότι ΑΓ ⋅ ΓΒ + ΓΔ2 = ΑΔ2 (Β, Π,
σελ. ). Οπότε ΑΓ⋅ΓΒ < ΑΔ2. Άρα 2ΑΓ⋅ΓΒ < 2ΑΔ2. Αλλά ΑΓ2+ΓΒ2 =
2(ΑΔ2 + ΔΓ2) (Β, Π, σελ. ). Έτσι, ΑΓ2 + ΓΒ2 > 2ΑΓ ⋅ ΓΒ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 60 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο έχει
τη μια πλευρά του ρητή και έχει εμβαδόν ίσο με το τετράγωνο δυωνύμου τότε
η άλλη του πλευρά είναι πρώτη δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Ο γενικός τύπος της δυωνύμου είναι √𝜎1 + √𝜎2
(δείτε Πίνακα σελίδα ). Αφού το ορθογώνιο θα έχει μια πλευρά ρητή,
αυτή θα είναι της μορφής √𝜌0 με 𝜌0 ∈ ℚ. Χωρίς βλάβη της γενικότητας
όμως (δείτε σημείωση πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε
ότι 𝜌0 = 1. Άρα αν συμβολίσουμε με 𝑥 την άλλη πλευρά του ισεμβαδικού
με το τετράγωνο της δυωνύμου θα πρέπει να ισχύει

𝑥 ⋅ 1 = (√𝜎1 + √𝜎2)2 = (𝜎1 + 𝜎2) + 2√𝜎1𝜎2.

Οπότε

𝑥 = (𝜎1 + 𝜎2) + (𝜎1 + 𝜎2)
√√⎷( 2𝜎2

𝜎1 + 𝜎2)
2 𝜎1
𝜎2

.

Αυτό είναι φανερά πρώτη δυώνυμος. 

Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

«πρωτότυπη»: Έστω η δυώνυμη
ΑΒ διαιρεμένη στα μονώνυμά της από
το σημείο Γ, ώστε το μεγαλύτερο μο-
νώνυμο να είναι το ΑΓ, και ας θεω-
ρήσουμε ρητή ΔΕ στην οποία κατα-
σκευάζουμε ορθογώνιο ΔΕΖΗ ισεμβα-
δικό με το ΑΒ2, το οποίο ορθογώνιο
έχει πλάτος ΔΗ. Ισχυρίζομαι ότι η ΔΗ
είναι πρώτη δυώνυμος.

Διότι ας κατασκευαστεί στηΔΕ το
ΔΘ ισεμβαδικό με το ΑΓ2 και το ΚΛ ισεμβαδικό με το ΒΓ2. Το υπόλοιπο
ΜΖ ισούται με 2ΑΓ ⋅ ΓΒ (Β, Π, σελ. ). Ας τμηθεί η ΜΗ στο μέσο της
με το σημείο Ν και φέρνουμε και τη ΝΞ παράλληλη στις ΜΛ και ΗΖ. Άρα
καθένα από τα ΜΞ, ΝΖ είναι ίσο με το ΑΓ ⋅ ΓΒ. Αφού το δυώνυμο ΑΒ
έχει διαιρεθεί στα μονώνυμα από το Γ, τα ρητά ΑΓ, ΓΒ είναι δυνάμει μόνο
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σύμμετρα (Π, σελ. )· άρα τα ΑΓ2, ΓΒ2 είναι ρητά και σύμμετρα (Π,
σελ. )· οπότε και το άθροισμα ΑΓ2 + ΓΒ2 είναι σύμμετρο με τα ΑΓ2,
ΓΒ2· άρα το ΑΓ2+ΓΒ2 είναι ρητό. Και είναι και ΑΓ2+ΓΒ2 = ΔΛ, άρα ΔΛ
ρητό. Και αφού η ΔΕ είναι ρητή είναι ρητή και η ΔΜ, σύμμετρη με την ΔΕ
(Π, σελ. ). Πάλι επειδή τα ρητά ΑΓ, ΓΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα
είναι μέσο το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ δηλαδή μέσο είναι το ΜΖ (Π, σελ. ). Αλλά
έχει πλευρά ρητή, τη ΜΛ, άρα η ΜΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΜΛ,
ισοδύναμα με τη ΔΕ (Π, σελ. ). Είναι και η ΜΔ ρητή και σύμμετρη
με τη ΔΕ άρα η ΔΜ είναι ασύμμετρη με τη ΜΗ (Π, σελ. ).

Είναι λοιπόν ρητά τα ΔΜ, ΜΗ και δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα η ΔΗ
είναι δυώνυμος. (Π, σελ. ). Πρέπει να αποδειχθεί ότι είναι πρώτη
δυώνυμος.

Επειδή το ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι μέσο ανάλογο των ΑΓ2, ΓΒ2 (Λήμμα, Π,
σελ. ), άρα το ΜΞ είναι μέσο ανάλογο των ΔΘ, ΚΛ. Άρα ΔΘ/ΜΞ =
ΜΞ/ΚΛ, δηλαδή ΔΚ/ΜΝ = ΜΝ/ΜΚ (Β, Π, σελ. )· άρα ΔΚ⋅ΚΜ = ΜΝ2
(Β, Π, σελ. ). Και επειδή το ΑΓ2 είναι σύμμετρο ,ε το ΓΒ είναι και
το ΔΘ σύμμετρο με το ΚΛ· οπότε και το ΔΚ είναι σύμμετρο με το ΚΜ (Β,
Π, σελ.  και Π, σελ. ). Και επειδή ΑΓ2 + ΓΒ2 > 2ΑΓ ⋅ ΓΒ, άρα
είναι και ΔΖ > ΜΖ· οπότε ΔΜ > ΜΗ (Β, Π, σελ. , Β, Π, σελ. ).
Και ισχύει και ΔΚ ⋅ ΚΜ = ΜΝ2 = ΜΗ2/4, και το ΔΚ είναι σύμμετρο με το
ΚΜ. Αν όμως δοθούν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα και στο μεγαλύτερο
κατασκευαστεί ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του τετραγώνου
του μικρότερου ώστε να λείπει τετράγωνο, και διαιρεί τη μεγαλύτερη
σε σύμμετρα τμήματα, τότε το τετράγωνο της μεγαλύτερης υπερέχει του
τετραγώνου της μικρότερης κατά τετράγωνο με πλευρά σύμμετρη με αυτή.
Δηλαδή τα ΔΜ και √ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι σύμμετρα. Και είναι και ρητά τα
ΔΜ, ΜΗ, και η μεγαλύτερη που είναι η ΔΜ είναι σύμμετρη με τη ρητή ΔΕ.

Άρα η ΔΗ είναι πρώτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 61 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο έχει
τη μιαπλευράτουρητή και έχει εμβαδόν ίσο με το τετράγωνοπλευράςπρώτης
εκ δύο μέσων τότε η άλλη του πλευρά είναι δεύτερη δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ρητή πλευρά είναι η
𝜌0 = 1. Ο γενικός τύπος της πρώτης εκ δύο μέσων είναι 4√𝜎+𝜌/ 4√𝜎 (δείτε
Πίνακα σελίδα ). Άρα η άλλη πλευρά του ισεμβαδικού ορθογωνίου
ισούται με

( 4√𝜎 + 𝜌/ 4√𝜎)2 = √𝜎 + 𝜌2

√𝜎 + 2𝜌 = 2𝜌 + 2𝜌 ⋅ 1
2 (

√𝜎
𝜌 + 𝜌

√𝜎) .



 Μέρος Ι

Εύκολα ελέγχουμε ότι η τελευταία ποσότητα ισούται με 2𝜌+ 2𝜌
√1 − 𝜆 όπου

𝜆 = 1 − 4

(√𝜎
𝜌 + 𝜌

√𝜎)
2 =

(√𝜎
𝜌 − 𝜌

√𝜎)
2

(√𝜎
𝜌 + 𝜌

√𝜎)
2 .

Επιπλέον

√1 − 𝜆 = 2√𝜎
𝜎
𝜌 + 𝜌 ∉ ℚ

και

√𝜆 =
∣𝜎𝜌 − 𝜌∣
𝜎
𝜌 + 𝜌 ∈ ℚ

ολοκληρώνοντας τον έλεγχο ότι πρόκειται για δεύτερη δυώνυμο. 
Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

«πρωτότυπη»: Έστω η εκ δύο
μέσων πρώτη ΑΒ διαιρεμένη στα
μέσα τμήματά της από το Γ με ΑΓ >
ΓΒ, και ας θεωρήσουμε ρητή ΔΕ στην
οποία κατασκευάζουμε παραλληλό-
γραμμο ΔΖ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 το
οποίο ας έχει πλάτος ΔΗ. Ισχυρίζο-
μαι ότι η δυώνυμη πλευρά ΔΗ είναι
δεύτερη δυώνυμη.

Κάνουμε την κατασκευή όπως και
πριν (Π, σελ. ). Επειδή το ΑΒ είναι εκ δύο μέσων πρώτη διαιρεμένη
από το Γ στα μέσα τμήματά της, τα ΑΓ, ΓΒ είναι μέσα, δυνάμει μόνο
σύμμετρα, και το ορθογώνιο ΑΓ ⋅ ΓΒ ρητό (Π, σελ. )· οπότε και τα
ΑΓ2, ΓΒ2 είναι μέσα (Π, σελ. ). Άρα και το ΔΛ είναι μέσο. Και έχει
κατασκευαστεί με πλευρά τη ρητή ΔΕ· άρα η ΜΔ είναι ρητή και ασύμμετρη
με την ΔΕ (Π, σελ. ). Επειδή το ορθογώνιο 2ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι ρητό, είναι
και το ΜΖ ρητό με πλευρά τη ρητή ΜΛ, άρα είναι ρητή η ΜΗ και σύμμετρη
με το ΜΛ = ΔΕ (Π, σελ. ). Άρα η ΔΜ είναι ασύμμετρη με την ΜΗ
(Π, σελ. ) και είναι και ρητές. Συνεπώς τα ΔΜ, ΜΗ είναι ρητά δυνάμει
μόνο σύμμετρα και συνεπώς η ΔΗ είναι δυώνυμος.

Πρέπει να δειχθεί ότι είναι δεύτερη δυώνυμος. Πράγματι, επειδή ΑΓ2+
ΓΒ2 > 2ΑΓ⋅ΓΒ (Λήμμα, Π, σελ. ), ισχύει ΔΛ > ΜΖ, οπότε και ΔΜ >
ΜΗ. Επειδή τα ΑΓ2, ΓΒ2 είναι σύμμετρα, θα είναι σύμμετρα και τα ΔΘ, ΚΛ,
οπότε η ΔΚ είναι σύμμετρη με την ΚΜ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ).
Αλλά ΔΚ⋅ΚΜ = ΜΝ2 (στμ: και τα δύο είναι ίσα με ΑΓ2 ⋅ΓΒ2/ΔΕ2), άρα τα
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ΔΜ,√ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ), και ηΜΗ είναι σύμμετρη
με τη ΔΕ.

Άρα η ΔΗ είναι δεύτερη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 62 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο έχει
τημιαπλευράτουρητήκαι έχει εμβαδόν ίσομετοτετράγωνοπλευράςδεύτερης
εκ δύο μέσων τότε η άλλη του πλευρά είναι τρίτη δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ρητή πλευρά είναι
η 𝜌0 = 1. Ο γενικός τύπος της δεύτερης εκ δύο μέσων είναι 4√𝜎+ 4√𝜎/√𝜌1
με 𝜎, 𝜌1 ∈ ℚ √𝜎/𝜌1 ∉ ℚ και √𝜎, √𝜌1 ∉ ℚ (δείτε Πίνακα σελίδα ).
Άρα η άλλη πλευρά του ισεμβαδικού ορθογωνίου ισούται με

( 4√𝜎 + 4√𝜎√𝜌1)2 = √𝜎 + √𝜎
𝜌1

+ 2√
𝜎
𝜌1
.

Εύκολα ελέγχουμε ότι η τελευταία ποσότητα είναι ίση με √𝜌+√𝜌√1 − 𝜆
όπου

𝜌 = 𝜎(1 + 1
𝜌1)

2
και 𝜆 = (𝜌1 − 1)2

(𝜌1 + 1)2 .

Έτσι √𝜌 = (1 + 1/𝜌1)√𝜎 ∉ ℚ, √𝜆 = |𝜌1 − 1|/(𝜌1 + 1) ∈ ℚ, √1 − 𝜆 =
2√𝜌1/(𝜌1 + 1) ∉ ℚ και √𝜌√1 − 𝜆 = 2√𝜎/𝜌1 ∉ ℚ. Κατά συνέπεια η
δεύτερη πλευρά του ορθογωνίου είναι τρίτη δυώνυμος. 

Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

«πρωτότυπη»: Έστω ότι το Γ
χωρίζει την δεύτερη εκ δύο μέσων ΑΒ
στα μέσα της τμήματα και ΑΓ > ΓΒ.
Έστω επίσης ρητή ΔΕ και ας κα-
τασκευαστεί στη ΔΕ το παραλληλό-
γραμμο ΔΖ με πλάτος ΔΗ και ισεμβα-
δικό με το ΑΒ2. Ισχυρίζομαι ότι η ΔΗ
είναι τρίτη δυώνυμος.

Ας γίνει η ίδια κατασκευή με τις
προηγούμενες αποδείξεις. Τα μέσα
ΑΓ, ΓΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα και σχηματίζουν ρητό ορθογώνιο
(Π, σελ. ). Οπότε το άθροισμα ΑΓ2 + ΓΒ2 είναι μέσο και ίσο με το
ΔΛ, άρα και το ΔΛ είναι μέσο με πλευρά τη ρητή ΔΕ. Έτσι η ΜΔ είναι
ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΕ (Π, σελ. ). Για τους ίδιους λόγους και
η ΜΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΜΛ, άρα και με την ΔΕ. Συνεπώς
καθεμιά από τις ΔΜ, ΜΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΕ. Και αφού η
ΑΓ είναι ασύμμετρη με τη ΓΒ και ΑΓ/ΓΒ = ΑΓ2/(ΑΓ ⋅ ΓΒ) (Λήμμα, Π,
σελ. ), έπεται ότι το ΑΓ2 είναι ασύμμετρο με το ΑΓ ⋅ΓΒ (Π, σελ. ).



 Μέρος Ι

Άρα το άθροισμα ΑΓ2+ΓΒ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΓ⋅ΓΒ, δηλαδή ασύμ-
μετρα είναι τα ΔΛ, ΜΖ. Άρα και η ΔΜ είναι ασύμμετρη με την ΜΗ (Β,
Π, σελ.  και Π, σελ. ). Είναι και ρητές, άτα η ΔΗ είναι δυώνυμος
(Π, σελ. ).

Μένει να δειχθεί ότι η δυώνυμος ΔΗ είναι τρίτη δυώνυμος. Πράγματι,
όπως και πριν συμπεραίνουμε ότι ΔΜ > ΜΗ και ότι η ΔΚ είναι σύμμετρη με
την ΚΜ. Επιπλέον ισχύει ΔΚ ⋅ΚΜ = ΜΝ2, άρα τα ΔΜ, √ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι
σύμμετρα (Π, σελ. ). Και κανένα από τα ΔΜ, ΜΗ δεν είναι σύμμετρο
με τη ΔΕ.

Άρα η ΔΗ είναι τρίτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 63 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο έχει
τη μιαπλευρά του ρητή και έχει εμβαδόν ίσο με το τετράγωνοπλευράς η οποία
είναι μείζων τότε η άλλη του πλευρά είναι τέταρτη δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ρητή πλευρά
είναι η 𝜌0 = 1. Ο γενικός τύπος πλευράς που είναι μείζων είναι

√𝜌1
√2

√√⎷ 1 + √1 − 4𝜎
𝜌21

+ √𝜌1
√2

√√⎷ 1 − √1 − 4𝜎
𝜌21

με 𝜌1 > 2√𝜎, √1 − 4𝜎/𝜌21 ∉ ℚ. (δείτε Πίνακα σελίδα ).
Άρα η δεύτερη πλευρά ισούται με το τετράγωνο της μείζωνος, δηλαδή

είναι ίση με

𝜌1
2 (2 + 2√√⎷ 1 + √1 − 4𝜎

𝜌21
√√⎷ 1 − √1 − 4𝜎

𝜌21
) = 𝜌1 + 2√𝜎.

Θέτοντας 𝜌 = 𝜌1 και 𝜆 = 1− (4𝜎/𝜌21 ), ισχύει 0 < 𝜆 < 1 (αφού 𝜌1 > 2√𝜎),
√1 − 𝜆 = 2√𝜎/𝜌 ∉ ℚ, √𝜆 = √1 − 4𝜎/𝜌21 ∉ ℚ. Δηλαδή η δεύτερη
πλευρά του ορθογωνίου είναι τέταρτη δυώνυμος.

Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

«πρωτότυπη»: Έστω ότι το Γ
χωρίζει τη μείζωνα ΑΒ στα μονώνυμά
της με ΑΓ > ΓΒ και ΔΕ ρητή. Κα-
τασκευάζουμε με πλευρά τη ΔΕ πα-
ραλληλόγραμμο ΔΖ ισεμβαδικό με το
ΑΒ2, που έχει πλάτος ΔΗ. Ισχυρίζο-
μαι ότι η δυώνυμος ΔΗ είναι τέταρτη
δυώνυμος.

Κάνουμε την ίδια κατασκευή με τις
προηγούμενες αποδείξεις. Τα ΑΓ, ΓΒ
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είναι δυνάμει ασύμμετρα με ρητό το άθροισμα ΑΓ2 + ΓΒ2 και μέσο το
ορθογώνιο ΑΓ ⋅ ΓΒ (Π, σελ. ). Άρα το ΔΛ είναι ρητό και άρα και
η ΔΜ είναι ρητή και σύμμετρη με τη ΔΕ (Π, σελ. ). Το ορθογώνιο
2ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι μέσο, άρα και το ΜΖ που έχει πλευρά τη ρητή ΜΛ, οπότε
το ΜΗ είναι ρητό και ασύμμετρο με το ΔΕ (Π, σελ. ). Έτσι είναι
ασύμμετρα τα ΔΜ, ΜΗ (Π, σελ. ). Δηλαδή τα ΔΜ, ΜΗ είναι ρητά
δυνάμει μόνο σύμμετρα. Έτσι η ΔΗ είναι δυώνυμος.

Πρέπει να δειχθεί ότι είναι τέταρτη δυώνυμος.
Όπως και πριν ΔΜ > ΜΗ και ΔΚ⋅ΚΜ = ΜΝ2. ΑΓ2 ασύμμετρο με το ΓΒ2

άρα το ΔΘ είναι ασύμμετρο με το ΚΛ, και άρα και το ΔΚ είναι ασύμμετρο
με το ΚΜ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Όμως όταν σε ευθύγραμμα
τμήματα που είναι άνισα κατασκευαστεί στη μεγαλύτερη ορθογώνιο πα-
ραλληλόγραμμο ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του τετραγώνου της μικρό-
τερης πλευράς από το οποίο παραλληλόγραμμο λείπει τετράγωνο και το
κατασκευασμένο παραλληλόγραμμο χωρίζει τη μεγαλύτερη σε ασύμμετρα
τμήματα, τότε το τετράγωνο της μεγαλύτερης υπερέχει του τετραγώνου
της μικρότερης κατά τετράγωνο πλευράς ασύμμετρης με τη μεγαλύτερη
(Π, σελ. ). Άρα τα ΔΜ, √ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι ασύμμετρα.

Επίσης τα ΔΜ, ΜΗ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα και η ΔΜ
είναι σύμμετρη με τη ρητή ΔΕ.

Άρα η ΔΗ είναι τέταρτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 64 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο έχει
τη μιαπλευρά του ρητή και έχει εμβαδόν ίσο με το τετράγωνοπλευράς η οποία
είναι πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού τότε η άλλη του πλευρά είναι πέμπτη
δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ρητή πλευρά
είναι η 𝜌0 = 1. Ο γενικός τύπος πλευράς ρητού συν μέσου εμβαδού είναι

4√𝜎
√2√1 + √1 − 4𝜌2

𝜎 +
4√𝜎
√2√1 − √1 − 4𝜌2

𝜎

με √𝜎 > 2𝜌, √1 − 4𝜌2/𝜎 ∉ ℚ (δείτε Πίνακα σελίδα ).
Άρα η δεύτερη πλευρά ισούται με το τετράγωνο της πλευράς ρητού

συν μέσου εμβαδού, δηλαδή είναι ίση με

√𝜎
2 (2 + 2√1 + √1 − 4𝜌2

𝜎 √1 − √1 − 4𝜌2
𝜎 ) = √𝜎 + 2𝜌.
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Η τελευταία ποσότητα γράφεται ως 2𝜌 + 2𝜌/√1 − 𝜆 όπου 0 < 𝜆 = 1 −
(4𝜌2/𝜎) < 1. Επειδή √1 − 𝜆 = 2𝜌/√𝜎 ∉ ℚ και √𝜆 = √1 − 4𝜌2/𝜎 ∉ ℚ
η δεύτερη πλευρά του ορθογωνίου είναι πέμπτη δυώνυμος. 

Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

«πρωτότυπη»: Έστω ΑΒ πλευρά
ρητού συν μέσου εμβαδού διαιρεμένη
στα μονώνυμά της από το Γ ώστε
ΑΓ > ΓΒ, και ας θεωρήσουμε ρητή ΔΕ
στην οποία κατασκευάζουμε ορθο-
γώνιο παραληλλόγραμμο ΔΖ με πλά-
τος ΔΗ ισεμβαδικό με το ΑΒ2. Ισχυ-
ρίζομαι ότι η ΔΗ είναι πέμπτη δυώ-
νυμος.

Ξεκινάμε με την ίδια κατασκευή
όπως στα προηγούμενα. Τα μέσα ΑΓ, ΓΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα με
μέσο άθροισμα τετραγώνων και ρητό ορθογώνιο (Π, σελ. ). Επειδή
λοιπόν το ΑΓ2+ΓΒ2 είναι μέσο άρα μέσο είναι και το ΔΛ, οπότε η ΔΜ είναι
ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΕ (Π, σελ. ). Πάλι επειδή το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ
είναι ρητό, άρα ρητό είναι το ΜΖ και άρα και το ΜΗ και σύμμετρη με τη ΔΕ
(Π, σελ. ). Έτσι η ΔΜ είναι ασύμμετρη με τη ΜΗ (Π, σελ. ). Άρα
τα ρητά ΔΜ, ΜΗ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, και η ΔΗ είναι δυώνυμος
(Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι είναι πέμπτη δυώνυμος. Πράγματι, ομοίως αποδεικνύ-
εται ότι ΔΚ ⋅ ΚΜ = ΜΝ2 και η ΔΚ είναι ασύμμετρη με την ΚΜ. Άρα τα ΔΜ
και √ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και επιπλέον τα ΔΜ,
ΜΗ είναι ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα και η μικρότερη ΜΗ είναι σύμμετρη
με τη ΔΕ.

Η ΔΗ λοιπόν είναι πέμπτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 65 (αντίστροφη της Π, σελ. ) () Αν ένα ορθογώνιο
έχει τη μια πλευρά του ρητή και έχει εμβαδόν ίσο με το τετράγωνο πλευράς
η οποία είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού τότε η άλλη του πλευρά είναι
έκτη δυώνυμος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Χωρίς βλάβη της γενικότητας (δείτε σημείωση
πριν την Π, σελ. ) μπορούμε να υποθέσουμε ότι η ρητή πλευρά
είναι η 𝜌0 = 1. Ο γενικός τύπος πλευράς μέσου συν μέσου εμβαδού είναι

4√𝜎
√2√1 + √1 − 4𝜌1

𝜎 +
4√𝜎
√2√1 − √1 − 4𝜌1

𝜎

με 𝜎 > 4𝜌1, √𝜎/𝜌1, √1 − 4𝜌1/𝜎 ∉ ℚ. (δείτε Πίνακα σελίδα ).
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Άρα η δεύτερη πλευρά ισούται με το τετράγωνο της πλευράς μέσου
συν μέσου εμβαδού, δηλαδή είναι ίση με

√𝜎
2 (2 + 2√1 + √1 − 4𝜌1

𝜎 √1 − √1 − 4𝜌1
𝜎 ) = √𝜎 + 2√𝜌1.

Η τελευταία ποσότητα γράφεται ως √𝜌 + √𝜌√1 − 𝜆 όπου 𝜌 = 𝜎 και
0 < 𝜆 = 1 − (4𝜌1/𝜎) < 1. Επειδή √1 − 𝜆 = 2√𝜌1/𝜎 ∉ ℚ και √𝜆 =
√1 − 4𝜌1/𝜎 ∉ ℚ η δεύτερη πλευρά του ορθογωνίου είναι έκτη δυώνυμος.


«πρωτότυπη»: Έστω ΑΒ πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού διαιρεμένη

στα μονώνυμά της από το Γ, και ας θεωρήσουμε ρητή ΔΕ στην οποία κα-
τασκευάζουμε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΔΖ με πλάτος ΔΗ ισεμβαδικό
με το ΑΒ2. Ισχυρίζομαι ότι η ΔΗ είναι έκτη δυώνυμος.

Δ ΗΚ Ν

Ε ΖΘ

Μ

Λ Ξ

Α Γ Β

Ξεκινάμε με την ίδια κατασκευή
όπως στα προηγούμενα. Τα μέσα ΑΓ,
ΓΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα με μέσο
άθροισμα τετραγώνων και μέσο ορ-
θογώνιο. Μέσο είναι λοιπόν και το
ΑΓ2+ΓΒ2 και ασύμμετρο με τοΑΓ⋅ΓΒ
(Π, σελ. ). Όπως και πριν τα
ΔΛ, ΜΖ είναι μέσα και έχουν πλευρά
τη ρητή ΔΕ άρα καθεμιά των ΔΜ, ΜΗ
είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΕ
(Π, σελ. ). Και αφού τα ΑΓ2+ΓΒ2, 2ΑΓ⋅ΓΒ είναι ασύμμετρα προκύ-
πτει ότι και το ΔΛ είναι ασύμμετρο με το ΜΖ. Άρα το ΔΜ είναι ασύμμετρο
με το ΜΗ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Τα ΔΜ, ΜΗ είναι άρα ρητά
και δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα η ΔΗ είνα δυώνυμος (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι είναι και έκτη δυώνυμος. Πράγματι, ομοίως με πριν
αποδεικνύουμε ότι ΔΚ ⋅ ΚΜ = ΜΝ2 και ότι η ΔΚ είναι ασύμμετρη με την
ΚΜ. Και για τους ίδιους λόγους τα ΔΜ, √ΔΜ2 − ΜΗ2 είναι ασύμμετρα
(Π, σελ. ). Και καμιά από τις ΔΜ, ΜΗ δεν είναι σύμμετρη με τη ρητή
ΔΕ.

Άρα η ΔΗ είναι έκτη δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 66 () Σύμμετρημεδυώνυμοείναικαιαυτήδυώνυμοςκαιμάλιστα
ίδιας τάξης.

Απόδειξη. Έστω ΑΒ δυώνυμος και ΓΔ σύμμετρη με την ΑΒ. Ισχυρίζομαι
ότι και η ΓΔ είναι δυώνυμος και ίδιας τάξης με την ΑΒ.

Έστω Ε σημείο της ΑΒ που τη διαιρεί στα μονώνυμά της με ΑΕ το
μεγαλύτερο από τα δύο. Άρα τα ΑΕ, ΕΒ είναι ρητά και δυνάμει μόνο
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σύμμετρα (Π, σελ. ). Θεωρούμε σημείο Ζ στο ΓΔ ώστε ΑΒ/ΓΔ =
ΑΕ/ΓΖ (Β, Π, σελ. ). Άρα και ΕΒ/ΖΔ = ΑΒ/ΓΔ (Β, Π, σελ. 
και Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΒ, ΓΔ είναι σύμμετρα άρα τα
ΑΕ, ΓΖ είναι σύμμετρα, καθώς και τα ΕΒ, ΖΔ (Π, σελ. ). Και είναι ρητά
τα ΑΕ, ΕΒ, άρα ρητά είναι και τα ΓΖ, ΖΔ, και ισχύει ΑΕ/ΓΖ = ΕΒ/ΖΔ
(Β, Π, σελ. ). Εναλλάξ τώρα, θα ισχύει ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ (Β, Π,
σελ. ). Τα ΑΕ, ΕΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ) άρα και
τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, και είναι και ρητά, άρα η ΓΔ είναι
δυώνυμος (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι τώρα ότι έχει και την ίδια τάξη με τη δυώνυμο ΑΒ. Πράγ-
ματι το ΑΕ2 υπερέχει του ΕΒ2 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με την
ΑΕ ή πλευράς ασύμμετρης με αυτήν. Αν μεν σύμμετρης, και το ΓΖ2 υπερέχει
του ΖΔ2 τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με τη ΓΖ (Π, σελ. ). Και αν
η ΑΕ είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή θα είναι και η ΓΖ σύμμετρη με
αυτή (Π, σελ. ), και για αυτό τον λόγο καθένα από τα ΑΒ, ΓΔ είναι
πρώτη δυώνυμος.

Αν όμως η ΕΒ είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή θα είναι και η ΖΔ (Π,
σελ. ), οπότε και καθένα από τα ΑΒ, ΓΔ είναι δεύτερη δυώνυμος.

Αν ούτε η ΑΕ ούτε η ΕΒ είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή τότε καμιά
από τις ΓΖ, ΖΔ δεν είναι σύμμετρη με τ ην αρχική ρητή οπότε καθένα από
τα ΑΒ, ΓΔ είναι τρίτη δυώνυμος.

Αν τα ΑΕ, √ΑΕ2 − 𝐸𝐵2 είναι ασύμμετρα το ίδιο ισχύει για τα ΓΖ,
√ΓΖ2 − ΖΔ2 (Π, σελ. ). Και αν μεν η ΑΕ είναι σύμμετρη με την
αρχική ρητή το ίδιο ισχύει και για την ΓΖ (Π, σελ. ) οπότε καθεμιά
από τις ΑΒ, ΓΔ είναι τέταρτη δυώνυμος. Αν όμως η ΕΒ είναι σύμμετρη με
την αρχική ρητή το ίδιο ισχύει και για τη ΖΔ οπότε καθεμιά από τις ΑΒ,
ΓΔ είναι πέμπτη δυώνυμος. Εν αν τίποτα από αυτά δεν ισχύουν για τα
ΑΕ, ΕΒ καμιά από τις ΓΖ, ΖΔ δεν είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή και
συνεπώς καθεμιά από τις ΑΒ, ΓΔ είναι έκτη δυώνυμος.

Άρα σύμμετρη προς δυώνυμο είναι και αυτή δυώνυμος και μάλιστα
ίδιας τάξης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 67 () Σύμμετρη με εκ δύο μέσων είναι και αυτή εκ δύο μέσων
και μάλιστα ίδιας τάξης.

Απόδειξη. Έστω ΑΒ εκ δύο μέσων και ΓΔ σύμμετρη με την ΑΒ. Ισχυρίζομαι
ότι και η ΓΔ είναι εκ δύο μέσων και ίδιας τάξης με την ΑΒ.

Έστω Ε σημείο της ΑΒ που τη διαιρεί στα μονώνυμά της. Άρα τα ΑΕ,
ΕΒ είναι μέσα και δυνάμει μόνο σύμμετρα. Θεωρούμε σημείο Ζ στο ΓΔ
ώστε ΑΒ/ΓΔ = ΑΕ/ΓΖ (Β, Π, σελ. ). Άρα και ΕΒ/ΖΔ = ΑΒ/ΓΔ
(Β, Π, σελ. ?????? και Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΒ, ΓΔ
είναι σύμμετρα άρα τα ΑΕ, ΓΖ είναι σύμμετρα, καθώς και τα ΕΒ, ΖΔ (Π,
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σελ. ). Και είναι μέσα τα ΑΕ, ΕΒ, άρα μέσα είναι και τα ΓΖ, ΖΔ (Π,
σελ. ). Και επειδή ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ και τα ΑΕ, ΕΒ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα, είναι και τα ΓΖ, ΖΔ δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι
και μέσα, άρα ΓΖ είναι εκ δύο μέσων.

Ισχυρίζομαι τώρα είναι έχει και την ίδια τάξη με την ΑΒ. Πράγματι,
επειδή ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ είναι και

ΑΕ2
ΑΕ ⋅ ΕΒ = ΓΖ2

ΓΖ ⋅ ΖΔ
(Λήμμα, Π, σελ. ). Εναλλάξ:

ΑΕ2
ΓΖ2 = ΑΕ ⋅ ΕΒ

ΓΖ ⋅ ΖΔ
(Β, Π, σελ. ). Είναι όμως σύμμετρα τα ΑΕ2, ΓΖ2 άρα είναι σύμμετρα
και τα ΑΕ⋅ΕΒ, ΓΖ⋅ΖΔ (Π, σελ. ). Εάν λοιπόν το ΑΕ⋅ΕΒ είναι ρητό, τότε
είναι ρητό και το ΓΖ ⋅ ΖΔ οπότε και τα δύο ΑΒ, ΓΖ πρώτα εκ δύο μέσων.
Ενώ αν το ΑΕ ⋅ ΕΒ είναι μέσο τότε είναι μέσο και το ΓΖ ⋅ΖΔ (Πόρισμα, Π,
σελ. ) οπότε και τα δύο ΑΒ, ΓΖ δεύτερα εκ δύο μέσων (Π, σελ. 
και Π, σελ. ).

Και για αυτό το ΓΔ έχει την ίδια τάξη ως εκ μέσων όπως και το ΑΒ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 68 () Σύμμετρη με μείζων είναι και αυτή μείζων.

Απόδειξη. Έστω ότι η ΑΒ είναι μείζων και σύμμετρη με το ΓΔ. Ισχυρίζομαι
ότι και το ΓΔ είναι μείζων.

Ας διαιρεθεί η ΑΒ με το Ε, και άρα τα ΑΕ, ΕΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα
με άθροισμα τετραγώνων ρητό και ορθογώνιο μέσο (Π, σελ. ). Και
ας γίνει η ίδια κατασκευή με πριν.

Επειδή ΑΒ/ΓΔ = ΑΕ/ΓΖ = ΕΒ/ΖΔ (Π, σελ. ), και είναι και
σύμμετρη η ΑΒ με τη ΓΔ, άρα καθεμιά από τις ΑΕ, ΕΒ είναι σύμμετρη
αντιστοίχως με καθεμιά από τις ΓΖ, ΖΔ (Π, σελ. ). Αφού ΑΕ/ΓΖ =
ΕΒ/ΖΔ και εναλλάξ είναι ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ και συνθέτοντας ΑΒ/ΒΕ =
ΓΔ/ΔΖ (Β, Π, σελ. ). Άρα ΑΒ2/ΒΕ2 = ΓΔ2/ΔΖ2 (Β, Π, σελ. ).
Ομοίως αποδεικνύουμε ότι ΑΒ2/ΑΕ2 = ΓΔ2/ΓΖ2. Οπότε

ΑΒ2
ΑΕ2 + ΕΒ2 = ΓΔ2

ΓΖ2 + ΖΔ2

(Β, Π, σελ. ). Εναλλάξ τώρα

ΑΒ2
ΓΔ2 = ΑΕ2 + ΕΒ2

ΓΖ2 + ΖΔ2
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(Β, Π, σελ. ). Είναι όμως σύμμετρο το ΑΒ2 με το ΓΔ2 άρα και τα
ΑΕ2 +ΕΒ2, ΓΖ2 +ΖΔ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά το ΑΕ2 +ΕΒ2
είναι ρητό, άρα και το ΓΖ2 + ΖΔ2 είναι ρητό.

Ομοίως επειδή το 2ΑΕ⋅ΕΒ είναι σύμμετρο με το 2ΓΖ⋅ΖΔ και το 2ΑΕ⋅ΕΒ
είναι μέσο, άρα μέσο είναι και το 2ΓΖ ⋅ ΖΔ (Πόρισμα, Π, σελ. ). Άρα
τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα, σχηματίζουν άθροισμα τετραγώνων
ρητό και ορθογώνιο μέσο, οπότε η ΓΖ είναι η άλογη που ονομάσαμε μείζων
(Π, σελ. ).

Άρα η σύμμετρη με μείζων είναι και αυτή μείζων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 69 () Σύμμετρη με πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού είναι και
αυτή πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. Έστω η ΑΒ πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού και ΓΔ σύμμετρη
με αυτή. Πρέπει να δειχθεί ότι και η ΓΔ είναι πλευρά ρητού συν μέσου
εμβαδού.

Ας διαιρεθεί στα μονώνυμά της η ΑΒ από το Ε και άρα τα ΑΕ, ΕΒ είναι
δυνάμει ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων μέσο και ορθογώνιο ρητό
(Π, σελ. )· και ας γίνει η ίδια κατασκευή με τα προηγούμενα. Με
όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα
και το μεν άθροισμα ΓΖ2+ΖΔ2 είναι σύμμετρο με το ΑΕ2+ΕΒ2, άρα μέσο,
το δε ορθογώνιο ΓΖ ⋅ ΖΔ είναι σύμμετρο με το ορθογώνιο ΑΕ ⋅ ΕΒ, άρα
ρητό.

Συνεπώς η ΓΔ είναι πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρόταση 70 () Σύμμετρη πλευράς μέσου συν μέσου εμβαδού είναι και
αυτή πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. Έστω ότι η ΑΒ είναι πλευρά δυο μέσων εμβαδών και σύμμετρη
με αυτή είναι η ΓΔ. Πρέπει να αποδειχθεί ότι και η ΓΔ είναι πλευρά δυο
μέσων εμβαδών.

Έστω Ε το σημείο που διαιρεί την ΑΒ στα μονώνυμά της, οπότε τα ΑΕ,
ΕΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων μέσο, ορθογώνιο
μέσο και άθροισμα τετραγώνων ασύμμετρο με το ορθογώνιό τους (Π,
σελ. )· και ας γίνει η ίδια κατασκευή με πριν. Με όμοιο τρόπο απο-
δεικνύουμε ότι τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα και το μεν άθροισμα
ΓΖ2 + ΖΔ2 είναι σύμμετρο με το ΑΕ2 + ΕΒ2, άρα μέσο, το δε ορθογώνιο
ΓΖ ⋅ ΖΔ είναι σύμμετρο με το ορθογώνιο ΑΕ ⋅ ΕΒ, άρα και αυτό μέσο. Και
επειδή τα ΑΕ2 + ΕΒ2, ΑΕ ⋅ ΕΒ είναι ασύμμετρα, αλλά είναι σύμμετρα αντι-
στοίχως με τα ΓΖ2+ΖΔ2, ΓΖ ⋅ ΖΔ, είναι και αυτά τα τελευταία ασύμμετρα
μεταξύ τους.

Συνεπώς η ΓΔ είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
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Πρόταση 71 () Τοάθροισμα ρητού και μέσου εμβαδού δίνει πλευρά ισεμ-
βαδικού τετραγώνου τεσσάρωνάλογων ειδών: δυώνυμη, πρώτη εκ δύο μέσων,
μείζονα και πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού.

Α Γ

ΔΒ

Ζ ΙΗ

ΚΕ ΘΑπόδειξη. Θεωρούμε ρητό εμ-
βαδό ΑΒ και μέσο εμβαδό
ΓΔ. Ισχυρίζομαι ότι το ευθύ-
γραμμο τμήμα το τετράγωνο
του οποίου είναι ισεμβαδικό
με το ορθογώνιο ΑΔ ή είναι
δυώνυμος ή πρώτο εκ δύο μέ-
σων ή μείζων ή πλευρά ρητού
συν μέσου εμβαδού.

Είτε το ΑΒ έχει μεγαλύ-
τερο είτε μικρότερο εμβαδόν
από το ΓΔ. Ξεκινάμε με την περίπτωση |ΑΒ| > |ΓΔ|. Θεωρούμε ρητό ΕΖ
και κατασκευάζουμε με πλευρά την ΕΖ ορθογώνιο ΕΗ ισεμβαδικό με το ΑΒ
με πλάτος ΕΘ. Και πάλι με πλευρά την ΕΖ κατασκευάζουμε ορθογώνιο
ΘΙ ισεμβαδικό με το ΓΔ έχοντας πλάτος ΘΚ. Το ΑΒ είναι ρητό είναι ρητό
και το ΕΗ· και έχει την ΕΖ ρητή άρα ρητή είναι και η ΕΘ και σύμμετρη με
την ΕΖ (Π, σελ. ). Ομοίως το ΘΙ είναι μέσο με ρητή πλευρά την ΕΖ
άρα η ΘΚ είναι ρητή και ασύμμετρη με την ΕΚ (Π, σελ. ). Τα ΑΒ,
ΕΗ είναι ασύμμετρα αφού το ένα είναι ρητό και το άλλο μέσο, άρα και τα
ΕΗ, ΘΙ είναι ασύμμετρα. Και ισχύει ΕΗ/ΘΙ = ΕΘ/ΕΚ (Β, Π, σελ. ).
Άρα τα ΕΘ, ΕΚ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι και ρητά άρα είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε η ΕΚ είναι δυώνυμος διαιρεμένη από το Θ
(Π, σελ. ). Επειδή ΑΒ > ΓΔ, ΑΒ = ΕΗ, ΓΔ−ΘΙ θα είναι και ΕΗ > ΘΙ,
συνεπώς ΕΘ > ΘΚ (Β, Π, σελ. ).

Ή λοιπόν το ΕΘ2 υπερέχει του ΘΚ2 κατά τετράγωνο πλευράς σύμμε-
τρης με τη ΕΘ ή όχι. Αν η πλευρά αυτής της υπεροχής είναι σύμμετρη με
την ΕΘ και η ΕΘ είναι μεγαλύτερη και σύμμετρη με τη ρητή ΕΖ τότε η ΕΚ
είναι πρώτη δυώνυμος. Είναι δε ρητή η ΕΖ· εάν ορθογώνιο περιέχεται σε
ρητή και πρώτη δυώνυμο, η πλευρά με τετράγωνο ισεμβαδικό με αυτό το
ορθογώνιο είναι δυώνυμος (Π, σελ. ). Άρα και το ευθύγραμμο τμήμα
το τετράγωνο του οποίου είναι ισεμβαδικό με το ΑΔ είναι δυώνυμος

Αν όμως η υπεροχή αυτή έχει πλευρά ασύμμετρης με την ΕΘ, και η ΕΘ
σύμμετρη με την αρχική ρητή ΕΖ, τότε η ΕΚ είναι τέταρτη δυώνυμος. Είναι
όμως ρητή η ΕΖ, και αν ορθογώνιο περιέχεται σε ρητή και τέταρτη δυώνυμο
το ευθύγραμμο τμήμα του οποίου το τετράγωνο είναι ισεμβαδικό με αυτό
το ορθογώνιο είναι η άλογη μείζων (Π, σελ. ). Το ευθύγραμμο τμήμα
λοιπόν το τετράγωνο του οποίου είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΕΙ, και
άρα με το ορθογώνιο ΑΔ, είναι μείζων.
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Α Γ

Β Δ

Κ Ι

ΖΕ
Θ Η

Έστω τώρα ότι ΑΒ < ΓΔ,
οπότε και ΕΗ < ΘΙ, άρα ΕΘ <
ΘΚ (Β, Π, σελ.  και Β, Π,
σελ. ). Το τετράγωνο τουΘΚ
υπερέχει του τετραγώνου του
ΕΘ κατά τετράγωνο πλευράς
σύμμετρης ή ασύμμετρης με τη
ΘΚ.

Αν είναι σύμμετρη με τη ΘΚ,
είναι και μικρότερη η ΕΘ και
σύμμετρη με την αρχική ρητή ΕΖ,
άρα η ΕΚ είναι δεύτερη δυώνυ-

μος. Ρητή λοιπόν η ΕΖ και αν ορθογώνιο περιέχεται σε ρητή και δεύτερης
δυωνύμου το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με αυτό το
ορθογώνιο είναι πρώτο εκ δύο μέσων (Π, σελ. ). Άρα η πλευρά
ισοδύναμου τετραγώνου με το ΕΙ και άρα με το ΑΔ είναι πρώτο εκ δύο
μέσων.

Αν τώρα είναι ασύμμετρη με τη ΘΚ, η μικρότερη ΕΘ είναι σύμμετρη
με την αρχική ρητή ΕΖ άρα η ΕΚ είναι πέμπτη δυώνυμος. Ρητή λοιπόν η
ΕΖ και αν ορθογώνιο περιέχεται σε ρητή και πέμπτης δυωνύμου το ευ-
θύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με αυτό το ορθογώνιο είναι
πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού (Π, σελ. ). Άρα η πλευρά ισο-
δύναμου τετραγώνου με το ΕΙ και άρα με το ΑΔ είναι πλευρά ρητού συν
μέσου εμβαδού.

Άρα το άθροισμα ρητού και μέσου εμβαδού δίνει πλευρά ισεμβαδικού
τετραγώνου τεσσάρων άλογων ειδών: δυώνυμη, πρώτη εκ δύο μέσων,
μείζονα και πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 72 () Τοάθροισμαδυομέσωνασύμμετρωνεμβαδώνδίνειπλευρά
ισεμβαδικού τετραγώνου δύο άλογων ειδών: δεύτερη εκ δύο μέσων ή πλευρά
μέσου συν μέσου εμβαδού.

Απόδειξη. Ας προσθέσουμε δυο ασύμμετρα μεταξύ τους ΑΒ, ΓΔ. Ισχυρίζο-
μαι ότι η πλευρά τετραγώνου ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΔ είναι είτε
δεύτερη εκ δύο μέσων είτε πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

Είτε ΑΒ < ΓΔ είτε ΑΒ > ΓΔ. Έστω ότι ΑΒ > ΓΔ και ας θεωρήσουμε
ρητό ΕΖ στην οποία κατασκευάζουμε το ΕΗ ισεμβαδικό με το ΑΒ έχοντας
πλάτος ΕΘ και το ΘΙ ισεμβαδικό με το ΓΔ έχοντας πλάτος ΘΚ.

Επειδή καθένα από τα ΑΒ, ΓΔ είναι μέσο, άρα είναι μέσα και τα ΕΗ, ΘΙ,
και έχουν ρητή πλευρά, την ΕΖ. Άρα τα ΕΗ, ΘΚ είναι ρητά και ασύμμετρα
με το ΕΖ (Π, σελ. ). Και επειδή τα ΑΒ, ΓΔ είναι ασύμμετρα είναι
ασύμμετρα και τα ΕΗ, ΘΙ. Και ισχύει |ΕΗ|/|ΘΙ| = ΕΘ/ΘΚ (Β, Π, σελ. )·
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άρα τα ΕΘ, ΘΚ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Συνεπώς τα ρητά ΕΘ, ΘΚ
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα οπότε η ΕΚ είναι δυώνυμος (Π, σελ. ).

Α Γ

Β Δ

Κ Ι

ΖΕ

Θ Η

Το ΕΘ2 τώρα, υπερέχει του
ΘΚ2 κατά τετράγωνο πλευράς
σύμμετρης ή ασύμμετρης με την
ΕΘ. Ας υποθέσουμε πρώτα ότι
υπερέχει κατά τετράγωνο πλευ-
ράς σύμμετρης με την ΕΘ, ενώ
καμία από τις ΕΘ, ΘΚ δεν εί-
ναι σύμμετρη με την αρχική ρητή
ΕΖ. Κατά συνέπεια η δυώνυμος
ΕΚ είναι τρίτη δυώνυμος. Είναι
όμως ρητή η ΕΖ και αν ορθογώ-
νιο περιέχεται σε ρητή και τρίτη
δυώνυμο η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι δεύτερη εκ δύο μέσων
(Π, σελ. ). Άρα το ευθύγραμμο τμήμα το τετράγωνο του οποίου
είναι ισεμβαδικό με το ΕΙ, άρα και με το ΑΔ είναι δεύτερη εκ δύο μέσων.

Έστω τώρα ότι το ΕΘ2 υπερέχει του ΘΚ2 κατά τετράγωνο πλευράς
ασύμμετρης με την ΕΘ. Δεδομένου ότι τα ΕΘ, ΘΚ είναι ασύμμετρα με το
ΕΖ, η ΕΚ είναι έκτη δυώνυμος. Εάν όμως ορθογώνιο περιέχεται σε ρητή και
έκτη δυώνυμο είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο πλευράς μέσου συν μέσου
εμβαδού (Π, σελ. ). Άρα το ευθύγραμμο τμήμα το τετράγωνο του
οποίου είναι ισεμβαδικό με το ΑΔ είναι πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού.

Ομοίως αποδεικνύουμε το αποτέλεσμα αν ΑΒ < ΓΔ.
Άρα αν προστεθούν δυο μέσα ασύμμετρα μεταξύ τους εμβαδά η πλευρά

ισεμβαδικού τετραγώνου είναι είτε δεύτερη εκ δύο μέσων είτε πλευρά μέσου
συν μέσου εμβαδού. 

Παρατήρηση 1 Στις προηγούμενες προτάσεις ξεκινώντας από τη δυώ-
νυμο, αυτή και τα άλογα ευθύγραμμα τμήματα που ακολούθησαν δεν
είναι ίσα με τη μέση ούτε το ένα με το άλλο, αλλά ανήκουν σε διακριτές
κατηγορίες αλόγων.

• Διότι το μεν τετράγωνο της μέσης, ισεμβαδικό με ορθογώνιο μιας
πλευράς ρητής, η άλλη του πλευρά είναι ρητή και ασύμμετρη με την
πρώτη ρητή πλευρά (Π, σελ. ).

• Το δε τετράγωνο δυωνύμου, ισεμβαδικό με ορθογώνιο ρητής πλευράς
έχει την άλλη του πλευρά πρώτη δυώνυμο (Π, σελ. ).

• Το δε τετράγωνο πρώτης εκ δύο μέσων, ισεμβαδικό με ορθογώνιο
ρητής πλευράς έχει την άλλη του πλευρά δεύτερη δυώνυμο (Π,
σελ. ).
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• Το δε τετράγωνο δεύτερης εκ δύο μέσων, ισεμβαδικό με ορθογώ-
νιο ρητής πλεράς έχει την άλλη του πλευρά τρίτη δυώνυμο (Π,
σελ. ).

• Το δε τετράγωνο μείζονος, ισεμβαδικό με ορθογώνιο ρητής πλεράς
έχει την άλλη του πλευρά τέταρτη δυώνυμο (Π, σελ. ).

• Το δε τετράγωνο πλευράς ρητού συν μέσου εμβαδού, ισεμβαδικό με
ορθογώνιο ρητής πλευράς έχει την άλλη του πλευρά πέμπτη δυώ-
νυμο (Π, σελ. ).

• Το δε τετράγωνο πλευράς μέσου συν μέσου εμβαδού, ισεμβαδικό με
ορθογώνιο ρητής πλευράς έχει την άλλη του πλευρά έκτη δυώνυμο
(Π, σελ. ).

Όλες λοιπόν οι δεύτερες πλευρές του ισεμβαδικού ορθογωνίου με την
πρώτη πλευρά ρητή, διαφέρουν και με την πρώτη πλευρά, αφού η πρώτη
πλευρά είναι ρητή, αλλά και μεταξύ τους, αφού έχουν διαφορετική τάξη
και έτσι αυτά τα άλογα τμήματα διαφέρουν μεταξύ τους.

Στμ: στις Προτάσεις  έως  ορίζονται οι «συζυγείς» παραστάσεις

• της δυωνύμου που ονομάζεται αποτομή (Π, σελ. ),

– Δυώνυμος: √𝜎1 + √𝜎2
– Αποτομή: √𝜎1 − √𝜎2

με 𝜎1, 𝜎2 ∈ ℚ και √𝜎1/𝜎2 ∉ ℚ.

• του ου εκ δύο μέσωνπου ονομάζεται η αποτομή μέσης (Π, σελ. ),

– ος εκ δύο μέσων: 4√𝜎 + 𝜌
4√𝜎

– η αποτομή μέσης: 4√𝜎 − 𝜌
4√𝜎

με √𝜎 ∉ ℚ.

• του ου εκ δύο μέσων που ονομάζεται η αποτομή μέσης (Π,
σελ. ),

– ος εκ δύο μέσων: 4√𝜎 +
4√𝜎
√𝜌

– η αποτομή μέσης: 4√𝜎 −
4√𝜎
√𝜌
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με √𝜎, √𝜌, √𝜎/𝜌 ∉ ℚ.

• του μείζονα που ονομάζεται ελάσσων (Π, σελ. ),

– μείζων:

√𝜌
√2

√√⎷ 1 + √1 − 4𝜎
𝜌2 + √𝜌

√2
√√⎷ 1 − √1 − 4𝜎

𝜌2

– ελάσσων:

√𝜌
√2

√√⎷ 1 + √1 − 4𝜎
𝜌2 − √𝜌

√2
√√⎷ 1 − √1 − 4𝜎

𝜌2

με τους περιορισμούς 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, √𝜎 ∉ ℚ, 𝜌 > 2√𝜎 και √𝜌2 − 4𝜎 ∉
ℚ.

• της πλευράς ρητού συν μέσου εμβαδού που ονομάζεται πλευρά δια-
φοράς ρητού και μέσου εμβαδού (Π, σελ. ),

– πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού:

4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌2

𝜎 +
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌2

𝜎
– πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου εμβαδού:

4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌2

𝜎 −
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌2

𝜎

όπου 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, με 𝜎 > 4𝜌2 και √1 − 4𝜌2/𝜎 ∉ ℚ.

• της πλευράς μέσου συν μέσου εμβαδού που ονομάζεται πλευρά δια-
φοράς μέσου και μέσου εμβαδού (Π, σελ. ).

– πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού:

4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌

𝜎 +
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌

𝜎

– πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου εμβαδού:

4√𝜎
√2 √1 + √1 − 4𝜌

𝜎 −
4√𝜎
√2 √1 − √1 − 4𝜌

𝜎
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όπου 𝜌, 𝜎 ∈ ℚ, με√𝜎, √𝜌 ∉ ℚ, 𝜎 > 4𝜌,√𝜎/𝜌 ∉ ℚ και√1 − 4𝜌/𝜎 ∉
ℚ.

Πρόταση 73 () Αναπόρητό ευθύγραμμοτμήμααφαιρεθεί ρητότοοποίο
είναι προς το αρχικό τμήμα δυνάμει μόνο σύμμετρο, η διαφορά είναι άλογη και
την ονομάζουμε «αποτομή».

Απόδειξη. Από τη ρητή ΑΒ ας αφαιρεθεί η ΒΓ η οποία είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρη με την ΑΒ. Ισχυρίζομαι ότι η ΑΓ είναι άλογη (και την ονομάζουμε
αποτομή).

Αφου τα ΑΒ, ΒΓ είναι ασύμμετρα και ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ2/(ΑΒ ⋅ ΒΓ) (Λήμμα,
Π, σελ. ), άρα το ΑΒ2 είναι ασύμμετρο με το ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π, σελ. ).
Αλλά με το ΑΒ2 είναι σύμμετρο το ΑΒ2+ΒΓ2 (Π, σελ. ) ενώ το ΑΒ⋅ΒΓ
είναι σύμμετρο με το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π, σελ. ). Επειδή ισχύει ΑΒ2 + ΒΓ2 =
2ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ), συμπεραίνουμε ότι το ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι
ασύμμετρο με το ΑΓ2 (Π, σελ.  και Π, σελ. ). Είναι όμως ρητό το
ΑΒ2+ΒΓ2 άρα το ΑΓ είναι άλογο και το ονομάζουμε στο εξής «αποτομή»·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 74 () Αναπόμέσο ευθύγραμμοτμήμααφαιρεθεί μέσοτοοποίο
ως προς το αρχικό είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο και να σχηματίζει μαζί της
ρητόορθογώνιο, η διαφορά είναι άλογη και την ονομάζουμε«πρώτη αποτομή
μέσης».

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το μέσο ΑΒ το μέσο ΒΓ το οποίο είναι δυνάμει
μόνο σύμμετρο με το ΑΒ και το ΑΒ ⋅ ΒΓ ρητό (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι
ότι η διαφορά ΑΓ είναι άλογη, και στο εξής θα ονομάζεται πρώτη αποτομή
μέσης.

Αφού τα ΑΒ, ΒΓ είναι μέσα, μέσα είναι τα εμβαδά ΑΒ2 και ΒΓ2. Είναι και
ρητό το 2ΑΒ⋅ΒΓ άρα το ΑΒ2+ΒΓ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΒ⋅ΒΓ. Άρα το
2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ), αφού αν ολόκληρο
είναι με ένα από αυτά ασύμμετρο και τα αρχικά είναι ασύμμετρα (Π,
σελ. ). Είναι ρητό όμως το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ άρα το ΑΓ2 είναι άλογο, οπότε
και το ΑΓ είναι άλογο και στο εξής ονομάζεται πρώτη αποτομή μέσης. 
Πρόταση 75 () Αναπόμέσο ευθύγραμμοτμήμααφαιρεθεί μέσοτοοποίο
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το αρχικό και σχηματίζει μαζί του μέσο ορθο-
γώνιο, η διαφορά τους είναι άλογη και την ονομάζουμε «δεύτερη αποτομή
μέσης».

Απόδειξη.
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Ας αφαιρεθεί από το μέσο ΑΒ το μέσο και δυνάμει μόνο σύμμτερο ΒΓ
με το ΑΒ ⋅ ΒΓ μέσο. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι άλογο και στο εξής το
ονομάζουμε δεύτερη αποτομή μέσης.

Δ Η

Ε Ζ

Μ

Λ

Α Γ ΒΑς θεωρήσουμε ρητή ΔΙ
και ας κατασκευαστεί με
αυτή την πλευρά ορθογώνιο
ΔΕ εμβαδού ίσου με ΑΒ2 +
ΒΓ2 με πλάτος ΔΗ. Και πάλι
με πλευρά την ΔΙ ας κα-
τασκευαστεί ορθογώνιο ΔΘ
πλάτους ΔΖ ισεμβαδικό με το
2ΑΒ ⋅ ΒΓ. Ισχύει έτσι ΖΕ =
ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ).

Επειδή τα ΑΒ2, ΒΓ2 είναι μέσα και σύμμετρα, άρα και το ΔΕ είναι μέσο
(Π, σελ. , Πόρισμα, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Και έχει πλευρά
ΔΙ ρητή με πλάτος ΔΗ, άρα η ΔΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΙ (Π,
σελ. ).

Πάλι επειδή το ορθογώνιο ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι μέσο και άρα και το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ
(Πόρισμα, Π, σελ. ) και είναι ισεμβαδικό με το ΔΘ, άρα και το ΔΘ
είναι μέσο με ρητή πλευρά την ΔΙ και πλάτος ΔΖ, οπότε το ΔΖ είναι ρητό
και ασύμμετρο με το ΔΙ (Π, σελ. ). Επειδή τα ΑΒ, ΒΓ είναι δυνάμει
μόνο σύμμετρα, άρα μεταξύ τους είναι ασύμμετρα, οπότε το ΑΒ2 είναι
ασύμμετρο με το ΑΒ ⋅ ΒΓ (Π, σελ.  και Λήμμα, Π, σελ. ). Αλλά
τα ΑΒ2, ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι σύμμετρα, τα 2ΑΒ ⋅ ΒΓ, ΑΒ ⋅ ΒΓ σύμμετρα (Π,
σελ. ) άρα το 2ΑΒ⋅ΒΓ είναι ασύμμετρο με το ΑΒ2+ΒΓ2 (Π, σελ. ).
Έτσι τα ίσα τους ΔΕ, ΔΘ είναι ασύμμετρα και |ΔΕ|/|ΔΘ| = ΗΔ/ΔΖ (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς τα ΗΔ, ΔΖ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και
είναι και τα δύο ρητά άρα τα ρητά ΗΔ, ΔΖ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα.
Συνεπώς το ΖΗ είναι αποτομή (Π, σελ. ).

Είναι ρητό όμως το ΔΙ και το ορθογώνιο ρητής και αλόγου είναι άλογο
(Π, σελ. ) και το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με
αυτό είναι άλογο. Και ισχύει ΑΓ2 = ΖΕ, άρα το ΑΓ είναι άλογο, και στο
εξής θα ονομάζεται δεύτερη αποτομή μέσης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 76 () Αν από ένα ευθύγραμμο τμήμα αφαιρεθεί ένα άλλο το
οποίο είναι δυνάμει ασύμμετρο με το αρχικό και τα δύο αυτά τμήματα σχημα-
τίζουν άθροισμα τετραγώνων ρητό και ορθογώνιο μέσο, η διαφορά τους είναι
άλογη και θα την ονομάζουμε «ελάσσονα».

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το ΑΒ το δυνάμει ασύμμετρο ΒΓ και ας είναι
τέτοια που το ΑΒ2 + ΒΓ2 να είναι ρητό και το ΑΒ ⋅ ΒΓ μέσο. Ισχυρίζομαι
ότι το ΑΓ είναι άλογο και θα το ονομάζουμε ελάσσων.
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Πράγματι, επειδή το ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι ρητό και το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ μέσο, άρα
τα ΑΒ2 +ΒΓ2, 2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρα, και με αναστροφή τα ΑΒ2 +ΒΓ2,
είναι ασύμμετρο με το ΑΓ2 (Π, σελ. ). Είναι και ρητό το ΑΒ2 + ΒΓ2,
άρα το ΑΓ2 είναι άλογο, οπότε το ΑΓ είναι άλογο και θα ονομάζεται στο
εξής ελάσσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 77 () Αν από ένα ευθύγραμμο τμήμα αφαιρεθεί ένα άλλο το
οποίο είναι δυνάμει ασύμμετρομε τοαρχικό και ταδύοαυτάτμήματασχηματί-
ζουν άθροισμα τετραγώνων μέσο και το διπλάσιο ορθογώνιο ρητό, η διαφορά
τους είναι άλογη και θα την ονομάζουμε «πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου
εμβαδού».

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το ΑΒ το ΒΓ δυνάμει ασύμμετρο με το ΑΒ
ώστε να ικανοποιούνται οι υποθέσεις. Ισχυρίζομαι ότι το ΑΓ είναι άλογο.

Πράγματι, επειδή το ΑΒ2 + ΒΓ2 είναι μέσο και το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ ρητό είναι
μεταξύ τους ασύμμετρα και άρα και το υπόλοιπο (Β, Π, σελ. ), το
ΑΓ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΒ⋅ΒΓ (Π, σελ. ). Αλλά το 2ΑΒ⋅ΒΓ είναι
ρητό άρα το ΑΓ2 είναι άλογο, οπότε το ΑΓ είναι άλογο. Το ονομάζουμε
πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου εμβαδού· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 78 () Αν από ένα ευθύγραμμο τμήμα αφαιρεθεί ένα άλλο το
οποίο είναι δυνάμει ασύμμετρο με το αρχικό και τα δύο αυτά τμήματα σχη-
ματίζουν άθροισμα τετραγώνων μέσο και το διπλάσιο ορθογώνιο μέσο, και
επιπλέον το άθροισμα των τετραγώνων είναι ασύμμετρο με το διπλάσιο ορ-
θογώνιό τους, η διαφορά τους είναι άλογη και θα την ονομάζουμε «πλευρά
διαφοράς μέσου και μέσου εμβαδού».

Δ Η

Ε

Ζ

ΘΙ

Α Γ Β

Απόδειξη. Αφαιρούμε από το ΑΒ το
ΒΓ, τα οποία υποθέτουμε ότι εί-
ναι δυνάμει ασύμμετρα και ικανο-
ποιούν τις υποθέσεις. Ισχυρίζομαι
ότι το ΑΓ είναι άλογο, το οποίο
ονομάζουμε πλευρά διαφοράς μέ-
σου και μέσου εμβαδού.

Ας θεωρήσουμε ΔΙ ρητό και με
αυτό για πλευρά κατασκευάζουμε

ορθογώνιο ΔΕ ισεμβαδικό με το ΑΒ2+ΒΓ2 που έχει πλάτος ΔΗ, και αφαι-
ρούμε το ορθογώνιο ΔΘ πλάτους ΔΖ και ισεμβαδικό με το 2ΑΒ ⋅ ΒΓ. Άρα
το ΖΕ είναι ισεμβαδικό με το ΑΓ2 (Β, Π, σελ. ). Επειδή το ΑΒ2 +ΒΓ2
είναι μέσο είναι και το ΔΕ μέσο, και έχει ρητή πλευρά τη ΔΙ. Άρα η άλλη
του πλευρά, η ΔΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με το ΔΙ (pref). Πάλι το
2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι μέσο, άρα είναι και το ΔΘ μέσο, με ρητή πλευρά τη ΔΙ,
οπότε η άλλη του πλευρά, η ΔΖ, είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΔΙ (Π,
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σελ. ). Αφού τα ΑΒ2 +ΒΓ2, 2ΑΒ ⋅ ΒΓ είναι ασύμμετρα, άρα είναι ασύμ-
μετρα και τα ΔΕ, ΔΘ. Ισχύει και |ΔΕ|/|ΔΘ| = ΔΗ/ΔΖ (Β, Π, σελ. ),
άρα τα ΔΗ, ΔΖ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι όμως και ρητά άρα
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Συνεπώς το ΖΗ είναι αποτομή (Π, σελ. ), και επιπλέον το ΖΘ είναι
ρητό. Το ορθογώνιο που περιέχεται σε ρητή και αποτομή είναι άλογο και
το ευθύγραμμο τμήμα που έχει τετράγωνο ισεμβαδικό με αυτό είναι άλογο.
Και το τετράγωνο του ΑΓ είναι ισεμβαδικό με το ΖΕ. Άρα το ΑΓ είναι άλογο
και στο εξής το ονομάζουμε πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου εμβαδού·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 79 () Το ρητό ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε
μια αποτομή είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω αποτομή ΑΒ στην οποία προστίθεται το ρητό ΒΓώστε τα
ρητά ΑΓ, ΒΓ να είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι
ότι δεν υπάρχει άλλο ευθύγραμμο τμήμα από το ΒΓ με αυτές τις ιδιότητες.

Διότι αν όχι, έστω ότι και για το ρητό ΒΔ ισχύει ότι ταΑΔ, ΒΔ είναι ρητά
και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Όσο υπερέχει το ΑΔ2 + ΒΔ2
του 2ΑΔ ⋅ ΒΔ τόσο υπερέχει το ΑΒ2 + ΒΓ2 του 2ΑΒ ⋅ ΒΓ, αφού και οι δύο
υπεροχές είναι ίσες με ΑΒ2 (Β, Π, σελ. ). Εναλλάξ τώρα όσο υπερέχει
το ΑΔ2 + ΒΔ2 του ΑΒ2 + ΒΓ2 τόσο υπερέχει το 2ΑΔ ⋅ ΒΔ του 2ΑΒ ⋅ ΒΓ.
Αλλά η διαφορά των δύο πρώτων είναι ρητή αφού και το ΑΔ2 + ΒΔ2 και
το ΑΒ2+ΒΓ2 είναι ρητά. Άρα η διαφορά των 2ΑΔ⋅ΒΔ, 2ΑΒ⋅ΒΓ είναι ρητή,
το οποίο είναι άτοπο. Πράγματι, και τα δύο είναι μέσα (Π, σελ. ) και
δεν γίνεται μέσο να υπερέχει μέσου κατά ρητό (Π, σελ. ). Άρα δεν
μπορούμε να προσθέσουμε στην ΑΒ άλλη ρητή ώστε αυτή και το άθροισμα
να είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Συνεπώς, το ρητό ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε μια
αποτομή είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους είναι μοναδικό·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 80 () Το μέσο ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε
πρώτη αποτομή μέσου είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους και
με το άθροισμα αυτό σχηματίζει ρητό ορθογώνιο είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω ΑΒ πρώτη αποτομή μέσης και της προσθέτουμε τη ΒΓ
ώστε τα ΑΓ, ΓΒ να είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα σχηματίζοντας ρητό ορ-
θογώνιο το ΑΓ⋅ΓΒ (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι δεν υπάρχει άλλο από
το ΒΓ μέσο ευθύγραμμο τμήμα που μπορεί να προστεθεί στο ΑΒ και να
έχει τις ίδιες ιδιότητες.

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει το ΔΒ με τις ίδιες ιδιότητες. Άρα τα μέσα
ΑΔ, ΔΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα και σχηματίζουν ρητό ορθογώνιο, το
ΑΔ ⋅ ΔΒ (Π, σελ. ). Όσο υπερέχει το ΑΔ2 +ΔΒ2 του 2ΑΔ ⋅ ΔΒ τόσο
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υπερέχει το ΑΓ2 + ΓΒ2 του 2ΑΓ ⋅ ΓΒ, διότι και οι δύο υπεροχές είναι ίσες
με ΑΒ2 (Β, Π, σελ. ). Εναλλάξ τώρα όσο υπερέχει το ΑΔ2 + ΔΒ2 του
ΑΓ2 + ΓΒ2 τόσο υπερέχει το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ του 2ΑΓ ⋅ ΓΒ. Η τελευταία αυτή
υπεροχή είναι ρητή αφού τα 2ΑΔ⋅ΔΒ, 2ΑΓ ⋅ΓΒ είναι ρητά. Άρα ρητή είναι
η υπεροχή του ΑΔ2 + ΔΒ2 από το ΑΓ2 + ΓΒ2. Αυτό όμως είναι αδύνατο
διότι είναι και τα δύο μέσα (Π, σελ. ) και μέσο δεν υπερέχει μέσου
κατά ρητό (Π, σελ. ).

Άρα το μέσο ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε πρώτη
αποτομή μέσου είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους και με
το άθροισμα αυτό σχηματίζει ρητό ορθογώνιο είναι μοναδικό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 81 () Το μέσο ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε
δεύτερη αποτομή μέσου είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους και
με το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο ορθογώνιο είναι μοναδικό.

Ι Ν

ΕΖ

Η

Λ

Μ

Θ

Α Β Γ Δ Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ εί-
ναι δεύτερη αποτομή μέσης και
προσθέτουμε το ΒΓ με τις παρα-
πάνω ιδιότητες. Ισχυρίζομαι ότι δεν
υπάρχει άλλο ευθύγραμμο τμήμα με
τις ίδιες με το ΒΓ ιδιότητες.

Αν όχι, έστω ότι το ΒΔ είναι ένα
άλλο. Άρα τα ΑΔ, ΔΒ είναι δυνά-
μει μόνο σύμμετρα και σχηματίζουν
μέσο ορθογώνιο το ΑΔ ⋅ ΔΒ (Π,
σελ. ). Θεωρούμε ρητό ΕΖ στο
οποίο κατασκευάζουμε το ορθογώ-

νιο ΕΗ με πλευρά ΕΖ και ισεμβαδικό με το ΑΓ2 + ΓΒ2 έχοντας πλάτος το
ΕΜ. Και αφαιρούμε το ΘΗ ισεμβαδικό με το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ και πλάτος το ΘΜ.
Άρα το υπόλοιπο ΕΛ είναι ισεμβαδικό με το ΑΒ2 (Β, Π, σελ. ), οπότε
το ΑΒ2 = |ΕΛ|.

Πάλι τώρα ας κατασκευάσουμε με πλευρά την ΕΖ ισεμβαδικό ορθογώνιο
ΕΙ με το ΑΔ2+ΔΒ2 με πλευρά ΕΝ. Είναι και |ΕΛ| = ΑΒ2, άρα το υπόλοιπο
|ΘΙ| = 2ΑΔ ⋅ ΔΒ (Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΓ, ΓΒ είναι μέσα άρα και το
ΑΓ2 +ΓΒ2 = |ΕΗ| είναι μέσο, άρα το ΕΗ είναι μέσο. Έχει και ρητή πλευρά
την ΕΖ, άρα η άλλη πλευρά του, η ΕΜ είναι ρητή και ασύμμετρη με την
ΕΖ (Π, σελ. ).

Επιπλέον, επειδή το ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι μέσο, είναι και το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ (Πόρισμα,
Π, σελ. ), και είναι ίσο με το |ΘΗ|, άρα τοΘΗ είναι μέσο. Έχει και ρητή
πλευρά την ΕΖ άρα η άλλη του πλευρά, η ΘΜ, είναι ρητή και ασύμμετρη
με την ΕΖ (Π, σελ. ).
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Επειδή τα ΑΓ, ΓΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα είναι μεταξύ τους
ασύμμετρα. Ισχύει και ΑΓ/ΓΒ = ΑΓ2/(ΑΓ ⋅ ΓΒ) (Πόρισμα, Π, σελ. ),
οπότε τα ΑΓ2, ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΓ2,
ΑΓ2 + ΓΒ2 είναι σύμμετρα, και τα ΑΓ ⋅ ΓΒ, 2ΑΓ ⋅ ΓΒ ομοίως, συνεπώς
τα ΑΓ2 + ΓΒ2 = |ΕΗ|, 2ΑΓ ⋅ ΓΒ = |ΗΘ| είναι σύμμετρα (Π, σελ. ).
Ισχύει και |ΕΗ|/|ΗΘ| = ΕΜ/ΘΜ (Β, Π, σελ. ), άρα τα ΕΜ, ΜΘ είναι
ασύμμετρα (Π, σελ. ) και είναι και ρητά. Έτσι τα ρητά ΕΜ, ΜΘ είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε το ΕΘ είναι αποτομή (Π, σελ. ) με
πλευρά την ΘΜ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι και η ΘΝ προστίθεται στη ΕΘ με
τις ίδιες ιδιότητες όπως και η ΘΜ το οποίο είναι αδύνατον (Π, σελ. ).

Άρα το μέσο ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε δεύτερη
αποτομή μέσου είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμά τους και με
το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο ορθογώνιο είναι μοναδικό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 82 () Το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε ελάσ-
σωνα είναι δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά τους και με το άθροισμα αυτό
σχηματίζει ρητό άθροισμα τετραγώνων και το διπλάσιο ορθογώνιο μέσο είναι
μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω ΑΒ ελάσσων στην οποία προστίθεται η ΒΓώστε τα ΑΓ, ΓΒ
να είναι δυνάμει ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων ρητό και διπλάσιο
ορθογώνιο μέσο (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι ΒΓ με αυτές τις ιδιότητες
είναι μοναδικό.

Ας είναι και το ΒΔ με τις ίδιες ιδιότητες. Άρα τα ΑΔ, ΔΒ είναι δυνάμει
ασύμμετρα και ικανοποιούνται τα παραπάνω. Όσο υπερέχει το ΑΔ2+ΔΒ2
του ΑΓ2+ΓΒ2 τόσο υπερέχει και το 2ΑΔ⋅ΔΒ του 2ΑΓ⋅ΓΒ (Β, Π, σελ. 
και Π, σελ. ). Η υπεροχή του ΑΔ2+ΔΒ2 από το ΑΓ2+ΓΒ2 είναι ρητή
γιατί είναι ρητά και τα δύο. Άρα ρητή είναι και η υπεροχή του 2ΑΔ ⋅ ΔΒ
από το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ. Αυτό είναι αδύνατο γιατί και τα δύο είναι μέσα.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε ελάσσονα είναι
δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά τους και με το άθροισμα αυτό σχημα-
τίζει ρητό άθροισμα τετραγώνων και το διπλάσιο ορθογώνιο μέσο είναι
μοναδικό· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 83 () Το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε πλευρά
διαφοράς ρητού και μέσου εμβαδού είναι δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά
τους και με το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο άθροισμα τετραγώνων και το
διπλάσιο ορθογώνιο ρητό είναι μοναδικό.

Απόδειξη. Έστω ότι τοΑΒ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου εμβαδού
στο οποίο προστίθεται το ΒΓ με τις παραπάνω ιδιότητες. Ισχυρίζομαι ότι
δεν υπάρχει άλλο ευθύγραμμο τμήμα με αυτές τις ιδιότητες εκτός του ΒΓ.
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Αν όχι τότε ας υποθέσουμε ότι και το ΒΔ προστιθέμενο στο ΑΒ έχει τις
ίδιες ιδιότητες με το ΒΓ. Όσο υπερέχει το ΑΔ2+ΔΒ2 του ΑΓ2+ΓΒ2 τόσο
υπερέχει και το 2ΑΔ ⋅ ΔΒ του 2ΑΓ ⋅ ΓΒ, αλλά αυτή η τελευταία υπεροχή
είναι ρητή διότι και τα δύο αυτά ορθογώνια είναι ρητά. Άρα και η υπεροχή
του ΑΔ2+ΔΒ2 από το ΑΓ2+ΓΒ2 είναι ρητή το οποίο είναι αδύνατο αφού
αυτά είναι και τα δύο μέσα (Π, σελ. ).

Συνεπώς το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε πλευρά δια-
φοράς ρητού και μέσου εμβαδού είναι δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά
τους και με το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο άθροισμα τετραγώνων και
το διπλάσιο ορθογώνιο ρητό είναι μοναδικό· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 84 () Το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε πλευρά
διαφοράς μέσου και μέσου εμβαδού είναι δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά
τους και με το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο άθροισμα τετραγώνων και το
διπλάσιο ορθογώνιο μέσο και ασύμμετρο με το άθροισμα των τετραγώνων,
είναι μοναδικό.

Ε Ν

Ζ Ι

Μ

Η

Θ

Λ

Α Β Γ Δ Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι
πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου
εμβαδού στο οποίο προστίθεται
το ΒΓ με τις παραπάνω ιδιότητες.
Ισχυρίζομαι ότι δεν υπάρχει άλλο
ευθύγραμμο τμήμα με αυτές τις ιδιό-
τητες εκτός του ΒΓ.

Αν όχι τότε ας υποθέσουμε ότι
και το ΒΔπροστιθέμενο στοΑΒ έχει

τις ίδιες ιδιότητες με το ΒΓ. Θεωρούμε ρητό ΕΖ και κατασκευάζουμε με αυτή
για πλευρά ορθογώνιο ΕΗ ισεμβαδικό με το ΑΓ2 + ΓΒ2 έχοντας πλάτος
ΕΜ. Και ομοίως με πλευρά την ΕΖ ορθογώνιο ΘΗ πλάτους ΘΜ ισεμβαδικό
με το 2ΑΓ ⋅ ΓΒ. Για το υπόλοιπο θα είναι ΑΒ2 = |ΕΛ| (Β, Π, σελ. ).

Πάλι με πλευρά το ΕΖ κατασκευάζουμε ορθογώνιο ΕΙ πλάτους ΕΝ ισεμ-
βαδικό με το ΑΔ2 +ΔΒ2. Και επειη ΑΒ2 = |ΕΛ| θα ισχύει 2ΑΔ ⋅ ΔΒ = |ΙΘ|
(Β, Π, σελ. ). Το ΑΓ2 + ΓΒ2 άρα και το ΕΗ με ρητή τη ΕΖ, άρα ρητή
είναι και η ΕΜ και ασύμμετρη με την ΕΖ (Π, σελ. ). Πάλι επειδή το
2ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι μέσο και ίσο με το |ΘΗ| είναι και το ΘΗ μέσο. Έχει και ρητή
την πλευρά του ΕΖ άρα και η ΘΜ είναι ρητή και ασύμμετρη με την ΕΖ
(Π, σελ. ).

Αφού τα ΑΓ2 + ΓΒ2, 2ΑΓ ⋅ ΓΒ είναι ασύμμετρα θα είναι ασύμμετρα
και τα ΕΗ, ΘΗ, άρα και τα ΕΜ, ΜΘ είναι ασύμμετρα (Β, Π, σελ.  και
Π, σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά. Οπότε τα ΕΜ, ΜΘ είναι ρητά
και δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα το ΕΘ είναι αποτομή (Π, σελ. )
προσθέτοντας σε αυτή τη ΘΜ.



Βιβλίο 10ο 

Με όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι η ΕΘ είναι και πάλι αποτομή προσθέ-
τοντας τη ΘΝ.

Προς την αποτομή λοιπόν προστίθεται και δεύτερο ρητό ευθύγραμμο
τμήμα η οποία είναι δυνάμει μόνο σύμμετρο με το άθροισμα, το οποίο είναι
αδύνατον (Π, σελ. ).

Συνεπώς, το ευθύγραμμο τμήμα το οποίο προστιθέμενο σε πλευρά δια-
φοράς μέσου και μέσου εμβαδού είναι δυνάμει ασύμμετρο με το άθροισμά
τους και με το άθροισμα αυτό σχηματίζει μέσο άθροισμα τετραγώνων και
το διπλάσιο ορθογώνιο μέσο και ασύμμετρο με το άθροισμα των τετρα-
γώνων, είναι μοναδικό· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Στμ: Ακολουθεί η κατηγοριοποίηση των αποτομών σε έξι κατηγορίες,
σε πλήρη αντιστοιχία με την κατηγοριοποίηση των δυωνύμων. Οι σύγχρο-
νες μαθηματικές εκφράσεις για αυτές τις έξι αποτομές είναι οι αντίστοιχες
των έξι δυωνύμων στη σελίδα  όπου αντί να προσθέτουμε τα δύο
μονώνυμα αφαιρούμε από το μεγαλύτερο το μικρότερο.

Θα ονομάζουμε «προσαρμόζουσα» της αποτομής το ευθύγραμμο τμήμα
που αφαιρείται από το «όλον» για τον σχηματισμό της αποτομής.

Ορισμοί 3 () Έστω ότι έχει καθοριστεί ρητό μήκος και έχει δοθεί απο-
τομή με το τετράγωνο του όλου ευθύγραμμου τμήματος να υπερέχει του
τετραγώνου της προσαρμόζουσας κατά τετράγωνο πλευράς σύμμετρης με
το όλο ευθύγραμμο τμήμα. Τότε

(oρ. 1) αν και το όλο ευθύγραμμο τμήμα είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό
μήκος, η αποτομή ονομάζεται πρώτη αποτομή.

(oρ. 2) αν η προσαρμόζουσα είναι σύμμετρη με το αρχικό ρητό μήκος, η
αποτομή ονομάζεται δεύτερη αποτομή.

(oρ. 3) αν ούτε το όλο ούτε η προσαρμόζουσα είναι σύμμετρα με το αρχικό
ρητό μήκος, η αποτομή ονομάζεται τρίτη αποτομή.

Έστω και πάλι ότι έχει καθοριστεί ρητό μήκος και έχει δοθεί αποτομή με το
τετράγωνο του όλου ευθύγραμμου τμήματος να υπερέχει του τετραγώνου
της προσαρμόζουσας κατά τετράγωνο πλευράς, αυτή τη φορά, ασύμμετρης
με το όλο ευθύγραμμο τμήμα. Τότε

(oρ. 4) αν και το όλο ευθύγραμμο τμήμα είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό
μήκος, η αποτομή ονομάζεται τέταρτη αποτομή.

(oρ. 5) αν η προσαρμόζουσα είναι σύμμετρη με το αρχικό ρητό μήκος, η
αποτομή ονομάζεται πέμπτη αποτομή.
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(oρ. 6) αν ούτε το όλο ούτε η προσαρμόζουσα είναι σύμμετρα με το αρχικό
ρητό μήκος, η αποτομή ονομάζεται έκτη αποτομή.

Στμ: Όπως και στα δυώνυμα ευθύγραμμα τμήματα, οι αποδείξεις των
επόμενων έξι προτάσεων κατασκευάζουν καθένα από τα έξι είδη αποτο-
μής, συνεπώς έτσι θα πρέπει να καταλάβουμε τις διατυπώσεις τους: ως
κατασκευή της κλάσης καθεμιάς αποτομής και όχι μιας συγκεκριμένης. Σή-
μερα δηλαδή θα διατυπώναμε τις προτάσεις που ακολουθούν και λένε
«να βρεθεί η 𝑋 αποτομή» με τη φράση: «να κατασκευαστεί κάθε 𝑋 απο-
τομή», όπου 𝑋 «πρώτη», «δεύτερη», «τρίτη» «τέταρτη», «πέμπτη»
ή «έκτη».

Πρόταση 85 () Να βρεθεί η πρώτη αποτομή.

Απόδειξη. Έστω ότι το 𝛼 είναι ρητό ευθύγραμμο τμήμα και το ΒΗ σύμμετρο
με αυτό, άρα και το ΒΗ είναι ρητό. Θεωρούμε δυο τετράγωνους (φυσικούς)
αριθμούς ΔΕ, ΕΖ των οποίων η διαφορά να μην είναι τετράγωνος (Λήμμα ,
Π, σελ. )· οπότε το ΕΔ/ΔΖ είναι λόγος τετράγωνου αριθμού προς
τετράγωνο αριθμό. Βρίσκουμε σημείο Γ ώστε ΕΔ/ΔΖ = ΒΗ2/ΗΓ2 (Πόρι-
σμα, Π, σελ. )· άρα τα ΒΗ2, ΗΓ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Και
αφού το ΒΗ2 είναι ρητό, είναι ρητό και το ΗΓ2, οπότε και το ΗΓ ρητό.
Ο λόγος ΒΗ2/ΗΓ2 δεν είναι λόγος τετράγωνων αριθμών (αφού ο ΕΔ/ΔΖ
δεν είναι) άρα τα ΒΗ, ΗΓ είναι ασύμμετρα, είναι και ρητά, άρα το ΒΓ είναι
αποτομή (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι είναι πρώτη αποτομή.

Έστω ότι η υπεροχή του ΒΗ2 από το ΗΓ2 είναι το 𝜃2 (Λήμμα, Π,
σελ. ). Αναστρέφοντας την ΕΔ/ΔΖ = ΒΗ2/ΗΓ2 παίρνουμε ΔΕ/ΕΖ =
ΗΒ2/𝜃2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Ο λόγος ΔΕ/ΕΖ είναι τετράγωνος
προς τετράγωνο (φυσικός) αριθμός άρα και το ΗΒ2/𝜃2 συνεπώς τα ΗΒ,
𝜃 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι τα ΒΗ και √ΒΗ2 − ΗΓ2 = 𝜃 είναι
σύμμετρα, ενώ το όλο ΒΗ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό 𝛼. Άρα το ΒΓ
είναι πρώτη αποτομή.

Βρέθηκε λοιπόν η πρώτη αποτομή ΒΓ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 
Πρόταση 86 () Να βρεθεί η δεύτερη αποτομή.

Απόδειξη. Ας ληφθεί η ρητή 𝛼 και με αυτή σύμμετρο το ΗΓ, άρα είναι και
αυτό ρητό. Θεωρούμε δυο τετράγωνους (φυσικούς) αριθμούς ΔΕ, ΕΖ των
οποίων η διαφορά να μην είναι τετράγωνος (Λήμμα , Π, σελ. ).
Βρίσκουμε σημείο Β ώστε να ισχύει ΖΔ/ΔΕ = ΓΗ2/ΗΒ2 (Πόρισμα, Π,
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σελ. ). Άρα το ΓΗ2 είναι σύμμετρο με το ΗΒ2 (Π, σελ. ). Είναι και
ρητό το ΓΗ2 άρα ρητό είναι και το ΗΒ2, οπότε και η ΗΒ. Αφού ο λόγος
ΗΓ2/ΗΒ2 δεν είναι λόγος τετράγωνων αριθμών συμπεραίνουμε ότι τα ΓΗ,
ΗΒ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι και τα δύο ρητά, δυνάμει μόνο
σύμμετρα, άρα το ΒΓ είναι αποτομή (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι τώρα ότι
είναι δεύτερη αποτομή.

Διότι ας είναι 𝜃2 η υπεροχή του ΒΗ2 από το ΗΓ2 (Λήμμα, Π, σελ. ).
Επειδή λοιπόν ΒΗ2/ΗΓ2 = ΕΔ/ΔΖ, με αναστροφή θα ισχύει ΒΗ2/𝜃2 =
ΔΕ/ΕΖ (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Οι ΔΕ, ΕΖ είναι και οι δύο τετράγωνοι
(φυσικοί) αριθμοί άρα το ΒΗ2/𝜃2 είναι λόγος τετραγώνων, οπότε τα ΒΗ, 𝜃
είναι σύμμετρα (Π, σελ. ), άρα είναι σύμμετρα τα ΒΗ,√ΒΗ2 − ΗΓ2 =
𝜃. Και η προσαρμόζουσα ΓΗ είναι σύμμετρη με το αρχικό ρητό 𝛼. Συνεπώς
το ΒΓ είναι δεύτερη αποτομή· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 

Πρόταση 87 () Να βρεθεί η τρίτη αποτομή.

Απόδειξη. Ας θεωρήσουμε ρητό 𝛼 και τρεις αριθμούς 𝜀, ΒΓ, ΓΔ που δεν
έχουν μεταξύ τους λόγο τετράγωνο προς τετράγωνο (φυσικό) αριθμό, με
τον ΒΓ/ΒΔ να είναι λόγος τετράγωνου προς τετράγωνο, και ας βρεθεί
Ζ ώστε 𝜀/ΒΓ = 𝛼2/ΖΗ2 (Λήμμα , Π, σελ. ) και σημείο Θ ώστε
ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2.

Επειδή λοιπόν 𝜀/ΒΓ = 𝛼2/ΖΗ2 τα 𝛼2, ΖΗ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ).
Είναι και ρητό το 𝛼2 άρα ρητό είναι και το ΖΗ2, οπότε το ΖΗ είναι
ρητό. Και αφού 𝜀/ΒΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων το ίδιο ισχύει για το
𝛼2/ΖΗ2, οπότε τα 𝛼, ΖΗ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Πάλι επειδή
ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2, το ΖΗ2 είναι σύμμετρο με το ΗΘ2 (Π, σελ. ).
Είναι ρητό το ΖΗ2 άρα και το ΗΘ2 άρα και το ΗΘ είναι ρητό. Αλλά ο
λόγος ΒΓ/ΓΔ δεν είναι λόγος τετράγωνων αριθμών, οπότε τα ΖΗ, ΗΘ είναι
ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά, άρα τα ρητά ΖΗ,
ΗΘ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε το ΖΘ είναι αποτομή. Ισχυρίζομαι
ότι είναι τρίτη αποτομή.

Πράγματι, αφού 𝜀/ΒΓ = 𝛼2/ΖΗ2 και ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2, δ᾽ ίσου
άρα είναι 𝜀/ΓΔ = 𝛼2/ΗΘ2 (Β, Π, σελ. ). Αλλά ο λόγος 𝜀/ΓΔ δεν
είναι λόγος τετράγωνων, άρα ούτε και ο λόγος 𝛼2/ΗΘ2, οπότε τα 𝛼, ΗΘ
είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Καμιά λοιπόν από τις ΖΗ, ΘΗ δεν είναι
σύμμετρη με το αρχικό τμήμα 𝛼. Έστω λοιπόν 𝜅2 = ΖΗ2 − ΗΘ2 (Λήμμα,
Π, σελ. ). Επειδή λοιπόν είναι ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2, αναστρέφοντας
παίρνουμε ΒΓ/ΒΔ = ΖΗ2/𝜅2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Αλλά ο λόγος
ΒΓ/ΒΔ είναι λόγος τετράγωνων, άρα και ο ΖΗ2/𝜅2, οπότε τα ΖΗ, 𝜅 είναι
σύμμετρα (Π, σελ. ). δηλαδή τα ΖΗ,√ΖΗ2 − ΗΘ2 = 𝜅 είναι σύμμετρα.
Και καμιά από τις ΖΗ, ΘΗ δεν είναι σύμμετρη με το αρχικό 𝛼, άρα το ΖΘ
είναι τρίτη αποτομή.



 Μέρος Ι

Βρέθηκε λοιπόν η τρίτη αποτομή ΖΘ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 

Πρόταση 88 () Να βρεθεί η τέταρτη αποτομή.

Απόδειξη. Θεωρούμε ρητό 𝛼 και σύμμετρο με αυτό το ευθύγραμμο τμήμα
ΒΗ, οπότε είναι και αυτό ρητό. Θεωρούμε επίσης δυο αριθμούς ΔΖ, ΖΕ
ώστε το άθροισμά τους ΔΕ να μην έχει με κανένα από τα ΔΖ, ΖΕ λόγο
τετράγωνου αριθμού προς τετράγωνο αριθμό. Θεωρούμε επίσης σημείο
Γ ώστε ΔΕ/ΕΖ = ΒΗ2/ΗΓ2 (Πόρισμα, Π, σελ. ), άρα το ΒΗ2 είναι
σύμμετρο με το ΗΓ2 (Π, σελ. ). Το ΒΗ2 είναι ρητό, άρα ρητό είναι
και το ΗΓ2 άρα και το ΗΓ. Και επειδή ο λόγος ΔΕ/ΕΖ δεν είναι λόγος
τετράγωνων, ούτε και ο ΒΗ2/ΗΓ2 είναι, συνεπώς τα ΒΗ,ΗΓ είναι ασύμμετρα
(Π, σελ. ). Είναι και τα δύο ρητά και επιπλέον δυνάμει μόνο σύμμετρα,
οπότε το ΒΓ είναι αποτομή (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι είναι τέταρτη
αποτομή.

Πράγματι, θέτουμε 𝜃2 = ΝΗ2 − ΗΓ2 (Λήμμα, Π, σελ. ). Επειδή
ΔΕ/ΕΖ = ΒΗ2/ΗΓ2, με αναστροφή θα ισχύει ΕΔ2/ΔΖ2 = ΗΒ2/𝜃2 (Πόρι-
σμα, Β, Π, σελ. ). Ο λόγος ΕΔ/ΔΖ δεν είναι λόγος τετράγωνων, άρα
ούτε ο ΗΒ2/𝜃2, και συνεπώς τα ΒΗ, 𝜃 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Άρα
τα ΒΗ, √ΒΗ2 − ΗΓ2 = 𝜃 είναι ασύμμετρα ενώ όλο το ΒΗ είναι σύμμετρο
με το αρχικό ρητό 𝛼. Άρα το ΒΓ είναι τέταρτη αποτομή.

Βρέθηκε λοιπόν η τέταρτη αποτομή· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 

Πρόταση 89 () Να βρεθεί η πέμπτη αποτομή.

Απόδειξη. Θεωρούμε ρητό 𝛼 και προς αυτό σύμμετρο το ΗΓ, οπότε και
αυτό είναι ρητό. Θεωρούμε επίσης αριθμούς ΔΖ, ΖΕ ώστε το άθροισμα ΔΕ
να μην έχει λόγο τετράγωνων αριθμών ούτε με το ΔΖ ούτε με το ΖΕ. Επίσης
βρίσκουμε σημείο Γ ώστε ΖΕ/ΕΔ = ΓΗ2/ΗΒ2. Άρα και το ΗΒ2 είναι ρητό,
άρα και το ΗΒ. Και επειδή ΔΕ/ΕΖ = ΒΗ2/ΗΓ2 και το ΔΕ/ΕΖ δεν είναι
λόγος τετραγώνων, ούτε και το ΒΗ2/ΗΓ2 είναι λόγος τετραγώνων, άρα
τα ΒΗ, ΗΓ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι λοιπόν ρητά και δυνάμει
μόνο σύμμετρα, οπότε το ΒΓ είναι αποτομή (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι
ότι είναι πέμπτη αποτομή.

Πράγματι, θέτουμε 𝜃 = ΒΗ2−ΗΓ2. Επειδή είναι ΒΗ2/ΗΓ2 = ΔΕ/ΕΖ, με
αναστροφή θα ειαι ΕΔ/ΔΖ = ΒΗ2/𝜃2 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Αλλά
ο λόγος ΕΔ/ΔΖ δεν είναι λόγος τετράγωνων άρα ούτε και ο ΒΗ2/𝜃2, συνε-
πώς υτα ΒΗ, 𝜃 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Άρα τα ΗΒ, √ΒΗ2 − ΗΓ2 =
𝜃 είναι ασύμμετρα, ενώ η προσαρμόζουσα ΗΓ είναι σύμμετρη με το αρχικό
ρητό 𝛼. Οπότε η ΒΓ είναι πέμπτη αποτομή.

Βρέθηκε λοιπόν η πέμπτη αποτομή ΒΓ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 

Πρόταση 90 () Να βρεθεί η έκτη αποτομή.
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Απόδειξη. Θεωρούμε ρητό 𝛼 και τρεις (φυσικούς) αριθμούς 𝜀, ΒΓ, ΓΔ ώστε
κανένα ζευγάρι από αυτούς να μην έχει λόγο τετράγωνων αριθμών, ούτε
ο λόγος ΓΒ/ΒΔ να μην είναι λόγος τετράγωνων, και θεωρούμε σημεία Ζ,
Η και Θ ώστε 𝜀/ΒΓ2 = 𝛼2/ΖΗ2 και ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2.

Επειδή λοιπόν είναι 𝜀/ΒΓ = 𝛼2/ΖΗ2 τα 𝛼2, ΖΗ2 είναι σύμμετρα (Π,
σελ. ). Το 𝛼2 είναι ρητό, άρα ρητό είναι και το ΖΗ2, οπότε και το ΖΗ.
Και αφού ο λόγος 𝜀/ΒΓ δεν είναι λόγος τετράγωνων, ούτε και ο 𝛼2/ΖΗ2
είναι, συνεπώς τα 𝛼, ΖΗ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Επιπλέον, επειδή
ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2 τα ΖΗ2, ΗΘ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Το ΖΗ2
είναι ρητό άρα ρητό είναι το ΗΘ2 άρα και το ΗΘ. Αλλά ο λόγος ΒΓ/ΓΔ
δεν είναι λόγος τετράγωνων άρα ούτε και ο λόγος ΖΗ2/ΗΘ2 είναι, και
συνεπώς τα ΖΗ, ΗΘ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά είναι και τα
δύο ρητά και είναι λοιπόν δυνάμει μόνο σύμμετρα, συνεπώς το ΖΘ είναι
αποτομή (Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι έκτη αποτομή.

Πράγματι, επειδή 𝜀/ΒΓ = 𝛼2/ΖΗ2 και ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2, δι’ ίσου
θα πάρουμε 𝜀/ΓΔ = 𝛼2/ΗΘ2 (Β, Π, σελ. ). Όμως ο λόγος 𝜀/ΓΔ δεν
είναι λόγος τετράγωνων άρα ούτε και ο λόγος 𝛼2/ΗΘ2 είναι, συνεπώς τα
𝛼, ΗΘ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι, κανένα από τα ΖΗ, ΗΘ δεν
είναι σύμμετρο με το ρητό 𝛼. Θέτουμε τώρα 𝜅 = √ΖΗ2 − ΗΘ2. Επειδή
ΒΓ/ΓΔ = ΖΗ2/ΗΘ2, αναστρέφοντας θα πάρουμε ΓΒ/ΒΔ = ΖΗ2/𝜅2 (Πό-
ρισμα, Β, Π, σελ. ). Αλλά ο λόγος ΓΒ/ΒΔ δεν είναι λόγος τετράγωνων
άρα ούτε και ο ΖΗ2/𝜅2 είναι και συνεπώς τα ΖΗ, 𝜅 είναι ασύμμετρα. Συ-
μπεραίνουμε ότι τα ΖΗ, √ΖΗ2 − ΗΘ2 = 𝜅 είναι ασύμμετρα και κανένα
από τα ΖΗ, ΗΘ δεν είναι σύμμετρη με το αρχικό ρητό 𝛼. Συνεπώς το ΖΘ
είναι έκτη αποτομή.

Βρέθηκε δηλαδή η έκτη αποτομή ΖΘ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 
Πρόταση 91 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
πρώτη αποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο με πλευρά αποτομή.
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Απόδειξη. Ας έχει το ορθογώνιο ΑΒ ρητή
τηνΑΓ και πρώτη αποτομή τηνΑΔ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού τετρα-
γώνου είναι αποτομή.

Αφού η ΑΔ είναι πρώτη αποτομή
έστω ΔΗ η προσαρμόζουσα σε αυτή. Οι
ρητές πλευρές ΑΗ, ΗΔ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρες (Π, σελ. ). Ολόκληρη δε
η ΑΗ είναι σύμμετρη με τη ρητή ΑΓ και τα
ΑΗ,√ΑΗ2 − ΗΔ2 είναι σύμμετρα. Άρα αν
στην ΑΗ κατασκευαστεί ισεμβαδικό ορ-
θογώνιο με το ένα τέταρτο του ΔΗ2 από
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το οποίο ορθογώνιο να λείπει τετράγωνο,
το κατασκευασμένο ορθογώνιο διαιρεί τη ΑΗ σε σύμμετρα τμήματα (Π,
σελ. ). Έστω ότι Ε το μέσο του ΔΗ και στην ΑΗ κατασκευάζουμε ορ-
θογώνιο ισεμβαδικό με το ΕΗ2 από το οποίο να λείπει τετράγωνο σχήμα.
Έστω ότι το ορθογώνιο είναι το ΑΖ ⋅ ΖΗ. Άρα τα ΑΖ, ΖΗ είναι σύμμετρα.
Και από τα σημεία Ε, Ζ, Η ας φέρουμε παράλληλες προς την ΑΓ, τις ΕΘ,
ΖΙ και ΗΚ.

Η ΑΖ είναι σύμμετρη μετην ΖΗ και άρα η ΑΗ είναι σύμμετρη και με την
ΑΖ και την ΖΗ (Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΗ, ΑΓ είναι σύμμετρα και άρα
καθεμιά από τα ΑΖ, ΖΗ είναι σύμμετρα με την ΑΓ (Π, σελ. ). Και
είναι ρητό το ΑΓ, οπότε και τα ΑΖ, ΖΗ είναι ρητά οπότε και τα ΑΙ, ΖΚ
είναι ρητά (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Επειδή τώρα η ΔΕ είναι
σύμμετρη με την ΕΗ συμπεραίνουμε ότι και η ΔΗ είναι σύμμετρη με καθεμιά
από τις ΔΕ, ΕΗ (Π, σελ. ). Εϊναι δε ρητή η ΔΗ και ασύμμετρη με την
ΑΓ, άρα καθεμιά από τις ΔΕ, ΕΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με την ΑΓ (Π,
σελ. ). Έτσι καθένα από τα ΔΘ, ΕΚ είναι μέσο (Π, σελ. ).

Θεωρούμε τώρα το τετράγωνο ΛΜ ισεμβαδικό με το ΑΙ από το οποίο
αφαιρούμε τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ με κοινή με αυτό γωνία
την ΛΟ̂Μ. Άρα τα τετράγωνα ΛΜ, ΝΞ είναι στην ίδια διαγώνιο (Β, Π,
σελ. ). Έστω αυτή η διαγώνιος να είναι η ΟΡ.

Αφού το ορθογώνιο ΑΖ⋅ΖΗ είναι ισεμβαδικό με το ΕΗ2 ισχύει ΑΖ/ΕΗ =
ΕΗ/ΖΗ (Β, Π, σελ. ). Αλλά ΑΖ/ΕΗ = ΑΘ/ΕΚ και ΕΗ/ΖΗ = ΕΚ/ΚΖ
(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς το ΕΚ είναι μέσο ανάλογο των ΑΙ, ΚΖ. Και
δείχθηκε ότι και το ΜΝ είναι μέσο ανάλογο των ΛΜ, ΝΞ (Λήμμα, Π,
σελ. ). Επιπλέον ισχύει ΑΙ = ΛΜ, ΚΖ = ΝΞ, οπότε Μ = ΕΚ. Αλλά
ΕΚ = ΔΘ και ΜΝ = ΛΞ (Β, Π, σελ. ). Άρα το ΔΚ είναι ισεμβαδικό
με τον γνώμωνα ΥΦΧ συν το ΝΞ. Ισχύει όμως και ΑΚ = ΛΜ + ΝΞ, άρα
ΑΒ = ΣΤ = ΛΝ2. Συνεπώς το τετράγωνο της ΛΝ είναι ισεμβαδικό με το
ΑΒ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η ΛΝ είναι αποτομή. Πράγματι, καθένα από τα
ΑΙ, ΖΚ είναι ρητό και ΑΙ = ΛΜ, ΖΚ = ΝΞ, καθένα από τα ΛΜ, ΝΞ είναι
ρητό και άρα τα ΛΟ2, ΟΝ2 είναι ρητά συνεπώς και τα ΛΟ, ΟΝ είναι ρητά.
Πάλι επειδή το ΔΘ είναι μέσο και ισεμβαδικό με το ΛΞ είναι και το ΛΞ
μέσο. ΛΞ λοιπόν μέσο, ΝΞ ρητό άρα αυτά τα δύο είναι ασύμμετρα. Ισχύει
και ΛΞ/ΝΞ = ΛΟ/ΟΝ (Β, Π, σελ. ). Άρα το ΛΟ είναι ασύμμετρο με
το ΟΝ (Π, σελ. ). Είναι και τα δυο ρητά, οπότε τα ρητά ΛΟ, ΟΝ
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε το ΛΝ είναι αποτομή (Π, σελ. ).
Και το τετράγωνό του είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ. Συνεπώς
το ευθύγραμμο τμήμα του οποίου το τετράγωνο είναι ισεμβαδικό με το
ορθογώνιο ΑΒ είναι αποτομή.

Άρα, αν ένα ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή…κλπ. 
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Πρόταση 92 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
δεύτερη αποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο με πλευρά πρώτη αποτομή
μέσης.
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Απόδειξη. Ας περιέχεται το ορθογώνιο ΑΒ
στη ρητή ΑΓ και δεύτερης αποτομής ΑΔ.
Ισχυρίζομαι ότι το ευθύγραμμο τμήμα με
τετράγωνο ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
ΑΒ είναι πρώτη αποτομή μέσης.

Θεωρούμε την προσαρμόζουσα ΔΗ
στην ΑΔ. Τα ρητά ΑΗ, ΗΔ είναι δυνά-
μει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ) και η
προσαρμόζουσαΔΗ είναι σύμμετρη με την
αρχική ρητή ΑΓ και τα ΗΔ, √ΑΗ2 − ΗΔ2
είναι σύμμετρα. Άρα αν στην ΑΗ κατα-
σκευαστεί ορθογώνιο ισοδύναμο με το
ένα τέταρτο του ΗΔ2 από το οποίο ορθογώνιο λείπει τετράγωνο, το
ορθογώνιο τη διαιρεί σε σύμμετρα (Π, σελ. ). Θεωρούμε το μέσο Ε
του ΔΗ και κατασκευάζουμε στην ΑΗ ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ΕΗ2
από το οποίο να λείπει τετράγωνο με πλευρές τις ΑΖ, ΖΗ οι οποίες είναι
μεταξύ τους σύμμετρες αλλά σύμμετρες και με την ΑΗ (Π, σελ. ). Εί-
ναι και ρητή η ΑΗ και ασύμμετρη με την ΑΓ, άρα καθεμιά από τις ΑΖ, ΖΗ
είναι ασύμμετρες με την ΑΓ (Π, σελ. ). Έτσι και το ΑΙ και το ΖΚ είναι
μέσα (Π, σελ. ). Επειδή η ΔΕ είναι σύμμετρη με την ΕΗ είναι και η
ΔΗ σύμμετρη με καθεμιά από τις ΔΕ, ΕΗ (Π, σελ. ). Η ΔΗ όμως είναι
σύμμετρη με την ΑΓ, άρα καθεμιά από τις ΔΕ, ΕΗ είναι ρητή και σύμμετρη
με την ΑΓ. Έτσι τα ΔΘ, ΕΚ είναι ρητά.

Κατασκευάζουμε τετράγωνο ΛΜ ισεμβαδικό με το ΑΙ και από αυτό ας
αφαιρεθεί το τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ ώστε να έχει κοινή γωνία
με το ΛΜ, την ΛΟ̂Μ. Τα τετράγωνα ΛΜ και ΝΞ έχουν κοινή διαγώνιο (Β,
Π, σελ. ), έστω την ΟΡ. Επειδή λοιπόν τα ΑΙ, ΖΚ είναι μέσα, και ισχύει
|ΑΙ| = ΛΟ2, |ΖΚ| = ΟΝ2 συμπεραίνουμε ότι τα ΛΟ2, ΟΝ2 είναι μέσα, και
άρα μέσες είναι οι ΛΟ και ΟΝ και επιπλέον είναι δυνάμει μόνο σύμμετρες.
Επειδή το ορθογώνιο ΑΖ ⋅ ΖΗ = ΕΗ2 θα ισχύει ΑΖ/ΕΗ = ΕΗ/ΖΗ (Β,
Π, σελ. ). Αλλά ΑΖ/ΕΗ = |ΑΙ|/|ΕΚ| (Β, Π, σελ. ) και ΕΗ/ΖΗ =
|ΕΚ|/|ΖΚ|. Οπότε

|ΑΙ|/|ΕΚ| = ΑΖ/ΕΗ = ΕΗ/ΖΗ = |ΕΚ|/|ΖΚ|.
Άρα το |ΕΚ| είναι μέσο ανάλογο των |ΑΙ|, |ΖΚ|. Είναι και το ΜΝ μέσο
ανάλογο των ΛΜ, ΝΞ (Λήμμα, Π, σελ. ), και ΑΙ = ΛΜ και ΖΚ = ΝΞ.
Άρα ΜΝ = ΕΚ. Όμως ΕΚ = ΔΘ και ΜΝ = ΛΞ (Β, Π, σελ. ). Έτσι, όλο
το ΔΚ είναι ισεμβαδικό με τον γνώμωνα ΥΦΧ+ΝΞ. Επειδή ΑΚ = ΛΜ+ΝΞ
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είναι και τα υπόλοιπα ισεμβαδικά δηλαδή |ΑΒ| = |ΤΣ|. Τώρα |ΤΣ| = ΛΝ2,
άρα ΛΝ2 = |ΑΒ|.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η ΛΝ είναι πρώτη αποτομή μέσης.
Πράγματι, επειδή το ΕΚ είναι ρητό και ίσο με το ΛΞ άρα και το ΛΞ

είναι ρητό, οπότε ρητό και το ΛΟ ⋅ ΟΝ. Είναι και μέσο το ΝΞ άρα το ΛΞ
είναι ασύμμετρο με το ΝΞ, και ΛΞ/ΝΞ = ΛΟ/ΟΝ (Β, Π, σελ. ). Άρα
τα ΛΟ, ΟΝ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι, τα μέσα ΛΟ, ΟΝ είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα και περιέχουν ρητό ορθογώνιο. Συνεπώς η ΛΝ
είναι πρώτη αποτομή μέσης (Π, σελ. ), και το τετράγωνό της είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα το τετράγωνο του οποίου είναι ισεμβαδικό
με το ορθογώνιο ΑΒ είναι πρώτη αποτομή μέσης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 93 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
τρίτη αποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο με πλευρά δεύτερη αποτομή
μέσης.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το ορθο-
γώνιο ΑΒ περιέχεται στη ρητή ΑΓ και
της τρίτης αποτομής ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι
η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι
δεύτερη αποτομή μέσης.

Έστω ότι ηΔΗ είναι η προσαρμόζουσα
στην ΑΔ. Άρα είναι ρητά τα ΑΗ, ΗΔ και
δυνάμει μόνο σύμμετρα, και καμιά από τις
ΑΗ, ΗΔ δεν είναι σύμμετρη με την αρχική
ρητή ΑΓ. Επίσης τα ΑΗ, √ΑΗ2 − ΔΗ2
είναι σύμμετρα. Έτσι αν κατασκευαστεί
στην ΑΗ ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ένα
τέταρτο του ΔΗ2 από το οποίο να λείπει

τετράγωνο σχήμα θα τη διαιρεί σε σύμμετρα (Π, σελ. ). Έστω Ε το
μέσο του ΔΗ και ας κατασκευαστεί στην ΑΗ ορθογώνιο ΑΖ⋅ΖΗ ισεμβαδικό
με το ΕΗ2 από το οποίο να λείπει τετράγωνο. Φέρνουμε και από τα Ε, Ζ, Η
παράλληλες προς την ΑΓ τις ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ. Έτσι τα ΑΖ, ΖΗ είναι σύμμετρα και
συνεπώς το ΑΙ είναι σύμμετρο με το ΖΚ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ).

Επειδή τα ΑΖ, ΖΗ είναι σύμμετρα θα είναι και το ΑΗ (ως άθροισμά τους)
σύμμετρο με αυτά (Π, σελ. ). Η ΑΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με την
ΑΓ, οπότε και τα ΑΖ, ΖΗ ομοίως (Π, σελ. ). Καθένα λοιπόν από τα
ΑΙ, ΖΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Πάλι, επειδή η ΔΕ είναι σύμμετρη με την
ΕΗ είναι και η ΔΗ με καθεμιά από τις ΔΕ, ΕΗ σύμμετρη (Π, σελ. ).
Είναι επίσης ρητή η ΗΔ και ασύμμετρη με την ΑΓ, άρα καθεμιά από τις
ΔΕ, ΕΗ είναι ρητή και ασύμμετρη με την ΑΓ (Π, σελ. ), άρα καθένα
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από τα ΔΘ, ΕΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Αφού όμως τα ΑΗ, ΗΔ είναι
δυνάμει μόνο σύμμετρα, και η ΑΗ είναι ασύμμετρη με την ΗΔ. Αλλά η ΑΗ
είναι σύμμετρη με την ΑΖ, η δε ΔΗ με την ΕΗ, άρα η ΑΖ είναι ασύμμετρη
με την ΕΗ (Π, σελ. ). Αλλά ΑΖ/ΕΗ = |ΑΙ|/|ΕΚ| (Β, Π, σελ. ) άρα
το ΑΙ είναι ασύμμετρο με το ΕΚ (Π, σελ. ).

Ας κατασκευάσουμε λοιπόν το τετράγωνο ΛΜ ισεμβαδικό με το ΑΙ και
ας αφαιρεθεί το τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ με την ίδια γωνία με
το ΛΜ. Άρα τα ΛΜ, ΝΞ έχουν κοινή διαγώνιο, την ΡΟ (Β, Π, σελ. ).
Επειδή ΑΖ⋅ΖΗ = ΕΗ2 είναι και ΑΖ/ΕΗ = ΕΗ/ΖΗ (Β, Π, σελ. ). Αλλά
ΑΖ/ΕΗ = |ΑΙ|/|ΕΚ| (Β, Π, σελ. ) και ΕΗ/ΖΗ = |ΕΚ|/|ΖΚ|, συνεπώς
|ΑΙ|/|ΕΚ| = |ΕΚ|/|ΖΚ|, δηλαδή το |ΕΚ| είναι μέσο ανάλογο των |ΑΙ|, |ΖΚ|.
Αλλά και το |ΜΝ| είναι μέσο ανάλογο των |ΛΜ|, |ΝΞ| (Λήμμα, Π, σελ. ),
και |ΑΙ| = |ΛΜ|, |ΖΚ| = |ΝΞ| και άρα |ΕΚ| = |ΜΝ|. Αλλά |ΜΚ| = |ΛΞ| (Β,
Π, σελ. ) και |ΕΚ| = |ΔΘ|, και άρα όλο το ΔΚ είναι ισεμβαδικό με
τον γνώμονα ΥΦΧ συν το ΝΞ. Ισχύει και ΑΚ = ΛΜ + ΝΞ οπότε για τα
υπόλοιπα είναι |ΑΒ| = |ΣΤ| = ΛΝ2. Άρα το τετράγωνο της ΛΝ είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το ΛΝ είναι δεύτερη αποτομή μέσης.
Πράγματι, επειδή τα ΑΙ, ΖΚ δείχθηκαν μέσα και ισεμβαδικά με τα ΛΟ2,

ΟΝ2 αντίστοιχα, άρα και καθένα από τα ΛΟ, ΟΝ είναι μέσα (Β, Π,
σελ.  και Π, σελ. ). Επειδή δε το ΑΙ είναι σύμμετρο με το ΖΚ άρα
και το ΛΟ2 είναι σύμμετρο με το ΟΚ2. Αλλά το ΑΙ δείχθηκε ασύμμετρο με
το ΕΚ άρα και το ΛΜ ασύμμετρο με το ΜΝ, δηλαδή το ΛΟ2 ασύμμετρο με
το ΛΟ ⋅ ΟΝ. Έτσι τα ΛΟ, ΟΝ είναι ασύμμετρα (Β, Π, σελ.  και Π,
σελ. ). Κατά συνέπεια τα μέσα ΛΟ, ΟΝ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι περιέχουν μέσο ορθογώνιο.
Πράγματι, επειδή το ΕΚ δείχθηκε μέσο και ισεμβαδικό με το ΛΟ ⋅ ΟΝ

άρα και το τελευταίο είναι μέσο, οπότε τα μέσα ΛΟ, ΟΝ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα που περιέχουν μέσο. Άρα η ΛΝ είναι δεύτερη αποτομή μέσης
(Π, σελ. ). Και το τετράγωνό της είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
ΑΒ.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα το τετράγωνο του οποίου είναι ισεμβαδικό
με το ορθογώνιο ΑΒ είναι δεύτερη αποτομή μέσης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 94 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
τέταρτη αποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο με πλευρά ελάσσονα.

Απόδειξη. Έστω ότι το ορθογώνιο ΑΒ έχει ρητή την ΑΓ και τέταρτη απο-
τομή την ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά ισεμβαδικού τετραγώνου είναι
ελάσσων.

Έστω ότι η ΔΗ είναι η προσαρμόζουσα στην ΑΔ. Οι ρητές λοιπόν ΑΗ,
ΗΔ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρες και η ΑΗ σύμμετρη με τη ρητή ΑΓ, και
τα ΑΗ, √ΑΗ2 − ΔΗ2 είναι ασύμμετρα. Έτσι αν Ε το μέσον του ΔΗ και
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κατασκευαστεί στην ΑΗ ορθογώνιο ΑΖ ⋅ ΖΗ ισεμβαδικό με το ΕΗ2 ώστε
να λείπει τετράγωνο σχήμα, τα ΑΖ, ΖΗ είναι ασύμμετρα.

Ρ Μ

ΟΛ

Τ

Ν

Σ Ξ

Γ Κ

ΗΑ

Β

Δ

Θ

Ε

Ι

Ζ

Υ
Χ

Φ

Φέρνουμε από τα Ε, Ζ, Η παράλλη-
λες προς τις ΑΓ, ΒΔ έστω τις ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ.
Επειδή η ΑΗ είναι ρητή και σύμμετρη με
την ΑΓ συμπεραίνουμε ότι το ΑΚ είναι
ρητό. Επειδή το ΑΖ είναι ασύμμετρο με το
ΑΓ και είναι και τα δύο ρητά συμπεραί-
νουμε ότι τοΔΚ είναι μέσο (Π, σελ. ).

Επειδή το ΑΖ είναι ασύμμετρο με το
ΖΗ, άρα και το |ΑΙ| είναι ασύμμετρο με το
|ΖΚ| (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ).

Κατασκευάζουμε τετράγωνο ΛΜ ισεμ-
βαδικό με το ΑΙ και αφαιρούμε από αυτό

τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ με κοινή γωνία την ΛΟ̂Μ. Άρα τα
τετράγωνα ΛΜ, ΝΞ έχουν κοινή διαγώνιο (Β, Π, σελ. ), έστω την
ΟΡ.

Επειδή ΑΖ ⋅ ΖΗ = ΕΗ2 άρα ΑΖ/ΕΗ = ΕΗ/ΖΗ (Β, Π, σελ. ). Αλλά
ΑΖ/ΕΗ = |ΑΙ|/|ΕΚ| και ΕΗ/ΖΗ = |ΕΚ|/|ΖΚ| (Β, Π, σελ. ). Άρα το |ΕΚ|
είναι μέσο ανάλογο των |ΑΙ|, |ΖΚ|. Είναι όμως και το |ΜΝ| μέσο ανάλογο
των |ΛΜ|, |ΝΞ| (Λήμμα, Π, σελ. ) και |ΑΙ| = |ΛΜ|, |ΖΚ| = |ΝΞ| άρα
|ΕΚ| = |ΜΝ|.

Αλλά |ΕΚ| = |ΔΘ|, |ΜΝ| = |ΛΞ| (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς το ΔΚ είναι
ισεμβαδικό με τον γνώμονα ΥΦΧ συν το ΝΞ. Επειδή λοιπόν το ΑΚ είναι
ισεμβαδικό με το άθροισμα των τετραγώνων ΛΜ και ΝΞ θα είναι ίσα τα
υπόλοιπα, δηλαδή |ΑΒ| = |ΣΤ| = ΛΝ2. Άρα το τετράγωνο της ΛΝ είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το ΛΝ είναι ελάσσων. Πράγματι, αφού το ΑΚ είναι
ρητό και ισεμβαδικό με το ΛΟ2 + ΟΝ2 άρα το ΛΟ2 + ΟΝ2 είναι ρητό.
Επειδή το ΔΚ είναι μέσο και ισχύει |ΔΚ| = 2ΛΟ ⋅ ΟΝ, άρα το 2ΛΟ ⋅ ΟΝ
είναι μέσο. και αφού το |ΑΙ| δείχθηκε ασύμμετρο με το ΖΚ άρα το ΛΟ2
είναι ασύμμετρο με το ΟΝ2. Οπότε τα ΛΟ, ΟΝ είναι δυνάμει ασύμμετρα με
άθροισμα τετραγώνων ρητό και το διπλάσιο ορθογώνιο μέσο. Συνεπώς
η ΛΝ είναι η άλογη που ονομάσαμε ελάσσων. Και το τετράγωνό της είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο ΑΒ.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
ΑΒ είναι ελάσσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 95 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
πέμπτηαποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο μεπλευρά διαφορά ρητού και
μέσου.
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Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το ορθογώ-
νιο ΑΒ έχει ρητή την ΑΓ και πέμπτη απο-
τομή την ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά
τετραγώνου ισεμβαδικού με το ΑΒ είναι
η πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου.

Υποθέτουμε ότι η ΔΗ είναι η προσαρ-
μόζουσα στην ΑΔ, οπότε τα ρητά ΑΗ,
ΗΔ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, και η
προσαρμόζουσα ΗΔ είναι σύμμετρη με τη
ρητή ΑΓ, και τα ΑΗ, √ΑΗ2 − ΔΗ2 είναι
ασύμμετρα. Έτσι αν Ε το μέσο της ΔΗ
και στην ΑΗ κατασκευαστεί ορθογώνιο
ΑΖ ⋅ ΖΗ ισεμβαδικό με το ΕΗ2 από το οποίο να λείπει τετράγωνο, τα ΑΖ,
ΖΗ είναι ασύμμετρα. Και επειδή τα ΑΗ, ΑΓ είναι ασύμμετρα και είναι και
τα δύο ρητά συμπεραίνουμε ότι το ΑΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Πάλι
επειδή το ΔΗ είναι ρητό και σύμμετρο με το ΑΓ είναι και το ΔΚ ρητό (Π,
σελ. ). Κατασκευάζουμε τώρα τετράγωνο ΛΜ ισεμβαδικό με το ΑΙ και
από αυτό αφαιρούμε το τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ με κοινή γω-
νία την ΛΟ̂Μ. Άρα τα τετράγωνα ΛΜ, ΝΞ έχουν κοινή διαγώνιο (Β, Π,
σελ. ), έστω την ΟΡ.

Με όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι το τετράγωνο της ΛΝ είναι ισεμβαδικό
με το ορθογώνιο ΑΒ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η ΛΝ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου.
Πράγματι, επειδή το ΑΚ δείχθηκε μέσο και ισεμβαδικό με το ΛΟ2 +ΟΝ2,
το ΛΟ2+ΟΝ2 είναι μέσο. Και επειδή το ΔΚ είναι ρητό και ισεμβαδικό με το
2ΛΟ⋅ΟΝ είναι και το τελευταίο ρητό. Και το |ΑΙ| είναι ασύμμετρο με το ΖΚ,
άρα το ΛΟ2 είναι ασύμμετρο με το ΟΝ2, οπότε τα ΛΟ, ΟΝ είναι δυνάμει
ασύμμετρα τα οποία σχηματίζουν το μεν άθροισμα των τετραγώνων τους
μέσο το δε διπλάσιο ορθογώνιο ρητό. Άρα το υπόλοιπο ΛΝ είναι η άλογη
που ονομάσαμε πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου (Π, σελ. ), και το
τετράγωνό της είναι ισεμβαδικό με το ΑΒ.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
ΑΒ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 96 () Ορθογώνιο με την μια πλευρά ρητή και την άλλη πλευρά
πέμπτηαποτομή είναι ισεμβαδικό με τετράγωνο μεπλευρά διαφορά μέσου και
μέσου.

Απόδειξη. Έστω ότι το ορθογώνιο ΑΒ έχει ρητή την ΑΓ και έκτη αποτομή
την ΑΔ. Ισχυρίζομαι ότι η πλευρά τετραγώνου ισεμβαδικού με το ΑΒ είναι
πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου.
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Υποθέτουμε ότι η ΔΗ είναι η προσαρ-
μόζουσα στην ΑΔ, οπότε τα ρητά ΑΗ, ΗΔ
είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, καμιά από
αυτές δεν είναι σύμμετρη με τη ρητή ΑΓ
και τα ΑΗ, √ΑΗ2 − ΔΗ2 είναι ασύμμε-
τρα. Έτσι αν Ε το μέσο της ΔΗ και στην
ΑΗ κατασκευαστεί ορθογώνιο ΑΖ ⋅ ΖΗ
ισεμβαδικό με το ΕΗ2 από το οποίο να
λείπει τετράγωνο, τα ΑΖ, ΖΗ είναι ασύμ-
μετρα. Ισχύει και ΑΖ/ΖΗ = |ΑΙ|/|ΖΚ| (Β,
Π, σελ. ) άρα τα |ΑΙ|, |ΖΚ| είναι ασύμ-
μετρα (Π, σελ. ). Και επειδή τα ρητά
ΑΗ, ΑΓ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, το

ΑΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Πάλι επειδή τα ΑΓ, ΔΗ είναι ρητά και ασύμ-
μετρα το ΔΚ είναι μέσο (Π, σελ. ). Αφού τα ΑΗ, ΗΔ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα τα ΑΗ, ΗΔ είναι ασύμμετρα. Ισχύει και ΑΗ/ΗΔ = |ΑΚ|/|ΚΔ| (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς τα |ΑΚ|, |ΚΔ| είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Κατασκευάζουμε τώρα τετράγωνο ΛΜ ισεμβαδικό με το ΑΙ και από
αυτό αφαιρούμε το τετράγωνο ΝΞ ισεμβαδικό με το ΖΚ με κοινή γωνία.
Άρα τα τετράγωνα ΛΜ, ΝΞ έχουν κοινή διαγώνιο (Β, Π, σελ. ), έστω
την ΟΡ.

Με όμοιο τρόπο δείχνουμε ότι το τετράγωνο της ΛΝ είναι ισεμβαδικό
με το ορθογώνιο ΑΒ.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η ΛΝ είναι πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου.
Πράγματι, επειδή το ΑΚ δείχθηκε μέσο και ισεμβαδικό με το ΛΟ2 +ΟΝ2,
το ΛΟ2+ΟΝ2 είναι μέσο. Και επειδή το ΔΚ είναι μέσο και ισεμβαδικό με το
2ΛΟ⋅ΟΝ είναι και το τελευταίο μέσο. Και το |ΑΚ| είναι ασύμμετρο με το ΔΚ,
άρα το ΛΟ2+ΟΝ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΛΟ⋅ΟΝ. Και επειη το |ΑΙ| είναι
ασύμμετρο με το |ΖΚ| άρα το ΛΟ2 είναι ασύμμετρο με το ΟΝ2. Έτσι τα
ΛΟ, ΟΝ είναι δυνάμει ασύμμετρα και σχηματίζουν άθροισμα τετραγώνων
μέσο και διπλάσιο ορθογώνιο μέσο και το άθροισμα των τετραγώνων
τους ασύμμετρο με το διπλάσιο ορθογώνιό τους. Άρα η ΛΝ είναι η άλογη
που ονομάσαμε πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου (Π, σελ. ), και το
τετράγωνό της είναι ισεμβαδικό με το ΑΒ.

Άρα το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με το ορθογώνιο
ΑΒ είναι πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 97 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τε-
τράγωνο αποτομής έχει την άλλη του πλευρά πρώτη αποτομή.

Απόδειξη. Έστω ότι η ΑΒ είναι αποτομή, η ΓΔ ρητή και με πλευρά τη ΓΔ
κατασκευάζουμε ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ΑΒ2 το οποίο σχηματίζει
πλάτος ΓΖ. Ισχυρίζομαι ότι το ΓΖ είναι πρώτη αποτομή.
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Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β ΗΔιότι έστω ότι η προσαρμόζουσα
στην ΑΒ είναι η ΒΗ. Έτσι είναι ρητά
τα ΑΗ, ΒΗ και δυνάμει μόνο σύμμετρα
(Π, σελ. ). Και ας κατασκευαστεί
με πλευρά τη ΓΔ ορθογώνιο ΓΘ ισεμ-
βαδικό με τοΑΗ2 και το ΚΛ ισεμβαδικό
με το ΒΗ2. Άρα |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2
και |ΓΕ| = ΑΒ2 άρα για το υπό-
λοιπο ισχύει |ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ ΗΒ (Β, Π,
σελ. ). Έστω τώρα ότι τοΝ είναι το μέσο του ΖΜ και από τοΝ φέρνουμε
παράλληλη προς την ΓΔ την ΝΞ. Άρα καθένα από τα ΖΞ, ΛΝ είναι ίσο με
το ΑΗ ⋅ ΗΒ. Το |ΔΜ| = ΑΗ2 +ΗΒ2 όμως είναι ρητό και έχει κατασκευαστεί
με πλευρά τη ΓΔ σχηματίζοντας πλάτος ΓΜ. Άρα η ΓΜ είναι ρητή και
σύμμετρη με τη ΓΔ (Π, σελ. ).

Το |ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο και έχει πλευρά τη ρητή ΓΔ άρα το
πλάτος του ΖΜ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΓΔ (Π, σελ. ). Αφού
λοιπόν το άθροισμα ΑΗ2 + ΗΒ2 είναι ρητό ενώ το 2ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο,
άρα το ΑΗ2 + ΗΒ2 είναι ασύμμετρο με το 2ΑΗ ⋅ ΗΒ. Άρα τα |ΔΜ|, |ΖΛ|
είναι ασύμμετρα. Ισχύει επίσης |ΔΜ|/|ΖΛ| = ΓΜ/ΖΜ (Β, Π, σελ. ).
Άρα τα ΓΜ, ΖΜ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά.
Συνεπώς, αφού τα ρητά ΓΜ, ΖΜ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, το ΓΖ είναι
αποτομή.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι πρώτη αποτομή. Διότι επειδή το ΑΗ ⋅ ΗΒ
είναι μέσο ανάλογο των ΑΗ2, ΗΒ2 (Λήμμα, Π, σελ. ) και ισχύει ΑΗ2 =
|ΓΘ|, ΒΗ2 = |ΚΛ|, ΑΗ ⋅ ΗΒ = |ΝΛ| άρα και το |ΝΛ| είναι μέσο ανάλογο
των |ΓΘ|, |ΚΛ|. Δηλαδή ισχύει |ΓΘ|/|ΝΛ| = |ΝΛ|/|ΚΛ|. Όμως |ΓΘ|/|ΝΛ| =
ΓΚ/ΝΜ και |ΝΛ|/|ΚΛ| = ΝΜ/ΚΜ (Β, Π, σελ. ). Άρα το ΓΚ⋅ΚΜ = ΝΜ2
είναι ίσο με το ένα τέταρτο του ΖΜ2. Και επειδή το ΑΗ2 είναι σύμμετρο
με το ΗΒ2 είναι και το |ΓΘ| με το |ΚΛ|. Ισχύει όμως |ΓΘ|/|ΚΛ| = ΓΚ/ΚΜ
(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς τα ΓΚ, ΚΜ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Άρα
έχουμε τα άνισα ευθύγραμμα τμήματα ΓΜ,ΜΖ, στη ΓΜ έχει κατασκευαστεί
ορθογώνιο ΓΚ ⋅ ΚΜ ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του ΖΜ2 από το οποίο
ορθογώνιο λείπει τετράγωνο, και τα ΓΚ, ΚΜ είναι σύμμετρα. Οπότε τα
ΓΜ, √ΓΜ2 − ΜΖ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Επιπλέον η ΓΜ είναι
σύμμετρη με την ρητή ΓΔ, άρα η ΓΖ είναι πρώτη αποτομή.

Άρα το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τετράγωνο
αποτομής έχει την άλλη του πλευρά πρώτη αποτομή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 98 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τε-
τράγωνοπρώτηςαποτομήςμέσηςέχειτηνάλλητουπλευράδεύτερηαποτομή.
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Απόδειξη. Ας είναι ΑΒ πρώτη αποτομή μέσης, ΓΔ ρητή και ορθογώνιο ΓΕ
με πλευρά τη ΓΔ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 έχοντας πλάτος το ΓΖ. Ισχυρίζομαι
ότι το ΓΖ είναι δεύτερη αποτομή.

Έστω ότι η ΗΒ είναι η προσαρμόζουσα στην ΑΒ, οπότε τα ΑΗ, ΗΒ είναι
μέσα και δυνάμει μόνο σύμμετρα που περιέχουν ρητό ορθογώνιο (Π,
σελ. ). Ας κατασκευάσουμε με πλευρά τη ΓΔ ορθογώνιο ΓΘ ισεμβαδικό
με το ΑΗ2 που να έχει πλάτος τη ΓΚ και ορθογώνιο ΚΛ ισεμβαδικό με το
ΗΒ2 και πλάτος ΚΜ. Ισχύει |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2 άρα το ΓΛ είναι μέσο.
Έχει και ρητή την ΓΔ άρα το πλάτος ΓΜ είναι ρητό και ασύμμετρο με
το ΓΔ (Π, σελ. ). Επειδή |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2 και ΑΒ2 = |ΓΕ| άρα
2ΑΗ ⋅ ΗΒ = |ΖΛ|. Είναι όμως ρητό το 2ΑΗ ⋅ ΗΒ άρα ρητό είναι και το
|ΖΛ|, και έχει πλευρά τη ρητή ΖΕ άρα το πλάτος του ΖΜ είναι ρητό και
σύμμετρο με το ΓΔ (Π, σελ. ). Αφού λοιπόν το ΑΗ2 + ΗΒ2 = |ΓΛ|
είναι μέσο και το 2ΑΗ ⋅ ΗΒ = |ΖΛ| είναι ρητό συμπεραίνουμε ότι τα |ΓΛ|,
|ΖΛ| είναι ασύμμετρα. Ισχύει όμως |ΓΛ|/|ΖΛ| = ΓΝ/ΖΜ (Β, Π, σελ. ),
άρα τα ΓΜ, ΖΜ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ), και είναι και ρητά. Άρα η
ΓΖ είναι αποτομή (Π, σελ. ).

Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β Η Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι δεύτερη
αποτομή. Πράγματι, αν Ν το μέσο της
ΖΜ, φέρνουμε από το Ν παράλληλη
ΝΞ προς τη ΓΔ. Έτσι καθένα από τα
ΖΞ, ΝΛ είναι ίσο με ΑΗ ⋅ ΗΒ. Αλλά
το ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο ανάλογο για
τα ΑΗ2 ΗΒ2 (Λήμμα, Π, σελ. ),
και ΑΗ2 = |ΓΘ|, ΗΒ2 = |ΚΛ| και
ΑΗ ⋅ ΗΒ = |ΝΛ| συμπεραίνουμε ότι το

|ΝΛ| είναι μέσο ανάλογο των |ΓΘ|, |ΚΛ|. Δηλαδή |ΓΘ|/|ΝΛ| = |ΝΛ|/|ΚΛ|.
Αλλά |ΓΘ|/|ΝΛ| = ΓΚ/ΝΜ και |ΝΛ|/|ΚΛ| = ΝΜ = ΜΚ (Β, Π, σελ. ),
οπότε παίρνουμε ΓΚ/ΝΜ = ΝΜ/ΚΜ. Συνεπώς ΓΚ ⋅ ΚΜ = ΝΜ2 = ΖΜ2/4
(και επειδή το ΑΗ2 είναι σύμμετρο με το ΗΒ2 είναι και το |ΓΘ| σύμμετρο
με το |ΚΛ|, δηλαδή το ΓΚ με το ΚΜ).

Άρα έχουμε δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα, τα ΓΜ, ΜΖ και στο με-
γαλύτερπ, το ΓΜ, έχει κατασκευαστεί ορθογώνιο, το ΓΚ ⋅ ΚΜ = ΜΖ2/4
από το οποίο λείπει σχήμα τετράγωνο και το διαιρεί σε δυο σύμμετρα
τμήματα. Άρα τα ΓΜ, √ΓΜ2 − ΜΖ2 είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Και
είναι η προσαρμόζουσα ΖΜ σύμμετρη με την αρχική ρητή ΓΔ. Οπότε η ΓΖ
είναι δεύτερη αποτομή.

Έτσι, το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τετράγωνο
πρώτης αποτομής μέσης έχει την άλλη του πλευρά δεύτερη αποτομή· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 99 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τε-
τράγωνο δεύτερης αποτομής μέσης έχει την άλλη του πλευρά τρίτη αποτομή.

Απόδειξη. Έστω η ΑΒ δεύτερη αποτομή μέσης, ΓΔ ρητή και ορθογώνιο ΓΕ
με πλευρά τη ΓΔ, ισεμβαδικό με το ΑΒ2 και πλάτος ΓΖ. Ισχυρίζομαι ότι
το ΓΖ είναι τρίτη αποτομή.

Έστω ΗΒ η προσαρμόζουσα στην ΑΒ. Άρα είναι μέσα τα ΑΗ, ΗΒ και
δυνάμει μόνο σύμμετρα σχηματίζοντας μέσο ορθογώνιο (Π, σελ. ).
Και ας κατασκευαστεί με πλευρά το ΓΔ ορθογώνιο ΓΘ ισεμβαδικό με το
ΑΗ2 και πλάτος ΓΚ και ορθογώνιο ΚΛ με πλευρά ΚΘ ισεμβαδικό με το
ΗΒ2 και πλάτος ΚΜ. Άρα |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2 μέσο και έχει πλευρά τη ΓΔ,
άρα η ΓΜ είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΓΔ (Π, σελ. ). Επειδή
|ΓΛ| = ΑΗ2+ΗΒ2 και |ΓΕ| = ΑΒ2 για το υπόλοιπο ισχύει |ΛΖ| = 2ΑΗ⋅ΗΒ
(Β, Π, σελ. ).

Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β ΗΈστω Ν το μέσο του ΖΜ και φέρ-
νουε τη ΝΞ παράλληλη με τη ΓΔ.
Οπότε καθένα από τα ΖΞ, ΝΛ είναι
ίσο με το ΑΗ ⋅ ΗΒ. Το τελευταίο όμως
είναι μέσο, άρα μέσο είναι και το |ΖΛ|.
Και έχει ρητή πλευρά την ΕΖ οπότε το
πλάτος ΖΜ είναι ρητό και ασύμμετρο
με τη ΓΔ (Π, σελ. ). Επειδή τα
ΑΗ, ΗΒ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα,
είναι ασύμμετρα μεταξύ τους, οπότε και τα ΑΗ2, ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι ασύμμε-
τρα (Λήμμα Π, σελ.  και Π, σελ. ). Αλλά τα ΑΗ2 + ΗΒ2, ΑΗ2
είναι σύμμετρα, όπως σύμμετρα είναι και τα ΑΗ ⋅ ΗΒ, 2ΑΗ ⋅ ΗΒ. Έτσι, τα
ΑΗ2 + ΗΒ2 = |ΓΛ|, 2ΑΗ ⋅ ΗΒ = |ΖΛ| είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).
Ισχύει και |ΓΛ/|ΖΛ| = ΗΜ/ΖΜ (Β, Π, σελ. ). Άρα τα ΓΜ, ΖΜ είναι
ασύμμετρα (Π, σελ. ). Συνεπώς τα ρητά ΓΜ, ΜΖ είναι δυνάμει μόνο
σύμμετρα και έτσι το ΓΖ είναι αποτομή (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι ότι είναι τρίτη αποτομή. Πράγματι τα ΑΗ2, ΗΒ2 είναι σύμ-
μετρα, άρα και τα |ΓΘ|, |ΚΛ| είναι σύμμετρα, και άρα και τα ΓΚ, ΚΜ είναι σύμ-
μετρα (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Τώρα, το ΑΗ⋅ΗΒ είναι μέσο ανά-
λογο των ΑΗ2, ΗΒ2 και επιπλέον ΑΗ2 = |ΓΘ|, ΗΒ2 = |ΚΛ|, ΑΗ⋅ΗΒ = |ΝΛ|,
οπότε συμπεραίνουμε ότι το |ΝΛ| είναι μέσο ανάλογο των |ΓΘ|, |ΚΛ|. Συ-
νεπώς |ΓΘ|/|ΝΛ| = |ΝΛ/|ΚΛ|. Αλλά έχουμε ότι |ΓΘ|/|ΝΛ| = ΓΚ/ΝΜ και
|ΝΛ|/|ΚΜ| = ΝΜ/ΚΜ (Β, Π, σελ. ). Άρα ΓΚ/Μ = ΜΝ/ΚΜ οπότε
ΓΚ ⋅ ΚΜ = ΜΝ2 = ΖΜ2/4.

Έχουμε λοιπόν τα άνισα ευθύγραμμα τμήματα ΓΜ, ΜΖ, και στο ΓΜ
έχει κατασκευαστεί ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο του ΖΜ2
από το οποίο λείπει τετράγωνο, και τη διαιρεί σε σύμμετρα τμήματα, άρα
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τα ΓΜ, √ΓΜ2 − ΜΖ2 είναι σύμμετρα. Και κανένα από τα ΓΜ, ΜΖ δεν είναι
σύμμετρο με το αρχικά ρητό ΓΔ, οπότε το ΓΖ είναι τρίτη αποτομή.

Άρα το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τετράγωνο
δεύτερης αποτομής μέσης έχει την άλλη του πλευρά τρίτη αποτομή· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 100 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με
τετράγωνο ελάσσονος έχει την άλλη του πλευρά τέταρτη αποτομή.

Απόδειξη. Έστω ότι τοΑΒ είναι ελάσσων και το ΓΔ ρητό. Ας κατασκευαστεί
στο ρητό ΓΔ το ορθογώνιο ΓΕ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 έχοντας πλάτος ΓΖ.
Ισχυρίζομαι ότι το ΓΖ είναι τέταρτη αποτομή.

Έστω ότι η προσαρμόζουσα στην ΑΒ είναι η ΗΒ, και άρα τα ΑΗ, ΗΒ
είναι δυνάμει ασύμμετρα και σχηματίζουν άθροισμα τετραγώνων ρητό και
διπλάσιο ορθογώνιο μέσο (Π, σελ. ). Ας κατασκευαστεί με πλευρά
ΓΔ ορθογώνιο ΓΘ ισεμβαδικό με τοΑΗ2 έχοντας πλάτος ΓΚ, και ορθογώνιο
ΚΛ ισεμβαδικό με το ΗΒ2 και πλάτος ΚΜ. Άρα |ΓΛ| = ΑΗ2+ΗΒ2 το οποίο
είναι ρητό. Αλλά έχει πλευρά τη ρητή ΓΔ και πλάτος το ΓΜ. Άρα το ΓΜ
είναι ρητό και σύμμετρο με το ΓΔ (Π, σελ. ). Επειδή |ΓΛ| = ΑΗ2+ΗΒ2
και |ΓΕ| = ΑΒ2 για το υπόλοιπο ισχύει |ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ΗΒ (Β, Π, σελ. ).
Έστω ότι Ν το μέσο του ΖΜ και από το Ν φέρνουμε η ΝΞ παράλληλη
στα ΓΔ, ΜΛ. Έτσι καθένα από τα |ΖΞ|, |ΝΛ| είναι ίσο με ΑΗ ⋅ΗΒ. Και αφού
το |ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο και έχει πλευρά τη ρητή ΖΕ με πλάτος
ΖΜ, συμπεραίνουμε ότι το ΖΜ είναι ρητό και ασύμμετρο με το ΓΔ (Π,
σελ. ). Αφού τώρα τα ΑΗ2+ΗΒ2 είναι ρητό ενώ το 2ΑΗ ⋅ΗΒ μέσο άρα
αυτά είναι μεταξύ τους ασύμμετρα. Οπότε τα ίσα με αυτά |ΓΛ|, |ΖΛ| είναι
ασύμμετρα. Όμως |ΓΛ|/|ΖΛ| = ΓΜ/ΜΖ (Β, Π, σελ. ). Οπότε το ΓΜ
είναι ασύμμετρο με το ΜΖ (Π, σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά και
δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα το ΓΖ είναι αποτομή.

Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β Η Ισχυρίζομαι ότι είναι τέταρτη απο-
τομή. Πράγματι, τα ΑΗ, ΗΒ είναι δυ-
νάμει ασύμμετρα οπότε το τα ΑΗ2,
ΗΒ2 είναι ασύμμετρα. Επιπλέον |ΓΘ| =
ΑΗ2 και |ΚΛ| = ΗΒ2 άρα τα |ΓΘ|, |ΚΛ|
είναι ασύμμετρα. Όμως |ΓΘ|/|ΚΛ| =
ΓΚ/ΚΜ (Β, Π, σελ. ) οπότε τα ΓΚ,
ΚΜ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Τώρα, το ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο ανά-
λογο των ΑΗ2, ΗΒ2 (Λήμμα, Π, σελ. ) οπότε το ΝΛ = ΑΗ ⋅ ΗΒ
είναι μέσο ανάλογο των |ΓΘ|, |ΚΛ|. Δηλαδή |ΓΘ|/|ΚΛ| = |ΝΛ|/|ΚΛ|. Όμως
ισχύει |ΓΘ|/|ΝΛ| = ΓΚ/ΝΜ και |ΝΛ|/|ΚΛ| = ΝΜ/ΚΜ (Β, Π, σελ. ),
συνεπώς ΓΚ/ΜΝ = Μ/ΚΜ και άρα ΓΚ ⋅ ΚΜ = ΜΝ2 = ΖΜ2/4.
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Έχουμε λοιπόν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα, τα ΓΜ, ΜΖ και στο ΓΜ
έχει κατασκευαστεί το ορθογώνιο ΓΚ ⋅ ΚΜ ισεμβαδικό με το ένα τέταρτο
του ΖΜ2 από το οποίο λείπει τετράγωνο σχήμα, και το διαιρεί (το ΓΜ) σε
ασύμμετρα. Άρα τα ΓΜ, √ΓΜ2 − ΜΖ2 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).
Και όλη η ΓΜ είναι σύμμετρη με τη ρητή ΓΔ, άρα η ΓΖ είναι τέταρτη
αποτομή.

Άρα το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή, κλπ. 
Πρόταση 101 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με τε-
τράγωνοπλευράς διαφοράςρητούκαι μέσου έχει τηνάλλητουπλευράπέμπτη
αποτομή.

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου, και
ρητή η ΓΔ. Ας κατασκευαστεί στη ΓΔ το ΓΕ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 και
πλάτος ΓΖ. Ισχυρίζομαι ότι το ΓΖ είναι πέμπτη αποτομή.

Έστω ΗΒ η προσαρμόζουσα στην ΑΒ, οπότε τα ΑΗ, ΗΒ είναι δυνάμει
ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων μέσο και διπλάσιο ορθογώνιο ρητό
(Π, σελ. ). Και ας κατασκευαστεί στη ΓΔ το ΓΘ ισεμβαδικό με το
ΑΗ2 και το ΚΛ ισεμβαδικό με το ΗΒ2, οπότε |ΓΛ| = ΑΗ2 +ΗΒ2 δηλαδή το
ΓΛ είναι μέσο και έχει ρητή την πλευρά ΓΔ, άρα τα ΓΜ, ΓΔ είναι ρητά και
ασύμμετρα (Π, σελ. ). Αφού λοιπόν |ΓΛ| = ΑΗ2+ΗΒ2 και |ΓΕ| = ΑΒ2
για το υπόλοιπο ισχύει |ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ ΗΒ που είναι ρητό, και έχει ρητή
πλευρά, την ΕΖ, άρα τα ΖΜ, ΓΔ είναι ρητά και σύμμετρα (Π, σελ. ).

Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β ΗΈστω ότι το Ν είναι το μέσο της
ΖΜ. Από το Ν φέρνουμε την ΝΞ πα-
ράλληλη στις ΓΔ, ΜΛ. Άρα καθένα
από τα ΖΞ, ΝΛ είναι ισεμβαδικό με το
ΑΗ ⋅ ΗΒ.

Το ΓΛ όπως δείξαμε είναι μέσο
και το ΖΛ ρητό οπότε μεταξύ τους
είναι ασύμμετρα. Επιπλέον ισχύει
|ΓΛ|/|ΖΛ| = ΓΜ/ΜΖ οπότε τα ΓΜ, ΜΖ
είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά και δυνάμει μόνο
σύμμετρα, άρα το ΓΖ είναι αποτομή.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι πέμπτη αποτομή. Πράγματι, με όμοιο τρόπο
δείχνουμε ότι το ΓΚ ⋅ΚΜ είναι ισεμβαδικό με το ΝΜ2 = ΖΜ2/4, και επειδή
τα |ΓΘ| = ΑΗ2, |ΚΛ| = ΗΒ2 είναι ασύμμετρα και |ΓΘ|/|ΚΛ| = ΓΚ/ΚΜ (Β,
Π, σελ. ), συμπεραίνουμε ότι τα ΓΚ, ΚΜ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Έχουμε λοιπόν δυο άνισα ευθύγραμμα τμήματα, τα ΓΜ,ΜΖ, και στο ΓΜ
έχει κατασκευαστεί ορθογώνιο ισεμβαδικό με το ΖΜ2/4 από το οποίο λεί-
πει τετράγωνο και το διαιρεί (το ΓΜ) σε ασύμμετρα. Άρα τα ΓΜ,√ΓΜ2 − ΜΖ2
είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Αλλά η προσαρμόζουσα ΖΜ είναι σύμμε-
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τρη με την αρχική ρητή ΓΔ άρα το ΓΖ είναι πέμπτη αποτομή· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 102 () Το ορθογώνιο με μια πλευρά ρητή και ισεμβαδικό με
τετράγωνο πλευράς διαφοράς μέσου και μέσου έχει την άλλη του πλευρά έκτη
αποτομή.

Γ ΜΖ Κ

Δ ΛΕ

Ν

Ξ Θ

Α Β Η Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι
πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου, και
ρητή η ΓΔ. Ας κατασκευαστε στη ΓΔ
το ΓΕ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 και πλάτος
ΓΖ. Ισχυρίζομαι ότι το ΓΖ είναι έκτη
αποτομή.

Έστω ΗΒ η προσαρμόζουσα στην
ΑΒ, οπότε τα ΑΗ, ΗΒ είναι δυνάμει
ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων

μέσο και διπλάσιο ορθογώνιο μέσο (Π, σελ. ). Και ας κατασκευαστεί
στη ΓΔ το ΓΘ ισεμβαδικό με το ΑΗ2 με πλάτος το ΓΚ, και το ΚΛ ισεμβαδικό
με το ΗΒ2, οπότε |ΓΛ| = ΑΗ2+ΗΒ2 δηλαδή το ΓΛ είναι μέσο και έχει ρητή
την πλευρά ΓΔ, άρα τα ΓΜ, ΓΔ είναι ρητά και ασύμμετρα (Π, σελ. ).
Αφού λοιπόν |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2 και |ΓΕ| = ΑΒ2 για το υπόλοιπο ισχύει
|ΖΛ| = 2ΑΗ ⋅ ΗΒ (Β, Π, σελ. ) που είναι μέσο, και έχει ρητή πλευρά,
την ΕΖ, άρα τα ΖΜ, ΓΔ είναι ρητά και ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Επειδή |ΓΛ| = ΑΗ2 + ΗΒ2 το οποίο είναι ασύμμετρο με το 2ΑΗ ⋅
ΗΒ = |ΖΛ| συμπεραίνουμε ότι τα μέσα |ΓΛ|, |ΖΛ| είναι ασύμμετρα. Επι-
πλέον ισχύει |ΓΛ|/|ΖΛ| = ΓΜ/ΜΖ οπότε τα ΓΜ, ΜΖ είναι ασύμμετρα (Π,
σελ. ). Και είναι και τα δύο ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα το
ΓΖ είναι αποτομή.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι είναι έκτη αποτομή. Πράγματι, έστω ότι το Ν
είναι το μέσο της ΖΜ. Από το Ν φέρνουμε την ΝΞ παράλληλη στη ΓΔ.
Άρα καθένα από τα ΖΞ, ΝΛ είναι ισεμβαδικό με το ΑΗ ⋅ ΗΒ. Επειδή τα
ΑΗ, ΗΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα άρα είναι ασύμμετρα τα ΑΗ2 = |ΓΘ|,
ΗΒ2 = |ΚΛ| Αλλά |ΓΘ|/|ΚΛ| = ΓΚ/ΚΜ (Β, Π, σελ. ), οποτε τα ΓΚ, ΚΜ
είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ).

Τώρα, το ΑΗ ⋅ ΗΒ είναι μέσο ανάλογο των 𝐴𝐻2, 𝐻𝐵2. Αλλά ΑΗ ⋅ ΗΒ =
|ΝΛ|, ΑΗ2 = |ΓΘ|, ΗΒ2 = |ΚΛ| οπότε το |ΝΛ| είναι μέσο ανάλογο των ΓΘ,
ΚΛ. Δηλαδή |ΓΘ|/|ΝΛ| = |ΝΛ|/|ΚΛ|. Και για τους ίδιους λόγους τα ΓΜ,
√ΓΜ2 − ΜΖ2 είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και κανένα από αυτά δεν
είναι σύμμετρο με την αρχική ρητή ΓΔ, άρα το ΓΖ είναι έκτη αποτομή·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 103 () Σύμμετρομεαποτομή ευθύγραμμοτμήμα είναι και αυτό
αποτομή και μάλιστα της ίδιας τάξης.
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Απόδειξη. Έστω η αποτομή ΑΒ και το ΓΔ σύμμετρο με αυτό. Ισχυρίζομαι
ότι και το ΓΔ είναι αποτομή και μάλιστα ίδιας τάξης με το ΑΒ.

Έστω ότι η ΒΕ είναι η προσαρμόζουσα στην ΑΒ, οπότε τα ΑΕ, ΕΒ είναι
ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Βρίσκουμε Ζ ώστε να
ισχύει ΒΕ/ΔΖ = ΑΒ/ΓΔ (Β, Π, σελ. ). και άρα το άθροισμα των
όρων έχει τον ίδιο λόγο (Β, Π, σελ. ), δηλαδή ΑΕ/ΓΖ = ΑΒ/ΓΔ.
Άρα, αφού τα ΑΒ, ΓΔ είναι σύμμετρα είναι σύμμετρα και τα ΑΕ, ΓΖ καθώς
και τα ΒΕ, ΔΖ (ως υπόλοιπα) (Π, σελ. ). Τα ΑΕ, ΕΒ είναι ρητά και
δυνάμει μόνο σύμμετρα άρα και τα ΓΖ, ΖΔ είναι ρητά και δυνάμει μόνο
σύμμετρα (Π, σελ. ), άρα το ΓΔ είναι αποτομή (Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι τώρα ότι έχει και την ίδια τάξη με την αποτομή ΑΒ.
Επειδή ΑΕ/ΓΖ = ΒΕ/ΔΖ, εναλλάξ θα είναι ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ (Β, Π,

σελ. ). Τώρα τα ΑΕ, √ΑΕ2 − ΕΒ2 είτε είναι σύμμετρα είτε ασύμμετρα.
Αν μεν είναι σύμμετρα θα είναι σύμμετρα και τα ΓΖ, √ΓΖ2 − ΖΔ2 (Π,
σελ. ). Και αν το ΑΕ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό θα είναι σύμμετρο
και το ΓΖ (Π, σελ. ). Εάν το ΒΕ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό
θα είναι και το ΔΖ, και αν κανένα από τα ΑΕ, ΕΒ δεν είναι σύμμετρο με το
αρχικό ρητό το ίδιο θα ισχύει και για τα ΓΖ, ΖΔ (Π, σελ. ).

Αν τώρα τα ΑΕ, √ΑΕ2 − ΕΒ2 είναι ασύμμετρα, και τα ΓΖ, √ΓΖ2 − ΖΔ2
θα είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και αν το ΑΕ είναι σύμμετρο με το
αρχικό ρητό ια είναι και το ΓΖ, ενώ αν είναι το ΒΕ, θα είναι και το ΔΖ και
αν ούτε το ΑΕ ούτε το ΕΒ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό ούτε και τα
ΓΖ, ΖΔ θα είναι.

Άρα το ΓΔ είναι αποτομή με την ίδια τάξη με το ΑΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πρόταση 104 () Σύμμετρο με αποτομή μέσης ευθύγραμμο τμήμα είναι
και αυτό αποτομή μέσης και μάλιστα της ίδιας τάξης.

Απόδειξη. Έστω η αποτομή μέσης ΑΒ και το ΓΔ σύμμετρο με αυτό. Ισχυ-
ρίζομαι ότι και το ΓΔ είναι αποτομή μέσης και μάλιστα ίδιας τάξης με το
ΑΒ.

Έστω ότι η ΒΕ είναι η προσαρμόζουσα στην ΑΒ, οπότε τα ΑΕ, ΕΒ
είναι μέσα και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. –Π, σελ. ).
Βρίσκουμε Ζ ώστε να ισχύει ΒΕ/ΔΖ = ΑΒ/ΓΔ (Β, Π, σελ. ). και
άρα το άθροισμα των όρων έχει τον ίδιο λόγο (Β, Π, σελ. ), δηλαδή
ΑΕ/ΓΖ = ΑΒ/ΓΔ. Άρα, αφού τα ΑΒ, ΓΔ είναι σύμμετρα είναι σύμμετρα και
τα ΑΕ, ΓΖ καθώς και τα ΒΕ, ΔΖ (ως υπόλοιπα) (Β, Π, σελ.  και Π,
σελ. ). Τα ΑΕ, ΕΒ είναι μέσα και δυνάμει μόνο σύμμετρα άρα και τα ΓΖ,
ΖΔ είναι μέσα (Π, σελ. ) και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ),
άρα το ΓΔ είναι αποτομή μέσης (Π, σελ. –Π, σελ. ).

Ισχυρίζομαι τώρα ότι έχει και την ίδια τάξη με την αποτομή μέσης ΑΒ.
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Επειδή ΑΕ/ΓΖ = ΒΕ/ΔΖ, εναλλάξ θα είναι ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ (Β, Π,
σελ. ). Αλλά

ΑΕ
ΕΒ = ΑΕ2

ΑΕ ⋅ ΕΒ και
ΓΖ
ΖΔ = ΓΖ2

ΓΖ ⋅ ΖΔ.
Συνεπώς

ΑΕ2
ΑΕ ⋅ ΕΒ = ΓΖ2

ΓΖ ⋅ ΖΔ
και εναλλάξ

ΑΕ2
ΓΖ2 = ΑΕ ⋅ ΕΒ

ΓΖ ⋅ ΖΔ.
Είναι όμως σύμμετρα τα ΑΕ2, ΓΖ2 άρα και τα ΑΕ⋅ΕΒ, ΓΖ⋅ΖΔ είναι σύμμετρα
(Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Αν λοιπόν το ΑΕ ⋅ ΕΒ είναι ρητό είναι
και το ΓΖ ⋅ ΖΔ, ενώ αν το ΑΕ ⋅ ΕΒ είναι μέσο είναι μέσο και το ΓΖ ⋅ ΖΔ
(Πόρισμα, Π, σελ. ).

Άρα το ΓΔ είναι αποτομή μέσης και με την ίδια τάξη όπως και το ΑΒ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 105 () Το σύμμετρο με την ελάσσονα είναι ελάσσων.

Απόδειξη. Έστω το έλασσων ΑΒ και το ΓΔ σύμμετρο με αυτό. Ισχυρίζομαι
ότι και το ΓΔ είναι ελάσσων.

Ας γίνει η ίδια κατασκευή με την προηγούμενη Πρόταση. Επειδή τα ΑΕ,
ΕΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα (Π, σελ. ) είναι και τα ΓΖ, ΖΔ δυνάμει
ασύμμετρα (Π, σελ. ). Επειδή ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ (Β, Π, σελ. 
και Π, σελ. ) θα είναι και ΑΕ2/ΕΒ2 = ΓΖ2/ΖΔ2 (Πόρισμα, Β, Π,
σελ. ). Συνθέτοντας τώρα παίρνουμε

ΑΕ2 + ΕΒ2
ΕΒ2 = ΓΖ2 + ΖΔ2

ΖΔ2 ,
και εναλλάξ

ΑΕ2 + ΕΒ2
ΓΖ2 + ΖΔ2 = ΕΒ2

ΖΔ2 .

Είναι όμως σύμμετρα τα ΒΕ2, ΔΖ2 άρα είναι σύμμετρα και τα ΑΕ2 + ΕΒ2,
ΓΖ2 +ΖΔ2 (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Είναι ρητό το ΑΕ2 + ΕΒ2
(Π, σελ. ) και άρα είναι ρητό και το ΓΖ2 + ΖΔ2.

Επιπλέον
ΑΕ2

ΑΕ ⋅ ΕΒ = ΓΖ2
ΓΖ ⋅ ΖΔ,

ενώ το ΑΕ2 είναι σύμμετρο με το ΓΖ2. Οπότε και τα ΑΕ ⋅ ΕΒ, ΓΖ ⋅ ΖΔ
είναι σύμμετρα. Όμως το ΑΕ ⋅ ΕΒ είναι μέσο, άρα μέσο είναι και το ΓΖ ⋅ ΖΔ
(Πόρισμα, Π, σελ. ). Έτσι καταλήξαμε στο ότι τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει
ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων ρητό και ορθογώνιο μέσο.

Άρα το ΓΔ είναι ελάσσων (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 106 () Το σύμμετρο με πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου είναι
πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου.

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου και το
ΓΔ σύμμετρο με αυτό. Ισχυρίζομαι ότι και το ΓΔ είναι πλευρά διαφοράς
ρητού και μέσου.

Έστω η ΕΒ προσαρμόζουσα στην ΑΒ, οπότε τα ΑΒ, ΕΒ είναι δυνά-
μει ασύμμετρα με άθροισμα τετραγώνων μέσο και ορθογώνιο ρητό (Π,
σελ. ). Ας γίνει η ίδια κατασκευή όπως πριν (Π, σελ. ). Με όμοιο
τρόπο με την προηγούμενη πρόταση δείχνουμε ότι ΓΖ/ΖΔ = ΑΕ/ΕΒ και
ότι τα ΑΕ2+ΕΒ2, ΓΖ2+ΖΔ2 είναι σύμμετρα, καθώς και τα ΑΕ⋅ΕΒ, ΓΖ⋅ΖΔ.
Έτσι, το άθροισμα ΓΖ2 + ΖΔ2 είναι μέσο και το ορθογώνιο ΓΖ ⋅ ΖΔ ρητό.

Άρα η ΓΔ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 107 () Το σύμμετρο με πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου είναι
πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου.

Απόδειξη. Έστω ότι το ΑΒ είναι πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου και το
ΓΔ σύμμετρο με αυτό. Ισχυρίζομαι ότι και το ΓΔ είναι πλευρά διαφοράς
μέσου και μέσου.

Έστω η ΕΒ προσαρμόζουσα στην ΑΒ, και ας γίνει η ίδια κατασκευή
όπως πριν (Π, σελ. ). Οπότε τα ΑΒ, ΕΒ είναι δυνάμει ασύμμετρα
με άθροισμα τετραγώνων μέσο και ορθογώνιο μέσο, και το άθροισμα των
τετραγώνων ασύμμετρο με το ορθογώνιό τους (Π, σελ. ).

Όπως δείχθηκε νωρίτερα (Π, σελ. ) τα ΑΕ, ΕΒ είναι σύμμετρα με
τα ΓΔ, ΖΔ και ότι τα ΑΕ2 +ΕΒ2, ΓΖ2 +ΖΔ2 είναι σύμμετρα, καθώς και τα
ΑΕ ⋅ ΕΒ, ΓΖ ⋅ ΖΔ. Έτσι, τα ΓΖ, ΖΔ είναι δυνάμει ασύμμετρα, το άθροισμα
ΓΖ2 + ΖΔ2 είναι μέσο και το ορθογώνιο ΓΖ ⋅ ΖΔ μέσο, ενώ τα ΓΖ2 + ΖΔ2,
ΓΖ ⋅ ΖΔ είναι ασύμμετρα.

Άρα η ΓΔ είναι πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 108 () Αναπόρητόορθογώνιοαφαιρεθεί μέσο, το ευθύγραμμο
τμήμα που έχει ισεμβαδικό τετράγωνο με τη διαφορά τους είναι είτε αποτομή
είτε ελάσσων. Α Ε

Δ

Β

Γ

Θ Ζ

Λ

Κ

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το ρητό
ΒΓ το μέσο ΒΔ. Ισχυρίζομαι ότι το
ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο
ισεμβαδικό με το ΕΓ είτε είναι απο-
τομή είτε ελάσσων.

Ας θεωρήσουμε το ρητό ΖΗ και
ας κατασκευαστεί σε αυτή ορθογώ-
νιο ΗΘ ισεμβαδικό με το ΒΓ, και ας
αφαιρεθεί το ΗΚ ισεμβαδικό με το
ΔΒ. Άρα |ΕΓ| = |ΛΘ|.
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Επειδή το ΒΓ είναι ρητό και το ΒΔ μέσο είναι και το ΗΘ ρητό και το
ΗΚ μέσο και έχουν πλευρά τη ρητή ΖΗ. Συνεπώς η ΖΘ είναι ρητή και
σύμμετρη με την ΖΗ (Π, σελ. ) ενώ η ΖΘ είναι ασύμμετρη με τη ΖΚ
(Π, σελ. ). Άρα τα ρητά ΖΘ, ΖΚ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε
το ΚΘ είναι αποτομή (Π, σελ. ) και η ΚΖ προσαρμόζουσα.

Τα ΘΖ, √ΘΖ2 − ΖΚ2 είτε είναι σύμμετρα είτε ασύμμετρα.
Αν είναι σύμμετρα, η ΘΖ είναι και σύμμετρη με την αρχική ρητή ΖΗ,

οπότε η ΚΘ είναι πρώτη αποτομή. Το ευθύγραμμο τμήμα όμως που το
τετράγωνό του είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο μιας πλευράς ρητής και
της άλλης πλευράς πρώτης αποτομής είναι αποτομή (Π, σελ. ). Το
ευθύγραμμο τμήμα λοιπόν που το τετράγωνό του είναι ισεμβαδικό με το
ΛΘ, δηλαδή το ΕΓ, είναι αποτομή.

Αν είναι ασύμμετρα τώρα, είναι και η ΘΖ σύμμετρη με την αρχική
ρητή ΖΗ, οπότε η ΚΘ είναι τέταρτη αποτομή. Το ευθύγραμμο τμήμα με
τετράγωνο ισεμβαδικό με ορθογώνιο πλευράς ρητής και δεύτερης πλευράς
τέταρτης αποτομής είναι ελάσσων (Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 109 () Αναπόμέσοορθογώνιοαφαιρεθεί ρητό, το ευθύγραμμο
τμήμα που έχει ισεμβαδικό τετράγωνο με τη διαφορά τους είναι είτε πρώτη
αποτομή μέσης είτε πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου.

Β Ε

ΔΑ Γ

Η Λ

ΘΖ Κ Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί από το
μέσο ΒΓ το ρητό ΒΔ. Ισχυρίζο-
μαι ότι το ευθύγραμμο τμήμα με
τετράγωνο ισεμβαδικό με το ΕΓ
είτε είναι πρώτη αποτομή μέσης
είτε πλευρά διαφοράς ρητού και
μέσου.

Ας θεωρήσουμε ρητή ΖΗ και
ας κατασκευαστούν τα ορθογώ-
νια όπως και στην προηγούμενη
πρόταση (Π, σελ. ). Η ΖΘ

είναι ρητή και ασύμμετρη με τη ΖΗ, ενώ η ΚΖ είναι ρητή και σύμμετρη με τη
ΖΗ. Άρα τα ΖΘ, ΚΖ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ).
Συνεπώς το ΚΘ είναι αποτομή (Π, σελ. ) με προσαρμόζουσα την ΖΚ.
Τώρα, τα ΘΖ, √ΘΖ2 − ΖΚ2 είτε είναι σύμμετρα είτε ασύμμετρα.

Αν είναι σύμμετρα, είναι και η προσαρμόζουσα ΖΚ σύμμετρη με την
αρχική ρητήΖΗ, οπότε η ΚΘ είναι δεύτερη αποτομή. Έτσι το ευθύγραμμο
τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με το ΛΘ, δηλαδή το ΕΓ, είναι πρώτη
αποτομή μέσης (Π, σελ. ).

Αν τώρα είναι ασύμμετρα, αφού η ΖΚ είναι σύμμετρη με την αρχική
ρητή ΖΗ, η ΚΘ είναι πέμπτη αποτομή. Οπότε το ευθύγραμμο τμήμα με
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τετράγωνο ισεμβαδικό με το ΕΓ είναι πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου
(Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 110 () Αν από μέσο ορθογώνιο αφαιρεθεί μέσο και ασύμμετρο
προς το όλο, το ευθύγραμμο τμήμα που έχει ισεμβαδικό τετράγωνο με τη
διαφορά τους είναι είτε δεύτερη αποτομή μέσης είτε πλευρά διαφοράς μέσου
και μέσου.

Απόδειξη. Ας αφαιρεθεί όπως και στην κατασκευή της προηγούμενης πρό-
τασης από το μέσο ΒΓ το μέσο ΒΔ ασύμμετρο με το ΒΓ. Ισχυρίζομαι ότι
το ευθύγραμμο τμήμα που το τετράγωνό του είναι ισεμβαδικό με το ΓΕ
είναι είτε δεύτερη αποτομή μέσης είναι πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου.

Β Ε

ΔΑ Γ Η Λ

ΘΖ ΚΤα ΒΓ, ΒΔ είναι μέσα και
ασύμμετρα, οπότε τα ΖΘ, ΖΚ εί-
ναι ρητά και ασύμμετρα με το ΖΗ
(Π, σελ. ). Επειδή τα ΒΓ,
ΒΔ είναι ασύμμετρα, δηλαδή τα
ΗΘ, ΗΚ, άρα θα είναι και τα ΘΖ,
ΖΚ ασύμμετρα (Β, Π, σελ. 
και Π, σελ. ). Δηλαδή τα
ΖΘ, ΖΚ είναι ρητά και δυνάμει
μόνο σύμμετρα, οπότε το ΚΘ εί-
ναι αποτομή (Π, σελ. ) με
προσαρμόζουσα τη ΖΚ. Τώρα, τα ΖΘ, √ΖΘ2 − ΖΚ2 είναι είτε σύμμετρα
είτε ασύμμετρα.

Αν μεν είναι σύμμετρα, επειδή καμιά από τις ΖΘ, ΖΚ δεν είναι σύμμετρη
με την αρχική ρητή ΖΗ, το ΚΘ είναι τρίτη αποτομή. Είναι και ρητή η ΚΛ
και το ορθογώνιο με πλευρές τη μία ρητή και την άλλη τρίτη αποτομή
είναι άλογο, και το ευθύγραμμο τμήμα με ισεμβαδικό τετράγωνο είναι η
άλογος που ονομάσαμε δεύτερη αποτομή μέσης (Π, σελ. ). Οπότε
το ευθύγραμμο τμήμα με τετράγωνο ισεμβαδικό με το ΛΘ, δηλαδή το ΕΓ,
είναι δεύτερη αποτομή μέσης.

Έστω τώρα ότι είναι ασύμμετρα, οπότε αφού κανένα από τα ΖΘ, ΖΚ
δεν είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή ΖΗ, το ΚΘ είναι έκτη αποτομή. Το
ευθύγραμμο τμήμα όμως με τετράγωνο ισεμβαδικό με ορθογώνιο με μια
πλευρά ρητή και την άλλη έκτη αποτομή είναι πλευρά διαφοράς μέσου
και μέσου (Π, σελ. ). Το ευθύγραμμο τμήμα λοιπόν με τετράγωνο
ισεμβαδικό με το ΛΘ, δηλαδή το ΕΓ, είναι πλευρά διαφοράς μέσου και
μέσου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 111 () Δεν υπάρχουν αποτομές που να είναι και δυώνυμες.
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Δ ΕΗ Ζ

Γ

Α Β Απόδειξη. Έστω ότι η αποτομή ΑΒ είναι
και δυώνυμος. Θεωρούμε τη ρητή ΓΔ, και
ας κατασκευάσουμε με πλευρά τη ΓΔ ορ-
θογώνιο ΓΕ ισεμβαδικό με το ΑΒ2 έχοντας
πλάτος το ΔΕ. Επειδή το ΑΒ είναι απο-
τομή το ΔΕ είναι πρώτη αποτομή (Π,
σελ. ). Ας είναι το ΕΖ η προσαρμό-
ζουσα. Έτσι τα ΔΖ, ΖΕ είναι ρητά δυνάμει
μόνο σύμμετρα και τα ΔΖ, √ΔΖ2 − ΖΕ2
είναι σύμμετρα, ενώ το ΔΖ είναι σύμμετρο
με το αρχικό ρητό ΓΔ.

Πάλι επειδή τοΑΒ είναι δυώνυμος ηΔΕ
είναι πρώτη δυώνυμος (Π, σελ. ). Ας διαιρεθεί αυτή στα μονώνυμά
της από το σημείο Η και ας υποθέσουμε ότι το ΔΗ είναι το μεγαλύτερο.
Άρα τα ΔΗ, ΗΕ είναι ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα και τα ΔΗ, √ΔΗ2 − ΗΕ2
είναι σύμμετρα, ενώ το μεγαλύτερο μονώνυμο ΔΗ είναι σύμμετρη με την
αρχική ρητή ΓΔ. Άρα το ΔΖ είναι σύμμετρο με το ΔΗ (Π, σελ. ), και
άρα και το υπόλοιπο ΗΖ είναι σύμμετρο με το ΔΖ (Π, σελ. ). Επειδή
τα ΔΖ, ΗΖ είναι σύμμετρα (Π, σελ.  και το ΔΖ είναι ρητό, είναι και
το ΗΖ ρητό. Αφού λοιπόν το ΔΖ είναι σύμμετρο με το ΗΖ, τα ΔΖ, ΕΖ είναι
ασύμμετρα. Συνεπώς τα ΖΗ, ΕΖ είναι ασύμμετρα (Π, σελ. ). Έτσι τα
ΗΖ, ΖΕ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα, οπότε το ΕΗ είναι αποτομή
(Π, σελ. ). Αλλά το ΕΗ είναι ρητό, οπότε έχουμε άτοπο.

Άρα καμιά αποτομή δεν μπορεί να είναι και δυώνυμος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πόρισμα 21 Η αποτομή και τα άλλα είδη αλόγων που ακολούθησαν είναι
κλάσεις ξένες με την κλάση των μέσων αλλά και μεταξύ τους.

Απόδειξη. Γνωρίζουμε ήδη τα παρακάτω:

• Το τετράγωνο μέσης αν κατασκευαστεί ως ορθογώνιο με πλευρά
ρητή σχηματίζει πλάτος ρητή και ασύμμτερη με την πρώτη (ρητή)
πλευρά του (Π, σελ. ).

• Το τετράγωνο αποτομής αν κατασκευαστεί ως ορθογώνιο με πλευρά
ρητή σχηματίζει πλάτος πρώτη αποτομή (Π, σελ. ).

• Το τετράγωνο πρώτης αποτομής αν κατασκευαστεί ως ορθογώνιο με
πλευρά ρητή σχηματίζει πλάτος δεύτερη αποτομή (Π, σελ. ).

• Το τετράγωνο δεύτερης αποτομής αν κατασκευαστεί ως ορθογώνιο
με πλευρά ρητή σχηματίζει πλάτος τρίτη αποτομή (Π, σελ. ).
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• Το τετράγωνο ελάσσονος αν κατασκευαστεί ως ορθογώνιο με πλευρά
ρητή σχηματίζει πλάτος τέταρτη αποτομή (Π, σελ. ).

• Το τετράγωνο πλευράς διαφοράς ρητού και μέσου αν κατασκευαστεί
ως ορθογώνιο με πλευρά ρητή σχηματίζει πλάτος πέμπτη αποτομή
(Π, σελ. ).

• Το τετράγωνο πλευράς διαφοράς μέσου και μέσου αν κατασκευαστεί
ως ορθογώνιο με πλευρά ρητή σχηματίζει πλάτος πέμπτη αποτομή
(Π, σελ. ).

Επειδή λοιπόν τα πλάτη αυτά διαφέρουν και από την πρώτη πλευρά και
μεταξύ τους, από την πρώτη γιατί είναι ρητή και μεταξύ τους γιατί είναι
διαφορετικής τάξης είναι φανερό ότι και αυτά ως ευθύγραμμα τμήματα
διαφέρουν μεταξύ τους.

Και αφού δείχθηκε ότι η αποτομή δεν μπορεί να είναι και δυώνυμος (Π,
σελ. ), αλλά αν σχηματίζει ορθογώνιο με ρητή, τα άλογα ευθύγραμμα
τμήματα που παρουσιάστηκαν μετά την αποτομή παράγουν, ως πλάτη,
καθένα με τη δική του τάξη αποτομές ενώ εκείνα που παρουσιάστηκαν
μετά τη δυώνυμο παράγουν, ως πλάτη, καθένα με τη δική του τάξη δυώ-
νυμες συμπεραίνουμε ότι εκείνα που παρουσιάστηκαν μετά την αποτομή
είναι διαφορετικά από εκείνα που παρουσιάστηκαν μετά τη δυώνυμο. Συ-
νεπώς έχουμε δεκατρία διαφορετικά είδη κατά την τάξη τους ευθύγραμμα
τμήματα. Αυτά είναι τα

Μέσο,
Δυώνυμος,

Πρώτη δυώνυμος,
Δεύτερη δυώνυμος,

Μείζων,
Πλευρά ρητού συν μέσου εμβαδού,
Πλευρά μέσου συν μέσου εμβαδού,

Αποτομή,
Πρώτη αποτομή μέσης,
Δεύτερη αποτομή μέσης,

Ελάσσων,
Πλευρά διαφοράς ρητού και μέσου,
Πλευρά διαφοράς μέσου και μέσου.


Πρόταση 112 () Τετράγωνο ρητής κατασκευασμένο ως ισεμβαδικό ορ-
θογώνιο με μια πλευρά δυώνυμο σχηματίζει πλάτος αποτομή της οποίας τα
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μονώνυμα είναι σύμμετρα με τα μονώνυμα της διωνύμου και με τον ίδιο λόγο με
αυτά· και επιπλέον η αποτομή αυτή έχει την ίδια τάξη με τη δυώνυμο.
Απόδειξη. Έστω ότι το 𝛼 είναι ρητή και η ΒΓ δυώνυμος με μεγαλύτερο
μονώνυμο το ΓΔ. Υποθέτουμε επίσης ότι 𝛼2 = ΒΓ ⋅ ΕΖ. Ισχυρίζομαι ότι το
ΕΖ είναι αποτομή της οποίας τα μονώνυμα είναι σύμμετρα με τα ΓΔ, ΔΒ
και με τον ίδιο λόγο και ακόμα ότι το ΕΖ έχει την ίδια τάξη αποτομής με
την τάξη δυωνύμου που έχει το ΒΓ.

Έστω ευθύγραμμο τμήμα 𝜂 ώστε 𝛼2 = ΒΔ ⋅ 𝜂. Επειδή ΒΓ ⋅ ΕΖ = ΒΔ ⋅ 𝜂
είναι και ΒΓ/ΒΔ = 𝜂/ΕΖ (Β, Π, σελ. ). Είναι και ΒΓ > ΒΔ άρα
η 𝜂 > ΕΖ (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Έστω τώρα ότι 𝜂 =
ΕΘ και άρα ισχύει ΒΓ/ΒΔ = ΕΘ/ΕΖ και δια διαιρέσεως του λόγου (Β,
Ορ, σελ. ) θα ισχύει ΓΔ/ΒΔ = ΘΖ/ΕΖ (Β, Π, σελ. ). Θεωρούμε
σημείο Κ ώστε να ισχύει ΘΖ/ΕΖ = ΖΚ/ΚΕ, και άρα ΘΚ/ΚΖ = ΖΚ/ΚΕ
προσθέτοντας αριθμητές και παρονομαστές (Β, Π, σελ. ). Ισχύει και
ΖΚ/ΚΕ = ΓΔ/ΒΔ, άρα και ΘΚ/ΚΖ = ΓΔ/ΒΔ. Είναι όμως τα ΓΔ2, ΒΔ2
σύμμετρα (Π, σελ. ), άρα και τα ΘΚ2, ΚΖ2 είναι σύμμετρα (Πόρισμα,
Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Επιπλέον ΘΚ2/ΚΖ2 = ΘΚ/ΚΕ επειδή
τα τρία ευθύγραμμα τμήματαΘΚ, ΚΖ, ΚΕ είναι ανάλογα (Β, Ορ, σελ. ).
Άρα τα ΘΚ, ΚΕ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ), οπότε και τα ΘΕ, ΕΚ είναι
σύμμετρα (Π, σελ. ). Και επειδή 𝛼2 = ΕΘ ⋅ ΒΔ, και το 𝛼2 είναι ρητό
άρα είναι ρητό το ορθογώνιο ΕΘ⋅ΒΔ με ρητή πλευρά την ΒΔ, οπότε το ΕΘ
είναι ρητό και σύμμετρο με το ΒΔ (Π, σελ. ). Έτσι και η σύμμετρη
με αυτή, η ΕΚ είναι ρητή και σύμμετρη με τη ΒΔ (Π, σελ. ). Επειδή
ΓΔ/ΔΒ = ΖΚ/ΚΕ, ενώ τα ΓΔ, ΔΒ είναι δυνάμει μόνο συμμετρα και τα ΖΚ,
ΚΕ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι και ρητή η ΚΕ άρα
και η ΖΚ ρητή. Έτσι τα ρητά ΖΚ, ΚΕ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, και
συνεπώς το ΕΖ είναι αποτομή (Π, σελ. ).

Τώρα, τα ΓΔ, √ΓΔ2 − ΒΔ2 είναι είτε σύμμετρα είτε ασύμμετρα.
Αν είναι σύμμετρα και τα ΖΚ, √ΖΚ2 − ΚΕ2 θα είναι σύμμετρα (Π,

σελ. ). Και αν μεν το ΓΔ είναι σύμμετρο με το αρχική ρητό θα είναι και
το ΖΚ (Π, σελ.  και Π, σελ. )· ενώ αν το ΒΔ είναι σύμμετρο με
το αρχικό ρητό θα είναι και η ΚΕ (Π, σελ. )· ενώ αν κανένα από τα
ΓΔ, ΒΔ δεν είναι σύμμετρα με το αρχικό ρητό, τότε και κανένα από τα ΖΚ,
ΚΕ δεν θα είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό.

Έστω τώρα ότι τα ΓΔ, √ΓΔ2 − ΒΔ2 είναι ασύμμετρα. Τότε το ίδιο θα
ισχύει και για τα ΖΚ, √ΖΚ2 − ΚΕ2 (Π, σελ. ). Και αν μεν το ΓΔ είναι
σύμμετρο με το αρχική ρητό θα είναι και το ΖΚ (Π, σελ.  και Π,
σελ. )· ενώ αν το ΒΔ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό θα είναι και η
ΚΕ (Π, σελ. )· ενώ αν κανένα από τα ΓΔ, ΒΔ δεν είναι σύμμετρα με
το αρχικό ρητό, τότε και κανένα από τα ΖΚ, ΚΕ δεν θα είναι σύμμετρο με
το αρχικό ρητό.
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Έτσι το ΖΕ είναι αποτομή της οποίας τα μονώνυμα ΖΚ, ΚΕ είναι σύμ-
μετρα με τα μονώνυμα της δυωνύμου, τα ΓΔ, ΒΔ και με τον ίδιο λόγο, και
επιπλέον έχει και την ίδια τάξη με το ΒΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 113 () Τετράγωνο ρητής κατασκευασμένο ως ισεμβαδικό ορ-
θογώνιο με μια πλευρά αποτομή σχηματίζει πλάτος δυώνυμη της οποίας τα
μονώνυμα είναι σύμμετρα με τα μονώνυμα της αποτομής και με τον ίδιο λόγο
με αυτά· και επιπλέον η δυώνυμος αυτή έχει την ίδια τάξη με τη αποτομή.

Απόδειξη. Έστω ρητό το 𝛼, αποτομή το ΒΔ και ισεμβαδικό με το 𝛼2 το
ΒΔ ⋅ ΚΘ. Ισχυρίζομαι ότι το ΚΘ είναι δυώνυμος της και τα μονώνυμά του
σύμμετρα με τα μονώνυμα του ΒΔ με τον ίδιο λόγο και ακόμα ότι το ΚΘ
έχει την ίδια τάξη με το ΒΔ.

Πράγματι, έστω ότι η ΓΔ είναι η προσαρμόζουσα στη ΒΔ. Άρα τα ΒΓ,
ΓΔ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Και έστω 𝜂
ώστε 𝛼2 = ΒΓ ⋅ 𝜂. Επειδή το 𝛼2 είναι ρητό είναι και το ΒΓ ⋅ 𝜂, και αφού
το ΒΓ ρητό, ρητό είναι και το 𝜂 και σύμμετρο με το ΒΓ (Π, σελ. ).
Επειδή ΒΓ ⋅ 𝜂 = ΒΔ ⋅ ΚΘ, άρα ΒΓ/ΒΔ = ΚΘ/𝜂 (Β, Π, σελ. ). Αλλά
ΒΓ > ΒΔ, άρα ΚΘ > 𝜂 (Β, Π, σελ.  και Π, σελ. ). Θεωρούμε Ε
ώστε ΚΕ = 𝜂, οπότε τα ΚΕ, ΒΓ είναι σύμμετρα. Και αφού ΒΓ/ΒΔ = ΘΚ/ΚΕ
με αναστροφή παίρνουμε ΒΓ/ΓΔ = ΚΘ/ΘΕ (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ).
Θεωρούμε επιπλέον σημείο Ζ ώστε ΚΘ/ΘΕ = ΘΖ/ΖΕ, οπότε και για τα
υπόλοιπα θα είναι

ΚΖ/ΖΘ = ΚΘ/ΘΕ = ΒΓ/ΓΔ

(Β, Π, σελ. ).
Τα ΒΓ, ΓΔ είναι δυνάμει μόνο σύμμετρα, άρα και τα ΚΖ, ΖΘ είναι δυνά-

μει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ). Και επειδή ΚΘ/ΘΕ = ΚΖ/ΖΘ αλλά
ΚΘ/ΘΕ = ΘΖ/ΖΕ θα ισχύει ΚΖ/ΖΘ = ΘΖ/ΖΕ, συνεπώς ΚΖ/ΖΕ =
ΚΖ2/ΖΘ2 (Β, Ορ, σελ. ). Είναι και τα ΚΖ2, ΖΘ2 σύμμετρα (αφού
τα ΚΖ, ΖΘ είναι δυνάμει σύμμετρα), άρα τα ΚΖ, ΖΕ είναι σύμμετρα (Π,
σελ. ), οπότε και τα ΚΖ, ΚΕ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Είναι και
ρητό το ΚΕ και σύμμετρο με το ΒΓ, άρα και το ΚΖ είναι ρητό και σύμμετρο
με το ΒΓ (Π, σελ. ).

Επειδή ΒΓ/ΓΔ = ΚΖ/ΖΘ, εναλλάξ ΒΓ/ΚΖ = ΓΔ/ΖΘ (Β, Π, σελ. ).
Είναι και τα ΒΓ, ΚΖ σύμμετρα άρα και τα ΖΘ, ΓΔ είναι σύμμετρα (Π,
σελ. ). Τα ΒΓ, ΓΔ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα άρα και τα
ΚΖ, ΖΘ είναι ρητά και δυνάμει μόνο σύμμετρα (Π, σελ. ), οπότε το
ΚΘ είναι δυώνυμος (Π, σελ. ).

Αν τα ΒΓ, √ΒΓ2 − ΓΔ2 είναι σύμμετρα και τα ΚΖ, √ΚΖ2 − ΖΘ2 είναι
σύμμετρα (Π, σελ. ). Και αν το ΒΓ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό
θα είναι και το ΚΖ (Π, σελ. ), εάν το ΓΔ είναι σύμμετρο με το αρχικό
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ρητό θα είναι και το ΖΘ, και αν κανένα από τα ΒΓ, ΓΔ κανένα και από τα
ΚΖ, ΖΘ (Π, σελ. ).

Αν τα ΒΓ, √ΒΓ2 − ΓΔ2 είναι ασύμμετρα και τα ΚΖ, √ΚΖ2 − ΖΘ2 είναι
ασύμμετρα (Π, σελ. ). Και αν το ΒΓ είναι σύμμετρο με το αρχικό ρητό
θα είναι και το ΚΖ (Π, σελ. ), εάν το ΓΔ είναι σύμμετρο με το αρχικό
ρητό θα είναι και το ΖΘ, και αν κανένα από τα ΒΓ, ΓΔ κανένα και από τα
ΚΖ, ΖΘ (Π, σελ. ).

Άρα το ΚΘ είναι δυώνυμος του οποίου τα μονώνυμα ΚΖ, ΖΘ είναι
σύμμετρα με τα μονώνυμα της αποτομής, τα ΒΓ, ΓΔ, και με τον ίδιο λόγο,
και ακόμα το ΚΘ θα έχει την ίδια τάξη με το ΒΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 114 () Εάν ορθογώνιο έχει μια πλευρά αποτομή και την άλλη
δυώνυμο της οποίας τα μονώνυμα είναι σύμμετρα και με τον ίδιο λόγο με τα
μονώνυματηςαποτομής, το ευθύγραμμοτμήματουοποίουτοτετράγωνο είναι
ισεμβαδικό με το ορθογώνιο είναι ρητό.

Απόδειξη. Ας περιέχεται το ορθπγώνιο ΑΒ ⋅ ΓΔ από την αποτομή ΑΒ και
τη δυώνυμη ΓΔ και έστω ότι ΓΕ > ΕΔ τα μονώνυμά της σύμμετρα και με
τον ίδιο λόγο με τα μονώνυμα της αποτομής ΑΖ, ΖΒ. Υποθέτουμε επίσης
ότι 𝜂2 = ΑΒ ⋅ ΓΔ. Ισχυρίζομαι ότι το 𝜂 είναι ρητό.

θεωρούμε ρητό ευθύγραμμο τμήμα 𝜃 και ορθογώνιο ισεμβαδικό με το
𝜃2 και πλευρά ΓΔ με πλάτος ΚΛ· άρα το ΚΛ είναι αποτομή με μονώνυμα
ΚΜ, ΜΛ σύμμετρα με τα μονώνυμα της δυωνύμου ΓΕ, ΕΔ και με τον ίδιο
λόγο (Π, σελ. ). Αλλά τα ΓΕ, ΕΔ είναι σύμμετρα με τα ΑΖ, ΖΒ με τον
ίδιο λόγο, συνεπώς ΑΖ/ΖΒ = ΚΜ/ΜΛ, και εναλλάξ ΑΖ/ΚΜ = ΒΖ/ΛΜ (Β,
Π, σελ. ), οπότε και για τα υπόλοιπα ΑΒ/ΚΛ = ΑΖ/ΜΚ (Β, Π,
σελ. ). Τα ΑΖ, ΜΚ είναι σύμμετρα (Π, σελ. ) άρα και τα ΑΒ, ΚΛ
είναι σύμμετρα (Π, σελ. ). Και ισχύει ΑΒ/ΚΛ = (ΓΔ ⋅ ΑΒ)/(ΓΔ ⋅ ΚΛ)
(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς τα ΓΔ ⋅ΑΒ = 𝜂2, ΓΔ ⋅ ΚΛ = 𝜃2 είναι σύμμετρα
(Π, σελ. ). Αλλά είναι ρητό το 𝜃2 άρα και το 𝜂2, δηλαδή το 𝜂 είναι
ρητό.

Άρα αν ορθογώνιο έχει μια πλευρά αποτομή και την άλλη δυώνυμο
της οποίας τα μονώνυμα είναι σύμμετρα και με τον ίδιο λόγο με τα μο-
νώνυμα της αποτομής, το ευθύγραμμο τμήμα του οποίου το τετράγωνο
είναι ισεμβαδικό με το ορθογώνιο είναι ρητό.

Πόρισμα 22 ΑπόαυτήτηνΠρόταση είναι φανερόότιγίνεται ρητόορθογώνιο
να έχει άλογες πλευρές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 115 () Από ένα μέσο ευθύγραμμο τμήμα μπορούν να προκύ-
ψουν άπειροι άλογοι ώστε κανένας τους να μην ταυτίζεται με κανέναν από τους
προηγούμενούς του.



Βιβλίο 10ο 

Απόδειξη. Έστω 𝛼 μέσο ευθύγραμμο τμήμα. Ισχυρίζομαι ότι από το 𝛼
μπορούν να προκύψει άπειρο πλήθος άλογων χωρίς κανένα από αυτά να
είναι ίδιο με τα προηγούμενα.

Ας θεωρήσουμε ρητό 𝛽 και έστω 𝛾 2 = 𝛼 ⋅ 𝛽, οπότε το 𝛾 είναι άλογο,
αφού ορθογώνιο ρητού και άλογου είναι άλογο (Π, σελ. ). Και αυτό
το άλογο τμήμα δεν είναι ίσο με κανένα από τα προηγούμενα, διότι το
τετράγωνο κανενός από τα προηγούμενα άλογα τμήματα δεν σχηματίζει
μέσο πλάτος όταν είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο ρητού μήκους.

Πάλι έστω 𝛿2 = 𝛽 ⋅ 𝛾, οπότε το 𝛿2 είναι άλογο (Π, σελ. ). Άρα
το 𝛿 είναι άλογο τμήμα και άνισο με τα προηγούμενα άλογα, διότι κανενός
από τα προηγούμενα το τετράγωνο δεν είναι ισεμβαδικό με ορθογώνιο
μήκους ρητού και πλάτους 𝛾. Με όμοιο τρόπο συνεχίζουμε επ᾽ άπειρο
αυτόν τον συλλογισμό, και έτσι είναι φανερό ότι από μέσο ευθύγραμμο
τμήμα παράγονται άπειρα άλογα τμήματα που τα επόμενα δεν είναι ίσα
με τα προηγούμενα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Στμ: θα λέμε «ισοδύναμα» δυο στερεά με ίσο όγκο.

Ορισμοί

Ορισμοί 1 ()

(oρ. 1) «Στερεό» είναι αυτό (στμ: το σχήμα) που έχει μήκος, πλάτος και
βάθος (στμ: ύψος).

(oρ. 2) «Επιφάνεια» είναι το πέρας ενός στερεού.

(oρ. 3) Μια ευθεία λέμε ότι είναι «κάθετη» σε ένα επίπεδο όταν τέμνει το
επίπεδο σε ένα σημείο και είναι κάθετη σε κάθε ευθεία του επιπέδου
που διέρχεται από το σημείο τομής της με το επίπεδο.

(oρ. 4) Ένα επίπεδο λέμε ότι είναι «κάθετο» σε ένα άλλο επίπεδο όταν
οι ευθείες που ανήκουν σε κάθε ένα από τα δυο επίπεδα και είναι
κάθετες στην κοινή τομή των δύο επιπέδων¹⁸ είναι κάθετες στα
επίπεδα αυτά.

(oρ. 5) Όταν από ένα σημείο μιας ευθείας που τέμνει ένα επίπεδο αχθεί
κάθετη προς το επίπεδο και στη συνέχεια αχθεί το ευθύγραμμο
τμήμα με άκρα τα σημεία τομής της καθέτου με το επίπεδο και
της ευθείας με το επίπεδο τότε η γωνία που περιέχεται στην αρ-
χική ευθεία και το παραπάνω ευθύγραμμο τμήμα λέγεται «κλίση
ευθείας» (στμ: της αρχικής ευθείας) προς το επίπεδο.

(oρ. 6) «Κλίση επιπέδου» προς επίπεδο λέγεται η οξεία γωνία που περιέ-
χεται στις κάθετες που άγονται στο ίδιο σημείο της κοινής τομής
δυο επιπέδων.

. Στμ: Η τομή των δύο επιπέδων είναι ευθεία όπως αποδεικνύει ο Ευκλείδης στην Π,
σελ. .
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(oρ. 7) Ένα επίπεδο προς ένα άλλο λέγεται «ομοίως κεκλιμένο» με ένα
τρίτο επίπεδο προς ένα τέταρτο όταν οι γωνίες κλίσης του πρώ-
του και του τρίτου σε σχέση με το δεύτερο και το τέταρτο είναι
ίσες.

(oρ. 8) «Παράλληλα» λέγονται τα επίπεδα που είναι ασύμπτωτα.

(oρ. 9) «Όμοια» στερεά σχήματα λέγονται αυτά που περιέχονται στο
ίδιο πλήθος όμοιων επιπέδων.

Ήρων ο Αλεξανδρεύς,
10–70 μααχ.

Στμ: Πολλή συζήτηση έχει γίνει στο πα-
ρελθόν για αυτόν τον ορισμό ερμηνεύοντας
το «ομοίων επιπέδων» σαν «ομοίων επί-
πεδων σχημάτων», ερμηνεία η οποία μας
αναγκάζει να πούμε ότι ο ορισμός αυτός εί-
ναι λάθος (σε μια πυραμίδα πάρτε μέσα της
μια μικρότερη πυραμίδα με την ίδια βάση
και τη συμμετρική της ως προς τη βάση έξω
από την αρχική πυραμίδα. Το στερεό που

προκύπτει αν από την αρχική πυραμίδα αφαιρέσουμε την εσω-
τερική με αυτόν τον ορισμό θα έπρεπε να είναι όμοιο με το στερεό
που προκύπτει αν από στην αρχική προσθέσουμε την εξωτε-
ρική πυραμίδα, αλλά προφανώς δεν είναι). Ο ορισμός όμως είναι
σωστός. «Όμοια επίπεδα» δεν έχουν οριστεί. Φαίνεται ότι έχει
παραληφθεί κατά την αντιγραφή η λέξη «κεκλιμένα». Ο ορισμός
είναι σωστός για τις ανάγκες των Στοιχείων αν προστεθεί αυτή
η λέξη: «Όμοια στερεά σχήματα λέγονται αυτά που περιέχονται
στο ίδιο πλήθος όμοια κεκλιμένων επιπέδων».

Αυτή τη «διόρθωση» προτείνει και ο Ήρωνας στον πάπυρο
που έφτασε στα χέρια του 400 και πλέον χρόνια μετά τον Ευ-
κλείδη.

(oρ. 10) «Ίσα και όμοια» στερεά σχήματα λέγονται αυτά που περιέχονται
στο ίδιο πλήθος όμοιων επιπέδων ίσου μεγέθους.

Στμ: Και αυτός ο ορισμός χρειάζεται ίδιου τύπου διόρθωση
όπως και ο Ορ, σελ. . Η διόρθωση του παπύρου από τον
Ήρωνα είναι επαρκής για τις ανάγκες των Στοιχείων: «Ίσα και
όμοια» στερεά λέγονται τα στερεά που είναι όμοια και επιπλέον
οι έδρες τους είναι μία προς μία ίσες.

Επίσης έχει συζητηθεί μήπως θα έπρεπε να μην είναι ορισμός
αλλά θεώρημα· μήπως δηλαδή πρέπει να αποδειχθεί ότι υπό τις
δοθείσες προϋποθέσεις είναι τα ίδια σύνολα. Δεν θα μας απασχο-
λήσει αυτό το θέμα, τον δεχόμαστε ως ορισμό.
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(oρ. 11) «Στερεά γωνία» είναι η κλίση προς περισσότερες από δύο ευθείες
που τέμνονται σε ένα σημείο. Μια στερεά γωνία περιέχεται σε
περισσότερες από δύο επίπεδες γωνίες με κοινή κορυφή και που
δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.

(oρ. 12) «Πυραμίδα» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε επίπεδα
σχήματα που ξεκινούν από ένα επίπεδο και με ενωμένα τα σύνορά
τους καταλήγουν σε μια κοινή κορυφή.

Στμ: σε άλλες αποδώσεις του ορισμού αυτού απουσιάζει η
προσπάθεια να αποδοθεί με κάποιο τρόπο το «συνεστώς» του
αρχαίου κειμένου. Εδώ το αποδίδουμε με τη φράση «με ενωμένα
τα σύνορά τους». (συνεστώς εκ του σύνειμι, δηλαδή όλα μαζί).

(oρ. 13) «Πρίσμα» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε επίπεδα σχή-
ματα από τα οποία τα δύο βρίσκονται απέναντι και είναι ίσα,
όμοια και παράλληλα ενώ τα υπόλοιπα είναι παραλληλόγραμμα.

(oρ. 14) «Σφαίρα» είναι το σχήμα που προκύπτει όταν ένα ημικύκλιο πε-
ριστραφεί γύρω από την διάμετρό του και επανέλθει στην αρχική
του θέση.

(oρ. 15) «Άξονας σφαίρας» είναι η ακίνητη ευθεία περί την οποία περι-
στρέφεται το ημικύκλιο (στμ: του οποίου η περιστροφή δημιουρ-
γεί την σφαίρα).

(oρ. 16) «Κέντρο σφαίρας» είναι το κέντρο του ημικυκλίου (στμ: του
οποίου η περιστροφή δημιουργεί την σφαίρα).

(oρ. 17) «Διάμετρος σφαίρας» είναι κάθε ευθύγραμμο τμήμα που διέρχεται
από το κέντρο της και του οποίου τα άκρα βρίσκονται στην
επιφάνειά της.

(oρ. 18) «Κώνος» είναι το σχήμα που προκύπτει όταν ένα ορθογώνιο
τρίγωνο περιστραφεί περί την μια κάθετη πλευρά του που μέ-
νει ακίνητη και επανέλθει στην αρχική του θέση. Αν η ακίνητη
πλευρά του τριγώνου είναι ίση με την πλευρά που περιστρέφε-
ται ο κώνος λέγεται «ορθογώνιος», αν είναι μικρότερη ο κώνος
λέγεται «αμβλυγώνιος» ενώ αν είναι μεγαλύτερη ο κώνος λέγεται
«οξυγώνιος».

(oρ. 19) «Άξονας κώνου» είναι η πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου που
μένει ακίνητη και περί την οποία περιστρέφεται αυτό.

(oρ. 20) «Βάση κώνου» είναι ο κύκλος που γράφεται κατά την περι-
στροφή της μιας κάθετης πλευράς του τριγώνου (στμ: και του
οποίου η περιστροφή δημιουργεί τον κώνο).
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(oρ. 21) «Κύλινδρος» είναι το σχήμα που προκύπτει όταν ένα ορθογώνιο
παραλληλόγραμμο περιστραφεί περί την μια κάθετη πλευρά του
και επανέλθει στην αρχική του θέση.

(oρ. 22) «Άξονας κυλίνδρου» είναι η ευθεία που μένει ακίνητη και περί
την οποία περιστρέφεται το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (στμ:
του οποίου η περιστροφή δημιουργεί τον κύλινδρο).

(oρ. 23) «Βάσεις κυλίνδρου» είναι οι κύκλοι που γράφονται κατά την
περιστροφή του ορθογωνίου παραλληλογράμμου από τις δυο
απέναντι πλευρές του.

(oρ. 24) Δύο κώνοι ή δύο κύλινδροι λέγονται «όμοιοι» όταν οι άξονές τους
είναι ανάλογοι των διαμέτρων των βάσεών τους.

(oρ. 25) «Κύβος» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε έξι ίσα τετρά-
γωνα.

Κύβος Οκτάεδρο

(oρ. 26) «Οκτάεδρο» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε οχτώ ίσα
και ισόπλευρα τρίγωνα.

(oρ. 27) «Εικοσάεδρο» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε είκοσι
ίσα και ισόπλευρα τρίγωνα.

(oρ. 28) «Δωδεκάεδρο» είναι το στερεό σχήμα που περιέχεται σε δώδεκα
ίσα, ισόπλευρα και ισογώνια πεντάγωνα.

Δωδεκάεδρο Εικοσάεδρο
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Προτάσεις και Θεωρήματα

Πρόταση 1 () Δεν είναι δυνατόν ένα τμήμα μιας ευθείας να βρίσκεται επί
ενός επιπέδου και ένα άλλο τμήμα της να βρίσκεται εκτός του επιπέδου αυτού.

Α
Β

Γ

Δ

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το τμήμα ΑΒ της
ευθείας ΑΒΓ (στμ: που διέρχεται από τα Α, Β
και Γ) βρίσκεται επί δοθέντος επιπέδου ενώ το
τμήμα της ΒΓ βρίσκεται εκτός του επιπέδου αυ-
τού.

Τότε, προεκτείνοντας το ΑΒ προκύπτει το
τμήμα ΒΔ που βρίσκεται επί του δοθέντος επι-
πέδου και είναι μέρος της ευθείας ΑΒΔ.

Άρα οι ευθείες ΑΒΓ και ΑΒΔ έχουν κοινό
τμήμα το ΑΒ. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς
αν με κέντρο το Β και ακτίνα ΑΒ γράψουμε κύκλο (στμ: στο επίπεδο των
ΑΔ, ΒΓ) τότε στις διαμέτρους του κύκλου αυτού (στμ: που είναι τμήματα
των ευθειών ΑΒΓ και ΑΒΔ) αντιστοιχούν άνισα τόξα.

Συνεπώς, δεν είναι δυνατόν ένα τμήμα μιας ευθείας να βρίσκεται σε ένα
επίπεδο και ένα άλλο τμήμα της να βρίσκεται εκτός του επιπέδου αυτού·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 2 () Αν δύο ευθείες τέμνονται τότε βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο
και κάθε τρίγωνο (στμ: με κορυφές το σημείο τομής των δύο ευθειών και
δυο άλλα σημεία που το καθένα ανήκει σε καθεμία από τις ευθείες αυτές)
βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο.

Α

ΒΓ

Δ

Θ Κ

Ζ Η
Ε

Απόδειξη. Έστω οι ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται
στο Ε. Ισχυρίζομαι ότι οι ΑΒ και ΓΔ βρίσκονται
στο ίδιο επίπεδο και κάθε τρίγωνο με κορυφές
το Ε και δύο άλλα σημεία των ΑΒ και ΓΔ (ένα
σε καθεμιά) βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο με τις
ΑΒ και ΓΔ.

Λαμβάνουμε τα τυχόντα σημεία Ζ και Η στις
ΕΓ και ΕΒ αντίστοιχα και φέρνουμε τις ΓΒ, ΖΗ,
ΖΘ και ΗΚ.

Ισχυρίζομαι ότι το τρίγωνο ΕΓΒ βρίσκεται σε ένα επίπεδο.
Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι ένα μέρος του τριγώνου ΕΓΒ, έστω το

ΖΘΓ ή το ΗΒΚ βρίσκεται σε ένα επίπεδο ενώ το υπόλοιπο σε κάποιο άλλο
επίπεδο (στμ: το σημείο αυτό είναι προβληματικό. Το κείμενο φαίνεται να
θέλει να δείξει ότι η γωνία στο Γ είναι συνεπίπεδη με όλο το τρίγωνο ΕΓΒ
και ομοίως και η γωνία στο Β).
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Τότε το ένα μέρος της ΕΓ ή της ΕΒ βρίσκεται σε ένα επίπεδο ενώ ένα
άλλο μέρος της βρίσκεται στο άλλο επίπεδο. Αυτό όμως είναι αδύνατον
σύμφωνα με την (Π, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το τρίγωνο ΕΓΒ βρίσκεται στο επίπεδο των
ΕΓ και ΕΒ που είναι το επίπεδο των ΑΒ και ΓΔ (Π, σελ. ).

Συνεπώς, οι ΑΒ και ΓΔ βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και κάθε τρίγωνο με
κορυφές το Ε και δύο άλλα σημεία (ένα σε καθεμία) βρίσκεται στο επίπεδο
αυτό· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Η κοινή τομή δύο επιπέδων είναι ευθεία.

Α

Β

Γ

Δ

Ε
Ζ

Απόδειξη. Έστω τα τεμνόμενα επίπεδαΑΒ
και ΒΓ με κοινή τομή την γραμμή ΒΔ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι η ΔΒ είναι ευθεία.

Υποθέτουμε ότι η ΔΒ δεν είναι ευθεία
και φέρνουμε στο επίπεδο ΑΒ την ευθεία
ΔΕΒ που διέρχεται από τα Β και Δ ενώ
στο επίπεδο ΒΓ την ευθεία ΔΖΒ (Β, Αί-
τημα , σελ. ).

Τότε όμως μεταξύ των τμημάτων ΔΕΒ
και ΔΖΒ που έχουν κοινά άκρα τα Δ και Β

περιέχεται επιφάνεια. Αυτό όμως είναι άτοπο (Β, Κοινή Έννοια , σελ. ).
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ΔΒ είναι ευθεία ενώ οι ΔΕΖ και ΔΖΒ δεν

είναι ευθείες.
Ομοίως αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει άλλη ευθεία που να διέρχεται

από τα Δ και Β πλην της ΔΒ που είναι η κοινή τομή των επιπέδων ΑΒ και
ΒΓ.

Άρα αν δύο επίπεδα τέμνονται τότε η κοινή τομή τους είναι ευθεία·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε δύο άλλες τεμνόμενες ευθείες
στοσημείοτομήςτουςτότεείναικάθετηκαιστοεπίπεδοτωνδύοαυτώνευθειών.

Απόδειξη. Έστω η ΕΖ ⟂ ΑΒ και ΕΖ ⟂ ΓΔ στο κοινό τους σημείο Ε. Ισχυ-
ρίζομαι ότι η ΕΖ είναι κάθετη και στο επίπεδο των ΑΒ και ΓΔ.

Θεωρούμε ακόμα ότι τα σημεία Α, Β, Γ και Δ έχουν ληφθεί στις δύο
ευθείες έτσι ώστε να ισχύει ΑΕ = ΕΒ = ΓΕ = ΕΔ. Φέρνουμε την τυχούσα
ευθεία ΗΕΘ και από το Ζ φέρνουμε τις ΖΑ, ΖΗ, ΖΔ, ΖΓ, ΖΘ και ΖΒ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΓΕΒ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΑΕ = ΕΔ, ΓΕ = ΕΒ και ΑΕ̂Δ = ΓΕ̂Β οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Άρα
ΑΔ = ΒΓ και ΔΑ̂Ε = ΕΒ̂Γ.

Στην συνέχεια συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΗΕ και ΒΕΘ που έχουν δύο
γωνίες ίσες και μια πλευρά, εκείνη στην οποία βαίνουν οι ίσες γωνίες ΑΕ =
ΕΒ και άρα είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Έτσι ισχύουν ΗΕ = ΕΘ καιΑΗ = ΒΘ
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ΑΑ
ΗΗ

ΔΔ
ΕΕ

ΘΘ

ΒΒ

ΓΓ

Ζ
Τα τρίγωνα ΑΕΖ

και ΒΕΖ είναι επίσης
ίσα καθώς έχουν ΑΕ =
ΕΒ, και την ΖΕ κοινή
και κάθετη. Οπότε εί-
ναι ίσα (Β, Π, σελ. )
και άρα ΖΑ = ΖΒ.
Ομοίως είναι ΖΓ = ΖΔ.

Έτσι, τα τρίγωνα
ΖΑΔ και ΖΒΓ έχουν
ΖΑ = ΖΒ, ΑΔ = ΒΓ και
ΖΔ = ΖΓ οπότε είναι
ίσα (Β, Π, σελ. ) και
άρα ΖΑ̂Δ = ΖΒ̂Γ.

Ακολούθως συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΖΑΗ και ΖΒΘ που έχουν ΖΑ = ΖΒ,
ΑΗ = ΒΘ και ΖΑ̂Η = ΖΒ̂Θ οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Έτσι ΖΗ = ΖΘ.

Τα τρίγωνα ΗΕΖ και ΘΕΖ έχουν ΗΕ = ΕΘ, την ΕΖ κοινή και ΖΗ = ΖΘ
οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Έτσι ΗΕ̂Ζ = ΘΕ̂Ζ = 1 ορθή και άρα
ΖΕ ⟂ ΗΘ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι η ΖΕ είναι κάθετη σε κάθε άλλη
ευθεία που κείται επί του επιπέδου των ΑΒ και ΓΔ και διέρχεται από το
Ε.

Μια ευθεία όμως είναι κάθετη σε ένα επίπεδο όταν τέμνει το επίπεδο
και σχηματίζει ορθές γωνίες με όλες τις ευθείες που βρίσκονται στο επίπεδο
και διέρχονται από το σημείο της ευθείας με το επίπεδο.

Συνεπώς η ΖΕ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΑΒ και ΓΔ.
Άρα η κάθετη στο σημείο τομής δύο ευθειών είναι κάθετη και στο

επίπεδο που ορίζεται από τις ευθείες αυτές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε τρεις ευθείες που τέμνονται
σε κοινό σημείο τότε οι τρεις αυτές ευθείες βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.

ΒΒ

ΔΔ
ΕΕ

ΖΖ

Α
Γ

Απόδειξη. Έστω ότι η ΑΒ εί-
ναι κάθετη σε καθεμιά από τις
ΒΓ, ΒΔ και ΒΕ στο κοινό ση-
μείο τομής τους Β. Ισχυρίζο-
μαι ότι οι ΒΔ, ΒΓ και ΒΕ βρί-
σκονται στο ίδιο επίπεδο.

Ας υποθέσουμε ότι αυτές
δεν βρίσκονται όλες στο ίδιο
επίπεδο και ότι η ΒΓ κείται
εκτός του επιπέδου των ΒΔ
και ΒΕ.
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Τότε το επίπεδο που ορίζεται από τις ΑΒ και ΒΓ τέμνει το επίπεδο των
ΒΔ και ΒΕ κατά μια ευθεία έστω την ΒΖ (Π, σελ. ).

Άρα οι ΑΒ, ΒΓ και ΒΖ βρίσκονται στο επίπεδο των ΑΒ και ΒΓ.
Όμως, η ΑΒ είναι κάθετη σε καθεμιά από τις ΒΔ και ΒΕ οπότε είναι

κάθετη και στο επίπεδο που ορίζεται από αυτές (Π, σελ. ).
Το επίπεδο όμως ΒΔ και ΒΕ είναι το δοθέν επίπεδο και έτσι η ΑΒ είναι

κάθετη επί του δοθέντος επιπέδου.
Τότε όμως η ΑΒ είναι κάθετη και σε κάθε ευθεία που κείται στο δοθέν

επίπεδο και την τέμνει (Β, Ορ, σελ. ). Έτσι, είναι κάθετη στην ΒΖ
και επομένως ΑΒ̂Ζ = 1 ορθή.

Από την υπόθεση είναι και ΑΒ̂Γ = 1 ορθή οπότε ΑΒ̂Ζ = ΑΒ̂Γ = 1 ορθή
που όμως είναι αδύνατον καθώς αυτές βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ΒΓ κείται επί του επιπέδου των ΒΔ και
ΒΕ.

Συνεπώς, αν μια ευθεία είναι κάθετη σε τρεις άλλες ευθείες που τέμνονται,
στο σημείο τομής τους, τότε οι τρεις ευθείες κείνται επί του ίδιου επιπέδου·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Αν δύο ευθείες είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο τότε είναι
παράλληλες.

ΔΔ

ΕΕ

ΒΒ

Γ Α Απόδειξη. Έστω οι ΑΒ και ΓΔ
που είναι κάθετες στο δοθέν
επίπεδο στα σημεία του Β και
Δ. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ ⫽ ΓΔ.

Φέρνουμε την ΒΔ και την
ΔΕ που κείται επί του δοθέ-
ντος επιπέδου και είναι κά-
θετη στην ΒΔ με Ε τέτοιο
ώστε ΑΒ = ΔΕ. Φέρνουμε και

τις ΒΕ, ΑΕ και ΑΔ.
Καθώς οι ΒΔ και ΒΕ τέμνουν την ΑΒ και κείνται επί του δοθέντος επι-

πέδου έπεται ότι ΑΒ̂Δ = ΑΒ̂Ε = 1 ορθή (Β, Ορ, σελ. ).
Ομοίως προκύπτει και ότι ΓΔ̂Β = ΓΔ̂Ε = 1 ορθή.
Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΕΒ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν

ΑΒ = ΔΕ, την ΒΔ κοινή και ΑΒ̂Δ = ΕΔ̂Β(= 1 ορθή και άρα είναι ίσα (Β,
Π, σελ. ). Έτσι, ΑΔ = ΒΕ. Και επειδή ΑΒ = ΕΔ και η ΑΕ κοινή στα
τρίγωνα ΑΒΕ και ΔΕΑ, αυτά είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και επομένως ισχύει
ΕΔ̂Α = ΑΒ̂Ε = 1 ορθή.

Έτσι η ΕΔ είναι κάθετη στην ΔΑ. Είναι όμως κάθετη και σε καθεμιά
από τις ΒΔ και ΔΓ. Συνεπώς, καθώς η ΕΔ είναι κάθετη στις ΒΔ, ΔΑ και ΔΓ
στο σημείο τομής τους Δ από την (Π, σελ. ) συμπεραίνουμε ότι οι ΒΔ,
ΔΑ και ΔΓ βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.
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Στο επίπεδο όμως των ΔΒ και ΔΑ βρίσκεται και η ΑΒ (Π, σελ. )
και άρα οι ΑΒ, ΒΔ και ΔΓ βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.

Επιπλέον, καθώς ΑΒ̂Δ = ΒΔ̂Γ = 1 ορθή έπεται ότι ΑΒ ⫽ ΓΔ.
Συνεπώς, αν δύο ευθείες είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο είναι μεταξύ

τους παράλληλες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Ηευθείαπουδιέρχεταιαπόδύοτυχόντασημείαδύοπαράλ-
ληλων ευθειών (ένα σε καθεμιά) κείται επί του επιπέδου των δύο παραλλήλων.

Α Β

Γ Δ

Ε

Ζ

Η

Απόδειξη. Έστω ΑΒ⫽ΓΔ. Λαμβάνουμε τα τυχό-
ντα σημεία Ε και Ζ στις ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα.
Ισχυρίζομαι ότι η ΕΖ κείται επί του επιπέδου
των ΑΒ και ΓΔ.

Ας υποθέσουμε ότι το ευθύγραμμο τμήμα
που ενώνει τα σημεία Ε και Ζ είναι το ΕΗΖ που
δεν κείται επί του επιπέδου των ΑΒ και ΓΔ.

Θεωρούμε οποιοδήποτε επίπεδο που περιέχει το ευθύγραμμο τμήμα
ΕΗΖ (στμ: το οποίο δεν είναι το αρχικό αφού το αρχικό δεν περιέχει το
ΕΗΖ) οπότε αυτό θα τέμνει το επίπεδο των ΑΒ και ΓΔ κατά μια ευθεία
που διέρχεται από τα Ε και Ζ, έστω την ΕΖ του σχήματος (Π, σελ. ).

Συνεπώς, οι ευθείες ΕΗΖ και ΕΖ περιέχουν επιφάνεια κάτι που είναι
αδύνατον (Β, Κοινή Έννοια , σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι η ΕΖ κείται επί του επιπέδου των ΑΒ και
ΓΔ.

Συνεπώς, αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και ληφθούν δύο τυχόντα
σημεία τους (ένα στην καθεμιά) η ευθεία που διέρχεται από τα δύο αυτά
σημεία κείται επί του ίδιου επιπέδου με τις δύο παράλληλες· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 8 () Αν η μια από δύο παράλληλες ευθείες είναι κάθετη σε ένα
επίπεδο τότε και η άλλη είναι κάθετη στο επίπεδο αυτό.

ΒΒΔΔ

ΕΕ

ΑΓΑπόδειξη. Έστω ΑΒ ⫽ ΓΔ και έστω ότι η
ΑΒ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο. Ισχυ-
ρίζομαι ότι και η ΓΔ είναι κάθετη στο επί-
πεδο αυτό.

Έστω ότι οι ΑΒ και ΓΔ τέμνουν το δο-
θέν επίπεδο στα Β και Δ αντίστοιχα. Φέρ-
νουμε την ΒΔ.

Τότε οι ΑΒ, ΓΔ και ΒΔ βρίσκονται στο
ίδιο επίπεδο (Π, σελ. ).

Στην συνέχεια φέρνουμε και την ΔΕ που κείται επί του δοθέντος επι-
πέδου και είναι κάθετη στην ΒΔ ενώ το Ε έχει ληφθεί ώστε ΑΒ = ΔΕ.
Φέρνουμε και τις ΒΕ, ΑΕ και ΑΔ.
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Επειδή η ΑΒ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο είναι κάθετη και σε κάθε
ευθεία που την τέμνει και κείται επί του δοθέντος επιπέδου (Β, Ορ,
σελ. ). Συνεπώς, ΑΒ̂Δ = ΑΒ̂Ε = 1 ορθή. Καθώς όμως ΑΒ ⫽ ΓΔ ισχύει
ΑΒ̂Δ + ΓΔ̂Β = 2 ορθές (Β, Π, σελ. ) και άρα ΓΔ̂Β = 1, ορθή διότι
ΑΒ̂Δ = 1 ορθή. Έτσι, η ΓΔ είναι κάθετη στην ΒΔ.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΒΔ και ΒΔΕ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΑΒ = ΔΕ, την ΒΔ κοινή και ΑΒ̂Δ = ΕΔ̂Β και άρα είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).
Άρα ΑΔ = ΒΕ.

Στην συνέχεια συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΕΔΑ που έχουν ΑΒ =
ΔΕ, ΒΕ = ΔΑ και την ΕΑ κοινή, οπότε είναι ίσα, και άρα ισχύει ΑΒ̂Ε = ΕΔ̂Α
(Β, Π, σελ. ). Συνεπώς ΕΔ̂Α = ΑΒ̂Ε = 1 ορθή και επομένως η ΕΔ είναι
κάθετη στην ΑΔ. Επειδή όμως η ΕΔ είναι κάθετη και στην ΔΒ έπεται ότι
είναι κάθετη και στο επίπεδο των ΒΔ και ΔΑ (Π, σελ. ). Συνεπώς, η ΕΔ
είναι κάθετη και σε κάθε ευθεία που την τέμνει και κείται επί του επιπέδου
ΒΔΑ (Β, Ορ, σελ. ). Άρα καθώς η ΔΓ κείται επί του επιπέδου των
ΑΒ και ΒΔ συμπεραίνουμε ότι η ΔΕ είναι κάθετη στην ΔΓ. Αλλά η ΔΓ είναι
κάθετη στην ΒΔ και άρα η ΔΓ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΔΕ και ΕΒ
(Π, σελ. ) που είναι το δοθέν επίπεδο.

Συνεπώς, αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και η μια από αυτές είναι
κάθετη σε ένα επίπεδο τότε και η άλλη είναι κάθετη στο επίπεδο αυτό·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 () Οι ευθείεςπου είναιπαράλληλεςπροςμιαάλλη ευθείαχωρίς
να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτήν είναι μεταξύ τους παράλληλες.

ΑΒ

ΓΔ

ΕΖ

Κ

Η

Θ Απόδειξη. Έστω ΑΒ ⫽ ΕΖ και ΓΔ ⫽ ΕΖ με τις ΑΒ
και ΓΔ να μην βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με
την ΕΖ. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ ⫽ ΓΔ.

Λαμβάνουμε στην ΕΖ τυχόν σημείοΗ και φέρ-
νουμε από το Η την ΗΘ που κείται επί του επι-
πέδου των ΕΖ και ΑΒ και είναι κάθετη στην ΕΖ.
Ομοίως και για την ΗΚ.

Επειδή τώρα η ΕΖ είναι κάθετη σε καθεμιά από τις ΗΘ και ΗΚ είναι
κάθετη και στο επίπεδο των ΗΘ και ΗΚ (Π, σελ. ).

Καθώς ΕΖ ⫽ ΑΒ έπεται ότι η ΑΒ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΗΘ και
ΗΚ (Π, σελ. ).

Ομοίως αποδεικνύεται ότι η ΓΔ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΗΘ και
ΗΚ.

Τότε όμως έπεται ότι ΑΒ ⫽ ΓΔ καθώς είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο
(Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 () Αν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι παράλληλες προς δύο
άλλες τεμνόμενες ευθείες και δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές τότε οι
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αντίστοιχες γωνίες που περιέχονται σε κάθε ένα από τα ζεύγη των τεμνόμενων
ευθειών είναι ίσες.

Α

Β
Γ

Δ

Ε

Ζ

Απόδειξη. Έστω οι ΑΒ και
ΒΓ που είναι παράλληλες στις
ΔΕ και ΕΖ αντίστοιχα και δεν
βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο
με αυτές ενώ τα σημείαΑ, Β, Γ,
Δ, Ε και Ζ έχουν ληφθεί ώστε
ΒΑ = ΒΓ = ΕΔ = ΕΖ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ.

Επειδή οι ΑΒ και ΔΕ εί-
ναι ίσες και παράλληλες έπε-
ται ότι και οι ΑΔ και ΒΕ είναι
ίσες και παράλληλες (Β, Π,
σελ. ). Ενώ ομοίως προκύπτει και ότι οι ΓΖ και ΒΕ είναι ίσες και πα-
ράλληλες.

Τότε όμως ΑΔ⫽ΓΖ καθώς ΑΔ⫽ΒΕ και δεν κείται επί του ίδιου επιπέδου
με αυτήν (Π, σελ. ).

Άρα οι ΑΔ και ΓΖ είναι ίσες και παράλληλες οπότε και οι ΑΓ και ΔΖ
είναι ίσες και παράλληλες.(Β, Π, σελ. ).

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ παρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΑΒ = ΔΕ, ΒΓ = ΕΖ και ΑΓ = ΔΖ. Άρα είναι ίσα και επομένως ισχύει
ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ (Β, Π, σελ. ).

Συνεπώς, αν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι παράλληλες προς δύο άλλες
χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές τότε οι αντίστοιχες γωνίες
που περιέχονται σε κάθε ένα από τα ζεύγη των τεμνόμενων είναι ίσες·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



ΤΟ ΘΕΩ||||ΡΗΜΆ

ΤΩΝ ΤΡΙΩΝ

|ΚΑΘΕ|τΩΝ

Το Θεώρημα των τριών καθέτων δεν είναι κάτι απλοϊκό
χωρίς σημαντικότατες συνέπειες. Το θεώρημα αυτό, μεταξύ
πολλών χρήσεων, είναι, για παράδειγμα, αναπόσπαστο συ-
στατικό της σύγχρονης Φασματικής Θεωρίας στη Συναρτη-
σιακή Ανάλυση, αφού πρόκειται για βασική ιδιότητα των
ορθογώνιων προβολών σε ένα χώρο Hilbert και σχετίζεται με
τη μονοτονία τους.

Αν 𝐻 είναι ένας χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο το
⟨⋅, ⋅⟩ και 𝐹, 𝐺 κλειστοί υπόχωροι του 𝐻 με 𝐹 ↪ 𝐺 ↪ 𝐻 τότε
οι ορθογώνιες προβολές 𝑃𝐹 και 𝑃𝐺 ικανοποιούν την

𝑃𝐹𝑃𝐺 = 𝑃𝐹 ,

που είναι ακριβώς το θεώρημα των τριών καθέτων.

Αντιστρόφως, αν 𝑃𝐹𝑃𝐺 = 𝑃𝐹 τότε 𝐹 ↪ 𝐺 και 𝑃𝐹 ≤
𝑃𝐺. Η διάταξη εδώ σημαίνει ότι ο τελεστής 𝑃𝐺 − 𝑃𝐹 είναι
θετικά ημιορισμένος. Η απόδειξη βασίζεται στο ότι 𝑃𝐺 −
𝑃𝐹 = (𝑃𝐺 − 𝑃𝐹)2, γεγονός που προκύπτει από το Θε-
ώρημα των τριών καθέτων. Για περισσότερες λεπτομέρειες
παραπέμπουμε στο Functional Analysis, An Introduction των
Y. Eidelman, V. Milman, and A. Tsolomitis, AMS, GSM .



              



Πρόταση 11 (Κατασκευή) ()Από δοθέντος σημείου που βρίσκεται εκτός
δοθέντος επιπέδου να αχθεί ευθεία γραμμή κάθετη προς το δοθέν επίπεδο.

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν σημείο Α που βρίσκεται εκτός του δοθέντος
επιπέδου. Πρέπει από το Α να αχθεί ευθεία γραμμή κάθετη προς το δοθέν
επίπεδο.

Αν ΒΓ είναι μια τυχούσα ευθεία του επιπέδου, φέρνουμε από το Α την
ΑΔ κάθετη στην ΒΓ (Β, Π, σελ. ).

Αν η ΑΔ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο τότε η κατασκευή έχει ολο-
κληρωθεί.

ΘΘ

ΗΗ

ΕΕ

ΖΖ
ΔΔ

ΒΒ

ΓΓ

Α
Αν η ΑΔ δεν είναι κάθετη

επί του δοθέντος επιπέδου
φέρνουμε από το Δ την ΔΕ
που βρίσκεται στο δοθέν επί-
πεδο και είναι κάθετη στην
ΒΓ (Β, Π, σελ. ). Στην
συνέχεια φέρνουμε από το Α
την ΑΖ κάθετη στην ΔΕ ενώ
από το Ζ φέρνουμε την ΗΘ
παράλληλη προς την ΒΓ (Β,
Π, σελ. ).

Επειδή η ΒΓ είναι κάθετη
σε καθεμιά από τις ΔΑ και ΔΕ έπεται ότι είναι κάθετη στο επίπεδο των
ΕΔ και ΔΑ (Π, σελ. ). Καθώς ΒΓ ⫽ ΗΘ από την Π, σελ.  έπεται
ότι η ΗΘ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΕΔ και ΔΑ. Όμως η ΗΘ τέμνει την
ΑΖ που κείται επί του επιπέδου των ΕΔ και ΔΑ, οπότε η ΗΘ είναι κάθετη
στην ΖΑ.

Αλλά η ΑΖ είναι κάθετη στην ΔΕ και άρα η ΑΖ είναι κάθετη στο επίπεδο
των ΗΘ και ΔΕ (Π, σελ. ), που είναι το δοθέν επίπεδο.

Συνεπώς, από δοθέντος σημείου που βρίσκεται εκτός δοθέντος επιπέδου
έχει αχθεί ευθεία γραμμή κάθετη προς το δοθέν επίπεδο· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.
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Πρόταση 12 (Κατασκευή) () Από ένα σημείο ενός δοθέντος επιπέδου να
υψωθεί κάθετη στο δοθέν επίπεδο.

ΑΑ

ΓΓ

Δ
Β

Υλοποίηση: Έστω το δοθέν επί-
πεδο και το σημείο του Α. Από
το Α πρέπει να υψωθεί ευθεία
γραμμή που να είναι κάθετη στο
δοθέν επίπεδο.

Θεωρούμε το σημείο Β εκτός
του δοθέντος επιπέδου και από
το Β φέρνουμε την ΒΓ κάθετη
προς το δοθέν επίπεδο (Π,
σελ. ).

Στην συνέχεια φέρνουμε από το Α την ΑΔ παράλληλη στην ΒΓ (Β, Π,
σελ. ).

Τότε η ΑΔ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο καθώς ΑΔ ⫽ ΒΓ και η ΒΓ
είναι κάθετη προς το δοθέν επίπεδο (Π, σελ. ).

Συνεπώς, από το σημείο Α του επιπέδου έχει υψωθεί η ΑΔ κάθετη προς
αυτό· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 13 () Από ένα σημείο ενός επιπέδου δεν είναι δυνατόν να υψω-
θούν δύο κάθετοι στο επίπεδο προς το ίδιο μέρος του.

ΑΑ

ΒΓ

ΔΔ

ΕΕ

Απόδειξη. Έστω το δοθέν επίπεδο και το
σημείο του Α.

Ας υποθέσουμε ότι είναι δυνατόν από
το Α να υψωθούν δύο κάθετες στο δοθέν
επίπεδο προς το ίδιο μέρος του, έστω οι
ΑΒ και ΑΓ.

Τότε το επίπεδο των ΑΒ και ΑΓ τέ-
μνει το δοθέν επίπεδο κατά μήκος μιας
ευθείας γραμμής που διέρχεται από το Α

(Π, σελ. ) έστω την ΔΑΕ. Άρα οι ΑΒ, ΑΓ και ΔΑΕ βρίσκονται στο
ίδιο επίπεδο και καθώς η ΑΓ είναι κάθετη προς το δοθέν επίπεδο έπεται
ότι είναι κάθετη και σε κάθε ευθεία του δοθέντος επιπέδου που την τέμνει
(Β, Ορ, σελ. ). Άρα ΓΑ̂Ε = 1 ορθή.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΒΑ̂Ε = 1 ορθή.
Συνεπώς, ΓΑ̂Ε = ΒΑ̂Ε. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς οι ΓΑ̂Ε και

ΒΑ̂Ε βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο.
Άρα, από σημείο ενός επιπέδου δεν είναι δυνατόν να υψωθούν δύο

κάθετοι στο επίπεδο προς την ίδια μεριά του· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 () Τα επίπεδα επί των οποίων η ίδια ευθεία είναι κάθετη είναι
μεταξύ τους παράλληλα.
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Α

Β

Γ

Δ

Ε
Ζ

Κ

Η

Θ

Απόδειξη. Έστω η ευθεία ΑΒ που εί-
ναι κάθετη σε καθένα από τα επίπεδα
ΓΔ και ΕΖ. Ισχυρίζομαι ότι αυτά είναι
παράλληλα.

Αν υποθέσουμε ότι δεν είναι παράλ-
ληλα τότε προεκτεινόμενα θα έχουν
κοινή τομή μια ευθεία γραμμή (Π,
σελ. ), έστω την ΗΘ.

Λαμβάνουμε σε αυτήν τυχόν σημείο Κ και φέρνουμε τις ΑΚ και ΒΚ.
Επειδή η ΑΒ είναι κάθετη στο επίπεδο ΕΖ είναι κάθετη και στην ΒΚ

που κείται επί του επιπέδου ΕΖ. Συνεπώς ΑΒ̂Κ = 1 ορθή.
Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΒΑ̂Κ = 1 ορθή.
Έτσι, στο τρίγωνοΑΒΚ ισχύειΑΒ̂Κ+ΒΑ̂Κ = 2 ορθές που είναι αδύνατον

(Β, Π, σελ. ).
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι τα επίπεδα ΓΔ και ΕΖ δεν τέμνονται όσο και

αν προεκταθούν οπότε είναι παράλληλα.
Συνεπώς, τα επίπεδα στα οποία η ίδια ευθεία είναι κάθετη, είναι μεταξύ

τους παράλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 () Αν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι παράλληλες προς δύο άλ-
λες τεμνόμενες ευθείες χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές τότε τα
επίπεδα στα οποία βρίσκονται τα δύο ζεύγη των τεμνόμενων ευθειών είναι πα-
ράλληλα.
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Απόδειξη. Έστω οι τεμνόμε-
νες ευθείες ΑΒ και ΒΓ που εί-
ναι παράλληλες στις τεμνόμε-
νες ευθείες ΔΕ και ΕΖ που δεν
βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο
με τις ΑΒ και ΒΓ.

Ισχυρίζομαι ότι τα επί-
πεδα ΑΒ, ΒΓ και ΔΕ, ΔΖ προ-
εκτεινόμενα δεν τέμνονται.

Φέρνουμε από το Β την
ΒΗ κάθετη στο επίπεδο των
ΔΕ, ΔΖ που τέμνει το επίπεδο
αυτό στο Η. Από το Η φέρ-
νουμε τις ΗΘ, ΗΚ παράλληλες
προς τις ΕΔ και ΕΖ αντίστοιχα.

Επειδή τώρα η ΒΗ είναι κάθετη στο επίπεδο των ΔΕ, ΔΖ έπεται ότι
είναι κάθετη και σε κάθε άλλη ευθεία που κείται επί του επιπέδου αυτού
και την τέμνει (Β, Ορ, σελ. ).

Έτσι, ΒΗ ⟂ ΗΘ και ΒΗ ⟂ ΗΚ οπότε ΒΗ̂Θ = ΒΗ̂Κ = 1 ορθή.



 Μέρος Ι

Επειδή όμως ΒΑ ⫽ ΗΘ έπεται ότι ΗΒ̂Α + ΒΗ̂Θ = 2 ορθές (Β, Π,
σελ. ) και καθώς ΒΗ̂Θ = 1 ορθή είναι και ΗΒ̂Α = 1 ορθή. Άρα ΗΒ ⟂ ΒΑ
ενώ όμοια αποδεικνύεται και ότι ΗΒ ⟂ ΒΓ.

Έτσι λοιπόν η ΗΒ είναι κάθετη στις δύο τεμνόμενες ευθείες ΒΑ και ΒΓ,
οπότε είναι κάθετη και στο επίπεδο των ΒΑ και ΒΓ (Π, σελ. ). επιπλέον
η ΒΗ είναι κάθετη και στο επίπεδο των ΗΘ,ΘΚ, αφού αυτό είναι το επίπεδο
των ΔΕ, ΕΖ.

Καθώς λοιπόν, η ΒΗ είναι κάθετη στα επίπεδα των ΒΑ, ΒΓ και ΔΕ, ΕΖ,
έπεται ότι τα επίπεδα αυτά είναι παράλληλα (Π, σελ. ).

Συνεπώς, αν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι παράλληλες προς δύο άλλες
τεμνόμενες ευθείες χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές τότε τα
επίπεδα στα οποία βρίσκονται τα ζεύγη των τεμνόμενων ευθειών είναι
παράλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 16 () Αν δύο παράλληλα επίπεδα τέμνονται από ένα άλλο επί-
πεδο τότε οι τομές αυτές είναι παράλληλες ευθείες.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα παράλληλα επίπεδα ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται
από το ΕΖΗΘ και έστω ΕΖ και ΗΘ οι τομές τους. Ισχυρίζομαι ότι ΕΖ⫽ΗΘ.

Αν υποθέσουμε ότι οι ΕΖ και ΗΘ δεν είναι παράλληλες τότε προεκτει-
νόμενες τέμνονται (στμ: αφού είναι συνεπίπεδες) είτε προς το μέρος των Ζ
και Θ είτε προς το μέρος των Ε και Η.
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Έστω ότι τέμνονται προς το μέρος των Ζ και Θ στο σημείο Κ.
Τότε καθώς η ΕΖΚ κείται επί του επιπέδου ΑΒ όλα τα σημεία της

ευθείας αυτής βρίσκονται στο επίπεδο ΑΒ (Π, σελ. ). Άρα το Κ, που
είναι σημείο της ΕΖΚ, κείται επί του επιπέδου ΑΒ.
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Ομοίως αποδεικνύεται ότι το Κ κείται και επί του επιπέδου ΓΔ, οπότε
τα επίπεδα ΑΒ και ΓΔ προεκτεινόμενα τέμνονται.

Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς τα επίπεδα αυτά είναι παράλληλα
σύμφωνα με την υπόθεση.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι ΕΖ και ΗΘ δεν τέμνονται προεκτεινόμενες
προς το μέρος των Ζ και Θ, ενώ με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι προε-
κτεινόμενες δεν τέμνονται ούτε προς το μέρος των Ε και Η. Άρα, ΕΖ ⫽ ΗΘ.

Συνεπώς, αν δύο παράλληλα επίπεδα τέμνονται από ένα άλλο επίπεδο
τότε οι κοινές τομές τους είναι ευθείες παράλληλες· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 17 (Θεώρημα του Θαλή) () Αν δύο ευθείες τέμνονται από πα-
ράλληλα επίπεδα τότε τα τμήματα που ορίζονται σε αυτές είναι ανάλογα.

Απόδειξη. Έστω ότι οι ΑΒ και ΓΔ τέμνονται από τα παράλληλα επίπεδα
ΗΘ, ΚΛ, ΜΝ στα σημεία τους Α, Ε, Β, Γ, Ζ και Δ. Ισχυρίζομαι ότι ισχύει
ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ.

Φέρνουμε τις ΑΒ, ΒΔ και ΑΔ και έστω Ξ το σημείο τομής της ΑΔ με το
επίπεδο ΚΛ.
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Επειδή τα παράλληλα επίπεδα ΚΛ και ΜΝ τέμνονται από το επί-
πεδο ΕΒΔΞ οι τομές τους είναι παράλληλες ευθείες δηλαδή ΕΞ ⫽ ΒΔ (Π,
σελ. ).



 Μέρος Ι

Ομοίως, καθώς τα παράλληλα επίπεδα ΗΘ και ΚΛ τέμνονται από το
επίπεδο ΑΞΖΓ για τομές τους ισχύει ΑΓ ⫽ ΞΓ.

Τώρα επειδή στο τρίγωνο ΑΒΔ είναι ΕΞ⫽ΒΔ έπεται ότι ισχύει ΑΕ/ΕΒ =
ΑΞ/ΞΔ (Β, Π, σελ. ).

Ενώ ομοίως αποδεικνύεται, καθώς στο τρίγωνο ΑΔΓ είναι ΞΖ⫽ΑΓ, ότι
ΑΞ/ΞΔ = ΓΖ/ΖΔ.

Από τις δύο παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι ΑΕ/ΕΒ = ΓΖ/ΖΔ.
Συνεπώς, αν δύο ευθείες τέμνονται από παράλληλα επίπεδα τότε τα

τμήματα που ορίζονται σε αυτές είναι ανάλογα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 () Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο τότε και όλα
τα επίπεδα επί των οποίων κείται είναι κάθετα προς το επίπεδο αυτό.

ΓΓ

ΕΕ
ΖΖ ΒΒ

Δ Η Α
Απόδειξη. Έστω η ΑΒ που είναι κάθετη στο δο-
θέν επίπεδο. Ισχυρίζομαι ότι όλα τα επίπεδα επί
των οποίων κείται η ΑΒ είναι κάθετα στο δοθέν
επίπεδο.

Έστω το επίπεδο ΔΕ, επί του οποίου κείται
η ΑΒ, και έστω ότι αυτό τέμνει το δοθέν επίπεδο
κατά την ΓΕ.

Λαμβάνουμε τυχόν σημείο Ζ της ΓΕ και φέρ-
νουμε την ΖΗ που κείται επί του ΔΕ και είναι κάθετη στην ΓΕ.

Επειδή η ΑΒ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο είναι κάθετη σε όλες
τις ευθείες που βρίσκονται στο επίπεδο αυτό και την τέμνουν (Β, Ορ,
σελ. ). Έτσι ΑΒ ⟂ ΓΕ και ΑΒ̂Ζ = 1 ορθή. Όμως είναι και ΗΖ̂Β = 1 ορθή
οπότε ΑΒ ⫽ ΖΗ (Β, Π, σελ. ). Η ΑΒ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο
και άρα η ΖΗ είναι επίσης κάθετη σε αυτό (Π, σελ. ).

Καθώς η ΖΗ κείται επί του επιπέδου ΔΕ και ΖΗ ⟂ ΓΕ ενώ η ΓΕ είναι
η τομή του δοθέντος επιπέδου με το ΔΕ έπεται ότι το επίπεδο ΔΕ είναι
κάθετο στο δοθέν επίπεδο (Β, Ορ , σελ. ).

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και κάθε άλλο επίπεδο επί του
οποίου κείται η ΑΒ είναι κάθετο στο δοθέν επίπεδο.

Συνεπώς, αν μια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο τότε όλα τα επίπεδα
επί των οποίων κείται η ευθεία είναι κάθετα στο επίπεδο αυτό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 19 () Αν δύο τεμνόμενα επίπεδα είναι κάθετα σε ένα άλλο επί-
πεδο τότε η τομή τους είναι κάθετη στο επίπεδο αυτό.

Απόδειξη. Έστω τα τεμνόμενα επίπεδα ΑΒ και ΒΓ που είναι κάθετα στο
δοθέν επίπεδο και έστω ΒΔ η κοινή τομή τους. Ισχυρίζομαι ότι η ΒΔ είναι
κάθετη στο δοθέν επίπεδο.

Ας υποθέσουμε ότι δεν είναι. Φέρνουμε από το Δ στο επίπεδο ΑΒ την
ΕΔ ⟂ ΑΔ και στο επίπεδο ΒΓ την ΔΖ ⟂ ΓΔ.
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Επειδή το επίπεδο ΑΒ είναι κάθετο
στο δοθέν και επί της κοινής τομής τους
ΑΔ έχει αχθεί η ΔΕ που κείται επί του
επιπέδου ΑΒ έπεται ότι η ΔΕ είναι κάθετη
στο δοθέν επίπεδο (Β, Ορ, σελ. ).

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι η ΔΖ εί-
ναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο οπότε από
το Δ έχουν υψωθεί δύο κάθετες στο δο-
θέν επίπεδο προς το ίδιο μέρος του. Αυτό
όμως είναι αδύνατον (Π, σελ. ).

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι από το Δ
δεν μπορεί να αχθεί καμιά άλλη κάθετη προς το επίπεδο εκτός από την
ΔΒ που είναι η κοινή τομή των επιπέδων ΑΒ και ΒΓ.

Άρα αν δύο τεμνόμενα επίπεδα είναι κάθετα σε ένα άλλο επίπεδο τότε
και η κοινή τομή τους είναι ευθεία κάθετη στο επίπεδο αυτό· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 20 () Αν μια στερεά γωνία περιέχεται σε τρεις επίπεδες γωνίες
τότε το άθροισμα δύο οποιωνδήποτε από αυτές είναι μεγαλύτερο από την
τρίτη γωνία.
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Απόδειξη. Έστω η στερεά γωνία με κορυφή το Α
που περιέχεται στις τρεις επίπεδες γωνίες ΒΑ̂Γ,
ΓΑ̂Δ και ΔΑ̂Β. Ισχυρίζομαι ότι το άθροισμα των
δύο από τις γωνίες αυτές (όπως και αν αυτές
ληφθούν) είναι μεγαλύτερο από την τρίτη γω-
νία.

Αν ΒΑ̂Γ = ΓΑ̂Δ = ΔΑ̂Β τότε προφανώς το
άθροισμα των δύο από αυτές τις γωνίες είναι μεγαλύτερο από την τρίτη
γωνία.

Αν οι γωνίες δεν είναι ίσες, έστω ότι η μεγαλύτερη είναι η ΒΑ̂Γ.
Με κορυφή το Α και πλευρά ΑΒ κατασκευάζουμε στο επίπεδο ΒΑΓ

την ΒΑ̂Ε = ΔΑ̂Β (Β, Π, σελ. ) με Ε τέτοιο ώστε ΑΕ = ΑΔ. Φέρνουμε
την ΒΕΓ που τέμνει τις ΑΒ και ΑΓ στα Β και Γ αντίστοιχα. Στην συνέχεια
φέρνουμε και τις ΔΒ, ΔΓ.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΔΑΒ και ΒΑΕ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΑΔ = ΑΕ, την ΑΒ κοινή και ΔΑ̂Β = ΒΑ̂Ε. Άρα είναι ίσα (Β, Π,
σελ. ) και επομένως ΔΒ = ΒΕ. Από την Τριγωνική Ανισότητα (Β, Π,
σελ. ) όμως, είναι ΒΔ+ΔΓ > ΒΓ και άρα ΒΕ+ΔΓ > ΒΓ ή ΔΓ > ΒΓ−ΒΕ =
ΕΓ.

Τα τρίγωνα ΔΑΓ και ΕΑΓ έχουν ΑΔ = ΑΕ, την ΑΓ κοινή και ΔΓ > ΕΓ
οπότε ΔΑ̂Γ > ΕΑ̂Γ (Β, Π, σελ. ). Καθώς ΔΑ̂Β = ΒΑ̂Ε έπεται ότι
ΔΑ̂Β + ΔΑ̂Γ > ΒΑ̂Ε + ΕΑ̂Γ = ΒΑ̂Γ.
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Ομοίως αποδεικνύεται ότι και το άθροισμα δύο οποιωνδήποτε άλλων
τυχουσών γωνιών είναι μεγαλύτερο από την τρίτη γωνία.

Συνεπώς, αν μια στερεά γωνία περιέχεται σε τρεις επίπεδες γωνίες τότε
το άθροισμα δύο οποιωνδήποτε από αυτές είναι μεγαλύτερο από την τρίτη
γωνία· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 21 () Κάθε στερεά γωνία περιέχεται σε επίπεδες γωνίες το
άθροισμα των οποίων είναι μικρότερο από τέσσαρες ορθές.
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Απόδειξη. Έστω η στερεά γωνία με κορυφή το Α
που περιέχεται στις επίπεδες γωνίες ΒΑ̂Γ, ΓΑ̂Δ
και ΔΑ̂Β. Ισχυρίζομαι ότι ΒΑ̂Γ + ΓΑ̂Δ + ΔΑ̂Β <
4 ορθές.

Λαμβάνουμε τα τυχόντα σημεία Β, Γ και Δ
στις ΑΒ, ΑΓ και ΑΔ αντίστοιχα και φέρνουμε τις
ΒΓ, ΓΔ και ΔΒ.

Επειδή τώρα η στερεά γωνία με κορυφή το Β περιέχεται στις επίπεδες
γωνίες ΓΒ̂Α, ΑΒ̂Δ και ΓΒ̂Δ έχουμε ότι ΓΒ̂Α+ΑΒ̂Δ > ΓΒ̂Δ, ΒΓ̂Α+ΑΓ̂Δ >
ΒΓ̂Δ και ΓΔ̂Α + ΑΔ̂Β > ΓΔ̂Β (Π, σελ. ).

Προσθέτοντας κατά μέλη τις παραπάνω ανισότητες παίρνουμε

ΓΒ̂Α + ΑΒ̂Δ + ΒΓ̂Α + ΑΓ̂Δ + ΓΔ̂Α + ΑΔ̂Β > ΓΒ̂Δ + ΒΓ̂Δ + ΓΔ̂Β.
Αλλά στο τρίγωνο ΓΔΒ ισχύει ΓΒ̂Δ + ΒΓ̂Δ + ΓΔ̂Β = 2 ορθές (Β, Π,

σελ. ) και άρα από την παραπάνω προκύπτει ότι:

ΓΒ̂Α + ΑΒ̂Δ + ΒΓ̂Α + ΑΓ̂Δ + ΓΔ̂Α + ΑΔ̂Β > 2 ορθές ()

Το άθροισμα των γωνιών καθενός από τα τρίγωνα ΑΒΓ, ΑΓΔ και ΑΔΒ
είναι ίσο με  ορθές και άρα ισχύει:

ΓΒ̂Α+ΑΓ̂Β+ΒΑ̂Γ+ΑΓ̂Δ+ΓΔ̂Α+ΓΑ̂Δ+ΑΔ̂Β+ΔΒ̂Α+ΒΑ̂Δ = 6 ορθές ()

Από τις () και () προκύπτει ότι ΒΑ̂Γ + ΓΑ̂Δ + ΔΑ̂Β < 4 ορθές ενώ
οι ΒΑ̂Γ, ΓΑ̂Δ και ΔΑ̂Β περιέχουν την στερεά γωνία με κορυφή το Α.

Συνεπώς, κάθε στερεά γωνία περιέχεται σε επίπεδες γωνίες των οποίων
το άθροισμα είναι μικρότερο από τέσσαρες ορθές· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 22 () Αν δοθούν τρεις επίπεδες γωνίες με την ιδιότητα το άθροι-
σμα δύο οποιωνδήποτε από αυτές να είναι μεγαλύτερο από την τρίτη γωνία
όπως και αν λαμβάνονται και περιέχονται σε ίσες πλευρές, τότε με πλευρές ίσες
με τα ευθύγραμμα τμήματα που συνδέουν τα άκρα των ίσων πλευρών των
τριών γωνιών, κατασκευάζεται τρίγωνο.

Απόδειξη. Έστω οι τρεις επίπεδες γωνίες ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ και ΗΘ̂Κ τέτοιες ώστε
το άθροισμα δύο οποιωνδήποτε από αυτές να είναι μεγαλύτερο από την
τρίτη γωνία.
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Δηλαδή ισχύουν ΑΒ̂Γ + ΔΕ̂Ζ > ΗΘ̂Κ, ΘΗ̂Κ + ΔΕ̂Ζ > ΑΒ̂Γ και ΑΒ̂Γ +
ΗΘ̂Κ > ΔΕ̂Ζ.
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Υποθέτουμε επιπλέον ότι οι παραπάνω γωνίες περιέχονται σε ίσες
πλευρές δηλαδή ΑΒ = ΒΓ = ΔΕ = ΕΖ = ΗΘ = ΘΚ.

Φέρνουμε τις ΑΓ, ΔΖ και ΗΚ. Ισχυρίζομαι ότι κατασκευάζεται τρίγωνο
που έχει τις πλευρές του ίσες με τις ΑΓ, ΔΖ και ΗΚ. Δηλαδή ότι το άθροισμα
δύο οποιωνδήποτε από αυτές είναι μεγαλύτερο από την τρίτη πλευρά (Β,
Π, σελ. ).

Αν ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ = ΗΘ̂Κ τότε είναι προφανές ότι κατασκευάζεται τρί-
γωνο (στμ: ισόπλευρο) καθώς ΑΓ = ΔΖ = ΗΚ.

Αν τώρα οι ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ και ΗΘ̂Κ δεν είναι ίσες, με πλευρά την ΘΚ και
κορυφή το Θ κατασκευάζουμε την ΚΘ̂Λ = ΑΒ̂Γ με ΘΛ = ΑΒ(= ΒΓ =
ΔΕ = ΕΖ = ΗΘ = ΘΚ) (Β, Π, σελ. ) ενώ φέρνουμε και τις ΚΛ και ΗΛ.

Στην συνέχεια συγκρίνουμε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΘΚΛ που έχουν ΑΒ =
ΚΘ, ΒΓ = ΘΛ και ΑΒ̂Γ = ΚΘ̂Λ. Οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα
ΑΓ = ΚΛ.

Θ Λ

Η Κ

Επειδή ΑΒ̂Γ + ΗΘ̂Κ > ΔΕ̂Ζ και ΑΒ̂Γ = ΚΘ̂Λ είναι
ΚΘ̂Λ + ΗΘ̂Κ > ΔΕ̂Ζ ή ΗΘ̂Λ > ΔΕ̂Ζ.

Έτσι, τα τρίγωνα ΗΘΛ και ΔΕΖ έχουν ΗΘ = ΔΕ,
ΘΛ = ΕΖ και ΗΘ̂Λ > ΔΕ̂Ζ οπότε ισχύει ΗΛ > ΔΖ (Β,
Π, σελ. ).

Από την Τριγωνική Ανισότητα (Β, Π, σελ. )
ισχύει όμως ότι ΗΚ + ΚΛ > ΗΛ οπότε λόγω της παραπάνω ανισότητας
προκύπτει ότι ΗΚ + ΑΓ > ΔΖ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότιΑΓ+ΔΖ > ΗΚ καιΔΖ+ΗΚ > ΑΓ.
Έτσι, συμπεραίνουμε ότι κατασκευάζεται τρίγωνο που έχει τις πλευρές

του ίσες με τις ΑΓ, ΔΖ και ΗΚ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 23 (Κατασκευή) ()Νακατασκευαστεί στερεάγωνίααπότρεις
επίπεδες γωνίες αν είναι γνωστό ότι το άθροισμά τους είναι μικρότεροαπό τέσ-
σαρεςορθέςκαιότιτοάθροισμαδύοοποιωνδήποτεαπόαυτέςείναιμεγαλύτερο
από την τρίτη γωνία όπως και αν λαμβάνονται.

Υλοποίηση: Έστω οι δοθείσες επίπεδες γωνίες ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ και ΗΘ̂Κ τέτοιες
ώστεΑΒ̂Γ+ΔΕ̂Ζ+ΗΘ̂Κ < 4 ορθές και το άθροισμα δύο οποιωνδήποτε από
αυτές να είναι μεγαλύτερο από την τρίτη γωνία. Πρέπει να κατασκευαστεί
στερεά γωνία από τις ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ και ΗΘ̂Κ.
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Λαμβάνουμε ΑΒ = ΒΓ = ΔΕ = ΕΖ = ΗΘ = ΘΚ και φέρνουμε τις ΑΓ, ΔΖ
και ΗΚ. Στην συνέχεια κατασκευάζουμε το τρίγωνο ΛΜΝ με πλευρές ίσες
με τις ΑΓ, ΔΖ και ΗΚ (Π, σελ. ), δηλαδή ΛΜ = ΑΓ, ΜΝ = ΔΖ και
ΝΛ = ΗΚ.

Ακολούθως γράφουμε τον περιγεγραμμένο κύκλοΛΜΝ (Β, Π, σελ. )
του τριγώνου ΛΜΝ και λαμβάνουμε το κέντρο του Ξ. Φέρνουμε και τις
ΛΞ, ΜΞ και ΝΞ.

Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ > ΛΞ. Αν αυτό δεν ισχύει τότε θα είναι ΑΒ ≤ ΛΞ.
Αν ΑΒ = ΛΞ, καθώς ΑΒ = ΒΓ και ΞΛ = ΞΜ, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΛΞΜ

είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΒ̂Γ = ΛΞ̂Μ.
Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΔΕ̂Ζ = ΜΞ̂Ν και ΗΘ̂Κ = ΝΞ̂Λ.
Καθώς ΛΞ̂Μ + ΜΞ̂Ν + ΝΞ̂Λ = 4 ορθές είναι και ΑΒ̂Γ + ΔΕ̂Ζ + ΗΘ̂Κ =

4 ορθές. Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς από την υπόθεση έχουμε ότι
ΑΒ̂Γ + ΔΕ̂Ζ + ΗΘ̂Κ < 4 ορθές. Άρα ΑΒ ≠ ΛΞ.

Ισχυρίζομαι ότι δεν μπορεί να ισχύει ΑΒ < ΛΞ. Αν αυτό ισχύει τότε
λαμβάνουμε τα Ο και Π ώστε ΑΒ = ΞΟ και ΒΓ = ΞΠ. Φέρνουμε και την
ΟΠ.

Επειδή ΑΒ = ΒΓ είναι και ΞΟ = ΞΠ ώστε ΛΟ = ΠΜ. Τότε ΛΜ ⫽ ΟΠ
(Β, Π, σελ. ) ενώ τα τρίγωνα ΛΞΜ και ΟΠΞ είναι ισογώνια (Β, Π,
σελ. ).

Τότε όμως ισχύει ΞΛ/ΛΜ = ΞΟ/ΟΠ (Β, Π, σελ. ) οπότε ΞΛ
ΞΟ = ΛΜ

ΟΠ
(Β, Π, σελ. ). Καθώς όμως ΛΞ > ΞΟ είναι και ΛΜ > ΟΠ (Β, Π,
σελ. ). Έτσι, τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΟΞΠ έχουν ΑΒ = ΟΞ, ΒΓ = ΞΠ και
ΑΓ > ΟΠ οπότε είναι και ΑΒ̂Γ > ΟΞ̂Π (Β, Π, σελ. ).

Μ

Λ

Ν
Π Ξ

Ο

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι ΔΕ̂Ζ >
ΜΞ̂Ν και ΗΘ̂Κ > ΝΞ̂Λ.

Συνεπώς, ΑΒ̂Γ + ΔΕ̂Ζ + ΗΘ̂Κ > ΛΞ̂Μ +
ΜΞ̂Ν+ΝΞ̂Λ. Οπότε, καθώςΑΒ̂Γ+ΔΕ̂Ζ+ΗΘ̂Κ <
4 ορθές, είναι ΛΞ̂Μ + ΜΞ̂Ν + ΝΞ̂Λ < 4 ορθές.

Αυτό όμως είναι αδύνατον διότι ΛΞ̂Μ +
ΜΞ̂Ν + ΝΞ̂Λ = 4 ορθές. Έτσι, η ΑΒ δεν είναι μικρότερη από την ΛΞ,
και καθώς δεν είναι και ίση, συμπεραίνουμε ότι ΑΒ > ΛΞ.

Στην συνέχεια, υψώνουμε από το σημείο Ξ την ΞΡ κάθετη στο επίπεδο
του κύκλου ΛΜΝ (Π, σελ. ) ώστε να ισχύει ΞΡ2 = ΑΒ2 − ΛΞ2 ενώ
φέρνουμε και τις ΡΛ, ΡΜ και ΡΝ.
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Επειδή η ΡΞ είναι κάθετη στο επίπεδο του κύκλου ΛΜΝ και οι ΛΞ, ΜΞ
και ΝΞ βρίσκονται στο επίπεδο αυτό, έπεται ότι ΡΞ ⟂ ΛΞ, ΡΞ ⟂ ΜΞ και
ΡΞ ⟂ ΝΞ (Ορ, σελ. ).

Μ
Λ

ΝΠ Ξ

Ρ

Ο

Συγκρίνοντας τώρα τα
τρίγωνα ΞΡΛ και ΞΡΜ πα-
ρατηρούμε ότι αυτά έχουν
ΛΞ = ΞΜ, την ΞΡ κοινή και
ΡΛ = ΡΜ οπότε είναι ίσα (Β,
Π, σελ. ).

Ομοίως αποδεικνύεται και
ότι ΡΝ = ΡΛ και ΡΝ = ΡΜ
οπότε ισχύει ΡΛ = ΡΜ = ΡΝ.

Επειδή ΑΒ2−ΛΞ2 = ΞΡ2
είναι και ΑΒ2 = ΛΞ2 + ΞΡ2, ενώ από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π,
σελ. ) είναι ΛΞ2 + ΞΡ2 = ΛΡ2, αφού ΛΞ̂Ρ = 1 ορθή. Έτσι, ΑΒ2 = ΡΛ2
και άρα ΑΒ = ΡΛ.

Καθεμιά από τις ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ είναι ίση με την ΑΒ. Οπότε ΒΓ =
ΔΕ = ΕΖ = ΗΘ = ΘΚ = ΑΒ = ΡΜ = ΡΝ = ΡΛ.

Τότε τα τρίγωνα ΛΡΜ και ΑΒΓ έχουν ΛΡ = ΑΒ, ΡΜ = ΒΓ και ΛΜ = ΑΓ
οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΛΡ̂Μ = ΑΒ̂Γ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΜΡ̂Ν = ΔΕ̂Ζ και ΛΡ̂Ν = ΗΘ̂Κ.
Συνεπώς, από τις επίπεδες γωνίες ΛΡ̂Μ, ΜΡ̂Ν και ΛΡ̂Ν που είναι αντί-

στοιχα ίσες με τις δοθείσες ΑΒ̂Γ, ΔΕ̂Ζ και ΗΘ̂Κ έχει κατασκευαστεί στερεά
γωνία με κορυφή το Ρ που περιέχεται στις ΛΡ̂Μ, ΜΡ̂Ν και ΛΡ̂Ν· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι.

Λήμμα 14 Η ΞΡ τέτοια ώστε ΞΡ2 = ΑΒ2 − ΛΞ2 λαμβάνεται ως εξής:
Υλοποίηση: αφού ΑΒ > ΛΞ και γράφουμε επί της ΑΓ (στμ: με διάμετρο
την ΑΓ) το ημικύκλιο ⏜ΑΒΓ.

Α Β

Γ
Στην συνέχεια εναρμόζουμε σε αυτό τμήμα (στμ:

δηλαδή χορδή) ΑΓ = ΛΞ που να είναι μικρότερο
της διαμέτρου (Β, Π, σελ. ) ενώ φέρνουμε και
την ΓΒ.

Τότε ΑΓ̂Β = 1 ορθή καθώς είναι εγγεγραμμένη στο ημικύκλιο ⏜ΑΓΒ (Β,
Π, σελ. ) και άρα από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. )
έπεται ότι ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΒΓ2. Έτσι, ΑΒ2 − ΑΓ2 = ΒΓ2 και καθώς ΑΓ =
ΛΞ προκύπτει ΑΒ2 − ΛΞ2 = ΓΒ2. Λαμβάνοντας λοιπόν, ΞΡ = ΒΓ είναι
ΑΒ2 − ΛΞ2 = ΞΡ2· ὅπερ προέκειτο ποιῆσαι. 
Πρόταση 24 () Αν ένα στερεό περιέχεται σε παράλληλα επίπεδα σχή-
ματα (στμ: οι έδρες)τότετααπέναντι επίπεδαείναι ίσακαιπαραλληλόγραμμα
(στμ: σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο οι απέναντι έδρες είναι ίσα παραλ-
ληλόγραμμα).
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Απόδειξη. Έστω το στερεό παραλληλεπίπεδο
με έδρες τα ΑΓ, ΗΖ, ΑΘ, ΔΖ, ΒΖ και ΑΕ. Ισχυρί-
ζομαι ότι οι απέναντι έδρες είναι ίσα παραλλη-
λόγραμμα.

Πράγματι τα παράλληλα επίπεδα ΒΗ και ΓΕ
τέμνονται από το επίπεδο ΑΓ οπότε οι τομές

τους είναι παράλληλες (Π, σελ. ), δηλαδή ΑΒ ⫽ ΔΓ.
Ομοίως είναι ΒΓ⫽ΑΔ καθώς τα παράλληλα επίπεδα ΒΖ καιΑΕ τέμνονται

από το επίπεδο ΑΓ.
Άρα το ΑΓ είναι παραλληλόγραμμο, ενώ με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται

ότι και κάθε ένα από τα ΔΖ, ΖΗ, ΗΒ, ΒΖ και ΑΕ είναι παραλληλόγραμμο.
Στην συνέχεια φέρνουμε τις ΑΘ και ΔΖ. Επειδή ΑΒ ⫽ ΔΓ και ΒΘ ⫽ ΓΖ

παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο τεμνόμενες ευθείες που είναι παράλληλες
με δύο άλλες χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές. Άρα οι αντί-
στοιχες γωνίες που περιέχονται σε αυτά τα δύο ζεύγη των τεμνόμενων
ευθειών είναι ίσες (Π, σελ. ), δηλαδή ΑΒ̂Θ = ΔΓ̂Ζ.

Επειδή πάλι τα ΑΓ και ΒΖ είναι παραλληλόγραμμα έπεται ότι ΑΒ = ΔΓ
και ΒΘ = ΓΖ (Β, Π, σελ. ).

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΒΘ και ΔΓΖ παρατηρούμε ότι έχουν
ΑΒ = ΔΓ, ΒΘ = ΓΖ και ΑΒ̂Θ = ΔΓ̂Ζ, οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και
άρα ΑΘ = ΔΖ.

Το ΒΗ είναι διπλάσιο από το τρίγωνο ΑΒΘ ενώ το ΓΕ είναι διπλάσιο
από το τρίγωνο ΔΓΖ. Καθώς τα τρίγωνα αυτά είναι ίσα, έπεται ότι ΒΗ =
ΓΕ. Ενώ ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΑΓ = ΗΖ και ΑΕ = ΒΖ.

Συνεπώς, αν ένα στερεό περιέχεται σε παράλληλα επίπεδα τότε τα
απέναντι επίπεδα σχήματα είναι ίσα και παραλληλόγραμμα· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 25 () Αν ένα επίπεδο τέμνει ένα στερεό παραλληλεπίπεδο πα-
ράλληλα με δύο από τις απέναντι παράλληλες έδρες του τότε ο λόγος των
εμβαδών των βάσεων των δύο στερεών παραλληλεπιπέδων στα οποία διαι-
ρείται το αρχικό στερεό παραλληλεπίπεδο, είναι ίσος με τον λόγο των όγκων
των δύο αυτών στερεών παραλληλεπίπέδων.

Απόδειξη. Έστω το στερεό παραλληλεπίπεδο ΑΒΓΔ που τέμνεται από το
επίπεδο ΖΗ το οποίο είναι παράλληλο στα επίπεδα ΡΑ και ΔΘ.

Ισχυρίζομαι ότι |ΑΕΖΦ|/|ΕΖΓΘ| = |ΑΥ|/|ΕΔ|.
Προεκτείνουμε την ΑΘ και προς τα δύο της άκρα λαμβάνοντας 𝜇 τμή-

ματα ίσα με το ΑΕ στην προέκταση προς το Α και 𝜈 τμήματα ίσα με ΕΘ
στην προέκταση προς το Θ.
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Χάριν απλότητας, για την κατασκευή του σχήματος θέτουμε 𝜇 = 𝜈 = 2.
Στην συνέχεια κατασκευάζουμε τα παραλληλόγραμμα ΛΟ, ΚΦ, ΘΧ και

ΜΣ και ακολούθως τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΛΠ, ΚΡ και ΔΜ, ΜΤ.
Οι απέναντι έδρες όμως σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο είναι ίσα πα-

ραλληλόγραμμα (Π, σελ. ) και καθώς ΛΚ = ΚΑ = ΑΕ είναι και
ΛΟ = ΚΦ = ΑΖ, ΚΒ = ΚΞ = ΑΗ και ΛΨ = ΠΚ = ΑΡ.

Ομοίως καθώς ΕΘ = ΘΜ = ΜΝ είναι ΕΓ = ΘΧ = ΜΣ καιΘΗ = ΘΙ = ΙΝ
και ΔΘ = ΩΜ = ΝΤ.

Τότε όμως τα στερεά παραλληλεπίπεδα με έδρες τα παραπάνω επί-
πεδα, επειδή αυτά είναι και ομοίως κεκλιμένα λόγω της παραλληλίας τους
με τα ΑΖ, ΑΗ, ΑΡ αντίστοιχα, είναι ανά τρία ίσα, δηλαδή ΠΛ = ΚΡ = ΑΥ
και ΕΔ = ΔΜ = ΜΤ (Β, Ορ, σελ. ).

Συνεπώς, για τα εμβαδά των βάσεων ισχύουν |ΛΖ| = 3⋅|ΑΖ| και |ΝΖ| =
3 ⋅ |ΖΘ| ενώ αντίστοιχα για τους όγκους των στερεών παραλληλεπιπέδων
ισχύουν |ΛΥ| = 3 ⋅ |ΑΥ| και |ΝΥ| = 3 ⋅ |ΘΥ|.

Επειδή κατασκευάστηκαν 𝜇 στερεά παραλληλεπίπεδα προς την μεριά
του Α και 𝜈 στερεά παραλληλεπίπεδα προς τη μεριά τουΘ ισχύουν |ΛΖ| =
𝜇 ⋅ |ΑΖ| και |ΝΖ| = 𝜈 ⋅ |ΖΘ| ενώ αντίστοιχα για τους όγκους των στερεών
παραλληλεπιπέδων ισχύουν |ΛΥ| = 𝜇 ⋅ |ΑΥ| και |ΝΥ| = 𝜈 ⋅ |ΘΥ|.

Τότε, προφανώς ισχύουν τα εξής:

• αν |ΛΖ| > |ΝΖ| είναι και |ΛΥ| > |ΝΥ|,
• αν |ΛΖ| = |ΝΖ| είναι και |ΛΥ| = |ΝΥ|,
• αν |ΛΖ| < |ΝΖ| είναι και |ΛΥ| < |ΝΥ|,
και άρα

⎧{
⎨
{⎩

είτε ισχύει 𝜇 ⋅ |ΑΖ| > 𝜈 ⋅ |ΖΘ| και 𝜇 ⋅ |ΑΥ| > 𝜈 ⋅ |ΘΥ|
είτε ισχύει 𝜇 ⋅ |ΑΖ| = 𝜈 ⋅ |ΖΘ| και 𝜇 ⋅ |ΑΥ| = 𝜈 ⋅ |ΘΥ|
είτε ισχύει 𝜇 ⋅ |ΑΖ| < 𝜈 ⋅ |ΖΘ| και 𝜇 ⋅ |ΑΥ| < 𝜈 ⋅ |ΘΥ|

⎫}
⎬
}⎭

.

Σύμφωνα λοιπόν με τον Ορισμό της ισότητας δύο λόγων (Β, Ορ,
σελ. ) έχουμε:

|ΑΖ|
|ΖΘ| =

|ΑΥ|
|ΘΥ| ,

ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 26 (Κατασκευή) () Επί δοθείσας ευθείας και με κορυφή δοθέν
σημείο της να κατασκευαστεί στερεά γωνία ίση με δοθείσα στερεά γωνία.
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Υλοποίηση: Έστω η δοθείσα ευθεία
ΑΒ και το σημείο της Α καθώς και
η δοθείσα στερεά γωνία με κορυφή
το Δ που περιέχεται στις επίπεδες
γωνίες ΕΔ̂Γ, ΕΔ̂Ζ και ΖΔ̂Γ.

Πρέπει επί της ΑΒ και με κορυφή
το Α να κατασκευαστεί στερεά γω-
νία ίση με τη δοθείσα στερεά γωνία
που έχει κορυφή το Δ.

Λαμβάνουμε επί της ΔΖ το τυ-
χόν σημείο Ζ και φέρνουμε από το Ζ την ΖΗ κάθετη στο επίπεδο των ΕΔ
και ΔΓ που το τέμνει στο Η. Φέρνουμε και την ΔΗ και με πλευρά ΑΒ και
κορυφή το Α κατασκευάζουμε τις ΒΑ̂Λ = ΕΔ̂Γ και ΒΑ̂Κ = ΕΔ̂Η (Β, Π,
σελ. ).

Στην συνέχεια λαμβάνουμε το Κ ώστε ΑΚ = ΔΗ και από το Κ υψώνουμε
την κάθετη στο επίπεδο ΒΑΛ (Π, σελ. ).

Ακολούθως λαμβάνουμε το σημείο Θ ώστε ΚΘ = ΗΖ και φέρνουμε την
ΘΑ.

Ισχυρίζομαι ότι η στερεά γωνία Α̂ που περιέχεται στις επίπεδες γωνίες
ΒΑ̂Λ, ΒΑ̂Θ και ΘΑ̂Λ είναι ίση με την στερεά γωνία Δ̂ που περιέχεται στις
επίπεδες γωνίες ΕΔ̂Γ, ΕΔ̂Ζ και ΖΔ̂Γ.

Το σημείο Β έχει ληφθεί ώστε ΑΒ = ΔΕ. Φέρνουμε τις ΘΒ, ΚΒ, ΖΕ και
ΗΕ.

Τότε καθώς η ΖΗ είναι κάθετη στο δοθέν επίπεδο, είναι κάθετη και σε
όλες τις ευθείες που βρίσκονται στο επίπεδο και την τέμνουν (Β, Ορ,
σελ. ) δηλαδή ΖΗ̂Δ = ΖΗ̂Ε = 1 ορθή.

Συγκρίνοντας τα τρίγωνα ΚΑΒ και ΗΔΕ παρατηρούμε ότι έχουν ΚΑ =
ΗΔ, ΑΒ = ΔΕ και ΒΑ̂Κ = ΕΔ̂Η. Οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα
ΚΒ = ΗΕ.

Ομοίως, καθώς ΚΘ = ΗΖ, ΚΒ = ΗΕ και ΖΗ̂Ε = ΘΚ̂Β = 1 ορθή έπεται
ότι και τα τρίγωνα ΚΘΒ και ΖΗΕ είναι ίσα. Έτσι, ΘΒ = ΖΕ.

Ακόμα τα τρίγωνα ΑΚΘ και ΔΗΖ είναι ίσα διότι ΑΚ = ΔΗ, ΚΘ = ΗΖ
και ΑΚ̂Θ = ΔΗ̂Ζ = 1 ορθή και άρα είναι ΑΘ = ΖΔ.

Τότε όμως, καθώς ΑΒ = ΔΕ, ΘΑ = ΔΖ και ΘΒ = ΖΕ, έπεται ότι τα
τρίγωνα ΒΑΘ και ΔΕΖ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Έτσι, ΒΑ̂Θ = ΕΔ̂Ζ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΘΑ̂Λ = ΖΔ̂Γ. Πράγματι, λαμβάνουμε το
Λ ώστε ΑΛ = ΔΓ και φέρνουμε τις ΚΛ, ΘΛ, ΗΓ και ΖΓ.

Αφαιρώντας τώρα κατά μέλη τις ΒΑ̂Λ = ΕΔ̂Γ και ΒΑ̂Κ = ΕΔ̂Ηπαίρνουμε
ΚΑ̂Λ = ΗΔ̂Γ.
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Τότε όμως τα τρίγωνα ΚΑΛ και ΗΔΓ είναι ίσα καθώς ΚΑ = ΗΔ,ΑΛ = ΔΓ
και ΚΑ̂Λ = ΗΔ̂Γ (Β, Π, σελ. ). Συνεπώς, ΚΛ = ΗΓ.

Επειδή πάλι ΛΚ = ΓΗ, ΚΘ = ΗΖ και ΛΚ̂Θ = ΖΓ̂Η = 1 ορθή είναι και
τα τρίγωνα ΛΚΘ και ΓΗΖ, οπότε ΘΛ = ΖΓ.

Τότε όμως είναι ίσα και τα τρίγωνα ΘΑΛ και ΖΓΔ καθώς έχουν τις
πλευρές τους ίσες μία προς μία: ΘΑ = ΖΔ, ΑΛ = ΔΓ και ΘΛ = ΖΓ (Β, Π,
σελ. ). Άρα ΘΑ̂Λ = ΕΔ̂Γ.

(Στμ: η ισότητα δύο στερεών γωνιών δεν έχει οριστεί. Σιωπηρά ο
Ευκλείδης τις θεωρεί ίσες όταν οι πλευρικές γωνίες είναι μία προς μία ίσες.)

Συνεπώς, επί της δοθείσας ευθείας ΑΒ και με κορυφή το σημείο της Α,
έχει κατασκευαστεί στερεά γωνία ίση με την δοθείσα στερεά γωνία με
κορυφή το Δ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 27 (Κατασκευή) ()Απόδοθείσα ευθεία να κατασκευαστεί στε-
ρεό παραλληλεπίπεδο όμοιο και ομοίως κείμενο προς δοθέν στερεό παραλλη-
λεπίπεδο.
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Υλοποίηση: Έστω ότι δίνονται η ευ-
θεία ΑΒ και το στερεό παραλλη-
λεπίπεδο ΓΔ. Πρέπει από την ΑΒ
να κατασκευαστεί στερεό παραλ-
ληλεπίπεδο που να είναι όμοιο και
ομοίως κείμενο προς το δοθέν στε-
ρεό παραλληλεπίπεδο ΓΔ.

Με πλευρά ΑΒ και κορυφή το Α κατασκευάζουμε την στερεά γωνία
που περιέχεται στις ΒΑ̂Θ, ΘΑ̂Κ και ΚΑ̂Β και είναι ίση με την στερεά γωνία
Γ̂ ώστε ΒΑ̂Θ = ΕΓ̂Ζ, ΒΑ̂Κ = ΕΓ̂Η και ΚΑ̂Θ = ΗΓ̂Ζ (Π, σελ. ) και
ΕΓ/ΓΗ = ΒΑ/ΑΚ, ΗΓ/ΓΖ = ΚΑ/ΑΘ.

Τότε όμως ισχύει ΕΓ/ΓΖ = ΒΑ/ΑΘ (Β, Π, σελ. ).
Επειδή ΕΓ/ΓΗ = ΒΑ/ΑΚ οι πλευρές περί τις ίσες γωνίες ΕΓ̂Η = ΒΑ̂Κ

είναι ανάλογες και άρα το παραλληλόγραμμο ΗΕ είναι όμοιο προς το πα-
ραλληλόγραμμο ΚΒ (Β, Ορ, σελ. ).

Ομοίως και το παραλληλόγραμμο ΚΘ είναι όμοιο προς το παραλληλό-
γραμμο ΗΖ, όπως και το ΖΕ προς το ΘΒ.

Έτσι τρία παραλληλόγραμμα (στμ: έδρες) του στερεού ΓΔ είναι όμοια
προς τρία παραλληλόγραμμα του στερεού ΑΛ και ομοίως κεκλιμένα, αφού
όλες οι αντίστοιχες γωνίες κατασκευάστηκαν ίσες.

Καθώς όμως τα τρία παραλληλόγραμμα ενός στερεού είναι ίσα προς
τα τρία παραλληλόγραμμα που βρίσκονται απέναντί τους έπεται ότι το
στερεό ΓΔ είναι όμοιο προς το στερεό ΑΛ.

Συνεπώς, από την δοθείσα ευθεία ΑΒ έχει κατασκευαστεί το στερεό ΑΛ
που είναι όμοιο και όμοια κείμενο προς το δοθέν στερεό παραλληλεπίπεδο
ΓΔ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρόταση 28 () Τοεπίπεδοπουτέμνει έναστερεόπαραλληλεπίπεδοκατά
μήκος των διαγωνίων δύο απέναντι επιπέδων σχημάτων (στμ: εδρών) του δι-
χοτομεί το στερεό παραλληλεπίπεδο αυτό.
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Απόδειξη. Έστω ότι το στερεό παραλληλεπί-
πεδο ΑΒ τέμνεται από το επίπεδο ΓΔΕΖ κατά
μήκος των διαγωνίων των απέναντι επιπέδων
του ΓΖ και ΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι το επίπεδο ΓΔΕΖ
διχοτομεί το στερεό παραλληλεπίπεδο ΑΒ.

Πράγματι, καθώς τα τρίγωνα ΓΗΖ και ΓΒΖ
είναι ίσα, όπως και τα ΑΔΕ και ΔΕΘ (Β, Π,
σελ. ) έπεται ότι το παραλληλόγραμμο ΓΑ

είναι ίσο με το ΕΒ.
Είναι και ΗΕ = ΓΘ διότι είναι απέναντι έδρες ενός στερεού παραλλη-

λεπιπέδου (Π, σελ. ).
Τότε όμως το πρίσμα που περιέχεται στα τρίγωνα ΓΗΖ, ΑΔΕ και τα

παραλληλόγραμμα ΗΕ, ΑΓ και ΓΕ είναι ίσο με το πρίσμα που περιέχεται
αντίστοιχα στα τρίγωνα ΓΖΒ και ΔΕΘ και τα παραλληλόγραμμα ΓΘ,
ΒΕ και ΓΕ διότι τα δύο αυτά πρίσματα περιέχονται σε ίσο αριθμό ίσων
επιπέδων ομοίως κεκλιμένων προς το ΑΘ (Β, Ορ, σελ. ).

Συνεπώς, το στερεό ΑΒ έχει διχοτομηθεί από το επίπεδο ΓΔΕΖ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 29 () Ταστερεάπαραλληλεπίπεδαπου έχουν την ίδιαβάσηκαι
το ίδιο ύψος και των οποίων οι ακμές που ξεκινούν από την βάση καταλήγουν
στις ίδιες ευθείες είναι ισοδύναμα.

Α
ΒΓ

Δ

Λ

ΚΘ
Η

Ε

Μ ΝΖ

Απόδειξη. Έστω τα στερεά παραλ-
ληλεπίπεδα ΓΜ και ΓΝ με κοινή
βάση τηνΑΒ. Τα παραλληλεπίπεδα
αυτά έχουν ίσα ύψη και επιπλέον οι
ακμές που ξεκινούν από την βάση,
δηλαδή οι ΑΗ, ΑΖ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΔ, ΓΕ,
ΒΘ και ΒΚ καταλήγουν στις ίδιες ευ-

θείες, δηλαδή τις ΖΝ και ΔΚ (οι ΛΜ, ΛΝ, ΑΗ, ΑΖ στην ΖΝ και οι ΓΕ, ΓΔ,
ΒΘ, ΒΚ στην ΔΚ).

Ισχυρίζομαι ότι τα στερεά ΓΝ και ΓΜ έχουν ίσους όγκους, δηλαδή
|ΓΝ| = |ΓΜ|.

Πράγματι καθώς τα ΓΘ και ΓΚ είναι παραλληλόγραμμα έπεται ότι
ΓΒ = ΔΘ και ΓΒ = ΕΚ (Β, Π, σελ. ) και άρα ΔΘ = ΕΚ.

Τότε όμως ΔΘ − ΕΘ = ΕΚ − ΕΘ ή ΔΕ = ΕΚ. Έτσι τα τρίγωνα ΔΓΕ
και ΘΒΚ έχουν ΔΕ = ΘΚ, ΕΓ = ΚΒ και ΔΕ̂Γ = ΘΚ̂Β οπότε είναι ίσα (Β,
Π, σελ. ) ενώ και τα παραλληλόγραμμα ΔΗ και ΘΝ είναι ίσα (Β, Π,
σελ. ).
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Ομοίως τα τρίγωνα ΑΖΗ και ΛΜΝ είναι ίσα όπως και τα παραλληλό-
γραμμα ΓΖ και ΒΜ. Επιπλέον και τα παραλληλόγραμμα ΓΗ και ΒΝ είναι
ίσα καθώς είναι οι απέναντι έδρες σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο (Π,
σελ. ).

Τότε όμως το πρίσμα που περιέχεται στα τρίγωνα ΑΖΗ και ΔΓΕ και τα
παραλληλόγραμμα ΑΔ, ΔΗ και ΓΗ είναι ίσο με το πρίσμα που περιέχεται
στα τρίγωνα ΜΛΝ και ΘΒΚ και τα παραλληλόγραμμα ΒΜ, ΘΝ και ΒΝ.
Έτσι τα πρίσματα αυτά έχουν ίσους όγκους.

Προσθέτοντας στους όγκους των πρισμάτων αυτών τον όγκο του στε-
ρεού με βάση το παραλληλόγραμμο ΑΒ και απέναντι πλευρά την ΗΕΘΜ
προκύπτει ότι τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΓΜ και ΓΝ είναι ισοδύναμα,
δηλαδή |ΓΜ| = |ΓΝ|.

Συνεπώς, τα στερεά παραλληλεπίπεδα με την ίδια βάση και το ίδιο
ύψος και στα οποία οι ακμές που ξεκινούν από την βάση καταλήγουν σε
ίδιες ευθείες είναι ισοδύναμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 30 () Τα ισοϋψή στερεά παραλληλεπίπεδα που έχουν την ίδια
βάση και στα οποία οι ακμές που ξεκινούν από την βάση δεν καταλήγουν στις
ίδιες ευθείες είναι ισοδύναμα.
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ΡΑπόδειξη. Έστω τα ισοϋψή στερεά πα-
ραλληλεπίπεδα ΓΜ και ΓΝ που έχουν
βάση την ΑΒ. Έστω ακόμα και οι ακμές
ΑΖ, ΑΗ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΔ, ΓΕ, ΒΘ και ΒΚ που
ξεκινούν από την βάση ΑΒ και δεν κατα-
λήγουν στις ίδιες ευθείες.

Ισχυρίζομαι ότι τα ΓΜ και ΓΝ είναι ισο-
δύναμα, δηλαδή ισχύει |ΓΜ| = |ΓΝ|.

Προεκτείνουμε τις ΝΚ και ΔΘ που τέ-
μνονται στο Ρ. Αντίστοιχα οι προεκτάσεις των ΖΜ και ΗΕ τέμνουν τις ΝΚ
και ΔΘ στα Ο και Π. Φέρνουμε και τις ΑΞ, ΛΟ, ΓΠ και ΒΡ.

Τότε το ΓΜ με βάση το παραλληλόγραμμο ΑΓΒΛ και απέναντι έδρα το
παραλληλόγραμμο ΖΔΘΜ και το ΓΟ με βάση το παραλληλόγραμμο ΑΓΒΛ
και απέναντι έδρα το παραλληλόγραμμο ΞΠΡΟ είναι ισοδύναμα καθώς
είναι ισοϋψή, έχουν ίδια βάση και οι ακμές που ξεκινούν από την βάση
(δηλαδή οι ΑΖ, ΑΞ, ΛΜ, ΛΟ και ΓΔ, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ) καταλήγουν στις ίδιες
ευθείες ΖΟ και ΔΡ (Π, σελ. ).

Ομοίως, το ΓΟ με βάση το παραλληλόγραμμο ΑΓΒΛ και απέναντι έδρα
το παραλληλόγραμμο ΞΠΡΟ είναι ισοδύναμο με το ΓΝ με βάση το παραλ-
ληλόγραμμο ΑΓΒΛ και απέναντι έδρα το παραλληλόγραμμο ΗΕΚΝ, καθώς
αυτά είναι ισοϋψή με κοινή βάση και οι ακμές που ξεκινούν από την βάση
(δηλαδή οι ΑΗ, ΑΞ, ΓΕ, ΓΠ, ΛΝ, ΛΟ, ΒΚ, ΒΡ) καταλήγουν στις ίδιες ευθείες
ΗΠ και ΝΡ.
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Συνεπώς, |ΓΜ| = |ΓΟ| = |ΓΝ|.
Έτσι, τα ισοϋψή στερεά παραλληλεπίπεδα με την ίδια βάση των οποίων

οι ακμές που ξεκινούν από την βάση δεν καταλήγουν στις ίδιες ευθείες είναι
ισοδύναμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Στμ: Στην απόδειξη της επόμενης πρότασης χρησιμοποιούνται και
γράμματα του αρχαίου ελληνικού αλφαβήτου που ίσως δεν είναι γνωστά
καθώς δεν περιλαμβάνονται στα γράμματα του νεοελληνικού αλφαβήτου.
Αυτά είναι τα εξής: Κόππα Ϙ, Σαμπί Ϡ, Δίγαμμα Ϝ, Στίγμα Ϛ και στίγμα
ϛ.

Πρόταση 31 («Τύπος» όγκου παραλληλεπιπέδου) () Τα στερεά πα-
ραλληλεπίπεδα που έχουν ισεμβαδικές βάσεις και ίσα ύψη (στμ: που αντι-
στοιχούν στις ίσες βάσεις) είναι ισοδύναμα.
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Απόδειξη. Έστω τα ισοϋψή στε-
ρεά παραλληλεπίπεδα ΑΕ και ΓΖ
με βάσεις τις ΑΒ, ΓΔ αντίστοιχα με
ΑΒ| = |ΓΔ|.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις
καθώς τα ΑΕ και ΓΖ είτε είναι ορ-
θογώνια είτε όχι.
1η περίπτωση: Τα ΑΕ και ΓΖ είναι
ορθογώνια. Τότε οι ακμές ΘΚ, ΒΕ,
ΑΗ, ΛΜ, ΟΠ, ΔΖ, ΓΞ και ΡΣ από
τις βάσεις ΑΒ και ΓΔ είναι κάθετες
σε αυτές.

Προεκτείνουμε την ΓΡ κατά
τμήμα ΡΤ = ΑΛ και κατασκευά-
ζουμε την ΤΡ̂Υ = ΑΛ̂Β (Β, Π,

σελ. ) ώστε να ισχύει και ΛΒ = ΡΥ.
Συμπληρώνουμε την βάση ΡΧ και κατασκευάζουμε το στερεό παραλ-

ληλεπίπεδο ΨΥ.
Τότε τα παραλληλόγραμμα ΡΧ και ΘΛ είναι ίσα και όμοια καθώς οι ίσες

πλευρές τους ΑΛ = ΡΓ και ΛΒ = ΡΥ περιέχουν τις ίσες γωνίες ΤΡ̂Υ = ΑΛ̂Β
(Β, Π, σελ. ).

Για τον ίδιο λόγο, καθώς ΑΛ = ΡΤ, ΛΜ = ΡΣ και ΑΛ̂ = ΤΡ̂Σ(= 1 ορθή)
τα παραλληλόγραμμα ΨΡ και ΑΜ είναι ίσα και όμοια. Και ομοίως τα ΛΕ
και ΣΥ είναι ίσα και όμοια.

Έτσι, τα τρία παραλληλόγραμμα του στερεού ΑΕ είναι ίσα και όμοια
με τρία παραλληλόγραμμα του στερεού ΨΥ και καθώς σε ένα στερεό πα-
ραλληλεπίπεδο τα απέναντι επίπεδα είναι ίσα παραλληλόγραμμα (Π,
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σελ. ), και ομοίως κεκλιμμένα από κατασκευή, έπεται ότι ΑΕ = ΨΥ
(Ορ, σελ. ).

Στην συνέχεια προεκτείνουμε τις ΔΡ και ΧΥ που τέμνονται στο Ω και
από το Τ φέρνουμε την ͵ΑΤϠ ⫽ ΔΩ.

Προεκτείνουμε την ΟΔ προς το ͵Α και συμπληρώνουμε τα στερεά ΩΨ
και ΡΙ.

Τότε όμως το ΨΩ έχει βάση το ΡΨ που έχει απέναντι έδρα το ΩϚ, ενώ
το ΨΥ έχει βάση το ΡΨ που έχει απέναντι έδρα το ΥΦ.

Καθώς οι ακμές ΡΩ, ΡΥ, ΤϠ, ΤΧ, Σϛ, Σ�̄�, ΨϚ και ΨΦ που ξεκινούν από
την ίδια βάση ΡΨ καταλήγουν στις ίδιες ευθείες ΩΧ και ϛΦ, από την (Π,
σελ. ) έπεται ότι τα στερεά παραλληλεπίπεδα αυτά είναι ισοδύναμα,
δηλαδή |ΨΩ| = |ΨΥ|.

Έτσι,

|ΑΕ| = |ΨΥ| = |ΨΩ| ()

Ακόμα είναι |ΡΥΧΤ| = |ΩΤ| καθώς έχουν κοινή βάση την ΡΤ και βρί-
σκονται μεταξύ των παραλλήλων ΡΤ ⫽ ΩΧ (Β, Π, σελ. ).

Όμως, |ΡΥΧΤ| = |ΓΔ| επειδή |ΡΥΧΤ| = |ΑΒ| και άρα |ΩΤ| = |ΓΔ|.
Τότε από (Β, Ορ, σελ. ) έχουμε:

|ΓΔ|
|ΔΤ| =

|ΩΤ|
|ΔΤ| . ()

Το στερεό παραλληλεπίπεδο ΓΙ τέμνεται από το επίπεδο ΡΖ που είναι
παράλληλο σε δύο από τις έδρες του (τις ΓΠ και ΙΤ) άρα:

|ΓΔ|
|ΔΤ| =

|ΓΖ|
|ΡΙ| ()

(Π, σελ. ).
Ομοίως καθώς το ΩΙ τέμνεται από το ΡΨ που είναι παράλληλο σε δύο

από τις έδρες του (τις ΩϚ και ΔΙ) έχουμε:
|ΩΤ|
|ΡΙ| = |ΓΖ|

|ΡΙ| ()

Έτσι, από τις () και () λόγω της () λαμβάνουμε:
|ΓΖ|
|ΡΙ| = |ΩΨ|

|ΡΙ| , ()

και άρα |ΓΖ| = |ΩΨ| (Β, Π, σελ. ).
Τέλος, από την () έπεται ότι |ΑΕ| = |ΩΨ| = |ΓΖ|, δηλαδή τα ΑΕ και

ΓΖ είναι ισοδύναμα.
2η περίπτωση: Τα ΑΕ και ΓΖ δεν είναι ορθογώνια. Τότε οι ακμές ΑΗ, ΘΚ,
ΒΕ, ΛΜ,ΓΝ, ΟΠ, ΔΖ και ΡΣ δεν είναι κάθετες στις βάσεις ΑΒ και ΓΔ.

Ισχυρίζομαι ότι τα ΑΕ και ΓΖ είναι ισοδύναμα.
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Από τα Κ, Ε, Η, Μ,
Π, Ζ, Ν και Σ φέρνουμε
τις κάθετες στο επίπεδο
των ΑΒ και ΓΔ που το
τέμνουν στα Ξ, Τ, Υ, Φ,
Χ, Ψ, Ω και Ι αντίστοιχα.
Φέρνουμε και τις ΞΤ, ΞΥ,
ΥΦ, ΤΦ, ΧΨ, ΧΩ, ΩΙ και
ΙΨ.

Τότε ισχύει |ΚΦ| =
|ΠΙ|, σύμφωνα με το προηγούμενο μέρος της απόδειξης, καθώς τα ΚΦ και
ΠΙ είναι ισοϋψή ορθογώνια παραλληλεπίπεδα με ίδιες βάσεις.

Όμως |ΚΦ| = |ΑΕ| και |ΠΙ| = |ΓΖ| διότι αυτά είναι ζεύγη στερεών
παραλληλεπιπέδων με ίδιες βάσεις και ίδια ύψη και στα οποία οι ακμές
από τις βάσεις δεν καταλήγουν στις ίδιες ευθείες (Π, σελ. ).

Άρα, |ΑΕ| = |ΚΦ| = |ΠΙ| = |ΓΖ|, δηλαδή τα ΑΕ και ΓΖ είναι ισοδύναμα.
Συνεπώς, τα ισοϋψή στερεά παραλληλεπίπεδα με ίσες βάσεις (στις

οποίες αντιστοιχούν τα ίσα ύψη) είναι ισοδύναμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 32 () Ο λόγος των όγκων δύο ισοϋψών στερεών παραλληλε-
πιπέδων είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους.
Απόδειξη. Έστω τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΑΒ και ΓΔ που είναι ισοϋψή.
Ισχυρίζομαι ότι ο λόγος των όγκων τους είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών
των βάσεών τους, δηλαδή

|ΑΒ|
|ΓΔ| =

|ΑΕ|
|ΓΖ|

Σχεδιάζουμε στη ΖΗ το ΖΘ ώστε |ΖΘ| = |ΑΕ| (Β, Π, σελ. ) και με
ύψος από την βάση ΖΘ ίσο με το ύψος του στερεού παραλληλεπιπέδου
ΓΔ (που αντιστοιχεί στην βάση του ΓΖ) και συμπληρώνουμε το στερεό
παραλληλεπίπεδο ΗΚ.

Α
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Δ Κ

ΘΗ
Ε Ζ

Τότε τα ΑΒ και ΗΚ είναι ισοδύναμα καθώς είναι ισοϋψή και έχουν ίσες
βάσεις τις |ΑΕ| = |ΖΘ| (Π, σελ. ).

Επειδή τώρα το στερεό παραλληλεπίπεδο ΓΚ τέμνεται από το επίπεδο
ΔΗ που είναι παράλληλο στις απέναντι έδρες του ΚΘ και ΓΙ, έπεται ότι

|ΓΖ|
|ΖΘ| =

|ΓΔ|
|ΔΘ|
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(Π, σελ. ).
Καθώς |ΖΘ| = |ΑΕ| και |ΗΚ| = |ΑΒ| από την προηγούμενη αναλογία

προκύπτει ότι |ΓΖ|
|ΑΕ| =

|ΓΔ|
|ΑΒ|

που είναι ισοδύναμη με την αποδεικτέα.
Άρα ο λόγος των όγκων δύο ισοϋψών στερεών παραλληλεπιπέδων

είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 33 () Ο λόγος των όγκων δύο όμοιων στερεών παραλληλεπι-
πέδων είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους.
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Απόδειξη. Έστω τα όμοια
στερεά παραλληλεπίπεδα ΑΒ
και ΓΔ με ομόλογες πλευρές
τις ΑΕ και ΓΖ. Ισχυρίζομαι ότι

|ΑΒ|
|ΓΔ| =

ΑΕ3
ΓΖ3

Προεκτείνουμε τις ΑΕ, ΗΕ,
ΘΕ προς το Ε και λαμβάνουμε
τα Κ, Λ και Μ ώστε ΕΚ = ΓΖ,
ΕΛ = ΖΝ και ΕΜ = ΖΡ.

Στην συνέχεια συμπληρώνουμε το παραλληλόγραμμο ΚΛ και το στερεό
παραλληλεπίπεδο ΚΟ.

Επειδή τα ΑΒ και ΓΔ είναι όμοια ισχύουν ΚΕ = ΓΖ, ΕΛ = ΖΝ, ΚΕ̂Λ =
ΓΖ̂Ν και ΑΕ̂Η = ΓΖ̂Ν και άρα το ΚΛ είναι ίσο και όμοιο με το ΓΝ.

Ομοίως το ΚΜ είναι ίσο και όμοιο με το ΓΡ όπως και το ΕΟ με το ΔΖ.
Έτσι, τρία παραλληλόγραμμα του ΚΟ είναι ίσα και όμοια με τρία πα-

ραλληλόγραμμα του ΓΔ, και καθώς σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο οι
απέναντι έδρες είναι ίσα παραλληλόγραμμα (Π, σελ. ) συμπεραί-
νουμε ότι το στερεό παραλληλεπίπεδο ΚΟ είναι ίσο και όμοιο με το ΓΔ
(Β, Ορ, σελ. ).

Συμπληρώνουμε το παραλληλόγραμμο ΗΚ και με βάσεις τις ΗΚ και ΚΛ
και ύψος ίσο με το ύψος του ΑΒ κατασκευάζουμε τα στερεά παραλληλε-
πίπεδα ΕΞ και ΛΠ.

Από την ομοιότητα των ΑΒ και ΓΔ, έχουμε:
ΑΕ
ΓΖ = ΕΗ

ΖΝ = ΕΘ
ΖΡ

(Β, Ορ, σελ.  και Β, Ορ, σελ. ). Όμως, ΓΖ = ΕΚ, ΖΝ = ΕΛ και
ΖΡ = ΕΜ οπότε η προηγούμενη αναλογία γράφεται:

ΑΕ
ΕΚ = ΕΗ

ΕΛ = ΕΘ
ΕΜ
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Έχουμε όμως ότι ΑΕ/ΕΚ = |ΑΗ|/|ΗΚ|, ΗΕ/ΕΛ = |ΗΚ|/|ΚΛ| και ΘΕ/ΕΜ =
|ΠΕ|/|ΚΜ| (Β, Π, σελ. ) και άρα

|ΑΗ|
|ΗΚ| = |ΗΚ|

|ΚΛ| =
|ΠΕ|
|ΚΜ| .

Ακόμα ισχύουν |ΑΗ|/|ΗΚ| = |ΑΒ|/|ΕΞ|, |ΗΚ|/|ΚΛ| = |ΞΕ|/|ΠΛ| και |ΠΕ|/|ΚΜ| =
|ΠΛ|/|ΚΟ| (Π, σελ. ), οπότε από την προηγούμενη έπεται ότι:

|ΑΒ|
|ΕΞ| =

|ΞΕ|
|ΠΛ| =

|ΠΛ|
|ΚΟ| .

Όταν όμως τέσσαρα μεγέθη βρίσκονται σε συνεχή αναλογία ο λόγος του
πρώτου προς το τέταρτο είναι ίσος με τον λόγο των κύβων πρώτου προς
το δεύτερο (Β, Ορ, σελ. ) και άρα

|ΑΒ|
|ΚΟ| =

|ΑΒ|3
|ΕΞ|3

Αλλά |ΑΒ|
|ΕΞ| =

|ΑΗ|
|ΗΚ| = ΑΕ

ΕΚ
και άρα |ΑΒ|

|ΚΟ| =
ΑΕ3
ΕΚ3

Καθώς όμως |ΚΟ| = |ΓΔ| και ΕΚ = ΓΖ τελικά ισχύει

|ΑΒ|
|ΓΔ| =

ΑΕ3
ΓΖ3

Συνεπώς, ο λόγος των όγκων δύο όμοιων στερεών παραλληλεπιπέδων
είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι.

Πόρισμα 23 Από ταπροηγούμενα είναι φανερό ότι αν τέσσαρα ευθύγραμμα
τμήματα είναι σε αναλογία τότε ο λόγος του πρώτου προς το τέταρτο είναι
ίσος με τον λόγο των όγκων του στερεού παραλληλεπιπέδου με ακμή ίση με
το πρώτο τμήμα προς τον όγκο του στερεού παραλληλεπιπέδου ακμής ίσης
με το δεύτερο τμήμα, το οποίο στερεό είναι όμοιο και ομοίως αναγραφόμενο
με το αρχικό.

Αυτό συμβαίνει διότι σε μια αναλογία ο λόγος του πρώτου μεγέθους προς
το τέταρτο είναι ίσος με τον λόγο των κύβων του πρώτου προς το δεύτερο. 

Πρόταση 34 () Αν δύο στερεά παραλληλεπίπεδα είναι ισοδύναμα τότε
τα εμβαδά των βάσεών τους είναι αντίστροφα ανάλογα με τα ύψη τους. Ισχύει
και το αντίστροφο: αν τα εμβαδά δύο στερεών παραλληλεπιπέδων είναι αντί-
στροφαανάλογαμε ταύψητους τότε ταστερεάπαραλληλεπίπεδααυτά είναι
ισοδύναμα.
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Απόδειξη. Έστω τα στερεά παραλληλε-
πίπεδα ΑΒ και ΓΔ. Ισχυρίζομαι ότι τα εμ-
βαδά των βάσεών τους είναι αντίστροφα
ανάλογα με τα ύψη τους και αντιστρό-
φως.

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις καθώς
τα ΑΒ και ΓΔ είτε είναι ορθογώνια είτε
όχι.

1η περίπτωση: Τα ΑΒ και ΓΔ είναι ορθογώνια.

Διακρίνουμε ξανά δύο περιπτώσεις καθώς οι βάσεις των ΑΒ και ΓΔ είτε
έχουν ίσα εμβαδά είτε όχι.

α’υποπερίπτωση: Έστω ότι οι βάσεις ΕΘ καιΝΠ τωνΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα
έχουν ίσα εμβαδά δηλαδή ότι |ΕΘ| = |ΝΠ|.

(Ευθύ) Αν |ΑΒ| = |ΓΔ| και ΑΗ και ΓΜ είναι τα ύψη που αντιστοιχούν
στις βάσεις ΕΘ και ΝΠ αντίστοιχα τότε θα δείξουμε ότι |ΕΘ|/|ΝΠ| =
ΓΜ/ΑΗ.

Πράγματι καθώς |ΑΒ| = |ΓΗ| και |ΕΘ| = |ΝΠ| είναι και ΓΜ = ΑΗ διότι
αν υποθέσουμε ότι ΑΗ ≠ ΓΜ τότε |ΑΒ| ≠ |ΓΔ| που είναι άτοπο από την
υπόθεση. Τότε όμως ΓΜ/ΑΗ = 1.

Έχουμε όμως ότι |ΕΘ|/|ΝΠ| = |ΑΒ|/|ΓΔ| = 1 (Π, σελ. ) καθώς ο
λόγος των όγκων δύο ισοϋψών στερεών παραλληλεπιπέδων είναι ίσος με
τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους.

Και έτσι από τις δύο παραπάνω αναλογίες παίρνουμε:
|ΑΒ|
|ΓΔ| =

|ΕΘ|
|ΝΠ| =

ΓΜ
ΑΗ = 1.

(Αντίστροφο) Αν |ΕΘ| = |ΝΠ| με |ΕΘ|/|ΝΠ| = ΓΜ/ΑΗ τότε θα δείξουμε
ότι |ΑΒ| = |ΓΔ|.

Πράγματι, καθώς |ΕΘ| = |ΝΠ| με |ΕΘ|/|ΝΠ| = ΓΜ/ΑΗ είναι και ΓΜ =
ΑΗ. Τότε |ΑΒ| = |ΓΔ| (Π, σελ. ) καθώς τα ΑΒ και ΓΔ είναι ισοϋψή με
ισεμβαδικές βάσεις.

β’ υποπερίπτωση: Έστω ότι για τα εμβαδά των βάσεων ΕΘ και ΝΠ ισχύει
ότι |ΕΘ| > |ΝΠ|.

(Ευθύ) Αν |ΑΒ| = |ΓΔ| και ΑΗ και ΓΜ είναι τα ύψη που αντιστοιχούν
στις βάσεις ΕΘ και ΝΠ αντίστοιχα τότε θα δείξουμε ότι |ΕΘ|/|ΝΠ| =
ΓΜ/ΑΗ.

Πράγματι καθώς |ΑΒ| = |ΓΔ| είναι και ΓΜ > ΑΗ, διότι αν ήταν ΓΜ = ΑΗ
τότε θα ήταν και |ΑΒ| ≠ |ΓΔ|. Λαμβάνουμε το Τώστε ΓΤ = ΑΗ και με βάση
τοΝΠ και ύψος ΓΤ κατασκευάζουμε το στερεό παραλληλεπίπεδοΦΓ. Τότε
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είναι |ΑΒ|/|ΓΦ| = |ΓΔ|/|ΓΦ| (Β, Π, σελ. ) και έχουμε αντίστοιχα ότι
|ΑΒ|/|ΓΦ| = |ΕΘ|/|ΝΠ| καθώς τα ΑΒ και ΓΦ είναι ισοϋψή (Π, σελ. ).

Έχουμε επίσης ότι |ΓΔ|/|ΓΦ| = |ΜΠ|/|ΤΠ| (Π, σελ. ) ενώ ισχύει
και |ΜΠ|/|ΤΠ| = ΓΜ/ΓΤ (Β, Π, σελ. ).

Συνδυάζοντας τις παραπάνω αναλογίες παίρνουμε:
|ΕΘ|
|ΝΠ| =

|ΑΒ|
|ΓΦ| =

|ΓΔ|
|ΓΦ| =

|ΜΠ|
|ΤΠ| = ΓΜ

ΤΓ = ΓΜ
ΑΗ,

διότι ΓΤ = ΑΗ.
(Αντίστροφο) Έστω ότι |ΕΘ| ≠ |ΝΠ| με |ΕΘ| > |ΝΠ| και |ΕΘ|/|ΝΠ| =

ΓΜ/ΑΗ με ΓΜ και ΝΗ τα ύψη που αντιστοιχούν στις βάσεις ΕΘ και ΝΠ
αντίστοιχα. Θα δείξουμε ότι |ΑΒ| = |ΓΔ|.

Επειδή |ΕΘ| > |ΝΠ| και |ΕΘ|/|ΝΠ| = ΓΜ/ΑΗ είναι και ΓΜ > ΑΗ.
Λαμβάνουμε το Τ ώστε ΓΤ = ΑΗ και συμπληρώνουμε το στερεό παραλ-
ληλεπίπεδο ΓΦ με βάση το ΝΠ και ύψος το ΓΤ. Τότε είναι

|ΕΘ|
|ΝΠ| =

ΓΜ
ΑΗ = ΓΜ

ΑΤ.
Αλλά |ΕΘ|/|ΝΠ| = |ΑΒ|/|ΓΦ|, καθώς τα ΑΒ και ΓΦ είναι ισοϋψή με βάσεις
τις ΕΘ και ΝΠ (Π, σελ. ). Επιπλέον είναι ΓΜ/ΓΤ = |ΜΠ|/|ΠΤ| (Β,
Π, σελ. ) αλλά και |ΜΠ|/|ΠΤ| = |ΓΔ|/|ΓΦ| (Π, σελ. ).

Συνεπώς, |ΕΘ|
|ΝΠ| =

|ΑΒ|
|ΓΦ| =

ΓΜ
ΜΤ = |ΜΠ|

|ΠΤ| = |ΓΔ|
|ΓΦ| .

Οπότε είναι |ΑΒ|/|ΓΦ| = |ΓΔ|/|ΓΦ| από όπου προκύπτει ότι |ΑΒ| = |ΓΦ|.
2η περίπτωση: Τα ΑΒ και ΓΔ δεν είναι ορθογώνια.

(Ευθύ) Αν είναι |ΑΒ| = |ΓΔ| θα δείξουμε ότι |ΕΘ|/|ΝΠ| = 𝜐ΔΓ/𝜐ΒΑ όπου
𝜐ΑΒ και 𝜐ΔΓ είναι τα ύψη των ΑΒ και ΓΔ που αντιστοιχούν στις βάσεις
τους ΕΘ και ΝΠ αντίστοιχα.
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Από τις κορυφές Ζ, Η, Β, Κ, Ξ, Μ, Δ και Ρ φέρνουμε τις κάθετες στα επίπεδα
ΕΘ και ΝΠ που τα τέμνουν στα Σ, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω και Ϛ αντίστοιχα. Στην
συνέχεια συμπληρώνουμε τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΖΦ και ΞΩ.

Επειδή τα ΑΒ και ΒΤ είναι ισοϋψή με την ίδια βάση ΒΚ και οι ακμές που
ξεκινούν από αυτήν δεν καταλήγουν στις ίδιες ευθείες, έχουμε |ΑΒ| = |ΒΤ|
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(Π, σελ. ). Ομοίως, τα ΓΔ και ΔΨ είναι ισοϋψή με την ίδια βάση ΡΞ
και οι ακμές που ξεκινούν από αυτήν δεν καταλήγουν στις ίδιες ευθείες
και άρα |ΓΔ| = |ΔΨ|. Από τις δύο τελευταίες ισότητες, καθώς |ΑΒ| = |ΓΔ|,
προκύπτει ότι |ΒΤ| = |ΔΨ|.

Στα ορθογώνια παραλληλεπίπεδα όμως που είναι ισοδύναμα τα εμ-
βαδά των βάσεών τους είναι αντίστροφα ανάλογα με τα ύψη τους, σύμ-
φωνα με την η περίπτωση της απόδειξης. Δηλαδή, |ΖΚ|/|ΞΡ| = 𝜐ΔΨ/𝜐ΒΤ.
Αλλά τα ΔΨ και ΔΤ είναι ισοϋψή, όπως και τα ΒΤ και ΑΒ οπότε από την
τελευταία προκύπτει |ΖΚ|/|ΞΡ| = 𝜐ΔΓ/𝜐ΒΑ.

Σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο όμως οι απέναντι έδρες είναι ίσα πα-
ραλληλόγραμμα (Π, σελ. ) και έτσι από την τελευταία ισότητα προ-
κύπτει ότι:

|ΕΘ|
|ΝΠ| =

𝜐ΔΓ
𝜐ΒΑ

.

(Αντίστροφο) Έστω τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΑΒ και ΓΔ με βάσεις
ΕΘ και ΝΠ για τα εμβαδά των οποίων ισχύει |ΕΘ|/|ΝΠ| = 𝜐ΔΓ/𝜐ΒΑ. Θα
δείξουμε ότι |ΑΒ| = |ΓΔ|.

Πράγματι, καθώς οι απέναντι έδρες σε ένα στερεό παραλληλεπίπεδο
είναι ίσα παραλληλόγραμμα (Π, σελ. ), έχουμε ότι |ΕΘ|/|ΝΠ| =
|ΖΚ|/|ΞΡ|.

Όμως τα ΑΒ και ΒΤ είναι ισοϋψή όπως και τα ΓΔ και ΔΨ οπότε από
την προηγούμενη έπεται |ΖΚ|/|ΞΡ| = 𝜐ΔΨ/𝜐ΒΤ.

Άρα τα εμβαδά των βάσεών των στερεών παραλληλεπίπεδων ΒΤ και
ΔΨ είναι αντίστροφα ανάλογα με τα ύψη τους, και καθώς τα στερεά αυτά
είναι ορθογώνια, σύμφωνα με την η περίπτωση της απόδειξης, έπεται ότι
είναι και ισοδύναμα. Δηλαδή, |ΒΤ| = |ΔΨ|.

Όμως, |ΒΤ| = |ΒΑ| καθώς είναι ισοϋψή με κοινή βάση την ΖΚ και από
την οποία οι ακμές δεν καταλήγουν στις ίδιες ευθείες (Π, σελ. ).

Ομοίως, επειδή τα ΔΨ και ΔΓ είναι ισοϋψή με κοινή βάση την ΞΡ (από
την οποία οι ακμές δεν καταλήγουν στην ίδια ευθεία) είναι και |ΔΨ| = |ΔΓ|.

Έτσι, από τις τρεις τελευταίες ισότητες παίρνουμε |ΑΒ| = |ΒΤ| = |ΔΨ| =
|ΔΓ|, δηλαδή τα ΑΒ και ΔΓ είναι ισοδύναμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 35 () Έστω δύο επίπεδες ίσες γωνίες και έστω ότι από τις
κορυφές τους άγονται ευθείες, που δεν βρίσκονται στα επίπεδα των γωνιών,
σχηματίζοντας με τις πλευρές τους ίσες γωνίες. Αν από τυχόντα σημεία των
ευθειών αυτών αχθούν κάθετες προς τα επίπεδα των γωνιών τότε οι ευθείες
που διέρχονται από τα σημεία τομής των παραπάνω καθέτων με τα επίπεδα
των γωνιών και τις κορυφές τους σχηματίζουν με τις ευθείες που δεν βρίσκονται
στα επίπεδα των γωνιών και που έχουν αχθεί από τις κορυφές τους ίσες γωνίες.
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Απόδειξη. Έστω οι ευθύγραμμες
γωνίες ΒΑ̂Γ = ΕΔ̂Ζ (στμ: χάριν
απλότητας θεωρούμε ότι οι γωνίες
βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο).

Από τις κορυφές τους Α και
Δ φέρνουμε τις ΑΗ και ΔΜ που
δεν βρίσκονται στο επίπεδο των
γωνιών και που σχηματίζουν με
τις πλευρές των παραπάνω γω-
νιών ίσες γωνίες. Δηλαδή ισχύουν
ΜΔ̂Ε = ΗΑ̂Β και ΜΔ̂Ζ = ΗΑ̂Γ, με
τα Η και Μ να είναι τυχόντα σημεία

των ευθειών που έχουν αχθεί από τα Α και Δ.
Από τα Η και Μ φέρνουμε τις ΗΛ και ΜΝ κάθετες στο επίπεδο των ΒΑ̂Γ

και ΕΔ̂Ζ. Στην συνέχεια φέρνουμε και τις ΛΑ και ΔΝ.
Ισχυρίζομαι ότι ΗΑ̂Λ = ΜΔ̂Ν.
Θεωρούμε το Θ στην ΑΗ ώστε ΑΘ = ΔΜ και από το Θ φέρνουμε την

παράλληλη στην ΗΛ που τέμνει το επίπεδο των γωνιών στο Κ. Καθώς
ΗΛ ⟂ ΒΑΓ και ΘΚ ⫽ ΗΛ είναι και ΘΚ ⟂ ΒΑΓ (Π, σελ. ).

Από τα Κ και Ν φέρνουμε τώρα τις ΚΓ, ΚΒ, ΝΖ, ΝΕ κάθετες στις ΑΓ,
ΑΒ, ΔΖ και ΔΕ αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΘΓ, ΓΒ, ΜΖ και ΖΕ.

Τότε, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) είναι ΘΑ2 =
ΘΚ2 + ΚΑ2 και ΚΑ2 = ΚΓ2 + ΓΑ2. Άρα ΘΑ2 = ΘΚ2 + ΚΓ2 + ΓΑ2.

ΚαθώςΘΚ2+ΚΓ2 = ΘΓ2 από την προηγούμενη ισότητα έπεταιΘΑ2 =
ΘΓ2+ΓΑ2, οπότε από το Αντίστροφο του Πυθαγορείου Θεωρήματος (Β,
Π, σελ. ) , συμπεραίνουμε ότι ΘΓ̂Α = 1 ορθή. Ομοίως αποδεικνύεται
και ότι ΔΖ̂Μ = 1 ορθή. Συνεπώς, ΑΓ̂Θ = ΔΖ̂Μ = 1 ορθή, ενώ είναι και
ΘΑ̂Γ = ΜΔ̂Ζ.

Τότε τα τρίγωνα ΜΔΖ και ΘΑΓ είναι ίσα καθώς ΔΖ̂Μ = ΑΓ̂Θ, ΜΔ̂Ζ =
ΘΑ̂Γ και ΘΑ = ΜΔ (Β, Π, σελ. ). Άρα είναι και ΑΓ = ΔΖ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΑΒ = ΔΕ. Πράγματι, φέρνουμε τις ΘΒ
και ΜΕ, οπότε όπως προηγουμένως, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β,
Π, σελ. ) παίρνουμε ΑΘ2 = ΑΚ2 + ΚΘ2 και ΑΚ2 = ΑΒ2 + ΒΚ2.

Επειδή τώρα ΒΚ2 + ΚΘ2 = ΒΘ2 (καθώς ΘΚ̂Β = 1 ορθή) από την
προηγούμενη ισότητα έπεται ότι ΑΘ2 = ΑΒ2+ΒΘ2. Έτσι, ΑΒ̂Θ = 1 ορθή
(Β, Π, σελ. ).

Ομοίως ΔΕ̂Μ = 1 ορθή και άρα ΑΒ̂Θ = ΔΕ̂Μ, ενώ από την υπόθεση
έχουμε και ότι ΒΑ̂Θ = ΕΔ̂Μ.

Τότε τα τρίγωνα ΒΑΘ και ΕΔΜ είναι ίσα καθώς έχουν ΑΒ̂Θ = ΔΕ̂Μ,
ΒΑ̂Θ = ΕΔ̂Μ και ΑΘ = ΔΜ (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΒ = ΔΕ.
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Όμως και τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσα διότι έχουν ΑΓ = ΔΖ,
ΑΒ = ΔΕ και ΓΑ̂Β = ΖΔ̂Ε (Β, Π, σελ. ). Άρα ισχύουν ΒΓ = ΕΖ και
ΑΓ̂Β = ΔΖ̂Ε.

Τότε, καθώς ΑΓ̂Κ = ΔΖ̂Ν = 1 ορθή είναι και ΒΓ̂Κ = ΕΖ̂Ν, ενώ ομοίως
αποδεικνύεται και ότι ΓΒ̂Κ = ΖΕ̂Ν.

Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΒΓΚ και ΕΖΝ παρατηρούμε ότι έχουν
ΒΓ̂Κ = ΕΖ̂Ν, ΓΒ̂Κ = ΖΕ̂Ν και ΒΓ = ΕΖ, οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).
Έτσι, ΓΚ = ΖΝ.

Είναι όμως ίσα και τα τρίγωνα ΑΓΚ και ΔΖΝ καθώς ΓΚ = ΖΝ, ΑΓ = ΔΖ
και ΑΓ̂Κ = ΔΖ̂Ν = 1 ορθή (Β, Π, σελ. ). Άρα είναι και ΑΚ = ΔΝ.

Τώρα επειδή ΑΘ = ΔΜ είναι και ΑΘ2 = ΔΜ2, ενώ από το Πυθαγόρειο
Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) είναι ΑΘ2 = ΑΚ2 + ΚΘ2 διότι ΑΚ̂Θ = 1 ορθή
και ΔΜ2 = ΔΝ2 + ΝΜ2 διότι ΔΜ̂Ν = 1 ορθή.

Έτσι, ΑΚ2 + ΚΘ2 = ΔΝ2 + ΝΜ2, από όπου παίρνουμε ΚΘ2 = ΝΜ2
διότι ΑΚ2 = ΔΝ2 (καθώς ΑΚ = ΔΝ). Άρα ΘΚ = ΜΝ.

Τότε όμως, από την Β, Π, σελ.  έπεται ότι τα τρίγωναΘΑΚ καιΜΔΝ
είναι ίσα καθώς ΘΑ = ΜΔ, ΑΚ = ΔΝ και ΘΚ = ΜΝ. Άρα ΘΑ̂Κ = ΜΔ̂Ν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 24 Από ταπαραπάνω είναι φανερό ότι αν δύο επίπεδες γωνίες είναι
ίσες και αχθούν προς τις κορυφές τους ίσα και πλάγια ευθύγραμμα τμήματα
χωρίς να βρίσκονται στα επίπεδα των γωνιών σχηματίζοντας με τις πλευρές
των γωνιών ίσες γωνίες, τότε οι κάθετες προς τα επίπεδα των γωνιών που
άγονται από τα άκρα των ίσων πλάγιων τμημάτων που δεν βρίσκονται στο
επίπεδο των γωνιών και που έχουν αχθεί από τις κορυφές των γωνιών, είναι
ίσες μεταξύ τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 36 () Αν τρία τμήματα (στμ: τα μήκη τους) είναι σε συνεχή
αναλογία τότε το στερεό παραλληλεπίπεδο με διαστάσεις τα τμήματα αυτά
είναι ισοδύναμο με το ισογώνιο με αυτό στερεό παραλληλεπίπεδο του οποίου
κάθε ακμή είναι ίση με τα δεύτερο τμήμα. (στμ: αν 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 τότε 𝛼⋅𝛽 ⋅𝛾 =
𝛽3.)

𝛼 𝛽 𝛾

Δ

ΕΖ
Η

Θ
Κ

ΛΜ

Ν
Ξ Ν

Απόδειξη. Έστω τα τμήματα
𝛼, 𝛽 και 𝛾 που βρίσκονται
σε συνεχή αναλογία. Δηλαδή
ισχύει 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾.

Ισχυρίζομαι ότι το στερεό
παραλληλεπίπεδο με διαστά-
σεις 𝛼, 𝛽 και 𝛾 είναι ισοδύ-
ναμο με το ισογώνιο με αυτό
παραλληλεπίπεδο που είναι ισόπλευρο με διαστάσεις 𝛽, 𝛽 και 𝛽.



 Μέρος Ι

Κατασκευάζουμε την στερεά γωνία κορυφής Ε που περιέχεται στα επί-
πεδα ΔΕΗ, ΗΕΖ και ΖΕΔ ενώ τα Δ, Ζ και Η λαμβάνονται ώστε ΔΕ = ΗΕ =
ΕΖ = 𝛽.

Στην συνέχεια συμπληρώνουμε το στερεό παραλληλεπίπεδο ΕΚ ώστε
ΛΜ = 𝛼, στην κορυφή Λ να υπάρχει στερεά γωνία ίση με την στερεά
γωνία κορυφής Ε και να περιέχεται στις επίπεδες γωνίες ΝΛ̂Ξ και ΞΛ̂Μ
και ΜΛ̂Ν ενώ τα Ν και Ξ λαμβάνονται ώστε ΛΞ = 𝛽 και ΛΝ = 𝛾.

Τότε καθώς 𝛼/𝛽 = 𝛽/𝛾 είναι και ΛΜ/ΕΖ = ΔΕ/ΛΝ.
Συνεπώς στα παραλληλόγραμμα ΜΝ και ΔΖ οι πλευρές των ίσων γω-

νιών ΝΛ̂Μ και ΔΕ̂Ζ είναι αντίστροφα ανάλογες οπότε τα δύο αυτά πα-
ραλληλόγραμμα είναι ισεμβαδικά (Β, Π, σελ. ), δηλαδή |ΜΝ| = |ΔΖ|.

Τώρα επειδή ΔΕ̂Ζ = ΝΛ̂Μ και από τις κορυφές τους άγονται τα ίσα
τμήματα ΛΞ = ΕΗ που βρίσκονται εκτός του επιπέδου των γωνιών και
που σχηματίζουν ίσες γωνίες με τις πλευρές των ΔΕ̂Ζ = ΝΛ̂Μ έπεται ότι
οι κάθετες που άγονται από τα Η και Ξ προς τα επίπεδα ΝΛΜ και ΔΕΖ
είναι ίσες (Πόρισμα Π, σελ. ).

Συνεπώς τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΛΘ και ΕΚ είναι ισοϋψή και οι
βάσεις τους έχουν ίσα εμβαδά καθώς δείξαμε παραπάνω ότι |ΜΝ| = |ΕΚ|
οπότε έπεται ότι είναι και ισοδύναμα (Π, σελ. ), δηλαδή ισχύει |ΛΘ| =
|ΕΚ|.

Άρα, το στερεό παραλληλεπίπεδο ΛΘ με διαστάσεις τα 𝛼, 𝛽 και 𝛾 είναι
ισοδύναμο με το ισογώνιο με αυτό στερεό παραλληλεπίπεδο ΕΚ που έχει
ίσες ακμές μήκους 𝛽· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 37 () Αν τέσσαρα ευθύγραμμα είναι ανάλογα (στμ: τα μήκη
τους)τότεταστερεάπαραλληλεπίπεδαπουείναιόμοιακαιομοίωςαναγραφό-
μενα (στμ: που κατασκευάζονται όμοια και ομοίως κείμενα) έχουνανάλογους
όγκους.

Ισχύει και το αντίστροφο: αν τα στερεά παραλληλεπίπεδα που είναι όμοια
και ομοίως αναγραφόμενα από τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα, έχουν ανάλο-
γους όγκους τότε τα τέσσαρα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα.

Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ και ΗΘ που
είναι ανάλογα, δηλαδή ισχύει ότι ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ.

Από τα τμήματα αυτά κατασκευάζουμε τα όμοια και ομοίως κείμενα
στερεά παραλληλεπίπεδα ΚΑ, ΛΓ, ΜΕ και ΝΗ. Ισχυρίζομαι ότι για τους
όγκους των στερεών αυτών ισχύει ότι |ΚΑ|/|ΛΓ| = |ΜΕ|/|ΝΗ|.

Καθώς τα ΚΑ και ΛΓ είναι όμοια έπεται ότι ισχύει:

|ΚΑ|
|ΛΓ| = (ΑΒ

ΓΔ)
3

(Π, σελ. ).



Βιβλίο 11ο 

Ομοίως, καθώς τα ΜΕ και ΝΗ είναι όμοια, έχουμε:
|ΜΕ|
|ΝΗ| = ( ΕΖ

ΗΘ)
3

Από την υπόθεση έχουμε όμως ότι ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ και άρα από τις δύο
προηγούμενες ισότητες έπεται η αποδεικτέα.

Α Β Γ Δ

Ε Ζ

Η Θ

Κ
Λ

Μ Ν

(Αντίστροφο) Έστω τώρα ότι για τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΑΚ,
ΛΓ, ΜΕ και ΝΗ που είναι όμοια και ομοίως κείμενα ισχύει |ΑΚ|/|ΛΓ| =
|ΜΕ|/|ΝΗ|. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ.

Πράγματι, καθώς τα ΑΚ και ΛΓ είναι όμοια ισχύει
|ΚΑ|
|ΛΓ| = (ΑΒ

ΓΔ)
3

(Π, σελ. ). Ομοίως, καθώς τα ΜΕ και ΝΗ είναι όμοια έχουμε:
|ΜΕ|
|ΝΗ| = ( ΕΖ

ΗΘ)
3
.

Από τις δύο παραπάνω ισότητες, καθώς |ΑΚ|/|ΛΓ| = |ΜΕ|/|ΝΗ|, προκύ-
πτει ότι

(ΑΒ
ΓΔ)

3
= ( ΕΖ

ΗΘ)
3

και άρα ΑΒ/ΓΔ = ΕΖ/ΗΘ.
Συνεπώς, αν τέσσαρα ευθύγραμμα είναι ανάλογα τότε τα στερεά πα-

ραλληλεπίπεδα που είναι όμοια και ομοίως αναγραφόμενα έχουν ανάλο-
γους όγκους και αντιστρόφως· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 38 () Ανοιαπέναντιπλευρέςτωνεδρώνενόςκύβουδιχοτομηθούν
και από τα μέσα των πλευρών αυτών διέλθουν δύο επίπεδα, τότε η κοινή τομή
των επιπέδων αυτών και η διαγώνιος του κύβου διχοτομούνται.
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Απόδειξη. Έστω οι απέναντι έδρες ΓΖ και
ΑΘ του κύβου ΑΖ των οποίων οι πλευρές
ΓΕ, ΕΖ, ΖΔ, ΔΓ και ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ, ΒΑ έχουν
διχοτομηθεί από τα σημεία Λ, Ο, Κ, Ξ, Ν,
Ρ, Μ και Π αντίστοιχα.

Θεωρούμε ακόμα τα επίπεδα ΚΝ και
ΞΡ που διέρχονται από τα παραπάνω
σημεία και έστω ΥΣ η κοινή τομή τους.

Ισχυρίζομαι ότι η διαγώνιος ΔΗ του
κύβου ΑΖ και η ΥΣ διχοτομούνται. Δη-
λαδή, αν Τ είναι το σημείο τομής των ΔΗ

και ΥΣ τότε ισχύουν ΥΤ = ΤΣ και ΔΤ = ΤΗ (στμ: τα ΥΣ και ΔΗ τέμνο-
νται γιατί και τα δύο βρίσκονται στο επίπεδο ΔΒΗΕ, αφού παρακάτω θα
δειχθεί ότι ΒΗ ⫽ ΔΕ).

Φέρνουμε τις ΔΥ, ΥΕ, ΒΣ και ΣΗ. Τότε επειδή ΔΞ ⫽ Ο𝐸 έπεται ότι
ΔΞ̂Υ = ΥΟ̂Ε ως εντός εναλλάξ (Β, Π, σελ. ).

Τότε όμως τα τρίγωνα ΔΞΥ και ΟΥΕ είναι ίσα καθώς ΔΞ = ΟΕ, ΞΥ = ΥΟ
και ΔΞ̂Υ = ΥΟ̂Ε (Β, Π, σελ. ). Έτσι, ΔΥ = ΥΕ και ΞΥ̂Δ = ΟΥ̂Ε οπότε
η ΔΥΕ είναι ευθεία.

Ομοίως και η ΒΣΗ είναι ευθεία με ΒΣ = ΣΗ.
Επειδή τώρα ΓΑ ⫽ ΔΒ και ΓΑ ⫽ ΕΗ είναι και ΔΒ ⫽ ΕΗ (Π, σελ. ).
Τότε όμως είναι και ΔΕ⫽ ΒΗ (Β, Π, σελ. ) και άρα ΕΔ̂Τ = ΒΗ̂Τ ως

εντός εναλλάξ (Β, Π, σελ. ).
Επιπλέον είναι και ΔΤ̂Υ = ΗΤ̂Σ ως κατακορυφήν (Β, Π, σελ. ).
Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΔΤΥ και ΗΤΣ παρατηρούμε ότι έχουν

ΔΤ̂Υ = ΗΤ̂Σ, ΣΗ̂Τ = ΥΔ̂Τ (διότι ΕΔ̂Τ = ΒΗ̂Τ) και ΔΥ = ΗΣ (ως μισά των
ίσων τμημάτων ΔΕ = ΒΗ). Άρα είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και επομένως
ισχύουν ΔΤ = ΤΗ και ΥΤ = ΤΣ.

Συνεπώς, αν οι πλευρές των απέναντι εδρών κύβου διχοτομηθούν και
από τα μέσα των πλευρών αυτών διέλθουν επίπεδα τότε η κοινή τομή
των επιπέδων αυτών και η διαγώνιος του κύβου διχοτομούνται· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 39 () Αν δύο ισοϋψή πρίσματα έχουν βάσεις ένα τρίγωνο και
ένα παραλληλόγραμμο αντίστοιχα, έτσι ώστε το εμβαδόν του παραλληλο-
γράμμου να είναι διπλάσιο από το εμβαδόν του τριγώνου, τότε τα πρίσματα
αυτά είναι ισοδύναμα.
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Απόδειξη. Έστω τα ισοϋψή πρί-
σματα ΒΔΖΕΑΓ και ΜΝΚΘΗΛ
με βάσεις το παραλληλόγραμμο
ΑΖ και το τρίγωνο ΗΘΚ αντί-
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στοιχα. Υποθέτουμε ακόμα ότι |ΑΖ| = 2 ⋅ |ΗΘΚ|. Ισχυρίζομαι ότι
|ΒΔΖΕΑΓ| = |ΜΝΚΘΗΛ|.

Συμπληρώνουμε τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΑΞ και ΗΟ.
Τότε καθώς |ΑΖ| = 2 ⋅ |ΗΘΚ| και |ΘΚ| = 2 ⋅ |ΗΘΚ| είναι και |ΑΖ| = |ΘΚ|.
Τότε όμως ισχύει |ΑΞ| = |ΗΟ| διότι είναι ισοϋψή και οι βάσεις τους ΑΖ

και ΘΚ έχουν ίσα εμβαδά (Π, σελ. ).
Αλλά |ΒΔΖΕΑΓ| = |ΑΞ|/2 και |ΜΝΚΘΗΛ| = |ΗΟ|/2 οπότε |ΒΔΖΕΑΓ| =

|ΜΝΚΘΗΛ|.
Συνεπώς, αν δύο πρίσματα είναι ισοϋψή με βάσεις ένα τρίγωνο και

ένα παραλληλόγραμμο αντίστοιχα, έτσι ώστε το εμβαδόν του παραλλη-
λογράμμου να είναι διπλάσιο από το εμβαδόν του τριγώνου, τότε τα
πρίσματα αυτά είναι ισοδύναμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 1 () Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων πολυγώνων που είναι
εγγεγραμμένα σε δύο κύκλους είναι ίσος με τον λόγο των τετραγώνων των
διαμέτρων των κύκλων αυτών. Α

Β

Γ
Δ

Ε

Κ

Η
ΝΜ

Λ

Θ

ΖΑπόδειξη. Έστω οι κύκλοι ΑΒΓ
και ΖΗΘ στους οποίους είναι
εγγεγραμμένα τα όμοια πεντά-
γωνα ΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΚΛ (στμ:
ο Ευκλείδης επιλέγει να αποδεί-
ξει την παραπάνω πρόταση για
δύο όμοια πεντάγωνα, η από-
δειξη γενικεύεται εύκολα για οποιαδήποτε όμοια πολύγωνα).

Αν ΒΜ και ΗΝ είναι οι διάμετροι των κύκλων ΑΒΓ και ΖΗΘ αντίστοιχα
ισχυρίζομαι ότι ΒΜ2/ΗΝ2 = |ΑΒΓΔΕ|/|ΖΗΘΚΛ|.

Φέρνουμε τις ΒΕ,ΑΜ, ΗΛ και ΖΝ. Τότε καθώς ταΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΚΛ είναι
όμοια με ΒΑ̂Ε = ΗΖ̂Λ από τον ορισμό της ομοιότητας (Β, Ορ, σελ. )
έπεται ότι ΒΑ/ΑΕ = ΗΖ/ΖΛ.

Τότε τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΗΖΛ έχουν μια γωνία ίση και οι πλευρές τους
που περιέχουν τις ίσες γωνίες είναι ανάλογες και άρα είναι ισογώνια (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς ΑΕ̂Β = ΖΛ̂Η.

Αλλά ΑΕ̂Β = ΑΜ̂Β καθώς είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στο ίδιο
τόξο ⏜ΑΒ (Β, Π, σελ. ) ενώ ομοίως προκύπτει και ότι ΖΛ̂Η = ΖΝ̂Η.

Από τις παραπάνω παίρνουμε ΑΜ̂Β = ΖΝ̂Η.
Καθώς ΒΑ̂Μ = ΗΖ̂Ν = 1 ορθή έπεται ότι ΑΒ̂Μ = ΖΗ̂Ν, οπότε τα

τρίγωνα ΑΒΜ και ΖΗΝ είναι ισογώνια, και άρα ισχύει ΒΜ/ΗΝ = ΒΑ/ΗΖ
(Β, Π, σελ. ).

Αλλά
(ΒΜ
ΗΝ)

2
= ΒΜ2

ΗΝ2 και (ΒΑ
ΗΖ)

2
= |ΑΒΓΔΕ|

|ΖΗΘΚΛ|
διότι το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας δύο όμοιων σχημάτων είναι
ίσο με τον λόγο των εμβαδών τους (Β, Π, σελ. ).

Από τις παραπάνω προκύπτει
ΒΜ2

ΗΝ2 = |ΑΒΓΔΕ|
|ΖΗΘΚΛ|
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Συνεπώς, ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων πολυγώνων που είναι εγγε-
γραμμένα σε δύο κύκλους είναι ίσος με τον λόγο των τετραγώνων των
διαμέτρων των κύκλων αυτών· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 2 () Ο λόγος των εμβαδών δύο κύκλων είναι ίσος με τον λόγο
των τετραγώνων των διαμέτρων τους.
Απόδειξη. Έστω οι κύκλοι ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ με διαμέτρους τις ΒΔ και ΖΘ
αντίστοιχα. Αν Ε1 και Ε2 είναι τα εμβαδά των κύκλων ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ
αντίστοιχα, ισχυρίζομαι ότι ισχύει Ε1/Ε2 = ΒΔ2/ΖΘ2.

Αν υποθέσουμε ότι δεν ισχύει η παραπάνω τότε ο λόγος ΒΔ2/ΖΘ2 θα
είναι ίσος με τον λόγο του Ε1 προς το εμβαδόν ενός χωρίου Σ που είναι
είτε μικρότερο είτε μεγαλύτερο από το εμβαδόν Ε2 του κύκλου ΕΖΗΘ.

1η περίπτωση: ΒΔ2/ΖΘ2 = Ε1/|Σ| με |Σ| < Ε2.
Εγγράφουμε στον κύκλο ΕΖΗΘ το τετράγωνο ΕΖΗΘ οπότε |ΕΖΗΘ| >

Ε2/2 καθώς αν φέρουμε τις εφαπτόμενες του κύκλου στα Ε, Ζ, Η και Θ
τότε το εμβαδόν |ΕΖΗΘ| του εγγεγραμμένου τετραγώνου ΕΖΗΘ είναι ίσο
με το μισό του εμβαδού του περιγεγραμμένου τετραγώνου το οποίο είναι
μεγαλύτερο από το εμβαδόν του κύκλου ΕΖΗΘ.

Στην συνέχεια διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΕΖ, ⏜ΖΗ, ⏜ΗΘ και ⏜ΘΕ λαμβάνοντας
τα σημεία τους Κ, Λ, Μ και Ν αντίστοιχα ενώ φέρνουμε και τις ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ,
ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ και ΝΕ.
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Τότε όμως το εμβαδόν καθενός από τα τρίγωνα ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ και ΘΝΕ
είναι μεγαλύτερο από το μισό του αντίστοιχου του τμήματος του κύκλου
ΕΖΗΘ που ανιστοιχεί σε αυτό διότι αν φέρουμε τις εφαπτομένες του κύ-
κλου στα Κ, Λ, Μ και Ν συμπληρώνοντας τα επί των ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ και
ΘΕ παραλληλόγραμμα καθένα από τα παραπάνω τρίγωνα έχει εμβαδόν
ίσο με το μισό του αντίστοιχου παραλληλογράμμου ενώ το αντίστοιχο
τμήμα του κύκλου ΕΖΗΘ έχει εμβαδόν μικρότερο από το εμβαδόν του
παραλληλογράμμου αυτού.

Ώστε το εμβαδόν καθενός από τα τρίγωνα ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ και ΘΝΕ
είναι μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του αντίστοιχου με αυτό τμή-
ματος του κύκλου ΕΖΗΘ.
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Επαναλαμβάνουμε συνεχώς την ίδια διαδικασία διχοτομώντας τα προ-
κύπτοντα τόξα και φέρνοντας τις εφαπτομένες του κύκλου στα σημεία που
διχοτομούν τα τόξα και έτσι θα απομείνουν στο τέλος τμήματα του κύκλου
ΕΖΗΘ με εμβαδόν μικρότερο από την διαφορά των εμβαδών του κύκλου
ΕΖΗΘ και του χωρίου Σ, δηλαδή την Ε2 − |Σ|.

Πράγματι, σύμφωνα με την (Β, Π, σελ. ) όταν δοθούν δύο άνισα
μεγέθη και από το μεγαλύτερο αφαιρείται συνεχώς ένα μέγεθος που εί-
ναι μεγαλύτερο από το μισό του τότε το μέγεθος που προκύπτει είναι
μικρότερο από το μικρότερο των μεγεθών που έχουν δοθεί.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι απομένουν τα τμήματα ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ,
ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ και ΝΕ του κύκλου ΕΖΗΘ το εμβαδόν των οποίων είναι
μικρότερο από την διαφορά Ε2 − |Σ|.

Τότε όμως |ΕΚΖΛΗΜΘΝ| > |Σ|.
Στην συνέχεια εγγράφουμε στον κύκλοΑΒΓΔ το πολύγωνοΑΞΒΟΓΠΔΡ

όμοιο προς το ΕΚΖΛΗΜΘΝ, οπότε ισχύει
|ΑΞΒΟΓΠΔΡ|
|ΕΚΖΛΗΜΘΝ| =

ΒΔ2

ΖΘ2
(Π, σελ. ) . Είναι όμως

ΒΔ2

ΖΘ2 = Ε1
|Σ| ,

και άρα |ΑΞΒΟΓΠΔΡ|
|ΕΚΖΛΗΜΘΝ| =

Ε1
|Σ|

ή Ε1
|ΑΞΒΟΓΠΔΡ| =

|Σ|
|ΕΚΖΛΗΜΘΝ|

(Β, Π, σελ. ).
Καθώς Ε1 > |ΑΞΒΟΓΠΔΡ| έπεται και ότι |Σ| > |ΕΚΖΛΗΜΘΝ| που όμως

είναι αδύνατον καθώς παραπάνω δείξαμε ότι |ΕΚΖΛΗΜΘΝ| > |Σ|.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει

ΒΔ2

ΖΘ2 = Ε1
|Σ| , και |Σ| < Ε2.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει
ΖΘ2

ΒΔ2 = Ε2
|Σ| , και |Σ| < Ε1.

2η περίπτωση: ΒΔ2/ΖΘ2 = Ε1/|Σ| με |Σ| > Ε2.
Αν υποθέσουμε ότι ισχύει

ΒΔ2

ΖΘ2 = Ε1
|Σ| και |Σ| > Ε2

τότε, ισχύει και ΖΘ2

ΔΒ2 = |Σ|
Ε1
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(Πόρισμα Β, Π, σελ. ).
Αλλά σύμφωνα με το παρακάτω λήμμα είναι

|Σ|
Ε1

= Ε2
|Τ|

για κάποιο χωρίο Τ με |Τ| < Ε1. Συνεπώς,
ΖΘ2

ΔΒ2 = Ε2
|Τ| και |Τ| < Ε1

που όμως είναι αδύνατον να συμβαίνει όπως αποδείξαμε στην η περί-
πτωση της απόδειξης.

Άρα, είναι αδύνατον να ισχύει
ΒΔ2

ΖΘ2 = Ε1
|Σ| και |Σ| > Ε2

και επομένως έπεται τελικά ότι
ΒΔ2

ΖΘ2 = Ε1
Ε2

.
Συνεπώς, ο λόγος των εμβαδών δύο κύκλων είναι ίσος με τον λόγο των
τετραγώνων των διαμέτρων τους.

Λήμμα 15 Αν για το χωρίο Σ ισχύει |Σ| > Ε2 τότε για κάποιο χωρίο Τ με
|Τ| < Ε1 ισχύει |Σ|

Ε1
= Ε2

|Τ|
Απόδειξη. Πράγματι, έστω ότι για το χωρίο Τ ισχύει

|Σ|
Ε1

= Ε2
|Τ|

Ισχυρίζομαι ότι |Τ| < Ε1.
Όμως |Σ|

Ε2
= Ε1

|Τ| ,
(Β, Π, σελ. ) από όπου βέβαια, καθώς |Σ| > Ε2, έπεται και ότι
Ε1 > |Τ| (Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Κάθε πυραμίδα με βάση τρίγωνο διαιρείται σε δύο ίσες
τριγωνικές πυραμίδες που είναι όμοιες με την αρχική και σε δύο ισοδύναμα
πρίσματα.

Οι όγκοι των ισοδύναμων αυτών πρισμάτων έχουν άθροισμα μεγαλύτερο
από το μισό του όγκου της αρχικής πυραμίδας.

Απόδειξη. Θεωρούμε την πυραμίδα ΑΒΓΔ με βάση το τρίγωνο ΑΒΓ και
κορυφή το Δ. Ισχυρίζομαι ότι αυτή διαιρείται σε δύο ίσες τριγωνικές πυ-
ραμίδες που είναι όμοιες με την αρχική πυραμίδα και σε δύο ισοδύναμα
πρίσματα με όγκο μεγαλύτερο από το μισό του συνολικού όγκου της
αρχικής πυραμίδας.
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Διχοτομούμε τιςΑΒ, ΒΓ, ΓΑ,ΑΔ,ΔΒ,
ΔΓ και έστω Ε, Ζ, Η, Θ, Κ, Λ τα μέσα
τους αντίστοιχα.

Επειδή ΑΕ = ΕΒ και ΑΘ = ΔΘ
έπεται ότι ΕΘ⫽ΔΒ (Β, Π, σελ. ).
Ομοίως είναι και ΘΚ ⫽ ΑΒ οπότε το
ΘΕΒΚ είναι παραλληλόγραμμο και άρα
ΘΚ = ΕΒ (Β, Π, σελ. ).

Καθώς ΕΒ = ΕΑ έπεται ότι ΑΕ =
ΘΚ.

Ακόμα είναι ΕΑ̂Θ = ΚΘ̂Δ (Β, Π,
σελ. ), οπότε τα τρίγωνα ΕΑΘ και
ΚΘΔ έχουν ΕΑ = ΚΘ, ΑΘ = ΘΔ και ΕΑ̂Θ = ΚΘ̂Δ. Έτσι είναι ίσα (και
όμοια) και άρα ΕΘ = ΚΔ (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως και τα τρίγωνα ΑΘΗ και ΘΛΔ είναι ίσα και όμοια.
Τότε όμως δυο τεμνόμενες ευθείες (οι ΕΘ και ΘΗ) είναι παράλληλες με

δύο άλλες τεμνόμενες ευθείες (τις ΚΔ και ΔΛ) χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο
επίπεδο με αυτές. Άρα, οι αντίστοιχες γωνίες που περιέχονται σε αυτές
είναι ίσες (Β, Π, σελ. ). Δηλαδή, ΕΘ̂Η = ΚΔ̂Λ.

Έτσι, τα τρίγωνα ΕΘΗ και ΚΔΛ έχουν ΕΘ = ΚΔ, ΘΗ = ΔΛ και ΕΘ̂Η =
ΚΔ̂Λ και άρα είναι ίσα και όμοια (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως και τα τρίγωνα ΑΕΗ και ΘΚΛ είναι ίσα και όμοια και άρα
η πυραμίδα με βάση ΑΕΗ και κορυφή το Θ είναι ίση και όμοια με την
πυραμίδα με βάση ΘΚΛ και κορυφή το Δ (Β, Ορ, σελ. ).

Στο ΑΔΒ πάλι είναι ΘΚ⫽ΑΒ οπότε το ΑΔΒ είναι ισογώνιο με το ΔΘΚ
(Β, Π, σελ. ) και έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και άρα είναι όμοια
(Β, Ορ, σελ. ).

Ομοίως, και το ΔΒΓ είναι όμοιο με το ΔΚΛ όπως και το ΑΔΓ με το ΔΛΘ.
Επιπλέον, οι τεμνόμενες ΒΑ και ΑΓ είναι παράλληλες με τις ΚΘ και

ΘΛ αντίστοιχα χωρίς να βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο με αυτές. Έτσι, οι
αντίστοιχες γωνίες που σχηματίζονται από αυτά τα ζεύγη τεμνόμενων
ευθειών είναι ίσες, δηλαδή ΒΑ̂Γ = ΚΘ̂Λ (Β, Π, σελ. ).

Καθώς ΒΑ
ΑΓ = 2 ⋅ ΚΘ

2 ⋅ ΘΛ = ΚΘ
ΘΛ

έπεται ότι τα ΑΒΓ και ΘΚΛ είναι όμοια (Β, Π, σελ. ).
Τότε όμως η πυραμίδα με βάση ΑΒΓ και κορυφή το Δ είναι όμοια με

την πυραμίδα με βάση ΘΚΛ και κορυφή το Δ (Β, Ορ, σελ. ).
Παραπάνω όμως δείξαμε ότι η πυραμίδα με βάση ΘΚΛ και κορυφή το Δ

είναι όμοια με την πυραμίδα με βάση ΑΕΗ και κορυφή το Θ, οπότε καθεμιά
από τις πυραμίδες αυτές είναι όμοια με την πυραμίδα με βάση ΑΒΓ και
κορυφή το Δ.
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Επειδή τώρα ΒΖ = ΖΓ θα είναι |ΕΒΖΗ| = 2|ΗΖΓ| (Β, Π, σελ. ).
Τότε όμως υπάρχουν δύο ισοϋψή πρίσματα (αυτό που περιέχεται στα

τρίγωνα ΒΚΖ και ΕΘΗ και στα παραλληλόγραμμα ΕΒΖΗ, ΕΒΚΘ και ΘΚΖΗ
και αυτό που περιέχεται αντίστοιχα στα τρίγωνα ΗΖΓ και ΘΚΛ και στα
παραλληλόγραμμα ΛΓΗΘ καιΘΚΖΗ) που το ένα έχει βάση τρίγωνο ενώ το
άλλο έχει βάση παραλληλόγραμμο με διπλάσιο εμβαδόν από το εμβαδόν
του τριγώνου. Άρα τα δύο αυτά πρίσματα είναι ισοδύναμα (Β, Π,
σελ. ).

Φέρνοντας τις ΕΖ και ΕΚ παρατηρούμε ότι το πρίσμα με βάση το πα-
ραλληλόγραμμο ΕΒΖΗ που έχει απέναντι την ΘΚ έχει όγκο μεγαλύτερο
από τον όγκο της πυραμίδας με βάση το ΕΒΖ και κορυφή το Κ.

Καθώς η πυραμίδα αυτή είναι ισοδύναμη με την πυραμίδα βάσης ΑΕΗ
και κορυφής Θ (διότι αυτές περιέχονται σε ίσα και όμοια επίπεδα) συμπε-
ραίνουμε ότι το πρίσμα με βάση ΕΒΖΗ που έχει απέναντι την ΘΚ έχει όγκο
μεγαλύτερο από την πυραμίδα βάσης ΑΕΗ και κορυφής Θ.

Επίσης είναι φανερό ότι το πρίσμα με βάση το ΗΖΓ που έχει απέναντι
το ΘΚΛ έχει όγκο μεγαλύτερο από τον όγκο της πυραμίδας βάσης ΘΚΛ
και κορυφής Δ.

Άρα, τα δυο παραπάνω ισοδύναμα πρίσματα έχουν όγκο μεγαλύτερο
από το άθροισμα των όγκων των δύο ισοδύναμων πυραμίδων.

Συμβολίζοντας με 𝛼 τον όγκο καθενός από τα δύο ισοδύναμα πρίσματα
και με 𝛽 τον όγκο καθεμιάς από τις δύο ισοδύναμες πυραμίδες για τον όγκο
των πρισμάτων διαδοχικά έχουμε:

2𝛼 > 2𝛽
2𝛼 + 2𝛼 > 2𝛼 + 2𝛽

4𝛼 > |ΑΒΓΔ| (αφού |ΑΒΓΔ| = 2𝛼 + 2𝛽)

2𝛼 > |ΑΒΓΔ|
2 .

Συνεπώς, η αρχική πυραμίδα έχει διαιρεθεί σε δύο ίσες πυραμίδες όμοιες
με αυτήν και δύο ισοδύναμα πρίσματα ο όγκος των οποίων είναι μεγαλύ-
τερος από το μισό του όγκου της· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Αν καθεμιά από δύο ισοϋψείς πυραμίδες διαιρεθεί σε δύο
ίσες πυραμίδες όμοιες με την αρχική και σε δύο ισοδύναμα πρίσματα τότε ο
λόγος των εμβαδών των βάσεων των δύο αρχικών πυραμίδων είναι ίσος με τον
λόγο των αθροισμάτων των όγκων των πρισμάτων της κάθε πυραμίδας.

Απόδειξη. Έστω οι δύο ισοϋψείς πυραμίδες με βάσεις τα τρίγωνα ΑΒΓ και
ΔΕΖ και κορυφές τα Η και Θ αντίστοιχα.

Διαιρούμε καθεμιά από τις πυραμίδες αυτές σε δύο ίσες πυραμίδες όμοιες
προς την αρχική και δύο ισοδύναμα πρίσματα με τον τρόπο που εργα-
στήκαμε στην απόδειξη της προηγούμενης πρότασης.
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Ισχυρίζομαι ότι |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| =
(𝛼1 + 𝛼2)/(𝛽1 + 𝛽2) όπου 𝛼1 και
𝛼2 είναι οι όγκοι των δύο πρι-
σμάτων της πρώτης πυραμίδας
ενώ 𝛽1 και 𝛽2 είναι οι όγκοι των
δύο πρισμάτων της δεύτερης.

Αν Ξ και Λ είναι τα μέσα των
ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα τότε κα-
θώς ΒΞ = ΞΓ και ΑΛ = ΛΓ έπε-
ται ότι ΛΞ⫽ΑΒ και ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΛΞΓ είναι όμοια. Για τον ίδιο
λόγο και τα τρίγωνα ΔΕΖ και ΡΦΖ είναι όμοια. Ακόμα ισχύουν ΒΓ = 2ΞΓ
και ΕΖ = 2ΖΦ οπότε ΒΓ

ΞΓ = ΕΖ
ΖΦ,

και άρα από τα ΒΓ και ΞΓ έχουν αναγραφεί όμοια και ομοίως κείμενα ΑΒΓ
και ΛΞΓ ενώ από τα ΕΖ και ΖΦ τα ΔΕΖ και ΡΦΖ.

Συνεπώς, έπεται ότι |ΑΒΓ|/|ΛΞΓ| = |ΔΕΖ|/|ΡΦΖ| (Β, Π, σελ. ),
και εναλλάξ |ΑΒΓ|

|ΔΕΖ| =
|ΛΞΓ|
|ΡΦΖ|

(Β, Π, σελ. ).
Όμως ο λόγος |ΑΒΓ|/|ΛΞΓ| είναι ίσος με τον λόγο των πρισμάτων με

βάσειςΛΞΓ και ΡΦΖπου έχουν απέναντι έδρες τιςΟΜΝ καιΣΤΥ αντίστοιχα
σύμφωνα με το λήμμα που ακολουθεί στο τέλος της απόδειξης.

Έτσι ισχύει |ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛼1
𝛼2

Ο λόγος πάλι των όγκων των πρισμάτων αυτών είναι ίσος με τον λόγο
των όγκων των πρισμάτων με βάσεις τα παραλληλόγραμμα ΚΒΞΛ και
ΠΕΦΡ που έχουν απέναντι τις ΟΜ και ΣΤ αντίστοιχα καθώς τα πρίσματα
αυτά είναι ισοϋψή και η βάση τους ενός είναι τρίγωνο με εμβαδόν ίσο με
το μισό του εμβαδού της βάσης του άλλου (Β, Π, σελ. , Β, Π,
σελ.  και Π, σελ. ).

Δηλαδή |ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛼1
𝛽1

= 𝛼2
𝛽2

.
Και έτσι (Β, Π, σελ. ) ισχύει

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛼1 + 𝛼2
𝛽1 + 𝛽2

.
Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο την διαίρεση των πυραμίδων ΟΜΝΗ

και ΣΤΥΘ σε δύο ίσες πυραμίδες όμοιες με την αρχική και δύο ισοδύναμα
πρίσματα προκύπτει αντίστοιχα ότι

|ΟΜΝ|
|ΣΤΥ| = 𝛼3 + 𝛼4

𝛽3 + 𝛽4
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όπου με 𝛼3, 𝛼4 συμβολίζουμε τους όγκους των πρισμάτων της ΟΜΝΗ ενώ
με 𝛽3, 𝛽4 τους όγκους των πρισμάτων της ΣΤΥΘ.

Αλλά |ΟΜΝ|
|ΣΤΥ| = |ΑΒΓ|

|ΔΕΖ|
καθώς τα τρίγωνα ΟΜΝ και ΛΞΓ είναι ίσα όπως και τα ΣΤΥ και ΡΦΖ.

Συνεπώς,
|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛼1 + 𝛼2
𝛽1 + 𝛽2

= 𝛼3 + 𝛼4
𝛽3 + 𝛽4

= 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4
𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽4

Διαιρώνας συνεχώς τις υπολειπόμενες πυραμίδες σε δύο ίσες πυραμίδες
και δύο ισοδύναμα πρίσματα τελικά προκύπτει ότι:

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛼1 + 𝛼2 + … + 𝛼𝜈
𝛽1 + 𝛽2 + … + 𝛽𝜈

όπου 𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼𝜈 και 𝛽1, 𝛽2, …, 𝛽𝜈 είναι οι όγκοι των πρισμάτων που
περιέχονται στις πυραμίδες ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λήμμα 16 Ισχύει ότι ο λόγος των εμβαδών των τριγώνων ΛΞΓ και ΡΦΖ είναι
ίσοςμετονλόγοτωνόγκωντωνπρισμάτωνμεβάσεις ταΛΞΓκαιΡΦΖαπέναντι
έδρες τα ΟΜΝ και ΣΤΥ αντίστοιχα.
Απόδειξη. Πράγματι, αν από τα Η και Θ φέρουμε τις κάθετες στα επίπεδα
ΑΒΓ και ΔΕΖ τότε αυτές είναι ίσες καθώς οι πυραμίδες είναι ισοϋψείς. Τότε
οι ΗΓ και η κάθετη από το Η τέμνονται από τα παράλληλα επίπεδα ΑΒΓ
και ΟΜΝ και άρα τα τμήματα που ορίζονται σε αυτές είναι ανάλογα (Β,
Π, σελ. ).

Καθώς η ΗΓ έχει διχοτομηθεί από το ΟΜΝ κατά το σημείο Ν ομοίως
και η κάθετη στο ΑΒΓ από το Η διχοτομείται από το ΟΜΝ ενώ ομοίως
και η κάθετη στο ΔΕΖ από το Θ διχοτομείται από το επίπεδο ΣΤΥ.

Όμως οι κάθετες από τα Η και Θ προς τα ΑΒΓ και ΔΕΖ αντίστοιχα
είναι ίσες και άρα και οι κάθετες από τα τρίγωνα ΟΜΝ και ΣΤΥ προς τα
τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι ίσες. Έτσι, τα πρίσματα με βάσεις τα ΛΞΓ και
ΡΦΖ που έχουν απέναντι τα ΟΜΝ και ΣΤΥ είναι ισοϋψή.

Ώστε και τα στερεά παραλληλεπίπεδα που κατασκευάζονται από τα
πρίσματα αυτά είναι ισοϋψή και έτσι ο λόγος των όγκων τους είναι ίσος
με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους (Β, Π, σελ. ).

Τότε και για τα μισά των στερεών αυτών ισχύει επίσης ότι ο λόγος
των εμβαδών των βάσεών τους ΛΞΓ και ΡΦΖ είναι ίσος με τον λόγο των
όγκων των πρισμάτων με βάσεις τα ΛΞΓ και ΡΦΖ που έχουν απέναντι τα
ΟΜΝ και ΣΤΥ αντίστοιχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Ο λόγος των όγκων δύο ισοϋψών πυραμίδων που έχουν
βάσεις τρίγωνα είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους.
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Απόδειξη. Έστω οι δύο ισοϋψείς πυραμίδες με βάσεις τα τρίγωνα ΑΒΓ και
ΔΕΖ και κορυφές τα Η και Θ αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι ισχύει

|ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = |ΑΒΓΗ|/|ΔΕΖΘ|.

Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι δεν ισχύει η παραπάνω τότε θα είναι
|ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = |ΑΒΓΗ|/|Χ| όπου |Χ| είναι ο όγκος ενός στερεού Χ με |Χ| <
|ΔΕΖΘ| ή |Χ| > |ΔΕΖΘ|.
1η περίπτωση: |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = |ΑΒΓΗ|/|Χ| με |Χ| < |ΔΕΖΗΘ|

Διαιρούμε την πυραμίδα ΔΕΖΘ σε δύο ίσες πυραμίδες που είναι όμοιες
με αυτήν και δύο ισοδύναμα πρίσματα που έχουν όγκο μεγαλύτερο από
το μισό του όγκου της πυραμίδας ΔΕΖΘ (Β, Π, σελ. ).

Διαιρώντας συνεχώς με τον ίδιο τρόπο τις προκύπτουσες πυραμίδες
(δηλαδή κάθε φορά καθεμιά από αυτές να διαιρείται σε δύο ίσες πυραμίδες
που να είναι όμοιες προς την αρχική και σε δύο ισοδύναμα πρίσματα) και
αφαιρώντας τον όγκο των δύο ισοδύναμων πρισμάτων, που είναι μεγα-
λύτερος από το μισό του όγκου της αρχικής πυραμίδας, οι υπολειπόμενες
πυραμίδες που θα προκύψουν στο τέλος θα έχουν όγκο μικρότερο της
διαφοράς |ΔΕΖΘ| − |Χ| (Β, Π, σελ. ).

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι προκύπτουν οι πυραμίδες ΔΠΡΣ και
ΣΤΥΘ. Τότε

|ΔΠΡΣ| + |ΣΤΥΘ| < |ΔΕΖΘ| − |Χ|
ή

|ΔΠΡΣ| + |ΣΤΥΘ| < |ΔΠΡΣ| + |ΣΤΥΘ| + 𝛼1 + 𝛼2 − |Χ|
όπου 𝛼1 και 𝛼2 οι όγκοι των δύο ισοδύναμων πρισμάτων που περιέχονται
στην πυραμίδα ΔΕΖΘ.
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Από την παραπάνω έπεται

𝛼1 + 𝛼2 > |Χ|
Στην συνέχεια διαιρούμε και την πυραμίδα ΑΒΓΗ ομοίως και ισοπληθώς

με την ΔΕΖΘ οπότε έχουμε ότι ο λόγος των εμβαδών των βάσεών των
δύο αυτών πυραμίδων, δηλαδή ο |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ|, είναι ίσος με τον λόγο των
αθροισμάτων των όγκων των πρισμάτων που περιέχονται σε αυτές τις
πυραμίδες (Π, σελ. ). Δηλαδή

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

𝛽1 + 𝛽2
𝛼1 + 𝛼2

όπου με 𝛽1 και 𝛽2 έχουμε συμβολίσει τους όγκους των δύο πρισμάτων της
πυραμίδας ΑΒΓΗ. Καθώς όμως

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

|ΑΒΓΗ|
|Χ|

η προηγούμενη αναλογία γράφεται
𝛽1 + 𝛽2
𝛼1 + 𝛼2

= ΑΒΓΗ
|Χ|

ή |ΑΒΓΗ|
𝛽1 + 𝛽2

= |Χ|
𝛼1 + 𝛼2

Από την παραπάνω καθώς |ΑΒΓΗ| > 𝛽1 + 𝛽2 παίρνουμε και ότι |Χ| >
𝛼1 + 𝛼2 (Β, Π, σελ. ). Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς έχουμε
αποδείξει ότι |Χ| < 𝛼1 + 𝛼2.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει
|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

|ΑΒΓΗ|
|Χ| και |Χ| < |ΔΕΖΘ|

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι δεν μπορεί να ισχύει
|ΔΕΖ|
|ΑΒΓ| =

|ΔΕΖΘ|
|Χ| και |Χ| < |ΑΒΓΗ|

2η περίπτωση: |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = |ΑΒΓΗ|/|Χ| με |Χ| > |ΔΕΖΘ|

Τότε έχουμε |ΔΕΖ|
|ΑΒΓ| =

|Χ|
|ΑΒΓΗ|

Αλλά, με τρόπο ανάλογο με αυτόν που περιγράφεται στο Λήμμα της
Π, σελ.  είναι |Χ|

|ΑΒΓΗ| =
|ΔΕΖΘ|

|Τ|
για κάποιο στερεό Τ με όγκο |Τ| < |ΑΒΓΗ|.

Οπότε ισχύει και |ΔΕΖ|
|ΑΒΓ| =

|ΔΕΖΘ|
|Τ|
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με |Τ| < |ΔΕΖΘ|.
Αυτό όμως είναι αδύνατον να ισχύει όπως αποδείχτηκε στην η περί-

πτωση.
Άρα, είναι αδύνατον να ισχύει

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

|ΑΒΓΗ|
|Χ| και |Χ| > |ΔΕΖΘ|

και επομένως έπεται τελικά ότι
|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

|ΑΒΓΗ|
|ΔΕΖΘ|

ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 6 () Ο λόγος των όγκων δύο ισοϋψών πυραμίδων με βάσεις
πολύγωνα είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους.
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Απόδειξη. Έστω οι δύο ισοϋψείς
πυραμίδες με βάσεις τα πεντά-
γωνα ΑΒΓΔΕ και ΖΗΘΚΛ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι |ΑΒΓΔΕ|/|ΖΗΘΚΛ| =
|ΑΒΓΔΕΜ|/|ΖΗΘΚΛΜ| (στμ: ο
Ευκλείδης αποδεικνύει την πρό-
ταση όταν οι βάσεις των πυ-
ραμίδων είναι πεντάγωνα. Η
απόδειξη όμως γίνεται με όμοιο
τρόπο όταν η βάση κάθε πυραμίδας είναι οποιοδήποτε πολύγωνο).

Φέρνουμε τις ΑΓ, ΑΔ, ΖΘ και ΖΚ. Τότε οι πυραμίδες ΑΒΓΜ και ΑΓΔΜ
έχουν τριγωνικές βάσεις και είναι ισοϋψείς. Έτσι έχουμε

|ΑΒΓ|
|ΑΓΔ| =

|ΑΒΓΜ|
|ΑΓΔΜ|

(Π, σελ. ). Συνθέτοντας τους λόγους αυτούς (Β, Ορ, σελ. )
παίρνουμε |ΑΒΓ| + |ΑΓΔ|

|ΑΓΔ| = |ΑΒΓΜ| + |ΑΓΔΜ|
|ΑΓΔΜ|

ή |ΑΒΓΔ|
|ΑΓΔ| = |ΑΒΓΔΜ|

|ΑΓΔΜ|
Αλλά |ΑΓΔ|

|ΑΔΕ| =
|ΑΓΔΜ|
|ΑΔΕΜ| .

Έτσι από τις δύο παραπάνω αναλογίες παίρνουμε
|ΑΒΓΔ|
|ΑΔΕ| = |ΑΒΓΔΜ|

|ΑΔΕΜ|
(Β, Π, σελ. ). Συνθέτοντας ξανά (Β, Ορ, σελ. )

|ΑΒΓΔ| + |ΑΔΕ|
|ΑΔΕ| = |ΑΒΓΔΜ| + |ΑΔΕΜ|

|ΑΔΕΜ|
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δηλαδή |ΑΒΓΔΕ|
|ΑΔΕ| = |ΑΒΓΔΕΜ|

|ΑΔΕΜ|
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι

|ΖΗΘΚΛ|
|ΖΗΘ| = |ΖΗΘΚΛΝ|

|ΖΗΘΝ|
και επειδή οι ισοϋψείς πυραμίδες ΑΔΕΜ και ΖΗΘΝ έχουν τριγωνικές βάσεις
θα είναι |ΑΔΕ|

|ΖΗΘ| =
|ΑΔΕΜ|
|ΖΗΘΝ|.

Αλλά |ΑΔΕ|
|ΑΒΓΔΕ| =

|ΑΔΕΜ|
|ΑΒΓΔΕΜ|

και άρα δι’ ίσου (Β, Π, σελ. ) προκύπτει
|ΑΒΓΔΕ|
|ΖΗΘ| = |ΑΒΓΔΕΜ|

|ΖΗΘΝ| .
Καθώς όμως προηγουμένως δείξαμε ότι

|ΖΗΘ|
|ΖΗΘΚΛ| =

|ΖΗΘΝ|
|ΖΗΘΚΛΝ|

ξανά για δι’ ίσου παίρνουμε τελικά ότι
|ΑΒΓΔΕ|
|ΖΗΘΚΛ| =

|ΑΒΓΔΕΜ|
|ΖΗΘΚΛΝ|

(Β, Π, σελ. )· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Κάθεπρίσμαμε τριγωνική βάσημπορεί να διαιρεθεί σε τρεις
ισοδύναμες πυραμίδες με τριγωνικές βάσεις.

Απόδειξη. Έστω το πρίσμα με βάση το ΑΒΓ με απέναντι έδρα το ΔΕΖ.
Ισχυρίζομαι ότι το πρίσμα αυτό (στο εξής ΑΒΓΔΕΖ) διαιρείται σε τρεις
ισοδύναμες πυραμίδες με βάσεις τρίγωνα.

ΑΒ
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Δ
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Ε

Φέρνουμε τις ΒΔ, ΕΓ και ΔΓ. Τότε
επειδή το ΑΒΕΔ είναι παραλληλόγραμμο
με διαγώνιο την ΒΔ έπεται ότι τα τρίγωνα
ΑΒΔ και ΕΒΔ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).

Έτσι οι πυραμίδες με βάσεις τα τρί-
γωνα ΑΒΔ και ΕΒΔ και κορυφή το Γ είναι
ισοδύναμες.

Η πυραμίδα με βάση το ΕΒΔ και κο-
ρυφή το Γ είναι ισοδύναμη με την πυρα-
μίδα βάσης ΕΒΓ και κορυφήΔ καθώς αυτές
περιέχονται στα ίδια επίπεδα (στμ: έχουν
τις ίδιες έδρες). Συνεπώς, η πυραμίδα βά-

σης ΑΒΔ και κορυφή το Γ είναι ισοδύναμη με την πυραμίδα βάσης ΕΒΓ και
κορυφή το Δ.
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Επειδή πάλι το ΖΓΒΕ είναι παραλληλόγραμμο με διαγώνιο την ΓΕ έπε-
ται ότι τα τρίγωνα ΓΕΖ και ΓΒΕ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ). Άρα η πυραμίδα
με βάση το ΒΓΕ και κορυφή το Δ είναι ισοδύναμη με την πυραμίδα με βάση
ΕΓΖ και κορυφή το Δ. Παραπάνω δείξαμε όμως ότι η πυραμίδα με βάση
ΒΓΕ και κορυφή Δ είναι ισοδύναμη με την πυραμίδα που έχει βάση το
ΑΒΔ και κορυφή το Γ. Συνεπώς η πυραμίδα βάσης ΕΓΖ και κορυφής Δ
είναι ισοδύναμη με την πυραμίδα βάσης ΑΒΔ και κορυφής Γ.

Έτσι το πρίσμα ΑΒΓΔΕΖ έχει διαιρεθεί σε τρεις ισοδύναμες πυραμίδες
που έχουν βάσεις τρίγωνα.

Και επειδή η πυραμίδα με βάση ΑΒΔ και κορυφή το Γ είναι ισοδύναμη με
την πυραμίδα που έχει βάση το ΓΑΒ και κορυφή το Δ καθώς περιέχονται
στα ίδια επίπεδα ενώ η πυραμίδα βάσης ΑΒΔ και κορυφής Γ αποδείχτηκε
ότι έχει όγκο ίσο με το 1/3 του όγκου του πρίσματος ΑΒΓΔΕΖ συμπεραί-
νουμε ότι και η πυραμίδα με βάση το ΑΒΓ και κορυφή το Δ έχει όγκο ίσο
με το 1/3 του όγκου του πρίσματος ΑΒΓΔΕΖ.

Πόρισμα 25 Είναι λοιπόν από αυτό φανερό, ότι κάθε πυραμίδα είναι το ένα
τρίτο του πρίσματος που έχει την ίδια βάση με αυτήν και το ίδιο ύψος [επειδή
ακόμακαιανηβάσητουπρίσματοςέχειάλλοευθύγραμμοσχήμα (εκτόςδηλαδή
του τριγώνου), το ίδιο σχήμα θα έχει και η απέναντι βάση, και διαιρείται σε
πρίσματα με βάσεις και απέναντι έδρες τρίγωνα, έχει τον ίδιο λόγο με όλη τη
βάσητουόπωςκαι καθένααπόταπρίσματασταοποίαχωρίστηκε με τηβάση
του]· ὅπερ ἔδει δεῖξαι 

Πρόταση 8 () Ολόγοςτωνόγκωνδύοόμοιωνπυραμίδωνπουέχουνβάσεις
τρίγωνα είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους.

Απόδειξη. Έστω οι όμοιες και ομοίως κείμενες πυραμίδες με βάσεις τα ΑΒΓ
και ΔΕΖ και κορυφές τα Η και Θ αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι

|ΑΒΓΗ|/|ΔΕΖΘ| = ΒΓ3/ΕΖ3.

Συμπληρώνουμε τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ.
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Καθώς οι πυραμίδες ΑΒΓΗ
και ΔΕΖΘ είναι όμοιες έπεται ότι
ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ, ΗΒ̂Γ = ΘΕ̂Ζ,
ΑΒ̂Η = ΔΕ̂Θ και ΑΒ/ΔΕ =
ΒΓ/ΕΖ = ΒΗ/ΕΘ.

Επειδή ΑΒ/ΔΕ = ΒΓ/ΕΖ και
ΑΒ̂Γ = ΔΕ̂Ζ οι περί τις ίσες γω-
νίες είναι ανάλογες και άρα τα
παραλληλόγραμμα ΒΜ και ΕΠ εί-
ναι όμοια (Β, Ορ, σελ. ).
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Για τον ίδιο λόγο και τα ΒΝ και ΕΡ είναι όμοια όπως και τα ΒΚ και ΕΞ.
Δηλαδή τα ΜΒ, ΒΚ, ΒΝ είναι όμοια με τα ΕΠ, ΕΞ και ΕΡ αντίστοιχα.

Σε ένα παραλληλεπίπεδο όμως οι απέναντι έδρες είναι ίσες και όμοιες
(Β, Π, σελ. ) και έτσι στο ΒΗΜΛ τα ΜΒ, ΒΚ και ΒΝ είναι ίσα και
όμοια με τα απέναντί τους όπως και τα ΕΠ, ΕΞ και ΕΡ στο ΕΘΠΟ. Και
άρα τα ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ περιέχονται στο ίδιο πλήθος ομοίων και ομοίως
κεκλιμένων επιπέδων και άρα είναι όμοια (Β, Ορ, σελ. ).

Άρα ό λόγος των όγκων των στερεών αυτών παραλληλεπιπέδων εί-
ναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους (Β, Π,
σελ. ) συνεπώς |ΒΗΜΛ|

|ΕΘΠΟ| =
ΒΓ3

ΕΖ3 .
Όμως είναι και |ΒΗΜΛ|

|ΕΘΠΟ| =
|ΑΒΓΗ|
|ΔΕΖΘ|

καθώς ο όγκος της πυραμίδας είναι ίσος με το 1/6 του όγκου του αντίστοι-
χου στερεού παραλληλεπιπέδου διότι το αντίστοιχο πρίσμα έχει όγκο ίσο
με το μισό του όγκου το στερεού παραλληλεπιπέδου και τριπλάσιο από
τον όγκο της πυραμίδας.

Άρα |ΑΒΓΗ|
|ΔΕΖΘ| =

ΒΓ3

ΕΖ3 ,
ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα 26 Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι και ο λόγος των όγκων δύο
όμοιων πυραμίδων με βάσεις πολύγωνα είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των
ομόλογων πλευρών τους.

Απόδειξη. Πράγματι, αν δύο τέτοιες πυραμίδες διαιρεθούν σε πυραμίδες με
βάσεις τρίγωνα επειδή τα όμοια πολύγωνα που είναι οι βάσεις διαιρούνται
στο ίδιο πλήθος όμοιων τριγώνων ο λόγος του όγκου κάθε πυραμίδας με
βάση τρίγωνο (που περιέχεται στην πρώτη πυραμίδα) προς τον όγκο της
αντίστοιχης πυραμίδας με βάση τρίγωνο (που περιέχεται στην δεύτερη
πυραμίδα) είναι ίσος με τον λόγο του αθροίσματος των όγκων των μερικών
πυραμίδων με βάσεις τρίγωνα (που περιέχονται στην πρώτη πυραμίδα)
προς το άθροισμα των όγκων των μερικών πυραμίδων με βάσεις τρίγωνα
(που περιέχονται στην δεύτερη πυραμίδα). Άρα θα είναι ίσος με τον λόγο
των πυραμίδων που έχουν βάσεις πολύγωνα.

Επίσης ο λόγος του όγκου μιας πυραμίδας με βάση τρίγωνο (που
περιέχεται στην πρώτη πυραμίδα) προς τον όγκο της αντίστοιχης πυρα-
μίδας με βάση τρίγωνο (που περιέχεται στην δεύτερη πυραμίδα) είναι ίσος
και με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους όπως δείξαμε
παραπάνω (Β, Π, σελ. ).
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Συνεπώς, ο λόγος των όγκων δύο πυραμίδων με βάσεις όμοια πολύ-
γωνα είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους.



Πρόταση 9 () Τα εμβαδά των βάσεων δύο ισοδύναμων πυραμίδων των
οποίων οι βάσεις είναι τρίγωνα είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη των
πυραμίδων.

Ισχύει και το αντίστροφο: αν τα εμβαδά των βάσεων δύο πυραμίδων με
βάσεις τρίγωνα είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη των πυραμίδων τότε οι
πυραμίδες αυτές είναι ισοδύναμες.
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Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω οι ισοδύ-
ναμες πυραμίδες με βάσεις τα ΑΒΓ
και ΔΕΖ και κορυφές τα Η και Θ
αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι τα εμ-
βαδά των βάσεων των δύο πυραμί-
δων είναι αντιστρόφως ανάλογα με
τα ύψη των πυραμίδων. Δηλαδή αν
συμβολίσουμε με 𝜐1 και 𝜐2 τα ύψη
των πυραμίδων ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ αντίστοιχα τότε ισχύει |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| =
𝜐2/𝜐1.

Συμπληρώνουμε τα στερεά παραλληλεπίπεδα ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ οπότε
καθώς |ΑΒΓΗ| = |ΔΕΑΖΘ| και |ΒΗΜΛ| = 6⋅|ΑΒΓΗ| και |ΕΘΠΟ| = 6⋅|ΔΕΖΘ|
έπεται και ότι |ΒΗΜΛ| = |ΕΘΠΟ|.

Οι βάσεις όμως δύο ισοδύναμων στερεών παραλληλεπιπέδων έχουν τα
εμβαδά τους αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους (Β, Π, σελ. ) και
άρα |ΒΜ|/|ΕΠ| = 𝜐2/𝜐1 καθώς τα ύψη των στερεών παραλληλεπιπέδων
ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ είναι τα ύψη των πυραμίδων ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ.

Επιπλέον είναι και |ΒΜ|/|ΕΠ| = |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| Β, Π, σελ. ) και άρα
|ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = 𝜐2/𝜐1.

Συνεπώς, οι βάσεις των πυραμίδων ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ έχουν εμβαδά
αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους.

(Αντίστροφο) Έστω τώρα ότι τα εμβαδά των βάσεων των πυραμίδων
ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη 𝜐1 και 𝜐2 των
δύο πυραμίδων, δηλαδή |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = 𝜐2/𝜐1. Ισχυρίζομαι ότι |ΑΒΓΗ| =
|ΔΕΖΘ|.

Όπως προηγουμένως συμπληρώνουμε τα στερεά παραλληλεπίπεδα
ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ οπότε ισχύει |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = |ΒΜ|/|ΕΠ|. Άρα θα είναι και
|ΒΜ|/|ΕΠ| = 𝜐2/𝜐1.

Όμως τα ύψη των πυραμίδων ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ είναι ίσα με τα ύψη των
στερεών παραλληλεπιπέδων ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ αντίστοιχα.
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Άρα τα εμβαδά των βάσεων των στερεών παραλληλεπιπέδων είναι
αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους και επομένως τα στερεά παραλλη-
λεπίπεδα είναι ισοδύναμα (Β, Π, σελ. ), δηλαδή |ΒΗΜΛ| = |ΕΘΠΟ|.

Οι πυραμίδες ΑΒΓΗ και ΔΕΖΘ όμως έχουν όγκους ίσους με το 1/6 των
ΒΗΜΛ και ΕΘΠΟ αντίστοιχα, δηλαδή |ΑΒΓΗ| = |ΒΗΜΛ|/6 και |ΔΕΖΘ| =
|ΕΘΠΟ|/6.

Καθώς λοιπόν |ΒΗΜΛ| = |ΕΘΠΟ| έπεται ότι |ΑΒΓΗ| = |ΔΕΖΘ|.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι αν δύο τριγωνικές πυραμίδες είναι ισοδύνα-

μες τότε τα εμβαδά των βάσεών τους είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα
ύψη τους και αντιστρόφως· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 10 (Όγκος κώνου) () Κάθε κώνος έχει όγκο ίσο με το 1/3 του
όγκου του κυλίνδρουπου έχει την ίδια βάση και είναι ισοϋψής με τον κώνοαυτό.

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Η

Θ

Ζ

Απόδειξη. Έστω οι ισοϋψείς
κύλινδρος και κώνος με ίδια
βάση τον κύκλο ΑΒΓΔ. Ισχυ-
ρίζομαι ότι ο όγκος του κώ-
νου είναι ίσος με το 1/3
του όγκου του κυλίνδρου ή
ισοδύναμα ότι ο κύλινδρος
έχει τριπλάσιο όγκο από τον
όγκο του κώνου.

Αν υποθέσουμε ότι ο κύ-
λινδρος δεν έχει τριπλάσιο
όγκο από τον όγκο του κυ-
λίνδρου τότε ο όγκος του κυ-
λίνδρου θα είναι είτε μεγαλύ-

τερος είτε μικρότερος από το τριπλάσιο του όγκου του κώνου.
Συμβολίζοντας με 𝛼 τον όγκο του κυλίνδρου και με 𝛽 τον όγκο του

κώνου θα είναι είτε 𝛼 > 3𝛽 είτε 𝛼 < 3𝛽.
1η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του κυλίνδρου είναι μεγαλύτερος από
το τριπλάσιο του όγκου του κώνου, δηλαδή 𝛼 > 3𝛽.

Εγγράφουμε στον κύκλο ΑΒΓΔ το τετράγωνο ΑΒΓΔ που έχει εμβαδόν
μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του κύκλου (Β, Π, σελ. ).

Με βάση το τετράγωνο ΑΒΓΔ υψώνουμε πρίσμα ισοϋψές με τον κύλιν-
δρο του οποίου ο όγκος είναι μεγαλύτερος από το μισό του όγκου του
κυλίνδρου.

Πράγματι, αν περιγράψουμε περί τον κύκλο ΑΒΓΔ ένα τετράγωνο τότε
το εγγεγραμμένο τετράγωνο ΑΒΓΔ έχει εμβαδόν ίσο με το μισό του εμβα-
δού του περιγεγραμμένου τετραγώνου ενώ τα στερεά παραλληλεπίπεδα
(που είναι πρίσματα) με βάσεις τα τετράγωνα αυτά είναι ισοϋψή και άρα
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ο λόγος των όγκων τους είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών
τους (Β, Π, σελ. ).

Έτσι ο όγκος του πρίσματος με βάση το ΑΒΓΔ είναι ίσος με τον μισό
του όγκου του πρίσματος με βάση το περιγεγραμμένο στον κύκλο ΑΒΓΔ
τετράγωνο.

Ο κύλινδρος πάλι έχει όγκο μικρότερο από τον όγκο του πρίσματος
με βάση το περιγεγραμμένο στον κύκλο ΑΒΓΔ τετράγωνο. Άρα ο όγκος
του πρίσματος με βάση το ΑΒΓΔ (και που είναι ισοϋψές με τον κύλινδρο)
είναι μεγαλύτερος από το μισό του όγκου του κυλίνδρου.

Στην συνέχεια διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΑΒ, ⏜ΒΓ, ⏜ΓΔ και ⏜ΔΑ κατά σημεία
τους Ε, Ζ, Η και Θ αντίστοιχα ενώ φέρνουμε και τις ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ,
ΔΘ και ΘΑ.

Τότε το εμβαδόν καθενός από τα τρίγωνα ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ και ΔΘΑ
είναι μεγαλύτερο από το εμβαδόν του αντίστοιχου τμήματος του κύκλου
ΑΒΓΔ (αυτό στο οποίο περιέχεται) (Β, Π, σελ. ).

Με βάσεις τα τρίγωνα ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ και ΔΘΑ ανυψώνουμε ξανά πρί-
σματα ισοϋψή με τον κύλινδρο.

Τότε κάθε ένα από τα πρίσματα αυτά έχει όγκο μεγαλύτερο από το
μισό του όγκου του αντίστοιχου κυλινδρικού τμήματος.

Πράγματι, από τα Ε, Ζ, Η και Θ φέρουμε τις παράλληλες προς τις
ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ αντίστοιχα, συμπληρώνουμε αντίστοιχα ορθογώνια
παραλληλόγραμμα και με βάσεις τα ορθογώνια αυτά παραλληλόγραμμα
υψώνουμε πρίσματα ισοϋψή προς τον κύλινδρο.

Τότε κάθε ένα από τα πρίσματα με βάσεις τα τρίγωνα ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ
και ΔΘΑ έχει όγκο ίσο με το μισό του όγκου του αντίστοιχου στερεού
παραλληλεπιπέδου που έχει ανυψωθεί.

Τα τμήματα του κυλίνδρου πάλι έχουν όγκο μικρότερο από τα αντί-
στοιχα στερεά παραλληλεπίπεδα (με βάσεις τα ορθογώνια παραλληλό-
γραμμα) και άρα ο όγκος καθενός από τα τριγωνικά πρίσματα είναι μεγα-
λύτερος από το μισό του όγκου του αντίστοιχου τμήματος του κυλίνδρου.

Επαναλαμβάνοντας συνεχώς την παραπάνω διαδικασία της διχοτόμη-
σης των τόξων που προκύπτουν, κατασκευής των παραλληλογράμμων και
ύψωσης τριγωνικών πρισμάτων θα απομείνουν κάποια στιγμή ως υπό-
λοιπο τμήματα του κυλίνδρου με όγκο μικρότερο της διαφοράς 𝛼 − 3𝛽
του τριπλασίου του όγκου του κώνου από τον όγκο του κυλίνδρου (Β,
Π, σελ. ).

Πράγματι αν θεωρήσουμε ως δύο μεγέθη τον όγκο του κυλίνδρου 𝛼 και
την διαφορά 𝛼−3𝛽 και από το μεγαλύτερο από αυτά, δηλαδή το 𝛼 αφαι-
ρέσουμε τον όγκο των τριγωνικών πρισμάτων που είναι μεγαλύτερος από
το μισό του όγκου του κυλίνδρου και από το υπόλοιπο συνεχίζουμε να
αφαιρούμε συνεχώς τον όγκο τριγωνικών πρίσματων που είναι μεγαλύτε-
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ρος από το μισό του όγκου του θα προκύψει στο τέλος μέγεθος μικρότερο
από την διαφορά 𝛼 − 3𝛽.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι έχουν απομείνει τα τμήματα ΑΕ, ΕΒ,
ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ και ΘΑ του κυλίνδρου και συμβολίζουμε με 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3,
𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, 𝛼7 και 𝛼8 αντίστοιχα τους όγκους τους (στμ: που είναι ίσοι).

Τότε

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛼5 + 𝛼6 + 𝛼7 + 𝛼8 + |ΑΒΓΔΕΖΗΘ| = 𝛼 > 3𝛽

και άρα ο όγκος του πολυγωνικού πρίσματος βάσης ΑΒΓΔΕΖΗΘ που είναι
ισοϋψές με τον κύλινδρο είναι μεγαλύτερος από το τριπλάσιο του όγκου
του κώνου.

Το πρίσμα όμως αυτό έχει όγκο ίσο με το τριπλάσιο του όγκου της
πυραμίδας με βάση ΑΒΓΔΕΖΗΘ και κορυφή την κορυφή του κώνου (Π,
σελ. , Πόρισμα) και άρα η πυραμίδα αυτή έχει μεγαλύτερο από τον
όγκο του κώνου.

Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς η πυραμίδα με βάση ΑΒΓΔΕΖΗΘ
εμπεριέχεται στον κώνο και άρα έχει μικρότερο όγκο.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο όγκος του κυλίνδρου δεν μπορεί να είναι
μεγαλύτερος από το τριπλάσιο του όγκου του κώνου, δηλαδή δεν μπορεί
να ισχύει 𝛼 > 3𝛽.
2η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του κυλίνδρου είναι μικρότερος από το
τριπλάσιο του όγκου του κώνου, δηλαδή 𝛼 < 3𝛽.

Τότε ο όγκος του κώνου είναι μεγαλύτερος από το 1/3 του όγκου του
κυλίνδρου, δηλαδή 𝛽 > 𝛼/3.

Εγγράφουμε στον κύκλο ΑΒΓΔ το τετράγωνο ΑΒΓΔ που έχει εμβαδόν
μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του κύκλου (Β, Π, σελ. ).

Με βάση το τετράγωνο ΑΒΓΔ ανυψώνουμε πυραμίδα με κορυφή την
κορυφή του κώνου οπότε αυτή έχει όγκο μεγαλύτερο από το μισό του
όγκου του κώνου.

Πράγματι αν περιγράψουμε περί τον κύκλο ΑΒΓΔ τετράγωνο τότε το
εμβαδόν του εγγεγραμμένου τετραγώνου είναι ίσο με το μισό του εμβαδού
του περιγεγραμμένου τετραγώνου οπότε αν υψώσουμε πρίσματα ισοϋψή
με τον κύλινδρο με βάσεις τα τετράγωνα αυτά ο όγκος του πρίσματος με
βάση το ΑΒΓΔ θα είναι ίσος με το μισό του όγκου του πρίσματος με βάση
το περιγεγραμμένο τετράγωνο καθώς ο λόγος των όγκων των πρισμάτων
αυτών είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους (Β, Π,
σελ. ).

Άρα η πυραμίδα με βάση ΑΒΓΔ και κορυφή την κορυφή του κώνου έχει
όγκο ίσο με τον μισό του όγκου της πυραμίδας με την ίδια κορυφή και
με βάση το περιγραμμένο στον κύκλο ΑΒΓΔ τετράγωνο καθώς ο όγκος
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μιας πυραμίδας είναι ίσος με τον 1/3 του όγκου του ισοϋψούς με αυτήν
πρίσματος με την ίδια βάση.

Η πυραμίδα όμως με βάση το περιγραμμένο στον κύκλο ΑΒΓΔ τετρά-
γωνο και κορυφή την κορυφή του κώνου έχει όγκο μεγαλύτερο από τον
κώνο με βάση τον κύκλο καθώς τον εμπεριέχει. Και άρα η πυραμίδα με
βάση το ΑΒΓΔ και κορυφή την κορυφή του κώνου έχει όγκο μεγαλύτερο
από το μισό του όγκου του κώνου.

Στην συνέχεια διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΑΒ, ⏜ΒΓ, ⏜ΓΔ και ⏜ΔΑ λαμβάνοντας
τα σημεία τους Ε, Ζ, Η και Θ αντίστοιχα και φέρνουμε τις ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ,
ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ και ΘΑ. Τότε το εμβαδόν καθενός από τα τρίγωνα ΑΕΒ, ΒΖΓ,
ΓΗΔ και ΔΘΑ είναι μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του αντίστοιχου
τμήματος του κύκλου ΑΒΓΔ.

Με κορυφή την κορυφή του κώνου και βάσεις τα ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ και
ΔΘΑ ανυψώνουμε πυραμίδες καθεμιά από τις οποίες έχει όγκο μεγαλύτερο
από το μισό του όγκου του κώνου.

Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία αυτή συνεχώς (διχοτόμηση τόξων,
κατασκευή τριγώνων, ύψωση τριγωνικών πυραμίδων με κορυφή την κο-
ρυφή του κώνου) λαμβάνουμε κάποια στιγμή ως υπόλοιπο τμήματα του
κώνου με όγκο μικρότερο από την διαφορά 𝛽 − 𝛼/3 του 1/3 του όγκου
του κυλίνδρου από τον όγκο του κώνου (Β, Π, σελ. ).

Πράγματι αν θεωρήσουμε ως δύο μεγέθη τον όγκο του κώνου 𝛽 και
την διαφορά 𝛽 − 𝛼/3 και από το μεγαλύτερο από αυτά, δηλαδή το 𝛽
αφαιρέσουμε τον όγκο των τριγωνικών πυραμίδων που είναι μεγαλύτερος
από το μισό του όγκου του κώνου και από το υπόλοιπο συνεχίζουμε να
αφαιρούμε συνεχώς τον όγκο τριγωνικών πυραμίδων που είναι μεγαλύτε-
ρος από το μισό του όγκου του θα προκύψει στο τέλος μέγεθος μικρότερο
από την διαφορά 𝛽 − 𝛼/3.

Χάριν απλότητας υποθέτουμε ότι έχουν απομείνει τα τμήματα του
κώνου με βάσεις τα τμήματα ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ καιΘΑ του κύκλου
ΑΒΓΔ και συμβολίζουμε με 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3, 𝛽4, 𝛽5, 𝛽6, 𝛽7 και 𝛽8 αντίστοιχα τους
όγκους τους (στμ: που είναι ίσοι) και με 𝛾 τον όγκο της πυραμίδας με
βάση ΑΕΒΖΓΗΔΘ και κορυφή την κορυφή του κώνου.

Τότε

𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 + 𝛽4 + 𝛽5 + 𝛽6 + 𝛽7 + 𝛽8 + 𝛾 = 𝛽 > 𝛼
3

και άρα ο όγκος της πυραμίδας αυτής είναι μεγαλύτερος από το 1/3 του
όγκου του κυλίνδρου.

Η πυραμίδα όμως αυτή έχει όγκο ίσο με το 1/3 του όγκου του πρί-
σματος με βάση ΑΕΒΖΓΗΔΘ και ύψος το ύψος του κυλίνδρου.

Άρα το πρίσμα βάσης ΑΕΒΖΓΗΔΘ που είναι ισοϋψές με τον κύλινδρο
έχει όγκο μεγαλύτερο από τον όγκο του κυλίνδρου, κάτι που όμως είναι
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αδύνατον καθώς το πρίσμα εμπεριέχεται στον κύλινδρο αυτό και άρα έχει
μικρότερο όγκο.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ο όγκος του κυλίνδρου δεν μπορεί να είναι
μικρότερος από το τριπλάσιο του όγκου του κώνου, δηλαδή δεν μπορεί
να ισχύει 𝛼 < 3𝛽.

Τελικά καθώς δεν μπορεί να ισχύει 𝛼 > 3𝛽 και 𝛼 < 3𝛽 συμπεραίνουμε
ότι θα είναι 𝛼 = 3𝛽.

Συνεπώς, κάθε κώνος έχει όγκο ίσο με το 1/3 του όγκου του κυλίνδρου
που είναι ισοϋψής με τον κώνο και έχει την ίδια βάση με αυτόν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 11 () Ο λόγος των όγκων των ισοϋψών κώνων και κυλίνδρων
είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους.

Απόδειξη. Έστω ο κώνος ΑΛ και ο κύλινδρος ΕΝ με βάσεις τους κύκλους
ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ αντίστοιχα. Έστω ότι οι άξονές τους είναι οι ΚΛ και
ΜΝ αντίστοιχα και οι διάμετροι των βάσεών τους είναι οι ΑΓ και ΕΗ
αντίστοιχα.

Ισχυρίζομαι ότι |ΑΛ|/|ΕΝ| = |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ|.
Αν δεν ισχύει η παραπάνω τότε θα είναι |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ| = |ΑΛ|/|Ξ| με

Ξ να είναι ένα στερεό με όγκο |Ξ| < |ΕΝ| ή |Ξ| > |ΕΝ|.
1η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του στερεού Ξ είναι μικρότερος από τον
όγκο του κυλίνδρου ΕΝ, δηλαδή |Ξ| < |ΕΝ|.

Έστω ακόμα το στερεό Ψ τέτοιο ώστε |ΕΝ| = |Ξ| + |Ψ|.
Εγγράφουμε στον κύκλο ΕΖΗΘ το τετράγωνο ΕΖΗΘ που έχει εμβα-

δόν μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του κύκλου ΕΖΗΘ (Β, Π,
σελ. ).

Με βάση το τετράγωνο ΕΖΗΘ ανυψώνουμε πυραμίδα που είναι ισο-
υψής με τον κώνο. Τότε ο όγκος της είναι μεγαλύτερος από το μισό του
όγκου του κώνου διότι αν περιγράψουμε περί τον κύκλο ΕΖΗΘ τετράγωνο
και με βάση αυτό το περιγεγραμμένο στον κύκλο τετράγωνο ανυψώσουμε
πυραμίδα ισοϋψή με τον κώνο τότε ο όγκος της εγγραφείσας πυραμίδας
θα είναι ίσος με το μισό του όγκου της περιγραφείσας καθώς ο λόγος των
όγκων τους είναι ίσος με τον λόγο των βάσεών τους (Β, Π, σελ. ).

Επίσης ο όγκος του κώνου είναι μικρότερος από τον όγκο της περι-
γραφείσας πυραμίδας.

Στην συνέχεια διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΕΖ, ⏜ΖΗ, ⏜ΗΘ και ⏜ΘΕ λαμβάνοντας
τα σημεία τους Ο, Π, Ρ και Σ αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΘΟ, ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ,
ΖΡ, ΡΗ, ΗΣ και ΣΘ. Τότε το εμβαδόν καθενός από τα τρίγωνα ΘΟΕ, ΕΠΖ,
ΖΡΗ και ΗΣΘ είναι ίσο με το μισό του αντίστοιχου τμήματος του κύκλου
ΕΖΗΘ. Με βάσεις τα τρίγωνα αυτά ανυψώνουμε πυραμίδες ισοϋψείς με
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τον κώνο καθεμιά από τις οποίες έχει όγκο μεγαλύτερο από το μισό του
αντίστοιχου τμήματος του κώνου.

Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία αυτή συνεχώς (διχοτόμηση τόξων,
κατασκευή τριγώνων, ύψωση τριγωνικών πυραμίδων με κορυφή την κο-
ρυφή του κώνου) λαμβάνουμε κάποια στιγμή ως υπόλοιπο τμήματα του
κώνου με όγκο μικρότερο από τον όγκο του στερεού Ψ (Β, Π, σελ. ).

Α

Β

Γ

Δ

Ε Η

Θ

Ζ

Κ

Λ

Μ

ΝΤ Χ

ΦΥ

Ο Σ

ΡΠ

Ξ

Ψ

Πράγματι αν θεωρήσουμε ως δύο μεγέθη τον όγκο του κώνου ΑΛ και τον
όγκο του στερεού Ψ και από το μεγαλύτερο από αυτά, δηλαδή το |ΑΛ|
αφαιρέσουμε τον όγκο των τριγωνικών πυραμίδων που είναι μεγαλύτερος
από το μισό του όγκου του κώνου και από το υπόλοιπο συνεχίζουμε να
αφαιρούμε συνεχώς τον όγκο τριγωνικών πυραμίδων που είναι μεγαλύτε-
ρος από το μισό του όγκου του θα προκύψει στο τέλος μέγεθος μικρότερο
από το |Ψ|.

Χάριν απλότητας για την κατασκευή του σχήματος υποθέτουμε ότι
έχουν απομείνει τα τμήματα του κώνου με βάσεις τα τμήματα του κύκλου
ΕΖΗΘ που αντιστοιχούν στα ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ και ΗΣΘ. Συμβολίζουμε με
𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 και 𝛼4 αντίστοιχα τους όγκους τους (στμ: που είναι ίσοι) και με
𝛽 τον όγκο της πυραμίδας με βάση ΘΟΕΠΖΡΗΣ και κορυφή την κορυφή
του κώνου, οπότε έχουμε:

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 + 𝛼4 + 𝛽 = |ΕΝ| > |Ξ|

και άρα ο όγκος της πυραμίδας αυτής είναι μεγαλύτερος από τον |Ξ|.
Στην συνέχεια εγγράφουμε στον κύκλοΑΒΓΔ το πολύγωνοΔΤΑΥΒΦΓΧ

όμοιο και ομοίως κείμενο με το ΘΟΕΠΖΡΗΣ και με βάση αυτό ανυψώνουμε
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πυραμίδα ισοϋψή με τον κώνο ΑΛ. Τότε είναι
ΑΓ2

ΕΗ2 = |ΔΤΑΥΒΦΓΧ|
|ΘΟΕΠΖΡΗΣ|

ενώ ισχύει και ότι ο λόγος των τετραγώνων των διαμέτρων των κύκλων
ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών τους, δηλαδή

ΑΓ2

ΕΗ2 = |ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ|.

Οπότε |ΔΤΑΥΒΦΓΧ|
|ΘΟΕΠΖΡΗΣ| =

|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ|.

Από την υπόθεση έχουμε όμως ότι
|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ| =

|ΑΛ|
|Ξ| ,

ενώ αν συμβολίσουμε με 𝛾 τον όγκο της πυραμίδας με βάση το ΔΤΑΥΒΦΓΧ
και κορυφή το Λ, ο λόγος των όγκων 𝛾 και 𝛽 των δύο πυραμίδων είναι
ίσος με τον λόγο των όγκων των εμβαδών των βάσεών τους, δηλαδή

|ΔΤΑΥΒΦΓΧ|
|ΘΟΕΠΖΡΗΣ| =

𝛾
𝛽 .

Συνδυάζοντας τις τρεις παραπάνω αναλογίες παίρνουμε:
|ΑΛ|
|Ξ| = 𝛾

𝛽
ή |ΑΛ|

𝛾 = |Ξ|
𝛽 .

Από την παραπάνω, καθώς |ΑΛ| > 𝛾 (διότι ο κώνος ΑΛ περιέχει την
πυραμίδα βάσης ΔΤΑΥΒΦΓΧ και κορυφής Λ), έπεται ότι |Ξ| > 𝛽.

Αυτό όμως είναι αδύνατον καθώς παραπάνω δείξαμε ότι 𝛽 > |Ξ|.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ| =

|ΑΛ|/|Ξ| με Ξ να είναι ένα στερεό με όγκο |Ξ| < |ΕΝ|.
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι δεν μπορεί να ισχύει ούτε

|ΕΖΗΘ|
|ΑΒΓΔ| = |ΕΝ|

|Ξ|
με Ξ στερεό με όγκο |Ξ| < |ΑΛ|.
2η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του στερεού Ξ είναι μεγαλύτερος από
τον όγκο του κυλίνδρου ΕΝ, δηλαδή |Ξ| > |ΕΝ|.

Ισχυρίζομαι ότι δεν μπορεί να ισχύει
|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ| =

|ΑΛ|
|Ξ| με |Ξ| > |ΕΝ|.

Αν υποθέσουμε ότι ισχύει η παραπάνω τότε είναι και
|ΕΖΗΘ|
|ΑΒΓΔ| = |Ξ|

|ΑΛ| .
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Αλλά |Ξ|
|ΑΛ| =

|ΕΝ|
|Τ|

για ένα στερεό Τ με όγκο |Τ| < |ΑΛ|. Από τις δύο παραπάνω αναλογίες
παίρνουμε |ΕΖΗΘ|

|ΑΒΓΔ| = |ΕΝ|
|Τ| με |Τ| > |ΑΛ|.

Αυτό όμως είναι αδύνατον όπως έχει αποδειχτεί στη η περίπτωση της
απόδειξης.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει

|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ| =

|ΑΛ|
|Ξ| με |Ξ| > |ΕΝ|

και επομένως έπεται τελικά ότι

|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ| =

|ΑΛ|
|ΕΝ| .

Επειδή ο όγκος ενός κυλίνδρου είναι τριπλάσιος από τον όγκο του
ισοϋψούς κώνου με την ίδια βάση (Β, Π, σελ. ), η παραπάνω
αναλογία γράφεται |ΑΒΓΔ|

|ΕΖΗΘ| =
|ΑΛ|
|ΕΝ| = 𝜅1

𝜅2
,

όπου με 𝜅1 και 𝜅2 έχουμε συμβολίσει τους όγκους των κυλίνδρων που είναι
ισοϋψείς με τους κώνους ΑΛ και ΕΝ αντίστοιχα και έχουν τις ίδιες βάσεις
με αυτούς.

Συνεπώς, ο λόγος των όγκων των ισοϋψών κώνων και κυλίνδρων είναι
ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 12 () Ο λόγος των όγκων των όμοιων κώνων ή κυλίνδρων είναι
ίσος με τον λόγο των κύβων των διαμέτρων των βάσεών τους.

Απόδειξη. Έστω τα ζεύγη των όμοιων κώνων και κυλίνδρων με βάσεις τους
κύκλους ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ αντίστοιχα. Έστω ακόμα ότι οι διάμετροι των
βάσεών τους είναι αντίστοιχα οι ΒΔ και ΖΘ ενώ οι άξονες τους οι ΚΛ και
ΜΝ αντίστοιχα.

Ισχυρίζομαι κατ’ αρχήν ότι ο λόγος των όγκου του κώνου με βάση
ΑΒΓΔ και κορυφή Λ και του όγκου του κώνου με βάση ΕΖΗΘ και κο-
ρυφή Ν είναι ίσος με τον λόγο των διαμέτρων των βάσεών τους, δηλαδή
|ΑΒΓΔΛ|/|ΕΖΗΘΝ| = ΒΔ3/ΖΘ3.

Αν υποθέσουμε ότι δεν ισχύει η παραπάνω τότε θα είναι |ΑΒΓΔΛ|/|Ξ| =
ΒΔ3/ΖΘ3 μεΞ να είναι ένα στερεό με όγκο |Ξ| < |ΕΖΗΘΝ| ή |Ξ| > |ΕΖΗΘΝ|.
1η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του στερεού Ξ είναι μικρότερος από τον
όγκο του κώνου ΕΖΗΘΝ, δηλαδή |Ξ| < |ΕΖΗΘΝ|.
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Εγγράφουμε στον κύκλο ΕΖΗΘ το τετράγωνο ΕΖΗΘ (Β, Π, σελ. )
που έχει εμβαδόν μεγαλύτερο από το μισό του εμβαδού του κύκλου ΕΖΗΘ.

Με βάση το ΕΖΗΘ ανυψώνουμε πυραμίδα με κορυφή την κορυφή του
κώνουΝ η οποία έχει όγκο μεγαλύτερο από το μισό του όγκου του κώνου.

Στην συνέχεια διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΕΖ, ⏜ΖΗ, ⏜ΗΘ και ⏜ΘΕ λαμβάνοντας
τα Ο, Π, Ρ και Σ αντίστοιχα. Φέρνουμε και τις ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ,
ΘΣ και ΣΕ.

Τότε κάθε ένα από τα τρίγωνα ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ και ΘΣΕ έχει εμβαδόν
μεγαλύτερο από το μισό του αντίστοιχου τμήματος του κύκλου ΕΖΗΘ ενώ
καθεμιά από τις πυραμίδες που ανυψώνονται με βάσεις τα τρίγωνα αυτά
και κορυφή την κορυφή του κώνου Ν έχει όγκο μεγαλύτερο από το μισό
του αντίστοιχου τμήματος του κώνου.

Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία αυτή συνεχώς (διχοτόμηση τόξων,
κατασκευή τριγώνων, ύψωση τριγωνικών πυραμίδων με κορυφή την κο-
ρυφή του κώνου) λαμβάνουμε κάποια στιγμή ως υπόλοιπο τμήματα του
κώνου με όγκο μικρότερο από τον όγκο του στερεού Ξ δηλαδή από τον
|Ξ| (Β, Π, σελ. ).

Πράγματι αν θεωρήσουμε ως δύο μεγέθη τον όγκο του κώνου ΕΖΗΘΝ
και τον όγκο του στερεού Ξ και από το μεγαλύτερο από αυτά, δηλαδή
το |ΕΖΗΘΝ| αφαιρέσουμε τον όγκο των τριγωνικών πυραμίδων που είναι
μεγαλύτερος από το μισό του όγκου του κώνου και από το υπόλοιπο
συνεχίζουμε να αφαιρούμε συνεχώς τον όγκο τριγωνικών πυραμίδων που
είναι μεγαλύτερος από το μισό του όγκου των τμημάτων του κώνου θα
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προκύψει στο τέλος μέγεθος μικρότερο από την διαφορά του όγκου του
Ξ από τον κώνο ΕΖΗΘΝ, δηλαδή την |ΕΖΗΘΝ| − |Ξ|.

Αν συμβολίσουμε με 𝛼 τον όγκο του απομένοντος τμήματος του κώνου
και με 𝛽 τον όγκο της πυραμίδας με βάση ΕΟΖΠΗΡΘΣ και κορυφή το
Ν τότε έχουμε 𝛼 + 𝛽 = |ΕΖΗΘΝ| ή 𝛼 = |ΕΖΗΘΝ| − 𝛽 οπότε από τα
παραπάνω παίρνουμε |ΕΖΗΘΝ| − 𝛽 < |ΕΖΗΘΝ| − |Ξ| ή 𝛽 > |Ξ|.

Εγγράφουμε και στον κύκλο ΑΒΓΔ το πολύγωνο ΑΤΒΥΓΦΔΧ όμοιο και
ομοίως κείμενο με το ΕΟΖΠΗΡΘΣ και με βάση το ΑΤΒΥΓΦΔΧ ανυψώνουμε
πυραμίδα με κορυφή την κορυφή Λ του κώνου με βάση τον κύκλο ΑΒΓΔ.

Έστω ΛΤΒ ένα από τα τρίγωνα που περιέχουν την πυραμίδα με βάση
ΑΤΒΥΓΦΔΧ και κορυφή το Λ. Έστω ακόμα ΝΖΟ ένα από τα τρίγωνα που
περιέχουν την πυραμίδα με βάση ΕΟΖΠΗΡΘΣ και κορυφή το Ν. Φέρνουμε
τις ΚΤ και ΜΟ.

Τότε οι κώνοι ΑΒΓΔΛ και ΕΖΗΘΝ είναι όμοιοι και άρα ο λόγος των
εμβαδών των βάσεών τους είναι ίσος με τον λόγο των αξόνων (Β, Ορ,
σελ. ). Δηλαδή |ΒΔ|

|ΖΘ| =
ΚΛ
ΜΝ.

Όμως |ΒΔ|
|ΖΘ| =

ΒΚ
ΖΜ,

και άρα ΒΚ
ΖΜ = ΚΛ

ΜΝ ή
ΒΚ
ΚΛ = ΖΜ

ΜΝ.
Έτσι στα τρίγωνα ΒΚΛ και ΖΜΝ οι πλευρές περί τις ίσες γωνίες ΒΚ̂Λ =

ΖΜ̂Ν είναι ανάλογες και επομένως τα τρίγωνα ΒΚΛ και ΖΜΝ είναι όμοια.(Β,
Ορ, σελ. ). Επειδή πάλι

ΒΚ
ΚΤ = ΖΜ

ΜΟ
οι οποίες είναι οι πλευρές των ίσων γωνιών ΒΚ̂Τ = ΖΜ̂Ο (καθώς ό,τι
μέρος των τεσσάρων ορθών περί το Κ είναι η ΒΚ̂Τ το ίδιο μέρος των
τεσσάρων ορθών περί το Μ είναι και η ΖΜ̂Ο) έπεται ότι τα τρίγωνα ΒΚΤ
και ΖΜΟ είναι όμοια. Τώρα επειδή ΒΚ = ΚΛ και ΖΜ/ΜΝ = ΒΚ/ΚΤ, ενώ
ΖΜ/ΟΜ = ΤΚ/ΚΛ έπεται ότι

ΤΚ
ΚΛ = ΟΜ

ΜΝ.

Τότε όμως οι περί τις ίσες γωνίες ΤΚ̂Λ = ΟΜ̂Ν είναι ανάλογες και άρα
τα τρίγωνα ΛΚΤ και ΝΜΟ είναι όμοια (Β, Ορ, σελ. ).

Επειδή τα ΛΚΒ και ΝΜΖ είναι όμοια είναι ΛΒ/ΒΚ = ΝΖ/ΖΜ, ενώ από
την ομοιότητα των ΒΚΤ και ΖΜΟ ισχύει αντίστοιχα και ότι ΚΒ/ΒΤ =
ΜΖ/ΖΟ οπότε από δι’ ίσου (Β, Π, σελ. ) παίρνουμε ΛΒ/ΒΤ =
ΝΖ/ΖΟ. Από την ομοιότητα των ΛΤΚ καιΝΟΜ έχουμε πάλι ότι ΛΤ/ΤΚ =
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ΝΟ/ΟΜ ενώ επειδή και τα ΤΚΒ και ΟΜΖ είναι όμοια ισχύει αντίστοιχα
ότι ΚΤ/ΤΒ = ΜΟ/ΟΖ.

Από τις δύο τελευταίες αναλογίες προκύπτει δι᾽ ίσου ότι ΛΤ/ΤΒ =
ΝΟ/ΟΖ. Επειδή όμως ΤΒ/ΒΛ = ΖΟ/ΖΝ και πάλι από την δια του ίσου
όρου αναλογία παίρνουμε

ΛΤ
ΒΛ = ΝΟ

ΖΝ .
Τότε όμως οι πλευρές των ΛΤΒ και ΝΟΖ είναι ανάλογες και άρα αυτά

είναι ισογώνια (Β, Π, σελ. ) και άρα είναι όμοια (Β, Ορ, σελ. ).
Συνεπώς η πυραμίδα με βάση ΒΚΤ και κορυφή το Λ είναι όμοια με την

πυραμίδα με βάση ΖΜΟ και κορυφή το Ν καθώς αυτές περιέχονται στο
ίδιο πλήθος όμοιων επιπέδων (Β, Ορ, σελ. ).

Ο λόγος όμως των όγκων δύο όμοιων πυραμίδων με τριγωνικές βά-
σεις είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών τους (Π,
σελ. ), δηλαδή |ΒΚΤΛ|

|ΖΜΟΝ| =
ΒΚ3

ΖΜ3 .
Με όμοιο τρόπο φέρνοντας από τα Α, Χ, Δ, Φ, Γ και Υ τα ευθύγραμμα

τμήματα προς το Κ και από τα Ε, Σ, Θ, Ρ, Η και Π τα ευθύγραμμα τμήματα
προς το Μ και ανυψώνοντας στην συνέχεια τις πυραμίδες με βάσεις τα
τρίγωνα και κορυφές τις κορυφές των κώνων Λ και Ν παίρνουμε ότι ο
λόγος των όγκων των ομοταγών (αντίστοιχων) πυραμίδων είναι ίσος με
τον λόγο ΒΚ3/ΖΜ3 που είναι ίσος με τον λόγο ΒΔ3/ΖΘ3.

Δηλαδή

|ΒΚΤΛ|
|ΖΜΟΝ| =

|ΚΤΑΛ|
|ΕΟΜΝ| =

|ΚΑΧΛ|
|ΕΜΣΝ| =

|ΧΚΔΛ|
|ΣΜΒΝ|

= |ΔΚΦΛ|
|ΒΜΡΝ| = |ΦΚΓΛ|

|ΡΜΗΝ| =
|ΓΚΥΛ|
ΗΜΠΝ| =

|ΥΚΒΛ|
|ΜΠΖΝ|

= ΒΔ3

ΖΘ3

και άρα παίρνουμε

|ΒΚΤΛ| + |ΚΤΑΛ| + |ΚΑΧΛ| + |ΧΚΔΛ|
+ |ΔΚΦΛ| + |ΦΚΓΛ| + |ΓΚΥΛ| + |ΥΚΒΛ|

|ΖΜΟΝ| + |ΕΟΜΝ| + |ΕΜΣΝ| + |ΣΜΒΝ|
+ |ΒΜΡΝ| + |ΡΜΗΝ| + |ΗΜΠΝ| + |ΜΠΖΝ|

= ΒΔ3

ΖΘ3

(Β, Π, σελ. ) ή

|ΑΤΒΥΓΦΔΧΛ|
|ΕΟΖΠΗΡΘΣΕΝ| =

ΒΔ3

ΖΘ3 .
Έχουμε όμως υποθέσει ότι ισχύει

|ΑΒΓΔΛ|
|Ξ| = ΒΔ3

ΖΘ3
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με |Ξ| < |ΕΖΗΘΝ|, οπότε
|ΑΤΒΥΓΦΔΧΛ|
|ΕΟΖΠΗΡΘΣΕΝ| =

|ΑΒΓΔΛ|
|Ξ| ,

από όπου προκύπτει
|ΑΒΓΔΛ|

|ΑΤΒΥΓΦΔΧΛ| =
|Ξ|

|ΕΟΖΠΗΡΘΣΕΝ|.
Επίσης, |ΑΒΓΔΛ| > |ΑΤΒΥΓΦΔΧΛ| καθώς ο κώνος ΑΒΓΔΛ περιέχει την

πυραμίδα ΑΤΒΥΓΦΔΧΛ και άρα από την παραπάνω αναλογία έπεται
|Ξ| > |ΕΟΖΠΗΡΘΣΝ| που όμως είναι αδύνατον καθώς έχουμε αποδείξει
παραπάνω ότι |Ξ| < |ΕΟΖΠΗΡΘΣΝ|

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει
|ΑΒΓΔΛ|

|Ξ| = ΒΔ3

ΖΘ3 με |Ξ| < |ΕΖΗΘΝ|.
Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι είναι αδύνατον να ισχύει και

|ΕΖΗΘΝ|
|Ξ| = ΖΘ3

ΒΔ3 με |Ξ| > |ΑΒΓΔΛ|.

1η περίπτωση: Έστω ότι ο όγκος του στερεού Ξ είναι μεγαλύτερος από
τον όγκο του κώνου ΕΖΗΘΝ, δηλαδή |Ξ| > |ΕΖΗΘΝ|.

Ισχυρίζομαι ότι δεν μπορεί να ισχύει
|ΑΒΓΔΛ|

|Ξ| = ΒΔ3

ΖΘ3

με Ξ στερεό όγκου |Ξ| > |ΕΖΗΘΝ|.
Αν υποθέσουμε ότι ισχύει η παραπάνω τότε θα είναι και

|Ξ|
ΑΒΓΔΛ = ΖΘ3

ΒΔ3

(Πόρισμα, Β, Π, σελ. ).
Όμως |Ξ|

|ΑΒΓΔΛ| =
|ΕΖΗΘΝ|

|Τ|
με Τ στερεό όγκου |Τ| < |ΑΒΓΔΛ| (Λήμμα Π, σελ. ).

Οπότε θα είναι και
|ΕΖΗΘΝ|

|Τ| = ΖΘ3

ΒΔ3 με |Τ| < |ΑΒΓΔΛ|,
κάτι που όμως είναι αδύνατον όπως έχει αποδειχθεί στο πρώτο μέρος της
απόδειξης.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν μπορεί να ισχύει ούτε
|ΑΒΓΔΛ|

|Ξ| = ΒΔ3

ΖΘ3

με Ξ στερεό όγκου |Ξ| > |ΕΖΗΘΝ|.
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Έτσι, έπεται τελικά ότι
|ΑΒΓΔΛ|
|ΕΖΗΘΝ| =

ΒΔ3

ΖΘ3 .
Ο λόγος των όγκων των κώνων όμως είναι ίσος με τον λόγο των όγκων

των κυλίνδρων που είναι ισοϋψείς με τους κώνους και έχουν τις ίδιες βάσεις
με αυτούς, διότι ένας κύλινδρος που είναι ισοϋψής με έναν κώνο και έχει την
ίδια βάση με αυτόν έχει όγκο ίσο με το τριπλάσιο του όγκου του κώνου.
Έτσι και ο λόγος των όγκων των κυλίνδρων είναι ίσος με ΒΔ3/ΖΘ3.

Συνεπώς, ο λόγος των όγκων των όμοιων κώνων και κυλίνδρων που
είναι ισοϋψείς με τους κώνους και έχουν τις ίδιες βάσεις με αυτούς, είναι
ίσος με τον λόγο των κύβων των διαμέτρων των βάσεών τους· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
Πρόταση 13 () Αν ένας κύλινδρος τμηθεί από ένα επίπεδο που είναι πα-
ράλληλο στις βάσεις του τότε ο λόγος των όγκων των δύο κυλίνδρων στους
οποίους διαιρείται ο αρχικός κύλινδρος είναι ίσος με τον λόγο των αξόνων τους.

Απόδειξη. Έστω ο κύλινδρος ΑΔ που τέμνεται απότο επίπεδο ΗΘ το οποίο
είναι παράλληλο στις βάσεις ΑΒ και ΓΔ του κυλίνδρου. Έστω ακόμα ότι
το ΗΘ τέμνει τον άξονα ΑΔ του κυλίνδρου ΑΔ στο Κ. Ισχυρίζομαι ότι
|ΒΗ|/|ΗΔ| = ΕΚ/ΚΖ.

Προεκτείνουμε τον άξονα ΕΖ και προς τις δύο κατευθύνσεις παίρνοντας
𝜈 ίσα με το ΕΚ τμήματα προς την μεριά του Ε και 𝜇 ίσα με το ΖΚ τμήματα
προς την μεριά του Ζ.

Χάριν απλότητας για την κατασκευή του σχήματος υποθέτουμε ότι
𝜇 = 𝜈 = 2, οπότε έχουν ληφθεί τα ΕΝ = ΝΛ = ΕΚ προς το Ε και τα
ΖΞ = ΞΜ = ΖΚ προς το Ζ.
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Θεωρούμε τον κύλινδρο ΟΧ με άξονα ΛΜ και βάσεις τους κύκλους διαμέ-
τρων ΟΠ και ΦΧ.

Από τα σημεία Ν και Ξ φέρνουμε τα επίπεδα που είναι παράλληλα στα
ΑΒ και ΓΔ και τις βάσεις του κυλίνδρου ΟΧ. Τότε οι τομές των επιπέδων
αυτών με τον κύλινδρο είναι οι κύκλοι με κέντρα τα Ν και Ξ αντίστοιχα.

Επειδή ΛΝ = ΝΕ = ΕΚ έπεται ότι οι όγκοι των κυλίνδρων ΠΡ, ΡΒ,
ΒΗ έχουν ίσους λόγους προς τα εμβαδά των βάσεών τους (Π, σελ. ).
Καθώς οι βάσεις έχουν ίσα εμβαδά έπεται ότι οι κύλινδροι ΠΡ, ΡΒ και ΒΗ
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έχουν ίσους όγκους και μάλιστα όσες φορές είναι μεγαλύτερος ο ΚΛ από
τον ΕΚ τόσες φορές είναι μεγαλύτερος ο όγκος του κυλίνδρου ΠΗ από τον
όγκο του κυλίνδρου ΗΒ, δηλαδή |ΠΗ| = 3 ⋅ |ΗΒ|.

Για τους ίδιους λόγους όσες φορές είναι μεγαλύτερος ο ΜΚ από τον ΚΖ
τόσες φορές είναι μεγαλύτερος και ο όγκος του κυλίνδρου ΧΗ από τον
όγκο του κυλίνδρου ΗΔ, δηλαδή |ΧΗ| = 3 ⋅ |ΗΔ.

Επίσης αν ΚΛ = ΚΜ τότε |ΠΗ| = |ΗΧ| ενώ αν ΚΛ > ΛΜ θα είναι
|ΠΗ| > |ΗΧ και αν ΚΛ < ΛΜ τότε |ΠΗ| < |ΗΧ|.

Επειδή κατασκευάστηκαν 𝜈 κύλινδροι προς το Ε και 𝜇 κύλινδροι προς
το Ζ με ΚΛ = 𝜇 ⋅ ΕΚ και ΚΜ = 𝜈 ⋅ ΚΖ θα είναι και |ΠΗ| = 𝜇 ⋅ |𝐵𝐻| και
|ΗΧ| = 𝜈 ⋅ |ΗΔ| καθώς τα ΚΛ και ΚΜ είναι πολλαπλάσια των ΕΚ και ΚΖ
αντίστοιχα ενώ οι όγκοι |ΠΗ και |ΗΧ| είναι ίσα πολλαπλάσια των |ΒΗ| και
|ΗΔ| αντίστοιχα.

Συνεπώς:

⎧{
⎨
{⎩

είτε ισχύει 𝜇 ⋅ ΕΚ > 𝜈 ⋅ ΚΖ και 𝜇 ⋅ |ΒΗ| > 𝜈 ⋅ |ΗΔ|
είτε ισχύει 𝜇 ⋅ ΕΚ = 𝜈 ⋅ ΚΖ και 𝜇 ⋅ |ΒΗ| = 𝜈 ⋅ |ΗΔ|
είτε ισχύει 𝜇 ⋅ ΕΚ < 𝜈 ⋅ ΚΖ και 𝜇 ⋅ |ΒΗ| < 𝜈 ⋅ |ΗΔ|

⎫}
⎬
}⎭

.

Τότε όμως,
ΕΚ
ΚΖ = |ΒΗ|

|ΗΔ|
(Β, Ορ, σελ. ) που είναι η αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 14 () Ο λόγος των όγκων των κώνων ή των κυλίνδρων που
έχουν ίσες βάσεις είναι ίσος με τον λόγο των υψών τους.
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ΖΑπόδειξη. Έστω οι κύλινδροι ΕΒ
και ΖΔ που έχουν βάσεις τους
ίσους κύκλους διαμέτρων ΑΒ και
ΓΔ αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι
|ΕΒ|/|ΖΔ| = ΗΘ/ΚΛ.

Προεκτείνουμε τον άξονα ΚΛ
προς το Λ κατά τμήμα ΛΝ = ΗΘ
και θεωρούμε τον κύλινδρο ΓΜ με
άξονα ΛΝ.

Καθώς οι κύλινδροι ΕΒ και ΓΜ
έχουν ίδια ύψη έπεται ότι ο λό-
γος των όγκων τους είναι ίσος με
τον λόγο των εμβαδών των βάσεών
τους (Π, σελ. ). Επειδή οι βάσεις τους είναι ίσες έπεται ότι |ΕΒ| = |ΓΜ|.
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Επειδή τώρα ο κύλινδρος ΖΜ έχει τμηθεί από το επίπεδο ΓΔ που είναι
παράλληλο προς τα επίπεδα των βάσεών του, έπεται ότι

|ΓΜ|
|ΖΔ| =

ΛΝ
ΚΛ

(Π, σελ. ). Όμως |ΓΜ| = |ΕΒ| και ΛΝ = ΗΘ οπότε
|ΕΒ|
|ΖΔ| =

ΗΘ
ΚΛ .

Επίσης, |ΕΒ|
|ΖΔ| =

|ΑΒΗ|
|ΓΔΚ|

(Π, σελ. ) οπότε
|ΕΒ|
|ΖΔ| =

|ΑΒΗ|
|ΓΔΚ| =

ΗΘ
ΚΛ ,

που είναι η αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 15 () Τα εμβαδά των βάσεων των ισοδύναμων κώνων (ή κυλίν-
δρων) είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους.

Ισχύει και το αντίστροφο: αν τα εμβαδά των βάσεων δύο κώνων (ή κυλίν-
δρων) είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους τότε οι κώνοι (ή κύλινδροι)
αυτοί είναι ισοδύναμοι.

Απόδειξη. (Ευθύ) Έστω οι ισοδύναμοι κώνοι ΑΒΓΔΛ και ΕΖΗΘΜ και οι
ισοδύναμοι κύλινδροι ΑΞ και ΕΟ με βάσεις τους κύκλους ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ
αντίστοιχα. Έστω ακόμα ΑΓ και ΕΗ οι διάμετροι των δύο βάσεων και ΚΛ
και ΜΝ οι άξονες των κώνων (και των κυλίνδρων) που είναι και τα ύψη
τους.

Ισχυρίζομαι ότι τα εμβαδά των βάσεων των κώνων (και των κυλίνδρων)
είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους, δηλαδή |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ| =
ΜΝ/ΚΛ.
1η περίπτωση: ΚΛ = ΜΝ.

Είναι |ΑΞ| = |ΕΟ| οπότε ο λόγος των όγκων των κώνων (και των
κυλίνδρων) είναι ίσος με τον λόγο των εμβαδών των βάσεών τους (Π,
σελ. ), δηλαδή |ΑΒΓΔ|

|ΕΖΗΘ| =
|ΑΞ|
|ΕΟ| .

Από την παραπάνω αναλογία καθώς |ΑΞ| = |ΕΟ| έπεται ότι |ΑΒΓΔ| =
|ΕΖΗΘ| και άρα |ΑΒΓΔ|

|ΕΖΗΘ| = 1 = ΜΝ
ΚΛ ,

δηλαδή τα εμβαδά των βάσεων των κώνων (και των κυλίνδρων) είναι
αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους.

2η περίπτωση: ΚΛ ≠ ΜΝ.
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Έστω ΜΝ > ΛΚ. Αφαιρούμε από το ΜΝ το ΠΝ = ΚΛ και έστω ότι
το επίπεδο ΤΥΣ που διέρχεται από το Π και που είναι παράλληλο στα
επίπεδα των κύκλων ΕΖΗΘ και ΡΟ τέμνει τον κύλινδρο ΕΟ.

Θεωρούμε τον κύλινδρο ΕΣ με ύψος ΝΠ. Τότε |ΑΞ|/|ΕΣ| = |ΕΟ|/|ΕΣ|
(Β, Π, σελ. ). Οι κύλινδροι ΑΞ και ΕΣ όμως είναι ισοϋψείς και άρα
|ΑΞ|/|ΕΣ| = |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ| (Π, σελ. ). Επιπλέον ισχύει και ότι
|ΕΟ|/|ΕΣ| = ΜΝ/ΠΝ, καθώς ο κύλινδρος ΕΟ έχει τμηθεί από το επίπεδο
ΤΥΣ που είναι παράλληλο στα επίπεδα των βάσεών του (Π, σελ. ).

Από τις τρεις παραπάνω αναλογίες, καθώς ΠΝ = ΚΛ παίρνουμε

|ΑΒΓΔ|
|ΕΖΗΘ| =

ΜΝ
ΠΝ = ΜΝ

ΚΛ .

Άρα τα εμβαδά των βάσεων ΑΒΓΔ και ΕΖΗΘ των κώνων (και των
κυλίνδρων) είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη τους.
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(Αντίστροφο) Έστω τώρα ότι τα εμβαδά των βάσεων των κυλίνδρων
ΑΞ και ΕΟ είναι αντιστρόφως ανάλογα με τα ύψη ΚΛ καιΜΝ των κυλίνδρων
αντίστοιχα. Δηλαδή έστω ότι ισχύει |ΑΒΓΔ|/|ΕΖΗΘ| = ΜΝ/ΚΛ.

Ισχυρίζομαι ότι οι κύλινδροι ΑΞ και ΕΟ είναι ισοδύναμοι δηλαδή ότι
|ΑΞ| = |ΕΟ|.

Εργαζόμαστε όπως προηγουμένως λαμβάνοντας στη ΜΝ τμήμα ΠΝ =
ΚΛ και έστω το επίπεδο που περνάει από το Π και είναι παράλληλο στα
επίπεδα των βάσεων ΕΖΗΘ και ΡΟ του κυλίνδρου ΕΟ.

Τότε |ΑΒΓΔ|/ΕΖΗΘ| = ΜΝ/ΠΝ. Αλλά |ΑΒΓΔ|/ΕΖΗΘ| = |ΑΞ|/|ΕΣ|
καθώς οι κύλινδροι ΑΞ και ΕΣ είναι ισοϋψείς (Π, σελ. ).

Επιπλέον ΜΝ/ΠΝ = |ΕΟ|/|ΕΣ| (Π, σελ. ) και επομένως από τις
τρεις τελευταίες αναλογίες παίρνουμε

|ΑΞ|
|ΕΣ| = |ΕΟ|

|ΕΣ| ,

οπότε |ΑΞ| = |ΕΟ|.
Ο ίδιος συλλογισμός ισχύει και για την περίπτωση των κώνων· ὅπερ

ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 16 (Κατασκευή) () Σε ομόκεντρους κύκλους να εγγραφεί στον
μεγαλύτερο από αυτούς πολύγωνο ισόπλευρο και αρτιόπλευρο (στμ: με άρ-
τιο πλήθος πλευρών) που δεν «αγγίζει» στον μικρότερο κύκλο (στμ: ούτε
εφάπτεται ούτε τέμνει).
Υλοποίηση: Έστω οι δοθέντες ομόκεντροι κύκλοιΑΒΓΔ και ΕΖΗΘπου έχουν
κοινό κέντρο το Κ. Πρέπει να εγγραφεί στον ΑΒΓΔ, που είναι ο μεγαλύτερος
από τους δύο κύκλους, πολύγωνο ισόπλευρο και αρτιόπλευρο που δεν
αγγίζει στον κύκλο ΕΖΗΘ.

Φέρνουμε την διάμετρο ΒΚΔ του ΑΒΓΔ που τέμνει τον ΕΖΗΘ στα Ε
και Η. Από το Η φέρνουμε την ΗΑ κάθετη στην ΒΔ. Η ΗΑ προεκτεινόμενη
προς το Η τέμνει τον ΑΒΓΔ στο Γ οπότε η ΑΓ εφάπτεται στον ΕΖΗΘ.

Διχοτομούμε το τόξο ⏜ΒΑΔ και στην συνέχεια διχοτομούμε ξανά το μισό
του.
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Επαναλαμβάνοντας συνεχώς την
διαδικασία της διχοτόμησης των
τόξων που προκύπτουν κάποια
στιγμή θα απομείνει τόξο μικρότερο
του ⏜ΑΔ (Β, Π, σελ. ).

Έστω ⏜ΛΔ το τόξο που απομένει
στο τέλος. Από το Λ φέρνουμε την
ΛΝ κάθετη στην ΒΔ που προεκτει-
νόμενη προς το Ν τέμνει τον ΑΒΓΔ
στοΜ. Φέρνουμε και τις ΛΔ και ΔΝ.

Τότε ⏜ΛΔ = ⏜ΔΝ (Β, Π, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Επειδή ΛΝ ⫽ ΑΓ και
η ΑΓ εφάπτεται στον ΕΖΗΘ, έπεται ότι η ΛΝ δεν εφάπτεται στον ΕΖΗΘ.
Κατά μείζονα λόγο δεν εφάπτονται στον ΕΖΗΘ ούτε οι ΛΔ και ΔΝ.

Εναρμόζοντας τώρα διαδοχικά στον ΑΒΓΔ χορδές ίσες με ΛΔ θα εγγρα-
φεί στον ΑΒΓΔ πολύγωνο ισόπλευρο και αρτιόπλευρο που δεν εφάπτεται
στον ΕΖΗΘ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
Πρόταση 17 (Κατασκευή) ()Σεδυοσφαίρεςμετο ίδιοκέντροναεγγραφεί
στηνμεγαλύτερηαπόαυτέςστερεόπολύεδροπουδεν«αγγίζει»τηνεπιφάνεια
της μικρότερης σφαίρας (στμ: ούτε εφάπτεται ούτε τέμνει).
Υλοποίηση: Θεωρούμε δυο σφαίρες με κοινό κέντρο το Α. Πρέπει να εγ-
γραφεί στην μεγαλύτερη από αυτές ένα στερεό πολύεδρο που δεν αγγίζει
την επιφάνεια της μικρότερης σφαίρας.

Αν θεωρήσουμε ότι οι σφαίρες τέμνονται από ένα επίπεδο στο οποίο
βρίσκεται και το κέντρο τους τότε οι τομές θα είναι κύκλοι καθώς μια
σφαίρα δημιουργείται από την στροφή ενός ημικυκλίου περί την ακίνητη
διάμετρό του. Έτσι, σε οποιαδήποτε θέση και αν θεωρήσουμε το ημικύκλιο
το επίπεδο στο οποίο αυτό βρίσκεται θα σχηματίσει στην επιφάνεια της
σφαίρας κύκλο.
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Ο κύκλος αυτός είναι ένας από τους μέγιστους κύκλους διότι η διάμετρός
του (που είναι η διάμετρος της σφαίρας και του ημικυκλίου) είναι ένα από
τα μεγαλύτερα ευθύγραμμα τμήματα με άκρα στον κύκλο και την επιφάνεια
της σφαίρας.

Έστω λοιπόν ότι γράφονται στην μεγαλύτερη σφαίρα ο κύκλος ΒΓΔΕ
και στην μικρότερη ο κύκλος ΖΗΘ.

Φέρνουμε τις κάθετες διαμέτρους ΒΔ και ΓΕ των δύο ομόκεντρων αυτών
κύκλων και εγγράφουμε στον ΒΓΔΕ, που είναι ο μεγαλύτερος, ένα πολύ-
γωνο ισόπλευρο και αρτιόπλευρο (Π, σελ. ) μη εφαπτόμενο στον
μικρότερο κύκλο ΖΗΘ.

Έστω ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ και ΜΕ οι πλευρές του πολυγώνου που βρίσκονται
στο τεταρτημόριο ⏜ΒΕ.
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Φέρνουμε την ΚΑ της οποίας η προέκταση τέμνει τον ΒΓΔΕ στο Ν και
από το Α ανυψώνουμε την κάθετη στο επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ η οποία
τέμνει την επιφάνεια της σφαίρας στο Ξ.

Από τις ΑΞ, ΒΔ και τις ΑΞ, ΚΝ διέρχονται επίπεδα που σχηματίζουν
μέγιστους κύκλους στην επιφάνεια της σφαίρας και έστω τα ημικύκλια
ΒΞΔ και ΚΞΝ διαμέτρων ΒΔ και ΚΝ αντίστοιχα.

Επειδή τώρα η ΞΑ είναι κάθετη στο επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ τότε και
κάθε άλλο επίπεδο επί του οποίου κείται η ΞΑ είναι κάθετο στο επίπεδο
του κύκλου ΒΓΔΕ (Β, Π, σελ. ). Έτσι τα ημικύκλια ΒΞΔ και ΚΞΝ
είναι κάθετα στο επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ.
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Ακόμα είναι ⏜ΒΕΔ = ⏜ΒΞΔ = ⏜ΚΞΝ καθώς οι διάμετροί τους είναι ίσες
με ΒΔ = ΚΝ (Β, Ορ, σελ. ) και επομένως είναι ίσα και τα αντίστοιχα
τεταρτημόρια, δηλαδή ⏜ΒΕ = ⏜ΒΞ = ⏜ΚΞ.

Άρα όσες πλευρές του πολυγώνου βρίσκονται στο τεταρτημόριο ⏜ΒΕ το
ίδιο πλήθος πλευρών βρίσκεται στα τεταρτημόρια ⏜ΒΞ και ⏜ΚΞ. Οι πλευρές
αυτές είναι ίσες με τις ΒΚ = ΚΛ = ΛΜ = ΜΕ.

Εγγράφουμε τις ίσες αυτές πλευρές του πολυγώνου ως εξής: τις ΒΟ =
ΟΠ = ΠΡ = ΡΞ στο τεταρτημόριο ⏜ΒΞ και τις ΚΣ = ΣΤ = ΤΥ = ΥΞ στο
τεταρτημόριο ⏜ΚΞ. Στην συνέχεια φέρνουμε τις ΣΟ, ΤΠ και ΥΡ ενώ από τα
Ο και Σ φέρνουμε και τις κάθετες προς το επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ οι
οποίες καταλήγουν στα σημεία Φ και Χ των ΒΔ και ΚΝ αντίστοιχα καθώς
τα επίπεδα των ΒΞΔ και ΚΞΝ είναι κάθετα στο επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ.

Επειδή τώρα στα ίσα ημικύκλια ⏜ΒΞΔ και ⏜ΚΞΝ ελήφθησαν ίσες χορδές
(Β, Π, σελ. ) οι ΒΟ = ΚΣ και οι ΟΦ ⟂ ΣΧ θα είναι και ΟΦ = ΣΧ και
ΒΦ = ΚΧ (Β, Π, σελ.  και Β, Π, σελ. ).

Καθώς ΒΑ = ΚΑ έπεται ότι ΒΑ − ΒΦ = ΚΑ − ΚΧ ή ΦΑ = ΧΑ. Άρα
ΒΦ/ΦΑ = ΚΧ/ΧΑ οπότε θα είναι και ΧΦ ⫽ ΚΒ (Β, Π, σελ. ).

Οι ΟΦ και ΣΧ είναι κάθετες στο επίπεδο του κύκλου ΒΓΔΕ και άρα
ΟΦ ⫽ ΣΧ (Β, Π, σελ. ).

Έτσι οι ΟΦ και ΣΧ είναι ίσες και παράλληλες οπότε και οι ΣΟ και ΦΧ
είναι ίσες και παράλληλες (Β, Π, σελ. ).

Τότε όμως ΧΦ ⫽ ΣΟ και ΧΦ ⫽ ΚΒ οπότε είναι και ΣΟ ⫽ ΚΒ (Β, Π,
σελ. ).

Επειδή τώρα οι ΣΟ και ΚΒ συνδέονται από τις ΒΟ και ΚΣ το ΚΒΟΣ
είναι σε ένα επίπεδο καθώς αν υπάρχουν δύο παράλληλες ευθείες και σε
καθεμιά από αυτές ληφθούν τυχόντα σημεία τότε η ευθεία που τα συνδέει
βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο με τις παράλληλες (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως, καθένα από τα τετράπλευρα ΣΟΠΤ και ΤΠΡΥ βρίσκεται σε ένα
επίπεδο, ενώ και το τρίγωνο ΥΡΞ βρίσκεται σε ένα επίπεδο.

Αν θεωρήσουμε τώρα τα ευθύγραμμα τμήματα με άκρα το Α και καθένα
από τα Ο, Σ, Π, Τ, Ρ και Υ θα σχηματιστεί μεταξύ των τόξων ΒΞ και ΚΞ ένα
στερεό σχήμα που αποτελείται από πυραμίδες με βάσεις τα τετράπλευρα
ΚΒΟΣ, ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ και το τρίγωνο ΥΡΞ και κορυφή το Α.

Κάνοντας στην συνέχεια τις αντίστοιχες κατασκευές σε καθεμιά από τις
ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ όπως με την ΒΚ και σε κάθε άλλο τεταρτημόριο θα σχηματι-
στεί ένα στερεό πολύεδρο εγγεγραμμένο στη σφαίρα και περιέχεται στις
πυραμίδες με κορυφή το Α και βάσεις τα τετράπλευρα που είναι ομοταγή
(αντίστοιχα) με τα ΚΒΟΣ, ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ και το τρίγωνο ΥΡΞ.

Ισχυρίζομαι ότι το πολύεδρο αυτό δεν εφάπτεται επί της επιφάνειας
της μικρότερης σφαίρας και επί την οποία είναι ο κύκλος ΖΗΘ.
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Φέρνουμε από το Α την κάθετη στο επίπεδο του τετραπλεύρου ΚΒΟΣ
που τέμνει το επίπεδο στο Ψ. Φέρνουμε και τις ΨΒ και ΨΚ.

Επειδή η ΑΨ είναι κάθετη στο επίπεδο του τετραπλεύρου ΚΒΟΣ θα
είναι κάθετη και σε κάθε ευθεία που κείται επί του επιπέδου και που
διέρχεται από το Ψ (Β, Ορ, σελ. ). Έτσι ΑΨ ⟂ ΒΨ και ΑΨ ⟂ ΨΚ.

ΚαθώςΑΒ = ΑΚ είναι καιΑΒ2 = ΑΚ2 ενώ από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
(Β, Π, σελ. ) έχουμε ότι ΑΒ2 = ΑΨ2+ΨΒ2 διότι ΑΨ̂Β = 1 ορθή. Ομοίως
είναι και ΑΚ2 = ΑΨ2 + ΨΚ2 καθώς ΑΨ̂Κ = 1 ορθή.

Από τις παραπάνω προκύπτει ΑΨ2+ΨΒ2 = ΑΨ2+ΨΚ2 οπότε ΨΒ2 =
ΨΚ2 ή ΨΒ = ΨΚ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΨΟ = ΒΨ και ΨΣ = ΨΚ και
άρα ο γραφόμενος κύκλος με κέντρο το Ψ και ακτίνα ΨΒ = ΨΚ διέρχεται
και από τα Ο και Σ. Άρα το ΚΒΟΣ είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο αυτό.

Επειδή ΚΒ > ΧΦ και ΧΦ = ΣΟ έπεται ότι ΚΒ > ΣΟ. Αλλά ΚΒ = ΚΣ =
ΒΟ οπότε ΚΣ > ΣΟ και ΒΟ > ΣΟ.

Καθώς λοιπόν το ΚΒΟΣ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο και ΟΣ < ΚΒ =
ΒΟ = ΚΣ και η ΒΨ είναι ακτίνα του κύκλου ισχύει ΚΒ2 > 2ΒΨ2.

Φέρνουμε από το Κ και την ΚΩ κάθετη στην ΒΦ.
Επειδή τώρα ΒΔ < 2ΔΩ και

ΒΔ
ΔΩ = ΔΒ ⋅ ΩΒ

ΔΩ ⋅ ΩΒ.
Αφού αναγραφεί το τετράγωνο πλευράς ΒΩ και συμπληρωθεί το παραλ-
ληλόγραμμο με μια πλευρά ΩΔ θα είναι ΔΒ ⋅ ΒΩ < 2ΔΒ ⋅ ΩΒ Αφού αχθεί
η ΚΔ θα είναι και ΔΒ ⋅ ΒΩ = ΒΚ2 και ΔΩ ⋅ ΩΒ = ΚΩ2 (Β, Π, σελ. 
και Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Άρα θα είναι ΚΒ2 < 2ΚΩ2 και καθώς
ΚΒ2 > 2ΒΨ2 είναι και ΚΩ2 > ΒΨ2.

Επίσης επειδή ΒΑ = ΑΚ θα είναι και ΒΑ2 = ΚΑ2 ενώ από το Πυθαγόρειο
Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) ισχύουν ΒΑ2 = ΒΨ2 +ΨΑ2 και ΚΑ2 = ΚΩ2 +
ΩΑ2. Συνεπώς, ΒΨ2 + ΨΑ2 = ΚΩ2 + ΩΑ2 με ΚΩ2 > ΒΨ2.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι ΩΑ2 < ΨΑ2 και άρα ΩΑ < ΨΑ, οπότε κατά
μείζονα λόγο προκύπτει ΑΨ > ΑΗ.

Έτσι, η ΑΨ καταλήγει σε μια βάση του πολύεδρου ενώ η ΑΗ στην
επιφάνεια της μικρότερης σφαίρας. Και άρα το πολύεδρο δεν εφάπτεται
στην επιφάνεια της μικρότερης σφαίρας.

Σε δυο ομόκεντρες σφαίρες έχει εγγραφεί στην μεγαλύτερη από αυτές
στερεό πολύεδρο που δεν αγγίζει την επιφάνεια της μικρότερης σφαίρας·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Πόρισμα 27 Αν σε μια άλλη σφαίρα εγγραφεί στερεό πολύεδρο όμοιο προς
αυτόπου εγγράφηκεστηνσφαίραΒΓΔΕ τότε ο λόγος των όγκων των δύοστε-
ρεώνπολυέδρων είναι ίσος με τον λόγο των κύβων των διαμέτρων των σφαιρών
μέσα στις οποίες είναι εγγεγραμμένα τα πολύεδρα αυτά.
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Απόδειξη. Πράγματι αν διαιρεθούν τα στερεά πολύεδρα σε ομοιοπληθείς
και ομοταγείς (όμοιες κατά την τάξη) πυραμίδες τότε οι πυραμίδες αυτές
θα είναι όμοιες.

Ο λόγος των όγκων των όμοιων πυραμίδων όμως είναι ίσος με τον λόγο
των κύβων των ομόλογων πλευρών τους (Πόρισμα, Π, σελ. ).

Έτσι ο λόγος του όγκου της πυραμίδας ΚΒΟΣΛ προς τον όγκο της
ομοταγούς της που βρίσκεται στην άλλη σφαίρα είναι ίσος με τον λόγο
των κύβων των ακτίνων των δύο σφαιρών καθώς αυτός ο λόγος είναι
ίσος με τον λόγο των κύβων των ομόλογων πλευρών των δύο ομοταγών
πυραμίδων.

Ομοίως ο λόγος του όγκου καθεμιάς από τις πυραμίδες που βρίσκονται
στην πρώτη σφαίρα προς τον όγκο της ομοταγούς της που βρίσκεται στην
δεύτερη σφαίρα είναι ίσος με τον λόγο των ακτίνων των σφαιρών.

Δηλαδή αν 𝛼1, 𝛼2, …, 𝛼𝜈 είναι οι όγκοι των πυραμίδων της πρώτης
σφαίρας που έχει ακτίνα 𝜌1 και 𝛽1, 𝛽2, …, 𝛽𝜈 είναι αντίστοιχα οι όγκοι
των ομοταγών πυραμίδων που βρίσκονται στην δεύτερη σφαίρας που
έχει ακτίνα 𝜌2 τότε ισχύει:

𝛼1
𝛽1

= 𝛼2
𝛽2

= 𝛼3
𝛽3

= … = 𝛼𝜈
𝛽𝜈

= 𝜌31
𝜌32

και άρα 𝛼1 + 𝛼2 + … + 𝛼𝜈
𝛽1 + 𝛽2 + … + 𝛽𝜈

= 𝜌31
𝜌32(Β, Π, σελ. ).

Έτσι αν συμβολίσουμε με 𝛼 τον όγκο του στερεού πολυέδρου που
είναι εγγεγραμμένο στην πρώτη σφαίρα και με 𝛽 αντίστοιχα τον όγκο
του στερεού της δεύτερης σφαίρας τότε από την παραπάνω αναλογία
παίρνουμε: 𝛼

𝛽 = 𝛿31
𝛿32

,
όπου 𝛿1 και 𝛿2 οι διάμετροι των δύο σφαιρών ακτίνων 𝜌1 και 𝜌2 αντίστοιχα·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 (Όγκος σφαίρας) ()Ο λόγος των όγκων δύο σφαιρών είναι
ίσος με τον λόγο των κύβων των διαμέτρων τους.

Απόδειξη. Θεωρούμε τις σφαίρες ΑΒΓ και ΔΕΖ με διαμέτρους ΒΓ και ΕΖ
αντίστοιχα. Ισχυρίζομαι ότι |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = ΒΓ3/ΕΖ3.

Αν δεν ισχύει η παραπάνω τότε θα είναι |ΑΒΓ|/|ΗΘΚ| = ΒΓ3/ΕΖ3 όπου
ΗΘΚ είναι μια σφαίρα με όγκο |ΗΘΚ| < |ΔΕΖ| ή |ΗΘΚ| > |ΔΕΖ|.
1ηπερίπτωση: Υποθέτουμε πρώτα ότι |ΑΒΓ|/|ΔΕΖ| = ΒΓ3/ΕΖ3 με |ΗΘΚ| <
|ΔΕΖ|.

Θεωρούμε ότι οι ΔΕΖ και ΗΘΚ είναι ομόκεντρες και εγγράφουμε στην
μεγαλύτερη σφαίρα ΔΕΖ στερεό πολύεδρο που δεν εφάπτεται στην επι-
φάνεια της μικρότερης σφαίρας ΗΘΚ (Π, σελ. ).
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Στην συνέχεια εγγράφουμε και στην άλλη σφαίρα, την ΑΒΓ, ένα στερεό
πολύεδρο όμοιο με το στερεό πολύεδρο που έχει εγγραφεί στην σφαίρα
ΔΕΖ. Οπότε ο λόγος των όγκων των δύο πολυέδρων είναι ίσος με τον λόγο
των κύβων των διαμέτρων των σφαιρών στις οποίες αυτά έχουν εγγραφεί
(Πόρισμα, Π, σελ. ).

Δηλαδή αν 𝛼 και 𝛽 είναι οι όγκοι των στερεών πολυέδρων που έχουν
εγγραφεί στις σφαίρες διαμέτρων ΒΓ και ΕΖαντίστοιχα θα ισχύει

𝛼
𝛽 = ΒΓ3

ΕΖ3
από όπου, καθώς |ΑΒΓ|

|ΗΘΚ| =
ΒΓ3

ΕΖ3
παίρνουμε |ΑΒΓ|

|ΗΘΚ| =
𝛼
𝛽

ή |ΑΒΓ|
𝛼 = |ΗΘΚ|

𝛽 .

Α

Β Γ

Δ

Ε

Η

Θ ΖΚ

Λ

Μ Ν

Καθώς |ΑΒΓ| > 𝛼 έπεται ότι είναι και |ΗΘΚ| > 𝛽 (Β, Π, σελ. ).
Αλλά αυτό είναι αδύνατον καθώς |ΗΘΚ| < 𝛽 διότι η σφαίρα ΗΘΚ εμπεριέ-
χεται στο στερεό πολύεδρο που έχει εγγραφεί στην σφαίρα ΔΕΖ.

Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει |ΑΒΓ|/|ΗΘΚ| =
ΒΓ3/ΕΖ3 με ΗΘΚ σφαίρα όγκου |ΗΘΚ| < |ΔΕΖ|.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει |ΔΕΖ|/|Σ| =
ΕΖ3/ΒΓ3 με Σ να είναι μια σφαίρα με όγκο |Σ| < |ΑΒΓ|.
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2η περίπτωση: Έστω ότι ισχύει |ΑΒΓ|/|ΛΜΝ| = ΒΓ3/ΕΖ3 για τη σφαίρα
ΛΜΝ με όγκο |ΛΜΝ| > |ΔΕΖ|.

Τότε ισχύει |ΛΜΝ|/|ΑΒΓ| = ΕΖ3/ΒΓ3 (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ). Όμως
|ΛΜΝ|
|ΑΒΓ| = |ΔΕΖ|

|Τ|
για κάποια σφαίρα Τ με όγκο μικρότερο από τον όγκο της σφαίρας ΑΒΓ,
δηλαδή ισχύει |Τ| < |ΑΒΓ| (Λήμμα, Π, σελ. ). Οπότε ισχύει

|ΔΕΖ|
|Τ| = ΕΖ3

ΒΓ3

με |Τ| < |ΑΒΓ|. Αυτό όμως είναι αδύνατον όπως αποδείχτηκε στην η

περίπτωση παραπάνω.
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύει ούτε |ΑΒΓ|/|ΛΜΝ| =

ΒΓ3/ΕΖ3 με ΛΜΝ σφαίρα όγκου |ΛΜΝ| > |ΔΕΖ|.
Έτσι έπεται τελικά ότι

|ΑΒΓ|
|ΔΕΖ| =

ΒΓ3

ΕΖ3

που είναι η αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 1 () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο
τότε το τετράγωνο του αθροίσματος του μεγαλύτερου από τα τμήματα που
προκύπτουν και του μισού του αρχικού τμήματος είναι ίσο με το πενταπλάσιο
του τετραγώνου του μισού του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»:

(ΑΓ + ΑΔ)2 = ΑΓ2 + ΑΔ2 + 2ΑΓ ⋅ ΑΔ
= ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΑΔ2 + 2ΑΓ ⋅ ΑΔ
= 2ΑΔ ⋅ ΒΓ + ΑΔ2 + 2ΑΓ ⋅ ΑΔ
= 2ΑΔ(ΒΓ + ΑΓ) + ΑΔ2 = 2ΑΔ ⋅ ΑΒ + ΑΔ2

= 2ΑΔ ⋅ 2ΑΔ + ΑΔ2

= 5ΑΔ2. 

Α Γ ΒΔ

ΕΗ

Ζ

Κ

ΘΟ

Λ

Μ
Ν

Ξ

«πρωτότυπη»: Έστω το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ που διαιρείται σε άκρο και μέσο
λόγο από το σημείο του Γ με ΑΓ να είναι το
μεγαλύτερο από τα τμήματα στα οποία έχει
διαιρεθεί το ΑΒ.

Λαμβάνουμε στην προέκταση του ΓΑ
προς το Α τμήμα ΑΔ = ΑΒ/2. Ισχυρίζομαι
ότι (ΑΓ + ΑΔ)2 = 5 ⋅ ΔΑ2.

Κατασκευάζουμε τα τετράγωνα ΑΕ και
ΔΖ πλευρών ΑΒ και ΔΓ αντίστοιχα και έστω
ότι η προέκταση της ΖΓ προς το Γ τέμνει την
ΚΕ στο Η.

Τώρα επειδή το ΑΒ έχει διαιρεθεί από το Γ σε άκρο και μέσο λόγο ισχύει
ΑΒ⋅ΒΓ = ΑΓ2 (Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Αλλά ΑΒ⋅ΒΓ = |ΓΕ|
και ΑΓ2 = |ΖΘ| οπότε |ΓΕ| = |ΖΘ|. Επειδή ΒΑ = 2 ⋅ ΑΔ και ΒΑ = ΚΑ,
ΑΔ = ΑΘ θα είναι και ΚΑ = 2 ⋅ ΑΘ. Επίσης είναι ΚΑ/ΑΘ = |ΓΚ|/|ΓΘ|
(Β, Π, σελ. ) και άρα |ΓΚ| = 2 ⋅ |ΓΘ|. Όμως |ΛΘ| + |ΘΓ| = 2 ⋅ ΓΘ (Β,
Π, σελ. ). Συνεπώς το τετράγωνο ΑΕ είναι ισοδύναμο με τον γνώμονα
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ΜΝΞ, δηλαδή το πολυγωνικό χωρίο ΑΓΖΛΟΘ. Επειδή ΒΑ = 2 ⋅ ΑΔ είναι
ΒΑ2 = 4 ⋅ΑΔ2 δηλαδή |ΑΕ| = 4 ⋅ |ΔΘ|. Ακόμα ισχύει |ΑΓΖΛΟΘ| = 4 ⋅ |ΑΟ|
και άρα |ΔΖ| = 5 ⋅ |ΑΟ|. Καθώς |ΔΖ| = ΔΓ2 και |ΑΟ| = ΔΑ2 από την
προηγούμενη έπεται ΔΓ2 = 5 ⋅ ΔΑ2.

Συνεπώς, αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο
το τετράγωνο του αθροίσματος του μεγαλύτερου από τα τμήματα στα
οποία διαιρέθηκε το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και του μισού του αρχικού
τμήματος είναι ίσο με το πενταπλάσιο του τετραγώνου του μισού του
αρχικού ευθύγραμμου τμήματος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 2 () Αν το τετράγωνο ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι πεντα-
πλάσιο από το τετράγωνο ενός τμήματός του και το διπλάσιο του τμήματος
αυτού διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο τότε το μεγαλύτερο από τα τμήματα
πουπροκύπτουναπότην διαίρεση είναι ίσομε τουπόλοιποτμήματουαρχικού
ευθύγραμμου τμήματος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν ΑΒ = ΑΓ+ΓΒ με ΑΒ2 = 5ΑΓ2 και ΓΔ = 2ΑΓ,
πρέπει να δείξουμε ότι ΓΒ > ΒΔ και ΓΔ/ΓΒ = ΓΒ/ΒΔ.

Επειδή ΑΒ2 = 5ΑΓ2 έπεται ότι ΑΒ = √5ΑΓ. Τότε, καθώς ΑΒ =
ΑΓ + ΓΒ, θα είναι √5ΑΓ = ΑΓ + ΒΓ και άρα ΓΒ = (√5 − 1)ΑΓ. Επίσης,
ΒΔ = ΓΔ − ΒΓ = 2ΑΓ − (√5 − 1)ΑΓ = (3 − √5)ΑΓ οπότε ΓΒ > ΒΔ.

Ακόμα
ΓΔ
ΓΒ = 2ΑΓ

ΓΒ = 2ΑΓ
(√5 − 1)ΑΓ = 2

√5 − 1
και

ΓΒ
ΒΔ = (√5 − 1)ΑΓ

(3 − √5)ΑΓ = √5 − 1
3 − √5.

Αλλά
2

√5 − 1 = √5 − 1
3 − √5

καθώς 2(3−√5) = (√5−1)2 (διότι 6−2√5 = 5−2√5+1) και επομένως
έπεται ότι ΓΔ/ΓΒ = ΓΒ/ΒΔ. 

«πρωτότυπη» Έστω ότι ΑΒ2 = 5 ⋅ ΑΓ2 και ΓΔ = 2 ⋅ ΑΓ. Ισχυρίζομαι
ότι αν το ΓΔ τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο τότε το μεγαλύτερο από τα
τμήματα που θα προκύψουν είναι ίσο με το ΓΒ.

Με πλευρές ΑΒ και ΓΔ γράφουμε τα τετράγωνα ΑΒΖΛ και ΓΔΗΚ αντί-
στοιχα. Η προέκταση της ΚΓ προς το Γ τέμνει την ΖΑ στο Θ και την ΛΖ
στο Ν. Από το Θ φέρνουμε την παράλληλη προς τις ΛΖ και ΑΒ που τέμνει
τις ΛΑ και ΖΒ στα Μ και Ξ αντίστοιχα.

Η προέκταση τέλος της ΖΒ προς το Β τέμνει την ΚΗ στο Ε.
Επειδή ΒΑ2 = 5 ⋅ ΑΓ2 και |ΑΖ| = 5 ⋅ |ΑΘ| ο γνώμονας ΜΝΞ, δηλαδή

το πολυγωνικό χωρίο ΛΜΘΓΒΖ, έχει εμβαδόν |ΛΜΘΓΒΖ| = 4 ⋅ |ΑΘ|.
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Επίσης καθώς ΔΓ = 2 ⋅ ΓΑ είναι ΔΓ2 =
4 ⋅ ΓΑ2 δηλαδή |ΓΗ| = 4 ⋅ |ΑΘ|. Έτσι
|ΛΜΘΓΒΖ| = |ΓΗ|.

Επειδή ΔΓ = 2 ⋅ ΓΑ και ΔΓ = ΓΚ, ΑΓ =
ΓΘ (άρα ΓΚ = 2 ⋅ ΓΘ) θα είναι και |ΚΒ| =
2 ⋅ |ΒΘ| (Β, Π, σελ. ).

Επίσης είναι |ΛΘ| + |ΘΒ| = 2 ⋅ |ΘΒ| (Β,
Π, σελ. ) και άρα |ΚΒ| = |ΛΘ| + |ΘΒ|.
Καθώς |ΛΜΘΓΒΖ| = |ΓΗ| θα είναι |ΘΖ| =
|ΒΗ|. Όμως |ΒΗ| = ΓΔ ⋅ ΔΒ διότι ΓΔ = ΔΗ
και |ΘΖ| = ΓΒ2. Άρα είναι ΓΔ/ΓΒ = ΓΒ/ΒΔ
(Β, Π, σελ. ). Όμως ΔΓ > ΓΒ και έτσι ΓΒ > ΒΔ (Β, Π, σελ. ).

Συνεπώς, αν το τετράγωνο ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι πεντα-
πλάσιο από το τετράγωνο ενός τμήματός του και το διπλάσιο του τμήμα-
τος αυτού τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο τότε το μεγαλύτερο τμήμα από
αυτά που προκύπτουν είναι το υπόλοιπο από το αρχικό ευθύγραμμο
τμήμα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λήμμα 17 Το ότι 2 ⋅ ΑΓ > ΒΓ αποδεικνύεται ως εξής:
Έστω ότι δεν ισχύει η παραπάνω και είναι ΒΓ = 2 ⋅ ΑΓ. Τότε ΒΓ2 =

4⋅ΑΓ2 ή ΒΓ2+ΓΑ2 = 5⋅ΓΑ2. Όμως ΒΑ2 = 5⋅ΓΑ2 και άρα ΒΑ2 = ΒΓ2+ΓΑ2
που όμως είναι αδύνατον (Β, Π, σελ. ).

Άρα ΒΓ ≠ 2 ⋅ ΑΓ ενώ ομοίως αποδεικνύεται ότι αν 𝛼 < ΒΓ τότε δεν
μπορεί να ισχύει 𝛼 = 2 ⋅ ΓΑ διότι αυτό είναι επίσης άτοπο κατά μείζονα
λόγο.

Συνεπώς 2 ⋅ ΑΓ > ΓΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 3 () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο
τοτετράγωνοτουαθροίσματοςτουμικρότερουκαιτουμισούτουμεγαλύτερου
απότατμήματαπουπροκύπτουνείναι ίσομετοπενταπλάσιοτουτετραγώνου
του μισού του μεγαλύτερου τμήματος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Αν ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΑΓ2, Δ μέσο του ΑΓ και ΑΓ > ΓΒ
πρέπει να δείξουμε ότι ΒΔ2 = 5ΔΓ2. Έχουμε

ΒΔ2 = (ΔΓ + ΓΒ)2 = ΔΓ2 + 2 ⋅ ΔΓ ⋅ ΓΒ + ΓΒ2

= ΔΓ2 + 2 ⋅ ΑΓ2 ⋅ ΓΒ + ΓΒ2

= ΔΓ2 + ΓΒ ⋅ (ΑΓ + ΓΒ)
= ΔΓ2 + ΑΒ ⋅ ΓΒ
= ΔΓ2 + ΑΓ2 = ΔΓ2 + (2ΔΓ)2
= 5ΔΓ2
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«πρωτότυπη»: Έστω το ευθύγραμμο τμήμα
ΑΒ που διαιρείται σε άκρο και μέσο λόγο από
το σημείο του Γ. Αν ΑΓ είναι το μεγαλύτερο
από τα τμήματα που προκύπτουν και Δ είναι
το μέσο του ισχυρίζομαι ότι ΒΔ2 = 5 ⋅ ΔΓ2.

Με πλευρά ΑΒ γράφουμε το τετράγωνο
ΑΒΕΩ.

Επειδή ΑΓ = 2 ⋅ ΔΓ είναι ΑΓ2 = 4 ⋅ ΔΓ2
δηλαδή |ΡΣ| = 4 ⋅ |ΖΗ|2.

Όμως ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΑΓ2 (Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ) και άρα
ΑΒ ⋅ ΒΓ = |ΓΕ|.

Συνεπώς, |ΓΕ| = ΑΓ2 = |ΡΣ|, και επειδή |ΡΣ| = 4 ⋅ |ΖΗ|. θα είναι και
|ΓΕ| = 4 ⋅ |ΖΗ|.

Επειδή πάλι είναι ΑΔ = ΔΓ έπεται ΘΚ = ΚΖ, ώστε |ΗΖ| = |ΘΛ|. Άρα
ΗΚ = ΚΛ και ΜΝ = ΝΕ, |ΜΖ| = |ΖΕ|. Αλλά |ΜΖ| = |ΓΗ|, οπότε |ΓΗ| = |ΖΕ|.
Έτσι, |ΓΝ| + |ΓΗ| = |ΓΝ| + |ΖΕ| ή |ΔΗΟΖΝΒ| = |ΓΕ|.

Καθώς έχει δειχθεί ότι |ΓΕ| = 4 ⋅ |ΗΖ| είναι |ΔΗΟΖΝΒ| = 4 ⋅ |ΗΖ| και έτσι
|ΔΗΟΖΝΒ| + |ΗΖ| = 5 ⋅ |ΗΖ| ή |ΔΝ| = 5 ⋅ |ΗΖ|.

Όμως |ΔΝ| = ΔΒ2 και |ΗΖ| = ΔΓ2 οπότε ΔΒ2 = 5 ⋅ ΔΓ2 που είναι η
αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 4 () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο
τότε το άθροισμα των τετραγώνων του αρχικού τμήματος και του μικρότερου
τμήματος (από τα δύο τμήματα στα οποία διαιρέθηκε το αρχικό τμήμα) είναι
ίσο με το τριπλάσιο του τετραγώνου του μεγαλύτερου τμήματος.

Απόδειξη. «σύγχρονη»:

ΑΒ2 + ΒΓ2 = ΑΒ2 + (ΑΒ − ΑΓ)2
= 2ΑΒ2 − 2ΑΒ ⋅ ΑΓ + ΑΓ2

= 2ΑΒ(ΑΒ − ΑΓ) + ΑΓ2 = 2ΑΒ ⋅ ΒΓ + ΑΓ2.
Αλλά ΑΒ/ΑΓ = ΑΓ/ΒΓ οπότε ΑΓ2 = ΑΒ ⋅ ΒΓ. Και τώρα η προηγούμενη
δίνει ΑΒ2 + ΒΓ2 = 3ΑΓ2. 
Α Γ Β
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«πρωτότυπη»: Έστω το ευθύγραμμο
τμήμα ΑΒ που διαιρείται από το σημείο του
Γ σε άκρο και μέσο λόγο όπως φαίνεται στο
σχήμα. Ισχυρίζομαι ότι ΑΒ2 + ΒΓ2 = 3 ⋅ ΓΑ2.

Με πλευρά ΑΒ γράφουμε το τετράγωνο
ΑΔΕΒ και από το Γ φέρνουμε την παράλληλη
στις ΑΔ και ΒΕ που τέμνει την διαγώνιο ΒΔ
στο Ζ και την ΔΕ στο Η. Επειδή η ΑΒ έχει τμη-

θεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Γ με ΑΓ > ΓΒ ισχύει ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΑΓ2
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(Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Αλλά ΑΒ ⋅ ΒΓ = |ΑΚ| και
ΑΓ2 = |ΘΗ| οπότε |ΑΚ| = |ΘΗ|. Όμως |ΑΖ| = |ΖΕ| (Β, Π, σελ. )
και έτσι |ΑΖ|+ |ΓΚ| = |ΖΕ|+ |ΓΚ| ή |ΑΚ| = |ΓΕ|. Άρα 2 ⋅ |ΑΚ| = |ΑΚ|+ |ΓΕ|.

Αλλά το άθροισμα των εμβαδών των ΑΚ και ΓΕ είναι ίσο με το άθροι-
σμα των εμβαδών του γνώμονα ΛΜΝ (που είναι το πολυγωνικό χωρίο
ΑΒΕΗΖΘ) και του τετραγώνου ΓΚ, δηλαδή

|ΑΒΕΗΖΘ| + |ΓΚ| = 2 ⋅ |ΑΚ|
και άρα

|ΑΒΕΗΖΘ| + |ΓΚ| = 2 ⋅ |ΘΗ|,
οπότε

|ΑΒΕΗΖΘ| + |ΓΚ| + |ΘΗ| = 3 ⋅ |ΘΗ|
ή

|ΑΕ| + |ΓΚ| = 3 ⋅ |ΘΗ|.
Αλλά |ΑΕ| = ΑΒ2, |ΓΚ| = ΒΓ2 και |ΘΗ| = ΘΖ2 = ΑΓ2 (διότι ΘΖ = ΑΓ).

Συνεπώς
ΑΒ2 + ΒΓ2 = 3 ⋅ ΑΓ2

που είναι η αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 5 () Αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο
τότε το ευθύγραμμο τμήμα που είναι ίσο με το άθροισμα του αρχικού ευθύ-
γραμμου τμήματος και του μεγαλύτερου τμήματος (από τα δύο τμήματα στα
οποία διαιρέθηκε το αρχικό τμήμα) έχει τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο και το
μεγαλύτερο τμήμα (από τα τμήματα στα οποία διαιρείται) είναι το αρχικό
ευθύγραμμο τμήμα.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: ΑΒ/ΑΓ = ΑΓ/ΒΓ, άρα
ΑΒ

ΑΒ + ΑΓ = ΑΓ
ΑΓ + ΒΓ.

Συνεπώς
ΑΒ + ΑΓ

ΑΒ = ΑΓ + ΒΓ
ΑΓ . 

«πρωτότυπη»: Έστω το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ που διαιρείται σε
άκρο και μέσο λόγο από το σημείο του Γ ώστε ΑΓ > ΒΓ. Προεκτείνουμε
την ΑΒ προς το Α κατά τμήμα ΑΔ = ΑΓ. Ισχυρίζομαι ότι το ΔΒ έχει
διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Α με ΑΒ > ΑΔ.

Με πλευρά ΑΒ γράφουμε το τετράγωνο ΑΒΕΖ. Στην συνέχεια, από το
Γ φέρνουμε την παράλληλη στις ΒΕ και ΑΖ που τέμνει την διαγώνιο ΑΕ
στο Η. Από το Η φέρνουμε την παράλληλη στις ΑΒ και ΕΖ που τέμνει τις
ΑΖ και ΒΕ στα Κ και Θ αντίστοιχα. Προεκτείνουμε την ΘΚ προς το Θ κατά
τμήμα ΘΛ = ΑΔ.
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Επειδή η ΑΒ έχει διαιρεθεί σε
άκρο και μέσο λόγο από το Γ είναι
ΑΒ⋅ΒΓ = ΑΓ2 (Β, Ορ, σελ.  και
Β, Π, σελ. ). Όμως ΑΒ ⋅ ΒΓ =
|ΓΕ| και ΑΓ2 = |ΓΘ| και άρα |ΓΕ| =
|ΓΘ|. Επίσης |ΓΕ| = |ΘΕ| (Β, Π,
σελ. ) ενώ |ΔΘ| = |ΘΓ|. Από τις
παραπάνω έπεται ότι |ΔΘ| = |ΘΕ|

και άρα |ΔΘ| + |ΘΒ| = |ΘΕ| + |ΘΒ| ή |ΔΚ| = |ΑΕ|.
Αλλά |ΔΚ| = ΒΔ ⋅ ΔΑ διότι ΔΛ = ΔΑ και |ΑΕ| = ΑΒ2, οπότε ΒΔ ⋅ ΔΑ =

ΑΒ2 ή ΔΒ/ΒΑ = ΒΑ/ΑΔ (Β, Π, σελ. ).
Καθώς ΔΒ > ΒΑ έπεται ότι ΒΑ > ΑΔ (Β, Π, σελ. ).
Συνεπώς, η ΔΒ έχει διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Α και το

ΑΒ είναι το μεγαλύτερο τμήμα από αυτά στα οποία έχει διαιρεθεί· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι 
Πρόταση 6 () Αν ένα ρητό ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο
λόγο τότε καθένα από τα δύο τμήματα που προκύπτουν είναι άλογο και μά-
λιστα αποτομή.

Απόδειξη. «σύγχρονη»: Θέτοντας 𝜌 = ΑΒ ρητό τμήμα και Γ το σημείο
που χωρίζει το ΑΒ σε μέσο και άκρο λόγο με ΑΓ > ΓΒ πρέπει να δείξουμε
ότι τα ΑΓ και ΒΓ είναι άλογα και μάλιστα αποτομές. Πράγματι, ισχύει
ΑΒ/ΑΓ = ΑΓ/ΒΓ και ΒΓ = 𝜌 − ΑΓ. Λύνοντας αυτό το σύστημα των δύο
εξισώσεων και λαμβάνοντας υπόψιν ότι ΒΓ < ΑΓ < 𝜌 = ΑΒ βρίσκουμε ότι

ΑΓ = 𝜌√5 − 1
2 και ΒΓ = 𝜌3 − √5

2 ,
που είναι και τα δύο άλογα τμήματα και μάλιστα αποτομές. 

Α Γ ΒΔ «πρωτότυπη»: Έστω το ευθύ-
γραμμο τμήμα ΑΒ που έχει διαιρεθεί
σε άκρο και μέσο λόγο από το σημείο

του Γ με ΑΓ > ΓΒ. Ισχυρίζομαι ότι καθένα από τα ΑΓ και ΓΒ είναι άλογο
και μάλιστα αποτομή.

Προεκτείνουμε το ΒΑ προς το Α και λαμβάνουμε τμήμα ΑΔ = ΒΑ/2.
Τότε επειδή το ΑΒ έχει διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Γ

και στο μεγαλύτερο τμήμα ΑΓ έχει προστεθεί το ΑΔ = ΑΒ/2 έπεται ότι
ΓΔ2 = 5 ⋅ ΔΑ2 (Π, σελ. ).

Τότε ισχύει ΓΔ2

ΔΑ2 = 5
οπότε ο λόγος του ΓΔ2 προς το ΔΑ2 είναι ίσος με τον λόγο δύο (στμ:
φυσικών) αριθμών και άρα το ΓΔ2 είναι σύμμετρο προς το ΔΑ2 (Β, Π,
σελ. ).
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Όμως το ΔΑ2 είναι ρητό καθώς το ΔΑ είναι ρητό ως μισό του ΑΒ που
είναι ρητό από την υπόθεση.

Συνεπώς, και το ΓΔ2 είναι επίσης ρητό (Β, Ορ, σελ. ) οπότε και
το ΓΔ είναι ρητό.

Επειδή πάλι ο λόγος ΓΔ2/ΔΑ2 δεν είναι ίσος με τον λόγο δύο τετρά-
γωνων αριθμών έπεται ότι το ΓΔ είναι μήκει ασύμμετρο προς το ΔΑ (Β,
Π, σελ. ).

Έτσι τα ΓΔ και ΔΑ είναι ρητά δυνάμει μόνο σύμμετρα και επομένως το
ΑΓ είναι αποτομή (Β, Π, σελ. ).

Όμως η ΑΒ έχει διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Γ και το
ΑΓ είναι το μεγαλύτερο από τα τμήματα που προέκυψαν. Έτσι ισχύει
ΑΒ ⋅ ΒΓ = ΑΓ2 (Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ).

Το ορθογώνιο λοιπόν που έχει τις πλευρές του ίσες με ΑΒ και ΒΓ έχει
εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΑΓ που είναι απο-
τομή. Καθώς το ΑΒ είναι ρητό έπεται ότι το ΒΓ είναι πρώτη αποτομή (Β,
Π, σελ. ).

Συνεπώς καθεμιά από τα ΓΑ και ΒΓ είναι αποτομή.
Άρα αν ένα ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο τότε

καθένα από τα δύο τμήματα που προκύπτουν είναι άλογο και μάλιστα
αποτομή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 7 () Αν σε ένα ισόπλευρο πεντάγωνο τρεις γωνίες του συνεχό-
μενες ή όχι είναι ίσες τότε το πεντάγωνο είναι ισογώνιο.
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Απόδειξη. η περίπτωση: Έστω ότι τρεις συ-
νεχόμενες γωνίες του ισόπλευρου πενταγώνου
ΑΒΓΔΕ είναι ίσες, δηλαδή έστω ότι Α̂ = Β̂ = Γ̂.
Ισχυρίζομαι ότι το ΑΒΓΔΕ είναι ισογώνιο.

Φέρνουμε τιςΑΓ, ΒΕ και ΖΔ. Τότε τα τρίγωνα
ΑΒΓ και ΑΒΕ έχουν ΓΒ = ΒΑ, ΒΑ = ΑΕ και
ΓΒ̂Α = ΒΑ̂Ε οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ).
Άρα ΑΓ = ΒΕ ενώ και οι γωνίες που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες
πλευρές είναι ίσες, δηλαδή ΒΓ̂Α = ΒΕ̂Α και ΑΒ̂Ε = ΓΑ̂Β.

Ώστε είναι και ΑΖ = ΖΒ (Β, Π, σελ. ).
Καθώς έχει δειχθεί ότι ΑΓ = ΒΕ έπεται ότι ΑΓ − ΑΖ = ΒΕ − ΒΖ ή

ΖΓ = ΖΕ.
Τότε όμως τα τρίγωνα ΖΓΔ και ΖΕΔ έχουν ΖΓ = ΖΕ, ΓΔ = ΕΔ και την

ΖΔ κοινή οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΖΓ̂Δ = ΖΕ̂Δ.
Έχουμε όμως δείξει και ότι ΒΓ̂Α = ΒΕ̂Α οπότε είναι και ΖΓ̂Δ + ΑΓ̂Β =

ΖΕ̂Δ + ΒΕ̂Α δηλαδή ΒΓ̂Δ = ΑΕ̂Δ.
Καθώς όμως ΒΓ̂Δ = ΒΑ̂Ε = ΑΒ̂Γ από την πρηγούμενη έπεται ότι

ΑΕ̂Δ = ΒΑ̂Ε = ΑΒ̂Γ.
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Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΓΔ̂Ε = ΒΑ̂Ε = ΒΓ̂Δ οπότε το
πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ είναι ισογώνιο.

η περίπτωση: Έστω τώρα ότι δεν είναι ίσες τρεις συνεχόμενες γω-
νίες του πενταγώνου ΑΒΓΔΕ αλλά οι γωνίες με κορυφές τα Α, Γ και Δ.
Ισχυρίζομαι ότι και πάλι το ΑΒΓΔΕ είναι ισογώνιο.

Φέρνουμε την ΒΔ. Τότε τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΒΓΔ έχουν ΒΑ = ΒΓ,
ΑΕ = ΓΔ και ΒΑ̂Ε = ΒΓ̂Δ οπότε είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και απέναντι από
τις ίσες πλευρές βρίσκονται ίσες γωνίες, δηλαδή ΑΕ̂Β = ΓΔ̂Β. Ισχύει όμως
ότι ΒΕ̂Δ = ΒΔ̂Ε διότι ΒΕ = ΒΔ (Β, Π, σελ. ). ΆραΑΕ̂Δ = ΓΔ̂Ε = Α̂ = Γ̂.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΑΒ̂Γ = Α̂ = Γ̂ = Δ̂ και άρα το πεντά-
γωνο ΑΒΓΔΕ είναι ισογώνιο.

Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση όταν τρεις γωνίες ενός ισοπλεύρου πε-
νταγώνου είναι ίσες τότε το πεντάγωνο αυτό είναι ισογώνιο· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρόταση 8 () Οι διαγώνιες από δύο διαδοχικές κορυφές ενός ισοπλεύρου
και ισογώνιουπενταγώνουτέμνονταισεάκροκαιμέσολόγοκαιταμεγαλύτερα
τμήματα που προκύπτουν είναι ίσα με την πλευρά του πενταγώνου.
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Απόδειξη. Έστω οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΕ από
τις κορυφές Α και Β του ισόπλευρου και ισο-
γώνιου πενταγώνου ΑΒΓΔΕ που τέμνονται στο
Θ. Ισχυρίζομαι ότι καθεμιά από τις ΑΓ και ΘΕ
διαιρείται από το Θ σε άκρο και μέσο λόγο και
τα μεγαλύτερα τμήματα από αυτά που προκύ-
πτουν είναι ίσα με την πλευρά του πενταγώνου.

Περιγράφουμε το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ με τον κύκλο που διέρχεται από
τις κορυφές του (Β, Π, σελ. ). Τότε τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΕΑΒ έχουν
ΕΑ = ΑΒ, ΑΒ = ΒΓ και ΑΒ̂Γ = ΕΑ̂Β οπότε είναι ίσα και άρα ΒΕ = ΑΓ
και ΒΑ̂Γ = ΑΒ̂Ε (Β, Π, σελ. ). Τότε είναι και ΑΘ̂Ε = 2 ⋅ ΒΑ̂Θ (Β, Π,
σελ. ). Είναι όμως και ΕΑ̂Γ = 2 ⋅ ΒΑ̂Γ καθώς ⏜ΕΔΓ = 2 ⋅ ⏜ΓΒ (Β, Π,
σελ.  και Β, Π, σελ. ). Άρα ΘΑ̂Ε = ΑΘ̂Ε οπότε ΘΕ = ΕΑ (Β, Π,
σελ. ). Έτσι, ΘΕ = ΑΒ.

Επειδή ΑΒ = ΕΑ είναι ΑΒ̂Ε = ΑΕ̂Β (Β, Π, σελ. ) και καθώς δείξαμε
ότι ΑΒ̂Ε = ΒΑ̂Θ προκύπτει και ότι ΑΕ̂Β = ΒΑ̂Θ.

Τότε όμως τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΑΒΘ είναι ισογώνια καθώς έχουν δύο
γωνίες τους ίσες (ΑΒ̂Ε = ΒΑ̂Θ και ΑΒ̂Ε κοινή) οπότε θα είναι ίσες και οι
άλλες γωνίες τους (Β, Π, σελ. ).

Συνεπώς ισχύει και η αναλογία ΕΒ/ΒΑ = ΑΒ/ΒΘ (Β, Π, σελ. ),
από όπου επειδή ΒΑ = ΕΘ λαμβάνουμε ΕΒ/ΕΘ = ΕΘ/ΒΘ.

Επιπλέον καθώς ΒΕ > ΕΘ είναι και ΕΘ > ΘΒ.
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Συνεπώς, η ΒΕ έχει διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Θ και το
μεγαλύτερο τμήμα είναι το ΘΕ = ΑΕ, δηλαδή είναι ίσο με την πλευρά του
πενταγώνου.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και η ΑΓ διαιρείται σε άκρο και
μέσο λόγο από το Θ με ΓΘ > ΑΘ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 9 () Το ευθύγραμμο τμήμα που αποτελείται από τις πλευρές
(στμ: που έχουν τοποθετηθεί διαδοχικά) ενός ισόπλευρου εξαγώνου και ενός
ισόπλευρου δεκαγώνουπου έχουν εγγραφεί στον ίδιο κύκλο διαιρείται σε άκρο
και μέσο λόγο (στμ: από το κοινό άκρο της πλευράς του εξαγώνου και του
δεκαγώνου) και το μεγαλύτερο τμήμα είναι η πλευρά του εξαγώνου.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και ΒΓ, ΓΔ οι
πλευρές των δεκαγώνου και εξαγώνου αντί-
στοιχα που έχουν εγγραφεί σε αυτόν. Θεω-
ρούμε ακόμα ότι οι ΒΓ και ΓΔ έχουν τοποθε-
τηθεί στην ίδια ευθεία.

Ισχυρίζομαι ότι η ΒΔ διαιρείται από το Γ
σε άκρο και μέσο λόγο με ΓΔ > ΒΓ.

Λαμβάνουμε το κέντρο Ε του κύκλου ΑΒΓ
(Β, Π, σελ. ), φέρνουμε τις ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ και
προεκτείνουμε την ΒΕ που τέμνει τον κύκλο
στο Α.

Επειδή η ΒΓ είναι πλευρά ισόπλευρου δεκαγώνου έπεται ότι ⏜ΑΓΒ =
5 ⋅ ⏜ΒΓ και άρα ⏜ΑΓ = 4 ⋅ ⏜ΓΒ. Τότε όμως είναι και ΑΕ̂Γ = 4 ⋅ ΓΕ̂Β καθώς
αυτές είναι εγγεγραμμένες που βαίνουν στα ⏜ΑΓ και ⏜ΒΓ αντίστοιχα (Β,
Π, σελ. ). Επειδή ΕΒ̂Γ = ΕΓ̂Β είναι και ΑΕ̂Γ = 2 ⋅ ΕΓ̂Β (Β, Π,
σελ. ). Επίσης καθώς ΕΓ = ΓΔ, διότι καθεμιά από αυτές είναι ίση με την
πλευρά του εξαγώνου που εγγράφεται στον κύκλο (Πόρισμα, Β, Π,
σελ. ) θα είναι και ΓΕ̂Δ = ΓΔ̂Ε και επομένως θα είναι ΕΓ̂Β = 2 ⋅ ΕΔ̂Γ
(Β, Π, σελ. ).

Έχουμε όμως δείξει ότι ΑΕ̂Γ = 2 ⋅ ΕΓ̂Β οπότε από την παραπάνω
έπεται ότι ΑΕ̂Γ = 4 ⋅ ΕΔ̂Γ.

Καθώς έχει δειχθεί και ότι ΑΕ̂Γ = 4 ⋅ ΒΕ̂Γ έπεται ότι ΒΕ̂Γ = ΕΔ̂Γ.
Τότε όμως τα τρίγωνα ΕΒΔ και ΕΒΓ έχουν την ΕΒ̂Δ κοινή και ΒΕ̂Γ = ΕΔ̂Γ

οπότε θα έχουν ίση και την τρίτη γωνία τους, δηλαδή ΒΕ̂Δ = ΕΓ̂Β (Β,
Π, σελ. ).

Έτσι, τα τρίγωνα αυτά είναι ισογώνια και άρα ισχύει ΔΒ/ΒΕ = ΒΕ/ΒΓ
(Β, Π, σελ. ).

Αλλά ΕΒ = ΓΔ και άρα ΔΒ/ΓΔ = ΓΔ/ΓΒ και καθώς ΒΔ > ΔΓ θα είναι
και ΔΓ > ΓΒ (Β, Π, σελ. ).

Συνεπώς, το ΒΔ έχει τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο κατά το Γ με μεγα-
λύτερο τμήμα το ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρόταση 10 () Ανσεένανκύκλοεγγραφεί ισόπλευροκαι ισογώνιοπεντά-
γωνοτότετοεμβαδόντουτετραγώνουμεπλευράτηνπλευράτουπενταγώνου
είναι ίσο με τοάθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων μεπλευρές τηνπλευρά
του εξαγώνου και την πλευρά του δεκαγώνου (στμ: που είναι ισόπλευρα και
ισογώνια) που εγγράφονται στον κύκλο αυτό.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔΕ στον
οποίο έχει εγγραφεί το ισόπλευρο πε-
ντάγωνο ΑΒΓΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι το
εμβαδόν του τετραγώνου που έχει
πλευρά ίση με την πλευρά του ΑΒΓΔΕ
είναι ίσο με το άθροισμα των εμβα-
δών των τετραγώνων που έχουν τις
πλευρές τους ίσες με τις πλευρές των
ισόπλευρων εξαγώνου και δεκαγώνου
που εγγράφονται στον κύκλο ΑΒΓΔΕ.

Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύ-
κλου (Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε την ΑΖ η οποία προεκτεινόμενη προς
το Ζ τέμνει τον κύκλο στο Η. Στην συνέχεια φέρνουμε την ΖΒ και την
κάθετη ΖΘ από το Ζ προς την ΑΒ που τέμνει τον κύκλο στο Κ. Φέρνουμε
ακόμα την κάθετη ΖΛ από το Ζ προς την ΑΚ. Η ΖΛ τέμνει την ΑΒ στο Ν
ενώ προεκτεινόμενη προς το Λ τέμνει τον κύκλο στο Μ. Φέρνουμε και την
ΚΝ.

Επειδή τώρα ⏜ΑΒΓΗ = ⏜ΑΕΔΗ και ⏜ΑΒΓ = ⏜ΑΕΔ είναι και ⏜ΓΗ = ⏜ΗΔ (στμ:
τα τόξα αντιστοιχούν στις κυρτές επίκεντρες γωνίες). Η ΓΔ όμως είναι η
πλευρά του πενταγώνου και άρα η ΓΗ θα είναι η πλευρά του δεκαγώνου.
Επίσης καθώς ΖΑ = ΖΒ και ΖΚ ⟂ ΑΒ είναι και ΑΖ̂Κ = ΚΖ̂Β (Β, Π, σελ. 
και Β, Π, σελ. ).

Τότε όμως θα είναι ⏜ΑΚ = ⏜ΚΒ (Β, Π, σελ. ) οπότε ⏜ΑΒ = 2 ⋅ ⏜ΒΚ
και άρα η ΑΚ είναι πλευρά δεκαγώνου. Ομοίως ⏜ΑΚ = 2 ⋅ ⏜ΚΜ και επειδή
⏜ΑΒ = 2 ⋅ ⏜ΒΚ και ⏜ΓΔ = ⏜ΑΒ έπεται ότι ⏜ΓΔ = 2 ⋅ ⏜ΒΚ. Όμως, ⏜ΓΔ = 2 ⋅ ⏜ΓΗ
και έτσι θα είναι ⏜ΓΗ = ⏜ΒΚ. Αλλά ⏜ΒΚ = 2 ⋅ ⏜ΚΜ (διότι ⏜ΑΚ = 2 ⋅ ⏜ΚΜ) και
επομένως ⏜ΓΗ = 2 ⋅ ⏜ΚΜ.

Επιπλέον είναι ⏜ΓΒ = 2 ⋅ ⏜ΒΚ διότι ⏜ΓΒ = ⏜ΒΑ και έτσι ⏜ΗΒ = 2 ⋅ ⏜ΒΜ οπότε
ΗΖ̂Β = 2 ⋅ ΒΖ̂Μ (Β, Π, σελ. ). Είναι όμως και ΗΖ̂Β = 2 ⋅ ΖΑ̂Β (διότι η
ΗΖ̂Β είναι εξωτερική του τριγώνου ΑΒΖ και ΖΑ̂Β = ΑΒ̂Ζ) οπότε από την
παραπάνω έπεται ΒΖ̂Μ = ΖΑ̂Β.

Τότε επειδή τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΒΖΝ έχουν και την ΑΒ̂Ζ κοινή θα έχουν
ίση και την τρίτη γωνίας τους, δηλαδή ΑΖ̂Β = ΒΝ̂Ζ (Β, Π, σελ. )
και άρα τα τρίγωνα αυτά είναι ισογώνια. Συνεπώς, ισχύει η αναλογία
ΑΒ/ΒΖ = ΖΒ/ΒΝ (Β, Π, σελ. ) και άρα ΑΒ ⋅ ΒΝ = ΒΖ2 (Β, Π,
σελ. ).
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Συγκρίνοντας τώρα τα τρίγωνα ΑΛΝ και ΚΛΝ παρατηρούμε ότι αυτά
έχουν ΑΛ = ΛΚ, την ΛΝ κοινή και ΝΛ̂Α = ΝΛ̂Κ = 1 ορθή και άρα είναι
ίσα (Β, Π, σελ. ) οπότε ΚΝ = ΑΝ και ΛΚ̂Ν = ΛΑ̂Ν.

Αλλά ΛΑ̂Ν = ΚΒ̂Ν (στμ: το τρίγωνο ΒΚΑ είναι ισοσκελές) (Β, Π,
σελ.  και Β, Π, σελ. ) οπότε ΛΚ̂Ν = ΚΒ̂Ν. Τότε όμως τα τρίγωνα
ΚΝΑ και ΚΒΑ έχουν δύο γωνίες ίσες καθώς ΛΚ̂Ν = ΚΒ̂Ν ενώ η γωνία με
κορυφή το Α είναι κοινή, οπότε θα έχουν ίση και την τρίτη γωνία τους.
Δηλαδή ΑΚ̂Β = ΚΝ̂Α (Β, Π, σελ. ).

Έτσι, τα ΚΒΑ και ΚΝΑ είναι ισογώνια και επομένως ισχύει η αναλογία
ΒΑ/ΑΚ = ΚΑ/ΑΝ (Β, Π, σελ. ). Άρα ΒΑ ⋅ ΑΝ = ΑΚ2 (Β, Π,
σελ. ).

Έχουμε όμως δείξει ότι ΑΒ ⋅ ΒΝ = ΒΖ2 και άρα αθροίζοντας κατά μέλη
με την παραπάνω παίρνουμε

ΒΑ ⋅ ΑΝ + ΑΒ ⋅ ΒΝ = ΑΚ2 + ΒΖ2

από όπου προκύπτει ότι ΒΑ2 = ΑΚ2 + ΒΖ2 (Β, Π, σελ. ), ενώ η
ΒΑ είναι πλευρά πενταγώνου, η ΒΖ πλευρά εξαγώνου και η ΑΚ πλευρά
δεκαγώνου που έχουν εγγραφεί στον ίδιο κύκλο ΑΒΓΔΕ.

Συνεπώς, το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ίσης με την πλευρά του
πενταγώνου είναι ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των τετραγώνων με
πλευρές την πλευρά του εξαγώνου και την πλευρά του δεκαγώνου που
έχουν εγγραφεί στον ίδιο κύκλο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 11 () Αν σε έναν κύκλο με ρητή διάμετρο εγγραφεί ισόπλευρο
πεντάγωνοτότεηπλευράτουπενταγώνουείναιάλογοςκαιμάλισταελάσσων.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓΔΕ
με ρητή διάμετρο στον οποίο
έχει εγγραφεί το ισόπλευρο πε-
ντάγωνο ΑΒΓΔΕ. Ισχυρίζομαι ότι η
πλευρά του πενταγώνου είναι άλο-
γος και μάλιστα ελάσσων (Β, Π,
σελ. ).

Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύ-
κλου (Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε
τις ΑΖ και ΖΒ οι οποίες προεκτεινό-
μενες τέμνουν τον κύκλο στα Η και
Θ αντίστοιχα, και η ΑΖ τη ΓΔ στο Λ. Φέρνουμε και την ΑΓ ενώ στη ΒΘ
λαμβάνουμε το τμήμα ΖΚ = ΑΖ/4.

Επειδή η ΑΖ είναι ρητή έπεται ότι και η ΖΚ είναι ρητή. Καθώς η ΒΖ
είναι ρητή συμπεραίνουμε ότι και η ΒΖ + ΖΚ = ΒΚ είναι επίσης ρητή.

Επίσης καθώς ⏜ΑΓΗ = ⏜ΑΔΗ με ⏜ΑΒΓ = ⏜ΑΕΔ είναι και ⏜ΓΗ = ⏜ΗΔ (στμ:
που αντιστοιχούν στις κυρτές επίκεντρες γωνίες).
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Φέρνοντας την ΑΔ και καθώς τα τρίγωνα ΑΓΛ και ΑΛΔ είναι ίσα (Β,
Π, σελ. ) έχουμε ότι ΑΛ̂Γ = ΑΛ̂Δ = 1 ορθή και ΓΔ = 2 ⋅ ΓΛ.

Ομοίως αποδεικνύεται και ότι ΒΜ̂Α = ΒΜ̂Γ = 1 ορθή και ΑΓ = 2 ⋅ ΓΜ.
Τότε τα τρίγωνα ΑΛΓ και ΑΜΖ έχουν ΑΛ̂Γ = ΑΜ̂Ζ = 1 ορθή και την

ΛΑ̂Γ κοινή όπότε θα είναι και ΑΓ̂Λ = ΜΖ̂Α (Β, Π, σελ. ).
Έτσι, τα ΑΛΓ και ΑΜΖ είναι ισογώνια και άρα ισχύει η αναλογία

ΛΓ/ΓΑ = ΜΖ/ΖΑ (Β, Π, σελ. ) οπότε
2 ⋅ ΛΓ
ΓΑ = 2 ⋅ ΜΖ

ΖΑ .
Όμως 2 ⋅ ΜΖ

ΖΑ = ΜΖ
ΖΑ/2

και έτσι 2 ⋅ ΛΓ
ΓΑ = ΜΖ

ΖΑ/2
Παίρνοντας τα μισά των παρονομαστών της παραπάνω αναλογίας

έχουμε 2 ⋅ ΛΓ
ΓΑ/2 = ΜΖ

ΖΑ/4
από όπου, καθώς ΔΓ = 2 ⋅ ΛΓ, ΓΜ = ΓΑ/2 και ΖΚ = ΖΑ/4, προκύπτει
ότι ΔΓ

ΓΜ = ΜΖ
ΖΚ .

Συνθέτοντας (Π, σελ. ),
ΔΓ + ΓΜ

ΓΜ = ΜΖ + ΖΚ
ΖΚ ,

οπότε (ΔΓ + ΓΜ)2
ΓΜ2 = ΜΚ2

ΚΖ2 . ()

Επειδή τώρα η ΑΓ βρίσκεται απέναντι από την γωνία ΑΒ̂Γ του ισό-
πλευρου πενταγώνου, όταν τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο το μεγαλύτερο
από τα τμήματα που προκύπτουν θα είναι ίσο με την πλευρά του πεντα-
γώνου, έστω την ΔΓ (Π, σελ. ).

Επίσης, το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά το άθροισμα του με-
γαλύτερου από τα τμήματα που προκύπτουν από την διαίρεση σε άκρο
και μέσο λόγο και του μισού του αρχικού ευθύγραμμου τμήματος είναι ίσο
με το πενταπλάσιο του εμβαδού του τετραγώνου πλευράς ίσης με με το
μισό του αρχικού τμήματος. Δηλαδή,

(ΔΓ + ΓΜ)2 = 5 ⋅ ΓΜ2

και άρα αντικαθιστώντας στην () παίρνουμε ΜΚ2 = 5 ⋅ ΚΖ2. Επειδή
τώρα η ΚΖ2 είναι ρητή (διότι η διάμετρος είναι ρητή) έπεται ότι είναι ρητή
και η ΜΚ2 (Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ). Έτσι η ΜΚ είναι
ρητή (Β, Ορ, σελ. ).
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Επειδή πάλι ΒΖ = 4 ⋅ ΖΚ είναι και ΒΚ = 5 ⋅ ΚΖ και επομένως ΒΚ2 =
25⋅ΚΖ2. Επιπλέον, ΜΚ2 = 5⋅ΚΖ2 και άρα ΒΚ2 = 5⋅ΚΜ2. Συνεπώς το ΒΚ2
προς το ΚΜ2 δεν έχει λόγο ίσο με τον λόγο δύο τετράγωνων αριθμών και
άρα η ΒΚ είναι ασύμμετρη με την ΚΜ (Β, Π, σελ. ). Καθώς καθεμιά
από αυτές είναι ρητή έπεται ότι τα ΒΚ και ΚΜ είναι ρητά δυνάμει μόνο
σύμμετρα.

Αν τώρα από ρητή αφαιρεθεί ρητή που είναι δυνάμει σύμμετρη προς
όλη, η υπόλοιπη είναι άλογος και μάλιστα αποτομή (Β, Π, σελ. )
και άρα η ΜΒ είναι αποτομή με προσαρμόζουσα την ΜΚ.

Ισχυρίζομαι ότι η ΜΒ είναι τέταρτη αποτομή.

Έστω ΒΚ2−ΚΜ2 = 𝜈 2, δηλαδή έστω ότι το εμβαδόν του τετραγώνου
πλευράς ΒΚ υπερέχει από το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΚΜ κατά
το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς 𝜈. Επειδή η ΚΖ είναι σύμμετρη με
την ΖΒ έπεται ότι και το άθροισμα ΚΖ + ΖΒ = ΚΒ είναι σύμμετρο προς
την ΖΒ (Β, Π, σελ. ).

Αλλά η ΖΒ είναι σύμμετρη με την ΒΘ οπότε και η ΒΚ είναι σύμμετρη με
την ΒΘ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή ΒΚ2 = 5 ⋅ ΚΜ2 το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΒΚ έχει
λόγο προς το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΚΜ ίσο με 5/1 και επο-
μένως (Β, Π, σελ.  Πόρισμα) θα είναι και

ΒΚ2

Ν2 = 5
4

που δεν είναι λόγος τετράγωνων αριθμών. Άρα το ΒΚ είναι ασύμμετρο
με το 𝜈 (Β, Π, σελ. ). Έτσι το ΒΚ2 υπερέχει από το ΚΜ2 κατά
τετράγωνο πλευράς ασύμμετρης με την ΒΚ.

Επειδή λοιπόν το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς ΒΚ υπερέχει από
το εμβαδόν του τετραγώνου με πλευρά την προσαρμόζουσα ΚΜ κατά το
εμβαδόν ενός τετραγώνου με πλευρά που είναι ασύμμετρη με την ΒΚ έπεται
ότι η ΒΚ είναι σύμμετρη με την αρχική ρητή ΒΘ. Άρα η ΜΒ είναι τέταρτη
αποτομή (Β, Ορ, Ορ, σελ. ).

Το ορθογώνιο πάλι με πλευρές ρητή και τέταρτη αποτομή έχει εμβαδόν
άλογο και η πλευρά του ισοδύναμου προς αυτό τετράγωνο είναι άλογος
και μάλιστα ελάσσων (Β, Π, σελ. ).

Επίσης, είναι ΒΘ ⋅ ΒΜ = ΑΒ2 διότι αν αχθεί η ΑΘ τα τρίγωνα ΑΒΘ και
ΑΒΜ είναι ισογώνια οπότε ισχύει η αναλογία ΘΒ/ΒΑ = ΑΒ/ΒΜ.

Συνεπώς, η πλευρά ΑΒ του πενταγώνου είναι άλογος και μάλιστα
ελάσσων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 12 () Αν σε έναν κύκλο εγγραφεί ισόπλευρο τρίγωνο τότε το
τετράγωνο της πλευράς του τριγώνου είναι τριπλάσιο από το τετράγωνο της
ακτίνας του κύκλου.
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Απόδειξη. Έστω ο κύκλος ΑΒΓ και εγγραφεί σε αυτόν το ισόπλευρο τρί-
γωνο ΑΒΓ (Β, Π, σελ. ). Ισχυρίζομαι ότι το τετράγωνο της πλευράς
του τριγώνου είναι τριπλάσιο από το τετράγωνο της ακτίνας του κύκλου.

Λαμβάνουμε το κέντρο Δ του κύκλου ΑΒΓ (Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε
την ΑΔ που προεκτεινόμενη τέμνει τον κύκλο ΑΒΓ στο Ε. Φέρνουμε και
την ΒΕ.
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Επειδή το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο το
⏜ΒΕΓ είναι το 1/3 της περιφέρειας του κύκλου και
άρα το ⏜ΒΕ είναι ίσο με το 1/6 της περιφέρειας του
κύκλου. Άρα η ΒΕ είναι πλευρά εξαγώνου (στμ:
ισόπλευρου και ισογώνιου) και είναι ίση με την
ακτίνα του κύκλου. Έτσι, ΒΕ = ΔΕ (Πόρισμα,
Β, Π, σελ. ).

Καθώς ΑΕ = 2 ⋅ ΔΕ είναι ΑΕ2 = 4 ⋅ ΔΕ2 =
4 ⋅ ΒΕ2.

Επίσης, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) είναι ΑΕ2 =
ΑΒ2 + ΒΕ2 καθώς ΑΒ̂Ε = 1 ορθή επειδή είναι εγγεγραμμένη που βαίνει σε
ημικύκλιο (Β, Π, σελ. ).

Από τις δύο παραπάνω ισότητες προκύπτει ΑΒ2 = 3 ⋅ ΒΕ2 = 3 ⋅ ΔΕ2.
Συνεπώς, το τετράγωνο της πλευράς του ισοπλεύρου τριγώνου που

έχει εγγραφεί σε έναν κύκλο είναι ίσο με το τριπλάσιο του τετραγώνου
της ακτίνας του κύκλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 13 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί πυραμίδα (στμ: κα-
νονικό τετράεδρο) και να περιληφθεί σε δοθείσα σφαίρα. Στην συνέχεια να
δειχθεί ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι ίσα με τα 3/2 του
τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας.

Α ΒΓ

Δ

Ε

Θ

ΗΖ

Κ

Λ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ η διάμετρος της σφαίρας
και Γ το σημείο της τέτοιο ώστε ΑΓ = 2 ⋅ ΓΒ
(Β, Π, σελ. ).

Με διάμετρο ΑΒ γράφουμε το ημικύκλιο ⏜ΑΒ
και από το Γ φέρνουμε την κάθετη στην ΑΒ που
τέμνει το ημικύκλιο ⏜ΑΒ στο Δ. Φέρνουμε και την
ΔΑ.

Στην συνέχεια γράφουμε τον κύκλο ΕΖΗ με
ακτίνα ίση με ΔΓ και εγγράφουμε σε αυτόν το
ισόπλευρο τρίγωνο ΕΖΗ (Β, Π, σελ. ) ενώ
λαμβάνουμε και το κέντρο Θ του κύκλου ΕΖΗ
(Β, Π, σελ. ). Φέρνουμε και τις ΕΘ, ΘΖ και
ΘΗ ενώ από το Θ υψώνουμε την κάθετη ΘΚ
προς το επίπεδο του κύκλου ΕΖΗ.
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Τότε η ΘΚ θα είναι κάθετη στις ΕΘ, ΘΖ και ΘΗ καθώς είναι κάθετη σε
κάθε ευθεία του επιπέδου του κύκλου ΕΖΗ που διέρχεται από το Θ (Β,
Ορ, σελ. ).

Επειδή ΑΓ = ΘΚ, ΓΔ = ΘΕ και ΕΘ̂Κ = ΑΓ̂Δ = 1 ορθή τα τρίγωνα ΑΓΔ
και ΘΚΕ είναι ίσα (Β, Π, σελ. ), οπότε ΑΔ = ΚΕ.

Για τους ίδιους λόγους ισχύουν ΚΖ = ΔΑ και ΚΗ = ΔΑ οπότε ΚΕ =
ΚΖ = ΚΗ.

Επειδή ΑΓ = 2 ⋅ ΓΒ θα είναι και ΑΒ = 3 ⋅ ΒΓ ενώ ισχύει και ΑΒ/ΒΓ =
ΑΔ2/ΔΓ2 όπως θα δειχθεί στο λήμμα που ακολουθεί παρακάτω.

Από τις παραπάνω έπεται ότι ΑΔ2 = 3 ⋅ΔΓ2 ενώ ΖΕ2 = 3 ⋅ ΕΘ2 (Π,
σελ. ).

Επιπλέον καθώς ΔΓ = ΕΘ από τις δύο προηγούμενες προκύπτει ότι
ΑΔ = ΖΕ και καθώς ΑΔ = ΚΕ = ΚΖ = ΚΗ έπεται ότι ΖΗ = ΗΕ = ΕΖ =
ΚΕ = ΚΖ = ΚΗ.

Έτσι τα τέσσαρα τρίγωνα ΕΖΗ, ΚΕΖ, ΚΖΗ και ΚΕΗ είναι ισόπλευρα
και άρα έχει κατασκευαστεί πυραμίδα με παράπλευρες έδρες τα τρίγωνα
αυτά, βάση το τρίγωνο ΕΖΗ και κορυφή το Κ.

Μένει τώρα η πυραμίδα αυτή να περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα και
να δειχθεί ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι ίσο με τα
3/2 του τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας.

Προεκτείνουμε την ΚΘ κατά τμήμα ΘΛ = ΓΒ. Επειδή ΑΓ/ΓΔ = ΓΔ/ΓΒ
(Πόρισμα, Β, Π, σελ. ) και ΑΓ = ΚΘ, ΓΔ = ΘΕ και ΓΒ = ΘΛ θα ισχύει
και ΚΘ/ΘΕ = ΕΘ/ΘΛ ή ΚΘ ⋅ΘΛ = ΕΘ2. Δηλαδή το ορθογώνιο που έχει
τις πλευρές του ίσες με τις ΚΘ και ΘΛ είναι ισοδύναμο με το τετράγωνο
πλευράς ΕΘ (Β, Π, σελ. ).

Επειδή ΚΘ̂Ε = ΕΘ̂Λ = 1 ορθή, το ημικύκλιο που γράφεται με διάμετρο
ΚΛ διέρχεται από το Ε και αυτό διότι αν φέρουμε την ΕΛ θα είναι ΛΕ̂Κ =
1 ορθή καθώς το τρίγωνο ΕΛΚ είναι ισογώνιο με κάθε ένα από τα ΕΛΘ και
ΕΘΚ.

Περιστρέφοντας το ημικύκλιο περί την ΚΛ που διατηρούμε σταθερή
μέχρι αυτό να επανέλθει στην αρχική του θέση τότε αυτό θα διέλθει και
από τα Ζ, Η καθώς αν αχθούν οι ΖΛ και ΛΗ οι γωνίες παρά τα Ζ και Η
είναι ορθές.

Επειδή ΚΛ = ΑΒ που είναι η διάμετρος της δοθείσης σφαίρας και ΑΓ =
ΚΘ και ΓΒ = ΘΛ συμπεραίνουμε ότι η πυραμίδα έχει εγγραφεί στην
δοθείσα σφαίρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι
ίσο με τα 3/2 του τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας.

Πράγματι, καθώς ΑΓ = 2 ⋅ ΓΒ είναι και ΑΒ = 3 ⋅ ΒΓ και άρα

ΒΑ = 3
2ΑΓ
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Ακόμα είναι ΒΑ/ΑΓ = ΒΑ2/ΑΔ2 επειδή αν αχθεί η ΔΒ ισχύει ΒΑ/ΑΔ =
ΑΔ/ΑΓ από την ομοιότητα των τριγώνων ΔΑΒ και ΔΑΓ οπότε ΒΑ/ΑΓ =
ΒΑ2/ΑΔ2 (Β, Ορ, σελ. ).

Έτσι ισχύει
ΒΑ2 = 3

2ΑΔ
2

και η ΑΒ είναι η διάμετρος της δοθείσας σφαίρας ενώ η ΑΔ είναι ίση με την
πλευρά της πυραμίδας.

Συνεπώς, το τετράγωνο της διαμέτρου της δοθείσας σφαίρας είναι ίσο
με τα 3/2 του τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λήμμα 18 Ισχύει ότι ΑΒ/ΒΓ = ΑΔ2/ΔΓ2.

Α ΒΓ

Δ

Ε Ζ

Απόδειξη. Θεωρούμε το ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ
που γράφτηκε παραπάνω, φέρνουμε την ΔΒ και
κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΕΖ πλευράς ΑΓ.
Στην συνέχεια συμπληρώνουμε και το ορθογώ-
νιο παραλληλόγραμμο ΖΒ.

Τότε καθώς τα τρίγωνα ΔΑΒ και ΔΑΓ είναι
ισογώνια ισχύει η αναλογία ΒΑ/ΑΔ = ΔΑ/ΑΓ
ή ΒΑ⋅ΑΓ = ΔΑ2 και άρα το ορθογώνιο παραλ-
ληλόγραμμο που έχει τις πλευρές του ίσες με ΒΑ

και ΑΓ είναι ισοδύναμο με το τετράγωνο πλευράς ΔΑ (Β, Π, σελ. ).
Επειδή τώρα ΑΒ/ΒΓ = |ΕΒ|/|ΒΖ| (Β, Π, σελ. ) και |ΕΒ| = ΒΑ ⋅ ΑΓ

(διότι ΕΑ = ΑΓ) και |ΒΖ| = ΑΓ ⋅ ΓΒ θα είναι
ΑΒ
ΒΓ = ΒΑ ⋅ ΑΓ

ΒΓ ⋅ ΑΓ .
Επιπλέον ισχύουν ΒΑ⋅ΑΓ = ΑΔ2 και ΑΓ⋅ΓΒ = ΔΓ2 διότι η ΔΓ είναι η μέση
ανάλογος των ΑΓ και ΓΒ (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ) καθώς ΛΔ̂Β = 1 ορθή.

Συνεπώς, ΑΒ
ΒΓ = ΑΔ2

ΔΓ2 ,
που είναι η αποδεικτέα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 14 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί οκτάεδρο (στμ: κανο-
νικό) και να περιληφθεί σε δοθείσα σφαίρα. Στην συνέχεια να δειχθεί ότι το
τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι διπλάσιο από το τετράγωνο της
πλευράς του οκταέδρου.

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ η διάμετρος της δοθείσας σφαίρας. Διχοτομούμε την
ΑΒ και έστω Γ το μέσο της. Στην συνέχεια γράφουμε το ημικύκλιο με
διάμετρο ΑΒ και από το Γ φέρνουμε την κάθετη στην ΑΒ που τέμνει το
ημικύκλιο στο Δ.

Φέρνουμε και την ΔΒ και κατασκευάζουμε το τετράγωνο ΕΖΗΘ πλευράς
ίσης με ΔΒ. Φέρνουμε τις ΘΖ και ΕΗ και από το σημείο τομής τους Κ
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ανυψώνουμε την ΚΛ κάθετη στο επίπεδο του τετραγώνου ΕΖΗΘ ώστε να
ισχύει ΚΛ = ΕΚ = ΖΚ = ΗΚ = ΘΚ.

Προεκτείνουμε την ΚΛ προς το Κ κατά τμήμα ΚΜ = ΚΛ και φέρνουμε
τις ΛΕ, ΛΖ, ΛΗ, ΛΘ, ΜΕ, ΜΖ, ΜΗ και ΜΘ.

Τότε καθώς ΚΕ = ΚΘ και ΕΚ̂Θ = 1 ορθή, από το Πυθαγόρειο Θεώρημα
(Β, Π, σελ. ) έπεται ότι ΘΕ2 = 2 ⋅ ΕΚ2. Επειδή πάλι ΛΚ = ΚΕ και
ΛΚ̂Ε = 1 ορθή ισχύει αντίστοιχα ότι ΕΛ2 = 2 ⋅ ΕΚ2 οπότε ΛΕ2 = ΕΘ2 και
άρα ΛΕ = ΕΘ.

Για τους ίδιους λόγους ισχύει και ότι ΛΘ = ΘΕ και άρα το τρίγωνο
ΛΕΘ είναι ισόπλευρο.

Α ΒΓ

Δ

Ε
Λ

Θ

Ζ
Μ

Η

Κ

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και τα
υπόλοιπα τρίγωνα με βάσεις τις πλευρές του
τετραγώνου ΕΖΗΘ και κορυφές τα Λ και Μ είναι
ισόπλευρα.

Έτσι έχει κατασκευαστεί οκτάεδρο που πε-
ριέχεται σε οκτώ ισόπλευρα τρίγωνα.

Πρέπει τώρα το οκτάεδρο αυτό να περιλη-
φθεί στην δοθείσα σφαίρα και να δειχθεί ότι το
τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας αυτής
είναι διπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς
του οκταέδρου.

Επειδή ΛΚ = ΚΜ = ΚΕ το ημικύκλιο που
γράφεται με διάμετρο ΛΜ διέρχεται από το Ε.
Έτσι, αν το ημικύκλιο αυτό περιστραφεί περί
την ΛΜ που παραμένει σταθερή και επανέλθει
στην αρχική του θέση θα διέλθει και από τα Ζ, Η και Θ οπότε το οκτάεδρο
περιλαμβάνεται σε μια σφαίρα.

Ισχυρίζομαι ότι το οκτέδρο περιλαμβάνεται στην δοθείσα σφαίρα. Πράγ-
ματι επειδή τα ΛΚΕ και ΜΚΕ έχουν ΛΚ = ΚΜ, την ΚΕ κοινή και ΛΚ̂Ε =
ΜΚ̂Ε = 1 ορθή είναι ίσα (Β, Π, σελ. ) και άρα ΛΕ = ΕΜ.

Ακόμα ΛΕ̂Μ = 1 ορθή διότι βαίνει σε ημικύκλιο (Β, Π, σελ. ). Τότε
όμως από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) έχουμεΛΜ2 = 2⋅ΛΕ2.

Επειδή πάλι ΑΓ = ΓΒ θα είναι και ΑΒ = 2⋅ΒΓ ενώ ισχύει και η αναλογία
ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ2/ΒΔ2 (Β, Π, σελ.  και Β, Ορ, σελ. ), επομένως θα
ισχύει ΑΒ2 = 2 ⋅ ΒΔ2.

Επιπλέον ΔΒ2 = ΛΕ2 καθώς έχει ληφθεί ΕΘ = ΔΒ και άρα ΑΒ2 =
2 ⋅ ΛΕ2.

Έτσι καθώς έχει δειχθεί και ότι ΛΜ2 = 2 ⋅ ΛΕ2 προκύπτει ότι ΑΒ2 =
ΛΜ2 και άρα ΑΒ = ΛΜ.

Δηλαδή η ΛΜ είναι ίση με τη διάμετρο ΑΒ της δοθείσας σφαίρας.
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Συνεπώς, το οκτάεδρο έχει περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα ενώ απο-
δείχτηκε και ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας αυτής είναι
διπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του οκταέδρου· ὅπερ ἔδει δε-
ῖξαι. 
Πρόταση 15 (Κατασκευή) ()Να κατασκευαστεί κύβος και να περιληφθεί
σε δοθείσα σφαίρα. Στην συνέχεια να δειχθεί ότι το τετράγωνο της διαμέτρου
της σφαίρας είναι τριπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του κύβου.

Κ Ε
Θ

Ν

Λ

Μ

Η

Ζ

Α ΒΓ

Δ

Υλοποίηση: Έστω ΑΒ η διάμετρος
της δοθείσας σφαίρας. Λαμβάνουμε
το σημείο της Γ ώστε ΑΓ = 2 ⋅ ΓΒ
(Β, Π, σελ. ) και γράφουμε το
ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ. Από το Γ
φέρνουμε την κάθετη στην ΑΒ που
τέμνει το ημικύκλιο στο Δ. Φέρ-
νουμε και την ΔΒ.

Στην συνέχεια κατασκευάζουμε
το τετράγωνο ΕΖΗΘ πλευράς ΔΒ
και από τα Ε, Ζ, Η και Θ φέρνουμε
τις κάθετες ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ αντί-
στοιχα στο επίπεδο του ΕΖΗΘ. Οι
κάθετες κατασκευάζονται ώστε να
είναι ίσες με την πλευρά του τετρα-
γώνου ΕΖΗΘ, δηλαδή,

ΕΚ = ΖΛ = ΗΜ = ΘΝ = ΕΖ = ΖΗ = ΗΘ = ΘΕ.
Στην συνέχεια φέρνουμε και τις ΚΛ, ΛΜ, ΜΝ και ΝΚ οπότε έχει κατα-

σκευαστεί ο κύβος που περιέχεται σε έξι ίσα τετράγωνα.
Πρέπει τώρα ο κύβος αυτός να περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα και να

δειχτεί ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας αυτής είναι τριπλάσιο
από το τετράγωνο της πλευράς του κύβου.

Φέρνουμε τις ΚΗ και ΕΗ. Τότε ΚΕ ⟂ ΕΗ καθώς είναι κάθετη σε κάθε
ευθεία του επιπέδου ΕΗ η οποία διέρχεται από το Ε (Β, Ορ, σελ. ).
Συνεπώς, ΚΕ̂Η = 1 ορθή.

Έτσι το ημικύκλιο που γράφεται με διάμετρο την ΚΗ διέρχεται και από
το Ε.

Επειδή πάλι ΗΖ ⟂ ΖΛ και ΗΖ ⟂ ΖΕ έπεται ότι η ΗΖ είναι κάθετη
στο επίπεδο ΖΚ (Β, Π, σελ. ). Τότε αν φέρουμε και την ΖΚ θα είναι
ΗΖ ⟂ ΖΚ και για αυτό το ημικύκλιο που γράφεται με διάμετρο ΗΚ διέρχεται
και από το Ζ.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι το ημικύκλιο αυτό διέρχεται και από τις
υπόλοιπες κορυφές του κύβου.
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Αν λοιπόν το ημικύκλιο περιστραφεί περί την ΚΗ, που παραμένει στα-
θερή, μέχρι να επανέλθει στην αρχική του θέση ο κύβος θα έχει περιληφθεί
σε μια σφαίρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι ο κύβος περιλαμβάνεται και στην δοθείσα σφαίρα.
Πράγματι καθώς ΗΖ = ΖΕ και η γωνία στο Ζ είναι ορθή, από το Πυθαγό-
ρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) έχουμε ΕΗ2 = 2 ⋅ ΕΖ2 και επειδή ΕΖ = ΕΚ
θα είναι και ΕΗ2 = 2 ⋅ ΕΚ2.

Όμως, και πάλι από το Πυθαγόρειο Θεώρημα είναι ΗΕ2 + ΕΚ2 = ΗΚ2
οπότε 3 ⋅ ΕΚ2 = ΗΚ2.

Επειδή ΑΒ = 3 ⋅ ΒΓ και ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ2/ΒΔ2 είναι και ΑΒ2 = 3 ⋅ ΒΔ2
ενώ έχει δειχθεί και ότι ΗΚ2 = 3 ⋅ ΕΚ2.

Επιπλέον η ΚΕ έχει ληφθεί ώστε ΚΕ = ΒΔ και άρα από τις δύο προη-
γούμενες παίρνουμε ΗΚ2 = ΑΒ2 και έτσι ΗΚ = ΑΒ, οπότε η ΗΚ είναι ίση
με την διάμετρο ΑΒ της δοθείσας σφαίρας.

Συνεπώς, ο κύβος έχει περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα ενώ αποδείχτηκε
και ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας αυτής είναι ίσο με το
τριπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς του κύβου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρόταση 16 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί εικοσάεδρο (στμ: κα-
νονικό) και να περιληφθεί σε δοθείσα σφαίρα. Στην συνέχεια να δειχθεί ότι η
πλευρά του είναι άλογος και μάλιστα ελάσσων (στμ: με ρητή τη διάμετρο
της σφαίρας).

Α ΒΓ

ΔΥλοποίηση: Λαμβάνουμε την διάμε-
τρο ΑΒ της δοθείσας σφαίρας και το
σημείο της Γώστε ΑΓ = 4⋅ΓΒ. Γρά-
φουμε το ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ
και από το Γ φέρνουμε την κάθετη
στην ΑΒ που τέμνει το ημικύκλιο
στο Δ. Φέρνουμε και την ΔΒ.

Στην συνέχεια λαμβάνουμε τον κύκλο ΕΖΗΘΚ με ακτίνα ίση με ΔΒ και
εγγράφουμε σε αυτόν το ισογώνιο και ισόπλευρο πεντάγωνο ΕΖΗΘΚ (Β,
Π, σελ. ).

Διχοτομούμε τα τόξα ⏜ΕΖ, ⏜ΖΗ, ⏜ΗΘ, ⏜ΘΚ και ⏜ΚΕ λαμβάνοντας τα σημεία
τους Λ, Μ, Ν, Ξ και Ο αντίστοιχα και φέρνουμε τις ΛΜ, ΜΝ, ΝΞ, ΞΟ, ΟΛ
και ΕΟ.

Τότε είναι ισόπλευρο και το πεντάγωνο ΛΜΝΞΟ και η ΕΟ είναι πλευρά
δεκαγώνου.

Από τα Ε, Ζ, Η, Θ και Κ ανυψώνουμε τις κάθετες ΕΠ, ΖΡ, ΗΣ, ΘΤ και
ΚΥ στο επίπεδο του κύκλου ώστε καθεμιά από αυτές να είναι ίση με την
ακτίνα του κύκλου ΕΖΗΘΚ. Φέρνουμε και τις ΠΡ, ΠΛ, ΛΡ, ΡΜ, ΜΣ, ΣΝ, ΝΤ,
ΤΞ, ΞΥ, ΥΟ και ΟΠ.
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Επειδή τώρα οι ΕΠ και ΚΥ είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο έπεται ότι
είναι παράλληλες (Β, Π, σελ. ). Δηλαδή οι ΕΠ και ΚΥ είναι ίσες και
παράλληλες. Τότε όμως και οι ΠΥ και ΕΚ είναι ίσες και παράλληλες καθώς
συνδέουν τα άκρα των ΕΠ και ΚΥ προς το ίδιο μέρος (Β, Π, σελ. ).

Καθώς η ΕΚ είναι πλευρά ισοπλεύρου πενταγώνου έπεται ότι και η
ΠΥ είναι πλευρά ισοπλεύρου πενταγώνου που έχει εγγραφεί στον κύκλο
ΕΖΗΘΚ (στμ: που είναι ίσος με τον κύκλο ΠΡΣΤΥ).

Για τους ίδιους λόγους καθεμιά από τις ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ είναι ίση με
την πλευρά του ισόπλευρου πενταγώνου που έχει εγγραφεί στον κύκλο
ΕΖΗΘΚ (στμ: που είναι ίσος με τον κύκλο ΠΡΣΤΥ). Έτσι και το πεντάγωνο
ΠΡΣΤΥ είναι ισόπλευρο.

ΞΝ

Ο

Ζ

Κ

Μ

Ε

Η

Λ

Θ

Ρ Π

Σ

Τ

Υ

Ψ
Φ

Ω
Χ

Α′

Επειδή τώρα η ΠΕ είναι πλευρά εξαγώνου (στμ: ως μήκος για τον
κύκλο ΕΖΗΘΚ), η ΕΟ πλευρά δεκαγώνου (που έχουν εγγραφεί στον ίδιο
κύκλο) και ΟΕ̂Π = 1 ορθή έπεται ότι η ΠΟ είναι πλευρά πενταγώνου
(στμ: ως μήκος για τον κύκλο ΕΖΗΘΚ) καθώς το τετράγωνο με πλευρά
την πλευρά του πενταγώνου έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα του εμβαδού
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του τετραγώνου με πλευρά την πλευρά του εξαγώνου και του εμβαδού του
τετραγώνου με πλευρά την πλευρά του δεκαγώνου, όταν τα πεντάγωνο,
εξάγωνο και δεκάγωνο έχουν εγγραφεί στον ίδιο κύκλο (Π, σελ. ).

Ομοίως και η ΟΥ είναι πλευρά πενταγώνου ενώ και η ΠΥ είναι πλευρά
πενταγώνου όπως δείξαμε παραπάνω.

Έτσι το τρίγωνο ΠΟΥ είναι ισόπλευρο και για τους ίδιους λόγους τα
τρίγωνα ΠΛΡ, ΡΜΣ, ΣΝΤ και ΤΞΥ είναι ισόπλευρα.

Επειδή οι ΠΛ και ΠΟ δείχτηκε ότι είναι πλευρές πενταγώνου και η ΛΟ
θα είναι πλευρά πενταγώνου και έτσι το ΠΛΟ είναι ισόπλευρο.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι και τα ΛΡΜ, ΜΣΝ, ΝΤΞ και ΞΥΟ είναι ισό-
πλευρα.

Στην συνέχεια λαμβάνουμε το κέντρο Φ του κύκλου ΕΖΗΘΚ (Β, Π,
σελ. ) και ανυψώνουμε από το Φ την ΦΩ κάθετη προς το επίπεδο του
κύκλου και την προεκτείνουμε προς την άλλη μεριά του επιπέδου κατά
τμήμα ΦΨ ώστε η ΦΧ να είναι πλευρά εξαγώνου και οι ΦΨ και ΧΩ να
είναι πλευρές δεκαγώνου. Φέρνουμε και τις ΠΩ, ΠΧ, ΥΩ, ΕΦ, ΛΦ, ΛΨ και
ΨΜ.

Επειδή τώρα οι οι ΦΧ και ΠΕ είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο θα είναι
μεταξύ τους παράλληλες (Β, Π, σελ. ) ενώ είναι και ίσες.

Τότε θα είναι και οι ΕΦ και ΠΧ ίσες και παράλληλες (Β, Π, σελ. )
και καθώς η ΕΦ είναι πλευρά εξαγώνου έπεται ότι και η ΠΧ είναι πλευρά
εξαγώνου.

Επειδή η ΠΧ είναι πλευρά εξαγώνου ενώ η ΧΩ πλευρά δεκαγώνου και
ΠΧ̂Ω = 1 ορθή Β, Ορ, σελ.  και Β, Π, σελ. ) έπεται ότι και η
ΠΩ είναι πλευρά πενταγώνου (Π, σελ. ).

Για τους ίδιους λόγους και η ΥΩ είναι πλευρά πενταγώνου. Πράγματι,
επειδή αν φέρουμε τις ΦΚ και ΧΥ αυτές θα είναι ίσες και παράλληλες, οπότε
καθώς η ΦΚ είναι πλευρά εξαγώνου σαν ακτίνα του κύκλου, έπεται ότι
και η ΧΥ είναι πλευρά εξαγώνου. Τότε όμως καθώς η ΧΩ είναι πλευρά
δεκαγώνου και ΥΧ̂Ω = 1 ορθή έπεται ότι η ΥΩ είναι πλευρά πενταγώνου
(Π, σελ. ).

Αλλά και η ΠΥ είναι πλευρά πενταγώνου και άρα το τρίγωνο ΠΥΩ
είναι ισόπλευρο.

Ομοίως αποδεικνύεται ότι και τα τρίγωνα με βάσεις ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ και ΤΥ
και κορυφή το Ω είναι ισόπλευρα.

Επειδή πάλι ηΦΛ είναι πλευρά εξαγώνου, ηΦΨ πλευρά δεκαγώνου και
ΛΦ̂Ψ = 1 ορθή έπεται ότι η ΛΨ είναι πλευρά πενταγώνου (Π, σελ. ).

Ομοίως αν φέρουμε την ΜΦ που είναι πλευρά εξαγώνου έπεται ότι και
η ΜΨ είναι πλευρά πενταγώνου ενώ και η ΛΜ είναι πλευρά πενταγώνου.
Έτσι, το τρίγωνο ΛΜΨ είναι ισόπλευρο και όμοια αποδεικνύεται ότι τα
τρίγωνα με βάσεις τις ΜΝ, ΝΞ, ΞΟ, ΟΛ και κορυφή το Ψ είναι ισόπλευρα.
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Κατασκευάστηκε λοιπόν εικοσάεδρο που περιέχεται σε είκοσι ισόπλευ-
ρα τρίγωνα.

Πρέπει τώρα το εικοσάεδρο αυτό να περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα
και να δειχθεί ότι η πλευρά του είναι άλογος και μάλιστα ελάσσων.

Επειδή η ΦΧ είναι πλευρά εξαγώνου και η ΧΩ πλευρά δεκαγώνου, η
ΦΩ έχει διαιρεθεί από το Χ σε άκρο και μέσο λόγο με μεγαλύτερο τμήμα
το ΦΧ (Π, σελ. ). Έτσι, ΩΦ/ΦΧ = ΦΧ/ΧΩ και επειδή ΦΧ = ΦΕ και
ΧΩ = ΦΨ έπεται ΩΦ/ΦΕ = ΕΦ/ΦΨ.

Επίσης ΩΦ̂Ε = ΕΦ̂Ψ = 1 ορθή και άρα αν φέρουμε την ΕΩ θα είναι και
ΨΕ̂Ω = 1 ορθή από την ομοιότητα των τριγώνων ΨΕΩ και ΦΕΩ (Β, Π,
σελ. ).

Ομοίως επειδή ΩΦ/ΦΧ = ΦΧ/ΧΩ και ΩΦ = ΨΧ και ΦΧ = ΧΠ θα
είναι ΨΧ/ΧΠ = ΠΧ/ΧΩ και αν φέρουμε την ΠΨ η γωνία στο Π θα είναι
ορθή (Β, Π, σελ. )

Έτσι το ημικύκλιο διαμέτρου ΨΩ διέρχεται και από το Π (Β, Π,
σελ. ). Αν λοιπόν το ημικύκλιο αυτό περιστραφεί περί την ΨΩ (που πα-
ραμένει σταθερή) μέχρι να επιστρέψει στην αρχική του θέση θα διέλθει από
το Π και τις υπόλοιπες κορυφές του εικοσαέδρου και άρα το εικοσάεδρο
θα έχει περιληφθεί σε μια σφαίρα.

Διχοτομούμε την ΦΧ λαμβάνοντας το σημείο Α′. Επειδή η ΦΩ έχει
τμηθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Χ με μικρότερο τμήμα τον ΩΧ
έπεται ότι το τετράγωνο με πλευρά ΩΧ + ΧΑ′ = ΩΑ′ είναι ισοδύναμο
με το πενταπλάσιο του τετραγώνου με πλευρά το μισό του μεγαλύτερου
τμήματος από αυτά που έχουν προκύψει από την διαίρεση σε άκρο και
μέσο λόγο (Π, σελ. ). Δηλαδή, Α′Ω2 = 5 ⋅ Α′Χ2 ενώ είναι και ΩΨ =
2 ⋅ ΩΑ′ και ΦΧ = 2 ⋅ Α′Χ και άρα ΩΨ2 = 5 ⋅ ΦΧ2.

Επειδή τώρα ΑΓ = 4 ⋅ ΓΒ θα είναι και ΑΒ = 5 ⋅ ΒΓ ενώ ισχύει η
αναλογία ΑΒ/ΒΓ = ΑΒ2/ΒΔ2 (Β, Π, σελ.  και Β, Ορ, σελ. )
οπότε ΑΒ2 = 5 ⋅ ΒΔ2.

Έχουμε όμως δείξει και ότι ΩΨ2 = 5 ⋅ ΦΧ2 ενώ ΒΔ = ΦΧ διότι είναι
ακτίνες του κύκλου ΕΖΗΘΚ. Συνεπώς, ΑΒ = ΩΨ και άρα η ΩΨ είναι ίση
με την διάμετρο ΑΒ της δοθείσας σφαίρας. Έτσι, συμπεραίνουμε ότι το
εικοσάεδρο έχει περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα.

Ισχυρίζομαι τέλος ότι η πλευρά του εικοσαέδρου είναι άλογος και μά-
λιστα ελάσσων (Β, Π, σελ. ).

Πράγματι επειδή η διάμετρος της σφαίρας είναι ρητή και το τετράγωνο
με πλευρά την διάμετρο είναι ισοδύναμο με το πενταπλάσιο του τετρα-
γώνου με πλευρά την ακτίνα του κύκλου ΕΖΗΘΚ, έπεται ότι είναι ρητή
και η ακτίνα του κύκλου ΕΖΗΘΚ.
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Αν όμως σε έναν κύκλο με ρητή διάμετρο εγγραφεί ισόπλευρο πεντά-
γωνο τότε η πλευρά του πενταγώνου είναι άλογος και μάλιστα ελάσσων
(Π, σελ. ).

Η πλευρά όμως του πενταγώνου ΕΖΗΘΚ είναι η πλευρά του εικοσαέ-
δρου. Άρα η πλευρά του εικοσαέδρου είναι άλογος και μάλιστα ελάσσων.

Πόρισμα 28 Απόταπαραπάνωείναιφανερόότιτοτετράγωνοτηςδιαμέτρου
της σφαίρας είναι ισοδύναμο με το πενταπλάσιο του τετραγώνου με πλευρά
την ακτίνα του κύκλου στον οποίο έχει αναγραφεί το εικοσάεδρο.

Επιπλέον, η διάμετρος της σφαίρας αποτελείται από την πλευρά του εξα-
γώνουκαι δύοφορέςαπότηνπλευράτουδεκαγώνουπου έχουν εγγραφεί στον
κύκλο αυτό· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 17 (Κατασκευή) () Να κατασκευαστεί δωδεκάεδρο (στμ: κα-
νονικό) και να περιληφθεί σε δοθείσα σφαίρα. Στην συνέχεια να δειχθεί ότι η
πλευρά του είναι άλογος και μάλιστα αποτομή (στμ: με ρητή τη διάμετρο
της σφαίρας).
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Υλοποίηση: Κατασκευάζουμε τον κύβο
(Π, σελ. ) και λαμβάνουμε δύο από
τις έδρες του που είναι κάθετες μεταξύ
τους. Έστω ΑΒΓΔ και ΓΒΕΖ οι δύο αυ-
τές έδρες.

Διχοτομούμε τις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, ΕΖ, ΕΒ
και ΖΓ λαμβάνοντας τα σημεία τυος Η, Θ,
Κ, Λ, Μ, Ν και Ξ αντίστοιχα και φέρνουμε
τις ΗΚ, ΘΛ, ΜΘ και ΝΞ.

Έστω Ο το σημείο τομής των ΜΘ και
ΝΞ και Π το σημείο τομής των ΗΚ καιΘΛ.

Στην συνέχεια διχοτομούμε σε άκρο
και μέσο λόγο τις ΝΟ, ΟΞ και ΘΠ λαμβά-
νοντας τα σημεία τους Ρ, Σ και Τ αντίστοιχα και έστω ότι τα μεγαλύτερα
που προκύπτουν είναι τα ΡΟ, ΟΣ και ΤΠ.

Από τα Ρ, Σ και Τ ανυψώνουμε τις κάθετες ΡΥ, ΣΦ, ΤΧ προς τις δύο
έδρες του κύβου ώστε οι κάθετες αυτές να είναι αντίστοιχα ίσες με τις ΡΟ,
ΟΣ και ΤΠ. Φέρνουμε και τις ΥΒ, ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ και ΦΥ.

Ισχυρίζομαι ότι το πεντάγωνο ΥΒΧΓΦ είναι ισόπλευρο, βρίσκεται επί
ενός επιπέδου και είναι ισογώνιο.

Πράγματι, φέρνουμε τις ΡΒ, ΣΒ και ΦΒ. Επειδή η ΝΟ διαιρείται σε άκρο
και μέσο λόγο από το Ρ και το μεγαλύτερο τμήμα είναι το ΡΟ ισχύει
ΟΝ2 + ΝΡ2 = 3 ⋅ ΡΟ2 (Π, σελ. ).

Επειδή ΟΝ = ΝΒ και ΟΡ = ΡΥ από την προηγούμενη έπεται ΝΒ2 +
ΝΡ2 = 3 ⋅ ΡΥ2. Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) όμως
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είναι ΝΒ2 + ΝΡ2 = ΒΡ2 και άρα ΒΡ2 = 3 ⋅ ΡΥ2 από όπου προκύπτει ότι
ΒΡ2 + ΡΥ2 = 4 ⋅ ΡΥ2.

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα και πάλι είναι ΒΡ2 + ΡΥ2 = ΒΥ2 οπότε
ΒΥ2 = 4 ⋅ ΡΥ2 και άρα ΒΥ = 2 ⋅ ΡΥ.

Επιπλέον ισχύει ΦΥ = 2 ⋅ ΥΡ επειδή βεβαίως είναι ΣΡ = 2 ⋅ ΟΡ = 2 ⋅ ΡΥ
και ΣΡ = ΦΥ, οπότε από την προηγούμενη έπεται ΒΥ = ΥΦ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι καθεμιά από τις ΒΧ, ΧΓ και ΓΦ
είναι ίση με τις ΒΥ και ΥΦ και έτσι το πεντάγωνο ΒΥΦΓΧ είναι ισόπλευρο.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι το πεντάγωνο αυτό βρίσκεται επί ενός επιπέδου.

Πράγματι, από το Ο φέρνουμε την ΟΨ παράλληλη στις ΡΥ και ΣΦ (στο
εξωτερικό μέρος του κύβου) και στην συνέχεια τις ΨΘ και ΘΧ. Ισχυρίζομαι
ότι η ΨΘΧ είναι ευθεία.

Πράγματι καθώς η ΘΠ διαιρείται σε άκρο και μέσο λόγο από το Τ με
μεγαλύτερο τμήμα το ΠΤ είναι ΘΠ/ΠΤ = ΠΤ/ΤΘ. Αλλά ΘΠ = ΘΟ και
ΠΤ = ΤΧ = ΟΨ και έτσι η προηγούμενη αναλογία γράφεται ΘΟ/ΟΨ =
ΧΤ/ΤΘ.

Ισχύει ακόμα ότι ΘΟ ⫽ ΤΧ καθώς είναι κάθετες στο ίδιο επίπεδο ΒΔ
(Β, Π, σελ. ) και ομοίως ΤΘ ⫽ ΟΨ καθώς είναι κάθετες στο ΒΖ.

Τότε τα τρίγωνα ΨΟΘ και ΘΤΧ που έχουν συντεθεί κατά μιά γωνία
έχουν δύο πλευρές τους ανάλογες και οι ομόλογες πλευρές τους είναι πα-
ράλληλες. Έτσι και οι άλλες πλευρές τους ΨΘ και ΘΧ βρίσκονται πάνω
στην ίδια ευθεία (Β, Π, σελ. ).

Συνεπώς, η ΨΘΧ είναι ευθεία και άρα κείται επί ενός επιπέδου (Β,
Π, σελ. ). Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το πεντάγωνο ΥΒΧΓΦ κείται επί
ενός επιπέδου.

Ισχυρίζομαι ακόμα ότι το πεντάγωνο αυτό είναι και ισογώνιο.

Πράγματι, επειδή η ΝΟ διαιρείται σε άκρο και μέσο λόγο από το Ρ και
μεγαλύτερο τμήμα είναι το ΟΡ θα είναι

ΝΟ + ΟΡ
ΟΝ = ΝΟ

ΟΡ
και επειδή ΟΡ = ΟΣ θα είναι και

ΝΣ
ΝΟ = ΝΟ

ΟΣ
και άρα η ΝΣ διαιρείται σε άκρο και μέσο λόγο από το Ο με μεγαλύτερο
τμήμα το ΝΟ (Π, σελ. ). Επομένως θα ισχύει και ότι ΝΣ2 + ΣΟ2 =
3 ⋅ ΝΟ2 (Π, σελ. ).

Αλλά ΝΟ = ΝΒ και ΟΣ = ΣΦ και άρα από την παραπάνω έπεται
ΝΣ2+ΣΦ2 = 3 ⋅ΝΒ2. Έτσι θα είναι και ΝΣ2+ΣΦ2+ΝΒ2 = 4 ⋅ΝΒ2 ενώ
από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) είναι ΣΝ2 + ΝΒ2 = ΣΒ2.
Έτσι, ΣΒ2 + ΣΦ2 = 4 ⋅ ΝΒ2.
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Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα και πάλι όμως, καθώς ΦΣ̂Β = 1 ορθή
(Β, Ορ, σελ. ) είναι ΣΒ2 + ΣΦ2 = ΒΦ2 και άρα ΒΦ2 = 4 ⋅ ΝΒ2.

Έτσι, ΒΦ = 2 ⋅ ΒΝ και επειδή 2 ⋅ ΒΝ = ΒΓ έχουμε ΒΦ = ΒΓ.
Συγκρίνοντας στην συνέχεια τα τρίγωνα ΒΥΦ και ΒΧΓ παρατηρούμε

ότι έχουν ΒΥ = ΒΧ, ΥΦ = ΧΓ και ΒΦ = ΒΓ και άρα είναι ίσα (Β, Π,
σελ. ). Άρα ΒΥ̂Φ = ΒΧ̂Γ.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται και ότι ΥΦ̂Γ = ΒΧ̂Γ και άρα ΒΧ̂Γ =
ΒΥ̂Φ = ΥΦ̂Γ.

Ένα ισόπλευρο πεντάγωνο όμως που έχει τρεις γωνίες του ίσες είναι
και ισογώνιο (Π, σελ. ) οπότε το πεντάγωνο ΒΥΦΓΧ είναι ισογώνιο.

Έτσι λοιπόν, το πεντάγωνο ΒΥΦΓΧ είναι ισόπλευρο και ισογώνιο και
έχει κατασκευαστεί επί της πλευράς ΒΓ του κύβου.

Άρα, αν σε καθεμιά από τις δώδεκα πλευρές του κύβου κάνουμε τις αντί-
στοιχες κατασκευές θα σχηματιστεί ένα στερεό σχήμα που περιέχεται σε
δώδεκα ισόπλευρα και ισογώνια πεντάγωνα και που λέγεται δωδεκάεδρο.

Μένει τώρα το δωδεκάεδρο αυτό να περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα
και να αποδειχτεί ότι η πλευρά του είναι άλογος και μάλιστα αποτομή.

Προεκτείνουμε την ΨΟ προς το Ο κατά τμήμα ΟΩ. Τότε η ΟΩ και η δια-
γώνιος του κύβου διχοτομούνται (Β, Π, σελ. ). Έστω ότι τέμνονται
στο Ω. Τότε το Ω θα είναι το κέντρο της σφαίρας που περιλαμβάνει τον
κύβο και η ΟΩ θα είναι ίση με το μισό της πλευράς του κύβου. Φέρνουμε
και την ΥΩ.

Επειδή η ΝΣ διαιρείται σε άκρο και μέσο λόγο από το Ο με μεγαλύτερο
τμήμα το ΝΟ ισχύει ότι ΝΣ2 + ΣΟ2 = 3 ⋅ ΝΟ2 (Π, σελ. ).

Όμως ΝΣ = ΨΩ επειδή ΝΟ = ΟΩ και ΨΟ = ΟΣ . Ακόμα ΟΣ = ΨΥ
επειδή ΟΣ = ΡΟ και έτσι έχουμε ΨΩ2 + ΨΥ2 = 3 ⋅ ΝΟ2.

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) όμως είναιΨΩ2+ΨΥ2 =
ΥΩ2 και άρα ΥΩ2 = 3 ⋅ ΝΟ2.

Αλλά το τετράγωνο της ακτίνας της σφαίρας που περιλαμβάνει τον
κύβο είναι τριπλάσιο από το τετράγωνο του μισού της πλευράς του κύβου
(Π, σελ. ).

Καθώς η ΝΟ είναι ίση με το μισό της πλευράς του κύβου συμπεραίνουμε
ότι η ΥΩ είναι η ακτίνα της σφαίρας που περιλαμβάνει τον κύβο. Έτσι το
Υ είναι σημείο της επιφάνειας της σφαίρας.

Με όμοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και οι υπόλοιπες κορυφές του δωδε-
καέδρου είναι σημεία της επιφάνειας της σφαίρας και έτσι το δωδεκάεδρο
έχει περιληφθεί στην δοθείσα σφαίρα.

Ισχυρίζομαι τώρα ότι η πλευρά του δωδεκαέδρου είναι άλογος και
μάλιστα αποτομή (Β, Π, σελ. ).
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Επειδή το μεγαλύτερο τμήμα της ΝΟ που έχει διαιρεθεί σε άκρο και
μέσο λόγο από το Ρ είναι το ΡΟ, ενώ αντίστοιχα της ΞΟ που έχει επίσης
διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Σ το μεγαλύτερο τμήμα είναι το
ΟΣ έπεται ότι η ΝΞ αν διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο το μεγαλύτερο
τμήμα της θα είναι ίσο με το ΡΣ.

Πράγματι, επειδή ΝΟ/ΟΡ = ΟΡ/ΡΝ θα ισχύει και η αναλογία για τα
διπλάσια καθώς ίσα πολλαπλάσια έχουν ίσους λόγους (Β, Π, σελ. ).
Δηλαδή, ΝΞ

ΡΣ = ΡΣ
ΝΡ + ΞΣ

Καθώς ΝΞ > ΡΣ θα είναι και ΡΣ > ΝΡ + ΞΣ (Β, Π, σελ. ).
Καθώς ΡΣ = ΥΦ έπεται ότι όταν η ΝΞ διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο

τότε το μεγαλύτερο τμήμα από αυτά που προκύπτουν είναι ίσο με το ΥΦ.
Επειδή η διάμετρος της σφαίρας είναι ρητή και το τετράγωνό της είναι

ίσο με το τριπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς του κύβου, έπεται ότι
είναι ρητή και η πλευρά του κύβου. Δηλαδή η ΝΞ είναι ρητή.

Όταν όμως ένα ρητό ευθύγραμμο τμήμα διαιρεθεί σε άκρο και μέσο
λόγο τότε καθένα από τα δύο τμήματα που προκύπτουν είναι άλογος και
μάλιστα αποτομή. (Π, σελ. ). Συνεπώς η ΥΦ που είναι η πλευρά του
δωδεκαέδρου είναι άλογος και μάλιστα αποτομή.

Πόρισμα 29 Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι όταν η πλευρά του κύβου
διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο, τότε το μεγαλύτερο από τα τμήματα που
προκύπτουν είναι ίσο με την πλευρά του δωδεκαέδρου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Πρόταση 18 (Κατασκευή) ()Να εκτεθούν οι πλευρές των: κανονικού τε-
τραέδρου (πυραμίδας), κανονικού οκταέδρου, κύβου, κανονικού εικοσαέδρου
και κανονικού δωδεκαέδρου και να συγκριθούν μεταξύ τους.

Α ΒΓ ΔΚ Λ

Η

Θ
Ε Ζ Μ

Ν
Υλοποίηση: Λαμβάνουμε την διάμε-
τρο ΑΒ της δοθείσας σφαίρας και
έστω Γ και Δ τα σημεία της ώστε
ΑΓ = ΓΒ και ΑΔ = 2 ⋅ ΔΒ. Γρά-
φουμε το ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ
και από τα Γ και Δ φέρνουμε τις
κάθετες στην ΑΒ που τέμνουν το
ημικύκλιο στα Ε και Ζ αντίστοιχα.
Φέρνουμε και τις ΑΖ, ΖΒ και ΕΒ.

Επειδή ΑΔ = 2 ⋅ΔΒ θα είναι και ΑΒ = 3 ⋅ΔΒ και άρα ΒΑ = (3/2) ⋅ΑΔ.
Όμως ΒΑ/ΑΔ = ΒΑ2/ΑΖ2 διότι τα τρίγωνα ΑΖΒ και ΑΖΔ είναι ισογώνια
και άρα από την ομοιότητά τους έπεται ότι ΒΑ/ΑΖ = ΑΖ/ΑΔ (Β, Π,
σελ. ). Έτσι θα ισχύει και η αναλογία ΒΑ/ΑΔ = ΒΑ2/ΑΖ2 (Β, Ορ,
σελ. ).
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Συνεπώς, ΒΑ2 = (3/2) ⋅ ΑΖ2. Αλλά το τετράγωνο της διαμέτρου της
σφαίρας είναι ίσο με τα 3/2 του τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας
(Π, σελ. ) και έτσι αφού η ΑΒ είναι η διάμετρος της δοθείσας σφαίρας
έπεται ότι η ΑΖ είναι ίση με την πλευρά της πυραμίδας.

Επειδή πάλι ΑΔ = 2 ⋅ ΔΒ είναι και ΑΒ = 3 ⋅ ΒΔ. Επιπλέον είναι και
ΑΒ/ΒΔ = ΑΒ2/ΒΖ2 καθώς τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΒΖΔ είναι όμοια και άρα
ΑΒ/ΒΖ = ΒΖ/ΒΔ, από όπου προκύπτει η παραπάνω (Β, Ορ, σελ. ).

Έτσι, ΑΒ2 = 3 ⋅ ΒΖ2. Αλλά το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας
είναι τριπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του κύβου που έχει πε-
ριληφθεί σε αυτήν (Π, σελ. ) και έτσι αφού η ΑΒ είναι η διάμετρος
της σφαίρας συμπεραίνουμε ότι η ΒΖ είναι η πλευρά του κύβου.

Ακόμα επειδή ΑΓ = ΓΒ θα είναι ΑΒ = 2 ⋅ ΒΓ ενώ είναι και ΑΒ/ΒΓ =
ΑΒ2/ΒΕ2 (Β, Π, σελ.  και Β, Ορ, σελ. ).

ΆραΑΒ2 = 2⋅ΒΕ2. Όμως το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι
διπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του οκταέδρου (Π, σελ. ).
Καθώς λοιπόν η ΑΒ είναι η διάμετρος της σφαίρας έπεται ότι η ΒΕ είναι η
πλευρά του οκταέδρου.

Φέρνουμε τώρα την ΑΗ κάθετη στην ΑΒ στο Α ώστε ΑΗ = ΑΒ ενώ
φέρνουμε και την ΗΓ που τέμνει το ημικύκλιο στο Θ. Από το Θ φέρνουμε
την ΘΚ ⟂ ΑΒ.

Επειδή ΗΑ = 2 ⋅ ΑΓ (διότι ΗΑ = ΑΒ) είναι και ΗΑ/ΑΓ = ΘΚ/ΚΓ (Β,
Π, σελ. ) και άρα ΘΚ = 2 ⋅ ΚΓ. Συνεπώς, ΘΚ2 = 4 ⋅ ΚΓ2 και άρα
ΘΚ2 + ΚΓ2 = 5 ⋅ ΚΓ2.

Από το Πυθαγόρειο Θεώρημα (Β, Π, σελ. ) όμως είναιΘΚ2+ΚΓ2 =
ΘΓ2 και έτσι από την προηγούμενη έπεται ΘΓ2 = 5 ⋅ ΚΓ2.

Καθώς ΘΓ = ΓΒ έχουμε ΒΓ2 = 5 ⋅ ΚΓ2.
Επειδή τώραΑΒ = 2⋅ΓΒ καιΑΔ = 2⋅ΔΒ θα είναιΑΒ−ΑΔ = 2⋅(ΓΒ−ΔΒ)

ή ΒΔ = 2 ⋅ ΔΓ.
Άρα, ΒΓ = 3 ⋅ ΓΔ οπότε ΒΓ2 = 9 ⋅ ΓΔ2.
Επίσης είναι ΒΓ2 = 5 ⋅ ΓΚ2 και άρα ΓΚ2 > ΓΔ2 οπότε ΓΚ > ΓΔ.
Στην συνέχεια λαμβάνουμε την ΓΛ = ΓΚ και από το Λ φέρνουμε την

ΛΜ ⟂ ΑΒ ενώ φέρνουμε και την ΜΒ.
Επειδή ΒΓ2 = 5 ⋅ ΓΚ2 και ΑΒ = 2 ⋅ ΒΓ και ΚΛ = 2 ⋅ ΓΚ θα είναι

και ΑΒ2 = 5 ⋅ ΚΛ2. Το τετράγωνο όμως της διαμέτρου της σφαίρας είναι
πενταπλάσιο από το τετράγωνο της ακτίνας του κύκλου από τον οποίο
έχει αναγραφεί το εικοσάεδρο (Πόρισμα, Π, σελ. ).

Αφού λοιπόν ηΑΒ είναι η διάμετρος της σφαίρας συμπεραίνουμε ότι η ΚΛ
είναι η διάμετρος του κύκλου από τον οποίο αναγράφηκε το εικοσάεδρο.
Άρα η ΚΛ είναι ίση με την πλευρά του εξαγώνου που εγγράφεται στον
κύκλο αυτό (Πόρισμα, Β, Π, σελ. ).
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Επειδή πάλι η διάμετρος της σφαίρας είναι ίση με την πλευρά του
εξαγώνου και δύο φορές την πλευρά του δεκαγώνου που εγγράφονται
στο κύκλο (Πόρισμα, Π, σελ. ) και η μεν ΑΒ είναι η διάμετρος της
σφαίρας η δε ΚΛ η πλευρά του εξαγώνου έπεται ότι η ΑΚ = ΛΒ είναι η
πλευρά του δεκαγώνου που εγγράφεται στον κύκλο από τον οποίο έχει
αναγραφεί το εικοσάεδρο.

Καθώς λοιπόν ηΑΒ είναι πλευρά δεκαγώνου και ηΜΛπλευρά εξαγώνου
διότι ΜΛ = ΘΛ = ΚΛ καθώς απέχουν το ίδιο από το κέντρο και ΘΚ =
ΘΛ = 2 ⋅ΚΓ έπεται ότι η ΜΒ είναι πλευρά πενταγώνου (Π, σελ.  και
Β, Π, σελ. ).

Η πλευρά του πενταγώνου όμως είναι ίση με την πλευρά του εικοσα-
έδρου (Π, σελ. ) και άρα η ΜΒ είναι πλευρά του εικοσαέδρου.

Στην συνέχεια διαιρούμε σε άκρο και μέσο λόγο την ΖΒ, που είναι η
πλευρά του κύβου, λαμβάνοντας το σημείο της Ν και έστω ΝΒ το μεγαλύ-
τερο από τα δύο τμήματα που προκύπτουν. Τότε η ΝΒ είναι ίση με την
πλευρά του δωδεκαέδρου (Πόρισμα, Π, σελ. ).

Επειδή έχει δειχθεί ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της σφαίρας είναι
ίσο με τα 3/2 του τετραγώνου της πλευράς της πυραμίδας (που είναι η
ΑΖ) ενώ είναι διπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του οκταέδρου
(που είναι η ΒΕ) και τριπλάσιο από το τετράγωνο της πλευράς του κύβου
(που είναι η ΖΒ), αν υποθέσουμε ότι το τετράγωνο της διαμέτρου της
σφαίρας είναι ίσο με έξι ίσα τετράγωνα τότε το τετράγωνο της πλευράς της
πυραμίδας θα είναι ίσο με τέσσαρα τέτοια τετράγωνα, το τετράγωνο της
πλευράς του οκταέδρου θα είναι αντίστοιχα ίσο με τρία τέτοια τετράγωνα
ενώ το τετράγωνο της πλευράς του κύβου θα είναι ίσο με δύο από τα
τετράγωνα αυτά.

Έτσι λοιπόν, το τετράγωνο της πλευράς της πυραμίδας είναι ίσο με τα
4/3 του τετραγώνου της πλευράς του οκταέδρου και διπλάσιο από το
τετράγωνο της πλευράς του κύβου.

Επίσης το τετράγωνο της πλευράς του οκταέδρου είναι ίσο με τα 3/2
του τετραγώνου της πλευράς του κύβου.

Συνεπώς, οι πλευρές των τριών σχημάτων (πυραμίδα, οκτάεδρο και
κύβος) σχηματίζουν ρητούς λόγους μεταξύ τους. Ενώ οι πλευρές του ει-
κοσαέδρου και δωδεκαέδρου δεν σχηματίζουν ρητούς λόγους ούτε μεταξύ
τους αλλά ούτε και με τις πλευρές των υπόλοιπων σχημάτων καθώς αυτές
είναι άλογοι αριθμοί: η πλευρά του εικοσαέδρου ελάσσων (Π, σελ. )
και η πλευρά του δωδεκαέδρου αποτομή (Π, σελ. ).

Το ότι η πλευράΜΒ του εικοσαέδρου είναι μεγαλύτερη από την πλευρά
ΝΒ αποδεικνύεται ως εξής: επειδή τα ΖΔΒ και ΖΑΒ είναι ισογώνια (Β, Π,
σελ. ) ισχύει η αναλογία ΔΒ/ΒΖ = ΒΖ/ΒΑ (Β, Π, σελ. ). Τότε
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ισχύει και η αναλογία ΔΒ/ΒΑ = ΔΒ2/ΒΖ2 (Β, Ορ, σελ. ) και άρα
ΑΒ/ΒΔ = ΖΒ2/ΒΔ2.

Όμως, ΑΒ = 3 ⋅ ΒΔ και άρα ΖΒ2 = 3 ⋅ ΒΔ2 ενώ είναι και ΑΔ2 = 4 ⋅ ΔΒ2
διότι ΑΔ = 2 ⋅ ΔΒ. Συνεπώς, ΑΔ2 > ΖΒ2 και άρα ΑΔ > ΖΒ οπότε κατά
μείζονα λόγο θα είναι και ΑΛ > ΖΒ.

Όταν η ΑΛ διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Κ τότε το μεγαλύ-
τερο τμήμα από αυτά που θα προκύψουν είναι το ΚΛ επειδή αυτή είναι
η πλευρά του εξαγώνου ενώ η ΚΑ είναι η πλευρά του δεκαγώνου (Π,
σελ. ).

Αντίστοιχα όταν η ΖΒ διαιρεθεί σε άκρο και μέσο λόγο από το Ν τότε
το μεγαλύτερο από τα τμήματα που προκύπτουν είναι το ΝΒ.

Άρα ΚΛ > ΝΒ και επειδή ΚΛ = ΛΜ είναι ΛΜ > ΝΒ (ΜΒ > ΛΜ). Έτσι
λοιπόν η ΜΒ που είναι πλευρά του εικοσαέδρου είναι μεγαλύτερη από την
ΝΒ που είναι η πλευρά του δεωδεκαέδρου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
Ισχυρισμός 1 Εκτός από τα πέντε στερεά που αναφέρθηκαν παραπάνω,
δηλαδή τα: πυραμίδα, οκτάεδρο, κύβο, εικοσάεδρο και δωδεκάεδρο, κανένα
άλλο στερεό δεν μπορεί να κατασκευαστεί ώστε να περιέχεται σε ισόπλευρα
και ισογώνια σχήματα τα οποία να είναι ίσα μεταξύ τους.

Απόδειξη. Καταρχήν από δύο τρίγωνα ή γενικά επίπεδα δεν κατασκευά-
ζεται τρίεδρη στερεά γωνία (Β, Ορ, σελ. ).

Από τρία τρίγωνα κατασκευάζεται η στερεά γωνία της πυραμίδας,
από τέσσαρα αυτή του οκταέδρου, από πέντε του εικοσαέδρου ενώ από
έξι τρίγωνα ισόπλευρα και ισογώνια με κοινή κορυφή δεν κατασκευάζεται
στερεά γωνία καθώς η γωνία του ισοπλεύρου τριγώνου είναι ίση με τα 2/3
της ορθής και άρα έξι τέτοιες γωνίες θα είναι ίσες με τέσσαρες ορθές. Αυτό
όμως είναι αδύνατον καθώς κάθε στερεά γωνία περιέχεται σε λιγότερες
από τέσσαρες ορθές (Β, Π, σελ. ).

Ομοίως δεν είναι δυνατόν να κατασκευαστεί στερεά γωνία που να πε-
ριέχεται σε περισσότερες από έξι επίπεδες γωνίες.

Σε τρία τετράγωνα πάλι περιέχεται η γωνία του κύβου ενώ σε τέσσαρα
δεν μπορεί να περιέχεται στερεά γωνία διότι αυτή πρέπει να περιέχεται
σε λιγότερες από τέσσαρες ορθές (Β, Π, σελ. ).

Σε τρία ισόπλευρα και ισογώνια πεντάγωνα περιέχεται η γωνία του
δωδεκαέδρου ενώ σε τέσσαρα δεν είναι δυνατόν να περιέχεται στερεά
γωνία καθώς η γωνία του ισόπλευρου και ισογώνιου πενταγώνου είναι
ίση με το 1+ 1/5 της ορθής οπότε τέσσαρες τέτοιες γωνίες έχουν άθροισμα
μεγαλύτερο από τέσσαρες ορθές.

Για τους ίδιους λόγους δεν είναι δυνατόν να κατασκευαστεί στερεά
γωνία που να περιέχεται σε άλλα πολύγωνα.

Συνεπώς, δεν κατασκευάζεται άλλο στερεό σχήμα που να περιέχεται σε
ισόπλευρα και ισογώνια σχήματα εκτός από τα πέντε σχήματα που ανα-
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φέρθηκαν παραπάνω, δηλαδή τα: πυραμίδα, οκτάεδρο, κύβος, εικοσάεδρο
και δωδεκάεδρο· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λήμμα 19 Η γωνία του ισόπλευρου και ισογώνιου πενταγώνου είναι ίση με
το 1 + 1/5 της ορθής.

Απόδειξη. Πράγματι, θεωρούμε το ισόπλευρο και ισογώνιο πεντάγωνο
ΑΒΓΔΕ και περιγράφουμε περί αυτό τον κύκλο ΑΒΓΔΕ (Β, Π, σελ. ).

Α

Δ

Ε

Γ

ΒΖ

Λαμβάνουμε το κέντρο Ζ του κύκλου
(Β, Π, σελ. ) και φέρνουμε τις ΖΑ, ΖΒ,
ΖΓ, ΖΔ και ΖΕ οι οποίες διχοτομούν τις
γωνίες του πενταγώνου.

Επειδή οι γωνίες με κορυφή το Ζ είναι
ίσες και έχουν άθροισμα ίσο με τέσσαρες
ορθές καθεμιά από αυτές θα είναι ίση με
1−1/5 της ορθής. Έτσι ΑΖ̂Β = 1−1/5 της
ορθής και επομένως οι άλλες δύο γωνίες
του τριγώνουΑΖΒ θα έχουν άθροισμα ίσο

με το 1+1/5 της ορθής (στμ: καθώς το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου
είναι ίσο με δύο ορθές).

Δηλαδή, ΖΑ̂Β + ΑΒ̂Ζ = 1 + 1/5 της ορθής ενώ είναι και ΖΑ̂Β = ΑΒ̂Ζ.
Έτσι, για την γωνία ΑΒ̂Γ του πενταγώνου ισχύει ΑΒ̂Γ = 1 + 1/5 της

ορθής· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Ὀρισμοί καὶ Ἀξιώματα

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Σημεῖόν ἐστιν, οὗ μέρος οὐθέν.

(ὁρ. 2) Γραμμὴ δὲ μῆκος ἀπλατές.

(ὁρ. 3) Γραμμῆς δὲ πέρατα σημεῖα.

(ὁρ. 4) Εὐθεῖα γραμμή ἐστιν, ἥτις ἐξ ἴσου τοῖς ἐφ᾽ ἑαυτῆς σημείοις κεῖται.

(ὁρ. 5) Ἐπιφάνεια δέ ἐστιν, ὃ μῆκος καὶ πλάτος μόνον ἔχει.

(ὁρ. 6) Ἐπιφανείας δὲ πέρατα γραμμαί.

(ὁρ. 7) Ἐπίπεδος ἐπιφάνειά ἐστιν, ἥτις ἐξ ἴσου ταῖς ἐφ᾽ ἑαυτῆς εὐθείαις
κεῖται.

(ὁρ. 8) Ἐπίπεδος δὲ γωνία ἐστὶν ἡ ἐν ἐπιπέδῳ δύο γραμμῶν ἁπτομένων
ἀλλήλων καὶ μὴ ἐπ᾽ εὐθείας κειμένων πρὸς ἀλλήλας τῶν γραμμῶν
κλίσις.

(ὁρ. 9) Ὅταν δὲ αἱ περιέχουσαι τὴν γωνίαν γραμμαὶ εὐθεῖαι ὦσιν, εὐθύγραμ-
μος καλεῖται ἡ γωνία.

(ὁρ. 10) Ὅταν δὲ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλ-
λήλαις ποιῇ, ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ἴσων γωνιῶν ἐστι, καὶ ἡ ἐφεστηκυῖα
εὐθεῖα κάθετος καλεῖται, ἐφ᾽ ἣν ἐφέστηκεν.

Ὀρισμοί 2 ()

(ὁρ. 11) Ἀμβλεῖα γωνία ἐστὶν ἡ μείζων ὀρθῆς.
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(ὁρ. 12) Ὀξεῖα δὲ ἡ ἐλάσσων ὀρθῆς.

(ὁρ. 13) Ὅρος ἐστίν, ὅ τινός ἐστι πέρας.

(ὁρ. 14) Σχῆμά ἐστι τὸ ὑπό τινος ἤ τινων ὅρων περιεχόμενον.

(ὁρ. 15) Κύκλος ἐστὶ σχῆμα ἐπίπεδον ὑπὸ μιᾶς γραμμῆς περιεχόμενον [ἣ
καλεῖται περιφέρεια], πρὸς ἣν ἀφ᾽ ἑνὸς σημείου τῶν ἐντὸς τοῦ
σχήματος κειμένων πᾶσαι αἱ προσπίπτουσαι εὐθεῖαι [πρὸς τὴν
τοῦ κύκλου περιφέρειαν] ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

(ὁρ. 16) Κέντρον δὲ τοῦ κύκλου τὸ σημεῖον καλεῖται.

(ὁρ. 17) Διάμετρος δὲ τοῦ κύκλου ἐστὶν εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου ἠγ-
μένη καὶ περατουμένη ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ὑπὸ τῆς τοῦ κύκλου
περιφερείας, ἥτις καὶ δίχα τέμνει τὸν κύκλον.

(ὁρ. 18) Ἡμικύκλιον δέ ἐστι τὸ περιεχόμενον σχῆμα ὑπό τε τῆς διαμέτρου
καὶ τῆς ἀπολαμβανομένης ὑπ᾽ αὐτῆς περιφερείας. κέντρον δὲ τοῦ
ἡμικυκλίου τὸ αὐτό, ὃ καὶ τοῦ κύκλου ἐστίν.

(ὁρ. 19) Σχήματα εὐθύγραμμά ἐστι τὰ ὑπὸ εὐθειῶν περιεχόμενα, τρίπλευρα
μὲν τὰ ὑπὸ τριῶν, τετράπλευρα δὲ τὰ ὑπὸ τεσσάρων, πολύπλευρα
δὲ τὰ ὑπὸ πλειόνων ἢ τεσσάρων εὐθειῶν περιεχόμενα.

(ὁρ. 20) Τῶν δὲ τριπλεύρων σχημάτων ἰσόπλευρον μὲν τρίγωνόν ἐστι τὸ
τὰς τρεῖς ἴσας ἔχον πλευράς, ἰσοσκελὲς δὲ τὸ τὰς δύο μόνας ἴσας
ἔχον πλευράς, σκαληνὸν δὲ τὸ τὰς τρεῖς ἀνίσους ἔχον πλευράς.

Ὀρισμοί 3 ()

(ὁρ. 21) Ἔτι δὲ τῶν τριπλεύρων σχημάτων ὀρθογώνιον μὲν τρίγωνόν ἐστι
τὸ ἔχον ὀρθὴν γωνίαν, ἀμβλυγώνιον δὲ τὸ ἔχον ἀμβλεῖαν γωνίαν,
ὀξυγώνιον δὲ τὸ τὰς τρεῖς ὀξείας ἔχον γωνίας.

(ὁρ. 22) Τῶν δὲ τετραπλεύρων σχημάτων τετράγωνον μέν ἐστιν, ὃ ἰσόπλευ-
ρόν τέ ἐστι καὶ ὀρθογώνιον, ἑτερόμηκες δέ, ὃ ὀρθογώνιον μέν, οὐκ
ἰσόπλευρον δέ, ῥόμβος δέ, ὃ ἰσόπλευρον μέν, οὐκ ὀρθογώνιον δέ,
ῥομβοειδὲς δὲ τὸ τὰς ἀπεναντίον πλευράς τε καὶ γωνίας ἴσας ἀλ-
λήλαις ἔχον, ὃ οὔτε ἰσόπλευρόν ἐστιν οὔτε ὀρθογώνιον· τὰ δὲ
παρὰ ταῦτα τετράπλευρα τραπέζια καλείσθω.

(ὁρ. 23) Παράλληλοί εἰσιν εὐθεῖαι, αἵτινες ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ οὖσαι καὶ
ἐκβαλλόμεναι εἰς ἄπειρον ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ἐπὶ μηδέτερα συ-
μπίπτουσιν ἀλλήλαις.
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Ἀξιώματα 4 (Αἰτήματα) ()

(αἴτημα 1) Ἠιτήσθω ἀπὸπαντὸς σημείου ἐπὶ πᾶν σημεῖον εὐθεῖαν γραμμὴν
ἀγαγεῖν.

(αἴτημα 2) Καὶ πεπερασμένην εὐθεῖαν κατὰ τὸ συνεχὲς ἐπ᾽ εὐθείας ἐκβαλεῖν.

(αἴτημα 3) Καὶ παντὶ κέντρῳ καὶ διαστήματι κύκλον γράφεσθαι.

(αἴτημα 4) Καὶ πάσας τὰς ὀρθὰς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις εἶναι.

(αἴτημα 5) Καὶ ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ
αὐτὰ μέρη γωνίας δύο ὀρθῶν ἐλάσσονας ποιῇ, ἐκβαλλομένας
τὰς δύο εὐθείας ἐπ᾽ ἄπειρον συμπίπτειν, ἐφ᾽ ἃ μέρη εἰσὶν αἱ τῶν
δύο ὀρθῶν ἐλάσσονες.

Ἀξιώματα 5 (Κοιναὶ ἔννοιαι) ()

(κ.ἔν. 1) Τὰ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα.

(κ.ἔν. 2) Καὶ ἐὰν ἴσοις ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἐστὶν ἴσα.

(κ.ἔν. 3) Καὶ ἐὰν ἀπὸ ἴσων ἴσα ἀφαιρεθῇ, τὰ καταλειπόμενά ἐστιν ἴσα.

(κ.ἔν. 4) [Καὶ ἐὰν ἀνίσοις ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἐστὶν ἄνισα.

(κ.ἔν. 5) Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ διπλάσια ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

(κ.ἔν. 6) Καὶ τὰ τοῦ αὐτοῦ ἡμίση ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.]
(κ.ἔν. 7) Καὶ τὰ ἐφαρμόζοντα ἐπ᾽ ἄλληλα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

(κ.ἔν. 8) Καὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζον [ἐστιν].
(κ.ἔν. 9) Καὶ δύο εὐθεῖαι χωρίον οὐ περιέχουσιν.

Προτάσεις καὶ Θεωρήματα

Πρότασις 1 (22) Ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας πεπερασμένης τρίγωνον ἰσόπλευ-
ρον συστήσασθαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἡ ΑΒ.
Δεῖ δὴ ἐπὶ τῆς ΑΒ εὐθείας τρίγωνον ἰσόπλευρον συστήσασθαι.
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Κέντρῳ μὲν τῷ Α διαστήματι δὲ τῷ ΑΒ κύκλος γεγράφθω ὁ ΒΓΔ, καὶ
πάλιν κέντρῳ μὲν τῷ Β διαστήματι δὲ τῷ ΒΑ κύκλος γεγράφθω ὁ ΑΓΕ,
καὶ ἀπὸ τοῦ Γ σημείου, καθ᾽ ὃ τέμνουσιν ἀλλήλους οἱ κύκλοι, ἐπὶ τὰ Α, Β
σημεῖα ἐπεζεύχθωσαν εὐθεῖαι αἱ ΓΑ, ΓΒ.

Καὶ ἐπεὶ τὸ Α σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΓΔΒ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ
τῇ ΑΒ· πάλιν, ἐπεὶ τὸ Β σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΓΑΕ κύκλου, ἴση ἐστὶν
ἡ ΒΓ τῇ ΒΑ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΓΑ τῇ ΑΒ ἴση· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΓΑ, ΓΒ τῇ
ΑΒ ἐστὶν ἴση. τὰ δὲ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα· καὶ ἡ ΓΑ ἄρα τῇ
ΓΒ ἐστὶν ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΓΑ, ΑΒ, ΒΓ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

Ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, καὶ συνέσταται ἐπὶ τῆς δοθείσης
εὐθείας πεπερασμένης τῆς ΑΒ.

[Ἐπὶ τῆς δοθείσης ἄρα εὐθείας πεπερασμένης τρίγωνον ἰσόπλευρον
συνέσταται]· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 2 () Πρὸς τῷ δοθέντι σημείῳ τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ ἴσην εὐθεῖαν
θέσθαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν σημεῖον τὸ Α, ἡ δὲ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΒΓ· δεῖ
δὴ πρὸς τῷ Α σημείῳ τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΒΓ ἴσην εὐθεῖαν θέσθαι.

Ἐπεζεύχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Α σημείου ἐπὶ τὸ Β σημεῖον εὐθεῖα ἡ ΑΒ, καὶ
συνεστάτω ἐπ᾽ αὐτῆς τρίγωνον ἰσόπλευρον τὸ ΔΑΒ, καὶ ἐκβεβλήσθωσαν
ἐπ᾽ εὐθείας ταῖς ΔΑ, ΔΒ εὐθεῖαι αἱ ΑΕ, ΒΖ, καὶ κέντρῳ μὲν τῷ Β διαστήματι
δὲ τῷ ΒΓ κύκλος γεγράφθω ὁ ΓΗΘ, καὶ πάλιν κέντρῳ τῷ Δ καὶ διαστήματι
τῷ ΔΗ κύκλος γεγράφθω ὁ ΗΚΛ.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Β σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΓΗΘ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ
τῇ ΒΗ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Δ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΚΛΗ κύκλου, ἴση ἐστὶν
ἡ ΔΛ τῇ ΔΗ, ὧν ἡ ΔΑ τῇ ΔΒ ἴση ἐστίν. λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΛ λοιπῇ τῇ ΒΗ
ἐστὶν ἴση. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΒΗ ἴση· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΛ, ΒΓ τῇ ΒΗ
ἐστὶν ἴση. τὰ δὲ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα· καὶ ἡ ΑΛ ἄρα τῇ ΒΓ
ἐστὶν ἴση.

Πρὸς ἄρα τῷ δοθέντι σημείῳ τῷ Α τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΒΓ ἴση εὐθεῖα
κεῖται ἡ ΑΛ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 3 () Δύο δοθεισῶν εὐθειῶν ἀνίσων ἀπὸ τῆς μείζονος τῇ ἐλάσσονι
ἴσην εὐθεῖαν ἀφελεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι αἱ ΑΒ, Γ, ὧν μείζων
ἔστω ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ ἀπὸ τῆς μείζονος τῆς ΑΒ τῇ ἐλάσσονι τῇ Γ ἴσην εὐθεῖαν
ἀφελεῖν.
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Κείσθω πρὸς τῷ Α σημείῳ τῇ Γ εὐθείᾳ ἴση ἡ ΑΔ· καὶ κέντρῳ μὲν τῷ Α
διαστήματι δὲ τῷ ΑΔ κύκλος γεγράφθω ὁ ΔΕΖ.

Καὶ ἐπεὶ τὸ Α σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΔΕΖ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ
ΑΔ· ἀλλὰ καὶ ἡ Γ τῇ ΑΔ ἐστιν ἴση. ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΕ, Γ τῇ ΑΔ ἐστιν
ἴση· ὥστε καὶ ἡ ΑΕ τῇ Γ ἐστιν ἴση.

Δύο ἄρα δοθεισῶν εὐθειῶν ἀνίσων τῶν ΑΒ, Γ ἀπὸ τῆς μείζονος τῆς ΑΒ
τῇ ἐλάσσονι τῇ Γ ἴση ἀφῄρηται ἡ ΑΕ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δυσὶ πλευραῖς
ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν γωνίαν τῇ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν
ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ τρίγωνον
τῷ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται
ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΑΒ, ΑΓ
ταῖς δυσὶ πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ τὴν μὲν ΑΒ
τῇ ΔΕ τὴν δὲ ΑΓ τῇ ΔΖ καὶ γωνίαν τὴν ὑπὸ ΒΑΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἴσην.
λέγω, ὅτι καὶ βάσις ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ
ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι
ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν, ἡ μὲν ὑπὸ
ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, ἡ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ.

Ἐφαρμοζομένου γὰρ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου ἐπὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον καὶ τι-
θεμένου τοῦ μὲν Α σημείου ἐπὶ τὸ Δ σημεῖον τῆς δὲ ΑΒ εὐθείας ἐπὶ τὴν
ΔΕ, ἐφαρμόσει καὶ τὸ Β σημεῖον ἐπὶ τὸ Ε διὰ τὸ ἴσην εἶναι τὴν ΑΒ τῇ ΔΕ·
ἐφαρμοσάσης δὴ τῆς ΑΒ ἐπὶ τὴν ΔΕ ἐφαρμόσει καὶ ἡ ΑΓ εὐθεῖα ἐπὶ τὴν
ΔΖ διὰ τὸ ἴσην εἶναι τὴν ὑπὸ ΒΑΓ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΕΔΖ· ὥστε καὶ τὸ Γ
σημεῖον ἐπὶ τὸ Ζ σημεῖον ἐφαρμόσει διὰ τὸ ἴσην πάλιν εἶναι τὴν ΑΓ τῇ ΔΖ.
ἀλλὰ μὴν καὶ τὸ Β ἐπὶ τὸ Ε ἐφηρμόκει· ὥστε βάσις ἡ ΒΓ ἐπὶ βάσιν τὴν ΕΖ
ἐφαρμόσει. εἰ γὰρ τοῦ μὲν Β ἐπὶ τὸ Ε ἐφαρμόσαντος τοῦ δὲ Γ ἐπὶ τὸ Ζ ἡ
ΒΓ βάσις ἐπὶ τὴν ΕΖ οὐκ ἐφαρμόσει, δύο εὐθεῖαι χωρίον περιέξουσιν· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. ἐφαρμόσει ἄρα ἡ ΒΓ βάσις ἐπὶ τὴν ΕΖ καὶ ἴση αὐτῇ ἔσται·
ὥστε καὶ ὅλον τὸ ΑΒΓ τρίγωνον ἐπὶ ὅλον τὸ ΔΕΖ τρίγωνον ἐφαρμόσει καὶ
ἴσον αὐτῷ ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ἐπὶ τὰς λοιπὰς γωνίας ἐφαρμόσουσι
καὶ ἴσαι αὐταῖς ἔσονται, ἡ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἡ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ
ΔΖΕ.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύο πλευραῖς ἴσας ἔχῃ
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν γωνίαν τῇ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων
εὐθειῶν περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην ἕξει, καὶ τὸ τρίγωνον
τῷ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι
ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
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Πρότασις 5 () Τῶν ἰσοσκελῶν τριγώνων αἱ πρὸς τῇ βάσει γωνίαι ἴσαι
ἀλλήλαις εἰσίν, καὶ προσεκβληθεισῶν τῶν ἴσων εὐθειῶν αἱ ὑπὸ τὴν βάσιν γωνίαι
ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον ἰσοσκελὲς τὸ ΑΒΓ ἴσην ἔχον τὴν ΑΒ πλευρὰν
τῇ ΑΓ πλευρᾷ, καὶ προσεκβεβλήσθωσαν ἐπ᾽ εὐθείας ταῖς ΑΒ, ΑΓ εὐθεῖαι αἱ
ΒΔ, ΓΕ· λέγω, ὅτι ἡ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΑΓΒ ἴση ἐστίν, ἡ δὲ ὑπὸ
ΓΒΔ τῇ ὑπὸ ΒΓΕ.

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τῆς ΒΔ τυχὸν σημεῖον τὸ Ζ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς
μείζονος τῆς ΑΕ τῇ ἐλάσσονι τῇ ΑΖ ἴση ἡ ΑΗ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΓ, ΗΒ
εὐθεῖαι.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΖ τῇ ΑΗ ἡ δὲ ΑΒ τῇ ΑΓ, δύο δὴ αἱ ΖΑ, ΑΓ
δυσὶ ταῖς ΗΑ, ΑΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνίαν κοινὴν περιέχουσι
τὴν ὑπὸ ΖΑΗ· βάσις ἄρα ἡ ΖΓ βάσει τῇ ΗΒ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΖΓ τρίγωνον
τῷ ΑΗΒ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις
ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν, ἡ μὲν
ὑπὸ ΑΓΖ τῇ ὑπὸ ΑΒΗ, ἡ δὲ ὑπὸ ΑΖΓ τῇ ὑπὸ ΑΗΒ. καὶ ἐπεὶ ὅλη ἡ ΑΖ
ὅλῃ τῇ ΑΗ ἐστιν ἴση, ὧν ἡ ΑΒ τῇ ΑΓ ἐστιν ἴση, λοιπὴ ἄρα ἡ ΒΖ λοιπῇ
τῇ ΓΗ ἐστιν ἴση. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΖΓ τῇ ΗΒ ἴση· δύο δὴ αἱ ΒΖ, ΖΓ δυσὶ
ταῖς ΓΗ, ΗΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΖΓ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΓΗΒ ἴση, καὶ βάσις αὐτῶν κοινὴ ἡ ΒΓ· καὶ τὸ ΒΖΓ ἄρα τρίγωνον τῷ
ΓΗΒ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι
ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα
ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΖΒΓ τῇ ὑπὸ ΗΓΒ ἡ δὲ ὑπὸ ΒΓΖ τῇ ὑπὸ ΓΒΗ. ἐπεὶ οὖν
ὅλη ἡ ὑπὸ ΑΒΗ γωνία ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΑΓΖ γωνίᾳ ἐδείχθη ἴση, ὧν ἡ ὑπὸ ΓΒΗ
τῇ ὑπὸ ΒΓΖ ἴση, λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΑΓΒ ἐστιν ἴση· καί
εἰσι πρὸς τῇ βάσει τοῦ ΑΒΓ τριγώνου. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΖΒΓ τῇ ὑπὸ
ΗΓΒ ἴση· καί εἰσιν ὑπὸ τὴν βάσιν.

Τῶν ἄρα ἰσοσκελῶν τριγώνων αἱ πρὸς τῇ βάσει γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις
εἰσίν, καὶ προσεκβληθεισῶν τῶν ἴσων εὐθειῶν αἱ ὑπὸ τὴν βάσιν γωνίαι
ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν τριγώνου αἱ δύο γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ὦσιν, καὶ αἱ ὑπὸ
τὰς ἴσας γωνίαις ὑποτείνουσαι πλευραὶ ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται.

Ἀπόδειξις.
Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ ἴσην ἔχον τὴν ὑπὸ ΑΒΓ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΑΓΒ

γωνίᾳ· λέγω, ὅτι καὶ πλευρὰ ἡ ΑΒ πλευρᾷ τῇ ΑΓ ἐστιν ἴση.
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Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΑΓ, ἡ ἑτέρα αὐτῶν μείζων ἐστίν. ἔστω
μείζων ἡ ΑΒ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς μείζονος τῆς ΑΒ τῇ ἐλάττονι τῇ ΑΓ
ἴση ἡ ΔΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΓ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΔΒ τῇ ΑΓ κοινὴ δὲ ἡ ΒΓ, δύο δὴ αἱ ΔΒ, ΒΓ δύο ταῖς
ΑΓ, ΓΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΒΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΑΓΒ ἐστιν ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΔΓ βάσει τῇ ΑΒ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΔΒΓ τρίγωνον
τῷ ΑΓΒ τριγώνῳ ἴσον ἔσται, τὸ ἔλασσον τῷ μείζονι· ὅπερ ἄτοπον· οὐκ
ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΑΓ· ἴση ἄρα.

Ἐὰν ἄρα τριγώνου αἱ δύο γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ὦσιν, καὶ αἱ ὑπὸ τὰς
ἴσας γωνίας ὑποτείνουσαι πλευραὶ ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 7 () Ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο ταῖς αὐταῖς εὐθείαις ἄλλαι δύο
εὐθεῖαι ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ οὐ συσταθήσονται πρὸς ἄλλῳ καὶ ἄλλῳ σημείῳ
ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τὰ αὐτὰ πέρατα ἔχουσαι ταῖς ἐξ ἀρχῆς εὐθείαις.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας τῆς ΑΒ δύο ταῖς αὐταῖς
εὐθείαις ταῖς ΑΓ, ΓΒ ἄλλαι δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΔ, ΔΒ ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ
συνεστάτωσαν πρὸς ἄλλῳ καὶ ἄλλῳ σημείῳ τῷ τε Γ καὶ Δ ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη τὰ αὐτὰ πέρατα ἔχουσαι, ὥστε ἴσην εἶναι τὴν μὲν ΓΑ τῇ ΔΑ τὸ αὐτὸ
πέρας ἔχουσαν αὐτῇ τὸ Α, τὴν δὲ ΓΒ τῇ ΔΒ τὸ αὐτὸ πέρας ἔχουσαν αὐτῇ
τὸ Β, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΓΔ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΑΔ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ τῇ ὑπὸ
ΑΔΓ· μείζων ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΔΓ τῆς ὑπὸ ΔΓΒ· πολλῷ ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΔΒ μείζων
ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΔΓΒ. πάλιν ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΓΒ τῇ ΔΒ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία
ἡ ὑπὸ ΓΔΒ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΓΒ. ἐδείχθη δὲ αὐτῆς καὶ πολλῷ μείζων· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον.

Οὐκ ἄρα ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο ταῖς αὐταῖς εὐθείαις ἄλλαι δύο
εὐθεῖαι ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ συσταθήσονται πρὸς ἄλλῳ καὶ ἄλλῳ σημείῳ
ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τὰ αὐτὰ πέρατα ἔχουσαι ταῖς ἐξ ἀρχῆς εὐθείαις· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύοπλευρὰς [ταῖς] δύοπλευραῖς ἴσας
ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρα, ἔχῃ δὲ καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην, καὶ τὴν γωνίαν τῇ
γωνίᾳ ἴσην ἕξει τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΑΒ,
ΑΓ ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν
ΑΒ τῇ ΔΕ τὴν δὲ ΑΓ τῇ ΔΖ· ἐχέτω δὲ καὶ βάσιν τὴν ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ ἴσην·
λέγω, ὅτι καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἐστιν ἴση.
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Ἐφαρμοζομένου γὰρ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου ἐπὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον καὶ τι-
θεμένου τοῦ μὲν Β σημείου ἐπὶ τὸ Ε σημεῖον τῆς δὲ ΒΓ εὐθείας ἐπὶ τὴν
ΕΖ ἐφαρμόσει καὶ τὸ Γ σημεῖον ἐπὶ τὸ Ζ διὰ τὸ ἴσην εἶναι τὴν ΒΓ τῇ ΕΖ·
ἐφαρμοσάσης δὴ τῆς ΒΓ ἐπὶ τὴν ΕΖ ἐφαρμόσουσι καὶ αἱ ΒΑ, ΓΑ ἐπὶ τὰς
ΕΔ, ΔΖ. εἰ γὰρ βάσις μὲν ἡ ΒΓ ἐπὶ βάσιν τὴν ΕΖ ἐφαρμόσει, αἱ δὲ ΒΑ, ΑΓ
πλευραὶ ἐπὶ τὰς ΕΔ, ΔΖ οὐκ ἐφαρμόσουσιν ἀλλὰ παραλλάξουσιν ὡς αἱ ΕΗ,
ΗΖ, συσταθήσονται ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο ταῖς αὐταῖς εὐθείαις ἄλλαι
δύο εὐθεῖαι ἴσαι ἑκατέρα ἑκατέρᾳ πρὸς ἄλλῳ καὶ ἄλλῳ σημείῳ ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη τὰ αὐτὰ πέρατα ἔχουσαι. οὐ συνίστανται δέ· οὐκ ἄρα ἐφαρμοζομένης
τῆς ΒΓ βάσεως ἐπὶ τὴν ΕΖ βάσιν οὐκ ἐφαρμόσουσι καὶ αἱ ΒΑ, ΑΓ πλευραὶ
ἐπὶ τὰς ΕΔ, ΔΖ. ἐφαρμόσουσιν ἄρα· ὥστε καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ἐπὶ γωνίαν
τὴν ὑπὸ ΕΔΖ ἐφαρμόσει καὶ ἴση αὐτῇ ἔσται.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύο πλευραῖς ἴσας ἔχῃ
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν βάσιν τῇ βάσει ἴσην ἔχῃ, καὶ τὴν γωνίαν τῇ
γωνίᾳ ἴσην ἕξει τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 9 () Τὴν δοθεῖσαν γωνίαν εὐθύγραμμον δίχα τεμεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος ἡ ὑπὸ ΒΑΓ. δεῖ δὴ αὐτὴν
δίχα τεμεῖν.

Εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ τυχὸν σημεῖον τὸ Δ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς ΑΓ τῇ
ΑΔ ἴση ἡ ΑΕ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΕ, καὶ συνεστάτω ἐπὶ τῆς ΔΕ τρίγωνον
ἰσόπλευρον τὸ ΔΕΖ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΖ· λέγω, ὅτι ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία δίχα
τέτμηται ὑπὸ τῆς ΑΖ εὐθείας.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΑΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΑΖ, δύο δὴ αἱ ΔΑ, ΑΖ δυσὶ
ταῖς ΕΑ, ΑΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ. καὶ βάσις ἡ ΔΖ βάσει τῇ ΕΖ ἴση
ἐστίν· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΑΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΑΖ ἴση ἐστίν.

Ἡ ἄρα δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος ἡ ὑπὸ ΒΑΓ δίχα τέτμηται ὑπὸ τῆς
ΑΖ εὐθείας· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 10 () Τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν πεπερασμένην δίχα τεμεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ τὴν ΑΒ
εὐθεῖαν πεπερασμένην δίχα τεμεῖν.

Συνεστάτω ἐπ᾽ αὐτῆς τρίγωνον ἰσόπλευρον τὸ ΑΒΓ, καὶ τετμήσθω ἡ
ὑπὸ ΑΓΒ γωνία δίχα τῇ ΓΔ εὐθείᾳ· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ εὐθεῖα δίχα τέτμηται
κατὰ τὸ Δ σημεῖον.
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Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΓΔ, δύο δὴ αἱ ΑΓ, ΓΔ δύο
ταῖς ΒΓ, ΓΔ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΒΓΔ ἴση ἐστίν· βάσις ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΒΔ ἴση ἐστίν.

Ἡ ἄρα δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἡ ΑΒ δίχα τέτμηται κατὰ τὸ Δ·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 11 () Τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ ἀπὸ τοῦ πρὸς αὐτῇ δοθέντος σημείου
πρὸς ὀρθὰς γωνίας εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ τὸ δὲ δοθὲν σημεῖον ἐπ᾽
αὐτῆς τὸ Γ· δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ Γ σημείου τῇ ΑΒ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς γωνίας
εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΑΓ τυχὸν σημεῖον τὸ Δ, καὶ κείσθω τῇ ΓΔ ἴση ἡ ΓΕ,
καὶ συνεστάτω ἐπὶ τῆς ΔΕ τρίγωνον ἰσόπλευρον τὸ ΖΔΕ, καὶ ἐπεζεύχθω
ἡ ΖΓ· λέγω, ὅτι τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΑΒ ἀπὸ τοῦ πρὸς αὐτῇ δοθέντος
σημείου τοῦ Γ πρὸς ὀρθὰς γωνίας εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἡ ΖΓ.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΓ τῇ ΓΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΓΖ, δύο δὴ αἱ ΔΓ, ΓΖ δυσὶ
ταῖς ΕΓ, ΓΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ βάσις ἡ ΔΖ βάσει τῇ ΖΕ ἴση
ἐστίν· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΓΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΓΖ ἴση ἐστίν· καί εἰσιν ἐφεξῆς.
ὅταν δὲ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ,
ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ἴσων γωνιῶν ἐστιν· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ
ΔΓΖ, ΖΓΕ.

Τῇ ἄρα δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΑΒ ἀπὸ τοῦ πρὸς αὐτῇ δοθέντος σημείου
τοῦ Γ πρὸς ὀρθὰς γωνίας εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἡ ΓΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 12 () Ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον ἀπὸ τοῦ δοθέντος ση-
μείου, ὃ μή ἐστιν ἐπ᾽αὐτῆς, κάθετον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἄπειρος ἡ ΑΒ τὸ δὲ δοθὲν σημεῖον,
ὃ μή ἐστιν ἐπ᾽αὐτῆς, τὸ Γ· δεῖ δὴ ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον τὴν
ΑΒ ἀπὸ τοῦ δοθέντος σημείου τοῦ Γ, ὃ μή ἐστιν ἐπ᾽αὐτῆς, κάθετον εὐθεῖαν
γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τὰ ἕτερα μέρη τῆς ΑΒ εὐθείας τυχὸν σημεῖον τὸ Δ,
καὶ κέντρῳ μὲν τῷ Γ διαστήματι δὲ τῷ ΓΔ κύκλος γεγράφθω ὁ ΕΖΗ, καὶ
τετμήσθω ἡ ΕΗ εὐθεῖα δίχα κατὰ τὸ Θ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΓΗ, ΓΘ,
ΓΕ εὐθεῖαι· λέγω, ὅτι ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν ἄπειρον τὴν ΑΒ ἀπὸ τοῦ
δοθέντος σημείου τοῦ Γ, ὃ μή ἐστιν ἐπ᾽αὐτῆς, κάθετος ἦκται ἡ ΓΘ.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΗΘ τῇ ΘΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΘΓ, δύο δὴ αἱ ΗΘ, ΘΓ δύο
ταῖς ΕΘ, ΘΓ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ βάσις ἡ ΓΗ βάσει τῇ ΓΕ ἐστιν
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ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΘΗ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΘΓ ἐστιν ἴση. καί εἰσιν ἐφεξῆς.
ὅταν δὲ εὐθεῖα ἐπ᾽εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ,
ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ἴσων γωνιῶν ἐστιν, καὶ ἡ ἐφεστηκυῖα εὐθεῖα κάθετος
καλεῖται ἐφ᾽ἣν ἐφέστηκεν.

Ἐπὶ τὴν δοθεῖσαν ἄρα εὐθεῖαν ἄπειρον τὴν ΑΒ ἀπὸ τοῦ δοθέντος ση-
μείου τοῦ Γ, ὃ μή ἐστιν ἐπ᾽αὐτῆς, κάθετος ἦκται ἡ ΓΘ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.



Πρότασις 13 () Ἐὰν εὐθεῖα ἐπ᾽εὐθεῖαν σταθεῖσα γωνίας ποιῇ, ἤτοι δύο
ὀρθὰς ἢ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιήσει.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ ἐπ᾽εὐθεῖαν τὴν ΓΔ σταθεῖσα γωνίας ποιείτω
τὰς ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ· λέγω, ὅτι αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ γωνίαι ἤτοι δύο ὀρθαί
εἰσιν ἢ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι.

Εἰ μὲν οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΓΒΑ τῇ ὑπὸ ΑΒΔ, δύο ὀρθαί εἰσιν. εἰ δὲ οὔ,
ἤχθω ἀπὸ τοῦ Β σημείου τῇ ΓΔ [εὐθείᾳ] πρὸς ὀρθὰς ἡ ΒΕ· αἱ ἄρα ὑπὸ
ΓΒΕ, ΕΒΔ δύο ὀρθαί εἰσιν· καὶ ἐπεὶ ἡ ὑπὸ ΓΒΕ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΕ
ἴση ἐστίν, κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΕΒΔ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ τρισὶ ταῖς
ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΕ, ΕΒΔ ἴσαι εἰσίν. πάλιν, ἐπεὶ ἡ ὑπὸ ΔΒΑ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΔΒΕ,
ΕΒΑ ἴση ἐστίν, κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΒΓ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ τρισὶ
ταῖς ὑπὸ ΔΒΕ, ΕΒΑ, ΑΒΓ ἴσαι εἰσίν. ἐδείχθησαν δὲ καὶ αἱ ὑπὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ
τρισὶ ταῖς αὐταῖς ἴσαι· τὰ δὲ τῷ αὐτῷ ἴσα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ἴσα· καὶ αἱ
ὑπὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ ἄρα ταῖς ὑπὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ ἴσαι εἰσίν· ἀλλὰ αἱ ὑπὸ ΓΒΕ, ΕΒΔ
δύο ὀρθαί εἰσιν· καὶ αἱ ὑπὸ ΔΒΑ, ΑΒΓ ἄρα δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα ἐπ᾽εὐθεῖαν σταθεῖσα γωνίας ποιῇ, ἤτοι δύο ὀρθὰς ἢ
δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Ἐὰν πρός τινι εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ δύο εὐθεῖαι
μὴ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιῶσιν, ἐπ᾽
εὐθείας ἔσονται ἀλλήλαις αἱ εὐθεῖαι.

Ἀπόδειξις. Πρὸς γάρ τινι εὐθείᾳ τῇ ΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Β
δύο εὐθεῖαι αἱ ΒΓ, ΒΔ μὴ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας τὰς
ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΒΔ δύο ὀρθαῖς ἴσας ποιείτωσαν· λέγω, ὅτι ἐπ᾽ εὐθείας ἐστὶ τῇ
ΓΒ ἡ ΒΔ.

Εἰ γὰρ μή ἐστι τῇ ΒΓ ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΒΔ, ἔστω τῇ ΓΒ ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΒΕ.
Ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα ἡ ΑΒ ἐπ᾽ εὐθεῖαν τὴν ΓΒΕ ἐφέστηκεν, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΒΓ,

ΑΒΕ γωνίαι δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· εἰσὶ δὲ καὶ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΒΔ δύο ὀρθαῖς
ἴσαι· αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΕ ταῖς ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ ἴσαι εἰσίν. κοινὴ ἀφῃρήσθω
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ἡ ὑπὸ ΓΒΑ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΕ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΑΒΔ ἐστιν ἴση, ἡ ἐλάσσων
τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἐπ᾽ εὐθείας ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΓΒ.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἄλλη τις πλὴν τῆς ΒΔ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν
ἡ ΓΒ τῇ ΒΔ.

Ἐὰν ἄρα πρός τινι εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ δύο εὐθεῖαι μὴ ἐπὶ
τὰ αὐτὰ μέρη κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιῶσιν, ἐπ᾽
εὐθείας ἔσονται ἀλλήλαις αἱ εὐθεῖαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, τὰς κατὰ κορυφὴν
γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιοῦσιν.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΓΔ τεμνέτωσαν ἀλλήλας κατὰ τὸ Ε
σημεῖον· λέγω, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΑΕΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΒ, ἡ δὲ ὑπὸ
ΓΕΒ τῇ ὑπὸ ΑΕΔ.

Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα ἡ ΑΕ ἐπ᾽ εὐθεῖαν τὴν ΓΔ ἐφέστηκε γωνίας ποιοῦσα
τὰς ὑπὸ ΓΕΑ, ΑΕΔ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΕΑ, ΑΕΔ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.
πάλιν, ἐπεὶ εὐθεῖα ἡ ΔΕ ἐπ᾽ εὐθεῖαν τὴν ΑΒ ἐφέστηκε γωνίας ποιοῦσα τὰς
ὑπὸ ΑΕΔ, ΔΕΒ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΕΔ, ΔΕΒ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.
ἐδείχθησαν δὲ καὶ αἱ ὑπὸ ΓΕΑ, ΑΕΔ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι· αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΕΑ,
ΑΕΔ ταῖς ὑπὸ ΑΕΔ, ΔΕΒ ἴσαι εἰσίν. κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ ὑπὸ ΑΕΔ· λοιπὴ
ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΕΑ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΒΕΔ ἴση ἐστίν· ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι
καὶ αἱ ὑπὸ ΓΕΒ, ΔΕΑ ἴσαι εἰσίν.

Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, τὰς κατὰ κορυφὴν γωνίας ἴσας
ἀλλήλαις ποιοῦσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

[Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερὸν ὅτι, ἐὰν δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, τὰς πρὸς

τῇ τομῇ γωνίας τέτρασιν ὀρθαῖς ἴσας ποιήσουσιν.]

Πρότασις 16 () Παντὸς τριγώνου μιᾶς τῶν πλευρῶν προσεκβληθείσης ἡ
ἐκτὸς γωνία ἑκατέρας τῶν ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον γωνιῶν μείζων ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ, καὶ προσεκβεβλήσθω αὐτοῦ μία
πλευρὰ ἡ ΒΓ ἐπὶ τὸ Δ· λέγω, ὅτι ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ μείζων ἐστὶν
ἑκατέρας τῶν ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῶν ὑπὸ ΓΒΑ, ΒΑΓ γωνιῶν.

Τετμήσθω ἡ ΑΓ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ ἐπιζευχθεῖσα ἡ ΒΕ ἐκβεβλήσθω
ἐπ᾽ εὐθείας ἐπὶ τὸ Ζ, καὶ κείσθω τῇ ΒΕ ἴση ἡ ΕΖ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΓ, καὶ
διήχθω ἡ ΑΓ ἐπὶ τὸ Η.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΕ τῇ ΕΓ, ἡ δὲ ΒΕ τῇ ΕΖ, δύο δὴ αἱ ΑΕ,
ΕΒ δυσὶ ταῖς ΓΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΕΒ
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γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΕΓ ἴση ἐστίν· κατὰ κορυφὴν γάρ· βάσις ἄρα ἡ ΑΒ βάσει
τῇ ΖΓ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΖΕΓ τριγώνῳ ἐστὶν ἴσον, καὶ αἱ
λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ
ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΕ τῇ ὑπὸ ΕΓΖ. μείζων
δέ ἐστιν ἡ ὑπὸ ΕΓΔ τῆς ὑπὸ ΕΓΖ· μείζων ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΔ τῆς ὑπὸ ΒΑΕ.
ὁμοίως δὴ τῆς ΒΓ τετμημένης δίχα δειχθήσεται καὶ ἡ ὑπὸ ΒΓΗ, τουτέστιν
ἡ ὑπὸ ΑΓΔ, μείζων καὶ τῆς ὑπὸ ΑΒΓ.

Παντὸς ἄρα τριγώνου μιᾶς τῶν πλευρῶν προσεκβληθείσης ἡ ἐκτὸς γω-
νία ἑκατέρας τῶν ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον γωνιῶν μείζων ἐστίν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Παντὸς τριγώνου αἱ δύο γωνίαι δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσι
πάντῃ μεταλαμβανόμεναι.

Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ· λέγω, ὅτι τοῦ ΑΒΓ τριγώνου αἱ δύο γωνίαι δύο
ὀρθῶν ἐλάττονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι.

Ἀπόδειξις. Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΒΓ ἐπὶ τὸ Δ.
Καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΒΓ ἐκτός ἐστι γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ, μείζων ἐστὶ

τῆς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῆς ὑπὸ ΑΒΓ. κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΓΒ· αἱ
ἄρα ὑπὸ ΑΓΔ, ΑΓΒ τῶν ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ μείζονές εἰσιν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΑΓΔ,
ΑΓΒ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές
εἰσιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΒ δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές
εἰσι καὶ ἔτι αἱ ὑπὸ ΓΑΒ, ΑΒΓ.

Παντὸς ἄρα τριγώνου αἱ δύο γωνίαι δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσι πάντῃ
μεταλαμβανόμεναι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Παντὸς τριγώνου ἡ μείζωνπλευρὰ τὴν μείζοναγωνίαν ὑπο-
τείνει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ τρίγωνον τὸ ΑΒΓ μείζονα ἔχον τὴν ΑΓ πλευρὰν τῆς
ΑΒ· λέγω, ὅτι καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΓΑ.

Ἐπεὶ γὰρ μείζων ἐστὶν ἡ ΑΓ τῆς ΑΒ, κείσθω τῇ ΑΒ ἴση ἡ ΑΔ, καὶ
ἐπεζεύχθω ἡ ΒΔ.

Καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΒΓΔ ἐκτός ἐστι γωνία ἡ ὑπὸ ΑΔΒ, μείζων ἐστὶ
τῆς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῆς ὑπὸ ΔΓΒ· ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΑΔΒ τῇ ὑπὸ ΑΒΔ,
ἐπεὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΑΒ τῇ ΑΔ ἐστιν ἴση· μείζων ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ τῆς
ὑπὸ ΑΓΒ· πολλῷ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΑΓΒ.

Παντὸς ἄρα τριγώνου ἡ μείζων πλευρὰ τὴν μείζονα γωνίαν ὑποτείνει·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 19 () Παντὸς τριγώνου ὑπὸ τὴν μείζονα γωνίαν ἡ μείζων πλευρὰ
ὑποτείνει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ μείζονα ἔχον τὴν ὑπὸ ΑΒΓ γωνίαν τῆς
ὑπὸ ΒΓΑ· λέγω, ὅτι καὶ πλευρὰ ἡ ΑΓ πλευρᾶς τῆς ΑΒ μείζων ἐστίν.

Εἰ γὰρ μή, ἤτοι ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΑΒ ἢ ἐλάσσων· ἴση μὲν οὖν οὐκ ἔστιν
ἡ ΑΓ τῇ ΑΒ· ἴση γὰρ ἂν ἦν καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΑΓΒ· οὐκ ἔστι
δέ· οὐκ ἄρα ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΑΒ. οὐδὲ μὴν ἐλάσσων ἐστὶν ἡ ΑΓ τῆς ΑΒ·
ἐλάσσων γὰρ ἂν ἦν καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ τῆς ὑπὸ ΑΓΒ· οὐκ ἔστι δέ· οὐκ
ἄρα ἐλάσσων ἐστὶν ἡ ΑΓ τῆς ΑΒ. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ ἴση ἐστίν. μείζων
ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ τῆς ΑΒ.

Παντὸς ἄρα τριγώνου ὑπὸ τὴν μείζονα γωνίαν ἡ μείζων πλευρὰ ὑπο-
τείνει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Παντὸς τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι
πάντῃ μεταλαμβανόμεναι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ τρίγωνον τὸ ΑΒΓ· λέγω, ὅτι τοῦ ΑΒΓ τριγώνου αἱ
δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι, αἱ μὲν ΒΑ,
ΑΓ τῆς ΒΓ, αἱ δὲ ΑΒ, ΒΓ τῆς ΑΓ, αἱ δὲ ΒΓ, ΓΑ τῆς ΑΒ.

Διήχθω γὰρ ἡ ΒΑ ἐπὶ τὸ Δ σημεῖον, καὶ κείσθω τῇ ΓΑ ἴση ἡ ΑΔ, καὶ
ἐπεζεύχθω ἡ ΔΓ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΓ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΔΓ τῇ
ὑπὸ ΑΓΔ· μείζων ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΓΔ τῆς ὑπὸ ΑΔΓ· καὶ ἐπεὶ τρίγωνόν ἐστι τὸ
ΔΓΒ μείζονα ἔχον τὴν ὑπὸ ΒΓΔ γωνίαν τῆς ὑπὸ ΒΔΓ, ὑπὸ δὲ τὴν μείζονα
γωνίαν ἡ μείζων πλευρὰ ὑποτείνει, ἡ ΔΒ ἄρα τῆς ΒΓ ἐστι μείζων. ἴση δὲ ἡ
ΔΑ τῇ ΑΓ· μείζονες ἄρα αἱ ΒΑ, ΑΓ τῆς ΒΓ· ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ
μὲν ΑΒ, ΒΓ τῆς ΓΑ μείζονές εἰσιν, αἱ δὲ ΒΓ, ΓΑ τῆς ΑΒ.

Παντὸς ἄρα τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ
μεταλαμβανόμεναι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 21 () Ἐὰν τριγώνου ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν ἀπὸ τῶν περάτων
δύο εὐθεῖαι ἐντὸς συσταθῶσιν, αἱ συσταθεῖσαι τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο
πλευρῶν ἐλάττονες μὲν ἔσονται, μείζονα δὲ γωνίαν περιέξουσιν.

Ἀπόδειξις. Τριγώνου γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν τῆς ΒΓ ἀπὸ τῶν
περάτων τῶν Β, Γ δύο εὐθεῖαι ἐντὸς συνεστάτωσαν αἱ ΒΔ, ΔΓ· λέγω, ὅτι
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αἱ ΒΔ, ΔΓ τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν τῶν ΒΑ, ΑΓ ἐλάσσονες
μέν εἰσιν, μείζονα δὲ γωνίαν περιέχουσι τὴν ὑπὸ ΒΔΓ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ.

Διήχθω γὰρ ἡ ΒΔ ἐπὶ τὸ Ε. καὶ ἐπεὶ παντὸς τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ
τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσιν, τοῦ ΑΒΕ ἄρα τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ αἱ ΑΒ,
ΑΕ τῆς ΒΕ μείζονές εἰσιν· κοινὴ προσκείσθω ἡ ΕΓ· αἱ ἄρα ΒΑ, ΑΓ τῶν ΒΕ,
ΕΓ μείζονές εἰσιν. πάλιν, ἐπεὶ τοῦ ΓΕΔ τριγώνου αἱ δύο πλευραὶ αἱ ΓΕ, ΕΔ
τῆς ΓΔ μείζονές εἰσιν, κοινὴ προσκείσθω ἡ ΔΒ· αἱ ΓΕ, ΕΒ ἄρα τῶν ΓΔ, ΔΒ
μείζονές εἰσιν. ἀλλὰ τῶν ΒΕ, ΕΓ μείζονες ἐδείχθησαν αἱ ΒΑ, ΑΓ· πολλῷ ἄρα
αἱ ΒΑ, ΑΓ τῶν ΒΔ, ΔΓ μείζονές εἰσιν.

Πάλιν, ἐπεὶ παντὸς τριγώνου ἡ ἐκτὸς γωνία τῆς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον
μείζων ἐστίν, τοῦ ΓΔΕ ἄρα τριγώνου ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΒΔΓ μείζων ἐστὶ
τῆς ὑπὸ ΓΕΔ. διὰ ταὐτὰ τοίνυν καὶ τοῦ ΑΒΕ τριγώνου ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ
ὑπὸ ΓΕΒ μείζων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ. ἀλλὰ τῆς ὑπὸ ΓΕΒ μείζων ἐδείχθη ἡ
ὑπὸ ΒΔΓ· πολλῷ ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΔΓ μείζων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ.

Ἐὰν ἄρα τριγώνου ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν ἀπὸ τῶν περάτων δύο εὐθεῖαι
ἐντὸς συσταθῶσιν, αἱ συσταθεῖσαι τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν
ἐλάττονες μέν εἰσιν, μείζονα δὲ γωνίαν περιέχουσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Ἐκτριῶνεὐθειῶν,αἵ εἰσιν ἴσαιτρισὶταῖςδοθείσαις[εὐθείαις],
τρίγωνονσυστήσασθαι·δεῖδὲτὰςδύοτῆςλοιπῆςμείζοναςεἶναιπάντῃμεταλαμ-
βανομένας [διὰ τὸ καὶ παντὸς τριγώνου τὰς δύο πλευρὰς τῆς λοιπῆς μείζονας
εἶναι πάντῃ μεταλαμβανομένας].

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι τρεῖς εὐθεῖαι αἱ Α, Β, Γ, ὧν αἱ δύο τῆς
λοιπῆς μείζονες ἔστωσαν πάντῃ μεταλαμβανόμεναι, αἱ μὲν Α, Β τῆς Γ, αἱ δὲ
Α, Γ τῆς Β, καὶ ἔτι αἱ Β, Γ τῆς Α· δεῖ δὴ ἐκ τῶν ἴσων ταῖς Α, Β, Γ τρίγωνον
συστήσασθαι.

Ἐκκείσθω τις εὐθεῖα ἡ ΔΕ πεπερασμένη μὲν κατὰ τὸ Δ ἄπειρος δὲ κατὰ
τὸ Ε, καὶ κείσθω τῇ μὲν Α ἴση ἡ ΔΖ, τῇ δὲ Β ἴση ἡ ΖΗ, τῇ δὲ Γ ἴση ἡ ΗΘ· καὶ
κέντρῳ μὲν τῷ Ζ, διαστήματι δὲ τῷ ΖΔ κύκλος γεγράφθω ὁ ΔΚΛ· πάλιν
κέντρῳ μὲν τῷ Η, διαστήματι δὲ τῷ ΗΘ κύκλος γεγράφθω ὁ ΚΛΘ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΖ, ΚΗ· λέγω, ὅτι ἐκ τριῶν εὐθειῶν τῶν ἴσων ταῖς Α, Β,
Γ τρίγωνον συνέσταται τὸ ΚΖΗ.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ Ζ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΔΚΛ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΖΔ
τῇ ΖΚ· ἀλλὰ ἡ ΖΔ τῇ Α ἐστιν ἴση. καὶ ἡ ΚΖ ἄρα τῇ Α ἐστιν ἴση. πάλιν,
ἐπεὶ τὸ Η σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΛΚΘ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΗΘ τῇ ΗΚ·
ἀλλὰ ἡ ΗΘ τῇ Γ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ΚΗ ἄρα τῇ Γ ἐστιν ἴση. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ΖΗ
τῇ Β ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ τρισὶ ταῖς Α, Β, Γ ἴσαι εἰσίν.

Ἐκ τριῶν ἄρα εὐθειῶν τῶν ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ, αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς δοθείσαις
εὐθείαις ταῖς Α, Β, Γ, τρίγωνον συνέσταται τὸ ΚΖΗ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρότασις 23 () Πρὸςτῇδοθείσῃεὐθείᾳκαὶτῷπρὸςαὐτῇσημείῳτῇδοθείσῃ
γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ ἴσην γωνίαν εὐθύγραμμον συστήσασθαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ πρὸς αὐτῇ σημεῖον τὸ Α,
ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος ἡ ὑπὸ ΔΓΕ· δεῖ δὴ πρὸς τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ
τῇ ΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ τῇ
ὑπὸ ΔΓΕ ἴσην γωνίαν εὐθύγραμμον συστήσασθαι.

Εἰλήφθω ἐφ᾽ ἑκατέρας τῶν ΓΔ, ΓΕ τυχόντα σημεῖα τὰ Δ, Ε, καὶ ἐπεζεύχθω
ἡ ΔΕ· καὶ ἐκ τριῶν εὐθειῶν, αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς ΓΔ, ΔΕ, ΓΕ, τρίγωνον
συνεστάτω τὸ ΑΖΗ, ὥστε ἴσην εἶναι τὴν μὲν ΓΔ τῇ ΑΖ, τὴν δὲ ΓΕ τῇ ΑΗ,
καὶ ἔτι τὴν ΔΕ τῇ ΖΗ.

Ἐπεὶ οὖν δύο αἱ ΔΓ, ΓΕ δύο ταῖς ΖΑ, ΑΗ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ,
καὶ βάσις ἡ ΔΕ βάσει τῇ ΖΗ ἴση, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΓΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΖΑΗ ἐστιν ἴση.

Πρὸς ἄρα τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ
Α τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ τῇ ὑπὸ ΔΓΕ ἴση γωνία εὐθύγραμμος
συνέσταται ἡ ὑπὸ ΖΑΗ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 24 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς [ταῖς] δύο πλευραῖς
ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν δὲ γωνίαν τῆς γωνίας μείζονα ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν
ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἕξει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΑΒ, ΑΓ
ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν ΑΒ
τῇ ΔΕ τὴν δὲ ΑΓ τῇ ΔΖ, ἡ δὲ πρὸς τῷ Α γωνία τῆς πρὸς τῷ Δ γωνίας
μείζων ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ βάσις ἡ ΒΓ βάσεως τῆς ΕΖ μείζων ἐστίν.

Ἐπεὶ γὰρ μείζων ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΖ γωνίας, συνεστάτω
πρὸς τῇ ΔΕ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Δ τῇ ὑπὸ ΒΑΓ γωνίᾳ ἴση
ἡ ὑπὸ ΕΔΗ, καὶ κείσθω ὁποτέρᾳ τῶν ΑΓ, ΔΖ ἴση ἡ ΔΗ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΕΗ, ΖΗ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΒ τῇ ΔΕ, ἡ δὲ ΑΓ τῇ ΔΗ, δύο δὴ αἱ ΒΑ, ΑΓ
δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΗ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνίᾳ
τῇ ὑπὸ ΕΔΗ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΗ ἐστιν ἴση. πάλιν, ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ ΔΖ τῇ ΔΗ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΔΗΖ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΖΗ· μείζων ἄρα
ἡ ὑπὸ ΔΖΗ τῆς ὑπὸ ΕΗΖ· πολλῷ ἄρα μείζων ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΕΖΗ τῆς ὑπὸ
ΕΗΖ. καὶ ἐπεὶ τρίγωνόν ἐστι τὸ ΕΖΗ μείζονα ἔχον τὴν ὑπὸ ΕΖΗ γωνίαν τῆς
ὑπὸ ΕΗΖ, ὑπὸ δὲ τὴν μείζονα γωνίαν ἡ μείζων πλευρὰ ὑποτείνει, μείζων
ἄρα καὶ πλευρὰ ἡ ΕΗ τῆς ΕΖ. ἴση δὲ ἡ ΕΗ τῇ ΒΓ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΒΓ τῆς
ΕΖ.
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Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν
ἑκατέρᾳ, τὴν δὲ γωνίαν τῆς γωνίας μείζονα ἔχῃ τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν
περιεχομένην, καὶ τὴν βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἕξει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς ἴσας ἔχῃ
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν δὲ βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἔχῃ, καὶ τὴν γωνίαν τῆς
γωνίας μείζονα ἕξει τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΑΒ, ΑΓ
ταῖς δύο πλευραῖς ταῖς ΔΕ, ΔΖ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν ΑΒ
τῇ ΔΕ, τὴν δὲ ΑΓ τῇ ΔΖ· βάσις δὲ ἡ ΒΓ βάσεως τῆς ΕΖ μείζων ἔστω· λέγω,
ὅτι καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνίας τῆς ὑπὸ ΕΔΖ μείζων ἐστίν·

Εἰ γὰρ μή, ἤτοι ἴση ἐστὶν αὐτῇ ἢ ἐλάσσων· ἴση μὲν οὖν οὐκ ἔστιν ἡ ὑπὸ
ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ· ἴση γὰρ ἂν ἦν καὶ βάσις ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ· οὐκ ἔστι δέ.
οὐκ ἄρα ἴση ἐστὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ· οὐδὲ μὴν ἐλάσσων ἐστὶν
ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῆς ὑπὸ ΕΔΖ· ἐλάσσων γὰρ ἂν ἦν καὶ βάσις ἡ ΒΓ βάσεως τῆς
ΕΖ· οὐκ ἔστι δέ· οὐκ ἄρα ἐλάσσων ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΖ.
ἐδείχθη δὲ ὅτι οὐδὲ ἴση· μείζων ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῆς ὑπὸ ΕΔΖ.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο πλευρὰς δυσὶ πλευραῖς ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν
ἑκάτερᾳ, τὴν δὲ βάσιν τῆς βάσεως μείζονα ἔχῃ, καὶ τὴν γωνίαν τῆς γωνίας
μείζονα ἕξει τὴν ὑπὸ τῶν ἴσων εὐθειῶν περιεχομένην· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 26 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχῃ
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην ἤτοι τὴν πρὸς ταῖς ἴσαις
γωνίαις ἢ τὴν ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσωνγωνιῶν, καὶ τὰς λοιπὰςπλευρὰς
ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει [ἑκατέραν ἑκατέρᾳ] καὶ τὴν λοιπὴν γωνίαν τῇ
λοιπῇ γωνίᾳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς δύο γωνίας τὰς ὑπὸ
ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΔΕΖ, ΕΖΔ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν
ὑπὸ ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, τὴν δὲ ὑπὸ ΒΓΑ τῇ ὑπὸ ΕΖΔ· ἐχέτω δὲ καὶ μίαν
πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην, πρότερον τὴν πρὸς ταῖς ἴσαις γωνίαις τὴν ΒΓ
τῇ ΕΖ· λέγω, ὅτι καὶ τὰς λοιπὰς πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν ΑΒ τῇ ΔΕ τὴν δὲ ΑΓ τῇ ΔΖ, καὶ τὴν λοιπὴν
γωνίαν τῇ λοιπῇ γωνίᾳ, τὴν ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ.

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ, μία αὐτῶν μείζων ἐστίν. ἔστω μείζων
ἡ ΑΒ, καὶ κείσθω τῇ ΔΕ ἴση ἡ ΒΗ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΗΓ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΒΗ τῇ ΔΕ, ἡ δὲ ΒΓ τῇ ΕΖ, δύο δὴ αἱ ΒΗ, ΒΓ
δυσὶ ταῖς ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΗΒΓ γωνίᾳ
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τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἴση ἐστίν· βάσις ἄρα ἡ ΗΓ βάσει τῇ ΔΖ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΗΒΓ
τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς
γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ
ΗΓΒ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΖΕ. ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΔΖΕ τῇ ὑπὸ ΒΓΑ ὑπόκειται ἴση·
καὶ ἡ ὑπὸ ΒΓΗ ἄρα τῇ ὑπὸ ΒΓΑ ἴση ἐστίν, ἡ ἐλάσσων τῇ μείζονι· ὅπερ
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ. ἴση ἄρα. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΒΓ τῇ
ΕΖ ἴση· δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ
γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΑΓ βάσει τῇ
ΔΖ ἴση ἐστίν, καὶ λοιπὴ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ λοιπῇ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ
ἴση ἐστίν.

Ἀλλὰ δὴ πάλιν ἔστωσαν αἱ ὑπὸ τὰς ἴσας γωνίας πλευραὶ ὑποτείνουσαι
ἴσαι, ὡς ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ· λέγω πάλιν, ὅτι καὶ αἱ λοιπαὶ πλευραὶ ταῖς λοιπαῖς
πλευραῖς ἴσαι ἔσονται, ἡ μὲν ΑΓ τῇ ΔΖ, ἡ δὲ ΒΓ τῇ ΕΖ καὶ ἔτι ἡ λοιπὴ
γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ λοιπῇ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἴση ἐστίν.

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ΕΖ, μία αὐτῶν μείζων ἐστίν. ἔστω μείζων,
εἰ δυνατόν, ἡ ΒΓ, καὶ κείσθω τῇ ΕΖ ἴση ἡ ΒΘ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΘ. καὶ ἐπεὶ
ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΒΘ τῇ ΕΖ ἡ δὲ ΑΒ τῇ ΔΕ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΘ δυσὶ ταῖς ΔΕ,
ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν· βάσις ἄρα ἡ
ΑΘ βάσει τῇ ΔΖ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΘ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον
ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑφ᾽ ἃς αἱ
ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΘΑ γωνία τῇ ὑπὸ ΕΖΔ.
ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΕΖΔ τῇ ὑπὸ ΒΓΑ ἐστιν ἴση· τριγώνου δὴ τοῦ ΑΘΓ ἡ ἐκτὸς
γωνία ἡ ὑπὸ ΒΘΑ ἴση ἐστὶ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΒΓΑ· ὅπερ
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ΕΖ· ἴση ἄρα. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ΑΒ
τῇ ΔΕ ἴση. δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δύο ταῖς ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ·
καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσι· βάσις ἄρα ἡ ΑΓ βάσει τῇ ΔΖ ἴση ἐστίν, καὶ
τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἴσον καὶ λοιπὴ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ
λοιπῇ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἴση.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχῃ ἑκατέραν
ἑκατέρᾳ καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην ἤτοι τὴν πρὸς ταῖς ἴσαις γωνίαις,
ἢ τὴν ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων γωνιῶν, καὶ τὰς λοιπὰς πλευρὰς
ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει καὶ τὴν λοιπὴν γωνίαν τῇ λοιπῇ γωνίᾳ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 27 () Ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσατὰς ἐναλλὰξγωνίας
ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ, παράλληλοι ἔσονται ἀλλήλαις αἱ εὐθεῖαι.

Ἀπόδειξις. Εἰς γὰρ δύο εὐθείας τὰς ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖα ἐμπίπτουσα ἡ ΕΖ τὰς
ἐναλλὰξ γωνίας τὰς ὑπὸ ΑΕΖ, ΕΖΔ ἴσας ἀλλήλαις ποιείτω· λέγω, ὅτι πα-
ράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.
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Εἰ γὰρ μή, ἐκβαλλόμεναι αἱ ΑΒ, ΓΔ συμπεσοῦνται ἤτοι ἐπὶ τὰ Β, Δ μέρη
ἢ ἐπὶ τὰ Α, Γ. ἐκβεβλήσθωσαν καὶ συμπιπτέτωσαν ἐπὶ τὰ Β, Δ μέρη κατὰ
τὸ Η. τριγώνου δὴ τοῦ ΗΕΖ ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΑΕΖ ἴση ἐστὶ τῇ ἐντὸς
καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΕΖΗ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· οὐκ ἄρα αἱ ΑΒ, ΓΔ
ἐκβαλλόμεναι συμπεσοῦνται ἐπὶ τὰ Β, Δ μέρη. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι
οὐδὲ ἐπὶ τὰ Α, Γ· αἱ δὲ ἐπὶ μηδέτερα τὰ μέρη συμπίπτουσαι παράλληλοί
εἰσιν· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Ἐὰν ἄρα εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὰς ἐναλλὰξ γωνίας ἴσας
ἀλλήλαις ποιῇ, παράλληλοι ἔσονται αἱ εὐθεῖαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 28 () Ἐὰν εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὴν ἐκτὸς γωνίαν
τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἴσην ποιῇ ἢ τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ
αὐτὰ μέρη δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας, παράλληλοι ἔσονται ἀλλήλαις αἱ εὐθεῖαι.

Ἀπόδειξις. Εἰς γὰρ δύο εὐθείας τὰς ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖα ἐμπίπτουσα ἡ ΕΖ τὴν
ἐκτὸς γωνίαν τὴν ὑπὸ ΕΗΒ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΗΘΔ
ἴσην ποιείτω ἢ τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τὰς ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ δυσὶν
ὀρθαῖς ἴσας· λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΕΗΒ τῇ ὑπὸ ΗΘΔ, ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΕΗΒ τῇ ὑπὸ
ΑΗΘ ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ὑπὸ ΑΗΘ ἄρα τῇ ὑπὸ ΗΘΔ ἐστιν ἴση· καί εἰσιν
ἐναλλάξ· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Πάλιν, ἐπεὶ αἱ ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν, εἰσὶ δὲ καὶ αἱ ὑπὸ
ΑΗΘ, ΒΗΘ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΗΘ, ΒΗΘ ταῖς ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ
ἴσαι εἰσίν· κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ ὑπὸ ΒΗΘ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΗΘ λοιπῇ τῇ
ὑπὸ ΗΘΔ ἐστιν ἴση· καί εἰσιν ἐναλλάξ· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Ἐὰν ἄρα εἰς δύο εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τὴν ἐκτὸς γωνίαν τῇ ἐντὸς
καὶ ἀπεναντίον καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἴσην ποιῇ ἢ τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ
αὐτὰ μέρη δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας, παράλληλοι ἔσονται αἱ εὐθεῖαι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 29 () Ἡ εἰς τὰς παραλλήλους εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τάς τε
ἐναλλὰξ γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιεῖ καὶ τὴν ἐκτὸς τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ἴσην
καὶ τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας.

Ἀπόδειξις. Εἰς γὰρ παραλλήλους εὐθείας τὰς ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖα ἐμπιπτέτω ἡ
ΕΖ· λέγω, ὅτι τὰς ἐναλλὰξ γωνίας τὰς ὑπὸ ΑΗΘ, ΗΘΔ ἴσας ποιεῖ καὶ τὴν
ἐκτὸς γωνίαν τὴν ὑπὸ ΕΗΒ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΗΘΔ ἴσην καὶ
τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τὰς ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας.

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΗΘ τῇ ὑπὸ ΗΘΔ, μία αὐτῶν μείζων ἐστίν.
ἔστω μείζων ἡ ὑπὸ ΑΗΘ· κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΒΗΘ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΗΘ,
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ΒΗΘ τῶν ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ μείζονές εἰσιν. ἀλλὰ αἱ ὑπὸ ΑΗΘ, ΒΗΘ δυσὶν
ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. [καὶ] αἱ ἄρα ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν.
αἱ δὲ ἀπ᾽ ἐλασσόνων ἢ δύο ὀρθῶν ἐκβαλλόμεναι εἰς ἄπειρον συμπίπτουσιν·
αἱ ἄρα ΑΒ, ΓΔ ἐκβαλλόμεναι εἰς ἄπειρον συμπεσοῦνται· οὐ συμπίπτουσι
δὲ διὰ τὸ παραλλήλους αὐτὰς ὑποκεῖσθαι· οὐκ ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ
ΑΗΘ τῇ ὑπὸ ΗΘΔ· ἴση ἄρα. ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΑΗΘ τῇ ὑπὸ ΕΗΒ ἐστιν ἴση· καὶ
ἡ ὑπὸ ΕΗΒ ἄρα τῇ ὑπὸ ΗΘΔ ἐστιν ἴση. κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΒΗΘ·
αἱ ἄρα ὑπὸ ΕΗΒ, ΒΗΘ ταῖς ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ ἴσαι εἰσίν. ἀλλὰ αἱ ὑπὸ ΕΗΒ,
ΒΗΘ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· καὶ αἱ ὑπὸ ΒΗΘ, ΗΘΔ ἄρα δύο ὀρθαῖς ἴσαι
εἰσίν.

Ἡ ἄρα εἰς τὰς παραλλήλους εὐθείας εὐθεῖα ἐμπίπτουσα τάς τε ἐναλλὰξ
γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιεῖ καὶ τὴν ἐκτὸς τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ἴσην καὶ
τὰς ἐντὸς καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 30 () Αἱ τῇ αὐτῇ εὐθείᾳ παράλληλοι καὶ ἀλλήλαις εἰσὶ παράλ-
ληλοι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἑκατέρα τῶν ΑΒ, ΓΔ τῇ ΕΖ παράλληλος· λέγω, ὅτι καὶ
ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ ἐστι παράλληλος.

Ἐμπιπτέτω γὰρ εἰς αὐτὰς εὐθεῖα ἡ ΗΚ.
Καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους εὐθείας τὰς ΑΒ, ΕΖ εὐθεῖα ἐμπέπτωκεν ἡ ΗΚ,

ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΗΚ τῇ ὑπὸ ΗΘΖ. πάλιν, ἐπεὶ εἰς παραλλήλους εὐθείας
τὰς ΕΖ, ΓΔ εὐθεῖα ἐμπέπτωκεν ἡ ΗΚ, ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΗΘΖ τῇ ὑπὸ ΗΚΔ.
ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΗΚ τῇ ὑπὸ ΗΘΖ ἴση. καὶ ἡ ὑπὸ ΑΗΚ ἄρα τῇ ὑπὸ
ΗΚΔ ἐστιν ἴση· καί εἰσιν ἐναλλάξ. παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

[Αἱ ἄρα τῇ αὐτῇ εὐθείᾳ παράλληλοι καὶ ἀλλήλαις εἰσὶ παράλληλοι·]
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 31 () Διὰ τοῦ δοθέντος σημείου τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ παράλληλον
εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν σημεῖον τὸ Α, ἡ δὲ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΒΓ· δεῖ
δὴ διὰ τοῦ Α σημείου τῇ ΒΓ εὐθείᾳ παράλληλον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΒΓ τυχὸν σημεῖον τὸ Δ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΔ· καὶ
συνεστάτω πρὸς τῇ ΔΑ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ ὑπὸ
ΑΔΓ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΔΑΕ· καὶ ἐκβεβλήσθω ἐπ᾽ εὐθείας τῇ ΕΑ εὐθεῖα ἡ
ΑΖ.

Καὶ ἐπεὶ εἰς δύο εὐθείας τὰς ΒΓ, ΕΖ εὐθεῖα ἐμπίπτουσα ἡ ΑΔ τὰς ἐναλλὰξ
γωνίας τὰς ὑπὸ ΕΑΔ, ΑΔΓ ἴσας ἀλλήλαις πεποίηκεν, παράλληλος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΕΑΖ τῇ ΒΓ.
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Διὰ τοῦ δοθέντος ἄρα σημείου τοῦ Α τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΒΓ παράλ-
ληλος εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἡ ΕΑΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 32 () Παντὸς τριγώνου μιᾶς τῶν πλευρῶν προσεκβληθείσης ἡ
ἐκτὸς γωνία δυσὶ ταῖς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ἴση ἐστίν, καὶ αἱ ἐντὸς τοῦ τριγώνου
τρεῖς γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ, καὶ προσεκβεβλήσθω αὐτοῦ μία
πλευρὰ ἡ ΒΓ ἐπὶ τὸ Δ· λέγω, ὅτι ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ ἴση ἐστὶ δυσὶ
ταῖς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ταῖς ὑπὸ ΓΑΒ, ΑΒΓ, καὶ αἱ ἐντὸς τοῦ τριγώνου
τρεῖς γωνίαι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Ἤχθω γὰρ διὰ τοῦ Γ σημείου τῇ ΑΒ εὐθείᾳ παράλληλος ἡ ΓΕ.
Καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΕ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν ἡ

ΑΓ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΕ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. πάλιν, ἐπεὶ
παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΕ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν εὐθεῖα ἡ ΒΔ, ἡ
ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΕΓΔ ἴση ἐστὶ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΑΒΓ.
ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΕ τῇ ὑπὸ ΒΑΓ ἴση· ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΔ γωνία ἴση
ἐστὶ δυσὶ ταῖς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ταῖς ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΒΓ.

Κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΓΒ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΓΔ, ΑΓΒ τρισὶ ταῖς ὑπὸ
ΑΒΓ, ΒΓΑ, ΓΑΒ ἴσαι εἰσίν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΑΓΔ, ΑΓΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν·
καὶ αἱ ὑπὸ ΑΓΒ, ΓΒΑ, ΓΑΒ ἄρα δυσίν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Παντὸς ἄρα τριγώνου μιᾶς τῶν πλευρῶν προσεκβληθείσης ἡ ἐκτὸς γω-
νία δυσὶ ταῖς ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον ἴση ἐστίν, καὶ αἱ ἐντὸς τοῦ τριγώνου
τρεῖς γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 33 () Αἱ τὰς ἴσας τε καὶ παραλλήλους ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἐπιζευ-
γνύουσαι εὐθεῖαι καὶ αὐταὶ ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσαι τε καὶ παράλληλοι αἱ ΑΒ, ΓΔ, καὶ ἐπιζευγνύτω-
σαν αὐτὰς ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη εὐθεῖαι αἱ ΑΓ, ΒΔ· λέγω, ὅτι καὶ αἱ ΑΓ, ΒΔ
ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσιν.

Ἐπεζεύχθω ἡ ΒΓ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ, καὶ εἰς αὐτὰς
ἐμπέπτωκεν ἡ ΒΓ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΔ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.
καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ κοινὴ δὲ ἡ ΒΓ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δύο ταῖς
ΒΓ, ΓΔ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΓΔ ἴση· βάσις
ἄρα ἡ ΑΓ βάσει τῇ ΒΔ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΒΓΔ τριγώνῳ
ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα
ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΒ γωνία
τῇ ὑπὸ ΓΒΔ. καὶ ἐπεὶ εἰς δύο εὐθείας τὰς ΑΓ, ΒΔ εὐθεῖα ἐμπίπτουσα ἡ ΒΓ
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τὰς ἐναλλὰξ γωνίας ἴσας ἀλλήλαις πεποίηκεν, παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ
τῇ ΒΔ. ἐδείχθη δὲ αὐτῇ καὶ ἴση.

Αἱ ἄρα τὰς ἴσας τε καὶ παραλλήλους ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἐπιζευγνύουσαι
εὐθεῖαι καὶ αὐταὶ ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 34 () Τῶν παραλληλογράμμων χωρίων αἱ ἀπεναντίον πλευραί
τε καὶ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, καὶ ἡ διάμετρος αὐτὰ δίχα τέμνει.

Ἀπόδειξις. Ἔστωπαραλληλόγραμμον χωρίον τὸ ΑΓΔΒ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ
ἡ ΒΓ· λέγω, ὅτι τοῦ ΑΓΔΒ παραλληλογράμμου αἱ ἀπεναντίον πλευραί τε
καὶ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, καὶ ἡ ΒΓ διάμετρος αὐτὸ δίχα τέμνει.

Ἐπεὶ γὰρ παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν
εὐθεῖα ἡ ΒΓ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΔ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.
πάλιν, ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΓ τῇ ΒΔ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν ἡ ΒΓ,
αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΑΓΒ, ΓΒΔ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. δύο δὴ τρίγωνά
ἐστι τὰ ΑΒΓ, ΒΓΔ τὰς δύο γωνίας τὰς ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΒΓΔ,
ΓΒΔ ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην τὴν
πρὸς ταῖς ἴσαις γωνίαις κοινὴν αὐτῶν τὴν ΒΓ· καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς
ταῖς λοιπαῖς ἴσας ἕξει ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ τὴν λοιπὴν γωνίαν τῇ λοιπῇ
γωνίᾳ· ἴση ἄρα ἡ μὲν ΑΒ πλευρὰ τῇ ΓΔ, ἡ δὲ ΑΓ τῇ ΒΔ, καὶ ἔτι ἴση ἐστὶν
ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΓΔΒ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ γωνία
τῇ ὑπὸ ΒΓΔ, ἡ δὲ ὑπὸ ΓΒΔ τῇ ὑπὸ ΑΓΒ, ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΔ ὅλῃ τῇ ὑπὸ
ΑΓΔ ἐστιν ἴση. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΓΔΒ ἴση.

Τῶν ἄρα παραλληλογράμμων χωρίων αἱ ἀπεναντίον πλευραί τε καὶ
γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἡ διάμετρος αὐτὰ δίχα τέμνει. ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ
ΑΒ τῇ ΓΔ, κοινὴ δὲ ἡ ΒΓ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΓΔ, ΒΓ ἴσαι εἰσὶν
ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΓΔ ἴση. καὶ βάσις
ἄρα ἡ ΑΓ τῇ ΔΒ ἴση. καὶ τὸ ΑΒΓ [ἄρα] τρίγωνον τῷ ΒΓΔ τριγώνῳ ἴσον
ἐστίν.

Ἡ ἄρα ΒΓ διάμετρος δίχα τέμνει τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 35 () Τὰπαραλληλόγραμμα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ
ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωπαραλληλόγραμμα τὰ ΑΒΓΔ, ΕΒΓΖ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως
τῆς ΒΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΑΖ, ΒΓ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ
ΑΒΓΔ τῷ ΕΒΓΖ παραλληλογράμμῳ.
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Ἐπεὶ γὰρ παραλληλόγραμμόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ, ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΒΓ. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΕΖ τῇ ΒΓ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ ἡ ΑΔ τῇ ΕΖ ἐστιν ἴση· καὶ
κοινὴ ἡ ΔΕ· ὅλη ἄρα ἡ ΑΕ ὅλῃ τῇ ΔΖ ἐστιν ἴση. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΔΓ ἴση·
δύο δὴ αἱ ΕΑ, ΑΒ δύο ταῖς ΖΔ, ΔΓ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία
ἡ ὑπὸ ΖΔΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΑΒ ἐστιν ἴση ἡ ἐκτὸς τῇ ἐντός· βάσις ἄρα ἡ ΕΒ
βάσει τῇ ΖΓ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΕΑΒ τρίγωνον τῷ ΔΖΓ τριγώνῳ ἴσον ἔσται·
κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ΔΗΕ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΒΗΔ τραπέζιον λοιπῷ τῷ
ΕΗΓΖ τραπεζίῳ ἐστὶν ἴσον· κοινὸν προσκείσθω τὸ ΗΒΓ τρίγωνον· ὅλον
ἄρα τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον ὅλῳ τῷ ΕΒΓΖ παραλληλογράμμῳ ἴσον
ἐστίν.

Τὰ ἄρα παραλληλόγραμμα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐν ταῖς
αὐταῖς παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 36 () Τὰ παραλληλόγραμμα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐν
ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω παραλληλόγραμμα τὰ ΑΒΓΔ, ΕΖΗΘ ἐπὶ ἴσων βάσεων
ὄντα τῶν ΒΓ, ΖΗ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΑΘ, ΒΗ· λέγω, ὅτι
ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον τῷ ΕΖΗΘ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΕ, ΓΘ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΖΗ, ἀλλὰ ἡ
ΖΗ τῇ ΕΘ ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ΒΓ ἄρα τῇ ΕΘ ἐστιν ἴση. εἰσὶ δὲ καὶ παράλληλοι.
καὶ ἐπιζευγνύουσιν αὐτὰς αἱ ΕΒ, ΘΓ· αἱ δὲ τὰς ἴσας τε καὶ παραλλήλους
ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη ἐπιζευγνύουσαι ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσι· [καὶ αἱ
ΕΒ, ΘΓ ἄρα ἴσαι τέ εἰσι καὶ παράλληλοι]. παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΕΒΓΘ. καί ἐστιν ἴσον τῷ ΑΒΓΔ· βάσιν τε γὰρ αὐτῷ τὴν αὐτὴν ἔχει
τὴν ΒΓ, καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστὶν αὐτῷ ταῖς ΒΓ, ΑΘ. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΕΖΗΘ τῷ αὐτῷ τῷ ΕΒΓΘ ἐστιν ἴσον· ὥστε καὶ τὸ ΑΒΓΔ
παραλληλόγραμμον τῷ ΕΖΗΘ ἐστιν ἴσον.

Τὰ ἄρα παραλληλόγραμμα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς
παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 37 () Τὰ τρίγωνα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐν ταῖς
αὐταῖς παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΒΓ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως τῆς ΒΓ
καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΑΔ, ΒΓ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
τρίγωνον τῷ ΔΒΓ τριγώνῳ.

Ἐκβεβλήσθω ἡ ΑΔ ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ἐπὶ τὰ Ε, Ζ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Β τῇ
ΓΑ παράλληλος ἤχθω ἡ ΒΕ, διὰ δὲ τοῦ Γ τῇ ΒΔ παράλληλος ἤχθω ἡ ΓΖ.
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παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΕΒΓΑ, ΔΒΓΖ· καί εἰσιν ἴσα· ἐπί
τε γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεώς εἰσι τῆς ΒΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς
ΒΓ, ΕΖ· καί ἐστι τοῦ μὲν ΕΒΓΑπαραλληλογράμμου ἥμισυ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον·
ἡ γὰρ ΑΒ διάμετρος αὐτὸ δίχα τέμνει· τοῦ δὲ ΔΒΓΖ παραλληλογράμμου
ἥμισυ τὸ ΔΒΓ τρίγωνον· ἡ γὰρ ΔΓ διάμετρος αὐτὸ δίχα τέμνει. [τὰ δὲ τῶν
ἴσων ἡμίση ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν]. ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΒΓ
τριγώνῳ.

Τὰ ἄρα τρίγωνα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς
παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 38 () Τὰ τρίγωνα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς
παραλλήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ ἐπὶ ἴσων βάσεων τῶν ΒΓ, ΕΖ
καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΒΖ, ΑΔ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΑΔ ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ἐπὶ τὰ Η, Θ, καὶ διὰ μὲν τοῦ
Β τῇ ΓΑ παράλληλος ἤχθω ἡ ΒΗ, διὰ δὲ τοῦ Ζ τῇ ΔΕ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΖΘ. παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΗΒΓΑ, ΔΕΖΘ· καὶ ἴσον τὸ
ΗΒΓΑ τῷ ΔΕΖΘ· ἐπί τε γὰρ ἴσων βάσεών εἰσι τῶν ΒΓ, ΕΖ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς
παραλλήλοις ταῖς ΒΖ, ΗΘ· καί ἐστι τοῦ μὲν ΗΒΓΑ παραλληλογράμμου
ἥμισυ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον. ἡ γὰρ ΑΒ διάμετρος αὐτὸ δίχα τέμνει· τοῦ δὲ
ΔΕΖΘ παραλληλογράμμου ἥμισυ τὸ ΖΕΔ τρίγωνον· ἡ γὰρ ΔΖ διάμετρος
αὐτὸ δίχα τέμνει· [τὰ δὲ τῶν ἴσων ἡμίση ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν]. ἴσον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ.

Τὰ ἄρα τρίγωνα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλ-
λήλοις ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 39 () Τὰ ἴσα τρίγωνα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐπὶ τὰ
αὐτὰ μέρη καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΒΓ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα
καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τῆς ΒΓ· λέγω, ὅτι καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις
ἐστίν.

Ἐπεζεύχθω γὰρ ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΔ τῇ ΒΓ.
Εἰ γὰρ μή, ἤχθω διὰ τοῦ Α σημείου τῇ ΒΓ εὐθείᾳ παράλληλος ἡ ΑΕ, καὶ

ἐπεζεύχθω ἡ ΕΓ. ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΕΒΓ τριγώνῳ· ἐπί τε
γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεώς ἐστιν αὐτῷ τῆς ΒΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις.
ἀλλὰ τὸ ΑΒΓ τῷ ΔΒΓ ἐστιν ἴσον· καὶ τὸ ΔΒΓ ἄρα τῷ ΕΒΓ ἴσον ἐστὶ τὸ
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μεῖζον τῷ ἐλάσσονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· οὐκ ἄρα παράλληλός ἐστιν ἡ
ΑΕ τῇ ΒΓ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλη τις πλὴν τῆς ΑΔ· ἡ ΑΔ ἄρα
τῇ ΒΓ ἐστι παράλληλος.

Τὰ ἄρα ἴσα τρίγωνα τὰ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 40 () Τὰ ἴσα τρίγωνα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΓΔΕ ἐπὶ ἴσων βάσεων τῶν ΒΓ, ΓΕ
καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη. λέγω, ὅτι καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν.

Ἐπεζεύχθω γὰρ ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΔ τῇ ΒΕ.
Εἰ γὰρ μή, ἤχθω διὰ τοῦ Α τῇ ΒΕ παράλληλος ἡ ΑΖ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ

ΖΕ. ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΖΓΕ τριγώνῳ· ἐπί τε γὰρ ἴσων
βάσεών εἰσι τῶν ΒΓ, ΓΕ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΒΕ, ΑΖ. ἀλλὰ
τὸ ΑΒΓ τρίγωνον ἴσον ἐστὶ τῷ ΔΓΕ [τριγώνῳ]· καὶ τὸ ΔΓΕ ἄρα [τρίγωνον]
ἴσον ἐστὶ τῷ ΖΓΕ τριγώνῳ τὸ μεῖζον τῷ ἐλάσσονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον·
οὐκ ἄρα παράλληλος ἡ ΑΖ τῇ ΒΕ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλη τις
πλὴν τῆς ΑΔ· ἡ ΑΔ ἄρα τῇ ΒΕ ἐστι παράλληλος.

Τὰ ἄρα ἴσα τρίγωνα τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα καὶ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη
καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 41 () Ἐὰνπαραλληλόγραμμον τριγώνῳ βάσιν τε ἔχῃ τὴν αὐτὴν
καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ᾖ, διπλάσιόν ἐστι τὸ παραλληλόγραμμον τοῦ
τριγώνου.

Ἀπόδειξις. Παραλληλόγραμμον γὰρ τὸ ΑΒΓΔ τριγώνῳ τῷ ΕΒΓ βάσιν τε
ἐχέτω τὴν αὐτὴν τὴν ΒΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ἔστω ταῖς ΒΓ, ΑΕ·
λέγω, ὅτι διπλάσιόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον τοῦ ΒΕΓ τριγώνου.

Ἐπεζεύχθω γὰρ ἡ ΑΓ. ἴσον δή ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΕΒΓ τριγώνῳ·
ἐπί τε γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεώς ἐστιν αὐτῷ τῆς ΒΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς πα-
ραλλήλοις ταῖς ΒΓ, ΑΕ. ἀλλὰ τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον διπλάσιόν ἐστι
τοῦ ΑΒΓ τριγώνου· ἡ γὰρ ΑΓ διάμετρος αὐτὸ δίχα τέμνει· ὥστε τὸ ΑΒΓΔ
παραλληλόγραμμον καὶ τοῦ ΕΒΓ τριγώνου ἐστὶ διπλάσιον.

Ἐὰν ἄρα παραλληλόγραμμον τριγώνῳ βάσιν τε ἔχῃ τὴν αὐτὴν καὶ ἐν
ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ᾖ, διπλάσιόν ἐστι τὸ παραλληλόγραμμον τοῦ
τριγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 42 () Τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἴσον παραλληλόγραμμον συστήσα-
σθαι ἐν τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Ὑλοποίησις: Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν τρίγωνον τὸ ΑΒΓ, ἡ δὲ δοθεῖσα γω-
νία εὐθύγραμμος ἡ Δ· δεῖ δὴ τῷ ΑΒΓ τριγώνῳ ἴσον παραλληλόγραμμον
συστήσασθαι ἐν τῇ Δ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Τετμήσθω ἡ ΒΓ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΕ, καὶ συνεστάτω
πρὸς τῇ ΕΓ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Ε τῇ Δ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ
ΓΕΖ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Α τῇ ΕΓ παράλληλος ἤχθω ἡ ΑΗ, διὰ δὲ τοῦ Γ τῇ ΕΖ
παράλληλος ἤχθω ἡ ΓΗ· παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΕΓΗ. καὶ ἐπεὶ
ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΕΓ, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΑΕΓ τριγώνῳ· ἐπί
τε γὰρ ἴσων βάσεών εἰσι τῶν ΒΕ, ΕΓ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς
ΒΓ, ΑΗ· διπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τοῦ ΑΕΓ τριγώνου. ἔστι
δὲ καὶ τὸ ΖΕΓΗ παραλληλόγραμμον διπλάσιον τοῦ ΑΕΓ τριγώνου· βάσιν
τε γὰρ αὐτῷ τὴν αὐτὴν ἔχει καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς ἐστιν αὐτῷ παραλλήλοις·
ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΕΓΗ παραλληλόγραμμον τῷ ΑΒΓ τριγώνῳ. καὶ ἔχει
τὴν ὑπὸ ΓΕΖ γωνίαν ἴσην τῇ δοθείσῃ τῇ Δ.

Τῷ ἄρα δοθέντι τριγώνῳ τῷ ΑΒΓ ἴσον παραλληλόγραμμον συνέσταται
τὸ ΖΕΓΗ ἐν γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΓΕΖ, ἥτις ἐστὶν ἴση τῇ Δ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 43 () Παντὸς παραλληλογράμμου τῶν περὶ τὴν διάμετρον πα-
ραλληλογράμμων τὰ παραπληρώματα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω παραλληλόγραμμον τὸ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἡ ΑΓ,
περὶ δὲ τὴν ΑΓ παραλληλόγραμμα μὲν ἔστω τὰ ΖΘ, ΖΗ, τὰ δὲ λεγόμενα
παραπληρώματα τὰ ΒΚ, ΚΔ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΒΚ παραπλήρωμα
τῷ ΚΔ παραπληρώματι.

Ἐπεὶ γὰρ παραλληλόγραμμόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἡ
ΑΓ, ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΓΔ τριγώνῳ. πάλιν, ἐπεὶ παραλλη-
λόγραμμόν ἐστι τὸ ΕΘ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἐστιν ἡ ΑΚ, ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΕΚ
τρίγωνον τῷ ΑΘΚ τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΚΖΓ τρίγωνον τῷ ΚΗΓ
ἐστιν ἴσον. ἐπεὶ οὖν τὸ μὲν ΑΕΚ τρίγωνον τῷ ΑΘΚ τριγώνῳ ἐστὶν ἴσον,
τὸ δὲ ΚΖΓ τῷ ΚΗΓ, τὸ ΑΕΚ τρίγωνον μετὰ τοῦ ΚΗΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ΑΘΚ
τριγώνῳ μετὰ τοῦ ΚΖΓ· ἔστι δὲ καὶ ὅλον τὸ ΑΒΓ τρίγωνον ὅλῳ τῷ ΑΔΓ
ἴσον· λοιπὸν ἄρα τὸ ΒΚ παραπλήρωμα λοιπῷ τῷ ΚΔ παραπληρώματί
ἐστιν ἴσον.

Παντὸς ἄρα παραλληλογράμμου χωρίου τῶν περὶ τὴν διάμετρον πα-
ραλληλογράμμων τὰ παραπληρώματα ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
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Πρότασις 44 () Παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἴσον πα-
ραλληλόγραμμον παραβαλεῖν ἐν τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ δοθὲν τρίγωνον τὸ Γ,
ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος ἡ Δ· δεῖ δὴ παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν
τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι τριγώνῳ τῷ Γ ἴσον παραλληλόγραμμον παραβαλεῖν
ἐν ἴσῃ τῇ Δ γωνίᾳ.

Συνεστάτω τῷ Γ τριγώνῳ ἴσον παραλληλόγραμμον τὸ ΒΕΖΗ ἐν γωνίᾳ
τῇ ὑπὸ ΕΒΗ, ἥ ἐστιν ἴση τῇ Δ· καὶ κείσθω ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΒΕ
τῇ ΑΒ, καὶ διήχθω ἡ ΖΗ ἐπὶ τὸ Θ, καὶ διὰ τοῦ Α ὁποτέρᾳ τῶν ΒΗ, ΕΖ πα-
ράλληλος ἤχθω ἡ ΑΘ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΘΒ. καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους τὰς
ΑΘ, ΕΖ εὐθεῖα ἐνέπεσεν ἡ ΘΖ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΘΖ, ΘΖΕ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς
εἰσιν ἴσαι. αἱ ἄρα ὑπὸ ΒΘΗ, ΗΖΕ δύο ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν· αἱ δὲ ἀπὸ
ἐλασσόνων ἢ δύο ὀρθῶν εἰς ἄπειρον ἐκβαλλόμεναι συμπίπτουσιν· αἱ ΘΒ,
ΖΕ ἄρα ἐκβαλλόμεναι συμπεσοῦνται. ἐκβεβλήσθωσαν καὶ συμπιπτέτωσαν
κατὰ τὸ Κ, καὶ διὰ τοῦ Κ σημείου ὁποτέρᾳ τῶν ΕΑ, ΖΘ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΚΛ, καὶ ἐκβεβλήσθωσαν αἱ ΘΑ, ΗΒ ἐπὶ τὰ Λ, Μ σημεῖα. παραλληλόγραμμον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΘΛΚΖ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἡ ΘΚ, περὶ δὲ τὴν ΘΚ παραλλη-
λόγραμμα μὲν τὰ ΑΗ, ΜΕ, τὰ δὲ λεγόμενα παραπληρώματα τὰ ΛΒ, ΒΖ·
ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΒ τῷ ΒΖ. ἀλλὰ τὸ ΒΖ τῷ Γ τριγώνῳ ἐστὶν ἴσον· καὶ
τὸ ΛΒ ἄρα τῷ Γ ἐστιν ἴσον. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΗΒΕ γωνία τῇ ὑπὸ
ΑΒΜ, ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΗΒΕ τῇ Δ ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΜ ἄρα τῇ Δ γωνίᾳ
ἐστὶν ἴση.

Παρὰ τὴν δοθεῖσαν ἄρα εὐθεῖαν τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι τριγώνῳ τῷ Γ ἴσον
παραλληλόγραμμον παραβέβληται τὸ ΛΒ ἐν γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΑΒΜ, ἥ ἐστιν
ἴση τῇ Δ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 45 () Τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ἴσον παραλληλόγραμμον συ-
στήσασθαι ἐν τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν εὐθύγραμμον τὸ ΑΒΓΔ, ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία
εὐθύγραμμος ἡ Ε· δεῖ δὴ τῷ ΑΒΓΔ εὐθυγράμμῳ ἴσον παραλληλόγραμμον
συστήσασθαι ἐν τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ τῇ Ε.

Ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ, καὶ συνεστάτω τῷ ΑΒΔ τριγώνῳ ἴσον παραλλη-
λόγραμμον τὸ ΖΘ ἐν τῇ ὑπὸ ΘΚΖ γωνίᾳ, ἥ ἐστιν ἴση τῇ Ε· καὶ παραβε-
βλήσθω παρὰ τὴν ΗΘ εὐθεῖαν τῷ ΔΒΓ τριγώνῳ ἴσον παραλληλόγραμμον
τὸ ΗΜ ἐν τῇ ὑπὸ ΗΘΜ γωνίᾳ, ἥ ἐστιν ἴση τῇ Ε. καὶ ἐπεὶ ἡ Ε γωνία ἑκα-
τέρᾳ τῶν ὑπὸ ΘΚΖ, ΗΘΜ ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ὑπὸ ΘΚΖ ἄρα τῇ ὑπὸ ΗΘΜ
ἐστιν ἴση. κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΚΘΗ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΖΚΘ, ΚΘΗ ταῖς ὑπὸ
ΚΘΗ, ΗΘΜ ἴσαι εἰσίν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΖΚΘ, ΚΘΗ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· καὶ
αἱ ὑπὸ ΚΘΗ, ΗΘΜ ἄρα δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. πρὸς δή τινι εὐθείᾳ τῇ ΗΘ
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καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Θ δύο εὐθεῖαι αἱ ΚΘ, ΘΜ μὴ ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας δύο ὀρθαῖς ἴσας ποιοῦσιν· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα
ἐστὶν ἡ ΚΘ τῇ ΘΜ· καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους τὰς ΚΜ, ΖΗ εὐθεῖα ἐνέπεσεν
ἡ ΘΗ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΜΘΗ, ΘΗΖ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. κοινὴ
προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΘΗΛ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΜΘΗ, ΘΗΛ ταῖς ὑπὸ ΘΗΖ, ΘΗΛ
ἴσαι εἰσίν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΜΘΗ, ΘΗΛ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· καὶ αἱ ὑπὸ ΘΗΖ,
ΘΗΛ ἄρα δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ ΗΛ. καὶ
ἐπεὶ ἡ ΖΚ τῇ ΘΗ ἴση τε καὶ παράλληλός ἐστιν, ἀλλὰ καὶ ἡ ΘΗ τῇ ΜΛ,
καὶ ἡ ΚΖ ἄρα τῇ ΜΛ ἴση τε καὶ παράλληλός ἐστιν· καὶ ἐπιζευγνύουσιν
αὐτὰς εὐθεῖαι αἱ ΚΜ, ΖΛ· καὶ αἱ ΚΜ, ΖΛ ἄρα ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσιν·
παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶ τὸ ΚΖΛΜ. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ μὲν ΑΒΔ
τρίγωνον τῷ ΖΘ παραλληλογράμμῳ, τὸ δὲ ΔΒΓ τῷ ΗΜ, ὅλον ἄρα τὸ
ΑΒΓΔ εὐθύγραμμον ὅλῳ τῷ ΚΖΛΜ παραλληλογράμμῳ ἐστὶν ἴσον.

Τῷ ἄρα δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ ΑΒΓΔ ἴσον παραλληλόγραμμον συ-
νέσταται τὸ ΚΖΛΜ ἐν γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΚΜ, ἥ ἐστιν ἴση τῇ δοθείσῃ τῇ Ε·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 46 () Ἀπὸ τῆς δοθείσης εὐθείας τετράγωνον ἀναγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ ἀπὸ τῆς ΑΒ εὐθείας
τετράγωνον ἀναγράψαι.

Ἤχθω τῇ ΑΒ εὐθείᾳ ἀπὸ τοῦ πρὸς αὐτῇ σημείου τοῦ Α πρὸς ὀρθὰς
ἡ ΑΓ, καὶ κείσθω τῇ ΑΒ ἴση ἡ ΑΔ· καὶ διὰ μὲν τοῦ Δ σημείου τῇ ΑΒ
παράλληλος ἤχθω ἡ ΔΕ, διὰ δὲ τοῦ Β σημείου τῇ ΑΔ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΒΕ. Παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΔΕΒ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ μὲν ΑΒ τῇ ΔΕ,
ἡ δὲ ΑΔ τῇ ΒΕ. ἀλλὰ ἡ ΑΒ τῇ ΑΔ ἐστιν ἴση· αἱ τέσσαρες ἄρα αἱ ΒΑ, ΑΔ, ΔΕ,
ΕΒ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΔΕΒ παραλληλόγραμμον.
λέγω δή, ὅτι καὶ ὀρθογώνιον. ἐπεὶ γὰρ εἰς παραλλήλους τὰς ΑΒ, ΔΕ εὐθεῖα
ἐνέπεσεν ἡ ΑΔ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΒΑΔ, ΑΔΕ γωνίαι δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. ὀρθὴ
δὲ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΑΔΕ. τῶν δὲ παραλληλογράμμων
χωρίων αἱ ἀπεναντίον πλευραί τε καὶ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὀρθὴ
ἄρα καὶ ἑκατέρα τῶν ἀπεναντίον τῶν ὑπὸ ΑΒΕ, ΒΕΔ γωνιῶν· ὀρθογώνιον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΔΕΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἰσόπλευρον.

Τετράγωνον ἄρα ἐστίν· καί ἐστιν ἀπὸ τῆς ΑΒ εὐθείας ἀναγεγραμμένον·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 47 () Ἐντοῖςὀρθογωνίοις τριγώνοις τὸἀπὸτῆςτὴνὀρθὴνγωνίαν
ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν
περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνοις.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον ὀρθογώνιον τὸ ΑΒΓ ὀρθὴν ἔχον τὴν ὑπὸ ΒΑΓ
γωνίαν· λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΑ,
ΑΓ τετραγώνοις.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ μὲν τῆς ΒΓ τετράγωνον τὸ ΒΔΕΓ, ἀπὸ δὲ τῶν
ΒΑ, ΑΓ τὰ ΗΒ, ΘΓ, καὶ διὰ τοῦ Α ὁποτέρᾳ τῶν ΒΔ, ΓΕ παράλληλος ἤχθω
ἡ ΑΛ· καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ, ΖΓ. καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ
ΒΑΓ, ΒΑΗ γωνιῶν, πρὸς δή τινι εὐθείᾳ τῇ ΒΑ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ
τῷ Α δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΓ, ΑΗ μὴ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας
δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιοῦσιν· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΑ τῇ ΑΗ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ καὶ ἡ ΒΑ τῇ ΑΘ ἐστιν ἐπ᾽ εὐθείας. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΔΒΓ γωνία
τῇ ὑπὸ ΖΒΑ· ὀρθὴ γὰρ ἑκατέρα· κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΒΓ· ὅλη ἄρα ἡ
ὑπὸ ΔΒΑ ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΖΒΓ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΔΒ τῇ ΒΓ, ἡ
δὲ ΖΒ τῇ ΒΑ, δύο δὴ αἱ ΔΒ, ΒΑ δύο ταῖς ΖΒ, ΒΓ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ·
καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΒΑ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΒΓ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΖΓ
[ἐστιν] ἴση, καὶ τὸ ΑΒΔ τρίγωνον τῷ ΖΒΓ τριγώνῳ ἐστὶν ἴσον· καὶ [ἐστὶ]
τοῦ μὲν ΑΒΔ τριγώνου διπλάσιον τὸ ΒΛ παραλληλόγραμμον· βάσιν τε γὰρ
τὴν αὐτὴν ἔχουσι τὴν ΒΔ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς εἰσι παραλλήλοις ταῖς ΒΔ, ΑΛ·
τοῦ δὲ ΖΒΓ τριγώνου διπλάσιον τὸ ΗΒ τετράγωνον· βάσιν τε γὰρ πάλιν
τὴν αὐτὴν ἔχουσι τὴν ΖΒ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς εἰσι παραλλήλοις ταῖς ΖΒ, ΗΓ.
[τὰ δὲ τῶν ἴσων διπλάσια ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν·] ἴσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΒΛ
παραλληλόγραμμον τῷ ΗΒ τετραγώνῳ. ὁμοίως δὴ ἐπιζευγνυμένων τῶν
ΑΕ, ΒΚ δειχθήσεται καὶ τὸ ΓΛ παραλληλόγραμμον ἴσον τῷΘΓ τετραγώνῳ·
ὅλον ἄρα τὸ ΒΔΕΓ τετράγωνον δυσὶ τοῖς ΗΒ, ΘΓ τετραγώνοις ἴσον ἐστίν.
καί ἐστι τὸ μὲν ΒΔΕΓ τετράγωνον ἀπὸ τῆς ΒΓ ἀναγραφέν, τὰ δὲ ΗΒ, ΘΓ
ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ. τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΓ πλευρᾶς τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς
ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ πλευρῶν τετραγώνοις.

Ἐν ἄρα τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν γωνίαν
ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν
[γωνίαν] περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνοις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 48 () Ἐὰν τριγώνου τὸ ἀπὸ μιᾶς τῶνπλευρῶν τετράγωνον ἴσον
ᾖ τοῖς ἀπὸτῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύοπλευρῶν τετραγώνοις, ἡπεριεχομένη
γωνία ὑπὸ τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν ὀρθή ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Τριγώνου γὰρ τοῦ ΑΒΓ τὸ ἀπὸ μιᾶς τῆς ΒΓ πλευρᾶς τετράγω-
νον ἴσον ἔστω τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ πλευρῶν τετραγώνοις· λέγω, ὅτι ὀρθή
ἐστιν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Α σημείου τῇ ΑΓ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΑΔ καὶ
κείσθω τῇ ΒΑ ἴση ἡ ΑΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΓ. ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΒ,
ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΑ τετράγωνον τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ.
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κοινὸν προσκείσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετράγωνον· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΔΑ, ΑΓ
τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ τετραγώνοις. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ
τῶν ΔΑ, ΑΓ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΓ· ὀρθὴ γάρ ἐστιν ἡ ὑπὸ ΔΑΓ γωνία·
τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ ΒΓ· ὑπόκειται γάρ· τὸ ἄρα
ἀπὸ τῆς ΔΓ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετραγώνῳ· ὥστε καὶ
πλευρὰ ἡ ΔΓ τῇ ΒΓ ἐστιν ἴση· καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΒ, κοινὴ δὲ ἡ
ΑΓ, δύο δὴ αἱ ΔΑ, ΑΓ δύο ταῖς ΒΑ, ΑΓ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΔΓ βάσει τῇ
ΒΓ ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΑΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΑΓ [ἐστιν] ἴση. ὀρθὴ δὲ ἡ
ὑπὸ ΔΑΓ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ.

Ἐὰν ἄρα τριγώνου τὸ ἀπὸ μιᾶς τῶν πλευρῶν τετράγωνον ἴσον ᾖ τοῖς
ἀπὸ τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν τετραγώνοις, ἡ περιεχομένη
γωνία ὑπὸ τῶν λοιπῶν τοῦ τριγώνου δύο πλευρῶν ὀρθή ἐστιν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 





Βιβλίο 2ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Πᾶν παραλληλόγραμμον ὀρθογώνιον περιέχεσθαι λέγεται ὑπὸ δύο
τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν περιεχουσῶν εὐθειῶν.

(ὁρ. 2) Παντὸς δὲ παραλληλογράμμου χωρίου τῶν περὶ τὴν διάμετρον
αὐτοῦ παραλληλογράμμων ἓν ὁποιονοῦν σὺν τοῖς δυσὶ παραπλη-
ρώμασι γνώμων καλείσθω.

Πρότασις 1 () Ἐὰν ὦσι δύο εὐθεῖαι, τμηθῇ δὲ ἡ ἑτέρα αὐτῶν εἰς ὁσαδηπο-
τοῦν τμήματα, τὸπεριεχόμενον ὀρθογώνιον ὑπὸ τῶν δύο εὐθειῶν ἴσον ἐστὶ τοῖς
ὑπό τε τῆς ἀτμήτου καὶ ἑκάστου τῶν τμημάτων περιεχομένοις ὀρθογωνίοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι αἱ Α, ΒΓ, καὶ τετμήσθω ἡ ΒΓ, ὡς ἔτυχεν,
κατὰ τὰ Δ, Ε σημεῖα· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν Α, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον
ἴσον ἐστὶ τῷ τε ὑπὸ τῶν Α, ΒΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ὑπὸ τῶν
Α, ΔΕ καὶ ἔτι τῷ ὑπὸ τῶν Α, ΕΓ.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Β τῇ ΒΓ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΒΖ, καὶ κείσθω τῇ Α ἴση ἡ
ΒΗ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Η τῇ ΒΓ παράλληλος ἤχθω ἡ ΗΘ, διὰ δὲ τῶν Δ, Ε, Γ
τῇ ΒΗ παράλληλοι ἤχθωσαν αἱ ΔΚ, ΕΛ, ΓΘ.

Ἴσον δή ἐστι τὸ ΒΘ τοῖς ΒΚ, ΔΛ, ΕΘ. καί ἐστι τὸ μὲν ΒΘ τὸ ὑπὸ τῶν
Α, ΒΓ· περιέχεται μὲν γὰρ ὑπὸ τῶν ΗΒ, ΒΓ, ἴση δὲ ἡ ΒΗ τῇ Α· τὸ δὲ ΒΚ
τὸ ὑπὸ τῶν Α, ΒΔ· περιέχεται μὲν γὰρ ὑπὸ τῶν ΗΒ, ΒΔ, ἴση δὲ ἡ ΒΗ τῇ
Α. τὸ δὲ ΔΛ τὸ ὑπὸ τῶν Α, ΔΕ· ἴση γὰρ ἡ ΔΚ, τουτέστιν ἡ ΒΗ, τῇ Α. καὶ
ἔτι ὁμοίως τὸ ΕΘ τὸ ὑπὸ τῶν Α, ΕΓ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ
τε ὑπὸ Α, ΒΔ καὶ τῷ ὑπὸ Α, ΔΕ καὶ ἔτι τῷ ὑπὸ Α, ΕΓ.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο εὐθεῖαι, τμηθῇ δὲ ἡ ἑτέρα αὐτῶν εἰς ὁσαδηποτοῦν
τμήματα, τὸ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ὑπὸ τῶν δύο εὐθειῶν ἴσον ἐστὶ τοῖς
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ὑπό τε τῆς ἀτμήτου καὶ ἑκάστου τῶν τμημάτων περιεχομένοις ὀρθογω-
νίοις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ
ἑκατέρου τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ὅλης
τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ ἡ ΑΒ τετμήσθω, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Γ σημεῖον·
λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ὑπὸ ΒΑ,
ΑΓ περιεχομένου ὀρθογωνίου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔΕΒ, καὶ ἤχθω διὰ
τοῦ Γ ὁποτέρᾳ τῶν ΑΔ, ΒΕ παράλληλος ἡ ΓΖ.

Ἴσον δή ἐστι τὸ ΑΕ τοῖς ΑΖ, ΓΕ. καί ἐστι τὸ μὲν ΑΕ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ
τετράγωνον, τὸ δὲ ΑΖ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον·
περιέχεται μὲν γὰρ ὑπὸ τῶν ΔΑ, ΑΓ, ἴση δὲ ἡ ΑΔ τῇ ΑΒ· τὸ δὲ ΓΕ τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἴση γὰρ ἡ ΒΕ τῇ ΑΒ. τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ μετὰ τοῦ ὑπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ ἑκα-
τέρου τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ὅλης
τετραγώνῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰνεὐθεῖαγραμμὴτμηθῇ,ὡς ἔτυχεν, τὸὑπὸτῆςὅληςκαὶ ἑνὸς
τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ τε ὑπὸ τῶν τμημάτων
περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τοῦ προειρημένου τμήματος τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ ἡ ΑΒ τετμήσθω, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Γ· λέγω, ὅτι τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ τε ὑπὸ τῶν ΑΓ,
ΓΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετραγώνου.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετράγωνον τὸ ΓΔΕΒ, καὶ διήχθω ἡ
ΕΔ ἐπὶ τὸ Ζ, καὶ διὰ τοῦ Α ὁποτέρᾳ τῶν ΓΔ, ΒΕ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΑΖ. ἴσον δή ἐστι τὸ ΑΕ τοῖς ΑΔ, ΓΕ· καί ἐστι τὸ μὲν ΑΕ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον· περιέχεται μὲν γὰρ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ, ἴση δὲ
ἡ ΒΕ τῇ ΒΓ· τὸ δὲ ΑΔ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἴση γὰρ ἡ ΔΓ τῇ ΓΒ· τὸ δὲ
ΔΒ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετράγωνον· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον
ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ μετὰ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετραγώνου.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ ἑνὸς
τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ τε ὑπὸ τῶν τμη-
μάτων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τοῦ προειρημένου τμήματος
τετραγώνῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Πρωτότυπο Κείμενο 2ου Βιβλίου 

Πρότασις 4 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης
τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν τμημάτων τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς ὑπὸ
τῶν τμημάτων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ γραμμὴ ἡ ΑΒ τετμήσθω, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Γ.
λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔΕΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ
ΒΔ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Γ ὁποτέρᾳ τῶν ΑΔ, ΕΒ παράλληλος ἤχθω ἡ ΓΖ, διὰ δὲ
τοῦ Η ὁποτέρᾳ τῶν ΑΒ, ΔΕ παράλληλος ἤχθω ἡ ΘΚ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός
ἐστιν ἡ ΓΖ τῇ ΑΔ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν ἡ ΒΔ, ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ
ΓΗΒ ἴση ἐστὶ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΑΔΒ. ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΑΔΒ τῇ
ὑπὸ ΑΒΔ ἐστιν ἴση, ἐπεὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΒΑ τῇ ΑΔ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΓΗΒ
ἄρα γωνία τῇ ὑπὸ ΗΒΓ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΒΓ πλευρᾷ τῇ ΓΗ
ἐστιν ἴση· ἀλλ᾽ ἡ μὲν ΓΒ τῇ ΗΚ ἐστιν ἴση, ἡ δὲ ΓΗ τῇ ΚΒ· καὶ ἡ ΗΚ ἄρα τῇ
ΚΒ ἐστιν ἴση· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΗΚΒ. λέγω δή, ὅτι καὶ ὀρθογώνιον.
ἐπεὶ γὰρ παράλληλός ἐστιν ἡ ΓΗ τῇ ΒΚ [καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν εὐθεῖα
ἡ ΓΒ], αἱ ἄρα ὑπὸ ΚΒΓ, ΗΓΒ γωνίαι δύο ὀρθαῖς εἰσιν ἴσαι. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ
ΚΒΓ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΒΓΗ· ὥστε καὶ αἱ ἀπεναντίον αἱ ὑπὸ ΓΗΚ, ΗΚΒ
ὀρθαί εἰσιν. ὀρθογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΗΚΒ· ἐδείχθη δὲ καὶ ἰσόπλευρον·
τετράγωνον ἄρα ἐστίν· καί ἐστιν ἀπὸ τῆς ΓΒ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΘΖ
τετράγωνόν ἐστιν· καί ἐστιν ἀπὸ τῆς ΘΗ, τουτέστιν [ἀπὸ] τῆς ΑΓ· τὰ
ἄρα ΘΖ, ΚΓ τετράγωνα ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ εἰσιν. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΗ
τῷ ΗΕ, καί ἐστι τὸ ΑΗ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἴση γὰρ ἡ ΗΓ τῇ ΓΒ· καὶ τὸ
ΗΕ ἄρα ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ ΑΓ, ΓΒ· τὰ ἄρα ΑΗ, ΗΕ ἴσα ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ. ἔστι δὲ καὶ τὰ ΘΖ, ΓΚ τετράγωνα ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· τὰ ἄρα
τέσσαρα τὰ ΘΖ, ΓΚ, ΑΗ, ΗΕ ἴσα ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τετραγώνοις
καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ. ἀλλὰ τὰ ΘΖ, ΓΚ, ΑΗ,
ΗΕ ὅλον ἐστὶ τὸ ΑΔΕΒ, ὅ ἐστιν ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς
ΑΒ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης τετράγωνον
ἴσον ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν τμημάτων τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν
τμημάτων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

[Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐν τοῖς τετραγώνοις χωρίοις τὰ περὶ τὴν

διάμετρον παραλληλόγραμμα τετράγωνά ἐστιν]. 
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Πρότασις 5 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἴσα καὶ ἄνισα, τὸ ὑπὸ τῶν
ἀνίσων τῆς ὅλης τμημάτωνπεριεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς μεταξὺ
τῶν τομῶν τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω εἰς μὲν ἴσα κατὰ τὸ Γ, εἰς δὲ
ἄνισα κατὰ τὸ Δ· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ περιεχόμενον ὀρθογώνιον
μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΔ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετραγώνῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετράγωνον τὸ ΓΕΖΒ, καὶ ἐπεζεύχθω
ἡ ΒΕ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Δ ὁποτέρᾳ τῶν ΓΕ, ΒΖ παράλληλος ἤχθω ἡ ΔΗ, διὰ
δὲ τοῦ Θ ὁποτέρᾳ τῶν ΑΒ, ΕΖ παράλληλος πάλιν ἤχθω ἡ ΚΜ, καὶ πάλιν
διὰ τοῦ Α ὁποτέρᾳ τῶν ΓΛ, ΒΜ παράλληλος ἤχθω ἡ ΑΚ. καὶ ἐπεὶ ἴσον
ἐστὶ τὸ ΓΘ παραπλήρωμα τῷ ΘΖ παραπληρώματι, κοινὸν προσκείσθω
τὸ ΔΜ· ὅλον ἄρα τὸ ΓΜ ὅλῳ τῷ ΔΖ ἴσον ἐστίν. ἀλλὰ τὸ ΓΜ τῷ ΑΛ ἴσον
ἐστίν, ἐπεὶ καὶ ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ ἐστιν ἴση· καὶ τὸ ΑΛ ἄρα τῷ ΔΖ ἴσον ἐστίν.
κοινὸν προσκείσθω τὸ ΓΘ· ὅλον ἄρα τὸ ΑΘ τῷ ΜΝΞ γνώμονι ἴσον ἐστίν.
ἀλλὰ τὸ ΑΘ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἐστιν· ἴση γὰρ ἡ ΔΘ τῇ ΔΒ· καὶ ὁ ΜΝΞ
ἄρα γνώμων ἴσος ἐστὶ τῷ ὑπὸ ΑΔ, ΔΒ. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΛΗ, ὅ ἐστιν
ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΓΔ· ὁ ἄρα ΜΝΞ γνώμων καὶ τὸ ΛΗ ἴσα ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΔ τετραγώνῳ. ἀλλὰ ὁ
ΜΝΞ γνώμων καὶ τὸ ΛΗ ὅλον ἐστὶ τὸ ΓΕΖΒ τετράγωνον, ὅ ἐστιν ἀπὸ τῆς
ΓΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΓΔ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετραγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἴσα καὶ ἄνισα, τὸ ὑπὸ τῶν ἀνίσων
τῆς ὅλης τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς μεταξὺ
τῶν τομῶν τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνῳ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν εὐθεῖαγραμμὴ τμηθῇ δίχα,προστεθῇ δέ τις αὐτῇ εὐθεῖα
ἐπ᾽ εὐθείας, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκειμένῃ καὶ τῆς προσκειμένης περιε-
χόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ
τῆς συγκειμένης ἔκ τε τῆς ἡμισείας καὶ τῆς προσκειμένης τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω δίχα κατὰ τὸ Γ σημεῖον, προ-
σκείσθω δέ τις αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΒΔ· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΓΔ τετραγώνῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΓΔ τετράγωνον τὸ ΓΕΖΔ, καὶ ἐπεζεύχθω
ἡ ΔΕ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Β σημείου ὁποτέρᾳ τῶν ΕΓ, ΔΖ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΒΗ, διὰ δὲ τοῦ Θ σημείου ὁποτέρᾳ τῶν ΑΒ, ΕΖ παράλληλος ἤχθω ἡ ΚΜ,
καὶ ἔτι διὰ τοῦ Α ὁποτέρᾳ τῶν ΓΛ, ΔΜ παράλληλος ἤχθω ἡ ΑΚ.



Πρωτότυπο Κείμενο 2ου Βιβλίου 

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ΑΛ τῷ ΓΘ. ἀλλὰ τὸ ΓΘ
τῷ ΘΖ ἴσον ἐστίν. καὶ τὸ ΑΛ ἄρα τῷ ΘΖ ἐστιν ἴσον. κοινὸν προσκείσθω
τὸ ΓΜ· ὅλον ἄρα τὸ ΑΜ τῷ ΝΞΟ γνώμονί ἐστιν ἴσον. ἀλλὰ τὸ ΑΜ ἐστι τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ· ἴση γάρ ἐστιν ἡ ΔΜ τῇ ΔΒ· καὶ ὁ ΝΞΟ ἄρα γνώμων ἴσος
ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ [περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ]. κοινὸν προσκείσθω
τὸ ΛΗ, ὅ ἐστιν ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετραγώνῳ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ
τῷ ΝΞΟ γνώμονι καὶ τῷ ΛΗ. ἀλλὰ ὁ ΝΞΟ γνώμων καὶ τὸ ΛΗ ὅλον
ἐστὶ τὸ ΓΕΖΔ τετράγωνον, ὅ ἐστιν ἀπὸ τῆς ΓΔ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΓΔ τετραγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ δίχα, προστεθῇ δέ τις αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽
εὐθείας, τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκειμένῃ καὶ τῆς προσκειμένης περιε-
χόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς συγκειμένης ἔκ τε τῆς ἡμισείας καὶ τῆς προσκειμένης τετραγώνῳ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης καὶ
τὸ ἀφ᾽ ἑνὸς τῶν τμημάτων τὰ συναμφότερα τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ τε δὶς ὑπὸ
τῆς ὅλης καὶ τοῦ εἰρημένου τμήματος περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τοῦ
λοιποῦ τμήματος τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Γ σημεῖον·
λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ τε δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΑ τετραγώνῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔΕΒ· καὶ καταγε-
γράφθω τὸ σχῆμα.

Ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΗ τῷ ΗΕ, κοινὸν προσκείσθω τὸ ΓΖ· ὅλον ἄρα
τὸ ΑΖ ὅλῳ τῷ ΓΕ ἴσον ἐστίν· τὰ ἄρα ΑΖ, ΓΕ διπλάσιά ἐστι τοῦ ΑΖ. ἀλλὰ τὰ
ΑΖ, ΓΕ ὁ ΚΛΜ ἐστι γνώμων καὶ τὸ ΓΖ τετράγωνον· ὁ ΚΛΜ ἄρα γνώμων καὶ
τὸ ΓΖ διπλάσιά ἐστι τοῦ ΑΖ. ἔστι δὲ τοῦ ΑΖ διπλάσιον καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν
ΑΒ, ΒΓ· ἴση γὰρ ἡ ΒΖ τῇ ΒΓ· ὁ ἄρα ΚΛΜ γνώμων καὶ τὸ ΓΖ τετράγωνον
ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΔΗ, ὅ ἐστιν ἀπὸ
τῆς ΑΓ τετράγωνον· ὁ ἄρα ΚΛΜ γνώμων καὶ τὰ ΒΗ, ΗΔ τετράγωνα ἴσα
ἐστὶ τῷ τε δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τῆς
ΑΓ τετραγώνῳ. ἀλλὰ ὁ ΚΛΜ γνώμων καὶ τὰ ΒΗ, ΗΔ τετράγωνα ὅλον
ἐστὶ τὸ ΑΔΕΒ καὶ τὸ ΓΖ, ἅ ἐστιν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα· τὰ ἄρα ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ [τε] δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχομένῳ
ὀρθογωνίῳ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετραγώνου.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης καὶ τὸ ἀφ᾽
ἑνὸς τῶν τμημάτων τὰ συναμφότερα τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ τε δὶς ὑπὸ
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τῆς ὅλης καὶ τοῦ εἰρημένου τμήματος περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ
τοῦ λοιποῦ τμήματος τετραγώνῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ τετράκις ὑπὸ τῆς
ὅληςκαὶ ἑνὸςτῶντμημάτωνπεριεχόμενονὀρθογώνιονμετὰτοῦἀπὸτοῦλοιποῦ
τμήματοςτετραγώνου ἴσονἐστὶτῷἀπότετῆςὅληςκαὶτοῦεἰρημένουτμήματος
ὡς ἀπὸ μιᾶς ἀναγραφέντι τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Γ σημεῖον·
λέγω, ὅτι τὸ τετράκις ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ, ΒΓ ὡς ἀπὸ μιᾶς
ἀναγραφέντι τετραγώνῳ.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἐπ᾽ εὐθείας [τῇ ΑΒ εὐθεῖα] ἡ ΒΔ, καὶ κείσθω τῇ ΓΒ
ἴση ἡ ΒΔ, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΑΔ τετράγωνον τὸ ΑΕΖΔ, καὶ κα-
ταγεγράφθω διπλοῦν τὸ σχῆμα.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΓΒ τῇ ΒΔ, ἀλλὰ ἡ μὲν ΓΒ τῇ ΗΚ ἐστιν ἴση, ἡ δὲ
ΒΔ τῇ ΚΝ, καὶ ἡ ΗΚ ἄρα τῇ ΚΝ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΠΡ τῇ
ΡΟ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΒΔ, ἡ δὲ ΗΚ τῇ ΚΝ, ἴσον ἄρα
ἐστὶ καὶ τὸ μὲν ΓΚ τῷ ΚΔ, τὸ δὲ ΗΡ τῷ ΡΝ. ἀλλὰ τὸ ΓΚ τῷ ΡΝ ἐστιν
ἴσον· παραπληρώματα γὰρ τοῦ ΓΟ παραλληλογράμμου· καὶ τὸ ΚΔ ἄρα
τῷ ΗΡ ἴσον ἐστίν· τὰ τέσσαρα ἄρα τὰ ΔΚ, ΓΚ, ΗΡ, ΡΝ ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.
τὰ τέσσαρα ἄρα τετραπλάσιά ἐστι τοῦ ΓΚ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΓΒ τῇ
ΒΔ, ἀλλὰ ἡ μὲν ΒΔ τῇ ΒΚ, τουτέστι τῇ ΓΗ ἴση, ἡ δὲ ΓΒ τῇ ΗΚ, τουτέστι
τῇ ΗΠ, ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ΓΗ ἄρα τῇ ΗΠ ἴση ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ
μὲν ΓΗ τῇ ΗΠ, ἡ δὲ ΠΡ τῇ ΡΟ, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ μὲν ΑΗ τῷ ΜΠ, τὸ δὲ
ΠΛ τῷ ΡΖ. ἀλλὰ τὸ ΜΠ τῷ ΠΛ ἐστιν ἴσον· παραπληρώματα γὰρ τοῦ
ΜΛ παραλληλογράμμου· καὶ τὸ ΑΗ ἄρα τῷ ΡΖ ἴσον ἐστίν· τὰ τέσσαρα
ἄρα τὰ ΑΗ, ΜΠ, ΠΛ, ΡΖ ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· τὰ τέσσαρα ἄρα τοῦ ΑΗ
ἐστι τετραπλάσια. ἐδείχθη δὲ καὶ τὰ τέσσαρα τὰ ΓΚ, ΚΔ, ΗΡ, ΡΝ τοῦ ΓΚ
τετραπλάσια· τὰ ἄρα ὀκτώ, ἃ περιέχει τὸν ΣΤΥ γνώμονα, τετραπλάσιά
ἐστι τοῦ ΑΚ. καὶ ἐπεὶ τὸ ΑΚ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΔ ἐστιν· ἴση γὰρ ἡ ΒΚ τῇ
ΒΔ· τὸ ἄρα τετράκις ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΔ τετραπλάσιόν ἐστι τοῦ ΑΚ. ἐδείχθη
δὲ τοῦ ΑΚ τετραπλάσιος καὶ ὁ ΣΤΥ γνώμων· τὸ ἄρα τετράκις ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΤΥ γνώμονι. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΞΘ, ὅ ἐστιν ἴσον τῷ
ἀπὸ τῆς ΑΓ τετραγώνῳ· τὸ ἄρα τετράκις ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΔ περιεχόμενον
ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ ΑΓ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΤΥ γνώμονι καὶ
τῷ ΞΘ. ἀλλὰ ὁ ΣΤΥ γνώμων καὶ τὸ ΞΘ ὅλον ἐστὶ τὸ ΑΕΖΔ τετράγωνον,
ὅ ἐστιν ἀπὸ τῆς ΑΔ· τὸ ἄρα τετράκις ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΔ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΑΓ
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΑΔ τετραγώνῳ· ἴση δὲ ἡ ΒΔ τῇ ΒΓ. τὸ ἄρα τετράκις
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ ΑΓ τετραγώνου
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ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΔ, τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ καὶ ΒΓ ὡς ἀπὸ μιᾶς
ἀναγραφέντι τετραγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ, ὡς ἔτυχεν, τὸ τετράκις ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ
ἑνὸς τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τοῦ λοιποῦ
τμήματος τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπό τε τῆς ὅλης καὶ τοῦ εἰρημένου
τμήματος ὡς ἀπὸ μιᾶς ἀναγραφέντι τετραγώνῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἴσα καὶ ἄνισα, τὰ ἀπὸ τῶν
ἀνίσων τῆς ὅλης τμημάτων τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τοῦ τε ἀπὸ τῆς ἡμισείας
καὶ τοῦ ἀπὸ τῆς μεταξὺ τῶν τομῶν τετραγώνου.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω εἰς μὲν ἴσα κατὰ τὸ Γ, εἰς δὲ
ἄνισα κατὰ τὸ Δ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τετράγωνα διπλάσιά ἐστι
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ τετραγώνων.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Γ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΓΕ, καὶ κείσθω ἴση ἑκατέρᾳ
τῶν ΑΓ, ΓΒ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΑ, ΕΒ, καὶ διὰ μὲν τοῦ Δ τῇ ΕΓ πα-
ράλληλος ἤχθω ἡ ΔΖ, διὰ δὲ τοῦ Ζ τῇ ΑΒ ἡ ΖΗ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΖ. καὶ
ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΕ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΕΑΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΑΕΓ.
καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ πρὸς τῷ Γ, λοιπαὶ ἄρα αἱ ὑπὸ ΕΑΓ, ΑΕΓ μιᾷ ὀρθῇ
ἴσαι εἰσίν· καί εἰσιν ἴσαι· ἡμίσεια ἄρα ὀρθῆς ἐστιν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΓΕΑ,
ΓΑΕ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΓΕΒ, ΕΒΓ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς·
ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΕΒ ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἡ ὑπὸ ΗΕΖ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς,
ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΕΗΖ· ἴση γάρ ἐστι τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΕΓΒ·
λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΕΖΗ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς· ἴση ἄρα [ἐστὶν] ἡ ὑπὸ ΗΕΖ
γωνία τῇ ὑπὸ ΕΖΗ· ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΕΗ τῇ ΗΖ ἐστιν ἴση. πάλιν ἐπεὶ ἡ
πρὸς τῷ Β γωνία ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς, ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΖΔΒ· ἴση γὰρ πάλιν
ἐστὶ τῇ ἐντὸς καὶ ἀπεναντίον τῇ ὑπὸ ΕΓΒ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΖΔ ἡμίσειά
ἐστιν ὀρθῆς· ἴση ἄρα ἡ πρὸς τῷ Β γωνία τῇ ὑπὸ ΔΖΒ· ὥστε καὶ πλευρὰ
ἡ ΖΔ πλευρᾷ τῇ ΔΒ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΕ, ἴσον ἐστὶ
καὶ τὸ ἀπὸ ΑΓ τῷ ἀπὸ ΓΕ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΕ τετράγωνα διπλάσιά
ἐστι τοῦ ἀπὸ ΑΓ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΕ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΑ τε-
τράγωνον· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΑΓΕ γωνία· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΑ διπλάσιόν
ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΕΗ τῇ ΗΖ, ἴσον καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΕΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΖ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΖ τετράγωνα διπλάσιά
ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΖ τετραγώνου. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΖ τετραγώνοις
ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ τετράγωνον· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΖ τετράγωνον
διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΖ. ἴση δὲ ἡ ΗΖ τῇ ΓΔ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΖ
διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΔ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΑ διπλάσιον τοῦ
ἀπὸ τῆς ΑΓ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΖ τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΔ τετραγώνων. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΖ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΑΖ τετράγωνον· ὀρθὴ γάρ ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΕΖ γωνία· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΖ
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τετράγωνον διπλάσιόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΑΖ ἴσα
τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΖ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Δ γωνία· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΖ διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ τετραγώνων. ἴση δὲ ἡ ΔΖ τῇ ΔΒ·
τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ
τετραγώνων.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἴσα καὶ ἄνισα, τὰ ἀπὸ τῶν ἀνίσων
τῆς ὅλης τμημάτων τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τοῦ τε ἀπὸ τῆς ἡμισείας καὶ
τοῦ ἀπὸ τῆς μεταξὺ τῶν τομῶν τετραγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ δίχα, προστεθῇ δέ τις αὐτῇ
εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκειμένῃ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς προ-
σκειμένης τὰ συναμφότερα τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τοῦ τε ἀπὸ τῆς ἡμισείας
καὶ τοῦ ἀπὸ τῆς συγκειμένης ἔκ τε τῆς ἡμισείας καὶ τῆς προσκειμένης ὡς ἀπὸ
μιᾶς ἀναγραφέντος τετραγώνου.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τετμήσθω δίχα κατὰ τὸ Γ, προσκείσθω δέ
τις αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΒΔ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τετράγωνα
διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ τετραγώνων.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Γ σημείου τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΓΕ, καὶ κείσθω
ἴση ἑκατέρᾳ, τῶν ΑΓ, ΓΒ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΑ, ΕΒ· καὶ διὰ μὲν τοῦ Ε
τῇ ΑΔ παράλληλος ἤχθω ἡ ΕΖ, διὰ δὲ τοῦ Δ τῇ ΓΕ παράλληλος ἤχθω ἡ
ΖΔ. καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους εὐθείας τὰς ΕΓ, ΖΔ εὐθεῖά τις ἐνέπεσεν ἡ ΕΖ,
αἱ ὑπὸ ΓΕΖ, ΕΖΔ ἄρα δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· αἱ ἄρα ὑπὸ ΖΕΒ, ΕΖΔ δύο
ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν· αἱ δὲ ἀπ᾽ ἐλασσόνων ἢ δύο ὀρθῶν ἐκβαλλόμεναι
συμπίπτουσιν· αἱ ἄρα ΕΒ, ΖΔ ἐκβαλλόμεναι ἐπὶ τὰ Β, Δ μέρη συμπεσοῦνται.
ἐκβεβλήσθωσαν καὶ συμπιπτέτωσαν κατὰ τὸ Η, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΗ. καὶ
ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΕ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΑΓ τῇ ὑπὸ ΑΕΓ· καὶ
ὀρθὴ ἡ πρὸς τῷ Γ· ἡμίσεια ἄρα ὀρθῆς [ἐστιν] ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΕΑΓ, ΑΕΓ.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΓΕΒ, ΕΒΓ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς· ὀρθὴ
ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΕΒ. καὶ ἐπεὶ ἡμίσεια ὀρθῆς ἐστιν ἡ ὑπὸ ΕΒΓ, ἡμίσεια
ἄρα ὀρθῆς καὶ ἡ ὑπὸ ΔΒΗ. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΔΗ ὀρθή· ἴση γάρ ἐστι
τῇ ὑπὸ ΔΓΕ· ἐναλλὰξ γάρ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΗΒ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς· ἡ
ἄρα ὑπὸ ΔΗΒ τῇ ὑπὸ ΔΒΗ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΒΔ πλευρᾷ τῇ
ΗΔ ἐστιν ἴση. πάλιν, ἐπεὶ ἡ ὑπὸ ΕΗΖ ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς, ὀρθὴ δὲ ἡ πρὸς
τῷ Ζ· ἴση γάρ ἐστι τῇ ἀπεναντίον τῇ πρὸς τῷ Γ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΖΕΗ
ἡμίσειά ἐστιν ὀρθῆς· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΕΗΖ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΕΗ· ὥστε καὶ
πλευρὰ ἡ ΗΖ πλευρᾷ τῇ ΕΖ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ [ἴση ἐστὶν ἡ ΕΓ τῇ ΓΑ,] ἴσον
ἐστὶ [καὶ] τὸ ἀπὸ τῆς ΕΓ τετράγωνον τῷ ἀπὸ τῆς ΓΑ τετραγώνῳ· τὰ ἄρα
ἀπὸ τῶν ΕΓ, ΓΑ τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΑ τετραγώνου.
τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΕΓ, ΓΑ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΑ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΑ
τετράγωνον διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετραγώνου. πάλιν, ἐπεὶ ἴση
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ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ ΕΖ, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΕ· τὰ ἄρα
ἀπὸ τῶν ΗΖ, ΖΕ διπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΖ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΗΖ, ΖΕ
ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΗ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΗ διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς
ΕΖ. ἴση δὲ ἡ ΕΖ τῇ ΓΔ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΗ τετράγωνον διπλάσιόν ἐστι
τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΑ διπλάσιον τοῦ ἀπὸ τῆς
ΑΓ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΗ τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ,
ΓΔ τετραγώνων. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΗ τετραγώνοις ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΑΗ τετράγωνον· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΗ διπλάσιόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΔ. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΗ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΗ [τετράγωνα] διπλάσιά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ [τετραγώνων].
ἴση δὲ ἡ ΔΗ τῇ ΔΒ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ [τετράγωνα] διπλάσιά ἐστι
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ τετραγώνων.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ δίχα, προστεθῇ δέ τις αὐτῇ εὐθεῖα ἐπ᾽
εὐθείας, τὸ ἀπὸ τῆς ὅλης σὺν τῇ προσκειμένῃ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς προσκειμένης
τὰ συναμφότερα τετράγωνα διπλάσιά ἐστι τοῦ τε ἀπὸ τῆς ἡμισείας καὶ
τοῦ ἀπὸ τῆς συγκειμένης ἔκ τε τῆς ἡμισείας καὶ τῆς προσκειμένης ὡς ἀπὸ
μιᾶς ἀναγραφέντος τετραγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τεμεῖν ὥστε τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ τοῦ
ἑτέρου τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον εἶναι τῷ ἀπὸ τοῦ λοιποῦ
τμήματος τετραγώνῳ.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ τὴν ΑΒ τεμεῖν ὥστε
τὸ ὑπὸ τῆς ὅλης καὶ τοῦ ἑτέρου τῶν τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον
ἴσον εἶναι τῷ ἀπὸ τοῦ λοιποῦ τμήματος τετραγώνῳ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΒΔΓ, καὶ τετμήσθω
ἡ ΑΓ δίχα κατὰ τὸ Ε σημεῖον, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΕ, καὶ διήχθω ἡ ΓΑ ἐπὶ τὸ
Ζ, καὶ κείσθω τῇ ΒΕ ἴση ἡ ΕΖ, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΑΖ τετράγωνον
τὸ ΖΘ, καὶ διήχθω ἡ ΗΘ ἐπὶ τὸ Κ· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ τέτμηται κατὰ τὸ Θ,
ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΘ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ποιεῖν τῷ ἀπὸ
τῆς ΑΘ τετραγώνῳ.

Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα ἡ ΑΓ τέτμηται δίχα κατὰ τὸ Ε, πρόσκειται δὲ αὐτῇ ἡ
ΖΑ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΑ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΑΕ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ τετραγώνῳ. ἴση δὲ ἡ ΕΖ τῇ ΕΒ·
τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΑ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΕΒ. ἀλλὰ
τῷ ἀπὸ ΕΒ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΕ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Α γωνία·
τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΑ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΕ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν
ΒΑ, ΑΕ. κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ· λοιπὸν ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ,
ΖΑ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ. καί
ἐστι τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΑ τὸ ΖΚ· ἴση γὰρ ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ· τὸ δὲ ἀπὸ τῆς
ΑΒ τὸ ΑΔ· τὸ ἄρα ΖΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΑΔ. κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ΑΚ· λοιπὸν
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ἄρα τὸ ΖΘ τῷ ΘΔ ἴσον ἐστίν. καί ἐστι τὸ μὲν ΘΔ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΘ·
ἴση γὰρ ἡ ΑΒ τῇ ΒΔ· τὸ δὲ ΖΘ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΘ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΘ
περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΘΑ τετραγώνῳ.

Ἡ ἄρα δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ τέτμηται κατὰ τὸ Θ ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΘ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ποιεῖν τῷ ἀπὸ τῆς ΘΑ τετραγώνῳ·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 12 () Ἐν τοῖς ἀμβλυγωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ἀμβλεῖαν
γωνίαν ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον μεῖζόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν τὴν ἀμ-
βλεῖαν γωνίαν περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνων τῷ περιεχομένῳ δὶς ὑπό τε
μιᾶς τῶν περὶ τὴν ἀμβλεῖαν γωνίαν, ἐφ᾽ ἣν ἡ κάθετος πίπτει, καὶ τῆς ἀπολαμ-
βανομένης ἐκτὸς ὑπὸ τῆς καθέτου πρὸς τῇ ἀμβλείᾳ γωνίᾳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀμβλυγώνιον τρίγωνον τὸ ΑΒΓ ἀμβλεῖαν ἔχον τὴν ὑπὸ
ΒΑΓ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Β σημείου ἐπὶ τὴν ΓΑ ἐκβληθεῖσαν κάθετος ἡ ΒΔ.
λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετράγωνον μεῖζόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ
τετραγώνων τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΑ, ΑΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα ἡ ΓΑ τέτμηται, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Α σημεῖον, τὸ ἄρα
ἀπὸ τῆς ΔΓ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΓΑ, ΑΔ τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς ὑπὸ
τῶν ΓΑ, ΑΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ. κοινὸν προσκείσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΔΒ·
τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΓΔ, ΔΒ ἴσα ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΓΑ, ΑΔ, ΔΒ τετραγώνοις
καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΑ, ΑΔ [περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ]. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ
τῶν ΓΔ, ΔΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Δ γωνία· τοῖς
δὲ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσον τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΓΒ τετράγωνον
ἴσον ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΓΑ, ΑΒ τετραγώνοις καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΑ,
ΑΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ· ὥστε τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ τετράγωνον τῶν ἀπὸ
τῶν ΓΑ, ΑΒ τετραγώνων μεῖζόν ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΑ, ΑΔ περιεχομένῳ
ὀρθογωνίῳ.

Ἐν ἄρα τοῖς ἀμβλυγωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ἀμβλεῖαν γωνίαν
ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον μεῖζόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν τὴν ἀμβλε-
ῖαν γωνίαν περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνων τῷ περιεχομένῳ δὶς ὑπό
τε μιᾶς τῶν περὶ τὴν ἀμβλεῖαν γωνίαν, ἐφ᾽ ἣν ἡ κάθετος πίπτει, καὶ τῆς
ἀπολαμβανομένης ἐκτὸς ὑπὸ τῆς καθέτου πρὸς τῇ ἀμβλείᾳ γωνίᾳ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐν τοῖς ὀξυγωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀξεῖαν γωνίαν
ὑποτεινούσης πλευρᾶς τετράγωνον ἔλαττόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν τὴν ὀξεῖαν γω-
νίαν περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνων τῷ περιεχομένῳ δὶς ὑπό τε μιᾶς τῶν
περὶ τὴν ὀξεῖαν γωνίαν, ἐφ᾽ ἣν ἡ κάθετοςπίπτει, καὶ τῆς ἀπολαμβανομένης ἐντὸς
ὑπὸ τῆς καθέτου πρὸς τῇ ὀξείᾳ γωνίᾳ.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω ὀξυγώνιον τρίγωνον τὸ ΑΒΓ ὀξεῖαν ἔχον τὴν πρὸς τῷ Β
γωνίαν, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α σημείου ἐπὶ τὴν ΒΓ κάθετος ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΓ τετράγωνον ἔλαττόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΓΒ, ΒΑ τετραγώνων
τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΒ, ΒΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα ἡ ΓΒ τέτμηται, ὡς ἔτυχεν, κατὰ τὸ Δ, τὰ ἄρα ἀπὸ
τῶν ΓΒ, ΒΔ τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ τε δὶς ὑπὸ τῶν ΓΒ, ΒΔ περιεχομένῳ
ὀρθογωνίῳ καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΓ τετραγώνῳ. κοινὸν προσκείσθω τὸ ἀπὸ
τῆς ΔΑ τετράγωνον· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΓΒ, ΒΔ, ΔΑ τετράγωνα ἴσα ἐστὶ τῷ
τε δὶς ὑπὸ τῶν ΓΒ, ΒΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ καὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ
τετραγώνοις. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΒΔ, ΔΑ ἴσον τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ· ὀρθὴ
γὰρ ἡ πρὸς τῷ Δ γωνίᾳ· τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ·
τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΓΒ, ΒΑ ἴσα ἐστὶ τῷ τε ἀπὸ τῆς ΑΓ καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν
ΓΒ, ΒΔ· ὥστε μόνον τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ ἔλαττόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΓΒ, ΒΑ
τετραγώνων τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΒ, ΒΔ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἐν ἄρα τοῖς ὀξυγωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀξεῖαν γωνίαν ὑποτει-
νούσης πλευρᾶς τετράγωνον ἔλαττόν ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν τὴν ὀξεῖαν γωνίαν
περιεχουσῶν πλευρῶν τετραγώνων τῷ περιεχομένῳ δὶς ὑπό τε μιᾶς τῶν
περὶ τὴν ὀξεῖαν γωνίαν, ἐφ᾽ ἣν ἡ κάθετος πίπτει, καὶ τῆς ἀπολαμβανομένης
ἐντὸς ὑπὸ τῆς καθέτου πρὸς τῇ ὀξείᾳ γωνίᾳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ἴσον τετράγωνον συστήσασθαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω τὸ δοθὲν εὐθύγραμμον τὸ Α· δεῖ δὴ τῷ Α εὐθυγράμμῳ
ἴσον τετράγωνον συστήσασθαι.

Συνεστάτω γὰρ τῷ Α εὐθυγράμμῳ ἴσον παραλληλόγραμμον ὀρθο-
γώνιον τὸ ΒΔ· εἰ μὲν οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΕΔ, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν.
συνέσταται γὰρ τῷ Α εὐθυγράμμῳ ἴσον τετράγωνον τὸ ΒΔ· εἰ δὲ οὔ, μία
τῶν ΒΕ, ΕΔ μείζων ἐστίν. ἔστω μείζων ἡ ΒΕ, καὶ ἐκβεβλήσθω ἐπὶ τὸ Ζ, καὶ
κείσθω τῇ ΕΔ ἴση ἡ ΕΖ, καὶ τετμήσθω ἡ ΒΖ δίχα κατὰ τὸ Η, καὶ κέντρῳ
τῷ Η, διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν ΗΒ, ΗΖ ἡμικύκλιον γεγράφθω τὸ ΒΘΖ, καὶ
ἐκβεβλήσθω ἡ ΔΕ ἐπὶ τὸ Θ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΗΘ.

Ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα ἡ ΒΖ τέτμηται εἰς μὲν ἴσα κατὰ τὸ Η, εἰς δὲ ἄνισα κατὰ
τὸ Ε, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΕ, ΕΖ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ
τῆς ΕΗ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΖ τετραγώνῳ. ἴση δὲ ἡ ΗΖ
τῇ ΗΘ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΕ, ΕΖ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ
τῆς ΗΘ. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΗΘ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΘΕ, ΕΗ τετράγωνα· τὸ
ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΕ, ΕΖ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΗΕ ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΘΕ, ΕΗ.
κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΗΕ τετράγωνον· λοιπὸν ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν
ΒΕ, ΕΖ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΘ τετραγώνῳ.
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ἀλλὰ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΕ, ΕΖ τὸ ΒΔ ἐστιν· ἴση γὰρ ἡ ΕΖ τῇ ΕΔ· τὸ ἄρα ΒΔ
παραλληλόγραμμον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΘΕ τετραγώνῳ. ἴσον δὲ τὸ ΒΔ
τῷ Α εὐθυγράμμῳ. καὶ τὸ Α ἄρα εὐθύγραμμον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΘ
ἀναγραφησομένῳ τετραγώνῳ.

Τῷ ἄρα δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ Α ἴσον τετράγωνον συνέσταται τὸ
ἀπὸ τῆς ΕΘ ἀναγραφησόμενον· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 



Βιβλίο 3ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Ἴσοι κύκλοι εἰσίν, ὧν αἱ διάμετροι ἴσαι εἰσίν, ἢ ὧν αἱ ἐκ τῶν κέντρων
ἴσαι εἰσίν.

(ὁρ. 2) Εὐθεῖα κύκλου ἐφάπτεσθαι λέγεται, ἥτις ἁπτομένη τοῦ κύκλου
καὶ ἐκβαλλομένη οὐ τέμνει τὸν κύκλον.

(ὁρ. 3) Κύκλοι ἐφάπτεσθαι ἀλλήλων λέγονται οἵτινες ἁπτόμενοι ἀλλήλων
οὐ τέμνουσιν ἀλλήλους.

(ὁρ. 4) Ἐν κύκλῳ ἴσον ἀπέχειν ἀπὸ τοῦ κέντρου εὐθεῖαι λέγονται, ὅταν
αἱ ἀπὸ τοῦ κέντρου ἐπ᾽ αὐτὰς κάθετοι ἀγόμεναι ἴσαι ὦσιν.

(ὁρ. 5) Μεῖζον δὲ ἀπέχειν λέγεται, ἐφ᾽ ἣν ἡ μείζων κάθετος πίπτει.

(ὁρ. 6) Τμῆμα κύκλου ἐστὶ τὸ περιεχόμενον σχῆμα ὑπό τε εὐθείας καὶ
κύκλου περιφερείας.

(ὁρ. 7) Τμήματος δὲ γωνία ἐστὶν ἡ περιεχομένη ὑπό τε εὐθείας καὶ κύκλου
περιφερείας.

(ὁρ. 8) Ἐν τμήματι δὲ γωνία ἐστίν, ὅταν ἐπὶ τῆς περιφερείας τοῦ τμήματος
ληφθῇ τι σημεῖον καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ ἐπὶ τὰ πέρατα τῆς εὐθείας, ἥ ἐστι
βάσις τοῦ τμήματος, ἐπιζευχθῶσιν εὐθεῖαι, ἡ περιεχομένη γωνία
ὑπὸ τῶν ἐπιζευχθεισῶν εὐθειῶν.

(ὁρ. 9) Ὅταν δὲ αἱ περιέχουσαι τὴν γωνίαν εὐθεῖαι ἀπολαμβάνωσί τινα
περιφέρειαν, ἐπ᾽ ἐκείνης λέγεται βεβηκέναι ἡ γωνία.

(ὁρ. 10) Τομεὺς δὲ κύκλου ἐστίν, ὅταν πρὸς τῷ κέντρῳ τοῦ κύκλου συ-
σταθῇ γωνία, τὸ περιεχόμενον σχῆμα ὑπό τε τῶν τὴν γωνίαν
περιεχουσῶν εὐθειῶν καὶ τῆς ἀπολαμβανομένης ὑπ᾽ αὐτῶν περι-
φερείας.
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(ὁρ. 11) Ὅμοια τμήματα κύκλων ἐστὶ τὰ δεχόμενα γωνίας ἴσας, ἢ ἐν οἷς αἱ
γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

Πρότασις 1 () Τοῦ δοθέντος κύκλου τὸ κέντρον εὑρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓ· δεῖ δὴ τοῦ ΑΒΓ κύκλου τὸ κέντρον
εὑρεῖν.

Διήχθω τις εἰς αὐτόν, ὡς ἔτυχεν, εὐθεῖα ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω δίχα κατὰ
τὸ Δ σημεῖον, καὶ ἀπὸ τοῦ Δ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΔΓ καὶ διήχθω
ἐπὶ τὸ Ε, καὶ τετμήσθω ἡ ΓΕ δίχα κατὰ τὸ Ζ· λέγω, ὅτι τὸ Ζ κέντρον ἐστὶ
τοῦ ΑΒΓ [κύκλου].

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἔστω τὸ Η, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΗΑ, ΗΔ, ΗΒ.
καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΔΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΔΗ, δύο δὴ αἱ ΑΔ, ΔΗ δύο ταῖς
ΗΔ, ΔΒ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ βάσις ἡ ΗΑ βάσει τῇ ΗΒ ἐστιν ἴση·
ἐκ κέντρου γάρ· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΔΗ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΗΔΒ ἴση ἐστίν. ὅταν
δὲ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας ἀλλήλαις ποιῇ, ὀρθὴ
ἑκατέρα τῶν ἴσων γωνιῶν ἐστιν· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΗΔΒ. ἐστὶ δὲ καὶ
ἡ ὑπὸ ΖΔΒ ὀρθή· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΖΔΒ τῇ ὑπὸ ΗΔΒ, ἡ μείζων τῇ ἐλάττονι·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὸ Η κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλο τι πλὴν τοῦ Ζ.

Τὸ Ζ ἄρα σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ [κύκλου].
Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν ἐν κύκλῳ εὐθεῖά τις εὐθεῖάν τινα δίχα

καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνῃ, ἐπὶ τῆς τεμνούσης ἐστὶ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν κύκλου ἐπὶ τῆς περιφερείας ληφθῇ δύο τυχόντα σημεῖα,
ἡ ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐντὸς πεσεῖται τοῦ κύκλου.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ ἐπὶ τῆς περιφερείας αὐτοῦ εἰλήφθω
δύο τυχόντα σημεῖα τὰ Α, Β· λέγω, ὅτι ἡ ἀπὸ τοῦ Α ἐπὶ τὸ Β ἐπιζευγνυμένη
εὐθεῖα ἐντὸς πεσεῖται τοῦ κύκλου.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, πιπτέτω ἐκτὸς ὡς ἡ ΑΕΒ, καὶ εἰλήφθω τὸ
κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου, καὶ ἔστω τὸ Δ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΔΑ, ΔΒ, καὶ
διήχθω ἡ ΔΖΕ.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΔΒ, ἴση ἄρα καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΑΕ τῇ
ὑπὸ ΔΒΕ· καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΔΑΕ μία πλευρὰ προσεκβέβληται ἡ ΑΕΒ,
μείζων ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΕΒ γωνία τῆς ὑπὸ ΔΑΕ. ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΔΑΕ τῇ ὑπὸ
ΔΒΕ· μείζων ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΕΒ τῆς ὑπὸ ΔΒΕ. ὑπὸ δὲ τὴν μείζονα γωνίαν ἡ
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μείζων πλευρὰ ὑποτείνει· μείζων ἄρα ἡ ΔΒ τῆς ΔΕ. ἴση δὲ ἡ ΔΒ τῇ ΔΖ.
μείζων ἄρα ἡ ΔΖ τῆς ΔΕ ἡ ἐλάττων τῆς μείζονος· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.
οὐκ ἄρα ἡ ἀπὸ τοῦ Α ἐπὶ τὸ Β ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐκτὸς πεσεῖται τοῦ
κύκλου. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἐπ᾽ αὐτῆς τῆς περιφερείας· ἐντὸς ἄρα.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ἐπὶ τῆς περιφερείας ληφθῇ δύο τυχόντα σημεῖα, ἡ
ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐντὸς πεσεῖται τοῦ κύκλου· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰν ἐν κύκλῳ εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ
τοῦ κέντρου δίχα τέμνῃ, καὶ πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν τέμνει· καὶ ἐὰν πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν
τέμνῃ, καὶ δίχα αὐτὴν τέμνει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ ἐν αὐτῷ εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου
ἡ ΓΔ εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ κέντρου τὴν ΑΒ δίχα τεμνέτω κατὰ τὸ Ζ
σημεῖον· λέγω, ὅτι καὶ πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν τέμνει.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου, καὶ ἔστω τὸ Ε, καὶ ἐπε-
ζεύχθωσαν αἱ ΕΑ, ΕΒ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΖΕ, δύο δυσὶν ἴσαι [εἰσίν].
καὶ βάσις ἡ ΕΑ βάσει τῇ ΕΒ ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΖΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΒΖΕ ἴση ἐστίν. ὅταν δὲ εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθεῖαν σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας ἴσας
ἀλλήλαις ποιῇ, ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ἴσων γωνιῶν ἐστιν· ἑκατέρα ἄρα τῶν
ὑπὸ ΑΖΕ, ΒΖΕ ὀρθή ἐστιν. ἡ ΓΔ ἄρα διὰ τοῦ κέντρου οὖσα τὴν ΑΒ μὴ διὰ
τοῦ κέντρου οὖσαν δίχα τέμνουσα καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνει.

Ἀλλὰ δὴ ἡ ΓΔ τὴν ΑΒ πρὸς ὀρθὰς τεμνέτω· λέγω, ὅτι καὶ δίχα αὐτὴν
τέμνει, τουτέστιν, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΕΑ τῇ ΕΒ, ἴση
ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΑΖ τῇ ὑπὸ ΕΒΖ. ἐστὶ δὲ καὶ ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΑΖΕ ὀρθῇ
τῇ ὑπὸ ΒΖΕ ἴση· δύο ἄρα τρίγωνά ἐστι τὰ ΕΑΖ, ΕΖΒ τὰς δύο γωνίας δυσὶ
γωνίαις ἴσας ἔχοντα καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην κοινὴν αὐτῶν τὴν
ΕΖ ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων γωνιῶν· καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς
ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει· ἴση ἄρα ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ.

Ἐὰν ἄρα ἐν κύκλῳ εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ
κέντρου δίχα τέμνῃ, καὶ πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν τέμνει· καὶ ἐὰν πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν
τέμνῃ, καὶ δίχα αὐτὴν τέμνει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰν ἐν κύκλῳ δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας μὴ διὰ τοῦ
κέντρου οὖσαι, οὐ τέμνουσιν ἀλλήλας δίχα.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, καὶ ἐν αὐτῷ δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΓ, ΒΔ
τεμνέτωσαν ἀλλήλας κατὰ τὸ Ε μὴ διὰ τοῦ κέντρου οὖσαι· λέγω, ὅτι οὐ
τέμνουσιν ἀλλήλας δίχα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, τεμνέτωσαν ἀλλήλας δίχα ὥστε ἴσην εἶναι τὴν μὲν ΑΕ
τῇ ΕΓ, τὴν δὲ ΒΕ τῇ ΕΔ· καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, καὶ
ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΕ.

Ἐπεὶ οὖν εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου ἡ ΖΕ εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ
κέντρου τὴν ΑΓ δίχα τέμνει, καὶ πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν τέμνει· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν
ἡ ὑπὸ ΖΕΑ· πάλιν, ἐπεὶ εὐθεῖά τις ἡ ΖΕ εὐθεῖάν τινα τὴν ΒΔ δίχα τέμνει,
καὶ πρὸς ὀρθὰς αὐτὴν τέμνει· ὀρθὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΖΕΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ
ΖΕΑ ὀρθή· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΖΕΑ τῇ ὑπὸ ΖΕΒ ἡ ἐλάττων τῇ μείζονι· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα αἱ ΑΓ, ΒΔ τέμνουσιν ἀλλήλας δίχα.

Ἐὰν ἄρα ἐν κύκλῳ δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας μὴ διὰ τοῦ κέντρου
οὖσαι, οὐ τέμνουσιν ἀλλήλας δίχα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Ἐὰν δύο κύκλοι τέμνωσιν ἀλλήλους, οὐκ ἔσται αὐτῶν τὸ
αὐτὸ κέντρον.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΓΔΗ τεμνέτωσαν ἀλλήλους κατὰ τὰ
Β, Γ σημεῖα. λέγω, ὅτι οὐκ ἔσται αὐτῶν τὸ αὐτὸ κέντρον.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΕΓ, καὶ διήχθω ἡ ΕΖΗ, ὡς
ἔτυχεν. καὶ ἐπεὶ τὸ Ε σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΕΓ
τῇ ΕΖ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Ε σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΓΔΗ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ
ΕΓ τῇ ΕΗ· ἐδείχθη δὲ ἡ ΕΓ καὶ τῇ ΕΖ ἴση· καὶ ἡ ΕΖ ἄρα τῇ ΕΗ ἐστιν ἴση ἡ
ἐλάσσων τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὸ Ε σημεῖον κέντρον
ἐστὶ τῶν ΑΒΓ, ΓΔΗ κύκλων.

Ἐὰν ἄρα δύο κύκλοι τέμνωσιν ἀλλήλους, οὐκ ἔστιν αὐτῶν τὸ αὐτὸ
κέντρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν δύο κύκλοι ἐφάπτωνται ἀλλήλων, οὐκ ἔσται αὐτῶν τὸ
αὐτὸ κέντρον.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΓΔΕ ἐφαπτέσθωσαν ἀλλήλων κατὰ τὸ
Γ σημεῖον· λέγω, ὅτι οὐκ ἔσται αὐτῶν τὸ αὐτὸ κέντρον.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΓ, καὶ διήχθω, ὡς ἔτυχεν,
ἡ ΖΕΒ.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Ζ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΖΓ
τῇ ΖΒ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Ζ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΓΔΕ κύκλου, ἴση ἐστὶν
ἡ ΖΓ τῇ ΖΕ. ἐδείχθη δὲ ἡ ΖΓ τῇ ΖΒ ἴση· καὶ ἡ ΖΕ ἄρα τῇ ΖΒ ἐστιν ἴση, ἡ
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ἐλάττων τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὸ Ζ σημεῖον κέντρον
ἐστὶ τῶν ΑΒΓ, ΓΔΕ κύκλων.

Ἐὰν ἄρα δύο κύκλοι ἐφάπτωνται ἀλλήλων, οὐκ ἔσται αὐτῶν τὸ αὐτὸ
κέντρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰν κύκλου ἐπὶ τῆς διαμέτρου ληφθῇ τι σημεῖον, ὃ μή ἐστι
κέντροντοῦκύκλου,ἀπὸδὲτοῦσημείουπρὸςτὸνκύκλονπροσπίπτωσιν εὐθεῖαί
τινες, μεγίστη μὲν ἔσται, ἐφ᾽ ἧς τὸ κέντρον, ἐλαχίστη δὲ ἡ λοιπή, τῶν δὲ ἄλλων
ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ κέντρου τῆς ἀπώτερον μείζων ἐστίν, δύο δὲ μόνον ἴσαι
ἀπὸ τοῦ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς τὸν κύκλον ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ἐλαχίστης.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἔστω ἡ ΑΔ, καὶ ἐπὶ
τῆς ΑΔ εἰλήφθω τι σημεῖον τὸ Ζ, ὃ μή ἐστι κέντρον τοῦ κύκλου, κέντρον
δὲ τοῦ κύκλου ἔστω τὸ Ε, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον προσπι-
πτέτωσαν εὐθεῖαί τινες αἱ ΖΒ, ΖΓ, ΖΗ· λέγω, ὅτι μεγίστη μέν ἐστιν ἡ ΖΑ,
ἐλαχίστη δὲ ἡ ΖΔ, τῶν δὲ ἄλλων ἡ μὲν ΖΒ τῆς ΖΓ μείζων, ἡ δὲ ΖΓ τῆς ΖΗ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΕ, ΓΕ, ΗΕ. καὶ ἐπεὶ παντὸς τριγώνου αἱ δύο
πλευραὶ τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσιν, αἱ ἄρα ΕΒ, ΕΖ τῆς ΒΖ μείζονές εἰσιν. ἴση
δὲ ἡ ΑΕ τῇ ΒΕ [αἱ ἄρα ΒΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσὶ τῇ ΑΖ]· μείζων ἄρα ἡ ΑΖ τῆς ΒΖ.
πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΓΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΖΕ, δύο δὴ αἱ ΒΕ, ΕΖ δυσὶ
ταῖς ΓΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσίν. ἀλλὰ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΕΖ γωνίας τῆς ὑπὸ ΓΕΖ
μείζων. βάσις ἄρα ἡ ΒΖ βάσεως τῆς ΓΖ μείζων ἐστίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ
ἡ ΓΖ τῆς ΖΗ μείζων ἐστίν.

Πάλιν, ἐπεὶ αἱ ΗΖ, ΖΕ τῆς ΕΗ μείζονές εἰσιν, ἴση δὲ ἡ ΕΗ τῇ ΕΔ, αἱ
ἄρα ΗΖ, ΖΕ τῆς ΕΔ μείζονές εἰσιν. κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ ΕΖ· λοιπὴ ἄρα ἡ
ΗΖ λοιπῆς τῆς ΖΔ μείζων ἐστίν. μεγίστη μὲν ἄρα ἡ ΖΑ, ἐλαχίστη δὲ ἡ ΖΔ,
μείζων δὲ ἡ μὲν ΖΒ τῆς ΖΓ, ἡ δὲ ΖΓ τῆς ΖΗ.

Λέγω, ὅτι καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου δύο μόνον ἴσαι προσπεσοῦνται πρὸς
τὸν ΑΒΓΔ κύκλον ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ΖΔ ἐλαχίστης. συνεστάτω γὰρ πρὸς τῇ
ΕΖ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Ε τῇ ὑπὸ ΗΕΖ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ
ΖΕΘ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΘ. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΗΕ τῇ ΕΘ, κοινὴ δὲ ἡ ΕΖ,
δύο δὴ αἱ ΗΕ, ΕΖ δυσὶ ταῖς ΘΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΗΕΖ γωνίᾳ
τῇ ὑπὸ ΘΕΖ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΖΗ βάσει τῇ ΖΘ ἴση ἐστίν. λέγω δή, ὅτι
τῇ ΖΗ ἄλλη ἴση οὐ προσπεσεῖται πρὸς τὸν κύκλον ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου. εἰ
γὰρ δυνατόν, προσπιπτέτω ἡ ΖΚ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΖΚ τῇ ΖΗ ἴση ἐστίν, ἀλλὰ ἡ
ΖΘ τῇ ΖΗ [ἴση ἐστίν], καὶ ἡ ΖΚ ἄρα τῇ ΖΘ ἐστιν ἴση, ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ
κέντρου τῇ ἀπώτερον ἴση· ὅπερ ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου
ἑτέρα τις προσπεσεῖται πρὸς τὸν κύκλον ἴση τῇ ΗΖ· μία ἄρα μόνη.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ἐπὶ τῆς διαμέτρου ληφθῇ τι σημεῖον, ὃ μή ἐστι κέντρον
τοῦ κύκλου, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου πρὸς τὸν κύκλον προσπίπτωσιν εὐθεῖαί
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τινες, μεγίστη μὲν ἔσται, ἐφ᾽ ἧς τὸ κέντρον, ἐλαχίστη δὲ ἡ λοιπή, τῶν δὲ
ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ κέντρου τῆς ἀπώτερον μείζων ἐστίν, δύο
δὲ μόνον ἴσαι ἀπὸ τοῦ αὐτοῦ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς τὸν κύκλον
ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ἐλαχίστης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰνκύκλουληφθῇτισημεῖον ἐκτός,ἀπὸδὲτοῦσημείουπρὸς
τὸν κύκλον διαχθῶσιν εὐθεῖαί τινες, ὧν μία μὲν διὰ τοῦ κέντρου, αἱ δὲ λοιπαί, ὡς
ἔτυχεν, τῶν μὲν πρὸς τὴν κοίλην περιφέρειαν προσπιπτουσῶν εὐθειῶν μεγίστη
μέν ἐστιν ἡ διὰ τοῦ κέντρου, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ κέντρου τῆς
ἀπώτερον μείζων ἐστίν, τῶν δὲ πρὸς τὴν κυρτὴν περιφέρειαν προσπιπτουσῶν
εὐθειῶν ἐλαχίστη μέν ἐστιν ἡ μεταξὺ τοῦ τε σημείου καὶ τῆς διαμέτρου, τῶν
δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς ἐλαχίστης τῆς ἀπώτερόν ἐστιν ἐλάττων, δύο δὲ
μόνον ἴσαι ἀπὸ τοῦ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς τὸν κύκλον ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς
ἐλαχίστης.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ τοῦ ΑΒΓ εἰλήφθω τι σημεῖον ἐκτὸς τὸ
Δ, καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ διήχθωσαν εὐθεῖαί τινες αἱ ΔΑ, ΔΕ, ΔΖ, ΔΓ, ἔστω δὲ ἡ
ΔΑ διὰ τοῦ κέντρου. λέγω, ὅτι τῶν μὲν πρὸς τὴν ΑΕΖΓ κοίλην περιφέρειαν
προσπιπτουσῶν εὐθειῶν μεγίστη μέν ἐστιν ἡ διὰ τοῦ κέντρου ἡ ΔΑ, μείζων
δὲ ἡ μὲν ΔΕ τῆς ΔΖ ἡ δὲ ΔΖ τῆς ΔΓ, τῶν δὲ πρὸς τὴν ΘΛΚΗ κυρτὴν
περιφέρειαν προσπιπτουσῶν εὐθειῶν ἐλαχίστη μέν ἐστιν ἡ ΔΗ ἡ μεταξὺ
τοῦ σημείου καὶ τῆς διαμέτρου τῆς ΑΗ, ἀεὶ δὲ ἡ ἔγγιον τῆς ΔΗ ἐλαχίστης
ἐλάττων ἐστὶ τῆς ἀπώτερον, ἡ μὲν ΔΚ τῆς ΔΛ, ἡ δὲ ΔΛ τῆς ΔΘ.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου καὶ ἔστω τὸ Μ· καὶ ἐπε-
ζεύχθωσαν αἱ ΜΕ, ΜΖ, ΜΓ, ΜΚ, ΜΛ, ΜΘ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΜ τῇ ΕΜ, κοινὴ προσκείσθω ἡ ΜΔ· ἡ ἄρα ΑΔ
ἴση ἐστὶ ταῖς ΕΜ, ΜΔ. ἀλλ᾽ αἱ ΕΜ, ΜΔ τῆς ΕΔ μείζονές εἰσιν· καὶ ἡ ΑΔ ἄρα
τῆς ΕΔ μείζων ἐστίν. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΜΕ τῇ ΜΖ, κοινὴ δὲ ἡ ΜΔ,
αἱ ΕΜ, ΜΔ ἄρα ταῖς ΖΜ, ΜΔ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΜΔ γωνίας
τῆς ὑπὸ ΖΜΔ μείζων ἐστίν. βάσις ἄρα ἡ ΕΔ βάσεως τῆς ΖΔ μείζων ἐστίν.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΖΔ τῆς ΓΔ μείζων ἐστίν· μεγίστη μὲν ἄρα ἡ
ΔΑ, μείζων δὲ ἡ μὲν ΔΕ τῆς ΔΖ, ἡ δὲ ΔΖ τῆς ΔΓ.

Καὶ ἐπεὶ αἱ ΜΚ, ΚΔ τῆς ΜΔ μείζονές εἰσιν, ἴση δὲ ἡ ΜΗ τῇ ΜΚ, λοιπὴ
ἄρα ἡ ΚΔ λοιπῆς τῆς ΗΔ μείζων ἐστίν· ὥστε ἡ ΗΔ τῆς ΚΔ ἐλάττων ἐστίν·
καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΜΛΔ ἐπὶ μιᾶς τῶν πλευρῶν τῆς ΜΔ δύο εὐθεῖαι
ἐντὸς συνεστάθησαν αἱ ΜΚ, ΚΔ, αἱ ἄρα ΜΚ, ΚΔ τῶν ΜΛ, ΛΔ ἐλάττονές
εἰσιν· ἴση δὲ ἡ ΜΚ τῇ ΜΛ· λοιπὴ ἄρα ἡ ΔΚ λοιπῆς τῆς ΔΛ ἐλάττων ἐστίν.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΔΛ τῆς ΔΘ ἐλάττων ἐστίν· ἐλαχίστη μὲν ἄρα
ἡ ΔΗ, ἐλάττων δὲ ἡ μὲν ΔΚ τῆς ΔΛ ἡ δὲ ΔΛ τῆς ΔΘ.

Λέγω, ὅτι καὶ δύο μόνον ἴσαι ἀπὸ τοῦ Δ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς
τὸν κύκλον ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ΔΗ ἐλαχίστης· συνεστάτω πρὸς τῇ ΜΔ εὐθείᾳ
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καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Μ τῇ ὑπὸ ΚΜΔ γωνίᾳ ἴση γωνία ἡ ὑπὸ ΔΜΒ
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΜΚ τῇ ΜΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΜΔ, δύο
δὴ αἱ ΚΜ, ΜΔ δύο ταῖς ΒΜ, ΜΔ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ
ὑπὸ ΚΜΔ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΜΔ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΔΚ βάσει τῇ ΔΒ ἴση ἐστίν.
λέγω [δή], ὅτι τῇ ΔΚ εὐθείᾳ ἄλλη ἴση οὐ προσπεσεῖται πρὸς τὸν κύκλον
ἀπὸ τοῦ Δ σημείου. εἰ γὰρ δυνατόν, προσπιπτέτω καὶ ἔστω ἡ ΔΝ. ἐπεὶ
οὖν ἡ ΔΚ τῇ ΔΝ ἐστιν ἴση, ἀλλ᾽ ἡ ΔΚ τῇ ΔΒ ἐστιν ἴση, καὶ ἡ ΔΒ ἄρα τῇ
ΔΝ ἐστιν ἴση, ἡ ἔγγιον τῆς ΔΗ ἐλαχίστης τῇ ἀπώτερον [ἐστιν] ἴση· ὅπερ
ἀδύνατον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα πλείους ἢ δύο ἴσαι πρὸς τὸν ΑΒΓ κύκλον ἀπὸ
τοῦ Δ σημείου ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ΔΗ ἐλαχίστης προσπεσοῦνται.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου πρὸς τὸν
κύκλον διαχθῶσιν εὐθεῖαί τινες, ὧν μία μὲν διὰ τοῦ κέντρου αἱ δὲ λοιπαί,
ὡς ἔτυχεν, τῶν μὲν πρὸς τὴν κοίλην περιφέρειαν προσπιπτουσῶν εὐθειῶν
μεγίστη μέν ἐστιν ἡ διὰ τοῦ κέντρου, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς διὰ τοῦ
κέντρου τῆς ἀπώτερον μείζων ἐστίν, τῶν δὲ πρὸς τὴν κυρτὴν περιφέρειαν
προσπιπτουσῶν εὐθειῶν ἐλαχίστη μέν ἐστιν ἡ μεταξὺ τοῦ τε σημείου καὶ
τῆς διαμέτρου, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον τῆς ἐλαχίστης τῆς ἀπώτερόν
ἐστιν ἐλάττων, δύο δὲ μόνον ἴσαι ἀπὸ τοῦ σημείου προσπεσοῦνται πρὸς
τὸν κύκλον ἐφ᾽ ἑκάτερα τῆς ἐλαχίστης· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Ἐὰν κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐντός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου
πρὸς τὸν κύκλον προσπίπτωσι πλείους ἢ δύο ἴσαι εὐθεῖαι, τὸ ληφθὲν σημεῖον
κέντρον ἐστὶ τοῦ κύκλου.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, ἐντὸς δὲ αὐτοῦ σημεῖον τὸ Δ, καὶ ἀπὸ
τοῦ Δ πρὸς τὸν ΑΒΓ κύκλον προσπιπτέτωσαν πλείους ἢ δύο ἴσαι εὐθεῖαι
αἱ ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ· λέγω, ὅτι τὸ Δ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΑΒ, ΒΓ καὶ τετμήσθωσαν δίχα κατὰ τὰ Ε, Ζ
σημεῖα, καὶ ἐπιζευχθεῖσαι αἱ ΕΔ, ΖΔ διήχθωσαν ἐπὶ τὰ Η, Κ, Θ, Λ σημεῖα.

Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΕΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΕΔ, δύο δὴ αἱ ΑΕ, ΕΔ
δύο ταῖς ΒΕ, ΕΔ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΔΑ βάσει τῇ ΔΒ ἴση· γωνία ἄρα
ἡ ὑπὸ ΑΕΔ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΕΔ ἴση ἐστίν· ὀρθὴ ἄρα ἑκατέρα τῶν ὑπὸ
ΑΕΔ, ΒΕΔ γωνιῶν· ἡ ΗΚ ἄρα τὴν ΑΒ τέμνει δίχα καὶ πρὸς ὀρθάς. καὶ
ἐπεί, ἐὰν ἐν κύκλῳ εὐθεῖά τις εὐθεῖάν τινα δίχα τε καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνῃ,
ἐπὶ τῆς τεμνούσης ἐστὶ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου, ἐπὶ τῆς ΗΚ ἄρα ἐστὶ τὸ
κέντρον τοῦ κύκλου. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἐπὶ τῆς ΘΛ ἐστι τὸ κέντρον τοῦ
ΑΒΓ κύκλου. καὶ οὐδὲν ἕτερον κοινὸν ἔχουσιν αἱ ΗΚ, ΘΛ εὐθεῖαι ἢ τὸ Δ
σημεῖον· τὸ Δ ἄρα σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐντός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου πρὸς
τὸν κύκλον προσπίπτωσι πλείους ἢ δύο ἴσαι εὐθεῖαι, τὸ ληφθὲν σημεῖον
κέντρον ἐστὶ τοῦ κύκλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 10 () Κύκλος κύκλον οὐ τέμνει κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ δύο.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, κύκλος ὁ ΑΒΓ κύκλον τὸν ΔΕΖ τεμνέτω κατὰ
πλείονα σημεῖα ἢ δύο τὰ Β, Η, Ζ, Θ, καὶ ἐπιζευχθεῖσαι αἱ ΒΘ, ΒΗ δίχα
τεμνέσθωσαν κατὰ τὰ Κ, Λ σημεῖα· καὶ ἀπὸ τῶν Κ, Λ ταῖς ΒΘ, ΒΗ πρὸς
ὀρθὰς ἀχθεῖσαι αἱ ΚΓ, ΛΜ διήχθωσαν ἐπὶ τὰ Α, Ε σημεῖα.

Ἐπεὶ οὖν ἐν κύκλῳ τῷ ΑΒΓ εὐθεῖά τις ἡ ΑΓ εὐθεῖάν τινα τὴν ΒΘ δίχα
καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνει, ἐπὶ τῆς ΑΓ ἄρα ἐστὶ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου.
πάλιν, ἐπεὶ ἐν κύκλῳ τῷ αὐτῷ τῷ ΑΒΓ εὐθεῖά τις ἡ ΝΞ εὐθεῖάν τινα τὴν
ΒΗ δίχα καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνει, ἐπὶ τῆς ΝΞ ἄρα ἐστὶ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ
κύκλου. ἐδείχθη δὲ καὶ ἐπὶ τῆς ΑΓ, καὶ κατ᾽ οὐδὲν συμβάλλουσιν αἱ ΑΓ,
ΝΞ εὐθεῖαι ἢ κατὰ τὸ Ο· τὸ Ο ἄρα σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ τοῦ ΔΕΖ κύκλου κέντρον ἐστὶ τὸ Ο· δύο ἄρα
κύκλων τεμνόντων ἀλλήλους τῶν ΑΒΓ, ΔΕΖ τὸ αὐτό ἐστι κέντρον τὸ Ο·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Οὐκ ἄρα κύκλος κύκλον τέμνει κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ δύο· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Ἐὰν δύο κύκλοι ἐφάπτωνται ἀλλήλων ἐντός, καὶ ληφθῇ
αὐτῶντὰκέντρα, ἡ ἐπὶ τὰ κέντρααὐτῶν ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα καὶ ἐκβαλλομένη
ἐπὶ τὴν συναφὴν πεσεῖται τῶν κύκλων.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΑΔΕ ἐφαπτέσθωσαν ἀλλήλων ἐντὸς
κατὰ τὸ Α σημεῖον, καὶ εἰλήφθω τοῦ μὲν ΑΒΓ κύκλου κέντρον τὸ Ζ, τοῦ
δὲ ΑΔΕ τὸ Η· λέγω, ὅτι ἡ ἀπὸ τοῦ Η ἐπὶ τὸ Ζ ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα
ἐκβαλλομένη ἐπὶ τὸ Α πεσεῖται.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, πιπτέτω ὡς ἡ ΖΗΘ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΖ,
ΑΗ.

Ἐπεὶ οὖν αἱ ΑΗ, ΗΖ τῆς ΖΑ, τουτέστι τῆς ΖΘ, μείζονές εἰσιν, κοινὴ
ἀφῃρήσθω ἡ ΖΗ· λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΗ λοιπῆς τῆς ΗΘ μείζων ἐστίν. ἴση δὲ ἡ
ΑΗ τῇ ΗΔ· καὶ ἡ ΗΔ ἄρα τῆς ΗΘ μείζων ἐστὶν ἡ ἐλάττων τῆς μείζονος·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· οὐκ ἄρα ἡ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὸ Η ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα
ἐκτὸς πεσεῖται· κατὰ τὸ Α ἄρα ἐπὶ τῆς συναφῆς πεσεῖται.

Ἐὰν ἄρα δύο κύκλοι ἐφάπτωνται ἀλλήλων ἐντός, [καὶ ληφθῇ αὐτῶν τὰ
κέντρα], ἡ ἐπὶ τὰ κέντρα αὐτῶν ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα [καὶ ἐκβαλλομένη]
ἐπὶ τὴν συναφὴν πεσεῖται τῶν κύκλων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Πρωτότυπο Κείμενο 3ου Βιβλίου 

Πρότασις 12 () Ἐὰνδύοκύκλοιἐφάπτωνταιἀλλήλωνἐκτός,ἡἐπὶτὰκέντρα
αὐτῶν ἐπιζευγνυμένη διὰ τῆς ἐπαφῆς ἐλεύσεται.

Ὑλοποίησις: Δύο γὰρ κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΑΔΕ ἐφαπτέσθωσαν ἀλλήλων ἐκτὸς
κατὰ τὸ Α σημεῖον, καὶ εἰλήφθω τοῦ μὲν ΑΒΓ κέντρον τὸ Ζ, τοῦ δὲ ΑΔΕ
τὸ Η· λέγω, ὅτι ἡ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὸ Η ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα διὰ τῆς κατὰ
τὸ Α ἐπαφῆς ἐλεύσεται.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἐρχέσθω ὡς ἡ ΖΓΔΗ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΑΖ, ΑΗ.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Ζ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΖΑ
τῇ ΖΓ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Η σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΔΕ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ
ΗΑ τῇ ΗΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΖΑ τῇ ΖΓ ἴση· αἱ ἄρα ΖΑ, ΑΗ ταῖς ΖΓ, ΗΔ ἴσαι
εἰσίν· ὥστε ὅλη ἡ ΖΗ τῶν ΖΑ, ΑΗ μείζων ἐστίν· ἀλλὰ καὶ ἐλάττων· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὸ Η ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα διὰ
τῆς κατὰ τὸ Α ἐπαφῆς οὐκ ἐλεύσεται· δι᾽ αὐτῆς ἄρα.

Ἐὰν ἄρα δύο κύκλοι ἐφάπτωνται ἀλλήλων ἐκτός, ἡ ἐπὶ τὰ κέντρα αὐτῶν
ἐπιζευγνυμένη [εὐθεῖα] διὰ τῆς ἐπαφῆς ἐλεύσεται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Κύκλος κύκλου οὐκ ἐφάπτεται κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ καθ᾽
ἕν, ἐάν τε ἐντὸς ἐάν τε ἐκτὸς ἐφάπτηται.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, κύκλος ὁ ΑΒΓΔ κύκλου τοῦ ΕΒΖΔ ἐφαπτέσθω
πρότερον ἐντὸς κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ ἓν τὰ Δ, Β.

Καὶ εἰλήφθω τοῦ μὲν ΑΒΓΔ κύκλου κέντρον τὸ Η, τοῦ δὲ ΕΒΖΔ τὸ Θ.
Ἡ ἄρα ἀπὸ τοῦ Η ἐπὶ τὸ Θ ἐπιζευγνυμένη ἐπὶ τὰ Β, Δ πεσεῖται. πιπτέτω

ὡς ἡ ΒΗΘΔ. καὶ ἐπεὶ τὸ Η σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, ἴση
ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ ΗΔ· μείζων ἄρα ἡ ΒΗ τῆς ΘΔ· πολλῷ ἄρα μείζων ἡ ΒΘ τῆς
ΘΔ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Θ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΕΒΖΔ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ
ΒΘ τῇ ΘΔ· ἐδείχθη δὲ αὐτῆς καὶ πολλῷ μείζων· ὅπερ ἀδύνατον· οὐκ ἄρα
κύκλος κύκλου ἐφάπτεται ἐντὸς κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ ἕν.

Λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ἐκτός.
Εἰ γὰρ δυνατόν, κύκλος ὁ ΑΓΚ κύκλου τοῦ ΑΒΓΔ ἐφαπτέσθω ἐκτὸς

κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ ἓν τὰ Α, Γ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΓ.
Ἐπεὶ οὖν κύκλων τῶν ΑΒΓΔ, ΑΓΚ εἴληπται ἐπὶ τῆς περιφερείας ἑκα-

τέρου δύο τυχόντα σημεῖα τὰ Α, Γ, ἡ ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα
ἐντὸς ἑκατέρου πεσεῖται· ἀλλὰ τοῦ μὲν ΑΒΓΔ ἐντὸς ἔπεσεν, τοῦ δὲ ΑΓΚ
ἐκτός· ὅπερ ἄτοπον· οὐκ ἄρα κύκλος κύκλου ἐφάπτεται ἐκτὸς κατὰ πλείονα
σημεῖα ἢ ἕν. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ ἐντός.

Κύκλος ἄρα κύκλου οὐκ ἐφάπτεται κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ [καθ’] ἕν,
ἐάν τε ἐντὸς ἐάν τε ἐκτὸς ἐφάπτηται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 14 () Ἐν κύκλῳ αἱ ἴσαι εὐθεῖαι ἴσον ἀπέχουσιν ἀπὸ τοῦ κέντρου,
καὶ αἱ ἴσον ἀπέχουσαι ἀπὸ τοῦ κέντρου ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, καὶ ἐν αὐτῷ ἴσαι εὐθεῖαι ἔστωσαν αἱ
ΑΒ, ΓΔ· λέγω, ὅτι αἱ ΑΒ, ΓΔ ἴσον ἀπέχουσιν ἀπὸ τοῦ κέντρου.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου καὶ ἔστω τὸ Ε, καὶ ἀπὸ
τοῦ Ε ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΓΔ κάθετοι ἤχθωσαν αἱ ΕΖ, ΕΗ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΑΕ, ΕΓ.

Ἐπεὶ οὖν εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου ἡ ΕΖ εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ
κέντρου τὴν ΑΒ πρὸς ὀρθὰς τέμνει, καὶ δίχα αὐτὴν τέμνει. ἴση ἄρα ἡ ΑΖ
τῇ ΖΒ· διπλῆ ἄρα ἡ ΑΒ τῆς ΑΖ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΓΔ τῆς ΓΗ ἐστι
διπλῆ· καί ἐστιν ἴση ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ· ἴση ἄρα καὶ ἡ ΑΖ τῇ ΓΗ. καὶ ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΕΓ, ἴσον καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΓ. ἀλλὰ τῷ μὲν
ἀπὸ τῆς ΑΕ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΑΖ, ΕΖ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Ζ γωνία· τῷ
δὲ ἀπὸ τῆς ΕΓ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΓ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Η γωνία·
τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΖ, ΖΕ ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΓΗ, ΗΕ, ὧν τὸ ἀπὸ τῆς
ΑΖ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΗ· ἴση γάρ ἐστιν ἡ ΑΖ τῇ ΓΗ· λοιπὸν ἄρα τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ ἴσον ἐστίν· ἴση ἄρα ἡ ΕΖ τῇ ΕΗ. ἐν δὲ κύκλῳ
ἴσον ἀπέχειν ἀπὸ τοῦ κέντρου εὐθεῖαι λέγονται, ὅταν αἱ ἀπὸ τοῦ κέντρου
ἐπ᾽ αὐτὰς κάθετοι ἀγόμεναι ἴσαι ὦσιν· αἱ ἄρα ΑΒ, ΓΔ ἴσον ἀπέχουσιν ἀπὸ
τοῦ κέντρου.

Ἀλλὰ δὴ αἱ ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖαι ἴσον ἀπεχέτωσαν ἀπὸ τοῦ κέντρου, τουτέστιν
ἴση ἔστω ἡ ΕΖ τῇ ΕΗ. λέγω, ὅτι ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι διπλῆ ἐστιν ἡ
μὲν ΑΒ τῆς ΑΖ, ἡ δὲ ΓΔ τῆς ΓΗ· καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΓΕ, ἴσον ἐστὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΕ· ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΕ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ
τῶν ΕΖ, ΖΑ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΓΕ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΓ. τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν
ΕΖ, ΖΑ ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΓ· ὧν τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ
ἐστιν ἴσον· ἴση γὰρ ἡ ΕΖ τῇ ΕΗ· λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΓΗ· ἴση ἄρα ἡ ΑΖ τῇ ΓΗ· καί ἐστι τῆς μὲν ΑΖ διπλῆ ἡ ΑΒ, τῆς δὲ
ΓΗ διπλῆ ἡ ΓΔ· ἴση ἄρα ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Ἐν κύκλῳ ἄρα αἱ ἴσαι εὐθεῖαι ἴσον ἀπέχουσιν ἀπὸ τοῦ κέντρου, καὶ αἱ
ἴσον ἀπέχουσαι ἀπὸ τοῦ κέντρου ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Ἐν κύκλῳ μεγίστη μὲν ἡ διάμετρος τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ
ἔγγιον τοῦ κέντρου τῆς ἀπώτερον μείζων ἐστίν.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἔστω ἡ ΑΔ, κέντρον
δὲ τὸ Ε, καὶ ἔγγιον μὲν τῆς ΑΔ διαμέτρου ἔστω ἡ ΒΓ, ἀπώτερον δὲ ἡ ΖΗ·
λέγω, ὅτι μεγίστη μέν ἐστιν ἡ ΑΔ, μείζων δὲ ἡ ΒΓ τῆς ΖΗ.

Ἤχθωσαν γὰρ ἀπὸ τοῦ Ε κέντρου ἐπὶ τὰς ΒΓ, ΖΗ κάθετοι αἱ ΕΘ, ΕΚ.
καὶ ἐπεὶ ἔγγιον μὲν τοῦ κέντρου ἐστὶν ἡ ΒΓ, ἀπώτερον δὲ ἡ ΖΗ, μείζων ἄρα
ἡ ΕΚ τῆς ΕΘ. κείσθω τῇ ΕΘ ἴση ἡ ΕΛ, καὶ διὰ τοῦ Λ τῇ ΕΚ πρὸς ὀρθὰς
ἀχθεῖσα ἡ ΛΜ διήχθω ἐπὶ τὸ Ν, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΜΕ, ΕΝ, ΖΕ, ΕΗ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΕΘ τῇ ΕΛ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΜΝ. πάλιν, ἐπεὶ
ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΕ τῇ ΕΜ, ἡ δὲ ΕΔ τῇ ΕΝ, ἡ ἄρα ΑΔ ταῖς ΜΕ, ΕΝ ἴση
ἐστίν. ἀλλ᾽ αἱ μὲν ΜΕ, ΕΝ τῆς ΜΝ μείζονές εἰσιν [καὶ ἡ ΑΔ τῆς ΜΝ μείζων
ἐστίν, ἴση δὲ ἡ ΜΝ τῇ ΒΓ· ἡ ΑΔ ἄρα τῆς ΒΓ μείζων ἐστίν. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ
ΜΕ, ΕΝ δύο ταῖς ΖΕ, ΕΗ ἴσαι εἰσίν, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΜΕΝ γωνίας τῆς ὑπὸ
ΖΕΗ μείζων [ἐστίν], βάσις ἄρα ἡ ΜΝ βάσεως τῆς ΖΗ μείζων ἐστίν. ἀλλὰ ἡ
ΜΝ τῇ ΒΓ ἐδείχθη ἴση [καὶ ἡ ΒΓ τῆς ΖΗ μείζων ἐστίν]. μεγίστη μὲν ἄρα ἡ
ΑΔ διάμετρος, μείζων δὲ ἡ ΒΓ τῆς ΖΗ.

Ἐν κύκλῳ ἄρα μεγίστη μέν ἐστιν ἡ διάμετρος, τῶν δὲ ἄλλων ἀεὶ ἡ ἔγγιον
τοῦ κέντρου τῆς ἀπώτερον μείζων ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἡτῇδιαμέτρῳτοῦ κύκλουπρὸς ὀρθὰςἀπ᾽ ἄκραςἀγομένη
ἐκτὸς πεσεῖται τοῦ κύκλου, καὶ εἰς τὸν μεταξὺ τόπον τῆς τε εὐθείας καὶ τῆς
περιφερείας ἑτέρα εὐθεῖα οὐ παρεμπεσεῖται, καὶ ἡ μὲν τοῦ ἡμικυκλίου γωνία
ἁπάσης γωνίας ὀξείας εὐθυγράμμου μείζων ἐστίν, ἡ δὲ λοιπὴ ἐλάττων.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ περὶ κέντρον τὸ Δ καὶ διάμετρον τὴν ΑΒ·
λέγω, ὅτι ἡ ἀπὸ τοῦ Α τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένη ἐκτὸς πεσεῖται
τοῦ κύκλου.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, πιπτέτω ἐντὸς ὡς ἡ ΓΑ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΓ.
Ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΔΓ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΑΓ γωνίᾳ τῇ

ὑπὸ ΑΓΔ. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΔΑΓ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΔ· τριγώνου δὴ
τοῦ ΑΓΔ αἱ δύο γωνίαι αἱ ὑπὸ ΔΑΓ, ΑΓΔ δύο ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ἀπὸ τοῦ Α σημείου τῇ ΒΑ πρὸς ὀρθὰς ἀγομένη ἐντὸς
πεσεῖται τοῦ κύκλου. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἐπὶ τῆς περιφερείας·
ἐκτὸς ἄρα.

Πιπτέτω ὡς ἡ ΑΕ· λέγω δή, ὅτι εἰς τὸν μεταξὺ τόπον τῆς τε ΑΕ εὐθείας
καὶ τῆς ΓΘΑ περιφερείας ἑτέρα εὐθεῖα οὐ παρεμπεσεῖται.

Εἰ γὰρ δυνατόν, παρεμπιπτέτω ὡς ἡ ΖΑ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Δ σημείου
ἐπὶ τὴν ΖΑ κάθετος ἡ ΔΗ. καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΗΔ, ἐλάττων δὲ
ὀρθῆς ἡ ὑπὸ ΔΑΗ, μείζων ἄρα ἡ ΑΔ τῆς ΔΗ. ἴση δὲ ἡ ΔΑ τῇ ΔΘ· μείζων
ἄρα ἡ ΔΘ τῆς ΔΗ, ἡ ἐλάττων τῆς μείζονος· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα εἰς τὸν μεταξὺ τόπον τῆς τε εὐθείας καὶ τῆς περιφερείας ἑτέρα εὐθεῖα
παρεμπεσεῖται.
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Λέγω, ὅτι καὶ ἡ μὲν τοῦ ἡμικυκλίου γωνία ἡ περιεχομένη ὑπό τε τῆς
ΒΑ εὐθείας καὶ τῆς ΓΘΑ περιφερείας ἁπάσης γωνίας ὀξείας εὐθυγράμμου
μείζων ἐστίν, ἡ δὲ λοιπὴ ἡ περιεχομένη ὑπό τε τῆς ΓΘΑ περιφερείας καὶ
τῆς ΑΕ εὐθείας ἁπάσης γωνίας ὀξείας εὐθυγράμμου ἐλάττων ἐστίν.

Εἰ γὰρ ἐστί τις γωνία εὐθύγραμμος μείζων μὲν τῆς περιεχομένης ὑπό
τε τῆς ΒΑ εὐθείας καὶ τῆς ΓΘΑ περιφερείας, ἐλάττων δὲ τῆς περιεχομένης
ὑπό τε τῆς ΓΘΑ περιφερείας καὶ τῆς ΑΕ εὐθείας, εἰς τὸν μεταξὺ τόπον
τῆς τε ΓΘΑ περιφερείας καὶ τῆς ΑΕ εὐθείας εὐθεῖα περεμπεσεῖται, ἥτις
ποιήσει μείζονα μὲν τῆς περιεχομένης ὑπό τε τῆς ΒΑ εὐθείας καὶ τῆς ΓΘΑ
περιφερείας ὑπὸ εὐθειῶν περιεχομένην, ἐλάττονα δὲ τῆς περιεχομένης ὑπό
τε τῆς ΓΘΑ περιφερείας καὶ τῆς ΑΕ εὐθείας. οὐ παρεμπίπτει δέ· οὐκ ἄρα τῆς
περιεχομένης γωνίας ὑπό τε τῆς ΒΑ εὐθείας καὶ τῆς ΓΘΑ περιφερείας ἔσται
μείζων ὀξεῖα ὑπὸ εὐθειῶν περιεχομένη, οὐδὲ μὴν ἐλάττων τῆς περιεχομένης
ὑπό τε τῆς ΓΘΑ περιφερείας καὶ τῆς ΑΕ εὐθείας.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἡ τῇ διαμέτρῳ τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽

ἄκρας ἀγομένη ἐφάπτεται τοῦ κύκλου [καὶ ὅτι εὐθεῖα κύκλου καθ᾽ ἓν μόνον
ἐφάπτεται σημεῖον, ἐπειδήπερ καὶ ἡ κατὰ δύο αὐτῷ συμβάλλουσα ἐντὸς
αὐτοῦ πίπτουσα ἐδείχθη]. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Ἀπὸ τοῦ δοθέντος σημείου τοῦ δοθέντος κύκλου ἐφαπτο-
μένην εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν σημεῖον τὸ Α, ὁ δὲ δοθεὶς κύκλος ὁ ΒΓΔ·
δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ Α σημείου τοῦ ΒΓΔ κύκλου ἐφαπτομένην εὐθεῖαν γραμμὴν
ἀγαγεῖν.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΕ, καὶ
κέντρῳ μὲν τῷ Ε διαστήματι δὲ τῷ ΕΑ κύκλος γεγράφθω ὁ ΑΖΗ, καὶ ἀπὸ
τοῦ Δ τῇ ΕΑ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΔΖ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΖ, ΑΒ· λέγω,
ὅτι ἀπὸ τοῦ Α σημείου τοῦ ΒΓΔ κύκλου ἐφαπτομένη ἦκται ἡ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ Ε κέντρον ἐστὶ τῶν ΒΓΔ, ΑΖΗ κύκλων, ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ
μὲν ΕΑ τῇ ΕΖ, ἡ δὲ ΕΔ τῇ ΕΒ· δύο δὴ αἱ ΑΕ, ΕΒ δύο ταῖς ΖΕ, ΕΔ ἴσαι εἰσίν·
καὶ γωνίαν κοινὴν περιέχουσι τὴν πρὸς τῷ Ε· βάσις ἄρα ἡ ΔΖ βάσει τῇ
ΑΒ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον τῷ ΕΒΑ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ
λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΕΔΖ τῇ ὑπὸ ΕΒΑ. ὀρθὴ
δὲ ἡ ὑπὸ ΕΔΖ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΕΒΑ. καί ἐστιν ἡ ΕΒ ἐκ τοῦ κέντρου·
ἡ δὲ τῇ διαμέτρῳ τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένη ἐφάπτεται
τοῦ κύκλου· ἡ ΑΒ ἄρα ἐφάπτεται τοῦ ΒΓΔ κύκλου.

Ἀπὸ τοῦ ἄρα δοθέντος σημείου τοῦ Α τοῦ δοθέντος κύκλου τοῦ ΒΓΔ
ἐφαπτομένη εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἡ ΑΒ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρότασις 18 () Ἐὰν κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τοῦ κέντρου ἐπὶ
τὴν ἁφὴν ἐπιζευχθῇ τις εὐθεῖα, ἡ ἐπιζευχθεῖσα κάθετος ἔσται ἐπὶ τὴν ἐφαπτο-
μένην.

Ἀπόδειξις. Κύκλου γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἐφαπτέσθω τις εὐθεῖα ἡ ΔΕ κατὰ τὸ Γ
σημεῖον, καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου τὸ Ζ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ
τὸ Γ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΓ· λέγω, ὅτι ἡ ΖΓ κάθετός ἐστιν ἐπὶ τὴν ΔΕ.

Εἰ γὰρ μή, ἤχθω ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὴν ΔΕ κάθετος ἡ ΖΗ.
Ἐπεὶ οὖν ἡ ὑπὸ ΖΗΓ γωνία ὀρθή ἐστιν, ὀξεῖα ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΖΓΗ·

ὑπὸ δὲ τὴν μείζονα γωνίαν ἡ μείζων πλευρὰ ὑποτείνει· μείζων ἄρα ἡ ΖΓ
τῆς ΖΗ· ἴση δὲ ἡ ΖΓ τῇ ΖΒ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΖΒ τῆς ΖΗ ἡ ἐλάττων τῆς
μείζονος· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ΖΗ κάθετός ἐστιν ἐπὶ τὴν ΔΕ.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλη τις πλὴν τῆς ΖΓ· ἡ ΖΓ ἄρα κάθετός ἐστιν
ἐπὶ τὴν ΔΕ.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τοῦ κέντρου ἐπὶ τὴν ἁφὴν
ἐπιζευχθῇ τις εὐθεῖα, ἡ ἐπιζευχθεῖσα κάθετος ἔσται ἐπὶ τὴν ἐφαπτομένην·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 19 () Ἐὰν κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τῆς ἁφῆς τῇ
ἐφαπτομένῃ πρὸς ὀρθὰς [γωνίας] εὐθεῖα γραμμὴ ἀχθῇ, ἐπὶ τῆς ἀχθείσης ἔσται
τὸ κέντρον τοῦ κύκλου.

Ἀπόδειξις. Κύκλου γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἐφαπτέσθω τις εὐθεῖα ἡ ΔΕ κατὰ τὸ Γ
σημεῖον, καὶ ἀπὸ τοῦ Γ τῇ ΔΕ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΓΑ· λέγω, ὅτι ἐπὶ τῆς
ΑΓ ἐστι τὸ κέντρον τοῦ κύκλου.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΓΖ.
Ἐπεὶ [οὖν] κύκλου τοῦ ΑΒΓ ἐφάπτεταί τις εὐθεῖα ἡ ΔΕ, ἀπὸ δὲ τοῦ

κέντρου ἐπὶ τὴν ἁφὴν ἐπέζευκται ἡ ΖΓ, ἡ ΖΓ ἄρα κάθετός ἐστιν ἐπὶ τὴν
ΔΕ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΖΓΕ. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΕ ὀρθή· ἴση ἄρα ἐστὶν
ἡ ὑπὸ ΖΓΕ τῇ ὑπὸ ΑΓΕ ἡ ἐλάττων τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα τὸ Ζ κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓ κύκλου. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλο
τι πλὴν ἐπὶ τῆς ΑΓ.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τῆς ἁφῆς τῇ ἐφαπτομένῃ
πρὸς ὀρθὰς εὐθεῖα γραμμὴ ἀχθῇ, ἐπὶ τῆς ἀχθείσης ἔσται τὸ κέντρον τοῦ
κύκλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Ἐν κύκλῳ ἡ πρὸς τῷ κέντρῳ γωνία διπλασίων ἐστὶ τῆς
πρὸς τῇ περιφερείᾳ, ὅταν τὴν αὐτὴν περιφέρειαν βάσιν ἔχωσιν αἱ γωνίαι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ πρὸς μὲν τῷ κέντρῳ αὐτοῦ γωνία
ἔστω ἡ ὑπὸ ΒΕΓ, πρὸς δὲ τῇ περιφερείᾳ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, ἐχέτωσαν δὲ τὴν
αὐτὴν περιφέρειαν βάσιν τὴν ΒΓ· λέγω, ὅτι διπλασίων ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΕΓ
γωνία τῆς ὑπὸ ΒΑΓ.

Ἐπιζευχθεῖσα γὰρ ἡ ΑΕ διήχθω ἐπὶ τὸ Ζ.
Ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΕΑ τῇ ΕΒ, ἴση καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΑΒ τῇ ὑπὸ ΕΒΑ·

αἱ ἄρα ὑπὸ ΕΑΒ, ΕΒΑ γωνίαι τῆς ὑπὸ ΕΑΒ διπλασίους εἰσίν. ἴση δὲ ἡ ὑπὸ
ΒΕΖ ταῖς ὑπὸ ΕΑΒ, ΕΒΑ· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΕΖ ἄρα τῆς ὑπὸ ΕΑΒ ἐστι διπλῆ.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΖΕΓ τῆς ὑπὸ ΕΑΓ ἐστι διπλῆ. ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ
ΒΕΓ ὅλης τῆς ὑπὸ ΒΑΓ ἐστι διπλῆ.

Κεκλάσθω δὴ πάλιν, καὶ ἔστω ἑτέρα γωνία ἡ ὑπὸ ΒΔΓ, καὶ ἐπιζευχθεῖσα
ἡ ΔΕ ἐκβεβλήσθω ἐπὶ τὸ Η. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι διπλῆ ἐστιν ἡ ὑπὸ ΗΕΓ
γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΓ, ὧν ἡ ὑπὸ ΗΕΒ διπλῆ ἐστι τῆς ὑπὸ ΕΔΒ· λοιπὴ ἄρα
ἡ ὑπὸ ΒΕΓ διπλῆ ἐστι τῆς ὑπὸ ΒΔΓ.

Ἐν κύκλῳ ἄρα ἡ πρὸς τῷ κέντρῳ γωνία διπλασίων ἐστὶ τῆς πρὸς τῇ
περιφερείᾳ, ὅταν τὴν αὐτὴν περιφέρειαν βάσιν ἔχωσιν [αἱ γωνίαι]· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 21 () Ἐν κύκλῳ αἱ ἐν τῷ αὐτῷ τμήματι γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις
εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, καὶ ἐν τῷ αὐτῷ τμήματι τῷ ΒΑΕΔ
γωνίαι ἔστωσαν αἱ ὑπὸ ΒΑΔ, ΒΕΔ· λέγω, ὅτι αἱ ὑπὸ ΒΑΔ, ΒΕΔ γωνίαι
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν.

Εἰλήφθω γὰρ τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου τὸ κέντρον, καὶ ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἐπε-
ζεύχθωσαν αἱ ΒΖ, ΖΔ.

Καὶ ἐπεὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΒΖΔ γωνία πρὸς τῷ κέντρῳ ἐστίν, ἡ δὲ ὑπὸ ΒΑΔ
πρὸς τῇ περιφερείᾳ, καὶ ἔχουσι τὴν αὐτὴν περιφέρειαν βάσιν τὴν ΒΓΔ, ἡ
ἄρα ὑπὸ ΒΖΔ γωνία διπλασίων ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΑΔ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἡ ὑπὸ
ΒΖΔ καὶ τῆς ὑπὸ ΒΕΔ ἐστι διπλασίων· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΔ τῇ ὑπὸ ΒΕΔ.

Ἐν κύκλῳ ἄρα αἱ ἐν τῷ αὐτῷ τμήματι γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Τῶν ἐν τοῖς κύκλοις τετραπλεύρων αἱ ἀπεναντίον γωνίαι
δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, καὶ ἐν αὐτῷ τετράπλευρον ἔστω τὸ
ΑΒΓΔ· λέγω, ὅτι αἱ ἀπεναντίον γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.
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Ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΓ, ΒΔ.
Ἐπεὶ οὖν παντὸς τριγώνου αἱ τρεῖς γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν, τοῦ

ΑΒΓ ἄρα τριγώνου αἱ τρεῖς γωνίαι αἱ ὑπὸ ΓΑΒ, ΑΒΓ, ΒΓΑ δυσὶν ὀρθαῖς
ἴσαι εἰσίν. ἴση δὲ ἡ μὲν ὑπὸ ΓΑΒ τῇ ὑπὸ ΒΔΓ· ἐν γὰρ τῷ αὐτῷ τμήματί
εἰσι τῷ ΒΑΔΓ· ἡ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΑΔΒ· ἐν γὰρ τῷ αὐτῷ τμήματί
εἰσι τῷ ΑΔΓΒ· ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΔΓ ταῖς ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΒ ἴση ἐστίν. κοινὴ
προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΒΓ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ ταῖς ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΔΓ
ἴσαι εἰσίν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΑΓ, ΑΓΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. καὶ αἱ ὑπὸ
ΑΒΓ, ΑΔΓ ἄρα δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ ὑπὸ
ΒΑΔ, ΔΓΒ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.

Τῶν ἄρα ἐν τοῖς κύκλοις τετραπλεύρων αἱ ἀπεναντίον γωνίαι δυσὶν
ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἐπὶτῆςαὐτῆς εὐθείαςδύοτμήματακύκλωνὅμοιακαὶἄνισα
οὐ συσταθήσεται ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας τῆς ΑΒ δύο τμήματα
κύκλων ὅμοια καὶ ἄνισα συνεστάτω ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη τὰ ΑΓΒ, ΑΔΒ, καὶ
διήχθω ἡ ΑΓΔ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΓΒ, ΔΒ.

Ἐπεὶ οὖν ὅμοιόν ἐστι τὸ ΑΓΒ τμῆμα τῷ ΑΔΒ τμήματι, ὅμοια δὲ τμήματα
κύκλων ἐστὶ τὰ δεχόμενα γωνίας ἴσας, ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΓΒ γωνία τῇ
ὑπὸ ΑΔΒ ἡ ἐκτὸς τῇ ἐντός· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Οὐκ ἄρα ἐπὶ τῆς αὐτῆς εὐθείας δύο τμήματα κύκλων ὅμοια καὶ ἄνισα
συσταθήσεται ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 24 () Τὰ ἐπὶ ἴσων εὐθειῶν ὅμοια τμήματα κύκλων ἴσα ἀλλήλοις
ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ ἐπὶ ἴσων εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΓΔ ὅμοια τμήματα
κύκλων τὰ ΑΕΒ, ΓΖΔ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΕΒ τμῆμα τῷ ΓΖΔ τμήματι.

Ἐφαρμοζομένου γὰρ τοῦ ΑΕΒ τμήματος ἐπὶ τὸ ΓΖΔ καὶ τιθεμένου τοῦ
μὲν Α σημείου ἐπὶ τὸ Γ τῆς δὲ ΑΒ εὐθείας ἐπὶ τὴν ΓΔ, ἐφαρμόσει καὶ τὸ Β
σημεῖον ἐπὶ τὸ Δ σημεῖον διὰ τὸ ἴσην εἶναι τὴν ΑΒ τῇ ΓΔ· τῆς δὲ ΑΒ ἐπὶ τὴν
ΓΔ ἐφαρμοσάσης ἐφαρμόσει καὶ τὸ ΑΕΒ τμῆμα ἐπὶ τὸ ΓΖΔ. εἰ γὰρ ἡ ΑΒ
εὐθεῖα ἐπὶ τὴν ΓΔ ἐφαρμόσει, τὸ δὲ ΑΕΒ τμῆμα ἐπὶ τὸ ΓΖΔ μὴ ἐφαρμόσει,
ἤτοι ἐντὸς αὐτοῦ πεσεῖται ἢ ἐκτὸς ἢ παραλλάξει ὡς τὸ ΓΗΔ, καὶ κύκλος
κύκλον τέμνει κατὰ πλείονα σημεῖα ἢ δύο· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
ἐφαρμοζομένης τῆς ΑΒ εὐθείας ἐπὶ τὴν ΓΔ οὐκ ἐφαρμόσει καὶ τὸ ΑΕΒ τμῆμα
ἐπὶ τὸ ΓΖΔ· ἐφαρμόσει ἄρα, καὶ ἴσον αὐτῷ ἔσται.
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Τὰ ἄρα ἐπὶ ἴσων εὐθειῶν ὅμοια τμήματα κύκλων ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Κύκλου τμήματος δοθέντος προσαναγράψαι τὸν κύκλον,
οὗπέρ ἐστι τμῆμα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν τμῆμα κύκλου τὸ ΑΒΓ· δεῖ δὴ τοῦ ΑΒΓ τμήματος
προσαναγράψαι τὸν κύκλον, οὗπέρ ἐστι τμῆμα.

Τετμήσθω γὰρ ἡ ΑΓ δίχα κατὰ τὸ Δ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Δ σημείου τῇ
ΑΓ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΔΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΒ· ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γωνία ἄρα τῆς ὑπὸ
ΒΑΔ ἤτοι μείζων ἐστὶν ἢ ἴση ἢ ἐλάττων.

Ἔστω πρότερον μείζων, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΒΑ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς
αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ ὑπὸ ΑΒΔ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΕ, καὶ διήχθω ἡ ΔΒ ἐπὶ
τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΕΓ. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΒΑΕ,
ἴση ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΕΒ εὐθεῖα τῇ ΕΑ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΔΓ, κοινὴ
δὲ ἡ ΔΕ, δύο δὴ αἱ ΑΔ, ΔΕ δύο ταῖς ΓΔ, ΔΕ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ·
καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΔΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΓΔΕ ἐστιν ἴση· ὀρθὴ γὰρ ἑκατέρα·
βάσις ἄρα ἡ ΑΕ βάσει τῇ ΓΕ ἐστιν ἴση. ἀλλὰ ἡ ΑΕ τῇ ΒΕ ἐδείχθη ἴση· καὶ
ἡ ΒΕ ἄρα τῇ ΓΕ ἐστιν ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΑΕ, ΕΒ, ΕΓ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν·
ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Ε διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν ΑΕ, ΕΒ, ΕΓ κύκλος γραφόμενος
ἥξει καὶ διὰ τῶν λοιπῶν σημείων καὶ ἔσται προσαναγεγραμμένος. κύκλου
ἄρα τμήματος δοθέντος προσαναγέγραπται ὁ κύκλος. καὶ δῆλον, ὡς τὸ
ΑΒΓ τμῆμα ἔλαττόν ἐστιν ἡμικυκλίου διὰ τὸ τὸ Ε κέντρον ἐκτὸς αὐτοῦ
τυγχάνειν.

Ὁμοίως [δὲ] κἂν ᾖ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γωνία ἴση τῇ ὑπὸ ΒΑΔ, τῆς ΑΔ ἴσης
γενομένης ἑκατέρᾳ τῶν ΒΔ, ΔΓ αἱ τρεῖς αἱ ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ ἴσαι ἀλλήλαις ἔσονται,
καὶ ἔσται τὸ Δ κέντρον τοῦ προσαναπεπληρωμένου κύκλου, καὶ δηλαδὴ
ἔσται τὸ ΑΒΓ ἡμικύκλιον.

Ἐὰν δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ ἐλάττων ᾖ τῆς ὑπὸ ΒΑΔ, καὶ συστησώμεθα πρὸς τῇ
ΒΑ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ ὑπὸ ΑΒΔ γωνίᾳ ἴσην, ἐντὸς
τοῦ ΑΒΓ τμήματος πεσεῖται τὸ κέντρον ἐπὶ τῆς ΔΒ, καὶ ἔσται δηλαδὴ τὸ
ΑΒΓ τμῆμα μεῖζον ἡμικυκλίου.

Κύκλου ἄρα τμήματος δοθέντος προσαναγέγραπται ὁ κύκλος· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 26 () Ἐν τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἴσαι γωνίαι ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν
βεβήκασιν, ἐάντεπρὸςτοῖςκέντροις ἐάντεπρὸςταῖςπεριφερείαιςὦσιβεβηκυῖαι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσοι κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ καὶ ἐν αὐτοῖς ἴσαι γωνίαι
ἔστωσαν πρὸς μὲν τοῖς κέντροις αἱ ὑπὸ ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρὸς δὲ ταῖς περιφερείαις
αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΕΔΖ· λέγω, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΒΚΓ περιφέρεια τῇ ΕΛΖ περιφερείᾳ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΓ, ΕΖ.
Καὶ ἐπεὶ ἴσοι εἰσὶν οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ κύκλοι, ἴσαι εἰσὶν αἱ ἐκ τῶν κέντρων·

δύο δὴ αἱ ΒΗ, ΗΓ δύο ταῖς ΕΘ, ΘΖ ἴσαι· καὶ γωνία ἡ πρὸς τῷ Η γωνίᾳ τῇ
πρὸς τῷ Θ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ
πρὸς τῷ Α γωνία τῇ πρὸς τῷ Δ, ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΑΓ τμῆμα τῷ ΕΔΖ
τμήματι· καί εἰσιν ἐπὶ ἴσων εὐθειῶν [τῶν ΒΓ, ΕΖ]· τὰ δὲ ἐπὶ ἴσων εὐθειῶν
ὅμοια τμήματα κύκλων ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ἴσον ἄρα τὸ ΒΑΓ τμῆμα τῷ
ΕΔΖ. ἔστι δὲ καὶ ὅλος ὁ ΑΒΓ κύκλος ὅλῳ τῷ ΔΕΖ κύκλῳ ἴσος· λοιπὴ ἄρα
ἡ ΒΚΓ περιφέρεια τῇ ΕΛΖ περιφερείᾳ ἐστὶν ἴση.

Ἐν ἄρα τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἴσαι γωνίαι ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν βεβήκασιν,
ἐάν τε πρὸς τοῖς κέντροις ἐάν τε πρὸς ταῖς περιφερείαις ὦσι βεβηκυῖαι· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 27 () Ἐν τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν βεβηκυῖαι
γωνίαι ἴσαιἀλλήλαις εἰσίν, ἐάντεπρὸςτοῖςκέντροις ἐάντεπρὸςταῖςπεριφερείαις
ὦσι βεβηκυῖαι.

Ἀπόδειξις. Ἐν γὰρ ἴσοις κύκλοις τοῖς ΑΒΓ, ΔΕΖ ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν τῶν
ΒΓ, ΕΖ πρὸς μὲν τοῖς Η, Θ κέντροις γωνίαι βεβηκέτωσαν αἱ ὑπὸ ΒΗΓ, ΕΘΖ,
πρὸς δὲ ταῖς περιφερείαις αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΕΔΖ· λέγω, ὅτι ἡ μὲν ὑπὸ ΒΗΓ γωνία
τῇ ὑπὸ ΕΘΖ ἐστιν ἴση, ἡ δὲ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἐστιν ἴση.

Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΒΗΓ τῇ ὑπὸ ΕΘΖ, μία αὐτῶν μείζων ἐστίν.
ἔστω μείζων ἡ ὑπὸ ΒΗΓ, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΒΗ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς
αὐτῇ σημείῳ τῷ Η τῇ ὑπὸ ΕΘΖ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΗΚ· αἱ δὲ ἴσαι γωνίαι
ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν βεβήκασιν, ὅταν πρὸς τοῖς κέντροις ὦσιν· ἴση ἄρα
ἡ ΒΚ περιφέρεια τῇ ΕΖ περιφερείᾳ. ἀλλὰ ἡ ΕΖ τῇ ΒΓ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ΒΚ
ἄρα τῇ ΒΓ ἐστιν ἴση ἡ ἐλάττων τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΒΗΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΕΘΖ· ἴση ἄρα. καί ἐστι τῆς μὲν ὑπὸ
ΒΗΓ ἡμίσεια ἡ πρὸς τῷ Α, τῆς δὲ ὑπὸ ΕΘΖ ἡμίσεια ἡ πρὸς τῷ Δ· ἴση ἄρα
καὶ ἡ πρὸς τῷ Α γωνία τῇ πρὸς τῷ Δ.

Ἐν ἄρα τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν βεβηκυῖαι γωνίαι
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, ἐάν τε πρὸς τοῖς κέντροις ἐάν τε πρὸς ταῖς περιφερείαις
ὦσι βεβηκυῖαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 28 () Ἐν τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἴσαι εὐθεῖαι ἴσας περιφερείας ἀφαι-
ροῦσι τὴν μὲν μείζονα τῇ μείζονι τὴν δὲ ἐλάττονα τῇ ἐλάττονι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσοι κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ, καὶ ἐν τοῖς κύκλοις ἴσαι
εὐθεῖαι ἔστωσαν αἱ ΑΒ, ΔΕ τὰς μὲν ΑΓΒ, ΔΖΕ περιφερείας μείζονας ἀφαιρο-
ῦσαι τὰς δὲ ΑΗΒ, ΔΘΕ ἐλάττονας· λέγω, ὅτι ἡ μὲν ΑΓΒ μείζων περιφέρεια
ἴση ἐστὶ τῇ ΔΖΕ μείζονι περιφερείᾳ, ἡ δὲ ΑΗΒ ἐλάττων περιφέρεια τῇ ΔΘΕ.

Εἰλήφθω γὰρ τὰ κέντρα τῶν κύκλων τὰ Κ, Λ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΚ,
ΚΒ, ΔΛ, ΛΕ.

Καὶ ἐπεὶ ἴσοι κύκλοι εἰσίν, ἴσαι εἰσὶ καὶ αἱ ἐκ τῶν κέντρων· δύο δὴ αἱ
ΑΚ, ΚΒ δυσὶ ταῖς ΔΛ, ΛΕ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΑΒ βάσει τῇ ΔΕ ἴση·
γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΚΒ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΛΕ ἴση ἐστίν. αἱ δὲ ἴσαι γωνίαι
ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν βεβήκασιν, ὅταν πρὸς τοῖς κέντροις ὦσιν· ἴση ἄρα
ἡ ΑΗΒ περιφέρεια τῇ ΔΘΕ. ἐστὶ δὲ καὶ ὅλος ὁ ΑΒΓ κύκλος ὅλῳ τῷ ΔΕΖ
κύκλῳ ἴσος· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΓΒ περιφέρεια λοιπῇ τῇ ΔΖΕ περιφερείᾳ
ἴση ἐστίν.

Ἐν ἄρα τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ ἴσαι εὐθεῖαι ἴσας περιφερείας ἀφαιροῦσι
τὴν μὲν μείζονα τῇ μείζονι τὴν δὲ ἐλάττονα τῇ ἐλάττονι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 29 () Ἐν τοῖς ἴσοις κύκλοις τὰς ἴσας περιφερείας ἴσαι εὐθεῖαι
ὑποτείνουσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσοι κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ, καὶ ἐν αὐτοῖς ἴσαι περιφέρειαι
ἀπειλήφθωσαν αἱ ΒΗΓ, ΕΘΖ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΓ, ΕΖ εὐθεῖαι· λέγω,
ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΕΖ.

Εἰλήφθω γὰρ τὰ κέντρα τῶν κύκλων, καὶ ἔστω τὰ Κ, Λ, καὶ ἐπεζεύχθω-
σαν αἱ ΒΚ, ΚΓ, ΕΛ, ΛΖ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΗΓ περιφέρεια τῇ ΕΘΖ περιφερείᾳ, ἴση ἐστὶ καὶ
γωνία ἡ ὑπὸ ΒΚΓ τῇ ὑπὸ ΕΛΖ. καὶ ἐπεὶ ἴσοι εἰσὶν οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ κύκλοι, ἴσαι
εἰσὶ καὶ αἱ ἐκ τῶν κέντρων· δύο δὴ αἱ ΒΚ, ΚΓ δυσὶ ταῖς ΕΛ, ΛΖ ἴσαι εἰσίν·
καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν· βάσις ἄρα ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ ἴση ἐστίν.

Ἐν ἄρα τοῖς ἴσοις κύκλοις τὰς ἴσας περιφερείας ἴσαι εὐθεῖαι ὑποτείνουσιν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 30 () Τὴν δοθεῖσαν περιφέρειαν δίχα τεμεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ δοθεῖσα περιφέρεια ἡ ΑΔΒ· δεῖ δὴ τὴν ΑΔΒ περιφέρειαν
δίχα τεμεῖν.

Ἐπεζεύχθω ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω δίχα κατὰ τὸ Γ, καὶ ἀπὸ τοῦ Γ σημείου
τῇ ΑΒ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΓΔ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ, ΔΒ.
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Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΓΔ, δύο δὴ αἱ ΑΓ, ΓΔ δυσὶ
ταῖς ΒΓ, ΓΔ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΓΔ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΓΔ ἴση· ὀρθὴ
γὰρ ἑκατέρα· βάσις ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΔΒ ἴση ἐστίν. αἱ δὲ ἴσαι εὐθεῖαι
ἴσας περιφερείας ἀφαιροῦσι τὴν μὲν μείζονα τῇ μείζονι τὴν δὲ ἐλάττονα τῇ
ἐλάττονι· καί ἐστιν ἑκατέρα τῶν ΑΔ, ΔΒ περιφερειῶν ἐλάττων ἡμικυκλίου·
ἴση ἄρα ἡ ΑΔ περιφέρεια τῇ ΔΒ περιφερείᾳ.

Ἡ ἄρα δοθεῖσα περιφέρεια δίχα τέτμηται κατὰ τὸ Δ σημεῖον· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 

Πρότασις 31 () Ἐν κύκλῳ ἡ μὲν ἐν τῷ ἡμικυκλίῳ γωνία ὀρθή ἐστιν, ἡ δὲ ἐν
τῷ μείζονι τμήματι ἐλάττων ὀρθῆς, ἡ δὲ ἐν τῷ ἐλάττονι τμήματι μείζων ὀρθῆς·
καὶ ἔτι ἡ μὲν τοῦ μείζονος τμήματοςγωνία μείζων ἐστὶν ὀρθῆς, ἡ δὲ τοῦ ἐλάττονος
τμήματος γωνία ἐλάττων ὀρθῆς.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἔστω ἡ ΒΓ, κέντρον
δὲ τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΑ, ΑΓ, ΑΔ, ΔΓ· λέγω, ὅτι ἡ μὲν ἐν τῷ
ΒΑΓ ἡμικυκλίῳ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ὀρθή ἐστιν, ἡ δὲ ἐν τῷ ΑΒΓ μείζονι τοῦ
ἡμικυκλίου τμήματι γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἐλάττων ἐστὶν ὀρθῆς, ἡ δὲ ἐν τῷ ΑΔΓ
ἐλάττονι τοῦ ἡμικυκλίου τμήματι γωνία ἡ ὑπὸ ΑΔΓ μείζων ἐστὶν ὀρθῆς.

Ἐπεζεύχθω ἡ ΑΕ, καὶ διήχθω ἡ ΒΑ ἐπὶ τὸ Ζ.
Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΕΑ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΕ τῇ ὑπὸ

ΒΑΕ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΓΕ τῇ ΕΑ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΕ τῇ ὑπὸ
ΓΑΕ· ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΓ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΒ ἴση ἐστίν. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ
ὑπὸ ΖΑΓ ἐκτὸς τοῦ ΑΒΓ τριγώνου δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνίαις ἴση·
ἴση ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΑΓ· ὀρθὴ ἄρα ἑκατέρα· ἡ ἄρα ἐν
τῷ ΒΑΓ ἡμικυκλίῳ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ὀρθή ἐστιν.

Καὶ ἐπεὶ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου δύο γωνίαι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΑΓ δύο ὀρθῶν
ἐλάττονές εἰσιν, ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ, ἐλάττων ἄρα ὀρθῆς ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ
γωνία· καί ἐστιν ἐν τῷ ΑΒΓ μείζονι τοῦ ἡμικυκλίου τμήματι.

Καὶ ἐπεὶ ἐν κύκλῳ τετράπλευρόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ, τῶν δὲ ἐν τοῖς κύκλοις
τετραπλεύρων αἱ ἀπεναντίον γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν [αἱ ἄρα ὑπὸ
ΑΒΓ, ΑΔΓ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν], καί ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἐλάττων
ὀρθῆς· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΔΓ γωνία μείζων ὀρθῆς ἐστιν· καί ἐστιν ἐν τῷ
ΑΔΓ ἐλάττονι τοῦ ἡμικυκλίου τμήματι.

Λέγω, ὅτι καὶ ἡ μὲν τοῦ μείζονος τμήματος γωνία ἡ περιεχομένη ὑπό
[τε] τῆς ΑΒΓ περιφερείας καὶ τῆς ΑΓ εὐθείας μείζων ἐστὶν ὀρθῆς, ἡ δὲ τοῦ
ἐλάττονος τμήματος γωνία ἡ περιεχομένη ὑπό [τε] τῆς ΑΔ[Γ] περιφερείας
καὶ τῆς ΑΓ εὐθείας ἐλάττων ἐστὶν ὀρθῆς. καί ἐστιν αὐτόθεν φανερόν. ἐπεὶ
γὰρ ἡ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ εὐθειῶν ὀρθή ἐστιν, ἡ ἄρα ὑπὸ τῆς ΑΒΓ περιφερείας
καὶ τῆς ΑΓ εὐθείας περιεχομένη μείζων ἐστὶν ὀρθῆς. πάλιν, ἐπεὶ ἡ ὑπὸ τῶν
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ΑΓ, ΑΖ εὐθειῶν ὀρθή ἐστιν, ἡ ἄρα ὑπὸ τῆς ΓΑ εὐθείας καὶ τῆς ΑΔ[Γ]
περιφερείας περιεχομένη ἐλάττων ἐστὶν ὀρθῆς.

Ἐν κύκλῳ ἄρα ἡ μὲν ἐν τῷ ἡμικυκλίῳ γωνία ὀρθή ἐστιν, ἡ δὲ ἐν τῷ
μείζονι τμήματι ἐλάττων ὀρθῆς, ἡ δὲ ἐν τῷ ἐλάττονι [τμήματι] μείζων ὀρθῆς,
καὶ ἔτι ἡ μὲν τοῦ μείζονος τμήματος [γωνία] μείζων [ἐστὶν] ὀρθῆς, ἡ δὲ τοῦ
ἐλάττονος τμήματος [γωνία] ἐλάττων ὀρθῆς· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

[Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν [ἡ] μία γωνία τριγώνου ταῖς δυσὶν ἴση

ᾖ, ὀρθή ἐστιν ἡ γωνία διὰ τὸ καὶ τὴν ἐκείνης ἐκτὸς ταῖς αὐταῖς ἴσην εἶναι·
ἐὰν δὲ αἱ ἐφεξῆς ἴσαι ὦσιν, ὀρθαί εἰσιν.] 

Πρότασις 32 () Ἐὰν κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τῆς ἁφῆς εἰς
τὸν κύκλον διαχθῇ τις εὐθεῖα τέμνουσα τὸν κύκλον, ἃς ποιεῖ γωνίας πρὸς τῇ
ἐφαπτομένῃ, ἴσαι ἔσονται ταῖς ἐν τοῖς ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήμασι γωνίαις.

Ἀπόδειξις. Κύκλου γὰρ τοῦ ΑΒΓΔ ἐφαπτέσθω τις εὐθεῖα ἡ ΕΖ κατὰ τὸ Β
σημεῖον, καὶ ἀπὸ τοῦ Β σημείου διήχθω τις εὐθεῖα εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον
τέμνουσα αὐτὸν ἡ ΒΔ. λέγω, ὅτι ἃς ποιεῖ γωνίας ἡ ΒΔ μετὰ τῆς ΕΖ ἐφα-
πτομένης, ἴσαι ἔσονται ταῖς ἐν τοῖς ἐναλλὰξ τμήμασι τοῦ κύκλου γωνίαις,
τουτέστιν, ὅτι ἡ μὲν ὑπὸ ΖΒΔ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ΒΑΔ τμήματι συ-
νισταμένῃ γωνίᾳ, ἡ δὲ ὑπὸ ΕΒΔ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ΔΓΒ τμήματι
συνισταμένῃ γωνίᾳ.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Β τῇ ΕΖ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΒΑ, καὶ εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΒΔ
περιφερείας τυχὸν σημεῖον τὸ Γ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ, ΔΓ, ΓΒ.

Καὶ ἐπεὶ κύκλου τοῦ ΑΒΓΔ ἐφάπτεταί τις εὐθεῖα ἡ ΕΖ κατὰ τὸ Β, καὶ
ἀπὸ τῆς ἁφῆς ἦκται τῇ ἐφαπτομένῃ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΒΑ, ἐπὶ τῆς ΒΑ ἄρα
τὸ κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου. ἡ ΒΑ ἄρα διάμετρός ἐστι τοῦ ΑΒΓΔ
κύκλου· ἡ ἄρα ὑπὸ ΑΔΒ γωνία ἐν ἡμικυκλίῳ οὖσα ὀρθή ἐστιν. λοιπαὶ
ἄρα αἱ ὑπὸ ΒΑΔ, ΑΒΔ μιᾷ ὀρθῇ ἴσαι εἰσίν. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΖ ὀρθή·
ἡ ἄρα ὑπὸ ΑΒΖ ἴση ἐστὶ ταῖς ὑπὸ ΒΑΔ, ΑΒΔ. κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ ὑπὸ
ΑΒΔ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΒΖ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τμήματι
τοῦ κύκλου γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΑΔ. καὶ ἐπεὶ ἐν κύκλῳ τετράπλευρόν ἐστι τὸ
ΑΒΓΔ, αἱ ἀπεναντίον αὐτοῦ γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. εἰσὶ δὲ καὶ αἱ
ὑπὸ ΔΒΖ, ΔΒΕ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι· αἱ ἄρα ὑπὸ ΔΒΖ, ΔΒΕ ταῖς ὑπὸ ΒΑΔ,
ΒΓΔ ἴσαι εἰσίν, ὧν ἡ ὑπὸ ΒΑΔ τῇ ὑπὸ ΔΒΖ ἐδείχθη ἴση· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ
ΔΒΕ τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήματι τῷ ΔΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΓΒ γωνίᾳ
ἐστὶν ἴση.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ἐφάπτηταί τις εὐθεῖα, ἀπὸ δὲ τῆς ἁφῆς εἰς τὸν κύκλον
διαχθῇ τις εὐθεῖα τέμνουσα τὸν κύκλον, ἃς ποιεῖ γωνίας πρὸς τῇ ἐφαπτο-
μένῃ, ἴσαι ἔσονται ταῖς ἐν τοῖς ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήμασι γωνίαις· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 



Πρωτότυπο Κείμενο 3ου Βιβλίου 

Πρότασις 33 () Ἐπὶτῆς δοθείσης εὐθείαςγράψαιτμῆμακύκλουδεχόμενον
γωνίαν ἴσην τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος
ἡ πρὸς τῷ Γ· δεῖ δὴ ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας τῆς ΑΒ γράψαι τμῆμα κύκλου
δεχόμενον γωνίαν ἴσην τῇ πρὸς τῷ Γ.

Ἡ δὴ πρὸς τῷ Γ [γωνία] ἤτοι ὀξεῖά ἐστιν ἢ ὀρθὴ ἢ ἀμβλεῖα· ἔστω
πρότερον ὀξεῖα, καὶ ὡς ἐπὶ τῆς πρώτης καταγραφῆς συνεστάτω πρὸς τῇ
ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ Α σημείῳ τῇ πρὸς τῷ Γ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΔ· ὀξεῖα
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ. ἤχθω τῇ ΔΑ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΑΕ, καὶ τετμήσθω ἡ
ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Ζ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΖΗ,
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΗΒ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΖΗ, δύο δὴ αἱ ΑΖ, ΖΗ δύο ταῖς
ΒΖ, ΖΗ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΖΗ [γωνίᾳ] τῇ ὑπὸ ΒΖΗ ἴση· βάσις
ἄρα ἡ ΑΗ βάσει τῇ ΒΗ ἴση ἐστίν. ὁ ἄρα κέντρῳ μὲν τῷ Η διαστήματι δὲ
τῷ ΗΑ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τοῦ Β. γεγράφθω καὶ ἔστω ὁ ΑΒΕ,
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΕΒ. ἐπεὶ οὖν ἀπ᾽ ἄκρας τῆς ΑΕ διαμέτρου ἀπὸ τοῦ Α τῇ
ΑΕ πρὸς ὀρθάς ἐστιν ἡ ΑΔ, ἡ ΑΔ ἄρα ἐφάπτεται τοῦ ΑΒΕ κύκλου· ἐπεὶ
οὖν κύκλου τοῦ ΑΒΕ ἐφάπτεταί τις εὐθεῖα ἡ ΑΔ, καὶ ἀπὸ τῆς κατὰ τὸ Α
ἁφῆς εἰς τὸν ΑΒΕ κύκλον διῆκταί τις εὐθεῖα ἡ ΑΒ, ἡ ἄρα ὑπὸ ΔΑΒ γωνία
ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήματι γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΑΕΒ. ἀλλ᾽
ἡ ὑπὸ ΔΑΒ τῇ πρὸς τῷ Γ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ πρὸς τῷ Γ ἄρα γωνία ἴση ἐστὶ
τῇ ὑπὸ ΑΕΒ.

Ἐπὶ τῆς δοθείσης ἄρα εὐθείας τῆς ΑΒ τμῆμα κύκλου γέγραπται τὸ ΑΕΒ
δεχόμενον γωνίαν τὴν ὑπὸ ΑΕΒ ἴσην τῇ δοθείσῃ τῇ πρὸς τῷ Γ.

Ἀλλὰ δὴ ὀρθὴ ἔστω ἡ πρὸς τῷ Γ· καὶ δέον πάλιν ἔστω ἐπὶ τῆς ΑΒ
γράψαι τμῆμα κύκλου δεχόμενον γωνίαν ἴσην τῇ πρὸς τῷ Γ ὀρθῇ [γωνίᾳ].
συνεστάτω [πάλιν] τῇ πρὸς τῷ Γ ὀρθῇ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΔ, ὡς ἔχει ἐπὶ
τῆς δευτέρας καταγραφῆς, καὶ τετμήσθω ἡ ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Ζ, καὶ κέντρῳ
τῷ Ζ, διαστήματι δὲ ὁποτέρῳ τῶν ΖΑ, ΖΒ, κύκλος γεγράφθω ὁ ΑΕΒ.

Ἐφάπτεται ἄρα ἡ ΑΔ εὐθεῖα τοῦ ΑΒΕ κύκλου διὰ τὸ ὀρθὴν εἶναι τὴν
πρὸς τῷ Α γωνίαν. καὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΔ γωνία τῇ ἐν τῷ ΑΕΒ τμήματι·
ὀρθὴ γὰρ καὶ αὐτὴ ἐν ἡμικυκλίῳ οὖσα. ἀλλὰ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ τῇ πρὸς τῷ
Γ ἴση ἐστίν. καὶ ἡ ἐν τῷ ΑΕΒ ἄρα ἴση ἐστὶ τῇ πρὸς τῷ Γ.

Γέγραπται ἄρα πάλιν ἐπὶ τῆς ΑΒ τμῆμα κύκλου τὸ ΑΕΒ δεχόμενον
γωνίαν ἴσην τῇ πρὸς τῷ Γ.

Ἀλλὰ δὴ ἡ πρὸς τῷ Γ ἀμβλεῖα ἔστω· καὶ συνεστάτω αὐτῇ ἴση πρὸς τῇ
ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ Α σημείῳ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ, ὡς ἔχει ἐπὶ τῆς τρίτης καταγραφῆς,
καὶ τῇ ΑΔ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΑΕ, καὶ τετμήσθω πάλιν ἡ ΑΒ δίχα κατὰ
τὸ Ζ, καὶ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΖΗ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΗΒ.
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Καὶ ἐπεὶ πάλιν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ, καὶ κοινὴ ἡ ΖΗ, δύο δὴ αἱ ΑΖ,
ΖΗ δύο ταῖς ΒΖ, ΖΗ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΖΗ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΖΗ
ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΑΗ βάσει τῇ ΒΗ ἴση ἐστίν· ὁ ἄρα κέντρῳ μὲν τῷ Η
διαστήματι δὲ τῷ ΗΑ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τοῦ Β. ἐρχέσθω ὡς
ὁ ΑΕΒ. καὶ ἐπεὶ τῇ ΑΕ διαμέτρῳ ἀπ᾽ ἄκρας πρὸς ὀρθάς ἐστιν ἡ ΑΔ, ἡ ΑΔ
ἄρα ἐφάπτεται τοῦ ΑΕΒ κύκλου. καὶ ἀπὸ τῆς κατὰ τὸ Α ἐπαφῆς διῆκται ἡ
ΑΒ· ἡ ἄρα ὑπὸ ΒΑΔ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήματι
τῷ ΑΘΒ συνισταμένῃ γωνίᾳ. ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ γωνία τῇ πρὸς τῷ Γ ἴση
ἐστίν. καὶ ἡ ἐν τῷ ΑΘΒ ἄρα τμήματι γωνία ἴση ἐστὶ τῇ πρὸς τῷ Γ.

Ἐπὶ τῆς ἄρα δοθείσης εὐθείας τῆς ΑΒ γέγραπται τμῆμα κύκλου τὸ ΑΘΒ
δεχόμενον γωνίαν ἴσην τῇ πρὸς τῷ Γ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 34 () Ἀπὸτοῦδοθέντοςκύκλουτμῆμαἀφελεῖν δεχόμενονγωνίαν
ἴσην τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓ, ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία εὐθύγραμμος
ἡ πρὸς τῷ Δ· δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ ΑΒΓ κύκλου τμῆμα ἀφελεῖν δεχόμενον γωνίαν
ἴσην τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ τῇ πρὸς τῷ Δ.

Ἤχθω τοῦ ΑΒΓ ἐφαπτομένη ἡ ΕΖ κατὰ τὸ Β σημεῖον, καὶ συνεστάτω
πρὸς τῇ ΖΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Β τῇ πρὸς τῷ Δ γωνίᾳ
ἴση ἡ ὑπὸ ΖΒΓ.

Ἐπεὶ οὖν κύκλου τοῦ ΑΒΓ ἐφάπτεταί τις εὐθεῖα ἡ ΕΖ, καὶ ἀπὸ τῆς κατὰ
τὸ Β ἐπαφῆς διῆκται ἡ ΒΓ, ἡ ὑπὸ ΖΒΓ ἄρα γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ΒΑΓ
ἐναλλὰξ τμήματι συνισταμένῃ γωνίᾳ. ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΖΒΓ τῇ πρὸς τῷ Δ ἐστιν
ἴση· καὶ ἡ ἐν τῷ ΒΑΓ ἄρα τμήματι ἴση ἐστὶ τῇ πρὸς τῷ Δ [γωνίᾳ].

Ἀπὸ τοῦ δοθέντος ἄρα κύκλου τοῦ ΑΒΓ τμῆμα ἀφῄρηται τὸ ΒΑΓ δε-
χόμενον γωνίαν ἴσην τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ τῇ πρὸς τῷ Δ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 35 () Ἐὰν ἐν κύκλῳ δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, τὸ ὑπὸ τῶν
τῆς μιᾶς τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν τῆς ἑτέρας
τμημάτων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἀπόδειξις. Ἐν γὰρ κύκλῳ τῷ ΑΒΓΔ δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΓ, ΒΔ τεμνέτωσαν
ἀλλήλας κατὰ τὸ Ε σημεῖον· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ περιεχόμενον
ὀρθο- γώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Εἰ μὲν οὖν αἱ ΑΓ, ΒΔ διὰ τοῦ κέντρου εἰσὶν ὥστε τὸ Ε κέντρον εἶναι
τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, φανερόν, ὅτι ἴσων οὐσῶν τῶν ΑΕ, ΕΓ, ΔΕ, ΕΒ καὶ τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΒ
περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.
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Μὴ ἔστωσαν δὴ αἱ ΑΓ, ΔΒ διὰ τοῦ κέντρου, καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον
τοῦ ΑΒΓΔ, καὶ ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὰς ΑΓ, ΔΒ εὐθείας κάθετοι
ἤχθωσαν αἱ ΖΗ, ΖΘ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΒ, ΖΓ, ΖΕ.

Καὶ ἐπεὶ εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου ἡ ΗΖ εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ
κέντρου τὴν ΑΓ πρὸς ὀρθὰς τέμνει, καὶ δίχα αὐτὴν τέμνει· ἴση ἄρα ἡ ΑΗ
τῇ ΗΓ. ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα ἡ ΑΓ τέτμηται εἰς μὲν ἴσα κατὰ τὸ Η, εἰς δὲ ἄνισα
κατὰ τὸ Ε, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΕΗ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΓ· [κοινὸν] προσκείσθω
τὸ ἀπὸ τῆς ΗΖ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ μετὰ τῶν ἀπὸ τῶν ΗΕ, ΗΖ ἴσον
ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΓΗ, ΗΖ. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΖ ἴσον ἐστὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΕ, τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΓΗ, ΗΖ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΓ· τὸ ἄρα
ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΓ. ἴση δὲ
ἡ ΖΓ τῇ ΖΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΖΒ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΒ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΕ
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ
τῆς ΖΕ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΖΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΒ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΕ. κοινὸν ἀφῃρήσθω
τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ· λοιπὸν ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον
ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΒ περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἐὰν ἄρα ἐν κύκλῳ εὐθεῖαι δύο τέμνωσιν ἀλλήλας, τὸ ὑπὸ τῶν τῆς μιᾶς
τμημάτων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν τῆς ἑτέρας
τμημάτων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 36 () Ἐὰν κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ πρὸς
τὸν κύκλον προσπίπτωσι δύο εὐθεῖαι, καὶ ἡ μὲν αὐτῶν τέμνῃ τὸν κύκλον, ἡ δὲ
ἐφάπτηται, ἔσται τὸ ὑπὸ ὅλης τῆς τεμνούσης καὶ τῆς ἐκτὸς ἀπολαμβανομένης
μεταξὺτοῦτεσημείουκαὶ τῆς κυρτῆςπεριφερείας ἴσοντῷἀπὸτῆς ἐφαπτομένης
τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Κύκλου γὰρ τοῦ ΑΒΓ εἰλήφθω τι σημεῖον ἐκτὸς τὸ Δ, καὶ ἀπὸ
τοῦ Δ πρὸς τὸν ΑΒΓ κύκλον προσπιπτέτωσαν δύο εὐθεῖαι αἱ ΔΓ[Α], ΔΒ·
καὶ ἡ μὲν ΔΓΑ τεμνέτω τὸν ΑΒΓ κύκλον, ἡ δὲ ΒΔ ἐφαπτέσθω· λέγω, ὅτι
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ
τετραγώνῳ.

Ἡ ἄρα [Δ]ΓΑ ἤτοι διὰ τοῦ κέντρου ἐστὶν ἢ οὔ. ἔστω πρότερον διὰ τοῦ
κέντρου, καὶ ἔστω τὸ Ζ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΒ·
ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΖΒΔ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖα ἡ ΑΓ δίχα τέτμηται κατὰ τὸ
Ζ, πρόσκειται δὲ αὐτῇ ἡ ΓΔ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΖΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ. ἴση δὲ ἡ ΖΓ τῇ ΖΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ
μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΖΔ ἴσα
ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΖΒ, ΒΔ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΒ
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ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΖΒ, ΒΔ. κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΖΒ· λοιπὸν
ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ ἐφαπτο- μένης.

ἀλλὰ δὴ ἡ ΔΓΑ μὴ ἔστω διὰ τοῦ κέντρου τοῦ ΑΒΓ κύκλου, καὶ εἰλήφθω
τὸ κέντρον τὸ Ε, καὶ ἀπὸ τοῦ Ε ἐπὶ τὴν ΑΓ κάθετος ἤχθω ἡ ΕΖ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΕΒΔ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖά
τις διὰ τοῦ κέντρου ἡ ΕΖ εὐθεῖάν τινα μὴ διὰ τοῦ κέντρου τὴν ΑΓ πρὸς
ὀρθὰς τέμνει, καὶ δίχα αὐτὴν τέμνει· ἡ ΑΖ ἄρα τῇ ΖΓ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ
εὐθεῖα ἡ ΑΓ τέτμηται δίχα κατὰ τὸ Ζ σημεῖον, πρόσκειται δὲ αὐτῇ ἡ ΓΔ,
τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ.
κοινὸν προσκείσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τῶν ἀπὸ
τῶν ΓΖ, ΖΕ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΖΔ, ΖΕ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΕ ἴσον
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΓ· ὀρθὴ γὰρ [ἐστιν] ἡ ὑπὸ ΕΖΓ [γωνία]· τοῖς δὲ ἀπὸ
τῶν ΔΖ, ΖΕ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΔ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΕΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΔ. ἴση δὲ ἡ ΕΓ τῇ ΕΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΔ. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς
ΕΔ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΕΒ, ΒΔ· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΕΒΔ γωνία· τὸ ἄρα ὑπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΒ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΕΒ, ΒΔ. κοινὸν
ἀφῃρήσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΕΒ· λοιπὸν ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΔΒ.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ πρὸς τὸν κύκλον
προσπίπτωσι δύο εὐθεῖαι, καὶ ἡ μὲν αὐτῶν τέμνῃ τὸν κύκλον, ἡ δὲ ἐφάπτη-
ται, ἔσται τὸ ὑπὸ ὅλης τῆς τεμνούσης καὶ τῆς ἐκτὸς ἀπολαμβανομένης
μεταξὺ τοῦ τε σημείου καὶ τῆς κυρτῆς περιφερείας ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ἐφα-
πτομένης τετραγώνῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 37 () Ἐὰν κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου
πρὸς τὸν κύκλον προσπίπτωσι δύο εὐθεῖαι, καὶ ἡ μὲν αὐτῶν τέμνῃ τὸν κύκλον,
ἡ δὲ προσπίπτῃ, ᾖ δὲ τὸ ὑπὸ [τῆς] ὅλης τῆς τεμνούσης καὶ τῆς ἐκτὸς ἀπολαμ-
βανομένης μεταξὺ τοῦ τε σημείου καὶ τῆς κυρτῆς περιφερείας ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς
προσπιπτούσης, ἡ προσπίπτουσα ἐφάψεται τοῦ κύκλου.

Ἀπόδειξις. κύκλου γὰρ τοῦ ΑΒΓ εἰλήφθω τι σημεῖον ἐκτὸς τὸ Δ, καὶ ἀπὸ
τοῦ Δ πρὸς τὸν ΑΒΓ κύκλον προσπιπτέτωσαν δύο εὐθεῖαι αἱ ΔΓΑ, ΔΒ,
καὶ ἡ μὲν ΔΓΑ τεμνέτω τὸν κύκλον, ἡ δὲ ΔΒ προσπιπτέτω, ἔστω δὲ τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ. λέγω, ὅτι ἡ ΔΒ ἐφάπτεται τοῦ ΑΒΓ
κύκλου.

Ἤχθω γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἐφαπτομένη ἡ ΔΕ, καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον τοῦ
ΑΒΓ κύκλου, καὶ ἔστω τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΕ, ΖΒ, ΖΔ. ἡ ἄρα ὑπὸ
ΖΕΔ ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἡ ΔΕ ἐφάπτεται τοῦ ΑΒΓ κύκλου, τέμνει δὲ ἡ
ΔΓΑ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΕ. ἦν δὲ καὶ τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΓ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΔΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ
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τῆς ΔΒ· ἴση ἄρα ἡ ΔΕ τῇ ΔΒ. ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ΖΕ τῇ ΖΒ ἴση· δύο δὴ αἱ ΔΕ,
ΕΖ δύο ταῖς ΔΒ, ΒΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις αὐτῶν κοινὴ ἡ ΖΔ· γωνία ἄρα
ἡ ὑπὸ ΔΕΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΒΖ ἐστιν ἴση. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΔΕΖ· ὀρθὴ ἄρα
καὶ ἡ ὑπὸ ΔΒΖ. καί ἐστιν ἡ ΖΒ ἐκβαλλομένη διάμετρος· ἡ δὲ τῇ διαμέτρῳ
τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένη ἐφάπτεται τοῦ κύκλου· ἡ ΔΒ
ἄρα ἐφάπτεται τοῦ ΑΒΓ κύκλου. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, κἂν τὸ κέντρον
ἐπὶ τῆς ΑΓ τυγχάνῃ.

Ἐὰν ἄρα κύκλου ληφθῇ τι σημεῖον ἐκτός, ἀπὸ δὲ τοῦ σημείου πρὸς τὸν
κύκλον προσπίπτωσι δύο εὐθεῖαι, καὶ ἡ μὲν αὐτῶν τέμνῃ τὸν κύκλον, ἡ
δὲ προσπίπτῃ, ᾖ δὲ τὸ ὑπὸ ὅλης τῆς τεμνούσης καὶ τῆς ἐκτὸς ἀπολαμβα-
νομένης μεταξὺ τοῦ τε σημείου καὶ τῆς κυρτῆς περιφερείας ἴσον τῷ ἀπὸ
τῆς προσπιπτούσης, ἡ προσπίπτουσα ἐφάψεται τοῦ κύκλου· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 





Βιβλίο 4ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Σχῆμα εὐθύγραμμον εἰς σχῆμα εὐθύγραμμον ἐγγράφεσθαι λέγεται,
ὅταν ἑκάστη τῶν τοῦ ἐγγραφομένου σχήματος γωνιῶν ἑκάστης
πλευρᾶς τοῦ, εἰς ὃ ἐγγράφεται, ἅπτηται.

(ὁρ. 2) Σχῆμα δὲ ὁμοίως περὶ σχῆμα περιγράφεσθαι λέγεται, ὅταν ἑκάστη
πλευρὰ τοῦ περιγραφομένου ἑκάστης γωνίας τοῦ, περὶ ὃ περι-
γράφεται, ἅπτηται.

(ὁρ. 3) Σχῆμα εὐθύγραμμον εἰς κύκλον ἐγγράφεσθαι λέγεται, ὅταν ἑκάστη
γωνία τοῦ ἐγγραφομένου ἅπτηται τῆς τοῦ κύκλου περιφερείας.

(ὁρ. 4) Σχῆμα δὲ εὐθύγραμμον περὶ κύκλον περιγράφεσθαι λέγεται, ὅταν
ἑκάστη πλευρὰ τοῦ περιγραφομένου ἐφάπτηται τῆς τοῦ κύκλου
περιφερείας.

(ὁρ. 5) Κύκλος δὲ εἰς σχῆμα ὁμοίως ἐγγράφεσθαι λέγεται, ὅταν ἡ τοῦ
κύκλου περιφέρεια ἑκάστης πλευρᾶς τοῦ, εἰς ὃ ἐγγράφεται, ἅπτη-
ται.

(ὁρ. 6) Κύκλος δὲ περὶ σχῆμα περιγράφεσθαι λέγεται, ὅταν ἡ τοῦ κύκλου
περιφέρεια ἑκάστης γωνίας τοῦ, περὶ ὃ περιγράφεται, ἅπτηται.

(ὁρ. 7) Εὐθεῖα εἰς κύκλον ἐναρμόζεσθαι λέγεται, ὅταν τὰ πέρατα αὐτῆς ἐπὶ
τῆς περιφερείας ᾖ τοῦ κύκλου.

Πρότασις 1 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ μὴ μείζονι οὔσῃ τῆς
τοῦ κύκλου διαμέτρου ἴσην εὐθεῖαν ἐναρμόσαι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓ, ἡ δὲ δοθεῖσα εὐθεῖα μὴ μείζων
τῆς τοῦ κύκλου διαμέτρου ἡ Δ. δεῖ δὴ εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον τῇ Δ εὐθείᾳ ἴσην
εὐθεῖαν ἐναρμόσαι.

Ἤχθω τοῦ ΑΒΓ κύκλου διάμετρος ἡ ΒΓ. εἰ μὲν οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ
Δ, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν· ἐνήρμοσται γὰρ εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον τῇ Δ
εὐθείᾳ ἴση ἡ ΒΓ. εἰ δὲ μείζων ἐστὶν ἡ ΒΓ τῆς Δ, κείσθω τῇ Δ ἴση ἡ ΓΕ, καὶ
κέντρῳ τῷ Γ διαστήματι δὲ τῷ ΓΕ κύκλος γεγράφθω ὁ ΕΑΖ, καὶ ἐπεζεύχθω
ἡ ΓΑ.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Γ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΕΑΖ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΓΑ
τῇ ΓΕ. ἀλλὰ τῇ Δ ἡ ΓΕ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ Δ ἄρα τῇ ΓΑ ἐστιν ἴση.

Εἰς ἄρα τὸν δοθέντα κύκλον τὸν ΑΒΓ τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ Δ ἴση ἐνήρ-
μοσται ἡ ΓΑ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 2 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἰσογώνιον
τρίγωνον ἐγγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓ, τὸ δὲ δοθὲν τρίγωνον τὸ ΔΕΖ· δεῖ
δὴ εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἰσογώνιον τρίγωνον ἐγγράψαι.

Ἤχθω τοῦ ΑΒΓ κύκλου ἐφαπτομένη ἡ ΗΘ κατὰ τὸ Α, καὶ συνεστάτω
πρὸς τῇ ΑΘ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ ὑπὸ ΔΕΖ γωνίᾳ
ἴση ἡ ὑπὸ ΘΑΓ, πρὸς δὲ τῇ ΑΗ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ
ὑπὸ ΔΖΕ [γωνίᾳ] ἴση ἡ ὑπὸ ΗΑΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΓ.

Ἐπεὶ οὖν κύκλου τοῦ ΑΒΓ ἐφάπτεταί τις εὐθεῖα ἡ ΑΘ, καὶ ἀπὸ τῆς
κατὰ τὸ Α ἐπαφῆς εἰς τὸν κύκλον διῆκται εὐθεῖα ἡ ΑΓ, ἡ ἄρα ὑπὸ ΘΑΓ
ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήματι γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΑΒΓ. ἀλλ᾽ ἡ
ὑπὸ ΘΑΓ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἄρα γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ
ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ ἐστιν ἴση· καὶ λοιπὴ
ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΓ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἐστιν ἴση· [ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ, καὶ ἐγγέγραπται εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον].

Εἰς τὸν δοθέντα ἄρα κύκλον τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἰσογώνιον τρίγωνον
ἐγγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 3 () Περὶ τὸν δοθέντα κύκλον τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἰσογώνιον
τρίγωνον περιγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓ, τὸ δὲ δοθὲν τρίγωνον τὸ ΔΕΖ·
δεῖ δὴ περὶ τὸν ΑΒΓ κύκλον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ ἰσογώνιον τρίγωνον περι-
γράψαι.

Ἐκβεβλήσθω ἡ ΕΖ ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη κατὰ τὰ Η, Θ σημεῖα, καὶ εἰλήφθω
τοῦ ΑΒΓ κύκλου κέντρον τὸ Κ, καὶ διήχθω, ὡς ἔτυχεν, εὐθεῖα ἡ ΚΒ, καὶ
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συνεστάτω πρὸς τῇ ΚΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Κ τῇ μὲν ὑπὸ
ΔΕΗ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΚΑ, τῇ δὲ ὑπὸ ΔΖΘ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΚΓ, καὶ διὰ τῶν
Α, Β, Γ σημείων ἤχθωσαν ἐφαπτόμεναι τοῦ ΑΒΓ κύκλου αἱ ΛΑΜ, ΜΒΝ,
ΝΓΛ.

Καὶ ἐπεὶ ἐφάπτονται τοῦ ΑΒΓ κύκλου αἱ ΛΜ, ΜΝ, ΝΛ κατὰ τὰ Α, Β, Γ
σημεῖα, ἀπὸ δὲ τοῦ Κ κέντρου ἐπὶ τὰ Α, Β, Γ σημεῖα ἐπεζευγμέναι εἰσὶν αἱ
ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ὀρθαὶ ἄρα εἰσὶν αἱ πρὸς τοῖς Α, Β, Γ σημείοις γωνίαι. καὶ ἐπεὶ
τοῦ ΑΜΒΚ τετραπλεύρου αἱ τέσσαρες γωνίαι τέτρασιν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν,
ἐπειδήπερ καὶ εἰς δύο τρίγωνα διαιρεῖται τὸ ΑΜΒΚ, καί εἰσιν ὀρθαὶ αἱ ὑπὸ
ΚΑΜ, ΚΒΜ γωνίαι, λοιπαὶ ἄρα αἱ ὑπὸ ΑΚΒ, ΑΜΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν.
εἰσὶ δὲ καὶ αἱ ὑπὸ ΔΕΗ, ΔΕΖ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΚΒ, ΑΜΒ ταῖς
ὑπὸ ΔΕΗ, ΔΕΖ ἴσαι εἰσίν, ὧν ἡ ὑπὸ ΑΚΒ τῇ ὑπὸ ΔΕΗ ἐστιν ἴση· λοιπὴ
ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΜΒ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι
καὶ ἡ ὑπὸ ΛΝΒ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ ἐστιν ἴση· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΜΛΝ [λοιπῇ]
τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἐστιν ἴση. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΜΝ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ
τριγώνῳ· καὶ περιγέγραπται περὶ τὸν ΑΒΓ κύκλον.

Περὶ τὸν δοθέντα ἄρα κύκλον τῷ δοθέντι τριγώνῳ ἰσογώνιον τρίγωνον
περιγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 4 () Εἰς τὸ δοθὲν τρίγωνον κύκλον ἐγγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν τρίγωνον τὸ ΑΒΓ· δεῖ δὴ εἰς τὸ ΑΒΓ τρίγωνον
κύκλον ἐγγράψαι.

Τετμήσθωσαν αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνίαι δίχα ταῖς ΒΔ, ΓΔ εὐθείαις, καὶ
συμβαλλέτωσαν ἀλλήλαις κατὰ τὸ Δ σημεῖον, καὶ ἤχθωσαν ἀπὸ τοῦ Δ ἐπὶ
τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ εὐθείας κάθετοι αἱ ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΔ γωνία τῇ ὑπὸ ΓΒΔ, ἐστὶ δὲ καὶ ὀρθὴ ἡ
ὑπὸ ΒΕΔ ὀρθῇ τῇ ὑπὸ ΒΖΔ ἴση, δύο δὴ τρίγωνά ἐστι τὰ ΕΒΔ, ΖΒΔ τὰς
δύο γωνίας ταῖς δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ
ἴσην τὴν ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων γωνιῶν κοινὴν αὐτῶν τὴν ΒΔ·
καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξουσιν· ἴση ἄρα ἡ
ΔΕ τῇ ΔΖ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΔΗ τῇ ΔΖ ἐστιν ἴση. αἱ τρεῖς ἄρα εὐθεῖαι αἱ
ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Δ καὶ διαστήματι ἑνὶ τῶν
Ε, Ζ, Η κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τῶν λοιπῶν σημείων καὶ ἐφάψεται
τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ εὐθειῶν διὰ τὸ ὀρθὰς εἶναι τὰς πρὸς τοῖς Ε, Ζ, Η σημείοις
γωνίας. εἰ γὰρ τεμεῖ αὐτάς, ἔσται ἡ τῇ διαμέτρῳ τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς
ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένη ἐντὸς πίπτουσα τοῦ κύκλου· ὅπερ ἄτοπον ἐδείχθη·
οὐκ ἄρα ὁ κέντρῳ τῷ Δ διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Ε, Ζ, Η γραφόμενος κύκλος
τεμεῖ τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ εὐθείας· ἐφάψεται ἄρα αὐτῶν, καὶ ἔσται ὁ κύκλος
ἐγγεγραμμένος εἰς τὸ ΑΒΓ τρίγωνον. ἐγγεγράφθω ὡς ὁ ΖΗΕ.
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Εἰς ἄρα τὸ δοθὲν τρίγωνον τὸ ΑΒΓ κύκλος ἐγγέγραπται ὁ ΕΖΗ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 5 () Περὶ τὸ δοθὲν τρίγωνον κύκλον περιγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν τρίγωνον τὸ ΑΒΓ· δεῖ (δὴ) περὶ τὸ δοθὲν τρίγω-
νον τὸ ΑΒΓ κύκλον περιγράψαι.

Τετμήσθωσαν αἱ ΑΒ, ΑΓ εὐθεῖαι δίχα κατὰ τὰ Δ, Ε σημεῖα, καὶ ἀπὸ τῶν
Δ, Ε σημείων ταῖς ΑΒ, ΑΓ πρὸς ὁρθὰς ἤχθωσαν αἱ ΔΖ, ΕΖ· συμπεσοῦνται
δὴ ἤτοι ἐντὸς τοῦ ΑΒΓ τριγώνου ἢ ἐπὶ τῆς ΒΓ εὐθείας ἢ ἐκτὸς τῆς ΒΓ.

Συμπιπτέτωσαν πρότερον ἐντὸς κατὰ τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΒ,
ΖΓ, ΖΑ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΔΒ, κοινὴ δὲ καὶ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΔΖ, βάσις
ἄρα ἡ ΑΖ βάσει τῇ ΖΒ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΓΖ τῇ ΑΖ
ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ ἡ ΖΒ τῇ ΖΓ ἐστιν ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ ἴσαι
ἀλλήλαις εἰσίν. ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Ζ διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ κύκλος
γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τῶν λοιπῶν σημείων, καὶ ἔσται περιγεγραμμένος
ὁ κύκλος περὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον. περιγεγράφθω ὡς ὁ ΑΒΓ.

Ἀλλὰ δὴ αἱ ΔΖ, ΕΖ συμπιπτέτωσαν ἐπὶ τῆς ΒΓ εὐθείας κατὰ τὸ Ζ, ὡς
ἔχει ἐπὶ τῆς δευτέρας καταγραφῆς, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν,
ὅτι τὸ Ζ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ περὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον περιγραφομένου
κύκλου.

Ἀλλὰ δὴ αἱ ΔΖ, ΕΖ συμπιπτέτωσαν ἐκτὸς τοῦ ΑΒΓ τριγώνου κατὰ τὸ
Ζ πάλιν, ὡς ἔχει ἐπὶ τῆς τρίτης καταγραφῆς, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΖ, ΒΖ,
ΓΖ. καὶ ἐπεὶ πάλιν ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΔΒ, κοινὴ δὲ καὶ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΔΖ,
βάσις ἄρα ἡ ΑΖ βάσει τῇ ΒΖ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΓΖ
τῇ ΑΖ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ ἡ ΒΖ τῇ ΖΓ ἐστιν ἴση· ὁ ἄρα [πάλιν] κέντρῳ
τῷ Ζ διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ
τῶν λοιπῶν σημείων, καὶ ἔσται περιγεγραμμένος περὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον.

Περὶ τὸ δοθὲν ἄρα τρίγωνον κύκλος περιγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.
[Πόρισμα]
Καὶ φανερόν, ὅτι, ὅτε μὲν ἐντὸς τοῦ τριγώνου πίπτει τὸ κέντρον τοῦ

κύκλου, ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία ἐν μείζονι τμήματι τοῦ ἡμικυκλίου τυγχάνουσα
ἐλάττων ἐστὶν ὀρθῆς· ὅτε δὲ ἐπὶ τῆς ΒΓ εὐθείας τὸ κέντρον πίπτει, ἡ ὑπὸ
ΒΑΓ γωνία ἐν ἡμικυκλίῳ τυγχάνουσα ὀρθή ἐστιν· ὅτε δὲ τὸ κέντρον τοῦ
κύκλου ἐκτὸς τοῦ τριγώνου πίπτει, ἡ ὑπὸ ΒΑΓ ἐν ἐλάττονι τμήματι τοῦ
ἡμικυκλίου τυγχάνουσα μείζων ἐστὶν ὀρθῆς. [ὥστε καὶ ὅταν ἐλάττων ὀρθῆς
τυγχάνῃ ἡ διδομένη γωνία, ἐντὸς τοῦ τριγώνου πεσοῦνται αἱ ΔΖ, ΕΖ, ὅταν
δὲ ὀρθή, ἐπὶ τῆς ΒΓ, ὅταν δὲ μείζων ὀρθῆς, ἐκτὸς τῆς ΒΓ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.]
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Πρότασις 6 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον τετράγωνον ἐγγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔ· δεῖ δὴ εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον
τετράγωνον ἐγγράψαι.

Ἤχθωσαν τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου δύο διάμετροι πρὸς ὀρθὰς ἀλλήλαις αἱ ΑΓ,
ΒΔ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΕΔ· κέντρον γὰρ τὸ Ε· κοινὴ δὲ καὶ πρὸς
ὀρθὰς ἡ ΕΑ, βάσις ἄρα ἡ ΑΒ βάσει τῇ ΑΔ ἴση ἐστίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ
καὶ ἑκατέρα τῶν ΒΓ, ΓΔ ἑκατέρᾳ τῶν ΑΒ, ΑΔ ἴση ἐστίν· ἰσόπλευρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔ τετράπλευρον. λέγω δή, ὅτι καὶ ὀρθογώνιον. ἐπεὶ γὰρ ἡ ΒΔ
εὐθεῖα διάμετρός ἐστι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, ἡμικύκλιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΑΔ· ὀρθὴ
ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΔ γωνία. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκάστη τῶν ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΔ,
ΓΔΑ ὀρθή ἐστιν· ὀρθογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔ τετράπλευρον. ἐδείχθη δὲ
καὶ ἰσόπλευρον· τετράγωνον ἄρα ἐστίν. καὶ ἐγγέγραπται εἰς τὸν ΑΒΓΔ
κύκλον.

Εἰς ἄρα τὸν δοθέντα κύκλον τετράγωνον ἐγγέγραπται τὸ ΑΒΓΔ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 7 () Περὶ τὸν δοθέντα κύκλον τετράγωνον περιγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔ· δεῖ δὴ περὶ τὸν ΑΒΓΔ κύκλον
τετράγωνον περιγράψαι.

Ἤχθωσαν τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου δύο διάμετροι πρὸς ὀρθὰς ἀλλήλαις αἱ
ΑΓ, ΒΔ, καὶ διὰ τῶν Α, Β, Γ, Δ σημείων ἤχθωσαν ἐφαπτόμεναι τοῦ ΑΒΓΔ
κύκλου αἱ ΖΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΖ.

Ἐπεὶ οὖν ἐφάπτεται ἡ ΖΗ τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, ἀπὸ δὲ τοῦ Ε κέντρου
ἐπὶ τὴν κατὰ τὸ Α ἐπαφὴν ἐπέζευκται ἡ ΕΑ, αἱ ἄρα πρὸς τῷ Α γωνίαι
ὀρθαί εἰσιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ αἱ πρὸς τοῖς Β, Γ, Δ σημείοις γωνίαι ὀρθαί
εἰσιν. καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΕΒ γωνία, ἐστὶ δὲ ὀρθὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΕΒΗ,
παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΗΘ τῇ ΑΓ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΑΓ τῇ ΖΚ ἐστι
παράλληλος. ὥστε καὶ ἡ ΗΘ τῇ ΖΚ ἐστι παράλληλος. ὁμοίως δὴ δείξομεν,
ὅτι καὶ ἑκατέρα τῶν ΗΖ, ΘΚ τῇ ΒΕΔ ἐστι παράλληλος. παραλληλόγραμμα
ἄρα ἐστὶ τὰ ΗΚ, ΗΓ, ΑΚ, ΖΒ, ΒΚ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ μὲν ΗΖ τῇ ΘΚ, ἡ δὲ ΗΘ
τῇ ΖΚ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΒΔ, ἀλλὰ καὶ ἡ μὲν ΑΓ ἑκατέρᾳ τῶν
ΗΘ, ΖΚ, ἡ δὲ ΒΔ ἑκατέρᾳ τῶν ΗΖ, ΘΚ ἐστιν ἴση [καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν
ΗΘ, ΖΚ ἑκατέρᾳ τῶν ΗΖ, ΘΚ ἐστιν ἴση], ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΗΘΚ
τετράπλευρον. λέγω δή, ὅτι καὶ ὀρθογώνιον. ἐπεὶ γὰρ παραλληλόγραμμόν
ἐστι τὸ ΗΒΕΑ, καί ἐστιν ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΑΕΒ, ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΑΗΒ. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ πρὸς τοῖς Θ, Κ, Ζ γωνίαι ὀρθαί εἰσιν. ὀρθογώνιον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΗΘΚ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἰσόπλευρον· τετράγωνον ἄρα ἐστίν. καὶ
περιγέγραπται περὶ τὸν ΑΒΓΔ κύκλον.
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Περὶ τὸν δοθέντα ἄρα κύκλον τετράγωνον περιγέγραπται· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι. 

Πρότασις 8 () Εἰς τὸ δοθὲν τετράγωνον κύκλον ἐγγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν τετράγωνον τὸ ΑΒΓΔ· δεῖ δὴ εἰς τὸ ΑΒΓΔ
τετράγωνον κύκλον ἐγγράψαι.

Τετμήσθω ἑκατέρα τῶν ΑΔ, ΑΒ δίχα κατὰ τὰ Ε, Ζ σημεῖα, καὶ διὰ
μὲν τοῦ Ε ὁποτέρᾳ τῶν ΑΒ, ΓΔ παράλληλος ἤχθω ἡ ΕΘ, διὰ δὲ τοῦ Ζ
ὁποτέρᾳ τῶν ΑΔ, ΒΓ παράλληλος ἤχθω ἡ ΖΚ· παραλληλόγραμμον ἄρα
ἐστὶν ἕκαστον τῶν ΑΚ, ΚΒ, ΑΘ, ΘΔ, ΑΗ, ΗΓ, ΒΗ, ΗΔ, καὶ αἱ ἀπεναντίον
αὐτῶν πλευραὶ δηλονότι ἴσαι [εἰσίν]. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΑΒ, καί
ἐστι τῆς μὲν ΑΔ ἡμίσεια ἡ ΑΕ, τῆς δὲ ΑΒ ἡμίσεια ἡ ΑΖ, ἴση ἄρα καὶ ἡ
ΑΕ τῇ ΑΖ· ὥστε καὶ αἱ ἀπεναντίον· ἴση ἄρα καὶ ἡ ΖΗ τῇ ΗΕ. ὁμοίως δὴ
δείξομεν, ὅτι καὶ ἑκατέρα τῶν ΗΘ, ΗΚ ἑκατέρᾳ τῶν ΖΗ, ΗΕ ἐστιν ἴση· αἱ
τέσσαρες ἄρα αἱ ΗΕ, ΗΖ, ΗΘ, ΗΚ ἴσαι ἀλλήλαις [εἰσίν]. ὁ ἄρα κέντρῳ μὲν
τῷ Η διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Ε, Ζ, Θ, Κ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ
τῶν λοιπῶν σημείων· καὶ ἐφάψεται τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ εὐθειῶν διὰ τὸ
ὀρθὰς εἶναι τὰς πρὸς τοῖς Ε, Ζ, Θ, Κ γωνίας· εἰ γὰρ τεμεῖ ὁ κύκλος τὰς ΑΒ,
ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, ἡ τῇ διαμέτρῳ τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένη
ἐντὸς πεσεῖται τοῦ κύκλου· ὅπερ ἄτοπον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ὁ κέντρῳ τῷ Η
διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Ε, Ζ, Θ, Κ κύκλος γραφόμενος τεμεῖ τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ,
ΔΑ εὐθείας. ἐφάψεται ἄρα αὐτῶν καὶ ἔσται ἐγγεγραμμένος εἰς τὸ ΑΒΓΔ
τετράγωνον.

Εἰς ἄρα τὸ δοθὲν τετράγωνον κύκλος ἐγγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.


Πρότασις 9 () Περὶ τὸ δοθὲν τετράγωνον κύκλον περιγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν τετράγωνον τὸ ΑΒΓΔ· δεῖ δὴ περὶ τὸ ΑΒΓΔ
τετράγωνον κύκλον περιγράψαι.

Ἐπιζευχθεῖσαι γὰρ αἱ ΑΓ, ΒΔ τεμνέτωσαν ἀλλήλας κατὰ τὸ Ε.
Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΒ, κοινὴ δὲ ἡ ΑΓ, δύο δὴ αἱ ΔΑ, ΑΓ δυσὶ

ταῖς ΒΑ, ΑΓ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΔΓ βάσει τῇ ΒΓ ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ
ΔΑΓ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΑΓ ἴση ἐστίν· ἡ ἄρα ὑπὸ ΔΑΒ γωνία δίχα τέτμηται
ὑπὸ τῆς ΑΓ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΔ, ΓΔΑ
δίχα τέτμηται ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΔΒ εὐθειῶν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΔΑΒ
γωνία τῇ ὑπὸ ΑΒΓ, καί ἐστι τῆς μὲν ὑπὸ ΔΑΒ ἡμίσεια ἡ ὑπὸ ΕΑΒ, τῆς δὲ
ὑπὸ ΑΒΓ ἡμίσεια ἡ ὑπὸ ΕΒΑ, καὶ ἡ ὑπὸ ΕΑΒ ἄρα τῇ ὑπὸ ΕΒΑ ἐστιν ἴση·
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ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΕΑ τῇ ΕΒ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἑκατέρα
τῶν ΕΑ, ΕΒ [εὐθειῶν] ἑκατέρᾳ τῶν ΕΓ, ΕΔ ἴση ἐστίν. αἱ τέσσαρες ἄρα αἱ
ΕΑ, ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Ε καὶ διαστήματι ἑνὶ
τῶν Α, Β, Γ, Δ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τῶν λοιπῶν σημείων καὶ
ἔσται περιγεγραμμένος περὶ τὸ ΑΒΓΔ τετράγωνον. περιγεγράφθω ὡς ὁ
ΑΒΓΔ.

Περὶ τὸ δοθὲν ἄρα τετράγωνον κύκλος περιγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποι-
ῆσαι. 

Πρότασις 10 () Ἰσοσκελὲςτρίγωνονσυστήσασθαιἔχονἑκατέραντῶνπρὸς
τῇ βάσει γωνιῶν διπλασίονα τῆς λοιπῆς.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω τις εὐθεῖα ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω κατὰ τὸ Γ σημεῖον,
ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον εἶναι τῷ ἀπὸ τῆς
ΓΑ τετραγώνῳ· καὶ κέντρῳ τῷ Α καὶ διαστήματι τῷ ΑΒ κύκλος γεγράφθω
ὁ ΒΔΕ, καὶ ἐνηρμόσθω εἰς τὸν ΒΔΕ κύκλον τῇ ΑΓ εὐθείᾳ μὴ μείζονι οὔσῃ
τῆς τοῦ ΒΔΕ κύκλου διαμέτρου ἴση εὐθεῖα ἡ ΒΔ· καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ,
ΔΓ, καὶ περιγεγράφθω περὶ τὸ ΑΓΔ τρίγωνον κύκλος ὁ ΑΓΔ.

Καὶ ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ, ἴση δὲ ἡ ΑΓ τῇ
ΒΔ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΔ. καὶ ἐπεὶ κύκλου
τοῦ ΑΓΔ εἴληπταί τι σημεῖον ἐκτὸς τὸ Β, καὶ ἀπὸ τοῦ Β πρὸς τὸν ΑΓΔ
κύκλον προσπεπτώκασι δύο εὐθεῖαι αἱ ΒΑ, ΒΔ, καὶ ἡ μὲν αὐτῶν τέμνει, ἡ
δὲ προσπίπτει, καί ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΒΔ, ἡ ΒΔ
ἄρα ἐφάπτεται τοῦ ΑΓΔ κύκλου. ἐπεὶ οὖν ἐφάπτεται μὲν ἡ ΒΔ, ἀπὸ δὲ τῆς
κατὰ τὸ Δ ἐπαφῆς διῆκται ἡ ΔΓ, ἡ ἄρα ὑπὸ ΒΔΓ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ἐν τῷ
ἐναλλὰξ τοῦ κύκλου τμήματι γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΑΓ. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ
ΒΔΓ τῇ ὑπὸ ΔΑΓ, κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΓΔΑ· ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΔΑ ἴση
ἐστὶ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΓΔΑ, ΔΑΓ. ἀλλὰ ταῖς ὑπὸ ΓΔΑ, ΔΑΓ ἴση ἐστὶν ἡ ἐκτὸς
ἡ ὑπὸ ΒΓΔ· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΔΑ ἄρα ἴση ἐστὶ τῇ ὑπὸ ΒΓΔ. ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΒΔΑ
τῇ ὑπὸ ΓΒΔ ἐστιν ἴση, ἐπεὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΑΔ τῇ ΑΒ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ
ἡ ὑπὸ ΔΒΑ τῇ ὑπὸ ΒΓΔ ἐστιν ἴση. αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ὑπὸ ΒΔΑ, ΔΒΑ, ΒΓΔ
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΔΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΒΓΔ, ἴση
ἐστὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΒΔ πλευρᾷ τῇ ΔΓ. ἀλλὰ ἡ ΒΔ τῇ ΓΑ ὑπόκειται ἴση·
καὶ ἡ ΓΑ ἄρα τῇ ΓΔ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΓΔΑ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΔΑΓ ἐστιν ἴση· αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΔΑ, ΔΑΓ τῆς ὑπὸ ΔΑΓ εἰσι διπλασίους. ἴση
δὲ ἡ ὑπὸ ΒΓΔ ταῖς ὑπὸ ΓΔΑ, ΔΑΓ· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΓΔ ἄρα τῆς ὑπὸ ΓΑΔ ἐστι
διπλῆ. ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΒΓΔ ἑκατέρᾳ τῶν ὑπὸ ΒΔΑ, ΔΒΑ· καὶ ἑκατέρα ἄρα
τῶν ὑπὸ ΒΔΑ, ΔΒΑ τῆς ὑπὸ ΔΑΒ ἐστι διπλῆ.

Ἰσοσκελὲς ἄρα τρίγωνον συνέσταται τὸ ΑΒΔ ἔχον ἑκατέραν τῶν πρὸς
τῇ ΔΒ βάσει γωνιῶν διπλασίονα τῆς λοιπῆς· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρότασις 11 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ
ἰσογώνιον ἐγγράψαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔΕ· δεῖ δὴ εἰς τὸν ΑΒΓΔΕ κύκλον
πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον ἐγγράψαι.

Ἐκκείσθω τρίγωνον ἰσοσκελὲς τὸ ΖΗΘ διπλασίονα ἔχον ἑκατέραν τῶν
πρὸς τοῖς Η, Θ γωνιῶν τῆς πρὸς τῷ Ζ, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΑΒΓΔΕ
κύκλον τῷ ΖΗΘ τριγώνῳ ἰσογώνιον τρίγωνον τὸ ΑΓΔ, ὥστε τῇ μὲν πρὸς
τῷ Ζ γωνίᾳ ἴσην εἶναι τὴν ὑπὸ ΓΑΔ, ἑκατέραν δὲ τῶν πρὸς τοῖς Η, Θ ἴσην
ἑκατέρᾳ τῶν ὑπὸ ΑΓΔ, ΓΔΑ· καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν ὑπὸ ΑΓΔ, ΓΔΑ τῆς
ὑπὸ ΓΑΔ ἐστι διπλῆ. τετμήσθω δὴ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΑΓΔ, ΓΔΑ δίχα ὑπὸ
ἑκατέρας τῶν ΓΕ, ΔΒ εὐθειῶν, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΒ, ΒΓ, [ΓΔ], ΔΕ, ΕΑ.

Ἐπεὶ οὖν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΑΓΔ, ΓΔΑ γωνιῶν διπλασίων ἐστὶ τῆς ὑπὸ
ΓΑΔ, καὶ τετμημέναι εἰσὶ δίχα ὑπὸ τῶν ΓΕ, ΔΒ εὐθειῶν, αἱ πέντε ἄρα γωνίαι
αἱ ὑπὸ ΔΑΓ, ΑΓΕ, ΕΓΔ, ΓΔΒ, ΒΔΑ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. αἱ δὲ ἴσαι γωνίαι ἐπὶ
ἴσων περιφερειῶν βεβήκασιν· αἱ πέντε ἄρα περιφέρειαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ὑπὸ δὲ τὰς ἴσας περιφερείας ἴσαι εὐθεῖαι ὑποτείνουσιν·
αἱ πέντε ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ἰσόπλευρον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον. λέγω δή, ὅτι καὶ ἰσογώνιον. ἐπεὶ γὰρ ἡ
ΑΒ περιφέρεια τῇ ΔΕ περιφερείᾳ ἐστὶν ἴση, κοινὴ προσκείσθω ἡ ΒΓΔ· ὅλη
ἄρα ἡ ΑΒΓΔ περιφέρεια ὅλῃ τῇ ΕΔΓΒ περιφερείᾳ ἐστὶν ἴση. καὶ βέβηκεν ἐπὶ
μὲν τῆς ΑΒΓΔ περιφερείας γωνία ἡ ὑπὸ ΑΕΔ, ἐπὶ δὲ τῆς ΕΔΓΒ περιφερείας
γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΕ· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΕ ἄρα γωνία τῇ ὑπὸ ΑΕΔ ἐστιν ἴση. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκάστη τῶν ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΓΔ, ΓΔΕ γωνιῶν ἑκατέρᾳ τῶν ὑπὸ
ΒΑΕ, ΑΕΔ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον. ἐδείχθη
δὲ καὶ ἰσόπλευρον.

Εἰς ἄρα τὸν δοθέντα κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον
ἐγγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 12 () Περὶ τὸν δοθέντα κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ
ἰσογώνιον περιγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔΕ· δεῖ (δὴ) περὶ τὸν ΑΒΓΔΕ
κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον περιγράψαι.

Νενοήσθω τοῦ ἐγγεγραμμένου πενταγώνου τῶν γωνιῶν σημεῖα τὰ Α,
Β, Γ, Δ, Ε, ὥστε ἴσας εἶναι τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ περιφερείας· καὶ διὰ τῶν
Α, Β, Γ, Δ, Ε ἤχθωσαν τοῦ κύκλου ἐφαπτόμεναι αἱ ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΗ,
καὶ εἰλήφθω τοῦ ΑΒΓΔΕ κύκλου κέντρον τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΒ,
ΖΚ, ΖΓ, ΖΛ, ΖΔ.
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Καὶ ἐπεὶ ἡ μὲν ΚΛ εὐθεῖα ἐφάπτεται τοῦ ΑΒΓΔΕ κατὰ τὸ Γ, ἀπὸ δὲ τοῦ
Ζ κέντρου ἐπὶ τὴν κατὰ τὸ Γ ἐπαφὴν ἐπέζευκται ἡ ΖΓ, ἡ ΖΓ ἄρα κάθετός
ἐστιν ἐπὶ τὴν ΚΛ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν πρὸς τῷ Γ γωνιῶν. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ αἱ πρὸς τοῖς Β, Δ σημείοις γωνίαι ὀρθαί εἰσιν. καὶ ἐπεὶ ὀρθή
ἐστιν ἡ ὑπὸ ΖΓΚ γωνία, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΖΚ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΖΓ,
ΓΚ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΖΒ, ΒΚ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΚ·
ὥστε τὰ ἀπὸ τῶν ΖΓ, ΓΚ τοῖς ἀπὸ τῶν ΖΒ, ΒΚ ἐστιν ἴσα, ὧν τὸ ἀπὸ τῆς
ΖΓ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ ἐστιν ἴσον· λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΓΚ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΚ
ἐστιν ἴσον. ἴση ἄρα ἡ ΒΚ τῇ ΓΚ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΖΒ τῇ ΖΓ, καὶ κοινὴ ἡ
ΖΚ, δύο δὴ αἱ ΒΖ, ΖΚ δυσὶ ταῖς ΓΖ, ΖΚ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΒΚ βάσει τῇ
ΓΚ [ἐστιν] ἴση· γωνία ἄρα ἡ μὲν ὑπὸ ΒΖΚ [γωνίᾳ] τῇ ὑπὸ ΚΖΓ ἐστιν ἴση·
ἡ δὲ ὑπὸ ΒΚΖ τῇ ὑπὸ ΖΚΓ· διπλῆ ἄρα ἡ μὲν ὑπὸ ΒΖΓ τῆς ὑπὸ ΚΖΓ, ἡ δὲ
ὑπὸ ΒΚΓ τῆς ὑπὸ ΖΚΓ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΓΖΔ τῆς ὑπὸ ΓΖΛ
ἐστι διπλῆ, ἡ δὲ ὑπὸ ΔΛΓ τῆς ὑπὸ ΖΛΓ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ περιφέρεια
τῇ ΓΔ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΖΓ τῇ ὑπὸ ΓΖΔ. καί ἐστιν ἡ μὲν ὑπὸ
ΒΖΓ τῆς ὑπὸ ΚΖΓ διπλῆ, ἡ δὲ ὑπὸ ΔΖΓ τῆς ὑπὸ ΛΖΓ· ἴση ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ
ΚΖΓ τῇ ὑπὸ ΛΖΓ· ἐστὶ δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΖΓΚ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΓΛ ἴση. δύο δὴ
τρίγωνά ἐστι τὰ ΖΚΓ, ΖΛΓ τὰς δύο γωνίας ταῖς δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα
καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην κοινὴν αὐτῶν τὴν ΖΓ· καὶ τὰς λοιπὰς
ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει καὶ τὴν λοιπὴν γωνίαν τῇ
λοιπῇ γωνίᾳ· ἴση ἄρα ἡ μὲν ΚΓ εὐθεῖα τῇ ΓΛ, ἡ δὲ ὑπὸ ΖΚΓ γωνία τῇ ὑπὸ
ΖΛΓ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΚΓ τῇ ΓΛ, διπλῆ ἄρα ἡ ΚΛ τῆς ΚΓ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ δειχθήσεται καὶ ἡ ΘΚ τῆς ΒΚ διπλῆ. καί ἐστιν ἡ ΒΚ τῇ ΚΓ ἴση· καὶ ἡ ΘΚ
ἄρα τῇ ΚΛ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται καὶ ἑκάστη τῶν ΘΗ, ΗΜ, ΜΛ
ἑκατέρᾳ τῶν ΘΚ, ΚΛ ἴση· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΗΘΚΛΜ πεντάγωνον.
λέγω δή, ὅτι καὶ ἰσογώνιον. ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΖΚΓ γωνία τῇ ὑπὸ
ΖΛΓ, καὶ ἐδείχθη τῆς μὲν ὑπὸ ΖΚΓ διπλῆ ἡ ὑπὸ ΘΚΛ, τῆς δὲ ὑπὸ ΖΛΓ
διπλῆ ἡ ὑπὸ ΚΛΜ, καὶ ἡ ὑπὸ ΘΚΛ ἄρα τῇ ὑπὸ ΚΛΜ ἐστιν ἴση. ὁμοίως
δὴ δειχθήσεται καὶ ἑκάστη τῶν ὑπὸ ΚΘΗ, ΘΗΜ, ΗΜΛ ἑκατέρᾳ τῶν ὑπὸ
ΘΚΛ, ΚΛΜ ἴση· αἱ πέντε ἄρα γωνίαι αἱ ὑπὸ ΗΘΚ, ΘΚΛ, ΚΛΜ, ΛΜΗ, ΜΗΘ
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΗΘΚΛΜ πεντάγωνον. ἐδείχθη
δὲ καὶ ἰσόπλευρον, καὶ περιγέγραπται περὶ τὸν ΑΒΓΔΕ κύκλον.

[Περὶ τὸν δοθέντα ἄρα κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσο-
γώνιον περιγέγραπται]· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 13 () Εἰς τὸ δοθὲν πεντάγωνον, ὅ ἐστιν ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσο-
γώνιον, κύκλον ἐγγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ δοθὲν πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον τὸ
ΑΒΓΔΕ· δεῖ δὴ εἰς τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον κύκλον ἐγγράψαι.
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Τετμήσθω γὰρ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΒΓΔ, ΓΔΕ γωνιῶν δίχα ὑπὸ ἑκατέρας
τῶν ΓΖ, ΔΖ εὐθειῶν· καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου, καθ᾽ ὃ συμβάλλουσιν ἀλλήλαις
αἱ ΓΖ, ΔΖ εὐθεῖαι, ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ εὐθεῖαι. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ
ΒΓ τῇ ΓΔ, κοινὴ δὲ ἡ ΓΖ, δύο δὴ αἱ ΒΓ, ΓΖ δυσὶ ταῖς ΔΓ, ΓΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ
γωνία ἡ ὑπὸ ΒΓΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΔΓΖ [ἐστιν] ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΒΖ βάσει
τῇ ΔΖ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΒΓΖ τρίγωνον τῷ ΔΓΖ τριγώνῳ ἐστιν ἴσον, καὶ
αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ
ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΒΖ γωνία τῇ ὑπὸ ΓΔΖ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν
ἡ ὑπὸ ΓΔΕ τῆς ὑπὸ ΓΔΖ, ἴση δὲ ἡ μὲν ὑπὸ ΓΔΕ τῇ ὑπὸ ΑΒΓ, ἡ δὲ ὑπὸ ΓΔΖ
τῇ ὑπὸ ΓΒΖ, καὶ ἡ ὑπὸ ΓΒΑ ἄρα τῆς ὑπὸ ΓΒΖ ἐστι διπλῆ· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ
ΑΒΖ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΒΓ· ἡ ἄρα ὑπὸ ΑΒΓ γωνία δίχα τέτμηται ὑπὸ τῆς
ΒΖ εὐθείας. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι καὶ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΒΑΕ, ΑΕΔ
δίχα τέτμηται ὑπὸ ἑκατέρας τῶν ΖΑ, ΖΕ εὐθειῶν. ἤχθωσαν δὴ ἀπὸ τοῦ Ζ
σημείου ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ εὐθείας κάθετοι αἱ ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ,
ΖΜ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΘΓΖ γωνία τῇ ὑπὸ ΚΓΖ, ἐστὶ δὲ καὶ ὀρθὴ ἡ
ὑπὸ ΖΘΓ [ὀρθῇ] τῇ ὑπὸ ΖΚΓ ἴση, δύο δὴ τρίγωνά ἐστι τὰ ΖΘΓ, ΖΚΓ τὰς
δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην
κοινὴν αὐτῶν τὴν ΖΓ ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων γωνιῶν· καὶ τὰς
λοιπὰς ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει· ἴση ἄρα ἡ ΖΘ κάθετος
τῇ ΖΚ καθέτῳ. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ΖΛ, ΖΜ, ΖΗ
ἑκατέρᾳ τῶν ΖΘ, ΖΚ ἴση ἐστίν· αἱ πέντε ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΖΗ, ΖΘ, ΖΚ, ΖΛ,
ΖΜ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Ζ διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Η, Θ,
Κ, Λ, Μ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ διὰ τῶν λοιπῶν σημείων καὶ ἐφάψεται
τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ εὐθειῶν διὰ τὸ ὀρθὰς εἶναι τὰς πρὸς τοῖς Η, Θ,
Κ, Λ, Μ σημείοις γωνίας. εἰ γὰρ οὐκ ἐφάψεται αὐτῶν, ἀλλὰ τεμεῖ αὐτάς,
συμβήσεται τὴν τῇ διαμέτρῳ τοῦ κύκλου πρὸς ὀρθὰς ἀπ᾽ ἄκρας ἀγομένην
ἐντὸς πίπτειν τοῦ κύκλου· ὅπερ ἄτοπον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ὁ κέντρῳ τῷ
Ζ διαστήματι δὲ ἑνὶ τῶν Η, Θ, Κ, Λ, Μ σημείων γραφόμενος κύκλος τεμεῖ
τὰς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΑ εὐθείας· ἐφάψεται ἄρα αὐτῶν. γεγράφθω ὡς ὁ
ΗΘΚΛΜ.

Εἰς ἄρα τὸ δοθὲν πεντάγωνον, ὅ ἐστιν ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον,
κύκλος ἐγγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 14 () Περὶ τὸ δοθὲν πεντάγωνον, ὅ ἐστιν ἰσόπλευρόν τε καὶ
ἰσογώνιον, κύκλον περιγράψαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω τὸ δοθὲν πεντάγωνον, ὅ ἐστιν ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσο-
γώνιον, τὸ ΑΒΓΔΕ· δεῖ δὴ περὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον κύκλον περιγράψαι.

Τετμήσθω δὴ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΒΓΔ, ΓΔΕ γωνιῶν δίχα ὑπὸ ἑκατέρας
τῶν ΓΖ, ΔΖ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ σημείου, καθ᾽ ὃ συμβάλλουσιν αἱ εὐθεῖαι, ἐπὶ
τὰ Β, Α, Ε σημεῖα ἐπεζεύχθωσαν εὐθεῖαι αἱ ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ. ὁμοίως δὴ τῷ πρὸ
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τούτου δειχθήσεται, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ὑπὸ ΓΒΑ, ΒΑΕ, ΑΕΔ γωνιῶν δίχα
τέτμηται ὑπὸ ἑκάστης τῶν ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ εὐθειῶν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ
ΒΓΔ γωνία τῇ ὑπὸ ΓΔΕ, καί ἐστι τῆς μὲν ὑπὸ ΒΓΔ ἡμίσεια ἡ ὑπὸ ΖΓΔ, τῆς
δὲ ὑπὸ ΓΔΕ ἡμίσεια ἡ ὑπὸ ΓΔΖ, καὶ ἡ ὑπὸ ΖΓΔ ἄρα τῇ ὑπὸ ΖΔΓ ἐστιν ἴση·
ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΖΓ πλευρᾷ τῇ ΖΔ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται,
ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ΖΒ, ΖΑ, ΖΕ ἑκατέρᾳ τῶν ΖΓ, ΖΔ ἐστιν ἴση· αἱ πέντε
ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, ΖΔ, ΖΕ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ
Ζ καὶ διαστήματι ἑνὶ τῶν ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, ΖΔ, ΖΕ κύκλος γραφόμενος ἥξει καὶ
διὰ τῶν λοιπῶν σημείων καὶ ἔσται περιγεγραμμένος. περιγεγράφθω καὶ
ἔστω ὁ ΑΒΓΔΕ.

Περὶ ἄρα τὸ δοθὲν πεντάγωνον, ὅ ἐστιν ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον,
κύκλος περιγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 15 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον ἑξάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσο-
γώνιον ἐγγράψαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔΕΖ· δεῖ δὴ εἰς τὸν ΑΒΓΔΕΖ
κύκλον ἑξάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον ἐγγράψαι.

Ἤχθω τοῦ ΑΒΓΔΕΖ κύκλου διάμετρος ἡ ΑΔ, καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον
τοῦ κύκλου τὸ Η, καὶ κέντρῳ μὲν τῷ Δ διαστήματι δὲ τῷ ΔΗ κύκλος
γεγράφθω ὁ ΕΗΓΘ, καὶ ἐπιζευχθεῖσαι αἱ ΕΗ, ΓΗ διήχθωσαν ἐπὶ τὰ Β, Ζ
σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ, ΖΑ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒΓΔΕΖ
ἑξάγωνον ἰσόπλευρόν τέ ἐστι καὶ ἰσογώνιον.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ Η σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΑΒΓΔΕΖ κύκλου, ἴση ἐστὶν
ἡ ΗΕ τῇ ΗΔ. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Δ σημεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΗΓΘ κύκλου,
ἴση ἐστὶν ἡ ΔΕ τῇ ΔΗ. ἀλλ᾽ ἡ ΗΕ τῇ ΗΔ ἐδείχθη ἴση· καὶ ἡ ΗΕ ἄρα τῇ
ΕΔ ἴση ἐστίν· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΗΔ τρίγωνον· καὶ αἱ τρεῖς ἄρα
αὐτοῦ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΕΗΔ, ΗΔΕ, ΔΕΗ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, ἐπειδήπερ τῶν
ἰσοσκελῶν τριγώνων αἱ πρὸς τῇ βάσει γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· καί εἰσιν
αἱ τρεῖς τοῦ τριγώνου γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι· ἡ ἄρα ὑπὸ ΕΗΔ γωνία
τρίτον ἐστὶ δύο ὀρθῶν. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται καὶ ἡ ὑπὸ ΔΗΓ τρίτον δύο
ὀρθῶν. καὶ ἐπεὶ ἡ ΓΗ εὐθεῖα ἐπὶ τὴν ΕΒ σταθεῖσα τὰς ἐφεξῆς γωνίας τὰς
ὑπὸ ΕΗΓ, ΓΗΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιεῖ, καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΗΒ τρίτον
ἐστὶ δύο ὀρθῶν· αἱ ἄρα ὑπὸ ΕΗΔ, ΔΗΓ, ΓΗΒ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν·
ὥστε καὶ αἱ κατὰ κορυφὴν αὐταῖς αἱ ὑπὸ ΒΗΑ, ΑΗΖ, ΖΗΕ ἴσαι εἰσίν [ταῖς
ὑπὸ ΕΗΔ, ΔΗΓ, ΓΗΒ]. αἱ ἓξ ἄρα γωνίαι αἱ ὑπὸ ΕΗΔ, ΔΗΓ, ΓΗΒ, ΒΗΑ,
ΑΗΖ, ΖΗΕ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. αἱ δὲ ἴσαι γωνίαι ἐπὶ ἴσων περιφερειῶν
βεβήκασιν· αἱ ἓξ ἄρα περιφέρειαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ, ΕΖ, ΖΑ ἴσαι ἀλλήλαις
εἰσίν. ὑπὸ δὲ τὰς ἴσας περιφερείας αἱ ἴσαι εὐθεῖαι ὑποτείνουσιν· αἱ ἓξ ἄρα
εὐθεῖαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕΖ ἑξάγωνον.
λέγω δή, ὅτι καὶ ἰσογώνιον. ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΖΑ περιφέρεια τῇ ΕΔ
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περιφερείᾳ, κοινὴ προσκείσθω ἡ ΑΒΓΔ περιφέρεια· ὅλη ἄρα ἡ ΖΑΒΓΔ ὅλῃ
τῇ ΕΔΓΒΑ ἐστιν ἴση· καὶ βέβηκεν ἐπὶ μὲν τῆς ΖΑΒΓΔ περιφερείας ἡ ὑπὸ
ΖΕΔ γωνία, ἐπὶ δὲ τῆς ΕΔΓΒΑ περιφερείας ἡ ὑπὸ ΑΖΕ γωνία· ἴση ἄρα
ἡ ὑπὸ ΑΖΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι καὶ αἱ λοιπαὶ
γωνίαι τοῦ ΑΒΓΔΕΖ ἑξαγώνου κατὰ μίαν ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρᾳ τῶν ὑπὸ ΑΖΕ,
ΖΕΔ γωνιῶν· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕΖ ἑξάγωνον. ἐδείχθη δὲ καὶ
ἰσόπλευρον· καὶ ἐγγέγραπται εἰς τὸν ΑΒΓΔΕΖ κύκλον.

Εἰς ἄρα τὸν δοθέντα κύκλον ἑξάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον
ἐγγέγραπται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἡ τοῦ ἑξαγώνου πλευρὰ ἴση ἐστὶ τῇ ἐκ τοῦ

κέντρου τοῦ κύκλου.
Ὁμοίως δὲ τοῖς ἐπὶ τοῦ πενταγώνου ἐὰν διὰ τῶν κατὰ τὸν κύκλον

διαιρέσεων ἐφαπτομένας τοῦ κύκλου ἀγάγωμεν, περιγραφήσεται περὶ τὸν
κύκλον ἑξάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον ἀκολούθως τοῖς ἐπὶ τοῦ
πενταγώνου εἰρημένοις. καὶ ἔτι διὰ τῶν ὁμοίων τοῖς ἐπὶ τοῦ πενταγώνου
εἰρημένοις εἰς τὸ δοθὲν ἑξάγωνον κύκλον ἐγγράψομέν τε καὶ περιγράψομεν·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 16 () Εἰς τὸν δοθέντα κύκλον πεντεκαιδεκάγωνον ἰσόπλευρόν
τε καὶ ἰσογώνιον ἐγγράψαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ὁ δοθεὶς κύκλος ὁ ΑΒΓΔ· δεῖ δὴ εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον
πεντεκαιδεκάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον ἐγγράψαι.

Ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τριγώνου μὲν ἰσοπλεύρου τοῦ εἰς
αὐτὸν ἐγγραφομένου πλευρὰ ἡ ΑΓ, πενταγώνου δὲ ἰσοπλεύρου ἡ ΑΒ·
οἵων ἄρα ἐστὶν ὁ ΑΒΓΔ κύκλος ἴσων τμημάτων δεκαπέντε, τοιούτων ἡ μὲν
ΑΒΓ περιφέρεια τρίτον οὖσα τοῦ κύκλου ἔσται πέντε, ἡ δὲ ΑΒ περιφέρεια
πέμπτον οὖσα τοῦ κύκλου ἔσται τριῶν· λοιπὴ ἄρα ἡ ΒΓ τῶν ἴσων δύο.
τετμήσθω ἡ ΒΓ δίχα κατὰ τὸ Ε· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΒΕ, ΕΓ περιφερειῶν
πεντεκαιδέκατόν ἐστι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου.

Ἐὰν ἄρα ἐπιζεύξαντες τὰς ΒΕ, ΕΓ ἴσας αὐταῖς κατὰ τὸ συνεχὲς εὐθείας
ἐναρμόσωμεν εἰς τὸν ΑΒΓΔ[Ε] κύκλον, ἔσται εἰς αὐτὸν ἐγγεγραμμένον πε-
ντεκαιδεκάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Ὁμοίως δὲ τοῖς ἐπὶ τοῦ πενταγώνου ἐὰν διὰ τῶν κατὰ τὸν κύκλον
διαιρέσεων ἐφαπτομένας τοῦ κύκλου ἀγάγωμεν, περιγραφήσεται περὶ τὸν
κύκλον πεντεκαιδεκάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον. ἔτι δὲ διὰ τῶν
ὁμοίων τοῖς ἐπὶ τοῦ πενταγώνου δείξεων καὶ εἰς τὸ δοθὲν πεντεκαιδεκάγω-
νον κύκλον ἐγγράψομέν τε καὶ περιγράψομεν· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 



Βιβλίο 5ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Μέρος ἐστὶ μέγεθος μεγέθους τὸ ἔλασσον τοῦ μείζονος, ὅταν κατα-
μετρῇ τὸ μεῖζον.

(ὁρ. 2) Πολλαπλάσιον δὲ τὸ μεῖζον τοῦ ἐλάττονος, ὅταν καταμετρῆται ὑπὸ
τοῦ ἐλάττονος.

(ὁρ. 3) Λόγος ἐστὶ δύο μεγεθῶν ὁμογενῶν ἡ κατὰ πηλικότητά ποια σχέσις.

(ὁρ. 4) Λόγον ἔχειν πρὸς ἄλληλα μεγέθη λέγεται, ἃ δύναται πολλαπλα-
σιαζόμενα ἀλλήλων ὑπερέχειν.

(ὁρ. 5) Ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ μεγέθη λέγεται εἶναι πρῶτον πρὸς δεύτερον
καὶ τρίτον πρὸς τέταρτον, ὅταν τὰ τοῦ πρώτου καὶ τρίτου ἰσάκις
πολλαπλάσια τῶν τοῦ δευτέρου καὶ τετάρτου ἰσάκις πολλαπλα-
σίων καθ᾽ ὁποιονοῦν πολλαπλασιασμὸν ἑκάτερον ἑκατέρου ἢ ἅμα
ὑπερέχῃ ἢ ἅμα ἴσα ᾖ ἢ ἅμα ἐλλείπῃ ληφθέντα κατάλληλα.

(ὁρ. 6) Τὰ δὲ τὸν αὐτὸν ἔχοντα λόγον μεγέθη ἀνάλογον καλείσθω.

(ὁρ. 7) Ὅταν δὲ τῶν ἰσάκις πολλαπλασίων τὸ μὲν τοῦ πρώτου πολλα-
πλάσιον ὑπερέχῃ τοῦ τοῦ δευτέρου πολλαπλασίου, τὸ δὲ τοῦ
τρίτου πολλαπλάσιον μὴ ὑπερέχῃ τοῦ τοῦ τετάρτου πολλαπλα-
σίου, τότε τὸ πρῶτον πρὸς τὸ δεύτερον μείζονα λόγον ἔχειν λέγεται,
ἤπερ τὸ τρίτον πρὸς τὸ τέταρτον.

(ὁρ. 8) Ἀναλογία δὲ ἐν τρισὶν ὅροις ἐλαχίστη ἐστίν.

(ὁρ. 9) Ὅταν δὲ τρία μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ πρῶτον πρὸς τὸ τρίτον
διπλασίονα λόγον ἔχειν λέγεται ἤπερ πρὸς τὸ δεύτερον.
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(ὁρ. 10) Ὅταν δὲ τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ πρῶτον πρὸς τὸ τέταρ-
τον τριπλασίονα λόγον ἔχειν λέγεται ἤπερ πρὸς τὸ δεύτερον, καὶ
ἀεὶ ἑξῆς ὁμοίως, ὡς ἂν ἡ ἀναλογία ὑπάρχῃ.

(ὁρ. 11) Ὁμόλογα μεγέθη λέγεται τὰ μὲν ἡγούμενα τοῖς ἡγουμένοις τὰ δὲ
ἑπόμενα τοῖς ἑπομένοις.

(ὁρ. 12) Ἐναλλὰξ λόγος ἐστὶ λῆψις τοῦ ἡγουμένου πρὸς τὸ ἡγούμενον καὶ
τοῦ ἑπομένου πρὸς τὸ ἑπόμενον.

(ὁρ. 13) Ἀνάπαλιν λόγος ἐστὶ λῆψις τοῦ ἑπομένου ὡς ἡγουμένου πρὸς τὸ
ἡγούμενον ὡς ἑπόμενον.

(ὁρ. 14) Σύνθεσις λόγου ἐστὶ λῆψις τοῦ ἡγουμένου μετὰ τοῦ ἑπομένου ὡς
ἑνὸς πρὸς αὐτὸ τὸ ἑπόμενον.

(ὁρ. 15) Διαίρεσις λόγου ἐστὶ λῆψις τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει τὸ ἡγούμενον
τοῦ ἑπομένου, πρὸς αὐτὸ τὸ ἑπόμενον.

(ὁρ. 16) Ἀναστροφὴ λόγου ἐστὶ λῆψις τοῦ ἡγουμένου πρὸς τὴν ὑπεροχήν,
ᾗ ὑπερέχει τὸ ἡγούμενον τοῦ ἑπομένου.

(ὁρ. 17) Δι᾽ ἴσου λόγος ἐστὶ πλειόνων ὄντων μεγεθῶν καὶ ἄλλων αὐτοῖς
ἴσων τὸ πλῆθος σύνδυο λαμβανομένων καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ,
ὅταν ᾖ ὡς ἐν τοῖς πρώτοις μεγέθεσι τὸ πρῶτον πρὸς τὸ ἔσχατον,
οὕτως ἐν τοῖς δευτέροις μεγέθεσι τὸ πρῶτον πρὸς τὸ ἔσχατον· ἢ
ἄλλως· Λῆψις τῶν ἄκρων καθ᾽ ὑπεξαίρεσιν τῶν μέσων.

(ὁρ. 18) Τεταραγμένη δὲ ἀναλογία ἐστίν, ὅταν τριῶν ὄντων μεγεθῶν καὶ
ἄλλων αὐτοῖς ἴσων τὸ πλῆθος γίνηται ὡς μὲν ἐν τοῖς πρώτοις
μεγέθεσιν ἡγούμενον πρὸς ἑπόμενον, οὕτως ἐν τοῖς δευτέροις με-
γέθεσιν ἡγούμενον πρὸς ἑπόμενον, ὡς δὲ ἐν τοῖς πρώτοις μεγέθε-
σιν ἑπόμενον πρὸς ἄλλο τι, οὕτως ἐν τοῖς δευτέροις ἄλλο τι πρὸς
ἡγούμενον.

Πρότασις 1 () Ἐὰν ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη ὁποσωνοῦν μεγεθῶν ἴσων τὸ
πλῆθος ἕκαστον ἑκάστου ἰσάκις πολλαπλάσιον, ὁσαπλάσιόν ἐστιν ἓν τῶν με-
γεθῶν ἑνός, τοσαυταπλάσια ἔσται καὶ τὰ πάντα τῶν πάντων.

Ἀπόδειξις.
Ἔστω ὁποσαοῦν μεγέθη τὰ ΑΒ, ΓΔ ὁποσωνοῦν μεγεθῶν τῶν Ε, Ζ ἴσων

τὸ πλῆθος ἕκαστον ἑκάστου ἰσάκις πολλαπλάσιον· λέγω, ὅτι ὁσαπλάσιόν
ἐστι τὸ ΑΒ τοῦ Ε, τοσαυταπλάσια ἔσται καὶ τὰ ΑΒ, ΓΔ τῶν Ε, Ζ.
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Ἐπεὶ γὰρ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Ε καὶ τὸ ΓΔ τοῦ Ζ, ὅσα
ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ μεγέθη ἴσα τῷ Ε, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΓΔ ἴσα τῷ Ζ.
διῃρήσθω τὸ μὲν ΑΒ εἰς τὰ τῷ Ε μεγέθη ἴσα τὰ ΑΗ, ΗΒ, τὸ δὲ ΓΔ εἰς τὰ
τῷ Ζ ἴσα τὰ ΓΘ, ΘΔ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ πλήθει
τῶν ΓΘ, ΘΔ. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ μὲν ΑΗ τῷ Ε, τὸ δὲ ΓΘ τῷ Ζ, ἴσον
ἄρα τὸ ΑΗ τῷ Ε, καὶ τὰ ΑΗ, ΓΘ τοῖς Ε, Ζ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἴσον ἐστὶ τὸ
ΗΒ τῷ Ε, καὶ τὰ ΗΒ, ΘΔ τοῖς Ε, Ζ· ὅσα ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ ἴσα τῷ Ε,
τοσαῦτα καὶ ἐν τοῖς ΑΒ, ΓΔ ἴσα τοῖς Ε, Ζ· ὁσαπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒ
τοῦ Ε, τοσαυταπλάσια ἔσται καὶ τὰ ΑΒ, ΓΔ τῶν Ε, Ζ.

Ἐὰν ἄρα ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη ὁποσωνοῦν μεγεθῶν ἴσων τὸ πλῆθος
ἕκαστον ἑκάστου ἰσάκις πολλαπλάσιον, ὁσαπλάσιόν ἐστιν ἓν τῶν μεγεθῶν
ἑνός, τοσαυταπλάσια ἔσται καὶ τὰ πάντα τῶν πάντων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 2 () Ἐὰν πρῶτον δευτέρου ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον καὶ τρίτον
τετάρτου, ᾖδὲ καὶπέμπτονδευτέρου ἰσάκιςπολλαπλάσιον καὶ ἕκτοντετάρτου,
καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον δευτέρου ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον καὶ
τρίτον καὶ ἕκτον τετάρτου.

Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ ΑΒ δευτέρου τοῦ Γ ἰσάκις ἔστω πολλαπλάσιον
καὶ τρίτον τὸ ΔΕ τετάρτου τοῦ Ζ, ἔστω δὲ καὶ πέμπτον τὸ ΒΗ δευτέρου
τοῦ Γ ἰσάκις πολλαπλάσιον καὶ ἕκτον τὸ ΕΘ τετάρτου τοῦ Ζ· λέγω, ὅτι
καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον τὸ ΑΗ δευτέρου τοῦ Γ ἰσάκις ἔσται
πολλαπλάσιον καὶ τρίτον καὶ ἕκτον τὸ ΔΘ τετάρτου τοῦ Ζ.

Ἐπεὶ γὰρ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Γ καὶ τὸ ΔΕ τοῦ Ζ, ὅσα
ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ ἴσα τῷ Γ, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΔΕ ἴσα τῷ Ζ. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ ὅσα ἐστὶν ἐν τῷ ΒΗ ἴσα τῷ Γ, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΕΘ ἴσα τῷ
Ζ· ὅσα ἄρα ἐστὶν ἐν ὅλῳ τῷ ΑΗ ἴσα τῷ Γ, τοσαῦτα καὶ ἐν ὅλῳ τῷ ΔΘ ἴσα
τῷ Ζ· ὁσαπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΗ τοῦ Γ, τοσαυταπλάσιον ἔσται καὶ τὸ
ΔΘ τοῦ Ζ. καὶ συντεθὲν ἄρα πρῶτον καὶ πέμπτον τὸ ΑΗ δευτέρου τοῦ Γ
ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον καὶ τρίτον καὶ ἕκτον τὸ ΔΘ τετάρτου τοῦ Ζ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον δευτέρου ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον καὶ τρίτον τετάρ-
του, ᾖ δὲ καὶ πέμπτον δευτέρου ἰσάκις πολλαπλάσιον καὶ ἕκτον τετάρτου,
καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον δευτέρου ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον
καὶ τρίτον καὶ ἕκτον τετάρτου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰν πρῶτον δευτέρου ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον καὶ τρίτον
τετάρτου, ληφθῇ δὲ ἰσάκις πολλαπλάσια τοῦ τε πρώτου καὶ τρίτου, καὶ δι᾽
ἴσου τῶν ληφθέντων ἑκάτερον ἑκατέρου ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον τὸ μὲν
τοῦ δευτέρου τὸ δὲ τοῦ τετάρτου.
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Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ Α δευτέρου τοῦ Β ἰσάκις ἔστω πολλαπλάσιον
καὶ τρίτον τὸ Γ τετάρτου τοῦ Δ, καὶ εἰλήφθω τῶν Α, Γ ἰσάκις πολλαπλάσια
τὰ ΕΖ, ΗΘ· λέγω, ὅτι ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΕΖ τοῦ Β καὶ τὸ ΗΘ
τοῦ Δ.

Ἐπεὶ γὰρ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΕΖ τοῦ Α καὶ τὸ ΗΘ τοῦ Γ, ὅσα
ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΕΖ ἴσα τῷ Α, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΗΘ ἴσα τῷ Γ. διῃρήσθω
τὸ μὲν ΕΖ εἰς τὰ τῷ Α μεγέθη ἴσα τὰ ΕΚ, ΚΖ, τὸ δὲ ΗΘ εἰς τὰ τῷ Γ ἴσα
τὰ ΗΛ, ΛΘ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΕΚ, ΚΖ τῷ πλήθει τῶν ΗΛ, ΛΘ.
καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ Α τοῦ Β καὶ τὸ Γ τοῦ Δ, ἴσον δὲ τὸ
μὲν ΕΚ τῷ Α, τὸ δὲ ΗΛ τῷ Γ, ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΕΚ τοῦ Β
καὶ τὸ ΗΛ τοῦ Δ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΚΖ τοῦ
Β καὶ τὸ ΛΘ τοῦ Δ. ἐπεὶ οὖν πρῶτον τὸ ΕΚ δευτέρου τοῦ Β ἰσάκις ἐστὶ
πολλαπλάσιον καὶ τρίτον τὸ ΗΛ τετάρτου τοῦ Δ, ἔστι δὲ καὶ πέμπτον τὸ
ΚΖ δευτέρου τοῦ Β ἰσάκις πολλαπλάσιον καὶ ἕκτον τὸ ΛΘ τετάρτου τοῦ
Δ, καὶ συντεθὲν ἄρα πρῶτον καὶ πέμπτον τὸ ΕΖ δευτέρου τοῦ Β ἰσάκις
ἐστὶ πολλαπλάσιον καὶ τρίτον καὶ ἕκτον τὸ ΗΘ τετάρτου τοῦ Δ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον δευτέρου ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον καὶ τρίτον τετάρ-
του, ληφθῇ δὲ τοῦ πρώτου καὶ τρίτου ἰσάκις πολλαπλάσια, καὶ δι᾽ ἴσου
τῶν ληφθέντων ἑκάτερον ἑκατέρου ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον τὸ μὲν τοῦ
δευτέρου τὸ δὲ τοῦ τετάρτου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰνπρῶτονπρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν ἔχῃ λόγον καὶ τρίτον
πρὸς τέταρτον, καὶ τὰ ἰσάκις πολλαπλάσια τοῦ τε πρώτου καὶ τρίτου πρὸς τὰ
ἰσάκις πολλαπλάσια τοῦ δευτέρου καὶ τετάρτου καθ᾽ ὁποιονοῦν πολλαπλα-
σιασμὸν τὸν αὐτὸν ἕξει λόγον ληφθέντα κατάλληλα.

Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ Α πρὸς δεύτερον τὸ Β τὸν αὐτὸν ἐχέτω λόγον
καὶ τρίτον τὸ Γ πρὸς τέταρτον τὸ Δ, καὶ εἰλήφθω τῶν μὲν Α, Γ ἰσάκις
πολλαπλάσια τὰ Ε, Ζ, τῶν δὲ Β, Δ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια
τὰ Η, Θ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ Ε πρὸς τὸ Η, οὕτως τὸ Ζ πρὸς τὸ Θ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν Ε, Ζ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Κ, Λ, τῶν δὲ Η, Θ
ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Μ, Ν.

[Καὶ] ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ μὲν Ε τοῦ Α, τὸ δὲ Ζ τοῦ
Γ, καὶ εἴληπται τῶν Ε, Ζ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Κ, Λ, ἰσάκις ἄρα ἐστὶ
πολλαπλάσιον τὸ Κ τοῦ Α καὶ τὸ Λ τοῦ Γ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἰσάκις ἐστὶ
πολλαπλάσιον τὸ Μ τοῦ Β καὶ τὸ Ν τοῦ Λ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ
Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ εἴληπται τῶν μὲν Α, Γ ἰσάκις πολλαπλάσια
τὰ Κ, Λ, τῶν δὲ Β, Δ ἄλλα ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Μ, Ν, εἰ ἄρα
ὑπερέχει τὸ Κ τοῦ Μ, ὑπερέχει καὶ τὸ Λ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ
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ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν Κ, Λ τῶν Ε, Ζ ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ
δὲ Μ, Ν τῶν Η, Θ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ
Ε πρὸς τὸ Η, οὕτως τὸ Ζ πρὸς τὸ Θ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν ἔχῃ λόγον καὶ τρίτον πρὸς
τέταρτον, καὶ τὰ ἰσάκις πολλαπλάσια τοῦ τε πρώτου καὶ τρίτου πρὸς τὰ
ἰσάκις πολλαπλάσια τοῦ δευτέρου καὶ τετάρτου τὸν αὐτὸν ἕξει λόγον καθ᾽
ὁποιονοῦν πολλαπλασιασμὸν ληφθέντα κατάλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Ἐὰν μέγεθος μεγέθους ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον, ὅπερ ἀφαι-
ρεθὲν ἀφαιρεθέντος, καὶ τὸ λοιπὸν τοῦ λοιποῦ ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον,
ὁσαπλάσιόν ἐστι τὸ ὅλον τοῦ ὅλου.

Ἀπόδειξις. Μέγεθος γὰρ τὸ ΑΒ μεγέθους τοῦ ΓΔ ἰσάκις ἔστω πολλα-
πλάσιον, ὅπερ ἀφαιρεθὲν τὸ ΑΕ ἀφαιρεθέντος τοῦ ΓΖ· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὸν
τὸ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον, ὁσαπλάσιόν ἐστιν ὅλον
τὸ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ.

Ὁσαπλάσιον γάρ ἐστι τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τοσαυταπλάσιον γεγονέτω καὶ
τὸ ΕΒ τοῦ ΓΗ.

Καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΕΒ τοῦ ΗΓ,
ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΑΒ τοῦ ΗΖ. κεῖται
δὲ ἰσάκις πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ. ἰσάκις ἄρα ἐστὶ
πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ ἑκατέρου τῶν ΗΖ, ΓΔ· ἴσον ἄρα τὸ ΗΖ τῷ ΓΔ. κοινὸν
ἀφῃρήσθω τὸ ΓΖ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΗΓ λοιπῷ τῷ ΖΔ ἴσον ἐστίν. καὶ ἐπεὶ
ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΕΒ τοῦ ΗΓ, ἴσον δὲ τὸ ΗΓ
τῷ ΔΖ, ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΕΒ τοῦ ΖΔ.
ἰσάκις δὲ ὑπόκειται πολλαπλάσιον τὸ ΑΕ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ· ἰσάκις
ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΕΒ τοῦ ΖΔ καὶ τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ. καὶ λοιπὸν ἄρα
τὸ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον, ὁσαπλάσιόν ἐστιν ὅλον
τὸ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ.

Ἐὰν ἄρα μέγεθος μεγέθους ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιον, ὅπερ ἀφαιρεθὲν
ἀφαιρεθέντος, καὶ τὸ λοιπὸν τοῦ λοιποῦ ἰσάκις ἔσται πολλαπλάσιον, ὁσα-
πλάσιόν ἐστι καὶ τὸ ὅλον τοῦ ὅλου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν δύο μεγέθη δύο μεγεθῶν ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσια, καὶ
ἀφαιρεθέντα τινὰ τῶν αὐτῶν ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσια, καὶ τὰ λοιπὰ τοῖς αὐτοῖς
ἤτοι ἴσα ἐστὶν ἢ ἰσάκις αὐτῶν πολλαπλάσια.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ μεγέθη τὰ ΑΒ, ΓΔ δύο μεγεθῶν τῶν Ε, Ζ ἰσάκις ἔστω
πολλαπλάσια, καὶ ἀφαιρεθέντα τὰ ΑΗ, ΓΘ τῶν αὐτῶν τῶν Ε, Ζ ἰσάκις
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ἔστω πολλαπλάσια· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὰ τὰ ΗΒ, ΘΔ τοῖς Ε, Ζ ἤτοι ἴσα
ἐστὶν ἢ ἰσάκις αὐτῶν πολλαπλάσια.

Ἔστω γὰρ πρότερον τὸ ΗΒ τῷ Ε ἴσον. λέγω, ὅτι καὶ τὸ ΘΔ τῷ Ζ ἴσον
ἐστίν.

Κείσθω γὰρ τῷ Ζ ἴσον τὸ ΓΚ. ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΗ
τοῦ Ε καὶ τὸ ΓΘ τοῦ Ζ, ἴσον δὲ τὸ μὲν ΗΒ τῷ Ε, τὸ δὲ ΚΓ τῷ Ζ, ἰσάκις ἄρα
ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Ε καὶ τὸ ΚΘ τοῦ Ζ. ἰσάκις δὲ ὑπόκειται
πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Ε καὶ τὸ ΓΔ τοῦ Ζ· ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον
τὸ ΚΘ τοῦ Ζ καὶ τὸ ΓΔ τοῦ Ζ. ἐπεὶ οὖν ἑκάτερον τῶν ΚΘ, ΓΔ τοῦ Ζ ἰσάκις
ἐστὶ πολλαπλάσιον, ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΚΘ τῷ ΓΔ. κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ
ΓΘ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΚΓ λοιπῷ τῷ ΘΔ ἴσον ἐστίν. ἀλλὰ τὸ Ζ τῷ ΚΓ ἐστιν
ἴσον· καὶ τὸ ΘΔ ἄρα τῷ Ζ ἴσον ἐστίν. ὥστε εἰ τὸ ΗΒ τῷ Ε ἴσον ἐστίν, καὶ
τὸ ΘΔ ἴσον ἔσται τῷ Ζ.

Ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι, κἂν πολλαπλάσιον ᾖ τὸ ΗΒ τοῦ Ε, τοσαυτα-
πλάσιον ἔσται καὶ τὸ ΘΔ τοῦ Ζ.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγέθη δύο μεγεθῶν ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσια, καὶ ἀφαιρε-
θέντα τινὰ τῶν αὐτῶν ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσια, καὶ τὰ λοιπὰ τοῖς αὐτοῖς
ἤτοι ἴσα ἐστὶν ἢ ἰσάκις αὐτῶν πολλαπλάσια· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Τὰ ἴσαπρὸς τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον καὶ τὸ αὐτὸπρὸς
τὰ ἴσα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα μεγέθη τὰ Α, Β, ἄλλο δέ τι, ὃ ἔτυχεν, μέγεθος τὸ Γ·
λέγω, ὅτι ἑκάτερον τῶν Α, Β πρὸς τὸ Γ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, καὶ τὸ Γ
πρὸς ἑκάτερον τῶν Α, Β.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν Α, Β ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Δ, Ε, τοῦ δὲ Γ ἄλλο,
ὃ ἔτυχεν, πολλαπλάσιον τὸ Ζ.

Ἐπεὶ οὖν ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ Δ τοῦ Α καὶ τὸ Ε τοῦ Β, ἴσον
δὲ τὸ Α τῷ Β, ἴσον ἄρα καὶ τὸ Δ τῷ Ε. ἄλλο δέ, ὃ ἔτυχεν, τὸ Ζ. Εἰ ἄρα
ὑπερέχει τὸ Δ τοῦ Ζ, ὑπερέχει καὶ τὸ Ε τοῦ Ζ, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ
ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν Δ, Ε τῶν Α, Β ἰσάκις πολλαπλάσια, τὸ
δὲ Ζ τοῦ Γ ἄλλο, ὃ ἔτυχεν, πολλαπλάσιον· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ,
οὕτως τὸ Β πρὸς τὸ Γ.

Λέγω [δή], ὅτι καὶ τὸ Γ πρὸς ἑκάτερον τῶν Α, Β τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον.
Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ Δ

τῷ Ε· ἄλλο δέ τι τὸ Ζ· εἰ ἄρα ὑπερέχει τὸ Ζ τοῦ Δ, ὑπερέχει καὶ τοῦ Ε, καὶ εἰ
ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὸ μὲν Ζ τοῦ Γ πολλαπλάσιον,
τὰ δὲ Δ, Ε τῶν Α, Β ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ
Γ πρὸς τὸ Α, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Β.

Τὰ ἴσα ἄρα πρὸς τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον καὶ τὸ αὐτὸ πρὸς τὰ
ἴσα.
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Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν μεγέθη τινὰ ἀνάλογον ᾖ, καὶ ἀνάπαλιν

ἀνάλογον ἔσται. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Τῶν ἀνίσων μεγεθῶν τὸ μεῖζον πρὸς τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον
ἔχει ἤπερ τὸ ἔλαττον. καὶ τὸ αὐτὸ πρὸς τὸ ἔλαττον μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ
πρὸς τὸ μεῖζον.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἄνισα μεγέθη τὰ ΑΒ, Γ, καὶ ἔστω μεῖζον τὸ ΑΒ, ἄλλο δέ,
ὃ ἔτυχεν, τὸ Δ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒ πρὸς τὸ Δ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Γ
πρὸς τὸ Δ, καὶ τὸ Δ πρὸς τὸ Γ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ πρὸς τὸ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ ΑΒ τοῦ Γ, κείσθω τῷ Γ ἴσον τὸ ΒΕ· τὸ δὴ
ἔλασσον τῶν ΑΕ, ΕΒ πολλαπλασιαζόμενον ἔσται ποτὲ τοῦ Δ μεῖζον. ἔστω
πρότερον τὸ ΑΕ ἔλαττον τοῦ ΕΒ, καὶ πεπολλαπλασιάσθω τὸ ΑΕ, καὶ ἔστω
αὐτοῦ πολλαπλάσιον τὸ ΖΗ μεῖζον ὂν τοῦ Δ, καὶ ὁσαπλάσιόν ἐστι τὸ ΖΗ
τοῦ ΑΕ, τοσαυταπλάσιον γεγονέτω καὶ τὸ μὲν ΗΘ τοῦ ΕΒ τὸ δὲ Κ τοῦ Γ·
καὶ εἰλήφθω τοῦ Δ διπλάσιον μὲν τὸ Λ, τριπλάσιον δὲ τὸ Μ, καὶ ἑξῆς ἑνὶ
πλεῖον, ἕως ἂν τὸ λαμβανόμενον πολλαπλάσιον μὲν γένηται τοῦ Δ, πρώτως
δὲ μεῖζον τοῦ Κ. εἰλήφθω, καὶ ἔστω τὸ Ν τετραπλάσιον μὲν τοῦ Δ, πρώτως
δὲ μεῖζον τοῦ Κ.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Κ τοῦ Ν πρώτως ἐστὶν ἔλαττον, τὸ Κ ἄρα τοῦ Μ οὔκ
ἐστιν ἔλαττον. καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΖΗ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ
ΗΘ τοῦ ΕΒ, ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΖΗ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ ΖΘ τοῦ
ΑΒ. ἰσάκις δέ ἐστι πολλαπλάσιον τὸ ΖΗ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ Κ τοῦ Γ· ἰσάκις
ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΖΘ τοῦ ΑΒ καὶ τὸ Κ τοῦ Γ. τὰ ΖΘ, Κ ἄρα τῶν
ΑΒ, Γ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια. πάλιν, ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ
ΗΘ τοῦ ΕΒ καὶ τὸ Κ τοῦ Γ, ἴσον δὲ τὸ ΕΒ τῷ Γ, ἴσον ἄρα καὶ τὸ ΗΘ τῷ Κ·
τὸ δὲ Κ τοῦ Μ οὔκ ἐστιν ἔλαττον· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ΗΘ τοῦ Μ ἔλαττόν ἐστιν.
μεῖζον δὲ τὸ ΖΗ τοῦ Δ· ὅλον ἄρα τὸ ΖΘ συναμφοτέρων τῶν Δ, Μ μεῖζόν
ἐστιν. ἀλλὰ συναμφότερα τὰ Δ, Μ τῷ Ν ἐστιν ἴσα, ἐπειδήπερ τὸ Μ τοῦ
Δ τριπλάσιόν ἐστιν, συναμφότερα δὲ τὰ Μ, Δ τοῦ Δ ἐστι τετραπλάσια,
ἔστι δὲ καὶ τὸ Ν τοῦ Δ τετραπλάσιον· συναμφότερα ἄρα τὰ Μ, Δ τῷ Ν
ἴσα ἐστίν. ἀλλὰ τὸ ΖΘ τῶν Μ, Δ μεῖζόν ἐστιν· τὸ ΖΘ ἄρα τοῦ Ν ὑπερέχει·
τὸ δὲ Κ τοῦ Ν οὐχ ὑπερέχει. καί ἐστι τὰ μὲν ΖΘ, Κ τῶν ΑΒ, Γ ἰσάκις
πολλαπλάσια, τὸ δὲ Ν τοῦ Δ ἄλλο, ὃ ἔτυχεν, πολλαπλάσιον· τὸ ΑΒ ἄρα
πρὸς τὸ Δ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Δ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τὸ Δ πρὸς τὸ Γ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Δ πρὸς
τὸ ΑΒ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι τὸ μὲν Ν τοῦ
Κ ὑπερέχει, τὸ δὲ Ν τοῦ ΖΘ οὐχ ὑπερέχει. καί ἐστι τὸ μὲν Ν τοῦ Δ πολ-
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λαπλάσιον, τὰ δὲ ΖΘ, Κ τῶν ΑΒ, Γ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια·
τὸ Δ ἄρα πρὸς τὸ Γ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Δ πρὸς τὸ ΑΒ.

Ἀλλὰ δὴ τὸ ΑΕ τοῦ ΕΒ μεῖζον ἔστω. τὸ δὴ ἔλαττον τὸ ΕΒ πολλαπλα-
σιαζόμενον ἔσται ποτὲ τοῦ Δ μεῖζον. πεπολλαπλασιάσθω, καὶ ἔστω τὸ ΗΘ
πολλαπλάσιον μὲν τοῦ ΕΒ, μεῖζον δὲ τοῦ Δ· καὶ ὁσαπλάσιόν ἐστι τὸ ΗΘ
τοῦ ΕΒ, τοσαυταπλάσιον γεγονέτω καὶ τὸ μὲν ΖΗ τοῦ ΑΕ, τὸ δὲ Κ τοῦ
Γ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι τὰ ΖΘ, Κ τῶν ΑΒ, Γ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια·
καὶ εἰλήφθω ὁμοίως τὸ Ν πολλαπλάσιον μὲν τοῦ Δ, πρώτως δὲ μεῖζον τοῦ
ΖΗ· ὥστε πάλιν τὸ ΖΗ τοῦ Μ οὔκ ἐστιν ἔλασσον. μεῖζον δὲ τὸ ΗΘ τοῦ
Δ· ὅλον ἄρα τὸ ΖΘ τῶν Δ, Μ, τουτέστι τοῦ Ν, ὑπερέχει. τὸ δὲ Κ τοῦ Ν
οὐχ ὑπερέχει, ἐπειδήπερ καὶ τὸ ΖΗ μεῖζον ὂν τοῦ ΗΘ, τουτέστι τοῦ Κ, τοῦ
Ν οὐχ ὑπερέχει. καὶ ὡσαύτως κατακολουθοῦντες τοῖς ἐπάνω περαίνομεν
τὴν ἀπόδειξιν.

Τῶν ἄρα ἀνίσων μεγεθῶν τὸ μεῖζον πρὸς τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει
ἤπερ τὸ ἔλαττον· καὶ τὸ αὐτὸ πρὸς τὸ ἔλαττον μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ
πρὸς τὸ μεῖζον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Τὰ πρὸς τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχοντα λόγον ἴσα ἀλλήλοις
ἐστίν· καὶ πρὸς ἃ τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἐκεῖνα ἴσα ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἐχέτω γὰρ ἑκάτερον τῶν Α, Β πρὸς τὸ Γ τὸν αὐτὸν λόγον·
λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Εἰ γὰρ μή, οὐκ ἂν ἑκάτερον τῶν Α, Β πρὸς τὸ Γ τὸν αὐτὸν εἶχε λόγον·
ἔχει δέ· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Ἐχέτω δὴ πάλιν τὸ Γ πρὸς ἑκάτερον τῶν Α, Β τὸν αὐτὸν λόγον· λέγω,
ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Εἰ γὰρ μή, οὐκ ἂν τὸ Γ πρὸς ἑκάτερον τῶν Α, Β τὸν αὐτὸν εἶχε λόγον·
ἔχει δέ· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Τὰ ἄρα πρὸς τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχοντα λόγον ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· καὶ
πρὸς ἃ τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἐκεῖνα ἴσα ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Τῶν πρὸς τὸ αὐτὸ λόγον ἐχόντων τὸ μείζονα λόγον ἔχον
ἐκεῖνο μεῖζόν ἐστιν· πρὸς ὃ δὲ τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει, ἐκεῖνο ἔλαττόν ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Ἐχέτω γὰρ τὸ Α πρὸς τὸ Γ μείζονα λόγον ἤπερ τὸ Β πρὸς τὸ
Γ· λέγω, ὅτι μεῖζόν ἐστι τὸ Α τοῦ Β.

Εἰ γὰρ μή, ἤτοι ἴσον ἐστὶ τὸ Α τῷ Β ἢ ἔλασσον. ἴσον μὲν οὖν οὔκ ἐστι
τὸ Α τῷ Β· ἑκάτερον γὰρ ἂν τῶν Α, Β πρὸς τὸ Γ τὸν αὐτὸν εἶχε λόγον.
οὐκ ἔχει δέ· οὐκ ἄρα ἴσον ἐστὶ τὸ Α τῷ Β. οὐδὲ μὴν ἔλασσόν ἐστι τὸ Α
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τοῦ Β· τὸ Α γὰρ ἂν πρὸς τὸ Γ ἐλάσσονα λόγον εἶχεν ἤπερ τὸ Β πρὸς τὸ
Γ. οὐκ ἔχει δέ· οὐκ ἄρα ἔλασσόν ἐστι τὸ Α τοῦ Β. ἐδείχθη δὲ οὐδὲ ἴσον·
μεῖζον ἄρα ἐστὶ τὸ Α τοῦ Β.

Ἐχέτω δὴ πάλιν τὸ Γ πρὸς τὸ Β μείζονα λόγον ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Α·
λέγω, ὅτι ἔλασσόν ἐστι τὸ Β τοῦ Α.

Εἰ γὰρ μή, ἤτοι ἴσον ἐστὶν ἢ μεῖζον. ἴσον μὲν οὖν οὔκ ἐστι τὸ Β τῷ Α·
τὸ Γ γὰρ ἂν πρὸς ἑκάτερον τῶν Α, Β τὸν αὐτὸν εἶχε λόγον. οὐκ ἔχει δέ·
οὐκ ἄρα ἴσον ἐστὶ τὸ Α τῷ Β. οὐδὲ μὴν μεῖζόν ἐστι τὸ Β τοῦ Α· τὸ Γ γὰρ
ἂν πρὸς τὸ Β ἐλάσσονα λόγον εἶχεν ἤπερ πρὸς τὸ Α. οὐκ ἔχει δέ· οὐκ ἄρα
μεῖζόν ἐστι τὸ Β τοῦ Α. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ ἴσον· ἔλαττον ἄρα ἐστὶ τὸ Β
τοῦ Α.

Τῶν ἄρα πρὸς τὸ αὐτὸ λόγον ἐχόντων τὸ μείζονα λόγον ἔχον μεῖζόν
ἐστιν· καὶ πρὸς ὃ τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει, ἐκεῖνο ἔλαττόν ἐστιν· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Οἱ τῷ αὐτῷ λόγῳ οἱ αὐτοὶ καὶ ἀλλήλοις εἰσὶν οἱ αὐτοί.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ,
ὡς δὲ τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ Α
πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν Α, Γ, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, Κ, τῶν δὲ Β,
Δ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Λ, Μ, Ν.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ εἴληπται
τῶν μὲν Α, Γ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, τῶν δὲ Β, Δ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν,
ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Λ, Μ, εἰ ἄρα ὑπερέχει τὸ Η τοῦ Λ, ὑπερέχει καὶ τὸ
Θ τοῦ Μ, καὶ εἰ ἴσον ἐστίν, ἴσον, καὶ εἰ ἐλλείπει, ἐλλείπει. πάλιν, ἐπεί ἐστιν
ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, καὶ εἴληπται τῶν Γ, Ε ἰσάκις
πολλαπλάσια τὰ Θ, Κ, τῶν δὲ Δ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια
τὰ Μ, Ν, εἰ ἄρα ὑπερέχει τὸ Θ τοῦ Μ, ὑπερέχει καὶ τὸ Κ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον,
ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον. ἀλλὰ εἰ ὑπερεῖχε τὸ Θ τοῦ Μ, ὑπερεῖχε καὶ
τὸ Η τοῦ Λ, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον· ὥστε καὶ εἰ ὑπερέχει
τὸ Η τοῦ Λ, ὑπερέχει καὶ τὸ Κ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον,
ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν Η, Κ τῶν Α, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ δὲ Λ, Ν
τῶν Β, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α πρὸς τὸ
Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ.

Οἱ ἄρα τῷ αὐτῷ λόγῳ οἱ αὐτοὶ καὶ ἀλλήλοις εἰσὶν οἱ αὐτοί· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
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Πρότασις 12 () Ἐὰν ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθηἀνάλογον, ἔσταιὡς ἓν τῶν ἡγου-
μένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα πρὸς ἅπαντα τὰ
ἑπόμενα.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσαοῦν μεγέθη ἀνάλογον τὰ Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, ὡς
τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ· λέγω, ὅτι
ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὰ Α, Γ, Ε πρὸς τὰ Β, Δ, Ζ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν Α, Γ, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, Κ, τῶν δὲ
Β, Δ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Λ, Μ, Ν.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ τὸ Ε πρὸς
τὸ Ζ, καὶ εἴληπται τῶν μὲν Α, Γ, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, Κ τῶν δὲ
Β, Δ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Λ, Μ, Ν, εἰ ἄρα ὑπερέχει
τὸ Η τοῦ Λ, ὑπερέχει καὶ τὸ Θ τοῦ Μ, καὶ τὸ Κ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον,
καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον. ὥστε καὶ εἰ ὑπερέχει τὸ Η τοῦ Λ, ὑπερέχει καὶ
τὰ Η, Θ, Κ τῶν Λ, Μ, Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσα, καὶ εἰ ἔλαττον, ἐλάττονα. καί
ἐστι τὸ μὲν Η καὶ τὰ Η, Θ, Κ τοῦ Α καὶ τῶν Α, Γ, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια,
ἐπειδήπερ ἐὰν ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη ὁποσωνοῦν μεγεθῶν ἴσων τὸ πλῆθος
ἕκαστον ἑκάστου ἰσάκις πολλαπλάσιον, ὁσαπλάσιόν ἐστιν ἓν τῶν μεγεθῶν
ἑνός, τοσαυταπλάσια ἔσται καὶ τὰ πάντα τῶν πάντων. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ
καὶ τὸ Λ καὶ τὰ Λ, Μ, Ν τοῦ Β καὶ τῶν Β, Δ, Ζ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια·
ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὰ Α, Γ, Ε πρὸς τὰ Β, Δ, Ζ.

Ἐὰν ἄρα ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη ἀνάλογον, ἔσται ὡς ἓν τῶν ἡγουμένων
πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα πρὸς ἅπαντα τὰ
ἑπόμενα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐὰνπρῶτονπρὸςδεύτεροντὸναὐτὸνἔχῃλόγονκαὶτρίτον
πρὸς τέταρτον, τρίτον δὲ πρὸς τέταρτον μείζονα λόγον ἔχῃ ἢ πέμπτον πρὸς
ἕκτον, καὶ πρῶτον πρὸς δεύτερον μείζονα λόγον ἕξει ἢ πέμπτον πρὸς ἕκτον.

Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ Α πρὸς δεύτερον τὸ Β τὸν αὐτὸν ἐχέτω λόγον
καὶ τρίτον τὸ Γ πρὸς τέταρτον τὸ Δ, τρίτον δὲ τὸ Γ πρὸς τέταρτον τὸ
Δ μείζονα λόγον ἐχέτω ἢ πέμπτον τὸ Ε πρὸς ἕκτον τὸ Ζ. λέγω, ὅτι καὶ
πρῶτον τὸ Α πρὸς δεύτερον τὸ Β μείζονα λόγον ἕξει ἤπερ πέμπτον τὸ Ε
πρὸς ἕκτον τὸ Ζ.

Ἐπεὶ γὰρ ἔστι τινὰ τῶν μὲν Γ, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια, τῶν δὲ Δ, Ζ
ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια, καὶ τὸ μὲν τοῦ Γ πολλαπλάσιον
τοῦ τοῦ Δ πολλαπλασίου ὑπερέχει, τὸ δὲ τοῦ Ε πολλαπλάσιον τοῦ τοῦ
Ζ πολλαπλασίου οὐχ ὑπερέχει, εἰλήφθω, καὶ ἔστω τῶν μὲν Γ, Ε ἰσάκις
πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, τῶν δὲ Δ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια
τὰ Κ, Λ, ὥστε τὸ μὲν Η τοῦ Κ ὑπερέχειν, τὸ δὲ Θ τοῦ Λ μὴ ὑπερέχειν· καὶ
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ὁσαπλάσιον μέν ἐστι τὸ Η τοῦ Γ, τοσαυταπλάσιον ἔστω καὶ τὸ Μ τοῦ Α,
ὁσαπλάσιον δὲ τὸ Κ τοῦ Δ, τοσαυταπλάσιον ἔστω καὶ τὸ Ν τοῦ Β.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, καὶ εἴληπται
τῶν μὲν Α, Γ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Μ, Η, τῶν δὲ Β, Δ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν,
ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Ν, Κ, εἰ ἄρα ὑπερέχει τὸ Μ τοῦ Ν, ὑπερέχει καὶ τὸ
Η τοῦ Κ, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον. ὑπερέχει δὲ τὸ Η τοῦ
Κ· ὑπερέχει ἄρα καὶ τὸ Μ τοῦ Ν. τὸ δὲ Θ τοῦ Λ οὐχ ὑπερέχει· καί ἐστι
τὰ μὲν Μ, Θ τῶν Α, Ε ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ δὲ Ν, Λ τῶν Β, Ζ ἄλλα, ἃ
ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· τὸ ἄρα Α πρὸς τὸ Β μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ
τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν ἔχῃ λόγον καὶ τρίτον πρὸς
τέταρτον, τρίτον δὲ πρὸς τέταρτον μείζονα λόγον ἔχῃ ἢ πέμπτον πρὸς
ἕκτον, καὶ πρῶτον πρὸς δεύτερον μείζονα λόγον ἕξει ἢ πέμπτον πρὸς ἕκτον·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Ἐὰνπρῶτονπρὸςδεύτεροντὸναὐτὸνἔχῃλόγονκαὶτρίτον
πρὸς τέταρτον, τὸ δὲπρῶτοντοῦτρίτουμεῖζον ᾖ, καὶ τὸ δεύτερον τοῦτετάρτου
μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.

Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ Α πρὸς δεύτερον τὸ Β τὸν αὐτὸν ἐχέτω λόγον
καὶ τρίτον τὸ Γ πρὸς τέταρτον τὸ Δ, μεῖζον δὲ ἔστω τὸ Α τοῦ Γ· λέγω, ὅτι
καὶ τὸ Β τοῦ Δ μεῖζόν ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ Α τοῦ Γ μεῖζόν ἐστιν, ἄλλο δέ, ὃ ἔτυχεν, [μέγεθος] τὸ Β,
τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Β μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Β. ὡς δὲ τὸ Α
πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ· καὶ τὸ Γ ἄρα πρὸς τὸ Δ μείζονα λόγον
ἔχει ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Β. πρὸς ὃ δὲ τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει, ἐκεῖνο
ἔλασσόν ἐστιν· ἔλασσον ἄρα τὸ Δ τοῦ Β· ὥστε μεῖζόν ἐστι τὸ Β τοῦ Δ.

Ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι κἂν ἴσον ᾖ τὸ Α τῷ Γ, ἴσον ἔσται καὶ τὸ Β τῷ
Δ, κἂν ἔλασσον ᾖ τὸ Α τοῦ Γ, ἔλασσον ἔσται καὶ τὸ Β τοῦ Δ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν ἔχῃ λόγον καὶ τρίτον πρὸς
τέταρτον, τὸ δὲ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον ᾖ, καὶ τὸ δεύτερον τοῦ τετάρτου
μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Τὰ μέρη τοῖς ὡσαύτως πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει
λόγον ληφθέντα κατάλληλα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ ἰσάκις πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Γ καὶ τὸ ΔΕ τοῦ
Ζ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Ζ, οὕτως τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΔΕ.

Ἐπεὶ γὰρ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΑΒ τοῦ Γ καὶ τὸ ΔΕ τοῦ Ζ,
ὅσα ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ μεγέθη ἴσα τῷ Γ, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΔΕ ἴσα
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τῷ Ζ. διῃρήσθω τὸ μὲν ΑΒ εἰς τὰ τῷ Γ ἴσα τὰ ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ, τὸ δὲ ΔΕ εἰς
τὰ τῷ Ζ ἴσα τὰ ΔΚ, ΚΛ, ΛΕ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ
τῷ πλήθει τῶν ΔΚ, ΚΛ, ΛΕ. καὶ ἐπεὶ ἴσα ἐστὶ τὰ ΑΗ, ΗΘ, ΘΒ ἀλλήλοις,
ἔστι δὲ καὶ τὰ ΔΚ, ΚΛ, ΛΕ ἴσα ἀλλήλοις, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΗ πρὸς τὸ ΔΚ,
οὕτως τὸ ΗΘ πρὸς τὸ ΚΛ, καὶ τὸ ΘΒ πρὸς τὸ ΛΕ. ἔσται ἄρα καὶ ὡς ἓν
τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα πρὸς
ἅπαντα τὰ ἑπόμενα· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΗ πρὸς τὸ ΔΚ, οὕτως τὸ ΑΒ πρὸς
τὸ ΔΕ. ἴσον δὲ τὸ μὲν ΑΗ τῷ Γ, τὸ δὲ ΔΚ τῷ Ζ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς
τὸ Ζ οὕτως τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΔΕ.

Τὰ ἄρα μέρη τοῖς ὡσαύτως πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον λη-
φθέντα κατάλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἐὰν τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, καὶ ἐναλλὰξ ἀνάλογον
ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον τὰ Α, Β, Γ, Δ, ὡς τὸ Α πρὸς
τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ· λέγω, ὅτι καὶ ἐναλλὰξ [ἀνάλογον] ἔσται, ὡς
τὸ Α πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Β πρὸς τὸ Δ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν Α, Β ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Ε, Ζ, τῶν δὲ Γ, Δ
ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ.

Καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ Ε τοῦ Α καὶ τὸ Ζ τοῦ Β, τὰ δὲ
μέρη τοῖς ὡσαύτως πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ
Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ. ὡς δὲ τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ
πρὸς τὸ Δ· καὶ ὡς ἄρα τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ. πάλιν, ἐπεὶ
τὰ Η, Θ τῶν Γ, Δ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ
Δ, οὕτως τὸ Η πρὸς τὸ Θ. ὡς δὲ τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, [οὕτως] τὸ Ε πρὸς τὸ
Ζ· καὶ ὡς ἄρα τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, οὕτως τὸ Η πρὸς τὸ Θ. ἐὰν δὲ τέσσαρα
μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ δὲ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον ᾖ, καὶ τὸ δεύτερον
τοῦ τετάρτου μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον. εἰ ἄρα
ὑπερέχει τὸ Ε τοῦ Η, ὑπερέχει καὶ τὸ Ζ τοῦ Θ, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ
ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν Ε, Ζ τῶν Α, Β ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ
δὲ Η, Θ τῶν Γ, Δ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α
πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Β πρὸς τὸ Δ.

Ἐὰν ἄρα τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, καὶ ἐναλλὰξ ἀνάλογον ἔσται·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Ἐὰνσυγκείμεναμεγέθηἀνάλογονᾖ,καὶδιαιρεθένταἀνάλο-
γον ἔσται.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω συγκείμενα μεγέθη ἀνάλογον τὰ ΑΒ, ΒΕ, ΓΔ, ΔΖ, ὡς
τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΔΖ· λέγω, ὅτι καὶ διαιρεθέντα
ἀνάλογον ἔσται, ὡς τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΕΒ, οὕτως τὸ ΓΖ πρὸς τὸ ΔΖ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, ΖΔ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ ΗΘ, ΘΚ,
ΛΜ, ΜΝ, τῶν δὲ ΕΒ, ΖΔ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ ΚΞ, ΝΠ.

Καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΗΘ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ ΘΚ τοῦ ΕΒ,
ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΗΘ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ ΗΚ τοῦ ΑΒ. ἰσάκις
δέ ἐστι πολλαπλάσιον τὸ ΗΘ τοῦ ΑΕ καὶ τὸ ΛΜ τοῦ ΓΖ· ἰσάκις ἄρα ἐστὶ
πολλαπλάσιον τὸ ΗΚ τοῦ ΑΒ καὶ τὸ ΛΜ τοῦ ΓΖ. πάλιν, ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ
πολλαπλάσιον τὸ ΛΜ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΜΝ τοῦ ΖΔ, ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολ-
λαπλάσιον τὸ ΛΜ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΛΝ τοῦ ΓΔ. ἰσάκις δὲ ἦν πολλαπλάσιον
τὸ ΛΜ τοῦ ΓΖ καὶ τὸ ΗΚ τοῦ ΑΒ· ἰσάκις ἄρα ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΗΚ
τοῦ ΑΒ καὶ τὸ ΛΝ τοῦ ΓΔ. τὰ ΗΚ, ΛΝ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ ἰσάκις ἐστὶ πολλα-
πλάσια. πάλιν, ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον τὸ ΘΚ τοῦ ΕΒ καὶ τὸ ΜΝ
τοῦ ΖΔ, ἔστι δὲ καὶ τὸ ΚΞ τοῦ ΕΒ ἰσάκις πολλαπλάσιον καὶ τὸ ΝΠ τοῦ
ΖΔ, καὶ συντεθὲν τὸ ΘΞ τοῦ ΕΒ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσιον καὶ τὸ ΜΠ τοῦ
ΖΔ. Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΔΖ, καὶ
εἴληπται τῶν μὲν ΑΒ, ΓΔ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ ΗΚ, ΛΝ, τῶν δὲ ΕΒ, ΖΔ
ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ ΘΞ, ΜΠ, εἰ ἄρα ὑπερέχει τὸ ΗΚ τοῦ ΘΞ, ὑπερέχει
καὶ τὸ ΛΝ τοῦ ΜΠ, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον. ὑπερεχέτω
δὴ τὸ ΗΚ τοῦ ΘΞ, καὶ κοινοῦ ἀφαιρεθέντος τοῦ ΘΚ ὑπερέχει ἄρα καὶ τὸ
ΗΘ τοῦ ΚΞ. ἀλλὰ εἰ ὑπερεῖχε τὸ ΗΚ τοῦ ΘΞ, ὑπερεῖχε καὶ τὸ ΛΝ τοῦ
ΜΠ· ὑπερέχει ἄρα καὶ τὸ ΛΝ τοῦ ΜΠ, καὶ κοινοῦ ἀφαιρεθέντος τοῦ ΜΝ
ὑπερέχει καὶ τὸ ΛΜ τοῦ ΝΠ· ὥστε εἰ ὑπερέχει τὸ ΗΘ τοῦ ΚΞ, ὑπερέχει
καὶ τὸ ΛΜ τοῦ ΝΠ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι κἂν ἴσον ᾖ τὸ ΗΘ τῷ ΚΞ,
ἴσον ἔσται καὶ τὸ ΛΜ τῷ ΝΠ, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν ΗΘ,
ΛΜ τῶν ΑΕ, ΓΖ ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ δὲ ΚΞ, ΝΠ τῶν ΕΒ, ΖΔ ἄλλα, ἃ
ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΕΒ, οὕτως τὸ
ΓΖ πρὸς τὸ ΖΔ.

Ἐὰν ἄρα συγκείμενα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, καὶ διαιρεθέντα ἀνάλογον
ἔσται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Ἐὰνδιῃρημέναμεγέθηἀνάλογονᾖ, καὶσυντεθένταἀνάλο-
γον ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω διῃρημένα μεγέθη ἀνάλογον τὰ ΑΕ, ΕΒ, ΓΖ, ΖΔ, ὡς τὸ ΑΕ
πρὸς τὸ ΕΒ, οὕτως τὸ ΓΖ πρὸς τὸ ΖΔ· λέγω, ὅτι καὶ συντεθέντα ἀνάλογον
ἔσται, ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΖΔ.

Εἰ γὰρ μή ἐστιν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΔΖ, ἔσται
ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ ἤτοι πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΔΖ ἢ πρὸς
μεῖζον.
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Ἔστω πρότερον πρὸς ἔλασσον τὸ ΔΗ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ
ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΔΗ, συγκείμενα μεγέθη ἀνάλογόν ἐστιν· ὥστε
καὶ διαιρεθέντα ἀνάλογον ἔσται. ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΕΒ, οὕτως
τὸ ΓΗ πρὸς τὸ ΗΔ. ὑπόκειται δὲ καὶ ὡς τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΕΒ, οὕτως τὸ ΓΖ
πρὸς τὸ ΖΔ. καὶ ὡς ἄρα τὸ ΓΗ πρὸς τὸ ΗΔ, οὕτως τὸ ΓΖ πρὸς τὸ ΖΔ.
μεῖζον δὲ τὸ πρῶτον τὸ ΓΗ τοῦ τρίτου τοῦ ΓΖ· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ δεύτερον
τὸ ΗΔ τοῦ τετάρτου τοῦ ΖΔ. ἀλλὰ καὶ ἔλαττον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον·
οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ, οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς ἔλασσον τοῦ ΖΔ.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ πρὸς μεῖζον· πρὸς αὐτὸ ἄρα.

Ἐὰν ἄρα διῃρημένα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, καὶ συντεθέντα ἀνάλογον ἔσται·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 19 () Ἐὰν ᾖ ὡς ὅλον πρὸς ὅλον, οὕτως ἀφαιρεθὲν πρὸς ἀφαι-
ρεθέν, καὶ τὸ λοιπὸν πρὸς τὸ λοιπὸν ἔσται ὡς ὅλον πρὸς ὅλον.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ ὡς ὅλον τὸ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸ ΓΔ, οὕτως ἀφαιρεθὲν
τὸ ΑΕ πρὸς ἀφαιρεθὲν τὸ ΓΖ· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὸν τὸ ΕΒ πρὸς λοιπὸν τὸ
ΖΔ ἔσται ὡς ὅλον τὸ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸ ΓΔ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΓΔ, οὕτως τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΓΖ, καὶ
ἐναλλὰξ ὡς τὸ ΒΑ πρὸς τὸ ΑΕ, οὕτως τὸ ΔΓ πρὸς τὸ ΓΖ. καὶ ἐπεὶ συγκείμενα
μεγέθη ἀνάλογόν ἐστιν, καὶ διαιρεθέντα ἀνάλογον ἔσται, ὡς τὸ ΒΕ πρὸς
τὸ ΕΑ, οὕτως τὸ ΔΖ πρὸς τὸ ΓΖ· καὶ ἐναλλάξ, ὡς τὸ ΒΕ πρὸς τὸ ΔΖ, οὕτως
τὸ ΕΑ πρὸς τὸ ΖΓ. ὡς δὲ τὸ ΑΕ πρὸς τὸ ΓΖ, οὕτως ὑπόκειται ὅλον τὸ ΑΒ
πρὸς ὅλον τὸ ΓΔ. καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΕΒ πρὸς λοιπὸν τὸ ΖΔ ἔσται ὡς ὅλον
τὸ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸ ΓΔ.

Ἐὰν ἄρα ᾖ ὡς ὅλον πρὸς ὅλον, οὕτως ἀφαιρεθὲν πρὸς ἀφαιρεθέν, καὶ
τὸ λοιπὸν πρὸς τὸ λοιπὸν ἔσται ὡς ὅλον πρὸς ὅλον [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

[Καὶ ἐπεὶ ἐδείχθη ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΓΔ, οὕτως τὸ ΕΒ πρὸς τὸ ΖΔ, καὶ
ἐναλλὰξ ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΕ οὕτως τὸ ΓΔ πρὸς τὸ ΖΔ, συγκείμενα ἄρα
μεγέθη ἀνάλογόν ἐστιν· ἐδείχθη δὲ ὡς τὸ ΒΑ πρὸς τὸ ΑΕ, οὕτως τὸ ΔΓ
πρὸς τὸ ΓΖ· καί ἐστιν ἀναστρέψαντι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν συγκείμενα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, καὶ

ἀναστρέψαντι ἀνάλογον ἔσται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Ἐὰν ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλααὐτοῖς ἴσα τὸπλῆθος, σύνδυο
λαμβανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, δι᾽ ἴσου δὲ τὸ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον ᾖ,
καὶ τὸ τέταρτον τοῦ ἕκτου μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω τρία μεγέθη τὰ Α, Β, Γ, καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος
τὰ Δ, Ε, Ζ, σύνδυο λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ
Β, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε, ὡς δὲ τὸ Β πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ,
δι᾽ ἴσου δὲ μεῖζον ἔστω τὸ Α τοῦ Γ· λέγω, ὅτι καὶ τὸ Δ τοῦ Ζ μεῖζον ἔσται,
κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.

Ἐπεὶ γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ Α τοῦ Γ, ἄλλο δέ τι τὸ Β, τὸ δὲ μεῖζον πρὸς
τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ ἔλαττον, τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Β μείζονα
λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Β. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ Β, [οὕτως] τὸ
Δ πρὸς τὸ Ε, ὡς δὲ τὸ Γ πρὸς τὸ Β, ἀνάπαλιν οὕτως τὸ Ζ πρὸς τὸ Ε· καὶ
τὸ Δ ἄρα πρὸς τὸ Ε μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Ζ πρὸς τὸ Ε. τῶν δὲ πρὸς
τὸ αὐτὸ λόγον ἐχόντων τὸ μείζονα λόγον ἔχον μεῖζόν ἐστιν. μεῖζον ἄρα τὸ
Δ τοῦ Ζ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι κἂν ἴσον ᾖ τὸ Α τῷ Γ, ἴσον ἔσται καὶ τὸ
Δ τῷ Ζ, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.

Ἐὰν ἄρα ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος, σύνδυο λαμ-
βανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, δι᾽ ἴσου δὲ τὸ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον
ᾖ, καὶ τὸ τέταρτον τοῦ ἕκτου μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον,
ἔλαττον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 21 () Ἐὰν ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος σύνδυο
λαμβανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ᾖ δὲ τεταραγμένη αὐτῶν ἡ ἀναλογία, δι᾽
ἴσου δὲ τὸ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον ᾖ, καὶ τὸ τέταρτον τοῦ ἕκτου μεῖζον ἔσται,
κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρία μεγέθη τὰ Α, Β, Γ καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος τὰ
Δ, Ε, Ζ, σύνδυο λαμβανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ἔστω δὲ τεταραγμένη
αὐτῶν ἡ ἀναλογία, ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, ὡς
δὲ τὸ Β πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε, δι᾽ ἴσου δὲ τὸ Α τοῦ Γ μεῖζον
ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ τὸ Δ τοῦ Ζ μεῖζον ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον,
ἔλαττον.

Ἐπεὶ γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ Α τοῦ Γ, ἄλλο δέ τι τὸ Β, τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ
Β μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Γ πρὸς τὸ Β. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ Β,
οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, ὡς δὲ τὸ Γ πρὸς τὸ Β, ἀνάπαλιν οὕτως τὸ Ε πρὸς
τὸ Δ. καὶ τὸ Ε ἄρα πρὸς τὸ Ζ μείζονα λόγον ἔχει ἤπερ τὸ Ε πρὸς τὸ Δ.
πρὸς ὃ δὲ τὸ αὐτὸ μείζονα λόγον ἔχει, ἐκεῖνο ἔλασσόν ἐστιν· ἔλασσον ἄρα
ἐστὶ τὸ Ζ τοῦ Δ· μεῖζον ἄρα ἐστὶ τὸ Δ τοῦ Ζ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι κἂν
ἴσον ᾖ τὸ Α τῷ Γ, ἴσον ἔσται καὶ τὸ Δ τῷ Ζ, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον.

Ἐὰν ἄρα ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος, σύνδυο λαμ-
βανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ᾖ δὲ τεταραγμένη αὐτῶν ἡ ἀναλογία, δι᾽
ἴσου δὲ τὸ πρῶτον τοῦ τρίτου μεῖζον ᾖ, καὶ τὸ τέταρτον τοῦ ἕκτου μεῖζον
ἔσται, κἂν ἴσον, ἴσον, κἂν ἔλαττον, ἔλαττον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 22 () Ἐὰν ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος,
σύνδυο λαμβανόμενα καὶ ἐν τῷαὐτῷλόγῳ, καὶ δι᾽ ἴσου ἐν τῷαὐτῷλόγῳἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁποσαοῦν μεγέθη τὰ Α, Β, Γ καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ
πλῆθος τὰ Δ, Ε, Ζ, σύνδυο λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ὡς μὲν τὸ Α
πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε, ὡς δὲ τὸ Β πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Ε πρὸς
τὸ Ζ· λέγω, ὅτι καὶ δι᾽ ἴσου ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ἔσται.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν Α, Δ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, τῶν δὲ Β,
Ε ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Κ, Λ, καὶ ἔτι τῶν Γ, Ζ ἄλλα, ἃ
ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Μ, Ν.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε, καὶ εἴληπται
τῶν μὲν Α, Δ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, τῶν δὲ Β, Ε ἄλλα, ἃ ἔτυχεν,
ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Κ, Λ, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Η πρὸς τὸ Κ, οὕτως τὸ Θ
πρὸς τὸ Λ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς τὸ Κ πρὸς τὸ Μ, οὕτως τὸ Λ πρὸς τὸ
Ν. ἐπεὶ οὖν τρία μεγέθη ἐστὶ τὰ Η, Κ, Μ, καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος
τὰ Θ, Λ, Ν, σύνδυο λαμβανόμενα καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, δι᾽ ἴσου ἄρα, εἰ
ὑπερέχει τὸ Η τοῦ Μ, ὑπερέχει καὶ τὸ Θ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ
ἔλαττον, ἔλαττον. καί ἐστι τὰ μὲν Η, Θ τῶν Α, Δ ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ
δὲ Μ, Ν τῶν Γ, Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια. ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α
πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ζ.

Ἐὰν ἄρα ᾖ ὁποσαοῦν μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος, σύνδυο
λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ δι᾽ ἴσου ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ἔσται· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἐὰν ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος σύνδυο
λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ᾖ δὲ τεταραγμένη αὐτῶν ἡ ἀναλογία, καὶ δι᾽
ἴσου ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρία μεγέθη τὰ Α, Β, Γ καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος
σύνδυο λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ τὰ Δ, Ε, Ζ, ἔστω δὲ τεταραγμένη
αὐτῶν ἡ ἀναλογία, ὡς μὲν τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, ὡς δὲ
τὸ Β πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ
Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ζ.

Εἰλήφθω τῶν μὲν Α, Β, Δ ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Η, Θ, Κ, τῶν δὲ Γ, Ε,
Ζ ἄλλα, ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια τὰ Λ, Μ, Ν.

Καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια τὰ Η, Θ τῶν Α, Β, τὰ δὲ μέρη τοῖς
ὡσαύτως πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α πρὸς
τὸ Β, οὕτως τὸ Η πρὸς τὸ Θ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, οὕτως
τὸ Μ πρὸς τὸ Ν· καί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ· καὶ
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ὡς ἄρα τὸ Η πρὸς τὸ Θ, οὕτως τὸ Μ πρὸς τὸ Ν. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Β
πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ε, καὶ ἐναλλὰξ ὡς τὸ Β πρὸς τὸ Δ, οὕτως
τὸ Γ πρὸς τὸ Ε. καὶ ἐπεὶ τὰ Θ, Κ τῶν Β, Δ ἰσάκις ἐστὶ πολλαπλάσια, τὰ
δὲ μέρη τοῖς ἰσάκις πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ
Β πρὸς τὸ Δ, οὕτως τὸ Θ πρὸς τὸ Κ. ἀλλ᾽ ὡς τὸ Β πρὸς τὸ Δ, οὕτως τὸ
Γ πρὸς τὸ Ε· καὶ ὡς ἄρα τὸ Θ πρὸς τὸ Κ, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Ε. πάλιν,
ἐπεὶ τὰ Λ, Μ τῶν Γ, Ε ἰσάκις ἐστι πολλαπλάσια, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς
τὸ Ε, οὕτως τὸ Λ πρὸς τὸ Μ. ἀλλ᾽ ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Ε, οὕτως τὸ Θ πρὸς
τὸ Κ· καὶ ὡς ἄρα τὸ Θ πρὸς τὸ Κ, οὕτως τὸ Λ πρὸς τὸ Μ, καὶ ἐναλλὰξ
ὡς τὸ Θ πρὸς τὸ Λ, τὸ Κ πρὸς τὸ Μ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς τὸ Η πρὸς τὸ Θ,
οὕτως τὸ Μ πρὸς τὸ Ν. ἐπεὶ οὖν τρία μεγέθη ἐστὶ τὰ Η, Θ, Λ, καὶ ἄλλα
αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος τὰ Κ, Μ, Ν σύνδυο λαμβανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ,
καί ἐστιν αὐτῶν τεταραγμένη ἡ ἀναλογία, δι᾽ ἴσου ἄρα, εἰ ὑπερέχει τὸ Η
τοῦ Λ, ὑπερέχει καὶ τὸ Κ τοῦ Ν, καὶ εἰ ἴσον, ἴσον, καὶ εἰ ἔλαττον, ἔλαττον.
καί ἐστι τὰ μὲν Η, Κ τῶν Α, Δ ἰσάκις πολλαπλάσια, τὰ δὲ Λ, Ν τῶν Γ, Ζ.
ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ Δ πρὸς τὸ Ζ.

Ἐὰν ἄρα ᾖ τρία μεγέθη καὶ ἄλλα αὐτοῖς ἴσα τὸ πλῆθος σύνδυο λαμ-
βανόμενα ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ᾖ δὲ τεταραγμένη αὐτῶν ἡ ἀναλογία, καὶ δι᾽
ἴσου ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ἔσται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 24 () Ἐὰνπρῶτονπρὸςδεύτεροντὸναὐτὸνἔχῃλόγονκαὶτρίτον
πρὸς τέταρτον, ἔχῃ δὲ καὶ πέμπτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν λόγον καὶ ἕκτον
πρὸς τέταρτον, καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν
ἕξει λόγον καὶ τρίτον καὶ ἕκτον πρὸς τέταρτον.

Ἀπόδειξις. Πρῶτον γὰρ τὸ ΑΒ πρὸς δεύτερον τὸ Γ τὸν αὐτὸν ἐχέτω λόγον
καὶ τρίτον τὸ ΔΕ πρὸς τέταρτον τὸ Ζ, ἐχέτω δὲ καὶ πέμπτον τὸ ΒΗ πρὸς
δεύτερον τὸ Γ τὸν αὐτὸν λόγον καὶ ἕκτον τὸ ΕΘ πρὸς τέταρτον τὸ Ζ·
λέγω, ὅτι καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον τὸ ΑΗ πρὸς δεύτερον τὸ Γ
τὸν αὐτὸν ἕξει λόγον, καὶ τρίτον καὶ ἕκτον τὸ ΔΘ πρὸς τέταρτον τὸ Ζ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς τὸ ΒΗ πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ ΕΘ πρὸς τὸ Ζ, ἀνάπαλιν
ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ ΒΗ, οὕτως τὸ Ζ πρὸς τὸ ΕΘ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς τὸ
ΑΒ πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ ΔΕ πρὸς τὸ Ζ, ὡς δὲ τὸ Γ πρὸς τὸ ΒΗ, οὕτως
τὸ Ζ πρὸς τὸ ΕΘ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΗ, οὕτως τὸ ΔΕ
πρὸς τὸ ΕΘ. καὶ ἐπεὶ διῃρημένα μεγέθη ἀνάλογόν ἐστιν, καὶ συντεθέντα
ἀνάλογον ἔσται· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΗ πρὸς τὸ ΗΒ, οὕτως τὸ ΔΘ πρὸς τὸ
ΘΕ. ἔστι δὲ καὶ ὡς τὸ ΒΗ πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ ΕΘ πρὸς τὸ Ζ· δι᾽ ἴσου ἄρα
ἐστὶν ὡς τὸ ΑΗ πρὸς τὸ Γ, οὕτως τὸ ΔΘ πρὸς τὸ Ζ.

Ἐὰν ἄρα πρῶτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν ἔχῃ λόγον καὶ τρίτον πρὸς
τέταρτον, ἔχῃ δὲ καὶ πέμπτον πρὸς δεύτερον τὸν αὐτὸν λόγον καὶ ἕκτον
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πρὸς τέταρτον, καὶ συντεθὲν πρῶτον καὶ πέμπτον πρὸς δεύτερον τὸν
αὐτὸν ἕξει λόγον καὶ τρίτον καὶ ἕκτον πρὸς τέταρτον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Ἐὰν τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ μέγιστον [αὐτῶν]
καὶ τὸ ἐλάχιστον δύο τῶν λοιπῶν μείζονά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον τὰ ΑΒ, ΓΔ, Ε, Ζ, ὡς τὸ ΑΒ
πρὸς τὸ ΓΔ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, ἔστω δὲ μέγιστον μὲν αὐτῶν τὸ ΑΒ,
ἐλάχιστον δὲ τὸ Ζ· λέγω, ὅτι τὰ ΑΒ, Ζ τῶν ΓΔ, Ε μείζονά ἐστιν.

Κείσθω γὰρ τῷ μὲν Ε ἴσον τὸ ΑΗ, τῷ δὲ Ζ ἴσον τὸ ΓΘ.
Ἐπεὶ [οὖν] ἐστιν ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΓΔ, οὕτως τὸ Ε πρὸς τὸ Ζ, ἴσον

δὲ τὸ μὲν Ε τῷ ΑΗ, τὸ δὲ Ζ τῷ ΓΘ, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΓΔ,
οὕτως τὸ ΑΗ πρὸς τὸ ΓΘ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὅλον τὸ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸ
ΓΔ, οὕτως ἀφαιρεθὲν τὸ ΑΗ πρὸς ἀφαιρεθὲν τὸ ΓΘ, καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΗΒ
πρὸς λοιπὸν τὸ ΘΔ ἔσται ὡς ὅλον τὸ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸ ΓΔ. μεῖζον δὲ τὸ ΑΒ
τοῦ ΓΔ· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ ΗΒ τοῦ ΘΔ. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ μὲν ΑΗ τῷ Ε,
τὸ δὲ ΓΘ τῷ Ζ, τὰ ἄρα ΑΗ, Ζ ἴσα ἐστὶ τοῖς ΓΘ, Ε. Καὶ [ἐπεὶ] ἐὰν [ἀνίσοις
ἴσα προστεθῇ, τὰ ὅλα ἄνισά ἐστιν, ἐὰν ἄρα] τῶν ΗΒ, ΘΔ ἀνίσων ὄντων
καὶ μείζονος τοῦ ΗΒ τῷ μὲν ΗΒ προστεθῇ τὰ ΑΗ, Ζ, τῷ δὲ ΘΔ προστεθῇ
τὰ ΓΘ, Ε, συνάγεται τὰ ΑΒ, Ζ μείζονα τῶν ΓΔ, Ε.

Ἐὰν ἄρα τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ μέγιστον αὐτῶν καὶ τὸ ἐλάχι-
στον δύο τῶν λοιπῶν μείζονά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Βιβλίο 6ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Ὅμοια σχήματα εὐθύγραμμά ἐστιν, ὅσα τάς τε γωνίας ἴσας ἔχει
κατὰ μίαν καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον.

(ὁρ. 2) [Ἀντιπεπονθότα δὲ σχήματά ἐστιν, ὅταν ἐν ἑκατέρῳ τῶν σχημάτων
ἡγούμενοί τε καὶ ἑπόμενοι λόγοι ὦσιν.]

(ὁρ. 3) Ἄκρον καὶ μέσον λόγον εὐθεῖα τετμῆσθαι λέγεται, ὅταν ᾖ ὡς ἡ ὅλη
πρὸς τὸ μεῖζον τμῆμα, οὕτως τὸ μεῖζον πρὸς τὸ ἔλαττον.

(ὁρ. 4) Ὕψος ἐστὶ παντὸς σχήματος ἡ ἀπὸ τῆς κορυφῆς ἐπὶ τὴν βάσιν
κάθετος ἀγομένη.

(ὁρ. 5) [Λόγος ἐκ λόγων συγκεῖσθαι λέγεται, ὅταν αἱ τῶν λόγων πηλι-
κότητες ἐφ᾽ ἑαυτὰς πολλαπλασιασθεῖσαι ποιῶσί τινα.]

Πρότασις 1 () Τὰ τρίγωνα καὶ τὰ παραλληλόγραμμα, τὰ ὑπὸ τὸ αὐτὸ
ὕψος ὄντα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ βάσεις.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνα μὲν τὰ ΑΒΓ, ΑΓΔ, παραλληλόγραμμα δὲ τὰ
ΕΓ, ΓΖ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΒΓ βάσις πρὸς
τὴν ΓΔ βάσιν, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΓΔ τρίγωνον, καὶ τὸ ΕΓ
παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΒΔ ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ἐπὶ τὰ Θ, Λ σημεῖα, καὶ
κείσθωσαν τῇ μὲν ΒΓ βάσει ἴσαι [ὁσαιδηποτοῦν] αἱ ΒΗ, ΗΘ, τῇ δὲ ΓΔ
βάσει ἴσαι ὁσαιδηποτοῦν αἱ ΔΚ, ΚΛ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΗ, ΑΘ, ΑΚ,
ΑΛ.

Καὶ ἐπεὶ ἴσαι εἰσὶν αἱ ΓΒ, ΒΗ, ΗΘ ἀλλήλαις, ἴσα ἐστὶ καὶ τὰ ΑΘΗ, ΑΗΒ,
ΑΒΓ τρίγωνα ἀλλήλοις. ὁσαπλασίων ἄρα ἐστὶν ἡ ΘΓ βάσις τῆς ΒΓ βάσεως,
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τοσαυταπλάσιόν ἐστι καὶ τὸ ΑΘΓ τρίγωνον τοῦ ΑΒΓ τριγώνου. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ ὁσαπλασίων ἐστὶν ἡ ΛΓ βάσις τῆς ΓΔ βάσεως, τοσαυταπλάσιόν
ἐστι καὶ τὸ ΑΛΓ τρίγωνον τοῦ ΑΓΔ τριγώνου· καὶ εἰ ἴση ἐστὶν ἡ ΘΓ βάσις
τῇ ΓΛ βάσει, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ΑΘΓ τρίγωνον τῷ ΑΓΛ τριγώνῳ, καὶ εἰ
ὑπερέχει ἡ ΘΓ βάσις τῆς ΓΛ βάσεως, ὑπερέχει καὶ τὸ ΑΘΓ τρίγωνον τοῦ
ΑΓΛ τριγώνου, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἔλασσον. τεσσάρων δὴ ὄντων μεγεθῶν δύο
μὲν βάσεων τῶν ΒΓ, ΓΔ, δύο δὲ τριγώνων τῶν ΑΒΓ, ΑΓΔ εἴληπται ἰσάκις
πολλαπλάσια τῆς μὲν ΒΓ βάσεως καὶ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου ἥ τε ΘΓ βάσις
καὶ τὸ ΑΘΓ τρίγωνον, τῆς δὲ ΓΔ βάσεως καὶ τοῦ ΑΔΓ τριγώνου ἄλλα,
ἃ ἔτυχεν, ἰσάκις πολλαπλάσια ἥ τε ΛΓ βάσις καὶ τὸ ΑΛΓ τρίγωνον· καὶ
δέδεικται, ὅτι, εἰ ὑπερέχει ἡ ΘΓ βάσις τῆς ΓΛ βάσεως, ὑπερέχει καὶ τὸ ΑΘΓ
τρίγωνον τοῦ ΑΛΓ τριγώνου, καὶ εἰ ἴση, ἴσον, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἔλασσον·
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΓΔ βάσιν, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς
τὸ ΑΓΔ τρίγωνον.

Καὶ ἐπεὶ τοῦ μὲν ΑΒΓ τριγώνου διπλάσιόν ἐστι τὸ ΕΓ παραλληλόγραμ-
μον, τοῦ δὲ ΑΓΔ τριγώνου διπλάσιόν ἐστι τὸ ΖΓ παραλληλόγραμμον, τὰ
δὲ μέρη τοῖς ὡσαύτως πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον, ἔστιν ἄρα ὡς
τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΓΔ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΕΓ παραλληλόγραμ-
μον πρὸς τὸ ΖΓ παραλληλόγραμμον. ἐπεὶ οὖν ἐδείχθη, ὡς μὲν ἡ ΒΓ βάσις
πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΓΔ τρίγωνον, ὡς δὲ τὸ
ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΓΔ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΕΓ παραλληλόγραμμον
πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον, καὶ ὡς ἄρα ἡ ΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΓΔ βάσιν,
οὕτως τὸ ΕΓ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΖΓ παραλληλόγραμμον.

Τὰ ἄρα τρίγωνα καὶ τὰ παραλληλόγραμμα τὰ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντα
πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ βάσεις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν τριγώνου παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν ἀχθῇ τις εὐθεῖα,
ἀνάλογον τεμεῖ τὰς τοῦ τριγώνου πλευράς· καὶ ἐὰν αἱ τοῦ τριγώνου πλευραὶ
ἀνάλογον τμηθῶσιν, ἡ ἐπὶ τὰς τομὰς ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα παρὰ τὴν λοιπὴν
ἔσται τοῦ τριγώνου πλευράν.

Ἀπόδειξις. Τριγώνου γὰρ τοῦ ΑΒΓ παράλληλος μιᾷ τῶν πλευρῶν τῇ ΒΓ
ἤχθω ἡ ΔΕ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν
ΕΑ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΕ, ΓΔ.
Ἴσον ἄρα ἐστὶ ΒΔΕ τρίγωνον τῷ ΓΔΕ τριγώνῳ· ἐπὶ γὰρ τῆς αὐτῆς

βάσεώς ἐστι τῆς ΔΕ καὶ ἐν ταῖς αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΔΕ, ΒΓ· ἄλλο
δέ τι τὸ ΑΔΕ τρίγωνον. τὰ δὲ ἴσα πρὸς τὸ αὐτὸ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον·
ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΒΔΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ [τρίγωνον], οὕτως τὸ ΓΔΕ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ τρίγωνον. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΒΔΕ τρίγωνον πρὸς τὸ
ΑΔΕ, οὕτως ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ· ὑπὸ γὰρ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντα τὴν ἀπὸ τοῦ
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Ε ἐπὶ τὴν ΑΒ κάθετον ἀγομένην πρὸς ἄλληλά εἰσιν ὡς αἱ βάσεις. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ ὡς τὸ ΓΔΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΑ· καὶ
ὡς ἄρα ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΑ.

Ἀλλὰ δὴ αἱ τοῦ ΑΒΓ τριγώνου πλευραὶ αἱ ΑΒ, ΑΓ ἀνάλογον τετμήσθω-
σαν, ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΑ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΕ·
λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΔΕ τῇ ΒΓ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ,
οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΑ, ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως τὸ ΒΔΕ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ τρίγωνον, ὡς δὲ ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΑ, οὕτως τὸ ΓΔΕ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ τρίγωνον, καὶ ὡς ἄρα τὸ ΒΔΕ τρίγωνον πρὸς τὸ
ΑΔΕ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΓΔΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΔΕ τρίγωνον. ἑκάτερον
ἄρα τῶν ΒΔΕ, ΓΔΕ τριγώνων πρὸς τὸ ΑΔΕ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον. ἴσον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΒΔΕ τρίγωνον τῷ ΓΔΕ τριγώνῳ· καί εἰσιν ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως
τῆς ΔΕ. τὰ δὲ ἴσα τρίγωνα καὶ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα καὶ ἐν ταῖς
αὐταῖς παραλλήλοις ἐστίν. παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΕ τῇ ΒΓ.

Ἐὰν ἄρα τριγώνου παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν ἀχθῇ τις εὐθεῖα, ἀνάλογον
τεμεῖ τὰς τοῦ τριγώνου πλευράς· καὶ ἐὰν αἱ τοῦ τριγώνου πλευραὶ ἀνάλο-
γον τμηθῶσιν, ἡ ἐπὶ τὰς τομὰς ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα παρὰ τὴν λοιπὴν
ἔσται τοῦ τριγώνου πλευράν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰντριγώνουἡγωνίαδίχατμηθῇ,ἡδὲτέμνουσατὴνγωνίαν
εὐθεῖα τέμνῃ καὶ τὴν βάσιν, τὰ τῆς βάσεως τμήματα τὸν αὐτὸν ἕξει λόγον ταῖς
λοιπαῖς τοῦ τριγώνουπλευραῖς· καὶ ἐὰν τὰ τῆς βάσεως τμήματα τὸν αὐτὸν ἔχῃ
λόγον ταῖς λοιπαῖς τοῦ τριγώνου πλευραῖς, ἡ ἀπὸ τῆς κορυφῆς ἐπὶ τὴν τομὴν
ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα δίχα τεμεῖ τὴν τοῦ τριγώνου γωνίαν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον τὸ ΑΒΓ, καὶ τετμήσθω ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία δίχα
ὑπὸ τῆς ΑΔ εὐθείας· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΒΑ
πρὸς τὴν ΑΓ.

Ἤχθω γὰρ διὰ τοῦ Γ τῇ ΔΑ παράλληλος ἡ ΓΕ καὶ διαχθεῖσα ἡ ΒΑ
συμπιπτέτω αὐτῇ κατὰ τὸ Ε.

Καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους τὰς ΑΔ, ΕΓ εὐθεῖα ἐνέπεσεν ἡ ΑΓ, ἡ ἄρα ὑπὸ
ΑΓΕ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ὑπὸ ΓΑΔ. ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΓΑΔ τῇ ὑπὸ ΒΑΔ ὑπόκειται
ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ ἄρα τῇ ὑπὸ ΑΓΕ ἐστιν ἴση. πάλιν, ἐπεὶ εἰς παραλλήλους
τὰς ΑΔ, ΕΓ εὐθεῖα ἐνέπεσεν ἡ ΒΑΕ, ἡ ἐκτὸς γωνία ἡ ὑπὸ ΒΑΔ ἴση ἐστὶ τῇ
ἐντὸς τῇ ὑπὸ ΑΕΓ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΕ τῇ ὑπὸ ΒΑΔ ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ
ΑΓΕ ἄρα γωνία τῇ ὑπὸ ΑΕΓ ἐστιν ἴση· ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΑΕ πλευρᾷ τῇ
ΑΓ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΒΓΕ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΕΓ
ἦκται ἡ ΑΔ, ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς
τὴν ΑΕ. ἴση δὲ ἡ ΑΕ τῇ ΑΓ· ὡς ἄρα ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς
τὴν ΑΓ.



 Μέρος ΙΙ

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, καὶ
ἐπεζεύχθω ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι δίχα τέτμηται ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία ὑπὸ τῆς ΑΔ
εὐθείας.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ,
οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, ἀλλὰ καὶ ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἐστὶν ἡ
ΒΑ πρὸς τὴν ΑΕ· τριγώνου γὰρ τοῦ ΒΓΕ παρὰ μίαν τὴν ΕΓ ἦκται ἡ ΑΔ·
καὶ ὡς ἄρα ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΕ. ἴση ἄρα ἡ ΑΓ
τῇ ΑΕ· ὥστε καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΕΓ τῇ ὑπὸ ΑΓΕ ἐστιν ἴση. ἀλλ᾽ ἡ μὲν ὑπὸ
ΑΕΓ τῇ ἐκτὸς τῇ ὑπὸ ΒΑΔ [ἐστιν] ἴση, ἡ δὲ ὑπὸ ΑΓΕ τῇ ἐναλλὰξ τῇ ὑπὸ
ΓΑΔ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΔ ἄρα τῇ ὑπὸ ΓΑΔ ἐστιν ἴση. ἡ ἄρα ὑπὸ ΒΑΓ
γωνία δίχα τέτμηται ὑπὸ τῆς ΑΔ εὐθείας.

Ἐὰν ἄρα τριγώνου ἡ γωνία δίχα τμηθῇ, ἡ δὲ τέμνουσα τὴν γωνίαν
εὐθεῖα τέμνῃ καὶ τὴν βάσιν, τὰ τῆς βάσεως τμήματα τὸν αὐτὸν ἕξει λόγον
ταῖς λοιπαῖς τοῦ τριγώνου πλευραῖς· καὶ ἐὰν τὰ τῆς βάσεως τμήματα τὸν
αὐτὸν ἔχῃ λόγον ταῖς λοιπαῖς τοῦ τριγώνου πλευραῖς, ἡ ἀπὸ τῆς κορυφῆς
ἐπὶ τὴν τομὴν ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα δίχα τέμνει τὴν τοῦ τριγώνου γωνίαν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Τῶν ἰσογωνίων τριγώνων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραὶ αἱ
περὶ τὰς ἴσας γωνίας καὶ ὁμόλογοι αἱ ὑπὸ τὰς ἴσας γωνίας ὑποτείνουσαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἰσογώνια τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΓΕ ἴσην ἔχοντα τὴν μὲν
ὑπὸ ΑΒΓ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΔΓΕ, τὴν δὲ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΓΔΕ καὶ ἔτι τὴν
ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΓΕΔ· λέγω, ὅτι τῶν ΑΒΓ, ΔΓΕ τριγώνων ἀνάλογόν εἰσιν
αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας καὶ ὁμόλογοι αἱ ὑπὸ τὰς ἴσας γωνίας
ὑποτείνουσαι.

Κείσθω γὰρ ἐπ᾽ εὐθείας ἡ ΒΓ τῇ ΓΕ. καὶ ἐπεὶ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΑΓΒ γωνίαι δύο
ὀρθῶν ἐλάττονές εἰσιν, ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΕΓ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΓ
δύο ὀρθῶν ἐλάττονές εἰσιν· αἱ ΒΑ, ΕΔ ἄρα ἐκβαλλόμεναι συμπεσοῦνται.
ἐκβεβλήσθωσαν καὶ συμπιπτέτωσαν κατὰ τὸ Ζ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΔΓΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΑΒΓ, παράλληλός ἐστιν
ἡ ΒΖ τῇ ΓΔ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΕΓ, παράλληλός
ἐστιν ἡ ΑΓ τῇ ΖΕ. παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΑΓΔ· ἴση ἄρα ἡ μὲν
ΖΑ τῇ ΔΓ, ἡ δὲ ΑΓ τῇ ΖΔ. καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΖΒΕ παρὰ μίαν τὴν ΖΕ
ἦκται ἡ ΑΓ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΖ, οὕτως ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΕ.
ἴση δὲ ἡ ΑΖ τῇ ΓΔ· ὡς ἄρα ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΕ,
καὶ ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΕ. πάλιν, ἐπεὶ
παράλληλός ἐστιν ἡ ΓΔ τῇ ΒΖ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως ἡ
ΖΔ πρὸς τὴν ΔΕ. ἴση δὲ ἡ ΖΔ τῇ ΑΓ· ὡς ἄρα ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως ἡ
ΑΓ πρὸς τὴν ΔΕ, καὶ ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν
ΕΔ. ἐπεὶ οὖν ἐδείχθη ὡς μὲν ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΕ,
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ὡς δὲ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΔ, δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΒΑ
πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΔΕ.

Τῶν ἄρα ἰσογωνίων τριγώνων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς
ἴσας γωνίας καὶ ὁμόλογοι αἱ ὑπὸ τὰς ἴσας γωνίας ὑποτείνουσαι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Ἐὰν δύο τρίγωνα τὰς πλευρὰς ἀνάλογον ἔχῃ, ἰσογώνια
ἔσται τὰ τρίγωνα καὶ ἴσας ἕξει τὰς γωνίας, ὑφ᾽ ἃς αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ ὑπο-
τείνουσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τὰς πλευρὰς ἀνάλογον ἔχοντα,
ὡς μὲν τὴν ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὴν ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ, ὡς δὲ τὴν ΒΓ
πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως τὴν ΕΖ πρὸς τὴν ΖΔ, καὶ ἔτι ὡς τὴν ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ,
οὕτως τὴν ΕΔ πρὸς τὴν ΔΖ. λέγω, ὅτι ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον
τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ καὶ ἴσας ἕξουσι τὰς γωνίας, ὑφ᾽ ἃς αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ
ὑποτείνουσιν, τὴν μὲν ὑπὸ ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, τὴν δὲ ὑπὸ ΒΓΑ τῇ ὑπὸ ΕΖΔ
καὶ ἔτι τὴν ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ.

Συνεστάτω γὰρ πρὸς τῇ ΕΖ εὐθείᾳ καὶ τοῖς πρὸς αὐτῇ σημείοις τοῖς Ε,
Ζ τῇ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΖΕΗ, τῇ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ ἴση ἡ ὑπὸ ΕΖΗ·
λοιπὴ ἄρα ἡ πρὸς τῷ Α λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Η ἐστιν ἴση.

ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΕΗΖ [τριγώνῳ]. τῶν ἄρα
ΑΒΓ, ΕΗΖ τριγώνων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας
καὶ ὁμόλογοι αἱ ὑπὸ τὰς ἴσας γωνίας ὑποτείνουσαι· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΒΓ, [οὕτως] ἡ ΗΕ πρὸς τὴν ΕΖ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως
ὑπόκειται ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ· ὡς ἄρα ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ, οὕτως ἡ ΗΕ πρὸς
τὴν ΕΖ. ἑκατέρα ἄρα τῶν ΔΕ, ΗΕ πρὸς τὴν ΕΖ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον· ἴση
ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΕ τῇ ΗΕ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΔΖ τῇ ΗΖ ἐστιν ἴση. ἐπεὶ
οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΔΕ τῇ ΕΗ, κοινὴ δὲ ἡ ΕΖ, δύο δὴ αἱ ΔΕ, ΕΖ δυσὶ ταῖς ΗΕ,
ΕΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΔΖ βάσει τῇ ΖΗ [ἐστιν] ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ
ΔΕΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΗΕΖ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον τῷ ΗΕΖ τριγώνῳ
ἴσον, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ
ὑποτείνουσιν. ἴση ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΔΖΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΗΖΕ, ἡ δὲ
ὑπὸ ΕΔΖ τῇ ὑπὸ ΕΗΖ. καὶ ἐπεὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΖΕΔ τῇ ὑπὸ ΗΕΖ ἐστιν ἴση, ἀλλ᾽
ἡ ὑπὸ ΗΕΖ τῇ ὑπὸ ΑΒΓ, καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἄρα γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ ἐστιν ἴση, καὶ ἔτι ἡ πρὸς τῷ
Α τῇ πρὸς τῷ Δ· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα τὰς πλευρὰς ἀνάλογον ἔχῃ, ἰσογώνια ἔσται τὰ
τρίγωνα καὶ ἴσας ἕξει τὰς γωνίας, ὑφ᾽ ἃς αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ ὑποτείνουσιν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 6 () Ἐὰν δύο τρίγωνα μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ, περὶ δὲ
τὰς ἴσας γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, ἰσογώνια ἔσται τὰ τρίγωνα καὶ ἴσας
ἕξει τὰς γωνίας, ὑφ᾽ ἃς αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ ὑποτείνουσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ μίαν γωνίαν τὴν ὑπὸ ΒΑΓ
μιᾷ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἴσην ἔχοντα, περὶ δὲ τὰς ἴσας γωνίας τὰς πλευρὰς
ἀνάλογον, ὡς τὴν ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως τὴν ΕΔ πρὸς τὴν ΔΖ· λέγω, ὅτι
ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ καὶ ἴσην ἕξει τὴν ὑπὸ
ΑΒΓ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, τὴν δὲ ὑπὸ ΑΓΒ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ.

Συνεστάτω γὰρ πρὸς τῇ ΔΖ εὐθείᾳ καὶ τοῖς πρὸς αὐτῇ σημείοις τοῖς Δ,
Ζ ὁποτέρᾳ μὲν τῶν ὑπὸ ΒΑΓ, ΕΔΖ ἴση ἡ ὑπὸ ΖΔΗ, τῇ δὲ ὑπὸ ΑΓΒ ἴση ἡ
ὑπὸ ΔΖΗ· λοιπὴ ἄρα ἡ πρὸς τῷ Β γωνία λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Η ἴση ἐστίν.

Ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΗΖ τριγώνῳ. ἀνάλογον
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΗΔ πρὸς τὴν ΔΖ. ὑπόκειται δὲ
καὶ ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΔΖ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΕΔ
πρὸς τὴν ΔΖ, οὕτως ἡ ΗΔ πρὸς τὴν ΔΖ. ἴση ἄρα ἡ ΕΔ τῇ ΔΗ· καὶ κοινὴ ἡ
ΔΖ· δύο δὴ αἱ ΕΔ, ΔΖ δυσὶ ταῖς ΗΔ, ΔΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΔΖ
γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΗΔΖ [ἐστιν] ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΕΖ βάσει τῇ ΗΖ ἐστιν ἴση,
καὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον τῷ ΗΔΖ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι
ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν.
ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΔΖΗ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ, ἡ δὲ ὑπὸ ΔΗΖ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ.
ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΔΖΗ τῇ ὑπὸ ΑΓΒ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ ἄρα τῇ ὑπὸ ΔΖΕ
ἐστιν ἴση. ὑπόκειται δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ ἴση· καὶ λοιπὴ ἄρα
ἡ πρὸς τῷ Β λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Ε ἴση ἐστίν· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ, περὶ δὲ τὰς ἴσας
γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, ἰσογώνια ἔσται τὰ τρίγωνα καὶ ἴσας ἕξει
τὰς γωνίας, ὑφ᾽ ἃς αἱ ὁμόλογοι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰν δύο τρίγωνα μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ, περὶ
δὲ ἄλλας γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, τῶν δὲ λοιπῶν ἑκατέραν ἅμα ἤτοι
ἐλάσσονα ἢ μὴ ἐλάσσονα ὀρθῆς, ἰσογώνια ἔσται τὰ τρίγωνα καὶ ἴσας ἕξει τὰς
γωνίας, περὶ ἃς ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραί.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην
ἔχοντα τὴν ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΕΔΖ, περὶ δὲ ἄλλας γωνίας τὰς ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ
τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, ὡς τὴν ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὴν ΔΕ πρὸς τὴν
ΕΖ, τῶν δὲ λοιπῶν τῶν πρὸς τοῖς Γ, Ζ πρότερον ἑκατέραν ἅμα ἐλάσσονα
ὀρθῆς· λέγω, ὅτι ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ, καὶ
ἴση ἔσται ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, καὶ λοιπὴ δηλονότι ἡ πρὸς τῷ
Γ λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Ζ ἴση.
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Εἰ γὰρ ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ, μία αὐτῶν μείζων
ἐστίν. ἔστω μείζων ἡ ὑπὸ ΑΒΓ. καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ
πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Β τῇ ὑπὸ ΔΕΖ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΑΒΗ.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν Α γωνία τῇ Δ, ἡ δὲ ὑπὸ ΑΒΗ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ,
λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΗΒ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΔΖΕ ἐστιν ἴση. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΒΗ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΗ,
οὕτως ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ. ὡς δὲ ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ, [οὕτως] ὑπόκειται
ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ· ἡ ΑΒ ἄρα πρὸς ἑκατέραν τῶν ΒΓ, ΒΗ τὸν αὐτὸν ἔχει
λόγον· ἴση ἄρα ἡ ΒΓ τῇ ΒΗ. ὥστε καὶ γωνία ἡ πρὸς τῷ Γ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΒΗΓ ἐστιν ἴση. ἐλάττων δὲ ὀρθῆς ὑπόκειται ἡ πρὸς τῷ Γ· ἐλάττων ἄρα
ἐστὶν ὀρθῆς καὶ ἡ ὑπὸ ΒΗΓ· ὥστε ἡ ἐφεξῆς αὐτῇ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΗΒ μείζων
ἐστὶν ὀρθῆς. καὶ ἐδείχθη ἴση οὖσα τῇ πρὸς τῷ Ζ· καὶ ἡ πρὸς τῷ Ζ ἄρα
μείζων ἐστὶν ὀρθῆς. ὑπόκειται δὲ ἐλάσσων ὀρθῆς· ὅπερ ἐστὶν ἄτοπον. οὐκ
ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ· ἴση ἄρα. ἔστι δὲ καὶ ἡ
πρὸς τῷ Α ἴση τῇ πρὸς τῷ Δ· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ πρὸς τῷ Γ λοιπῇ τῇ πρὸς
τῷ Ζ ἴση ἐστίν. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ.

Ἀλλὰ δὴ πάλιν ὑποκείσθω ἑκατέρα τῶν πρὸς τοῖς Γ, Ζ μὴ ἐλάσσων
ὀρθῆς· λέγω πάλιν, ὅτι καὶ οὕτως ἐστὶν ἰσογώνιον τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ
ΔΕΖ τριγώνῳ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΒΓ
τῇ ΒΗ· ὥστε καὶ γωνία ἡ πρὸς τῷ Γ τῇ ὑπὸ ΒΗΓ ἴση ἐστίν. οὐκ ἐλάττων
δὲ ὀρθῆς ἡ πρὸς τῷ Γ· οὐκ ἐλάττων ἄρα ὀρθῆς οὐδὲ ἡ ὑπὸ ΒΗΓ. τριγώνου
δὴ τοῦ ΒΗΓ αἱ δύο γωνίαι δύο ὀρθῶν οὔκ εἰσιν ἐλάττονες· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα πάλιν ἄνισός ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ· ἴση
ἄρα. ἔστι δὲ καὶ ἡ πρὸς τῷ Α τῇ πρὸς τῷ Δ ἴση· λοιπὴ ἄρα ἡ πρὸς τῷ Γ
λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Ζ ἴση ἐστίν. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ
ΔΕΖ τριγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχῃ, περὶ δὲ ἄλλας
γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, τῶν δὲ λοιπῶν ἑκατέραν ἅμα ἐλάττονα ἢ
μὴ ἐλάττονα ὀρθῆς, ἰσογώνια ἔσται τὰ τρίγωνα καὶ ἴσας ἕξει τὰς γωνίας,
περὶ ἃς ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραί· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰν ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν
βάσιν κάθετος ἀχθῇ, τὰ πρὸς τῇ καθέτῳ τρίγωνα ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ καὶ
ἀλλήλοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον ὀρθογώνιον τὸ ΑΒΓ ὀρθὴν ἔχον τὴν ὑπὸ ΒΑΓ
γωνίαν, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α ἐπὶ τὴν ΒΓ κάθετος ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι ὅμοιόν
ἐστιν ἑκάτερον τῶν ΑΒΔ, ΑΔΓ τριγώνων ὅλῳ τῷ ΑΒΓ καὶ ἔτι ἀλλήλοις.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΑΔΒ· ὀρθὴ γὰρ ἑκατέρα· καὶ
κοινὴ τῶν δύο τριγώνων τοῦ τε ΑΒΓ καὶ τοῦ ΑΒΔ ἡ πρὸς τῷ Β, λοιπὴ
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ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΒ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΒΑΔ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
τρίγωνον τῷΑΒΔ τριγώνῳ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ ὑποτείνουσα τὴν ὀρθὴν τοῦ
ΑΒΓ τριγώνου πρὸς τὴν ΒΑ ὑποτείνουσαν τὴν ὀρθὴν τοῦ ΑΒΔ τριγώνου,
οὕτως αὐτὴ ἡ ΑΒ ὑποτείνουσα τὴν πρὸς τῷ Γ γωνίαν τοῦ ΑΒΓ τριγώνου
πρὸς τὴν ΒΔ ὑποτείνουσαν τὴν ἴσην τὴν ὑπὸ ΒΑΔ τοῦ ΑΒΔ τριγώνου,
καὶ ἔτι ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΑΔ ὑποτείνουσαν τὴν πρὸς τῷ Β γωνίαν κοινὴν
τῶν δύο τριγώνων. τὸ ΑΒΓ ἄρα τρίγωνον τῷ ΑΒΔ τριγώνῳ ἰσογώνιόν
τέ ἐστι καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον ἔχει. ὅμοιον ἄρα
[ἐστὶ] τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΒΔ τριγώνῳ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ
τῷ ΑΔΓ τριγώνῳ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΑΒΔ,
ΑΔΓ [τριγώνων] ὅμοιόν ἐστιν ὅλῳ τῷ ΑΒΓ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ὅμοια τὰ ΑΒΔ, ΑΔΓ τρίγωνα.
Ἐπεὶ γὰρ ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΒΔΑ ὀρθῇ τῇ ὑπὸ ΑΔΓ ἐστιν ἴση, ἀλλὰ μὴν καὶ

ἡ ὑπὸ ΒΑΔ τῇ πρὸς τῷ Γ ἐδείχθη ἴση, καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ πρὸς τῷ Β λοιπῇ
τῇ ὑπὸ ΔΑΓ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΔ τρίγωνον τῷ ΑΔΓ
τριγώνῳ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΔ τοῦ ΑΒΔ τριγώνου ὑποτείνουσα τὴν ὑπὸ
ΒΑΔ πρὸς τὴν ΔΑ τοῦ ΑΔΓ τριγώνου ὑποτείνουσαν τὴν πρὸς τῷ Γ ἴσην
τῇ ὑπὸ ΒΑΔ, οὕτως αὐτὴ ἡ ΑΔ τοῦ ΑΒΔ τριγώνου ὑποτείνουσα τὴν πρὸς
τῷ Β γωνίαν πρὸς τὴν ΔΓ ὑποτείνουσαν τὴν ὑπὸ ΔΑΓ τοῦ ΑΔΓ τριγώνου
ἴσην τῇ πρὸς τῷ Β, καὶ ἔτι ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ ὑποτείνουσαι τὰς ὀρθάς·
ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΔ τρίγωνον τῷ ΑΔΓ τριγώνῳ.

Ἐὰν ἄρα ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν βάσιν
κάθετος ἀχθῇ, τὰ πρὸς τῇ καθέτῳ τρίγωνα ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ καὶ
ἀλλήλοις [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς

ἐπὶ τὴν βάσιν κάθετος ἀχθῇ, ἡ ἀχθεῖσα τῶν τῆς βάσεως τμημάτων μέση
ἀνάλογόν ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι [καὶ ἔτι τῆς βάσεως καὶ ἑνὸς ὁποιουοῦν
τῶν τμημάτων ἡ πρὸς τῷ τμήματι πλευρὰ μέση ἀνάλογόν ἐστιν]. 

Πρότασις 9 () Τῆς δοθείσης εὐθείας τὸ προσταχθὲν μέρος ἀφελεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ τῆς ΑΒ τὸ προσταχθὲν
μέρος ἀφελεῖν.

Ἐπιτετάχθω δὴ τὸ τρίτον. [καὶ] διήχθω τις ἀπὸ τοῦ Α εὐθεῖα ἡ ΑΓ
γωνίαν περιέχουσα μετὰ τῆς ΑΒ τυχοῦσαν· καὶ εἰλήφθω τυχὸν σημεῖον ἐπὶ
τῆς ΑΓ τὸ Δ, καὶ κείσθωσαν τῇ ΑΔ ἴσαι αἱ ΔΕ, ΕΓ. καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΓ,
καὶ διὰ τοῦ Δ παράλληλος αὐτῇ ἤχθω ἡ ΔΖ.

Ἐπεὶ οὖν τριγώνου τοῦ ΑΒΓ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΒΓ ἦκται ἡ
ΖΔ, ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΒΖ πρὸς τὴν ΖΑ.
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διπλῆ δὲ ἡ ΓΔ τῆς ΔΑ· διπλῆ ἄρα καὶ ἡ ΒΖ τῆς ΖΑ· τριπλῆ ἄρα ἡ ΒΑ τῆς
ΑΖ.

Τῆς ἄρα δοθείσης εὐθείας τῆς ΑΒ τὸ ἐπιταχθὲν τρίτον μέρος ἀφῄρηται
τὸ ΑΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 10 () Τὴνδοθεῖσανεὐθεῖανἄτμητοντῇδοθείσῃτετμημένῃὁμοίως
τεμεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἄτμητος ἡ ΑΒ, ἡ δὲ τετμημένη ἡ
ΑΓ κατὰ τὰ Δ, Ε σημεῖα, καὶ κείσθωσαν ὥστε γωνίαν τυχοῦσαν περιέχειν,
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΓΒ, καὶ διὰ τῶν Δ, Ε τῇ ΒΓ παράλληλοι ἤχθωσαν αἱ ΔΖ,
ΕΗ, διὰ δὲ τοῦ Δ τῇ ΑΒ παράλληλος ἤχθω ἡ ΔΘΚ.

Παραλληλόγραμμον ἄρα ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΖΘ, ΘΒ· ἴση ἄρα ἡ μὲν
ΔΘ τῇ ΖΗ, ἡ δὲ ΘΚ τῇ ΗΒ. καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΔΚΓ παρὰ μίαν τῶν
πλευρῶν τὴν ΚΓ εὐθεῖα ἦκται ἡ ΘΕ, ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΓΕ πρὸς τὴν
ΕΔ, οὕτως ἡ ΚΘ πρὸς τὴν ΘΔ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΚΘ τῇ ΒΗ, ἡ δὲ ΘΔ τῇ ΗΖ.
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΔ, οὕτως ἡ ΒΗ πρὸς τὴν ΗΖ. πάλιν, ἐπεὶ
τριγώνου τοῦ ΑΗΕ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΗΕ ἦκται ἡ ΖΔ, ἀνάλογον
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΗΖ πρὸς τὴν ΖΑ. ἐδείχθη δὲ καὶ
ὡς ἡ ΓΕ πρὸς τὴν ΕΔ, οὕτως ἡ ΒΗ πρὸς τὴν ΗΖ· ἔστιν ἄρα ὡς μὲν ἡ ΓΕ
πρὸς τὴν ΕΔ, οὕτως ἡ ΒΗ πρὸς τὴν ΗΖ, ὡς δὲ ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως
ἡ ΗΖ πρὸς τὴν ΖΑ.

Ἡ ἄρα δοθεῖσα εὐθεῖα ἄτμητος ἡ ΑΒ τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τετμημένῃ τῇ
ΑΓ ὁμοίως τέτμηται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 11 () Δύο δοθεισῶν εὐθειῶν τρίτην ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι [δύο εὐθεῖαι] αἱ ΒΑ, ΑΓ καὶ κείσθωσαν
γωνίαν περιέχουσαι τυχοῦσαν. δεῖ δὴ τῶν ΒΑ, ΑΓ τρίτην ἀνάλογον προ-
σευρεῖν. ἐκβεβλήσθωσαν γὰρ ἐπὶ τὰ Δ, Ε σημεῖα, καὶ κείσθω τῇ ΑΓ ἴση ἡ
ΒΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΓ, καὶ διὰ τοῦ Δ παράλληλος αὐτῇ ἤχθω ἡ ΔΕ.

Ἐπεὶ οὖν τριγώνου τοῦ ΑΔΕ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΔΕ ἦκται ἡ
ΒΓ, ἀνάλογόν ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΔ, οὕτως ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΕ. ἴση
δὲ ἡ ΒΔ τῇ ΑΓ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΕ.

Δύο ἄρα δοθεισῶν εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΑΓ τρίτη ἀνάλογον αὐταῖς προ-
σεύρηται ἡ ΓΕ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 12 () Τριῶν δοθεισῶν εὐθειῶν τετάρτην ἀνάλογον προσευρεῖν.
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Ὑλοποίησις: Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι τρεῖς εὐθεῖαι αἱ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ τῶν Α,
Β, Γ τετάρτην ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ἐκκείσθωσαν δύο εὐθεῖαι αἱ ΔΕ, ΔΖ γωνίαν περιέχουσαι [τυχοῦσαν]
τὴν ὑπὸ ΕΔΖ· καὶ κείσθω τῇ μὲν Α ἴση ἡ ΔΗ, τῇ δὲ Β ἴση ἡ ΗΕ, καὶ ἔτι τῇ
Γ ἴση ἡ ΔΘ· καὶ ἐπιζευχθείσης τῆς ΗΘ παράλληλος αὐτῇ ἤχθω διὰ τοῦ Ε
ἡ ΕΖ.

Ἐπεὶ οὖν τριγώνου τοῦ ΔΕΖ παρὰ μίαν τὴν ΕΖ ἦκται ἡ ΗΘ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΔΗ πρὸς τὴν ΗΕ, οὕτως ἡ ΔΘ πρὸς τὴν ΘΖ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΔΗ τῇ Α, ἡ
δὲ ΗΕ τῇ Β, ἡ δὲ ΔΘ τῇ Γ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Γ πρὸς
τὴν ΘΖ.

Τριῶν ἄρα δοθεισῶν εὐθειῶν τῶν Α, Β, Γ τετάρτη ἀνάλογον προσεύρη-
ται ἡ ΘΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 13 () Δύο δοθεισῶν εὐθειῶν μέσην ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΒΓ· δεῖ δὴ τῶν ΑΒ,
ΒΓ μέσην ἀνάλογον προσευρεῖν.

Κείσθωσαν ἐπ᾽ εὐθείας, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΓ ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΓ, καὶ
ἤχθω ἀπὸ τοῦ Β σημείου τῇ ΑΓ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΒΔ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΔ, ΔΓ.

Ἐπεὶ ἐν ἡμικυκλίῳ γωνία ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΔΓ, ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἐν
ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ τῷ ΑΔΓ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν βάσιν κάθε-
τος ἦκται ἡ ΔΒ, ἡ ΔΒ ἄρα τῶν τῆς βάσεως τμημάτων τῶν ΑΒ, ΒΓ μέση
ἀνάλογόν ἐστιν.

Δύο ἄρα δοθεισῶν εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΒΓ μέση ἀνάλογον προσεύρηται ἡ
ΔΒ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 14 () Τῶν ἴσων τε καὶ ἰσογωνίων παραλληλογράμμων ἀντιπε-
πόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας· καὶ ὧν ἰσογωνίων παραλληλο-
γράμμων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα τε καὶ ἰσογώνια παραλληλόγραμμα τὰ ΑΒ, ΒΓ ἴσας
ἔχοντα τὰς πρὸς τῷ Β γωνίας, καὶ κείσθωσαν ἐπ᾽ εὐθείας αἱ ΔΒ, ΒΕ· ἐπ᾽
εὐθείας ἄρα εἰσὶ καὶ αἱ ΖΒ, ΒΗ. λέγω, ὅτι τῶν ΑΒ, ΒΓ ἀντιπεπόνθασιν αἱ
πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, τουτέστιν, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν
ΒΕ, οὕτως ἡ ΗΒ πρὸς τὴν ΒΖ.

Συμπεπληρώσθω γὰρ τὸ ΖΕ παραλληλόγραμμον. ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ
τὸ ΑΒ παραλληλόγραμμον τῷ ΒΓ παραλληλογράμμῳ, ἄλλο δέ τι τὸ ΖΕ,
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ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΖΕ, οὕτως τὸ ΒΓ πρὸς τὸ ΖΕ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ
ΑΒ πρὸς τὸ ΖΕ, οὕτως ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, ὡς δὲ τὸ ΒΓ πρὸς τὸ ΖΕ, οὕτως
ἡ ΗΒ πρὸς τὴν ΒΖ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, οὕτως ἡ ΗΒ πρὸς τὴν
ΒΖ. τῶν ἄρα ΑΒ, ΒΓ παραλληλογράμμων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ
περὶ τὰς ἴσας γωνίας.

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, οὕτως ἡ ΗΒ πρὸς τὴν ΒΖ· λέγω,
ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒ παραλληλόγραμμον τῷ ΒΓ παραλληλογράμμῳ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, οὕτως ἡ ΗΒ πρὸς τὴν ΒΖ, ἀλλ᾽
ὡς μὲν ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, οὕτως τὸ ΑΒ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΖΕ
παραλληλόγραμμον, ὡς δὲ ἡ ΗΒ πρὸς τὴν ΒΖ, οὕτως τὸ ΒΓ παραλλη-
λόγραμμον πρὸς τὸ ΖΕ παραλληλόγραμμον, καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒ πρὸς τὸ
ΖΕ, οὕτως τὸ ΒΓ πρὸς τὸ ΖΕ· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒ παραλληλόγραμμον
τῷ ΒΓ παραλληλογράμμῳ.

Τῶν ἄρα ἴσων τε καὶ ἰσογωνίων παραλληλογράμμων ἀντιπεπόνθασιν
αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας· καὶ ὧν ἰσογωνίων παραλληλογράμμων
ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Τῶν ἴσων καὶ μίαν μιᾷ ἴσην ἐχόντων γωνίαν τριγώνων
ἀντιπεπόνθασιναἱπλευραὶαἱπερὶτὰς ἴσαςγωνίας· καὶὧνμίανμιᾷ ἴσην ἐχόντων
γωνίαν τριγώνωνἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, ἴσα ἐστὶν
ἐκεῖνα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΑΔΕ μίαν μιᾷ ἴσην ἔχοντα γωνίαν
τὴν ὑπὸ ΒΑΓ τῇ ὑπὸ ΔΑΕ· λέγω, ὅτι τῶν ΑΒΓ, ΑΔΕ τριγώνων ἀντιπε-
πόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, τουτέστιν, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ
ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς τὴν ΑΒ.

Κείσθω γὰρ ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΓΑ τῇ ΑΔ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶ
καὶ ἡ ΕΑ τῇ ΑΒ. καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΔ.

Ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΔΕ τριγώνῳ, ἄλλο δέ τι τὸ
ΒΑΔ, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΓΑΒ τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ τρίγωνον, οὕτως τὸ
ΕΑΔ τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ τρίγωνον. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΓΑΒ πρὸς τὸ ΒΑΔ,
οὕτως ἡ ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ, ὡς δὲ τὸ ΕΑΔ πρὸς τὸ ΒΑΔ, οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς
τὴν ΑΒ. καὶ ὡς ἄρα ἡ ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς τὴν ΑΒ. τῶν ΑΒΓ,
ΑΔΕ ἄρα τριγώνων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας.

Ἀλλὰ δὴ ἀντιπεπονθέτωσαν αἱ πλευραὶ τῶν ΑΒΓ, ΑΔΕ τριγώνων, καὶ
ἔστω ὡς ἡ ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς τὴν ΑΒ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ
τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΔΕ τριγώνῳ.

Ἐπιζευχθείσης γὰρ πάλιν τῆς ΒΔ, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ,
οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς τὴν ΑΒ, ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΓΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως τὸ ΑΒΓ
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τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ τρίγωνον, ὡς δὲ ἡ ΕΑ πρὸς τὴν ΑΒ, οὕτως τὸ ΕΑΔ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ τρίγωνον, ὡς ἄρα τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ
τρίγωνον, οὕτως τὸ ΕΑΔ τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΑΔ τρίγωνον. ἑκάτερον ἄρα
τῶν ΑΒΓ, ΕΑΔ πρὸς τὸ ΒΑΔ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον. ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ
[τρίγωνον] τῷ ΕΑΔ τριγώνῳ.

Τῶν ἄρα ἴσων καὶ μίαν μιᾷ ἴσην ἐχόντων γωνίαν τριγώνων ἀντιπεπόν-
θασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας· καὶ ὧν μίαν μιᾷ ἴσην ἐχόντων
γωνίαν τριγώνων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας,
ἐκεῖνα ἴσα ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἐὰν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων
περιεχόμενονὀρθογώνιον ἴσονἐστὶτῷὑπὸτῶνμέσωνπεριεχομένῳὀρθογωνίῳ·
κἂν τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ᾖ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων
περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ, αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ ΑΒ, ΓΔ, Ε, Ζ, ὡς ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ Ε πρὸς τὴν Ζ· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ περιε-
χόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΔ, Ε περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἤχθωσαν [γὰρ] ἀπὸ τῶν Α, Γ σημείων ταῖς ΑΒ, ΓΔ εὐθείαις πρὸς
ὀρθὰς αἱ ΑΗ, ΓΘ, καὶ κείσθω τῇ μὲν Ζ ἴση ἡ ΑΓ, τῇ δὲ Ε ἴση ἡ ΓΘ. καὶ
συμπεπληρώσθω τὰ ΒΗ, ΔΘ παραλληλόγραμμα.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ Ε πρὸς τὴν Ζ, ἴση δὲ ἡ
μὲν Ε τῇ ΓΘ, ἡ δὲ Ζ τῇ ΑΗ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΓΘ
πρὸς τὴν ΑΗ. τῶν ΒΗ, ΔΘ ἄρα παραλληλογράμμων ἀντιπεπόνθασιν αἱ
πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας. ὧν δὲ ἰσογωνίων παραλληλογράμμων
ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα· ἴσον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΗ παραλληλόγραμμον τῷ ΔΘ παραλληλογράμμῳ. καί ἐστι
τὸ μὲν ΒΗ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ· ἴση γὰρ ἡ ΑΗ τῇ Ζ· τὸ δὲ ΔΘ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ,
Ε· ἴση γὰρ ἡ Ε τῇ ΓΘ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ περιεχόμενον ὀρθογώνιον
ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΔ, Ε περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ.

Ἀλλὰ δὴ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἔστω τῷ
ὑπὸ τῶν ΓΔ, Ε περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ· λέγω, ὅτι αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι
ἀνάλογον ἔσονται, ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ Ε πρὸς τὴν Ζ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ ἴσον ἐστὶ
τῷ ὑπὸ τῶν ΓΔ, Ε, καί ἐστι τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΑΒ, Ζ τὸ ΒΗ· ἴση γάρ ἐστιν
ἡ ΑΗ τῇ Ζ· τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΓΔ, Ε τὸ ΔΘ· ἴση γὰρ ἡ ΓΘ τῇ Ε· τὸ ἄρα
ΒΗ ἴσον ἐστὶ τῷ ΔΘ. καί ἐστιν ἰσογώνια. τῶν δὲ ἴσων καὶ ἰσογωνίων
παραλληλογράμμων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας.
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΓΘ πρὸς τὴν ΑΗ. ἴση δὲ ἡ μὲν
ΓΘ τῇ Ε, ἡ δὲ ΑΗ τῇ Ζ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ Ε πρὸς
τὴν Ζ.
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Ἐὰν ἄρα τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων περιεχόμε-
νον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ· κἂν
τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ᾖ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων
περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ, αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων
περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς μέσης τετραγώνῳ· κἂν τὸ ὑπὸ
τῶν ἄκρων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ᾖ τῷ ἀπὸ τῆς μέσης τετραγώνῳ, αἱ
τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ Α, Β, Γ, ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β,
οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ· λέγω, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν Α, Γ περιεχόμενον ὀρθογώνιον
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Β τετραγώνῳ.

Κείσθω τῇ Β ἴση ἡ Δ.
Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ, ἴση δὲ ἡ Β τῇ

Δ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, ἡ Δ πρὸς τὴν Γ. ἐὰν δὲ τέσσαρες εὐθεῖαι
ἀνάλογον ὦσιν, τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων περιεχόμενον [ὀρθογώνιον] ἴσον ἐστὶ
τῷ ὑπὸ τῶν μέσων περιεχομένῳ ὀρθογωνίῳ. τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Γ ἴσον
ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν Β, Δ. ἀλλὰ τὸ ὑπὸ τῶν Β, Δ τὸ ἀπὸ τῆς Β ἐστιν· ἴση
γὰρ ἡ Β τῇ Δ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Γ περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς Β τετραγώνῳ.

Ἀλλὰ δὴ τὸ ὑπὸ τῶν Α, Γ ἴσον ἔστω τῷ ἀπὸ τῆς Β· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς
ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν Α, Γ ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς Β, ἀλλὰ τὸ ἀπὸ τῆς Β τὸ ὑπὸ τῶν Β, Δ ἐστιν· ἴση γὰρ ἡ Β
τῇ Δ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Γ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν Β, Δ. ἐὰν δὲ τὸ ὑπὸ
τῶν ἄκρων ἴσον ᾖ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων, αἱ τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογόν εἰσιν.
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Δ πρὸς τὴν Γ. ἴση δὲ ἡ Β τῇ Δ· ὡς
ἄρα ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ.

Ἐὰν ἄρα τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, τὸ ὑπὸ τῶν ἄκρων περιεχόμενον
ὀρθογώνιον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς μέσης τετραγώνῳ· κἂν τὸ ὑπὸ τῶν
ἄκρων περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἴσον ᾖ τῷ ἀπὸ τῆς μέσης τετραγώνῳ, αἱ
τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Ἀπὸ τῆς δοθείσης εὐθείας τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ὅμοιόν
τε καὶ ὁμοίως κείμενον εὐθύγραμμον ἀναγράψαι.
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Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ δοθὲν εὐθύγραμμον
τὸ ΓΕ· δεῖ δὴ ἀπὸ τῆς ΑΒ εὐθείας τῷ ΓΕ εὐθυγράμμῳ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως
κείμενον εὐθύγραμμον ἀναγράψαι.

Ἐπεζεύχθω ἡ ΔΖ, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τοῖς πρὸς αὐτῇ
σημείοις τοῖς Α, Β τῇ μὲν πρὸς τῷ Γ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΗΑΒ, τῇ δὲ ὑπὸ ΓΔΖ
ἴση ἡ ὑπὸ ΑΒΗ. λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΖΔ τῇ ὑπὸ ΑΗΒ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΓΔ τρίγωνον τῷ ΗΑΒ τριγώνῳ. ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ
ΖΔ πρὸς τὴν ΗΒ, οὕτως ἡ ΖΓ πρὸς τὴν ΗΑ, καὶ ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΑΒ. πάλιν
συνεστάτω πρὸς τῇ ΒΗ εὐθείᾳ καὶ τοῖς πρὸς αὐτῇ σημείοις τοῖς Β, Η τῇ
μὲν ὑπὸ ΔΖΕ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΗΘ, τῇ δὲ ὑπὸ ΖΔΕ ἴση ἡ ὑπὸ ΗΒΘ. λοιπὴ
ἄρα ἡ πρὸς τῷ Ε λοιπῇ τῇ πρὸς τῷ Θ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ
ΖΔΕ τρίγωνον τῷ ΗΘΒ τριγώνῳ· ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΖΔ πρὸς τὴν
ΗΒ, οὕτως ἡ ΖΕ πρὸς τὴν ΗΘ καὶ ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΘΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ἡ
ΖΔ πρὸς τὴν ΗΒ, οὕτως ἡ ΖΓ πρὸς τὴν ΗΑ καὶ ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΑΒ· καὶ ὡς
ἄρα ἡ ΖΓ πρὸς τὴν ΑΗ, οὕτως ἥ τε ΓΔ πρὸς τὴν ΑΒ καὶ ἡ ΖΕ πρὸς τὴν
ΗΘ καὶ ἔτι ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΘΒ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΓΖΔ γωνία τῇ
ὑπὸ ΑΗΒ, ἡ δὲ ὑπὸ ΔΖΕ τῇ ὑπὸ ΒΗΘ, ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΖΕ ὅλῃ τῇ ὑπὸ
ΑΗΘ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΓΔΕ τῇ ὑπὸ ΑΒΘ ἐστιν ἴση.
ἔστι δὲ καὶ ἡ μὲν πρὸς τῷ Γ τῇ πρὸς τῷ Α ἴση, ἡ δὲ πρὸς τῷ Ε τῇ πρὸς
τῷ Θ. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΘ τῷ ΓΕ· καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας γωνίας
αὐτῶν πλευρὰς ἀνάλογον ἔχει· ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΘ εὐθύγραμμον τῷ
ΓΕ εὐθυγράμμῳ.

Ἀπὸ τῆς δοθείσης ἄρα εὐθείας τῆς ΑΒ τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ ΓΕ
ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον εὐθύγραμμον ἀναγέγραπται τὸ ΑΘ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 19 () Τὰ ὅμοια τρίγωνα πρὸς ἄλληλα ἐν διπλασίονι λόγῳ ἐστὶ
τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ὅμοια τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ ἴσην ἔχοντα τὴν πρὸς τῷ
Β γωνίαν τῇ πρὸς τῷ Ε, ὡς δὲ τὴν ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὴν ΔΕ πρὸς
τὴν ΕΖ, ὥστε ὁμόλογον εἶναι τὴν ΒΓ τῇ ΕΖ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον
πρὸς τὸ ΔΕΖ τρίγωνον διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν ΒΓ, ΕΖ τρίτη ἀνάλογον ἡ ΒΗ, ὥστε εἶναι ὡς τὴν ΒΓ
πρὸς τὴν ΕΖ, οὕτως τὴν ΕΖ πρὸς τὴν ΒΗ· καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΗ.

Ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΕΖ, ἐναλλὰξ
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΔΕ, οὕτως ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΒΓ
πρὸς ΕΖ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΕΖ πρὸς ΒΗ. καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΒ πρὸς ΔΕ, οὕτως
ἡ ΕΖ πρὸς ΒΗ· τῶν ΑΒΗ, ΔΕΖ ἄρα τριγώνων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ
αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας. ὧν δὲ μίαν μιᾷ ἴσην ἐχόντων γωνίαν τριγώνων
ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα. ἴσον
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ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΗ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς
τὴν ΕΖ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΒΗ, ἐὰν δὲ τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, ἡ
πρώτη πρὸς τὴν τρίτην διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ πρὸς τὴν δευτέραν,
ἡ ΒΓ ἄρα πρὸς τὴν ΒΗ διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΕΖ. ὡς
δὲ ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΗ, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΒΗ τρίγωνον·
καὶ τὸ ΑΒΓ ἄρα τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΒΗ διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ
ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ. ἴσον δὲ τὸ ΑΒΗ τρίγωνον τῷ ΔΕΖ τριγώνῳ· καὶ τὸ ΑΒΓ
ἄρα τρίγωνον πρὸς τὸ ΔΕΖ τρίγωνον διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ
πρὸς τὴν ΕΖ.

Τὰ ἄρα ὅμοια τρίγωνα πρὸς ἄλληλα ἐν διπλασίονι λόγῳ ἐστὶ τῶν
ὁμολόγων πλευρῶν· [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι, ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, ἔστιν ὡς

ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης εἶδος πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς δευτέρας τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως ἀναγραφόμενον [ἐπείπερ ἐδείχθη, ὡς ἡ
ΓΒ πρὸς ΒΗ, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΑΒΗ τρίγωνον, τουτέστι
τὸ ΔΕΖ]· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Τὰὅμοιαπολύγωνα εἴς τε ὅμοια τρίγωναδιαιρεῖται καὶ εἰς
ἴσα τὸ πλῆθος καὶ ὁμόλογα τοῖς ὅλοις, καὶ τὸ πολύγωνον πρὸς τὸ πολύγωνον
διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ὅμοια πολύγωνα τὰ ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ, ὁμόλογος δὲ
ἔστω ἡ ΑΒ τῇ ΖΗ· λέγω, ὅτι τὰ ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ πολύγωνα εἴς τε ὅμοια
τρίγωνα διαιρεῖται καὶ εἰς ἴσα τὸ πλῆθος καὶ ὁμόλογα τοῖς ὅλοις, καὶ τὸ
ΑΒΓΔΕ πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ πολύγωνον διπλασίονα λόγον ἔχει
ἤπερ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΖΗ.

Ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΕ, ΕΓ, ΗΛ, ΛΘ.
Καὶ ἐπεὶ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔΕ πολύγωνον τῷ ΖΗΘΚΛ πολυγώνῳ,

ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΗΖΛ. καί ἐστιν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς ΑΕ,
οὕτως ἡ ΗΖ πρὸς ΖΛ. ἐπεὶ οὖν δύο τρίγωνά ἐστι τὰ ΑΒΕ, ΖΗΛ μίαν γωνίαν
μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχοντα, περὶ δὲ τὰς ἴσας γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον,
ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΖΗΛ τριγώνῳ· ὥστε καὶ ὅμοιον·
ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΕ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΗΛ. ἔστι δὲ καὶ ὅλη ἡ ὑπὸ ΑΒΓ
ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΖΗΘ ἴση διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν πολυγώνων· λοιπὴ ἄρα ἡ
ὑπὸ ΕΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΛΗΘ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν
ΑΒΕ, ΖΗΛ τριγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΕΒ πρὸς ΒΑ, οὕτως ἡ ΛΗ πρὸς ΗΖ, ἀλλὰ
μὴν καὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν πολυγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς ΒΓ, οὕτως
ἡ ΖΗ πρὸς ΗΘ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΕΒ πρὸς ΒΓ, οὕτως ἡ ΛΗ πρὸς
ΗΘ, καὶ περὶ τὰς ἴσας γωνίας τὰς ὑπὸ ΕΒΓ, ΛΗΘ αἱ πλευραὶ ἀνάλογόν
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εἰσιν· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΒΓ τρίγωνον τῷ ΛΗΘ τριγώνῳ· ὥστε καὶ
ὅμοιόν ἐστι τὸ ΕΒΓ τρίγωνον τῷ ΛΗΘ τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ
ΕΓΔ τρίγωνον ὅμοιόν ἐστι τῷ ΛΘΚ τριγώνῳ. τὰ ἄρα ὅμοια πολύγωνα
τὰ ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ εἴς τε ὅμοια τρίγωνα διῄρηται καὶ εἰς ἴσα τὸ πλῆθος.

Λέγω, ὅτι καὶ ὁμόλογα τοῖς ὅλοις, τουτέστιν ὥστε ἀνάλογον εἶναι τὰ
τρίγωνα, καὶ ἡγούμενα μὲν εἶναι τὰ ΑΒΕ, ΕΒΓ, ΕΓΔ, ἑπόμενα δὲ αὐτῶν
τὰ ΖΗΛ, ΛΗΘ, ΛΘΚ, καὶ ὅτι τὸ ΑΒΓΔΕ πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ
πολύγωνον διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν
ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΖΗ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΑΓ, ΖΘ. καὶ ἐπεὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν πο-
λυγώνων ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΗΘ, καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ
πρὸς ΒΓ, οὕτως ἡ ΖΗ πρὸς ΗΘ, ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΖΗΘ
τριγώνῳ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΗΖΘ, ἡ δὲ ὑπὸ
ΒΓΑ τῇ ὑπὸ ΗΘΖ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΜ γωνία τῇ ὑπὸ ΗΖΝ, ἔστι
δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΜ τῇ ὑπὸ ΖΗΝ ἴση, καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΜΒ λοιπῇ
τῇ ὑπὸ ΖΝΗ ἴση ἐστίν· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΜ τρίγωνον τῷ ΖΗΝ
τριγώνῳ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ τὸ ΒΜΓ τρίγωνον ἰσογώνιόν ἐστι
τῷ ΗΝΘ τριγώνῳ. ἀνάλογον ἄρα ἐστίν, ὡς μὲν ἡ ΑΜ πρὸς ΜΒ, οὕτως ἡ
ΖΝ πρὸς ΝΗ, ὡς δὲ ἡ ΒΜ πρὸς ΜΓ, οὕτως ἡ ΗΝ πρὸς ΝΘ· ὥστε καὶ δι᾽
ἴσου, ὡς ἡ ΑΜ πρὸς ΜΓ, οὕτως ἡ ΖΝ πρὸς ΝΘ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΑΜ πρὸς ΜΓ,
οὕτως τὸ ΑΒΜ [τρίγωνον] πρὸς τὸ ΜΒΓ, καὶ τὸ ΑΜΕ πρὸς τὸ ΕΜΓ· πρὸς
ἄλληλα γάρ εἰσιν ὡς αἱ βάσεις. καὶ ὡς ἄρα ἓν τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν
ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα πρὸς ἅπαντα τὰ ἑπόμενα· ὡς ἄρα
τὸ ΑΜΒ τρίγωνον πρὸς τὸ ΒΜΓ, οὕτως τὸ ΑΒΕ πρὸς τὸ ΓΒΕ. ἀλλ᾽ ὡς τὸ
ΑΜΒ πρὸς τὸ ΒΜΓ, οὕτως ἡ ΑΜ πρὸς ΜΓ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΜ πρὸς ΜΓ,
οὕτως τὸ ΑΒΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΕΒΓ τρίγωνον. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ἡ
ΖΝ πρὸς ΝΘ, οὕτως τὸ ΖΗΛ τρίγωνον πρὸς τὸ ΗΛΘ τρίγωνον. καί ἐστιν
ὡς ἡ ΑΜ πρὸς ΜΓ, οὕτως ἡ ΖΝ πρὸς ΝΘ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒΕ τρίγωνον
πρὸς τὸ ΒΕΓ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΖΗΛ τρίγωνον πρὸς τὸ ΗΛΘ τρίγωνον,
καὶ ἐναλλὰξ, ὡς τὸ ΑΒΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΖΗΛ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΒΕΓ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΗΛΘ τρίγωνον. ὁμοίως δὴ δείξομεν ἐπιζευχθεισῶν τῶν
ΒΔ, ΗΚ, ὅτι καὶ ὡς τὸ ΒΕΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΛΗΘ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΕΓΔ
τρίγωνον πρὸς τὸ ΛΘΚ τρίγωνον. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ΑΒΕ τρίγωνον πρὸς
τὸ ΖΗΛ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΕΒΓ πρὸς τὸ ΛΗΘ, καὶ ἔτι τὸ ΕΓΔ πρὸς τὸ
ΛΘΚ, καὶ ὡς ἄρα ἓν τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα
τὰ ἡγούμενα πρὸς ἅπαντα τὰ ἑπόμενα· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΒΕ τρίγωνον
πρὸς τὸ ΖΗΛ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΑΒΓΔΕ πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ
πολύγωνον. ἀλλὰ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον πρὸς τὸ ΖΗΛ τρίγωνον διπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΒ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ΖΗ ὁμόλογον πλευράν·
τὰ γὰρ ὅμοια τρίγωνα ἐν διπλασίονι λόγῳ ἐστὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.
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καὶ τὸ ΑΒΓΔΕ ἄρα πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ πολύγωνον διπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΒ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ΖΗ ὁμόλογον πλευράν.

Τὰ ἄρα ὅμοια πολύγωνα εἴς τε ὅμοια τρίγωνα διαιρεῖται καὶ εἰς ἴσα
τὸ πλῆθος καὶ ὁμόλογα τοῖς ὅλοις, καὶ τὸ πολύγωνον πρὸς τὸ πολύγω-
νον διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον
πλευράν· [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ὡσαύτως δὲ καὶ ἐπὶ τῶν [ὁμοίων] τετραπλεύρων δειχθήσεται, ὅτι ἐν

διπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν. ἐδείχθη δὲ καὶ ἐπὶ τῶν
τριγώνων· ὥστε καὶ καθόλου τὰ ὅμοια εὐθύγραμμα σχήματα πρὸς ἄλληλα
ἐν διπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν. ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

[Πόρισμα βʹ
Καὶ ἐὰν τῶν ΑΒ, ΖΗ τρίτην ἀνάλογον λάβωμεν τὴν Ξ, ἡ ΒΑ πρὸς τὴν Ξ

διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΖΗ. ἔχει δὲ καὶ τὸ πολύγωνον
πρὸς τὸ πολύγωνον ἢ τὸ τετράπλευρον πρὸς τὸ τετράπλευρον διπλασίονα
λόγον ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν
ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΖΗ· ἐδείχθη δὲ τοῦτο καὶ ἐπὶ τῶν τριγώνων· ὥστε καὶ
καθόλου φανερόν, ὅτι, ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, ἔσται ὡς ἡ πρώτη
πρὸς τὴν τρίτην, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης εἶδος πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας
τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως ἀναγραφόμενον.] 

Πρότασις 21 () Τὰτῷαὐτῷεὐθυγράμμῳὅμοια καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ὅμοια.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ ἑκάτερον τῶν Α, Β εὐθυγράμμων τῷ Γ ὅμοιον· λέγω,
ὅτι καὶ τὸ Α τῷ Β ἐστιν ὅμοιον.

Ἐπεὶ γὰρ ὅμοιόν ἐστι τὸ Α τῷ Γ, ἰσογώνιόν τέ ἐστιν αὐτῷ καὶ τὰς περὶ
τὰς ἴσας γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον ἔχει. πάλιν, ἐπεὶ ὅμοιόν ἐστι τὸ Β τῷ Γ,
ἰσογώνιόν τέ ἐστιν αὐτῷ καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον
ἔχει. ἑκάτερον ἄρα τῶν Α, Β τῷ Γ ἰσογώνιόν τέ ἐστι καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας
γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον ἔχει [ὥστε καὶ τὸ Α τῷ Β ἰσογώνιόν τέ ἐστι
καὶ τὰς περὶ τὰς ἴσας γωνίας πλευρὰς ἀνάλογον ἔχει]. ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ
Α τῷ Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Ἐὰν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, καὶ τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν
εὐθύγραμμα ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως ἀναγεγραμμένα ἀνάλογον ἔσται· κἂν τὰ ἀπ᾽
αὐτῶν εὐθύγραμμαὅμοιά τε καὶ ὁμοίως ἀναγεγραμμέναἀνάλογον ᾖ, καὶ αὐταὶ
αἱ εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ΗΘ, ὡς
ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ, καὶ ἀναγεγράφθωσαν ἀπὸ
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μὲν τῶν ΑΒ, ΓΔ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα εὐθύγραμμα τὰ ΚΑΒ, ΛΓΔ,
ἀπὸ δὲ τῶν ΕΖ, ΗΘ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα εὐθύγραμμα τὰ ΜΖ, ΝΘ·
λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΝΘ.

Εἰλήφθω γὰρ τῶν μὲν ΑΒ, ΓΔ τρίτη ἀνάλογον ἡ Ξ, τῶν δὲ ΕΖ, ΗΘ τρίτη
ἀνάλογον ἡ Ο. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς μὲν ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς
τὴν ΗΘ, ὡς δὲ ἡ ΓΔ πρὸς τὴν Ξ, οὕτως ἡ ΗΘ πρὸς τὴν Ο, δι᾽ ἴσου ἄρα
ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν Ξ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν Ο. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΒ πρὸς
τὴν Ξ, οὕτως [καὶ] τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, ὡς δὲ ἡ ΕΖ πρὸς τὴν Ο, οὕτως
τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΝΘ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς
τὸ ΝΘ.

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὡς τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΝΘ·
λέγω, ὅτι ἐστὶ καὶ ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ. εἰ γὰρ
μή ἐστιν, ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ, ἔστω ὡς ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΠΡ, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΠΡ
ὁποτέρῳ τῶν ΜΖ, ΝΘ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον εὐθύγραμμον τὸ ΣΡ.

Ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΠΡ, καὶ
ἀναγέγραπται ἀπὸ μὲν τῶν ΑΒ, ΓΔ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα τὰ ΚΑΒ,
ΛΓΔ, ἀπὸ δὲ τῶν ΕΖ, ΠΡ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα τὰ ΜΖ, ΣΡ, ἔστιν
ἄρα ὡς τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΣΡ. ὑπόκειται δὲ καὶ
ὡς τὸ ΚΑΒ πρὸς τὸ ΛΓΔ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΝΘ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΜΖ
πρὸς τὸ ΣΡ, οὕτως τὸ ΜΖ πρὸς τὸ ΝΘ. τὸ ΜΖ ἄρα πρὸς ἑκάτερον τῶν
ΝΘ, ΣΡ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΝΘ τῷ ΣΡ. ἔστι δὲ αὐτῷ
καὶ ὅμοιον καὶ ὁμοίως κείμενον· ἴση ἄρα ἡ ΗΘ τῇ ΠΡ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ
ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΠΡ, ἴση δὲ ἡ ΠΡ τῇ ΗΘ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ.

Ἐὰν ἄρα τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογονὦσιν, καὶ τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν εὐθύγραμμα
ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως ἀναγεγραμμένα ἀνάλογον ἔσται· κἂν τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν
εὐθύγραμμα ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως ἀναγεγραμμένα ἀνάλογον ᾖ, καὶ αὐταὶ
αἱ εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

[Λῆμμα]
[Ὅτι δέ, ἐὰν εὐθύγραμμα ἴσα ᾖ καὶ ὅμοια, αἱ ὁμόλογοι αὐτῶν πλευραὶ

ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, δείξομεν οὕτως.
Ἔστω ἴσα καὶ ὅμοια εὐθύγραμμα τὰ ΝΘ, ΣΡ, καὶ ἔστω ὡς ἡ ΘΗ πρὸς

τὴν ΗΝ, οὕτως ἡ ΡΠ πρὸς τὴν ΠΣ· λέγω, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ΡΠ τῇ ΘΗ.
Εἰ γὰρ ἄνισοί εἰσιν, μία αὐτῶν μείζων ἐστίν. ἔστω μείζων ἡ ΡΠ τῆς ΘΗ.

καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΡΠ πρὸς ΠΣ, οὕτως ἡ ΘΗ πρὸς τὴν ΗΝ, καὶ ἐναλλάξ,
ὡς ἡ ΡΠ πρὸς τὴν ΘΗ, οὕτως ἡ ΠΣ πρὸς τὴν ΗΝ, μείζων δὲ ἡ ΠΡ τῆς ΘΗ,
μείζων ἄρα καὶ ἡ ΠΣ τῆς ΗΝ· ὥστε καὶ τὸ ΡΣ μεῖζόν ἐστι τοῦ ΘΝ. ἀλλὰ καὶ
ἴσον· ὅπερ ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἄνισός ἐστιν ἡ ΠΡ τῇ ΗΘ· ἴση ἄρα· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι.] 
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Πρότασις 23 () Τὰ ἰσογώνια παραλληλόγραμμα πρὸς ἄλληλα λόγον
ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἰσογώνια παραλληλόγραμμα τὰ ΑΓ, ΓΖ ἴσην ἔχοντα
τὴν ὑπὸ ΒΓΔ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΕΓΗ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΓ παραλληλόγραμμον
πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον λόγον ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευ-
ρῶν.

Κείσθω γὰρ ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΒΓ τῇ ΓΗ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶ καὶ
ἡ ΔΓ τῇ ΓΕ. καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΔΗ παραλληλόγραμμον, καὶ ἐκκείσθω
τις εὐθεῖα ἡ Κ, καὶ γεγονέτω ὡς μὲν ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ Κ πρὸς
τὴν Λ, ὡς δὲ ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως ἡ Λ πρὸς τὴν Μ.

Οἱ ἄρα λόγοι τῆς τε Κ πρὸς τὴν Λ καὶ τῆς Λ πρὸς τὴν Μ οἱ αὐτοί
εἰσι τοῖς λόγοις τῶν πλευρῶν, τῆς τε ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ καὶ τῆς ΔΓ πρὸς
τὴν ΓΕ. ἀλλ᾽ ὁ τῆς Κ πρὸς Μ λόγος σύγκειται ἔκ τε τοῦ τῆς Κ πρὸς Λ
λόγου καὶ τοῦ τῆς Λ πρὸς Μ· ὥστε καὶ ἡ Κ πρὸς τὴν Μ λόγον ἔχει τὸν
συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως
τὸ ΑΓ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΓΘ, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ
Κ πρὸς τὴν Λ, καὶ ὡς ἄρα ἡ Κ πρὸς τὴν Λ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΘ. πάλιν,
ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως τὸ ΓΘ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ
ΓΖ, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως ἡ Λ πρὸς τὴν Μ, καὶ ὡς ἄρα ἡ Λ πρὸς
τὴν Μ, οὕτως τὸ ΓΘ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον.
ἐπεὶ οὖν ἐδείχθη, ὡς μὲν ἡ Κ πρὸς τὴν Λ, οὕτως τὸ ΑΓ παραλληλόγραμμον
πρὸς τὸ ΓΘ παραλληλόγραμμον, ὡς δὲ ἡ Λ πρὸς τὴν Μ, οὕτως τὸ ΓΘ
παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν
ὡς ἡ Κ πρὸς τὴν Μ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραμμον. ἡ δὲ Κ
πρὸς τὴν Μ λόγον ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν· καὶ τὸ ΑΓ ἄρα
πρὸς τὸ ΓΖ λόγον ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν.

Τὰ ἄρα ἰσογώνια παραλληλόγραμμα πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει τὸν συ-
γκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 24 () Παντὸς παραλληλογράμμου τὰ περὶ τὴν διάμετρον πα-
ραλληλόγραμμα ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ καὶ ἀλλήλοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστω παραλληλόγραμμον τὸ ΑΒΓΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἡ ΑΓ,
περὶ δὲ τὴν ΑΓ παραλληλόγραμμα ἔστω τὰ ΕΗ, ΘΚ· λέγω, ὅτι ἑκάτερον
τῶν ΕΗ, ΘΚ παραλληλογράμμων ὅμοιόν ἐστι ὅλῳ τῷ ΑΒΓΔ καὶ ἀλλήλοις.

Ἐπεὶ γὰρ τριγώνου τοῦ ΑΒΓ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΒΓ ἦκται
ἡ ΕΖ, ἀνάλογόν ἐστιν ὡς ἡ ΒΕ πρὸς τὴν ΕΑ, οὕτως, ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΑ.
πάλιν, ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΓΔ παρὰ μίαν τὴν ΓΔ ἦκται ἡ ΖΗ, ἀνάλογόν
ἐστιν ὡς ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΑ, οὕτως ἡ ΔΗ πρὸς τὴν ΗΑ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΓΖ πρὸς
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τὴν ΖΑ, οὕτως ἐδείχθη καὶ ἡ ΒΕ πρὸς τὴν ΕΑ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΒΕ πρὸς τὴν
ΕΑ, οὕτως ἡ ΔΗ πρὸς τὴν ΗΑ, καὶ συνθέντι ἄρα ὡς ἡ ΒΑ πρὸς ΑΕ, οὕτως
ἡ ΔΑ πρὸς ΑΗ, καὶ ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΕΑ πρὸς τὴν
ΑΗ. τῶν ἄρα ΑΒΓΔ, ΕΗ παραλληλογράμμων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραὶ
αἱ περὶ τὴν κοινὴν γωνίαν τὴν ὑπὸ ΒΑΔ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ
ΗΖ τῇ ΔΓ, ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ὑπὸ ΑΖΗ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΓΑ· καὶ κοινὴ τῶν
δύο τριγώνων τῶν ΑΔΓ, ΑΗΖ ἡ ὑπὸ ΔΑΓ γωνία· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ
ΑΔΓ τρίγωνον τῷ ΑΗΖ τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΑΓΒ τρίγωνον
ἰσογώνιόν ἐστι τῷ ΑΖΕ τριγώνῳ, καὶ ὅλον τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον
τῷ ΕΗ παραλληλογράμμῳ ἰσογώνιόν ἐστιν. ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΔ
πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἡ ΑΗ πρὸς τὴν ΗΖ, ὡς δὲ ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ
ΗΖ πρὸς τὴν ΖΑ, ὡς δὲ ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΖΕ, καὶ ἔτι
ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΑ, οὕτως ἡ ΖΕ πρὸς τὴν ΕΑ. καὶ ἐπεὶ ἐδείχθη ὡς μὲν ἡ ΔΓ
πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ ΗΖ πρὸς τὴν ΖΑ, ὡς δὲ ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ΑΖ
πρὸς τὴν ΖΕ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ΗΖ πρὸς τὴν
ΖΕ. τῶν ἄρα ΑΒΓΔ, ΕΗ παραλληλογράμμων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραὶ
αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας· ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον
τῷ ΕΗ παραλληλογράμμῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον
καὶ τῷ ΚΘ παραλληλογράμμῳ ὅμοιόν ἐστιν· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΕΗ, ΘΚ
παραλληλογράμμων τῷ ΑΒΓΔ [παραλληλογράμμῳ] ὅμοιόν ἐστιν. τὰ δὲ
τῷ αὐτῷ εὐθυγράμμῳ ὅμοια καὶ ἀλλήλοις ἐστὶν ὅμοια· καὶ τὸ ΕΗ ἄρα
παραλληλόγραμμον τῷ ΘΚ παραλληλογράμμῳ ὅμοιόν ἐστιν.

Παντὸς ἄραπαραλληλογράμμου τὰπερὶ τὴν διάμετρον παραλληλόγραμμα
ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ καὶ ἀλλήλοις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ὅμοιον καὶ ἄλλῳ τῷ δοθέντι ἴσον
τὸ αὐτὸ συστήσασθαι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν εὐθύγραμμον, ᾧ δεῖ ὅμοιον συστήσασθαι,
τὸ ΑΒΓ, ᾧ δὲ δεῖ ἴσον, τὸ Δ· δεῖ δὴ τῷ μὲν ΑΒΓ ὅμοιον, τῷ δὲ Δ ἴσον τὸ
αὐτὸ συστήσασθαι.

Παραβεβλήσθω γὰρ παρὰ μὲν τὴν ΒΓ τῷ ΑΒΓ τριγώνῳ ἴσον παραλ-
ληλόγραμμον τὸ ΒΕ, παρὰ δὲ τὴν ΓΕ τῷ Δ ἴσον παραλληλόγραμμον τὸ
ΓΜ ἐν γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΓΕ, ἥ ἐστιν ἴση τῇ ὑπὸ ΓΒΛ. ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν
ἡ μὲν ΒΓ τῇ ΓΖ, ἡ δὲ ΛΕ τῇ ΕΜ. καὶ εἰλήφθω τῶν ΒΓ, ΓΖ μέση ἀνάλογον ἡ
ΗΘ, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΗΘ τῷ ΑΒΓ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον
τὸ ΚΗΘ.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΗΘ, οὕτως ἡ ΗΘ πρὸς τὴν ΓΖ, ἐὰν δὲ
τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, ἔστιν ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης εἶδος πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως
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ἀναγραφόμενον, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγω-
νον πρὸς τὸ ΚΗΘ τρίγωνον. ἀλλὰ καὶ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως τὸ
ΒΕ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΕΖ παραλληλόγραμμον. καὶ ὡς ἄρα τὸ
ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΚΗΘ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΒΕ παραλληλόγραμμον
πρὸς τὸ ΕΖ παραλληλόγραμμον· ἐναλλὰξ ἄρα ὡς τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς
τὸ ΒΕ παραλληλόγραμμον, οὕτως τὸ ΚΗΘ τρίγωνον πρὸς τὸ ΕΖ παραλ-
ληλόγραμμον. ἴσον δὲ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΒΕ παραλληλογράμμῳ· ἴσον
ἄρα καὶ τὸ ΚΗΘ τρίγωνον τῷ ΕΖ παραλληλογράμμῳ. ἀλλὰ τὸ ΕΖ πα-
ραλληλόγραμμον τῷ Δ ἐστιν ἴσον· καὶ τὸ ΚΗΘ ἄρα τῷ Δ ἐστιν ἴσον. ἔστι
δὲ τὸ ΚΗΘ καὶ τῷ ΑΒΓ ὅμοιον.

Τῷ ἄρα δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ ΑΒΓ ὅμοιον καὶ ἄλλῳ τῷ δοθέντι τῷ
Δ ἴσον τὸ αὐτὸ συνέσταται τὸ ΚΗΘ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 26 () Ἐὰνἀπὸπαραλληλογράμμουπαραλληλόγραμμονἀφαι-
ρεθῇ ὅμοιόν τε τῷ ὅλῳ καὶ ὁμοίως κείμενον κοινὴν γωνίαν ἔχον αὐτῷ, περὶ τὴν
αὐτὴν διάμετρόν ἐστι τῷ ὅλῳ.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ παραλληλογράμμου τοῦ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον
ἀφῃρήσθω τὸ ΑΖ ὅμοιον τῷ ΑΒΓΔ καὶ ὁμοίως κείμενον κοινὴν γωνίαν ἔχον
αὐτῷ τὴν ὑπὸ ΔΑΒ· λέγω, ὅτι περὶ τὴν αὐτὴν διάμετρόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ
τῷ ΑΖ.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἔστω [αὐτῶν] διάμετρος ἡ ΑΘΓ, καὶ ἐκβλη-
θεῖσα ἡ ΗΖ διήχθω ἐπὶ τὸ Θ, καὶ ἤχθω διὰ τοῦ Θ ὁποτέρᾳ τῶν ΑΔ, ΒΓ
παράλληλος ἡ ΘΚ.

Ἐπεὶ οὖν περὶ τὴν αὐτὴν διάμετρόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔ τῷ ΚΗ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΔΑ πρὸς τὴν ΑΒ, οὕτως ἡ ΗΑ πρὸς τὴν ΑΚ. ἔστι δὲ καὶ διὰ τὴν
ὁμοιότητα τῶν ΑΒΓΔ, ΕΗ καὶ ὡς ἡ ΔΑ πρὸς τὴν ΑΒ, οὕτως ἡ ΗΑ πρὸς
τὴν ΑΕ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΗΑ πρὸς τὴν ΑΚ, οὕτως ἡ ΗΑ πρὸς τὴν ΑΕ. ἡ ΗΑ
ἄρα πρὸς ἑκατέραν τῶν ΑΚ, ΑΕ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΕ
τῇ ΑΚ ἡ ἐλάττων τῇ μείζονι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οὔκ ἐστι περὶ
τὴν αὐτὴν διάμετρον τὸ ΑΒΓΔ τῷ ΑΖ· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα ἐστὶ διάμετρον
τὸ ΑΒΓΔ παραλληλόγραμμον τῷ ΑΖ παραλληλογράμμῳ.

Ἐὰν ἄρα ἀπὸπαραλληλογράμμου παραλληλόγραμμον ἀφαιρεθῇ ὅμοιόν
τε τῷ ὅλῳ καὶ ὁμοίως κείμενον κοινὴν γωνίαν ἔχον αὐτῷ, περὶ τὴν αὐτὴν
διάμετρόν ἐστι τῷ ὅλῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 27 () Πάντων τῶν παρὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν παραβαλλομένων
παραλληλογράμμωνκαὶἐλλειπόντωνεἴδεσιπαραλληλογράμμοιςὁμοίοιςτεκαὶ
ὁμοίως κειμένοις τῷἀπὸτῆς ἡμισείας ἀναγραφομένῳμέγιστόν ἐστι τὸἀπὸ τῆς
ἡμισείας παραβαλλόμενον [παραλληλόγραμμον] ὅμοιον ὂν τῷ ἐλλείμματι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω εὐθεῖα ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω δίχα κατὰ τὸ Γ, καὶ πα-
ραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΑΒ εὐθεῖαν τὸ ΑΔ παραλληλόγραμμον ἐλλεῖπον
εἴδει παραλληλογράμμῳ τῷ ΔΒ ἀναγραφέντι ἀπὸ τῆς ἡμισείας τῆς ΑΒ,
τουτέστι τῆς ΓΒ· λέγω, ὅτι πάντων τῶν παρὰ τὴν ΑΒ παραβαλλομένων
παραλληλογράμμων καὶ ἐλλειπόντων εἴδεσι [παραλληλογράμμοις] ὁμοίοις
τε καὶ ὁμοίως κειμένοις τῷ ΔΒ μέγιστόν ἐστι τὸ ΑΔ. παραβεβλήσθω γὰρ
παρὰ τὴν ΑΒ εὐθεῖαν τὸ ΑΖ παραλληλόγραμμον ἐλλεῖπον εἴδει παραλλη-
λογράμμῳ τῷ ΖΒ ὁμοίῳ τε καὶ ὁμοίως κειμένῳ τῷ ΔΒ· λέγω, ὅτι μεῖζόν
ἐστι τὸ ΑΔ τοῦ ΑΖ.

Ἐπεὶ γὰρ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΔΒ παραλληλόγραμμον τῷ ΖΒ παραλληλο-
γράμμῳ, περὶ τὴν αὐτήν εἰσι διάμετρον. ἤχθω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΔΒ, καὶ
καταγεγράφθω τὸ σχῆμα.

Ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΖ τῷ ΖΕ, κοινὸν δὲ τὸ ΖΒ, ὅλον ἄρα τὸ ΓΘ ὅλῳ
τῷ ΚΕ ἐστιν ἴσον. ἀλλὰ τὸ ΓΘ τῷ ΓΗ ἐστιν ἴσον, ἐπεὶ καὶ ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ. καὶ
τὸ ΗΓ ἄρα τῷ ΕΚ ἐστιν ἴσον. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΓΖ· ὅλον ἄρα τὸ ΑΖ
τῷ ΛΜΝ γνώμονί ἐστιν ἴσον· ὥστε τὸ ΔΒ παραλληλόγραμμον, τουτέστι
τὸ ΑΔ, τοῦ ΑΖ παραλληλογράμμου μεῖζόν ἐστιν.

Πάντων ἄρα τῶν παρὰ τὴν αὐτὴν εὐθεῖαν παραβαλλομένων παραλ-
ληλογράμμων καὶ ἐλλειπόντων εἴδεσι παραλληλογράμμοις ὁμοίοις τε καὶ
ὁμοίως κειμένοις τῷ ἀπὸ τῆς ἡμισείας ἀναγραφομένῳ μέγιστόν ἐστι τὸ ἀπὸ
τῆς ἡμισείας παραβληθέν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 28 () Παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ἴσον
παραλληλόγραμμον παραβαλεῖν ἐλλεῖπον εἴδει παραλληλογράμμῳ ὁμοίῳ τῷ
δοθέντι· δεῖ δὲ τὸ διδόμενον εὐθύγραμμον [ᾧ δεῖ ἴσον παραβαλεῖν] μὴ μεῖζον
εἶναι τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας ἀναγραφομένου ὁμοίου τῷ ἐλλείμματι [τοῦ τε ἀπὸ
τῆς ἡμισείας καὶ ᾧ δεῖ ὅμοιον ἐλλείπειν].

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ δοθὲν εὐθύγραμμον, ᾧ
δεῖ ἴσον παρὰ τὴν ΑΒ παραβαλεῖν, τὸ Γ μὴ μεῖζον [ὂν] τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας
τῆς ΑΒ ἀναγραφομένου ὁμοίου τῷ ἐλλείμματι, ᾧ δὲ δεῖ ὅμοιον ἐλλείπειν, τὸ
Δ· δεῖ δὴ παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ
Γ ἴσον παραλληλόγραμμον παραβαλεῖν ἐλλεῖπον εἴδει παραλληλογράμμῳ
ὁμοίῳ ὄντι τῷ Δ.

Τετμήσθω ἡ ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Ε σημεῖον, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΕΒ
τῷ Δ ὅμοιον καὶ ὁμοίως κείμενον τὸ ΕΒΖΗ, καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΑΗ
παραλληλόγραμμον.

Εἰ μὲν οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΗ τῷ Γ, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν· παρα-
βέβληται γὰρ παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ
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τῷ Γ ἴσον παραλληλόγραμμον τὸ ΑΗ ἐλλεῖπον εἴδει παραλληλογράμμῳ
τῷ ΗΒ ὁμοίῳ ὄντι τῷ Δ. εἰ δὲ οὔ, μεῖζον ἔστω τὸ ΘΕ τοῦ Γ. ἴσον δὲ τὸ ΘΕ
τῷ ΗΒ· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ ΗΒ τοῦ Γ. ᾧ δὴ μεῖζόν ἐστι τὸ ΗΒ τοῦ Γ, ταύτῃ
τῇ ὑπεροχῇ ἴσον, τῷ δὲ Δ ὅμοιον καὶ ὁμοίως κείμενον τὸ αὐτὸ συνεστάτω
τὸ ΚΛΜΝ. ἀλλὰ τὸ Δ τῷ ΗΒ [ἐστιν] ὅμοιον· καὶ τὸ ΚΜ ἄρα τῷ ΗΒ ἐστιν
ὅμοιον. ἔστω οὖν ὁμόλογος ἡ μὲν ΚΛ τῇ ΗΕ, ἡ δὲ ΛΜ τῇ ΗΖ. καὶ ἐπεὶ ἴσον
ἐστὶ τὸ ΗΒ τοῖς Γ, ΚΜ, μεῖζον ἄρα ἐστὶ τὸ ΗΒ τοῦ ΚΜ· μείζων ἄρα ἐστὶ καὶ
ἡ μὲν ΗΕ τῆς ΚΛ, ἡ δὲ ΗΖ τῆς ΛΜ. κείσθω τῇ μὲν ΚΛ ἴση ἡ ΗΞ, τῇ δὲ ΛΜ
ἴση ἡ ΗΟ, καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΞΗΟΠ παραλληλόγραμμον· ἴσον ἄρα
καὶ ὅμοιόν ἐστι [τὸ ΗΠ] τῷ ΚΜ [ἀλλὰ τὸ ΚΜ τῷ ΗΒ ὅμοιόν ἐστιν]. καὶ
τὸ ΗΠ ἄρα τῷ ΗΒ ὅμοιόν ἐστιν· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα διάμετρόν ἐστι τὸ
ΗΠ τῷ ΗΒ. ἔστω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΗΠΒ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα.

Ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ΒΗ τοῖς Γ, ΚΜ, ὧν τὸ ΗΠ τῷ ΚΜ ἐστιν ἴσον,
λοιπὸς ἄρα ὁ ΥΧΦ γνώμων λοιπῷ τῷ Γ ἴσος ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ
ΟΡ τῷ ΞΣ, κοινὸν προσκείσθω τὸ ΠΒ· ὅλον ἄρα τὸ ΟΒ ὅλῳ τῷ ΞΒ ἴσον
ἐστίν. ἀλλὰ τὸ ΞΒ τῷ ΤΕ ἐστιν ἴσον, ἐπεὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΑΕ πλευρᾷ τῇ ΕΒ
ἐστιν ἴση· καὶ τὸ ΤΕ ἄρα τῷ ΟΒ ἐστιν ἴσον. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΞΣ·
ὅλον ἄρα τὸ ΤΣ ὅλῳ τῷ ΦΧΥ γνώμονί ἐστιν ἴσον. ἀλλ᾽ ὁ ΦΧΥ γνώμων
τῷ Γ ἐδείχθη ἴσος· καὶ τὸ ΤΣ ἄρα τῷ Γ ἐστιν ἴσον.

Παρὰ τὴν δοθεῖσαν ἄρα εὐθεῖαν τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ Γ
ἴσον παραλληλόγραμμον παραβέβληται τὸ ΣΤ ἐλλεῖπον εἴδει παραλληλο-
γράμμῳ τῷ ΠΒ ὁμοίῳ ὄντι τῷ Δ [ἐπειδήπερ τὸ ΠΒ τῷ ΗΠ ὅμοιόν ἐστιν]·
ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 29 () Παρὰ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ ἴσον
παραλληλόγραμμονπαραβαλεῖν ὑπερβάλλον εἴδει παραλληλογράμμῳὁμοίῳ
τῷ δοθέντι.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ δοθὲν εὐθύγραμμον,
ᾧ δεῖ ἴσον παρὰ τὴν ΑΒ παραβαλεῖν, τὸ Γ, ᾧ δὲ δεῖ ὅμοιον ὑπερβάλλειν, τὸ
Δ· δεῖ δὴ παρὰ τὴν ΑΒ εὐθεῖαν τῷ Γ εὐθυγράμμῳ ἴσον παραλληλόγραμμον
παραβαλεῖν ὑπερβάλλον εἴδει παραλληλογράμμῳ ὁμοίῳ τῷ Δ.

Τετμήσθω ἡ ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΕΒ τῷ Δ
ὅμοιον καὶ ὁμοίως κείμενον παραλληλόγραμμον τὸ ΒΖ, καὶ συναμφοτέροις
μὲν τοῖς ΒΖ, Γ ἴσον, τῷ δὲ Δ ὅμοιον καὶ ὁμοίως κείμενον τὸ αὐτὸ συνεστάτω
τὸ ΗΘ. ὁμόλογος δὲ ἔστω ἡ μὲν ΚΘ τῇ ΖΛ, ἡ δὲ ΚΗ τῇ ΖΕ. καὶ ἐπεὶ μεῖζόν
ἐστι τὸ ΗΘ τοῦ ΖΒ, μείζων ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ μὲν ΚΘ τῆς ΖΛ, ἡ δὲ ΚΗ τῆς ΖΕ.
ἐκβεβλήσθωσαν αἱ ΖΛ, ΖΕ, καὶ τῇ μὲν ΚΘ ἴση ἔστω ἡ ΖΛΜ, τῇ δὲ ΚΗ ἴση
ἡ ΖΕΝ, καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΜΝ· τὸ ΜΝ ἄρα τῷ ΗΘ ἴσον τέ ἐστι καὶ
ὅμοιον. ἀλλὰ τὸ ΗΘ τῷ ΕΛ ἐστιν ὅμοιον· καὶ τὸ ΜΝ ἄρα τῷ ΕΛ ὅμοιόν
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ἐστιν· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα διάμετρόν ἐστι τὸ ΕΛ τῷ ΜΝ. ἤχθω αὐτῶν
διάμετρος ἡ ΖΞ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα.

Ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΗΘ τοῖς ΕΛ, Γ, ἀλλὰ τὸ ΗΘ τῷ ΜΝ ἴσον ἐστίν, καὶ
τὸ ΜΝ ἄρα τοῖς ΕΛ, Γ ἴσον ἐστίν. κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ΕΛ· λοιπὸς ἄρα ὁ
ΨΧΦ γνώμων τῷ Γ ἐστιν ἴσος. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΕΒ, ἴσον ἐστὶ
καὶ τὸ ΑΝ τῷ ΝΒ, τουτέστι τῷ ΛΟ. κοινὸν προσκείσθω τὸ ΕΞ· ὅλον ἄρα
τὸ ΑΞ ἴσον ἐστὶ τῷ ΦΧΨ γνώμονι. ἀλλὰ ὁ ΦΧΨ γνώμων τῷ Γ ἴσος ἐστίν·
καὶ τὸ ΑΞ ἄρα τῷ Γ ἴσον ἐστίν.

Παρὰ τὴν δοθεῖσαν ἄρα εὐθεῖαν τὴν ΑΒ τῷ δοθέντι εὐθυγράμμῳ τῷ Γ
ἴσον παραλληλόγραμμον παραβέβληται τὸ ΑΞ ὑπερβάλλον εἴδει παραλ-
ληλογράμμῳ τῷ ΠΟ ὁμοίῳ ὄντι τῷ Δ, ἐπεὶ καὶ τῷ ΕΛ ἐστιν ὅμοιον τὸ
ΟΠ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 30 () Τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν πεπερασμένην ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τεμεῖν.

Ὑλοποίησις: Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασμένη ἡ ΑΒ· δεῖ δὴ τὴν ΑΒ
εὐθεῖαν ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμεῖν.

Ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΒΓ, καὶ παραβεβλήσθω
παρὰ τὴν ΑΓ τῇ ΒΓ ἴσον παραλληλόγραμμον τὸ ΓΔ ὑπερβάλλον εἴδει τῷ
ΑΔ ὁμοίῳ τῷ ΒΓ.

Τετράγωνον δέ ἐστι τὸ ΒΓ· τετράγωνον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΑΔ. καὶ ἐπεὶ
ἴσον ἐστὶ τὸ ΒΓ τῷ ΓΔ, κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ΓΕ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΒΖ λοιπῷ
τῷ ΑΔ ἐστιν ἴσον. ἔστι δὲ αὐτῷ καὶ ἰσογώνιον· τῶν ΒΖ, ΑΔ ἄρα ἀντιπε-
πόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας γωνίας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΖΕ πρὸς τὴν
ΕΔ, οὕτως ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΒ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΖΕ τῇ ΑΒ, ἡ δὲ ΕΔ τῇ ΑΕ. ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΕ, οὕτως ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΒ. μείζων δὲ ἡ ΑΒ τῆς
ΑΕ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΑΕ τῆς ΕΒ.

Ἡ ἄρα ΑΒ εὐθεῖα ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Ε, καὶ τὸ
μεῖζον αὐτῆς τμῆμά ἐστι τὸ ΑΕ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 31 () Ἐν τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν
γωνίαν ὑποτεινούσης πλευρᾶς εἶδος ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν
περιεχουσῶν πλευρῶν εἴδεσι τοῖς ὁμοίοις τε καὶ ὁμοίως ἀναγραφομένοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τρίγωνον ὀρθογώνιον τὸ ΑΒΓ ὀρθὴν ἔχον τὴν ὑπὸ ΒΑΓ
γωνίαν· λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ εἶδος ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ
εἴδεσι τοῖς ὁμοίοις τε καὶ ὁμοίως ἀναγραφομένοις.

Ἤχθω κάθετος ἡ ΑΔ.
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Ἐπεὶ οὖν ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ τῷ ΑΒΓ ἀπὸ τῆς πρὸς τῷ Α ὀρθῆς
γωνίας ἐπὶ τὴν ΒΓ βάσιν κάθετος ἦκται ἡ ΑΔ, τὰ ΑΒΔ, ΑΔΓ πρὸς τῇ καθέτῳ
τρίγωνα ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ τῷ ΑΒΓ καὶ ἀλλήλοις. καὶ ἐπεὶ ὅμοιόν ἐστι
τὸ ΑΒΓ τῷ ΑΒΔ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΑ, οὕτως ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΔ.
καὶ ἐπεὶ τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογόν εἰσιν, ἔστιν ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης εἶδος πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας τὸ ὅμοιον καὶ
ὁμοίως ἀναγραφόμενον. ὡς ἄρα ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ
εἶδος πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως ἀναγραφόμενον. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ εἶδος πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΓΑ. ὥστε καὶ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὰς ΒΔ, ΔΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ
εἶδος πρὸς τὰ ἀπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ τὰ ὅμοια καὶ ὁμοίως ἀναγραφόμενα. ἴση
δὲ ἡ ΒΓ ταῖς ΒΔ, ΔΓ· ἴσον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ εἶδος τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΑ,
ΑΓ εἴδεσι τοῖς ὁμοίοις τε καὶ ὁμοίως ἀναγραφομένοις.

Ἐν ἄρα τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοις τὸ ἀπὸ τῆς τὴν ὀρθὴν γωνίαν
ὑποτεινούσης πλευρᾶς εἶδος ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν τὴν ὀρθὴν γωνίαν
περιεχουσῶν πλευρῶν εἴδεσι τοῖς ὁμοίοις τε καὶ ὁμοίως ἀναγραφομένοις·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 32 () Ἐὰνδύοτρίγωνασυντεθῇ κατὰμίανγωνίαν τὰς δύοπλευ-
ρὰς ταῖς δυσὶ πλευραῖς ἀνάλογον ἔχοντα ὥστε τὰς ὁμολόγους αὐτῶν πλευρὰς
καὶ παραλλήλους εἶναι, αἱ λοιπαὶ τῶν τριγώνων πλευραὶ ἐπ᾽ εὐθείας ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ΔΓΕ τὰς δύο πλευρὰς τὰς ΒΑ, ΑΓ
ταῖς δυσὶ πλευραῖς ταῖς ΔΓ, ΔΕ ἀνάλογον ἔχοντα, ὡς μὲν τὴν ΑΒ πρὸς τὴν
ΑΓ, οὕτως τὴν ΔΓ πρὸς τὴν ΔΕ, παράλληλον δὲ τὴν μὲν ΑΒ τῇ ΔΓ, τὴν δὲ
ΑΓ τῇ ΔΕ· λέγω, ὅτι ἐπ᾽ εὐθείας ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΓΕ.

Ἐπεὶ γὰρ παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΔΓ, καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν
εὐθεῖα ἡ ΑΓ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΔ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΓΔΕ τῇ ὑπὸ ΑΓΔ ἴση ἐστίν. ὥστε καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ τῇ
ὑπὸ ΓΔΕ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ δύο τρίγωνά ἐστι τὰ ΑΒΓ, ΔΓΕ μίαν γωνίαν
τὴν πρὸς τῷ Α μιᾷ γωνίᾳ τῇ πρὸς τῷ Δ ἴσην ἔχοντα, περὶ δὲ τὰς ἴσας
γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον, ὡς τὴν ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως τὴν ΓΔ
πρὸς τὴν ΔΕ, ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΓΕ τριγώνῳ·
ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΓΕ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΔ τῇ
ὑπὸ ΒΑΓ ἴση· ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΕ δυσὶ ταῖς ὑπὸ ΑΒΓ, ΒΑΓ ἴση ἐστίν.
κοινὴ προσκείσθω ἡ ὑπὸ ΑΓΒ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΓΕ, ΑΓΒ ταῖς ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΓΒ,
ΓΒΑ ἴσαι εἰσίν. ἀλλ᾽ αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΑΒΓ, ΑΓΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· καὶ αἱ
ὑπὸ ΑΓΕ, ΑΓΒ ἄρα δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. πρὸς δή τινι εὐθείᾳ τῇ ΑΓ καὶ
τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Γ δύο εὐθεῖαι αἱ ΒΓ, ΓΕ μὴ ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη
κείμεναι τὰς ἐφεξῆς γωνίας τὰς ὑπὸ ΑΓΕ, ΑΓΒ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσας ποιοῦσιν·
ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΓΕ.
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Ἐὰν ἄρα δύο τρίγωνα συντεθῇ κατὰ μίαν γωνίαν τὰς δύο πλευρὰς ταῖς
δυσὶ πλευραῖς ἀνάλογον ἔχοντα ὥστε τὰς ὁμολόγους αὐτῶν πλευρὰς καὶ
παραλλήλους εἶναι, αἱ λοιπαὶ τῶν τριγώνων πλευραὶ ἐπ᾽ εὐθείας ἔσονται·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 33 () Ἐν τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ γωνίαι τὸν αὐτὸν ἔχουσι λόγον
ταῖς περιφερείαις, ἐφ᾽ ὧν βεβήκασιν, ἐάν τε πρὸς τοῖς κέντροις ἐάν τε πρὸς ταῖς
περιφερείαις ὦσι βεβηκυῖαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσοι κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ, καὶ πρὸς μὲν τοῖς κέντροις
αὐτῶν τοῖς Η, Θ γωνίαι ἔστωσαν αἱ ὑπὸ ΒΗΓ, ΕΘΖ, πρὸς δὲ ταῖς περι-
φερείαις αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΕΔΖ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΒΓ περιφέρεια πρὸς τὴν
ΕΖ περιφέρειαν, οὕτως ἥ τε ὑπὸ ΒΗΓ γωνία πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΘΖ καὶ ἡ ὑπὸ
ΒΑΓ πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΔΖ.

Κείσθωσαν γὰρ τῇ μὲν ΒΓ περιφερείᾳ ἴσαι κατὰ τὸ ἑξῆς ὁσαιδηπο-
τοῦν αἱ ΓΚ, ΚΛ, τῇ δὲ ΕΖ περιφερείᾳ ἴσαι ὁσαιδηποτοῦν αἱ ΖΜ, ΜΝ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΗΚ, ΗΛ, ΘΜ, ΘΝ.

Ἐπεὶ οὖν ἴσαι εἰσὶν αἱ ΒΓ, ΓΚ, ΚΛ περιφέρειαι ἀλλήλαις, ἴσαι εἰσὶ καὶ
αἱ ὑπὸ ΒΗΓ, ΓΗΚ, ΚΗΛ γωνίαι ἀλλήλαις· ὁσαπλασίων ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΛ
περιφέρεια τῆς ΒΓ, τοσαυταπλασίων ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΗΛ γωνία τῆς ὑπὸ
ΒΗΓ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁσαπλασίων ἐστὶν ἡ ΝΕ περιφέρεια τῆς ΕΖ,
τοσαυταπλασίων ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΝΘΕ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΘΖ. εἰ ἄρα ἴση
ἐστὶν ἡ ΒΛ περιφέρεια τῇ ΕΝ περιφερείᾳ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΒΗΛ
τῇ ὑπὸ ΕΘΝ, καὶ εἰ μείζων ἐστὶν ἡ ΒΛ περιφέρεια τῆς ΕΝ περιφερείας,
μείζων ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΗΛ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΘΝ, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἐλάσσων.
τεσσάρων δὴ ὄντων μεγεθῶν, δύο μὲν περιφερειῶν τῶν ΒΓ, ΕΖ, δύο δὲ
γωνιῶν τῶν ὑπὸ ΒΗΓ, ΕΘΖ, εἴληπται τῆς μὲν ΒΓ περιφερείας καὶ τῆς ὑπὸ
ΒΗΓ γωνίας ἰσάκις πολλαπλασίων ἥ τε ΒΛ περιφέρεια καὶ ἡ ὑπὸ ΒΗΛ
γωνία, τῆς δὲ ΕΖ περιφερείας καὶ τῆς ὑπὸ ΕΘΖ γωνίας ἥ τε ΕΝ περιφέρεια
καὶ ἡ ὑπὸ ΕΘΝ γωνία. καὶ δέδεικται, ὅτι εἰ ὑπερέχει ἡ ΒΛ περιφέρεια τῆς
ΕΝ περιφερείας, ὑπερέχει καὶ ἡ ὑπὸ ΒΗΛ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΘΝ γωνίας,
καὶ εἰ ἴση, ἴση, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἐλάσσων. ἔστιν ἄρα, ὡς ἡ ΒΓ περιφέρεια
πρὸς τὴν ΕΖ, οὕτως ἡ ὑπὸ ΒΗΓ γωνία πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΘΖ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ὑπὸ
ΒΗΓ γωνία πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΘΖ, οὕτως ἡ ὑπὸ ΒΑΓ πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΔΖ·
διπλασία γὰρ ἑκατέρα ἑκατέρας. καὶ ὡς ἄρα ἡ ΒΓ περιφέρεια πρὸς τὴν ΕΖ
περιφέρειαν, οὕτως ἥ τε ὑπὸ ΒΗΓ γωνία πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΘΖ καὶ ἡ ὑπὸ
ΒΑΓ πρὸς τὴν ὑπὸ ΕΔΖ.

Ἐν ἄρα τοῖς ἴσοις κύκλοις αἱ γωνίαι τὸν αὐτὸν ἔχουσι λόγον ταῖς πε-
ριφερείαις, ἐφ᾽ ὧν βεβήκασιν, ἐάν τε πρὸς τοῖς κέντροις ἐάν τε πρὸς ταῖς
περιφερείαις ὦσι βεβηκυῖαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Βιβλίο 7ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Μονάς ἐστιν, καθ᾽ ἣν ἕκαστον τῶν ὄντων ἓν λέγεται.

(ὁρ. 2) Ἀριθμὸς δὲ τὸ ἐκ μονάδων συγκείμενον πλῆθος.

(ὁρ. 3) Μέρος ἐστὶν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ ὁ ἐλάσσων τοῦ μείζονος, ὅταν κα-
ταμετρῇ τὸν μείζονα.

(ὁρ. 4) Μέρη δέ, ὅταν μὴ καταμετρῇ.

(ὁρ. 5) Πολλαπλάσιος δὲ ὁ μείζων τοῦ ἐλάσσονος, ὅταν καταμετρῆται
ὑπὸ τοῦ ἐλάσσονος.

(ὁρ. 6) Ἄρτιος ἀριθμός ἐστιν ὁ δίχα διαιρούμενος.

(ὁρ. 7) Περισσὸς δὲ ὁ μὴ διαιρούμενος δίχα ἢ [ὁ] μονάδι διαφέρων ἀρτίου
ἀριθμοῦ.

(ὁρ. 8) Ἀρτιάκις ἄρτιος ἀριθμός ἐστιν ὁ ὑπὸ ἀρτίου ἀριθμοῦ μετρούμενος
κατὰ ἄρτιον ἀριθμόν.

(ὁρ. 9) Ἀρτιάκις δὲ περισσός ἐστιν ὁ ὑπὸ ἀρτίου ἀριθμοῦ μετρούμενος
κατὰ περισσὸν ἀριθμόν.

(ὁρ. 10) [Περισσάκις ἀρτιός ἐστιν ὁ ὑπὸ περισσοῦ ἀριθμοῦ μετρούμενος
κατὰ ἄρτιον ἀριθμόν].

(ὁρ. 11) Περισσάκις δὲ περισσὸς ἀριθμός ἐστιν ὁ ὑπὸ περισσοῦ ἀριθμοῦ
μετρούμενος κατὰ περισσὸν ἀριθμόν.

(ὁρ. 12) Πρῶτος ἀριθμός ἐστιν ὁ μονάδι μόνῃ μετρούμενος.

(ὁρ. 13) Πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἀριθμοί εἰσιν οἱ μονάδι μόνῃ μετρούμενοι
κοινῷ μέτρῳ.
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(ὁρ. 14) Σύνθετος ἀριθμός ἐστιν ὁ ἀριθμῷ τινι μετρούμενος.

(ὁρ. 15) Σύνθετοι δὲ πρὸς ἀλλήλους ἀριθμοί εἰσιν οἱ ἀριθμῷ τινι μετρούμε-
νοι κοινῷ μέτρῳ.

(ὁρ. 16) Ἀριθμὸς ἀριθμὸν πολλαπλασιάζειν λέγεται, ὅταν, ὅσαι εἰσὶν ἐν
αὐτῷ μονάδες, τοσαυτάκις συντεθῇ ὁ πολλαπλασιαζόμενος, καὶ
γένηταί τις.

(ὁρ. 17) Ὅταν δὲ δύο ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί τινα,
ὁ γενόμενος ἐπίπεδος καλεῖται, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ οἱ πολλαπλα-
σιάσαντες ἀλλήλους ἀριθμοί.

(ὁρ. 18) Ὅταν δὲ τρεῖς ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί τινα,
ὁ γενόμενος στερεός ἐστιν, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ οἱ πολλαπλασιάσα-
ντες ἀλλήλους ἀριθμοί.

(ὁρ. 19) Τετράγωνος ἀριθμός ἐστιν ὁ ἰσάκις ἴσος ἢ [ὁ] ὑπὸ δύο ἴσων ἀριθ-
μῶν περιεχόμενος.

(ὁρ. 20) Κύβος δὲ ὁ ἰσάκις ἴσος ἰσάκις ἢ [ὁ] ὑπὸ τριῶν ἴσων ἀριθμῶν
περιεχόμενος.

(ὁρ. 21) Ἀριθμοὶ ἀνάλογόν εἰσιν, ὅταν ὁ πρῶτος τοῦ δευτέρου καὶ ὁ τρίτος
τοῦ τετάρτου ἰσάκις ᾖ πολλαπλάσιος ἢ τὸ αὐτὸ μέρος ἢ τὰ αὐτὰ
μέρη ὦσιν.

(ὁρ. 22) Ὅμοιοι ἐπίπεδοι καὶ στερεοὶ ἀριθμοί εἰσιν οἱ ἀνάλογον ἔχοντες
τὰς πλευράς.

(ὁρ. 23) Τέλειος ἀριθμός ἐστιν ὁ τοῖς ἑαυτοῦ μέρεσιν ἴσος ὤν.

Πρότασις 34 () Δύο ἀριθμῶν ἀνίσων ἐκκειμένων, ἀνθυφαιρουμένου δὲ ἀεὶ
τοῦ ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ μείζονος, ἐὰν ὁ λειπόμενος μηδέποτε καταμετρῇ τὸν
πρὸ ἑαυτοῦ, ἕως οὗ λειφθῇ μονάς, οἱ ἐξ ἀρχῆς ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ [ἀνίσων] ἀριθμῶν τῶν ΑΒ, ΓΔ ἀνθυφαιρουμένου ἀεὶ
τοῦ ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ μείζονος ὁ λειπόμενος μηδέποτε καταμετρείτω
τὸν πρὸ ἑαυτοῦ, ἕως οὗ λειφθῇ μονάς· λέγω, ὅτι οἱ ΑΒ, ΓΔ πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν, τουτέστιν ὅτι τοὺς ΑΒ, ΓΔ μονὰς μόνη μετρεῖ.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ ΑΒ, ΓΔ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει τις αὐτοὺς
ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Ε· καὶ ὁ μὲν ΓΔ τὸν ΒΖ μετρῶν λειπέτω ἑαυ-
τοῦ ἐλάσσονα τὸν ΖΑ, ὁ δὲ ΑΖ τὸν ΔΗ μετρῶν λειπέτω ἑαυτοῦ ἐλάσσονα
τὸν ΗΓ, ὁ δὲ ΗΓ τὸν ΖΘ μετρῶν λειπέτω μονάδα τὴν ΘΑ.
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Ἐπεὶ οὖν ὁ Ε τὸν ΓΔ μετρεῖ, ὁ δὲ ΓΔ τὸν ΒΖ μετρεῖ καὶ ὁ Ε ἄρα τὸν
ΒΖ μετρεῖ· μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸν ΒΑ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸν ΑΖ μετρήσει. ὁ
δὲ ΑΖ τὸν ΔΗ μετρεῖ· καὶ ὁ Ε ἄρα τὸν ΔΗ μετρεῖ· μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸν
ΔΓ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸν ΓΗ μετρήσει. ὁ δὲ ΓΗ τὸν ΖΘ μετρεῖ· καὶ ὁ Ε ἄρα
τὸν ΖΘ μετρεῖ· μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸν ΖΑ· καὶ λοιπὴν ἄρα τὴν ΑΘ μονάδα
μετρήσει ἀριθμὸς ὤν· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοὺς ΑΒ, ΓΔ ἀριθμοὺς
μετρήσει τις ἀριθμός· οἱ ΑΒ, ΓΔ ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 35 () Δύο ἀριθμῶν δοθέντων μὴ πρώτων πρὸς ἀλλήλους τὸ
μέγιστον αὐτῶν κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες δύο ἀριθμοὶ μὴ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
οἱ ΑΒ, ΓΔ. δεῖ δὴ τῶν ΑΒ, ΓΔ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Εἰ μὲν οὖν ὁ ΓΔ τὸν ΑΒ μετρεῖ, μετρεῖ δὲ καὶ ἑαυτόν, ὁ ΓΔ ἄρα τῶν ΓΔ,
ΑΒ κοινὸν μέτρον ἐστίν. καὶ φανερόν, ὅτι καὶ μέγιστον· οὐδεὶς γὰρ μείζων
τοῦ ΓΔ τὸν ΓΔ μετρήσει.

Εἰ δὲ οὐ μετρεῖ ὁ ΓΔ τὸν ΑΒ, τῶν ΑΒ, ΓΔ ἀνθυφαιρουμένου ἀεὶ τοῦ
ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ μείζονος λειφθήσεταί τις ἀριθμός, ὃς μετρήσει τὸν πρὸ
ἑαυτοῦ. μονὰς μὲν γὰρ οὐ λειφθήσεται· εἰ δὲ μή, ἔσονται οἱ ΑΒ, ΓΔ πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ οὐχ ὑπόκειται. λειφθήσεταί τις ἄρα ἀριθμός, ὃς με-
τρήσει τὸν πρὸ ἑαυτοῦ. καὶ ὁ μὲν ΓΔ τὸν ΒΕ μετρῶν λειπέτω ἑαυτοῦ
ἐλάσσονα τὸν ΕΑ, ὁ δὲ ΕΑ τὸν ΔΖ μετρῶν λειπέτω ἑαυτοῦ ἐλάσσονα τὸν
ΖΓ, ὁ δὲ ΓΖ τὸν ΑΕ μετρείτω. ἐπεὶ οὖν ὁ ΓΖ τὸν ΑΕ μετρεῖ, ὁ δὲ ΑΕ τὸν
ΔΖ μετρεῖ, καὶ ὁ ΓΖ ἄρα τὸν ΔΖ μετρήσει· μετρεῖ δὲ καὶ ἑαυτόν· καὶ ὅλον
ἄρα τὸν ΓΔ μετρήσει. ὁ δὲ ΓΔ τὸν ΒΕ μετρεῖ· καὶ ὁ ΓΖ ἄρα τὸν ΒΕ μετρεῖ·
μετρεῖ δὲ καὶ τὸν ΕΑ· καὶ ὅλον ἄρα τὸν ΒΑ μετρήσει· μετρεῖ δὲ καὶ τὸν ΓΔ·
ὁ ΓΖ ἄρα τοὺς ΑΒ, ΓΔ μετρεῖ. ὁ ΓΖ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ κοινὸν μέτρον ἐστίν.
λέγω δή, ὅτι καὶ μέγιστον. εἰ γὰρ μή ἐστιν ὁ ΓΖ τῶν ΑΒ, ΓΔ μέγιστον
κοινὸν μέτρον, μετρήσει τις τοὺς ΑΒ, ΓΔ ἀριθμοὺς ἀριθμὸς μείζων ὢν τοῦ
ΓΖ. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Η. καὶ ἐπεὶ ὁ Η τὸν ΓΔ μετρεῖ, ὁ δὲ ΓΔ τὸν ΒΕ
μετρεῖ, καὶ ὁ Η ἄρα τὸν ΒΕ μετρεῖ· μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸν ΒΑ· καὶ λοιπὸν
ἄρα τὸν ΑΕ μετρήσει. ὁ δὲ ΑΕ τὸν ΔΖ μετρεῖ· καὶ ὁ Η ἄρα τὸν ΔΖ μετρήσει·
μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸν ΔΓ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸν ΓΖ μετρήσει ὁ μείζων τὸν
ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· οὐκ ἄρα τοὺς ΑΒ, ΓΔ ἀριθμοὺς ἀριθμός
τις μετρήσει μείζων ὢν τοῦ ΓΖ· ὁ ΓΖ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ μέγιστόν ἐστι κοινὸν
μέτρον· [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν ἀριθμὸς δύο ἀριθμοὺς μετρῇ, καὶ τὸ

μέγιστον αὐτῶν κοινὸν μέτρον μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 36 () Τριῶν ἀριθμῶν δοθέντων μὴ πρώτων πρὸς ἀλλήλους τὸ
μέγιστον αὐτῶν κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες τρεῖς ἀριθμοὶ μὴ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
οἱ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ τῶν Α, Β, Γ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Εἰλήφθω γὰρ δύο τῶν Α, Β τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον ὁ Δ· ὁ δὴ Δ τὸν
Γ ἤτοι μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ. μετρείτω πρότερον· μετρεῖ δὲ καὶ τοὺς Α, Β· ὁ Δ
ἄρα τοὺς Α, Β, Γ μετρεῖ· ὁ Δ ἄρα τῶν Α, Β, Γ κοινὸν μέτρον ἐστίν. λέγω δή,
ὅτι καὶ μέγιστον. εἰ γὰρ μή ἐστιν ὁ Δ τῶν Α, Β, Γ μέγιστον κοινὸν μέτρον,
μετρήσει τις τοὺς Α, Β, Γ ἀριθμοὺς ἀριθμὸς μείζων ὢν τοῦ Δ. μετρείτω, καὶ
ἔστω ὁ Ε. ἐπεὶ οὖν ὁ Ε τοὺς Α, Β, Γ μετρεῖ, καὶ τοὺς Α, Β ἄρα μετρήσει· καὶ
τὸ τῶν Α, Β ἄρα μέγιστον κοινὸν μέτρον μετρήσει. τὸ δὲ τῶν Α, Β μέγιστον
κοινὸν μέτρον ἐστὶν ὁ Δ· ὁ Ε ἄρα τὸν Δ μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοὺς Α, Β, Γ ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει μείζων
ὢν τοῦ Δ· ὁ Δ ἄρα τῶν Α, Β, Γ μέγιστόν ἐστι κοινὸν μέτρον.

Μὴ μετρείτω δὴ ὁ Δ τὸν Γ· λέγω πρῶτον, ὅτι οἱ Γ, Δ οὔκ εἰσι πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους. ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β, Γ οὔκ εἰσι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει
τις αὐτοὺς ἀριθμός. ὁ δὴ τοὺς Α, Β, Γ μετρῶν καὶ τοὺς Α, Β μετρήσει, καὶ
τὸ τῶν Α, Β μέγιστον κοινὸν μέτρον τὸν Δ μετρήσει· μετρεῖ δὲ καὶ τὸν Γ·
τοὺς Δ, Γ ἄρα ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει· οἱ Δ, Γ ἄρα οὔκ εἰσι πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους. εἰλήφθω οὖν αὐτῶν τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον ὁ Ε. καὶ
ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Δ μετρεῖ, ὁ δὲ Δ τοὺς Α, Β μετρεῖ, καὶ ὁ Ε ἄρα τοὺς Α, Β μετρεῖ·
μετρεῖ δὲ καὶ τὸν Γ· ὁ Ε ἄρα τοὺς Α, Β, Γ μετρεῖ· ὁ Ε ἄρα τῶν Α, Β, Γ κοινόν
ἐστι μέτρον. λέγω δή, ὅτι καὶ μέγιστον. εἰ γὰρ μή ἐστιν ὁ Ε τῶν Α, Β, Γ τὸ
μέγιστον κοινὸν μέτρον, μετρήσει τις τοὺς Α, Β, Γ ἀριθμοὺς ἀριθμὸς μείζων
ὢν τοῦ Ε. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Ζ. καὶ ἐπεὶ ὁ Ζ τοὺς Α, Β, Γ μετρεῖ, καὶ
τοὺς Α, Β μετρεῖ· καὶ τὸ τῶν Α, Β ἄρα μέγιστον κοινὸν μέτρον μετρήσει.
τὸ δὲ τῶν Α, Β μέγιστον κοινὸν μέτρον ἐστὶν ὁ Δ· ὁ Ζ ἄρα τὸν Δ μετρεῖ·
μετρεῖ δὲ καὶ τὸν Γ· ὁ Ζ ἄρα τοὺς Δ, Γ μετρεῖ· καὶ τὸ τῶν Δ, Γ ἄρα μέγιστον
κοινὸν μέτρον μετρήσει. τὸ δὲ τῶν Δ, Γ μέγιστον κοινὸν μέτρον ἐστὶν ὁ Ε·
ὁ Ζ ἄρα τὸν Ε μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα τοὺς Α, Β, Γ ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει μείζων ὢν τοῦ Ε· ὁ Ε ἄρα
τῶν Α, Β, Γ μέγιστόν ἐστι κοινὸν μέτρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 37 () Ἅπας ἀριθμὸς παντὸς ἀριθμοῦ ὁ ἐλάσσων τοῦ μείζονος
ἤτοι μέρος ἐστὶν ἢ μέρη.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ Α, ΒΓ, καὶ ἔστω ἐλάσσων ὁ ΒΓ· λέγω,
ὅτι ὁ ΒΓ τοῦ Α ἤτοι μέρος ἐστὶν ἢ μέρη.
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Οἱ Α, ΒΓ γὰρ ἤτοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ἢ οὔ. ἔστωσαν πρότερον
οἱ Α, ΒΓ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. διαιρεθέντος δὴ τοῦ ΒΓ εἰς τὰς ἐν αὐτῷ
μονάδας ἔσται ἑκάστη μονὰς τῶν ἐν τῷ ΒΓ μέρος τι τοῦ Α· ὥστε μέρη
ἐστὶν ὁ ΒΓ τοῦ Α.

Μὴ ἔστωσαν δὴ οἱ Α, ΒΓ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους· ὁ δὴ ΒΓ τὸν Α ἤτοι
μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ. εἰ μὲν οὖν ὁ ΒΓ τὸν Α μετρεῖ, μέρος ἐστὶν ὁ ΒΓ τοῦ Α.
εἰ δὲ οὔ, εἰλήφθω τῶν Α, ΒΓ μέγιστον κοινὸν μέτρον ὁ Δ, καὶ διῃρήσθω ὁ
ΒΓ εἰς τοὺς τῷ Δ ἴσους τοὺς ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ τὸν Α μετρεῖ, μέρος
ἐστὶν ὁ Δ τοῦ Α· ἴσος δὲ ὁ Δ ἑκάστῳ τῶν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ· καὶ ἕκαστος ἄρα
τῶν ΒΕ, ΕΖ, ΖΓ τοῦ Α μέρος ἐστίν· ὥστε μέρη ἐστὶν ὁ ΒΓ τοῦ Α.

Ἅπας ἄρα ἀριθμὸς παντὸς ἀριθμοῦ ὁ ἐλάσσων τοῦ μείζονος ἤτοι μέρος
ἐστὶν ἢ μέρη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 38 () Ἐὰν ἀριθμός ἀριθμοῦ μέρος ᾖ, καὶ ἕτερος ἑτέρου τὸ αὐτὸ
μέρος ᾖ, καὶ συναμφότερος συναμφοτέρου τὸ αὐτὸ μέρος ἔσται, ὅπερ ὁ εἷς τοῦ
ἑνός.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α [ἀριθμοῦ] τοῦ ΒΓ μέρος ἔστω, καὶ ἕτερος ὁ Δ
ἑτέρου τοῦ ΕΖ τὸ αὐτὸ μέρος, ὅπερ ὁ Α τοῦ ΒΓ· λέγω, ὅτι καὶ συναμφότερος
ὁ Α, Δ συναμφοτέρου τοῦ ΒΓ, ΕΖ τὸ αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὁ Α τοῦ ΒΓ.

Ἐπεὶ γάρ, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ Α τοῦ ΒΓ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Δ τοῦ
ΕΖ, ὅσοι ἄρα εἰσὶν ἐν τῷ ΒΓ ἀριθμοὶ ἴσοι τῷ Α, τοσοῦτοί εἰσι καὶ ἐν τῷ
ΕΖ ἀριθμοὶ ἴσοι τῷ Δ. διῃρήσθω ὁ μὲν ΒΓ εἰς τοὺς τῷ Α ἴσους τοὺς ΒΗ,
ΗΓ, ὁ δὲ ΕΖ εἰς τοὺς τῷ Δ ἴσους τοὺς ΕΘ, ΘΖ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος
τῶν ΒΗ, ΗΓ τῷ πλήθει τῶν ΕΘ, ΘΖ. καὶ ἐπεὶ ἴσος ἐστὶν ὁ μὲν ΒΗ τῷ Α,
ὁ δὲ ΕΘ τῷ Δ, καὶ οἱ ΒΗ, ΕΘ ἄρα τοῖς Α, Δ ἴσοι. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ οἱ
ΗΓ, ΘΖ τοῖς Α, Δ. ὅσοι ἄρα [εἰσὶν] ἐν τῷ ΒΓ ἀριθμοὶ ἴσοι τῷ Α, τοσοῦτοί
εἰσι καὶ ἐν τοῖς ΒΓ, ΕΖ ἴσοι τοῖς Α, Δ. ὁσαπλασίων ἄρα ἐστὶν ὁ ΒΓ τοῦ Α,
τοσαυταπλασίων ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ ΒΓ, ΕΖ συναμφοτέρου τοῦ Α,
Δ. ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ Α τοῦ ΒΓ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ
Α, Δ συναμφοτέρου τοῦ ΒΓ, ΕΖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 39 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ μέρη ᾖ, καὶ ἕτερος ἑτέρου τὰ αὐτὰ
μέρη ᾖ, καὶ συναμφότερος συναμφοτέρου τὰ αὐτὰ μέρη ἔσται, ὅπερ ὁ εἷς τοῦ
ἑνός.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ ΑΒ ἀριθμοῦ τοῦ Γ μέρη ἔστω, καὶ ἕτερος ὁ ΔΕ
ἑτέρου τοῦ Ζ τὰ αὐτὰ μέρη, ἅπερ ὁ ΑΒ τοῦ Γ· λέγω, ὅτι καὶ συναμφότερος
ὁ ΑΒ, ΔΕ συναμφοτέρου τοῦ Γ, Ζ τὰ αὐτὰ μέρη ἐστίν, ἅπερ ὁ ΑΒ τοῦ Γ.
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Ἐπεὶ γάρ, ἃ μέρη ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ Γ, τὰ αὐτὰ μέρη καὶ ὁ ΔΕ τοῦ Ζ, ὅσα
ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ μέρη τοῦ Γ, τοσαῦτά ἐστι καὶ ἐν τῷ ΔΕ μέρη τοῦ Ζ.
διῃρήσθω ὁ μὲν ΑΒ εἰς τὰ τοῦ Γ μέρη τὰ ΑΗ, ΗΒ, ὁ δὲ ΔΕ εἰς τὰ τοῦ Ζ μέρη
τὰ ΔΘ, ΘΕ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ πλήθει τῶν ΔΘ, ΘΕ.
καὶ ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ Γ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΔΘ τοῦ Ζ, ὃ
ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ Γ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ ΑΗ,
ΔΘ συναμφοτέρου τοῦ Γ, Ζ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΗΒ τοῦ
Γ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ ΗΒ, ΘΕ συναμφοτέρου τοῦ Γ,
Ζ. ἃ ἄρα μέρη ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ Γ, τὰ αὐτὰ μέρη ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ
ΑΒ, ΔΕ συναμφοτέρου τοῦ Γ, Ζ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 40 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ μέρος ᾖ, ὅπερ ἀφαιρεθεὶς ἀφαιρε-
θέντος, καὶ ὁ λοιπὸς τοῦ λοιποῦ τὸ αὐτὸ μέρος ἔσται, ὅπερ ὁ ὅλος τοῦ ὅλου.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ ΑΒ ἀριθμοῦ τοῦ ΓΔ μέρος ἔστω, ὅπερ ἀφαιρεθεὶς
ὁ ΑΕ ἀφαιρεθέντος τοῦ ΓΖ· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὸς ὁ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ
αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὅλος ὁ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ.

Ὃ γὰρ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ αὐτὸ μέρος ἔστω καὶ ὁ ΕΒ τοῦ ΓΗ.
καὶ ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΕΒ τοῦ ΓΗ,
ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΒ τοῦ ΗΖ. ὃ
δὲ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ αὐτὸ μέρος ὑπόκειται καὶ ὁ ΑΒ τοῦ ΓΔ· ὃ
ἄρα μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΒ τοῦ ΗΖ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ τοῦ ΓΔ· ἴσος ἄρα
ἐστὶν ὁ ΗΖ τῷ ΓΔ. κοινὸς ἀφῃρήσθω ὁ ΓΖ· λοιπὸς ἄρα ὁ ΗΓ λοιπῷ τῷ
ΖΔ ἐστιν ἴσος. καὶ ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ αὐτὸ μέρος [ἐστὶ]
καὶ ὁ ΕΒ τοῦ ΗΓ, ἴσος δὲ ὁ ΗΓ τῷ ΖΔ, ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ,
τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΕΒ τοῦ ΖΔ. ἀλλὰ ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ, τὸ
αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΒ τοῦ ΓΔ· καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ
αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὅλος ὁ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 41 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ μέρη ᾖ, ἅπερ ἀφαιρεθεὶς ἀφαιρε-
θέντος, καὶ ὁ λοιπὸς τοῦ λοιποῦ τὰ αὐτὰ μέρη ἔσται, ἅπερ ὁ ὅλος τοῦ ὅλου.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ ΑΒ ἀριθμοῦ τοῦ ΓΔ μέρη ἔστω, ἅπερ ἀφαιρεθεὶς
ὁ ΑΕ ἀφαιρεθέντος τοῦ ΓΖ· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὸς ὁ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὰ
αὐτὰ μέρη ἐστίν, ἅπερ ὅλος ὁ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ.

Κείσθω γὰρ τῷ ΑΒ ἴσος ὁ ΗΘ. ἃ ἄρα μέρη ἐστὶν ὁ ΗΘ τοῦ ΓΔ, τὰ αὐτὰ
μέρη ἐστὶ καὶ ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ. διῃρήσθω ὁ μὲν ΗΘ εἰς τὰ τοῦ ΓΔ μέρη τὰ ΗΚ,
ΚΘ, ὁ δὲ ΑΕ εἰς τὰ τοῦ ΓΖ μέρη τὰ ΑΛ, ΛΕ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν
ΗΚ, ΚΘ τῷ πλήθει τῶν ΑΛ, ΛΕ. καὶ ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΗΚ τοῦ ΓΔ, τὸ
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αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΛ τοῦ ΓΖ, μείζων δὲ ὁ ΓΔ τοῦ ΓΖ, μείζων ἄρα καὶ ὁ
ΗΚ τοῦ ΑΛ. κείσθω τῷ ΑΛ ἴσος ὁ ΗΜ. ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΗΚ τοῦ ΓΔ, τὸ
αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΗΜ τοῦ ΓΖ· καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΜΚ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ
αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὅλος ὁ ΗΚ ὅλου τοῦ ΓΔ. πάλιν ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν
ὁ ΚΘ τοῦ ΓΔ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΕΛ τοῦ ΓΖ, μείζων δὲ ὁ ΓΔ τοῦ
ΓΖ, μείζων ἄρα καὶ ὁ ΘΚ τοῦ ΕΛ. κείσθω τῷ ΕΛ ἴσος ὁ ΚΝ. ὃ ἄρα μέρος
ἐστὶν ὁ ΚΘ τοῦ ΓΔ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΚΝ τοῦ ΓΖ· καὶ λοιπὸς ἄρα
ὁ ΝΘ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὅλος ὁ ΚΘ ὅλου τοῦ ΓΔ.
ἐδείχθη δὲ καὶ λοιπὸς ὁ ΜΚ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ αὐτὸ μέρος ὤν, ὅπερ ὅλος ὁ
ΗΚ ὅλου τοῦ ΓΔ· καὶ συναμφότερος ἄρα ὁ ΜΚ, ΝΘ τοῦ ΔΖ τὰ αὐτὰ μέρη
ἐστίν, ἅπερ ὅλος ὁ ΘΗ ὅλου τοῦ ΓΔ. ἴσος δὲ συναμφότερος μὲν ὁ ΜΚ, ΝΘ
τῷ ΕΒ, ὁ δὲ ΘΗ τῷ ΒΑ· καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὰ αὐτὰ
μέρη ἐστίν, ἅπερ ὅλος ὁ ΑΒ ὅλου τοῦ ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 42 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ μέρος ᾖ, καὶ ἕτερος ἑτέρου τὸ αὐτὸ
μέρος ᾖ, καὶ ἐναλλάξ, ὃ μέρος ἐστὶν ἢ μέρη ὁ πρῶτος τοῦ τρίτου, τὸ αὐτὸ μέρος
ἔσται ἢ τὰ αὐτὰ μέρη καὶ ὁ δεύτερος τοῦ τετάρτου.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α ἀριθμοῦ τοῦ ΒΓ μέρος ἔστω, καὶ ἕτερος ὁ Δ
ἑτέρου τοῦ ΕΖ τὸ αὐτὸ μέρος, ὅπερ ὁ Α τοῦ ΒΓ· λέγω, ὅτι καὶ ἐναλλάξ, ὃ
μέρος ἐστὶν ὁ Α τοῦ Δ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΒΓ τοῦ ΕΖ ἢ μέρη.

Ἐπεὶ γὰρ ὃ μέρος ἐστὶν ὁ Α τοῦ ΒΓ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Δ τοῦ
ΕΖ, ὅσοι ἄρα εἰσὶν ἐν τῷ ΒΓ ἀριθμοὶ ἴσοι τῷ Α, τοσοῦτοί εἰσι καὶ ἐν τῷ
ΕΖ ἴσοι τῷ Δ. διῃρήσθω ὁ μὲν ΒΓ εἰς τοὺς τῷ Α ἴσους τοὺς ΒΗ, ΗΓ, ὁ δὲ
ΕΖ εἰς τοὺς τῷ Δ ἴσους τοὺς ΕΘ, ΘΖ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΒΗ,
ΗΓ τῷ πλήθει τῶν ΕΘ, ΘΖ.

Καὶ ἐπεὶ ἴσοι εἰσὶν οἱ ΒΗ, ΗΓ ἀριθμοὶ ἀλλήλοις, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ ΕΘ, ΘΖ
ἀριθμοὶ ἴσοι ἀλλήλοις, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΒΗ, ΗΓ τῷ πλήθει
τῶν ΕΘ, ΘΖ, ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΒΗ τοῦ ΕΘ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ
καὶ ὁ ΗΓ τοῦ ΘΖ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη· ὥστε καὶ ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΒΗ τοῦ ΕΘ ἢ
μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ συναμφότερος ὁ ΒΓ συναμφοτέρου τοῦ ΕΖ ἢ
τὰ αὐτὰ μέρη. ἴσος δὲ ὁ μὲν ΒΗ τῷ Α, ὁ δὲ ΕΘ τῷ Δ· ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν
ὁ Α τοῦ Δ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΒΓ τοῦ ΕΖ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 43 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἀριθμοῦ μέρη ᾖ, καὶ ἕτερος ἑτέρου τὰ αὐτὰ
μέρη ᾖ, καὶ ἐναλλάξ, ἃ μέρη ἐστὶν ὁ πρῶτος τοῦ τρίτου ἢ μέρος, τὰ αὐτὰ μέρη
ἔσται καὶ ὁ δεύτερος τοῦ τετάρτου ἢ τὸ αὐτὸ μέρος.
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Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ ΑΒ ἀριθμοῦ τοῦ Γ μέρη ἔστω, καὶ ἕτερος ὁ ΔΕ
ἑτέρου τοῦ Ζ τὰ αὐτὰ μέρη· λέγω, ὅτι καὶ ἐναλλάξ, ἃ μέρη ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ
ΔΕ ἢ μέρος, τὰ αὐτὰ μέρη ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Ζ ἢ τὸ αὐτὸ μέρος.

Ἐπεὶ γάρ, ἃ μέρη ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ Γ, τὰ αὐτὰ μέρη ἐστὶ καὶ ὁ ΔΕ τοῦ
Ζ, ὅσα ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΑΒ μέρη τοῦ Γ, τοσαῦτα καὶ ἐν τῷ ΔΕ μέρη τοῦ
Ζ. διῃρήσθω ὁ μὲν ΑΒ εἰς τὰ τοῦ Γ μέρη τὰ ΑΗ, ΗΒ, ὁ δὲ ΔΕ εἰς τὰ τοῦ
Ζ μέρη τὰ ΔΘ, ΘΕ· ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ πλήθει τῶν
ΔΘ, ΘΕ. καὶ ἐπεί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ Γ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΔΘ
τοῦ Ζ, καὶ ἐναλλάξ, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ ΔΘ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ
καὶ ὁ Γ τοῦ Ζ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καί, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΗΒ
τοῦ ΘΕ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Ζ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη· ὥστε
καί [ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ ΔΘ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΗΒ τοῦ
ΘΕ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη· καὶ ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ ΔΘ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ
μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΒ τοῦ ΔΕ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη· ἀλλ᾽ ὃ μέρος ἐστὶν ὁ ΑΗ τοῦ
ΔΘ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐδείχθη καὶ ὁ Γ τοῦ Ζ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη, καὶ] ἃ
[ἄρα] μέρη ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ ΔΕ ἢ μέρος, τὰ αὐτὰ μέρη ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Ζ
ἢ τὸ αὐτὸ μέρος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 44 () Ἐὰν ᾖ ὡς ὅλος πρὸς ὅλον, οὕτως ἀφαιρεθεὶς πρὸς ἀφαι-
ρεθέντα, καὶ ὁ λοιπὸς πρὸς τὸν λοιπὸν ἔσται, ὡς ὅλος πρὸς ὅλον.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὡς ὅλος ὁ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸν ΓΔ, οὕτως ἀφαιρεθεὶς ὁ ΑΕ
πρὸς ἀφαιρεθέντα τὸν ΓΖ· λέγω, ὅτι καὶ λοιπὸς ὁ ΕΒ πρὸς λοιπὸν τὸν ΖΔ
ἐστιν, ὡς ὅλος ὁ ΑΒ πρὸς ὅλον τὸν ΓΔ.

Ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΑΒ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως ὁ ΑΕ πρὸς τὸν ΓΖ, ὃ ἄρα μέρος
ἐστὶν ὁ ΑΒ τοῦ ΓΔ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ ΑΕ τοῦ ΓΖ ἢ τὰ αὐτὰ
μέρη. καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΕΒ λοιποῦ τοῦ ΖΔ τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶν ἢ μέρη,
ἅπερ ὁ ΑΒ τοῦ ΓΔ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΕΒ πρὸς τὸν ΖΔ, οὕτως ὁ ΑΒ πρὸς τὸν
ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 45 () Ἐὰν ὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἀνάλογον, ἔσται ὡς εἷς τῶν
ἡγουμένωνπρὸς ἕνα τῶν ἑπομένων, οὕτωςἅπαντες οἱ ἡγούμενοιπρὸςἅπαντας
τοὺς ἑπομένους.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὡς ὁ Α
πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β,
οὕτως οἱ Α, Γ πρὸς τοὺς Β, Δ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὃ ἄρα μέρος
ἐστὶν ὁ Α τοῦ Β ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Δ ἢ μέρη. καὶ
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συναμφότερος ἄρα ὁ Α, Γ συναμφοτέρου τοῦ Β, Δ τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶν ἢ
τὰ αὐτὰ μέρη, ἅπερ ὁ Α τοῦ Β. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως οἱ Α,
Γ πρὸς τοὺς Β, Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 46 () Ἐὰντέσσαρεςἀριθμοὶἀνάλογονὦσιν, καὶ ἐναλλὰξἀνάλο-
γον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὡς ὁ Α πρὸς
τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· λέγω, ὅτι καὶ ἐναλλὰξ ἀνάλογον ἔσονται, ὡς
ὁ Α πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Δ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὃ ἄρα μέρος
ἐστὶν ὁ Α τοῦ Β ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Δ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη.
ἐναλλὰξ ἄρα, ὃ μέρος ἐστὶν ὁ Α τοῦ Γ ἢ μέρη, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Β
τοῦ Δ ἢ τὰ αὐτὰ μέρη. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν
Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 47 () Ἐὰν ὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ καὶ ἄλλοι αὐτοῖς ἴσοι τὸ
πλῆθος σύνδυο λαμβανόμενοι καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ δι᾽ ἴσου ἐν τῷ αὐτῷ
λόγῳ ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ καὶ ἄλλοι αὐτοῖς ἴσοι
τὸ πλῆθος σύνδυο λαμβανόμενοι ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ οἱ Δ, Ε, Ζ, ὡς μὲν ὁ Α
πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ὡς δὲ ὁ Β πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Ε πρὸς
τὸν Ζ· λέγω, ὅτι καὶ δι᾽ ἴσου ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν
Ζ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ἐναλλὰξ ἄρα
ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Ε. πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Β
πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ, ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Ε,
οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ. ὡς δὲ ὁ Β πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Δ· καὶ
ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ· ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α
πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 48 () Ἐὰνμονὰςἀριθμόντιναμετρῇ, ἰσάκις δὲ ἕτεροςἀριθμὸςἄλ-
λον τινὰ ἀριθμὸν μετρῇ, καὶ ἐναλλὰξ ἰσάκις ἡ μονὰς τὸν τρίτον ἀριθμὸν μετρήσει
καὶ ὁ δεύτερος τὸν τέταρτον.

Ἀπόδειξις. Μονὰς γὰρ ἡ Α ἀριθμόν τινα τὸν ΒΓ μετρείτω, ἰσάκις δὲ ἕτερος
ἀριθμὸς ὁ Δ ἄλλον τινὰ ἀριθμὸν τὸν ΕΖ μετρείτω· λέγω, ὅτι καὶ ἐναλλὰξ
ἰσάκις ἡ Α μονὰς τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ ΒΓ τὸν ΕΖ.
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Ἐπεὶ γὰρ ἰσάκις ἡ Α μονὰς τὸν ΒΓ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Δ τὸν ΕΖ, ὅσαι
ἄρα εἰσὶν ἐν τῷ ΒΓ μονάδες, τοσοῦτοί εἰσι καὶ ἐν τῷ ΕΖ ἀριθμοὶ ἴσοι τῷ
Δ. διῃρήσθω ὁ μὲν ΒΓ εἰς τὰς ἐν ἑαυτῷ μονάδας τὰς ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ, ὁ δὲ
ΕΖ εἰς τοὺς τῷ Δ ἴσους τοὺς ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ. ἔσται δὴ ἴσον τὸ πλῆθος τῶν
ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ τῷ πλήθει τῶν ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ. καὶ ἐπεὶ ἴσαι εἰσὶν αἱ ΒΗ, ΗΘ,
ΘΓ μονάδες ἀλλήλαις, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ ΕΚ, ΚΛ, ΛΖ ἀριθμοὶ ἴσοι ἀλλήλοις, καί
ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΒΗ, ΗΘ, ΘΓ μονάδων τῷ πλήθει τῶν ΕΚ, ΚΛ,
ΛΖ ἀριθμῶν, ἔσται ἄρα ὡς ἡ ΒΗ μονὰς πρὸς τὸν ΕΚ ἀριθμόν, οὕτως ἡ ΗΘ
μονὰς πρὸς τὸν ΚΛ ἀριθμὸν καὶ ἡ ΘΓ μονὰς πρὸς τὸν ΛΖ ἀριθμόν. ἔσται
ἄρα καὶ ὡς εἷς τῶν ἡγουμένων πρὸς ἕνα τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντες οἱ
ἡγούμενοι πρὸς ἅπαντας τοὺς ἑπομένους· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΗ μονὰς πρὸς
τὸν ΕΚ ἀριθμόν, οὕτως ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΕΖ. ἴση δὲ ἡ ΒΗ μονὰς τῇ Α μονάδι,
ὁ δὲ ΕΚ ἀριθμὸς τῷ Δ ἀριθμῷ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α μονὰς πρὸς τὸν Δ ἀριθμόν,
οὕτως ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΕΖ. ἰσάκις ἄρα ἡ Α μονὰς τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ
ὁ ΒΓ τὸν ΕΖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 49 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί
τινας, οἱ γενόμενοι ἐξ αὐτῶν ἴσοι ἀλλήλοις ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ ὁ μὲν Α τὸν Β πολλαπλα-
σιάσας τὸν Γ ποιείτω, ὁ δὲ Β τὸν Α πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· λέγω,
ὅτι ἴσος ἐστὶν ὁ Γ τῷ Δ.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ὁ Β ἄρα τὸν Γ
μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Ε μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν
κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἰσάκις ἄρα ἡ Ε μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ
ὁ Β τὸν Γ. ἐναλλὰξ ἄρα ἰσάκις ἡ Ε μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Α τὸν
Γ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Β τὸν Α πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ὁ Α ἄρα τὸν
Δ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Β μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Ε μονὰς τὸν Β κατὰ
τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἰσάκις ἄρα ἡ Ε μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Α
τὸν Δ. ἰσάκις δὲ ἡ Ε μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν ἐμέτρει καὶ ὁ Α τὸν Γ· ἰσάκις ἄρα
ὁ Α ἑκάτερον τῶν Γ, Δ μετρεῖ. ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ Γ τῷ Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 50 () Ἐὰν ἀριθμὸς δύο ἀριθμοὺς πολλαπλασιάσας ποιῇ τινας,
οἱ γενόμενοι ἐξ αὐτῶν τὸν αὐτὸν ἕξουσι λόγον τοῖς πολλαπλασιασθεῖσιν.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α δύο ἀριθμοὺς τοὺς Β, Γ πολλαπλασιάσας τοὺς
Δ, Ε ποιείτω· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ὁ Β ἄρα τὸν Δ
μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Ζ μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν
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κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἰσάκις ἄρα ἡ Ζ μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ
ὁ Β τὸν Δ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Ζ μονὰς πρὸς τὸν Α ἀριθμόν, οὕτως ὁ Β πρὸς
τὸν Δ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ἡ Ζ μονὰς πρὸς τὸν Α ἀριθμόν, οὕτως ὁ Γ
πρὸς τὸν Ε· καὶ ὡς ἄρα ὁ Β πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Ε. ἐναλλὰξ
ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 51 () Ἐὰνδύοἀριθμοὶἀριθμόντιναπολλαπλασιάσαντεςποιῶσί
τινας, οἱ γενόμενοι ἐξ αὐτῶν τὸν αὐτὸν ἕξουσι λόγον τοῖς πολλαπλασιάσασιν.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β ἀριθμόν τινα τὸν Γ πολλαπλασιάσαντες
τοὺς Δ, Ε ποιείτωσαν· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς
τὸν Ε.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, καὶ ὁ Γ ἄρα
τὸν Α πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Γ τὸν Β
πολλαπλασιάσας τὸν Ε πεποίηκεν. ἀριθμὸς δὴ ὁ Γ δύο ἀριθμοὺς τοὺς Α,
Β πολλαπλασιάσας τοὺς Δ, Ε πεποίηκεν. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β,
οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 52 () Ἐὰν τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογον ὦσιν, ὁ ἐκ πρώτου καὶ
τετάρτου γενόμενος ἀριθμὸς ἴσος ἔσται τῷ ἐκ δευτέρου καὶ τρίτου γενομένῳ
ἀριθμῷ· καὶ ἐὰν ὁ ἐκ πρώτου καὶ τετάρτου γενόμενος ἀριθμὸς ἴσος ᾖ τῷ ἐκ
δευτέρου καὶ τρίτου, οἱ τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὡς ὁ Α
πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, καὶ ὁ μὲν Α τὸν Δ πολλαπλασιάσας
τὸν Ε ποιείτω, ὁ δὲ Β τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Ζ ποιείτω· λέγω, ὅτι
ἴσος ἐστὶν ὁ Ε τῷ Ζ.

Ὁ γὰρ Α τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Η ποιείτω. ἐπεὶ οὖν ὁ Α τὸν
Γ πολλαπλασιάσας τὸν Η πεποίηκεν, τὸν δὲ Δ πολλαπλασιάσας τὸν Ε
πεποίηκεν, ἀριθμὸς δὴ ὁ Α δύο ἀριθμοὺς τοὺς Γ, Δ πολλαπλασιάσας τοὺς
Η, Ε πεποίηκεν. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ε.
ἀλλ᾽ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς
τὸν Β, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ε. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Α τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν
Η πεποίηκεν, ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Β τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Ζ πεποίηκεν,
δύο δὴ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β ἀριθμόν τινα τὸν Γ πολλαπλασιάσαντες τοὺς Η, Ζ
πεποιήκασιν. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ζ. ἀλλὰ
μὴν καὶ ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ε· καὶ ὡς ἄρα ὁ Η πρὸς
τὸν Ε, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ζ. ὁ Η ἄρα πρὸς ἑκάτερον τῶν Ε, Ζ τὸν αὐτὸν
ἔχει λόγον· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ Ε τῷ Ζ.
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Ἔστω δὴ πάλιν ἴσος ὁ Ε τῷ Ζ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β,
οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεὶ ἴσος ἐστὶν ὁ Ε τῷ Ζ, ἔστιν
ἄρα ὡς ὁ Η πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Ζ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ὁ Η πρὸς τὸν
Ε, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὡς δὲ ὁ Η πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β.
καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 53 () Οἱ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸναὐτὸν λόγον ἐχόντωναὐτοῖς
μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ
ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων
τοῖς Α, Β οἱ ΓΔ, ΕΖ· λέγω, ὅτι ἰσάκις ὁ ΓΔ τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ ΕΖ τὸν Β.

Ὁ ΓΔ γὰρ τοῦ Α οὔκ ἐστι μέρη. εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω· καὶ ὁ ΕΖ ἄρα
τοῦ Β τὰ αὐτὰ μέρη ἐστίν, ἅπερ ὁ ΓΔ τοῦ Α. ὅσα ἄρα ἐστὶν ἐν τῷ ΓΔ μέρη
τοῦ Α, τοσαῦτά ἐστι καὶ ἐν τῷ ΕΖ μέρη τοῦ Β. διῃρήσθω ὁ μὲν ΓΔ εἰς τὰ
τοῦ Α μέρη τὰ ΓΗ, ΗΔ, ὁ δὲ ΕΖ εἰς τὰ τοῦ Β μέρη τὰ ΕΘ, ΘΖ· ἔσται δὴ
ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΓΗ, ΗΔ τῷ πλήθει τῶν ΕΘ, ΘΖ. καὶ ἐπεὶ ἴσοι εἰσὶν
οἱ ΓΗ, ΗΔ ἀριθμοὶ ἀλλήλοις, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ ΕΘ, ΘΖ ἀριθμοὶ ἴσοι ἀλλήλοις,
καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν ΓΗ, ΗΔ τῷ πλήθει τῶν ΕΘ, ΘΖ, ἔστιν ἄρα
ὡς ὁ ΓΗ πρὸς τὸν ΕΘ, οὕτως ὁ ΗΔ πρὸς τὸν ΘΖ. ἔσται ἄρα καὶ ὡς εἷς
τῶν ἡγουμένων πρὸς ἕνα τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντες οἱ ἡγούμενοι πρὸς
ἅπαντας τοὺς ἑπομένους. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΓΗ πρὸς τὸν ΕΘ, οὕτως ὁ ΓΔ
πρὸς τὸν ΕΖ· οἱ ΓΗ, ΕΘ ἄρα τοῖς ΓΔ, ΕΖ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσὶν ἐλάσσονες
ὄντες αὐτῶν· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· ὑπόκεινται γὰρ οἱ ΓΔ, ΕΖ ἐλάχιστοι
τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς. οὐκ ἄρα μέρη ἐστὶν ὁ ΓΔ τοῦ Α·
μέρος ἄρα. καὶ ὁ ΕΖ τοῦ Β τὸ αὐτὸ μέρος ἐστίν, ὅπερ ὁ ΓΔ τοῦ Α· ἰσάκις
ἄρα ὁ ΓΔ τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ ΕΖ τὸν Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 54 () Οἱ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἀριθμοὶ ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν
αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἀριθμοὶ οἱ Α, Β· λέγω, ὅτι οἱ
Α, Β ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς.

Εἰ γὰρ μή, ἔσονταί τινες τῶν Α, Β ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ
ὄντες τοῖς Α, Β. ἔστωσαν οἱ Γ, Δ.

Ἐπεὶ οὖν οἱ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς
μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ
ὁ ἐλάττων τὸν ἐλάττονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ
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ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον, ἰσάκις ἄρα ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ Δ τὸν Β. ὁσάκις
δὴ ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ε. καὶ ὁ Δ ἄρα τὸν
Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ε μονάδας. καὶ ἐπεὶ ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν
τῷ Ε μονάδας, καὶ ὁ Ε ἄρα τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Γ μονάδας. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ ὁ Ε καὶ τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας. ὁ Ε ἄρα τοὺς
Α, Β μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
ἔσονταί τινες τῶν Α, Β ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ὄντες τοῖς Α,
Β. οἱ Α, Β ἄρα ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 55 () Οἱ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸναὐτὸν λόγον ἐχόντωναὐτοῖς
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων
αὐτοῖς οἱ Α, Β· λέγω, ὅτι οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Εἰ γὰρ μή εἰσι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει τις αὐτοὺς ἀριθμός.
μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Γ. καὶ ὁσάκις μὲν ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες
ἔστωσαν ἐν τῷ Δ, ὁσάκις δὲ ὁ Γ τὸν Β μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν
ἐν τῷ Ε.

Ἐπεὶ ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας, ὁ Γ ἄρα τὸν Δ
πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Γ τὸν Ε πολ-
λαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ἀριθμὸς δὴ ὁ Γ δύο ἀριθμοὺς τοὺς Δ, Ε
πολλαπλασιάσας τοὺς Α, Β πεποίηκεν· ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ε,
οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β· οἱ Δ, Ε ἄρα τοῖς Α, Β ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσὶν
ἐλάσσονες ὄντες αὐτῶν· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοὺς Α, Β ἀριθμοὺς
ἀριθμός τις μετρήσει. οἱ Α, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 56 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, ὁ τὸν ἕνα
αὐτῶν μετρῶν ἀριθμὸς πρὸς τὸν λοιπὸν πρῶτος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους οἱ Α, Β, τὸν δὲ
Α μετρείτω τις ἀριθμὸς ὁ Γ· λέγω, ὅτι καὶ οἱ Γ, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ Γ, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει [τις] τοὺς Γ, Β
ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Δ. ἐπεὶ ὁ Δ τὸν Γ μετρεῖ, ὁ δὲ Γ τὸν Α μετρεῖ,
καὶ ὁ Δ ἄρα τὸν Α μετρεῖ. μετρεῖ δὲ καὶ τὸν Β· ὁ Δ ἄρα τοὺς Α, Β μετρεῖ
πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοὺς Γ, Β
ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει. οἱ Γ, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 57 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρός τινα ἀριθμὸν πρῶτοι ὦσιν, καὶ ὁ ἐξ
αὐτῶν γενόμενος πρὸς τὸν αὐτὸν πρῶτος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πρός τινα ἀριθμὸν τὸν Γ πρῶτοι
ἔστωσαν, καὶ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· λέγω, ὅτι οἱ Γ,
Δ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ Γ, Δ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει [τις] τοὺς Γ, Δ
ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Ε. καὶ ἐπεὶ οἱ Γ, Α πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν, τὸν δὲ Γ μετρεῖ τις ἀριθμὸς ὁ Ε, οἱ Α, Ε ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν. ὁσάκις δὴ ὁ Ε τὸν Δ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ζ· καὶ
ὁ Ζ ἄρα τὸν Δ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ε μονάδας. ὁ Ε ἄρα τὸν Ζ πολλαπλα-
σιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν
Δ πεποίηκεν· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Ε, Ζ τῷ ἐκ τῶν Α, Β. ἐὰν δὲ ὁ ὑπὸ
τῶν ἄκρων ἴσος ᾖ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων, οἱ τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογόν εἰσιν·
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Ζ. οἱ δὲ Α, Ε πρῶτοι,
οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον
ἐχόντων αὐτοῖς μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων
τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν
ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον· ὁ Ε ἄρα τὸν Β μετρεῖ. μετρεῖ δὲ
καὶ τὸν Γ· ὁ Ε ἄρα τοὺς Β, Γ μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοὺς Γ, Δ ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει. οἱ Γ, Δ
ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 58 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, ὁ ἐκ τοῦ
ἑνὸς αὐτῶν γενόμενος πρὸς τὸν λοιπὸν πρῶτος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους οἱ Α, Β, καὶ ὁ
Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι οἱ Β, Γ πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν.

Κείσθω γὰρ τῷ Α ἴσος ὁ Δ. ἐπεὶ οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν,
ἴσος δὲ ὁ Α τῷ Δ, καὶ οἱ Δ, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἑκάτερος
ἄρα τῶν Δ, Α πρὸς τὸν Β πρῶτός ἐστιν· καὶ ὁ ἐκ τῶν Δ, Α ἄρα γενόμενος
πρὸς τὸν Β πρῶτος ἔσται. ὁ δὲ ἐκ τῶν Δ, Α γενόμενος ἀριθμός ἐστιν ὁ Γ.
οἱ Γ, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 59 () Ἐὰνδύοἀριθμοὶπρὸςδύοἀριθμοὺςἀμφότεροιπρὸςἑκάτε-
ρον πρῶτοι ὦσιν, καὶ οἱ ἐξ αὐτῶν γενόμενοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔσονται.
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Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πρὸς δύο ἀριθμοὺς τοὺς Γ, Δ ἀμφότεροι
πρὸς ἑκάτερον πρῶτοι ἔστωσαν, καὶ ὁ μὲν Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν
Ε ποιείτω, ὁ δὲ Γ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Ζ ποιείτω· λέγω, ὅτι οἱ Ε,
Ζ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Ἐπεὶ γὰρ ἑκάτερος τῶν Α, Β πρὸς τὸν Γ πρῶτός ἐστιν, καὶ ὁ ἐκ τῶν
Α, Β ἄρα γενόμενος πρὸς τὸν Γ πρῶτος ἔσται. ὁ δὲ ἐκ τῶν Α, Β γενόμενός
ἐστιν ὁ Ε· οἱ Ε, Γ ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ
οἱ Δ, Ε πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἑκάτερος ἄρα τῶν Γ, Δ πρὸς τὸν Ε
πρῶτός ἐστιν. καὶ ὁ ἐκ τῶν Γ, Δ ἄρα γενόμενος πρὸς τὸν Ε πρῶτος ἔσται.
ὁ δὲ ἐκ τῶν Γ, Δ γενόμενός ἐστιν ὁ Ζ. οἱ Ε, Ζ ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 60 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, καὶ πολ-
λαπλασιάσας ἑκάτερος ἑαυτὸν ποιῇ τινα, οἱ γενόμενοι ἐξ αὐτῶν πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους ἔσονται, κἂν οἱ ἐξ ἀρχῆς τοὺς γενομένους πολλαπλασιάσαντες ποι-
ῶσί τινας, κἀκεῖνοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔσονται [καὶ ἀεὶ περὶ τοὺς ἄκρους
τοῦτο συμβαίνει].

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους οἱ Α, Β, καὶ ὁ
Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Γ ποιείτω, τὸν δὲ Γ πολλαπλασιάσας
τὸν Δ ποιείτω, ὁ δὲ Β ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω, τὸν δὲ
Ε πολλαπλασιάσας τὸν Ζ ποιείτω· λέγω, ὅτι οἵ τε Γ, Ε καὶ οἱ Δ, Ζ πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, καὶ ὁ Α ἑαυτὸν πολλα-
πλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, οἱ Γ, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἐπεὶ
οὖν οἱ Γ, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, καὶ ὁ Β ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
τὸν Ε πεποίηκεν, οἱ Γ, Ε ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. πάλιν, ἐπεὶ οἱ
Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, καὶ ὁ Β ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Ε
πεποίηκεν, οἱ Α, Ε ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἐπεὶ οὖν δύο ἀριθμοὶ
οἱ Α, Γ πρὸς δύο ἀριθμοὺς τοὺς Β, Ε ἀμφότεροι πρὸς ἑκάτερον πρῶτοί
εἰσιν, καὶ ὁ ἐκ τῶν Α, Γ ἄρα γενόμενος πρὸς τὸν ἐκ τῶν Β, Ε πρῶτός ἐστιν.
καί ἐστιν ὁ μὲν ἐκ τῶν Α, Γ ὁ Δ, ὁ δὲ ἐκ τῶν Β, Ε ὁ Ζ. οἱ Δ, Ζ ἄρα πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 61 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, καὶ συναμ-
φότερος πρὸς ἑκάτερον αὐτῶν πρῶτος ἔσται· καὶ ἐὰν συναμφότερος πρὸς ἕνα
τινὰ αὐτῶν πρῶτος ᾖ, καὶ οἱ ἐξ ἀρχῆς ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔσονται.
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Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους οἱ ΑΒ,
ΒΓ· λέγω, ὅτι καὶ συναμφότερος ὁ ΑΓ πρὸς ἑκάτερον τῶν ΑΒ, ΒΓ πρῶτός
ἐστιν.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ ΓΑ, ΑΒ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει τις τοὺς
ΓΑ, ΑΒ ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Δ. ἐπεὶ οὖν ὁ Δ τοὺς ΓΑ, ΑΒ μετρεῖ,
καὶ λοιπὸν ἄρα τὸν ΒΓ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸν ΒΑ· ὁ Δ ἄρα τοὺς ΑΒ,
ΒΓ μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
τοὺς ΓΑ, ΑΒ ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει· οἱ ΓΑ, ΑΒ ἄρα πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.
ὁ ΓΑ ἄρα πρὸς ἑκάτερον τῶν ΑΒ, ΒΓ πρῶτός ἐστιν.

Ἔστωσαν δὴ πάλιν οἱ ΓΑ, ΑΒ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους· λέγω, ὅτι καὶ οἱ
ΑΒ, ΒΓ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ ΑΒ, ΒΓ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει τις τοὺς ΑΒ,
ΒΓ ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Δ. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ ἑκάτερον τῶν ΑΒ, ΒΓ
μετρεῖ, καὶ ὅλον ἄρα τὸν ΓΑ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸν ΑΒ· ὁ Δ ἄρα τοὺς
ΓΑ, ΑΒ μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα τοὺς ΑΒ, ΒΓ ἀριθμοὺς ἀριθμός τις μετρήσει. οἱ ΑΒ, ΒΓ ἄρα πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 62 () Ἅπαςπρῶτοςἀριθμὸςπρὸςἅπανταἀριθμόν, ὃν μὴμετρεῖ,
πρῶτός ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω πρῶτος ἀριθμὸς ὁ Α καὶ τὸν Β μὴ μετρείτω· λέγω, ὅτι
οἱ Β, Α πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ Β, Α πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, μετρήσει τις αὐτοὺς
ἀριθμός. μετρείτω ὁ Γ. ἐπεὶ ὁ Γ τὸν Β μετρεῖ, ὁ δὲ Α τὸν Β οὐ μετρεῖ, ὁ Γ
ἄρα τῷ Α οὔκ ἐστιν ὁ αὐτός. καὶ ἐπεὶ ὁ Γ τοὺς Β, Α μετρεῖ, καὶ τὸν Α ἄρα
μετρεῖ πρῶτον ὄντα μὴ ὢν αὐτῷ ὁ αὐτός· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
τοὺς Β, Α μετρήσει τις ἀριθμός. οἱ Α, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 63 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί
τινα, τὸν δὲ γενόμενον ἐξ αὐτῶν μετρῇ τις πρῶτος ἀριθμός, καὶ ἕνα τῶν ἐξ ἀρχῆς
μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους τὸν Γ
ποιείτωσαν, τὸν δὲ Γ μετρείτω τις πρῶτος ἀριθμὸς ὁ Δ· λέγω, ὅτι ὁ Δ ἕνα
τῶν Α, Β μετρεῖ.

Τὸν γὰρ Α μὴ μετρείτω· καί ἐστι πρῶτος ὁ Δ· οἱ Α, Δ ἄρα πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν. καὶ ὁσάκις ὁ Δ τὸν Γ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν
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ἐν τῷ Ε. ἐπεὶ οὖν ὁ Δ τὸν Γ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ε μονάδας, ὁ Δ ἄρα
τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Α τὸν Β πολ-
λαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Δ, Ε τῷ ἐκ τῶν
Α, Β. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Ε. οἱ δὲ Δ, Α
πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν
αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων τὸν
ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος τὸν
ἑπόμενον· ὁ Δ ἄρα τὸν Β μετρεῖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἐὰν τὸν Β μὴ
μετρῇ, τὸν Α μετρήσει. ὁ Δ ἄρα ἕνα τῶν Α, Β μετρεῖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 64 () Ἅπας σύνθετος ἀριθμὸς ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ με-
τρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω σύνθετος ἀριθμὸς ὁ Α· λέγω, ὅτι ὁ Α ὑπὸ πρώτου τινὸς
ἀριθμοῦ μετρεῖται.

Ἐπεὶ γὰρ σύνθετός ἐστιν ὁ Α, μετρήσει τις αὐτὸν ἀριθμός. μετρείτω, καὶ
ἔστω ὁ Β. καὶ εἰ μὲν πρῶτός ἐστιν ὁ Β, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν. εἰ δὲ
σύνθετος, μετρήσει τις αὐτὸν ἀριθμός. μετρείτω, καὶ ἔστω ὁ Γ. καὶ ἐπεὶ ὁ
Γ τὸν Β μετρεῖ, ὁ δὲ Β τὸν Α μετρεῖ, καὶ ὁ Γ ἄρα τὸν Α μετρεῖ. καὶ εἰ μὲν
πρῶτός ἐστιν ὁ Γ, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν. εἰ δὲ σύνθετος, μετρήσει τις
αὐτὸν ἀριθμός. τοιαύτης δὴ γινομένης ἐπισκέψεως ληφθήσεταί τις πρῶτος
ἀριθμός, ὃς μετρήσει. εἰ γὰρ οὐ ληφθήσεται, μετρήσουσι τὸν Α ἀριθμὸν
ἄπειροι ἀριθμοί, ὧν ἕτερος ἑτέρου ἐλάσσων ἐστίν· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον ἐν
ἀριθμοῖς. ληφθήσεταί τις ἄρα πρῶτος ἀριθμός, ὃς μετρήσει τὸν πρὸ ἑαυτοῦ,
ὃς καὶ τὸν Α μετρήσει.

Ἅπας ἄρα σύνθετος ἀριθμὸς ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ μετρεῖται· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 65 () Ἅπας ἀριθμὸς ἤτοι πρῶτός ἐστιν ἢ ὑπὸ πρώτου τινὸς
ἀριθμοῦ μετρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀριθμὸς ὁ Α· λέγω, ὅτι ὁ Α ἤτοι πρῶτός ἐστιν ἢ ὑπὸ
πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ μετρεῖται.

Εἰ μὲν οὖν πρῶτός ἐστιν ὁ Α, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν. εἰ δὲ σύνθετος,
μετρήσει τις αὐτὸν πρῶτος ἀριθμός.

Ἅπας ἄρα ἀριθμὸς ἤτοι πρῶτός ἐστιν ἢ ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ
μετρεῖται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 66 () Ἀριθμῶν δοθέντων ὁποσωνοῦν εὑρεῖν τοὺς ἐλαχίστους
τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ
εὑρεῖν τοὺς ἐλαχίστους τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Β, Γ.

Οἱ Α, Β, Γ γὰρ ἤτοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ἢ οὔ. εἰ μὲν οὖν οἱ
Α, Β, Γ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον
ἐχόντων αὐτοῖς.

Εἰ δὲ οὔ, εἰλήφθω τῶν Α, Β, Γ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον ὁ Δ, καὶ ὁσάκις
ὁ Δ ἕκαστον τῶν Α, Β, Γ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν ἑκάστῳ
τῶν Ε, Ζ, Η. καὶ ἕκαστος ἄρα τῶν Ε, Ζ, Η ἕκαστον τῶν Α, Β, Γ μετρεῖ κατὰ
τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας. οἱ Ε, Ζ, Η ἄρα τοὺς Α, Β, Γ ἰσάκις μετροῦσιν· οἱ Ε, Ζ,
Η ἄρα τοῖς Α, Β, Γ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσίν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστοι. εἰ
γὰρ μή εἰσιν οἱ Ε, Ζ, Η ἐλάχιστοι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Β,
Γ, ἔσονται [τινες] τῶν Ε, Ζ, Η ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ὄντες
τοῖς Α, Β, Γ. ἔστωσαν οἱ Θ, Κ, Λ· ἰσάκις ἄρα ὁ Θ τὸν Α μετρεῖ καὶ ἑκάτερος
τῶν Κ, Λ ἑκάτερον τῶν Β, Γ. ὁσάκις δὲ ὁ Θ τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες
ἔστωσαν ἐν τῷ Μ· καὶ ἑκάτερος ἄρα τῶν Κ, Λ ἑκάτερον τῶν Β, Γ μετρεῖ
κατὰ τὰς ἐν τῷ Μ μονάδας. καὶ ἐπεὶ ὁ Θ τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Μ
μονάδας, καὶ ὁ Μ ἄρα τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Θ μονάδας. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ ὁ Μ καὶ ἑκάτερον τῶν Β, Γ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν ἑκατέρῳ τῶν Κ, Λ
μονάδας· ὁ Μ ἄρα τοὺς Α, Β, Γ μετρεῖ. καὶ ἐπεὶ ὁ Θ τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς
ἐν τῷ Μ μονάδας, ὁ Θ ἄρα τὸν Μ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Ε τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. ἴσος ἄρα
ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Ε, Δ τῷ ἐκ τῶν Θ, Μ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως
ὁ Μ πρὸς τὸν Δ. μείζων δὲ ὁ Ε τοῦ Θ· μείζων ἄρα καὶ ὁ Μ τοῦ Δ. καὶ
μετρεῖ τοὺς Α, Β, Γ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· ὑπόκειται γὰρ ὁ Δ τῶν Α, Β, Γ
τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον. οὐκ ἄρα ἔσονταί τινες τῶν Ε, Ζ, Η ἐλάσσονες
ἀριθμοὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ ὄντες τοῖς Α, Β, Γ. οἱ Ε, Ζ, Η ἄρα ἐλάχιστοί εἰσι
τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Β, Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 67 () Δύο ἀριθμῶν δοθέντων εὑρεῖν, ὃν ἐλάχιστον μετροῦσιν
ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες δύο ἀριθμοὶ οἱ Α, Β· δεῖ δὴ εὑρεῖν, ὃν
ἐλάχιστον μετροῦσιν ἀριθμόν.

Οἱ Α, Β γὰρ ἤτοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ἢ οὔ. ἔστωσαν πρότερον
οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, καὶ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ
ποιείτω· καὶ ὁ Β ἄρα τὸν Α πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. οἱ Α, Β
ἄρα τὸν Γ μετροῦσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστον. εἰ γὰρ μή, μετρήσουσί
τινα ἀριθμὸν οἱ Α, Β ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Γ. μετρείτωσαν τὸν Δ. καὶ ὁσάκις
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ὁ Α τὸν Δ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ε, ὁσάκις δὲ ὁ Β
τὸν Δ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ζ· ὁ μὲν Α ἄρα τὸν Ε
πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ὁ δὲ Β τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Δ
πεποίηκεν· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Α, Ε τῷ ἐκ τῶν Β, Ζ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ
Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Ε. οἱ δὲ Α, Β πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ
ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις
ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα· ὁ Β ἄρα τὸν Ε μετρεῖ,
ὡς ἑπόμενος ἑπόμενον. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τοὺς Β, Ε πολλαπλασιάσας τοὺς Γ, Δ
πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ. μετρεῖ δὲ
ὁ Β τὸν Ε· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Γ τὸν Δ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οἱ Α, Β μετροῦσί τινα ἀριθμὸν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Γ.
ὁ Γ ἄρα ἐλάχιστος ὢν ὑπὸ τῶν Α, Β μετρεῖται.

Μὴ ἔστωσαν δὴ οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, καὶ εἰλήφθωσαν ἐλάχι-
στοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Β οἱ Ζ, Ε· ἴσος ἄρα
ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Α, Ε τῷ ἐκ τῶν Β, Ζ. καὶ ὁ Α τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν
Γ ποιείτω· καὶ ὁ Β ἄρα τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν· οἱ Α, Β
ἄρα τὸν Γ μετροῦσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστον. εἰ γὰρ μή, μετρήσουσί
τινα ἀριθμὸν οἱ Α, Β ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Γ. μετρείτωσαν τὸν Δ. καὶ ὁσάκις
μὲν ὁ Α τὸν Δ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Η, ὁσάκις δὲ ὁ
Β τὸν Δ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Θ. ὁ μὲν Α ἄρα τὸν Η
πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ὁ δὲ Β τὸν Θ πολλαπλασιάσας τὸν Δ
πεποίηκεν. ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Α, Η τῷ ἐκ τῶν Β, Θ· ἔστιν ἄρα ὡς
ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Η. ὡς δὲ ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ
Ζ πρὸς τὸν Ε· καὶ ὡς ἄρα ὁ Ζ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Η. οἱ δὲ
Ζ, Ε ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας
ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα· ὁ Ε ἄρα τὸν
Η μετρεῖ. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τοὺς Ε, Η πολλαπλασιάσας τοὺς Γ, Δ πεποίηκεν,
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ. ὁ δὲ Ε τὸν Η μετρεῖ·
καὶ ὁ Γ ἄρα τὸν Δ μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.
οὐκ ἄρα οἱ Α, Β μετρήσουσί τινα ἀριθμὸν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Γ. ὁ Γ ἄρα
ἐλάχιστος ὢν ὑπὸ τῶν Α, Β μετρεῖται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 68 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ ἀριθμόν τινα μετρῶσιν, καὶ ὁ ἐλάχιστος
ὑπ᾽ αὐτῶν μετρούμενος τὸν αὐτὸν μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β ἀριθμόν τινα τὸν ΓΔ μετρείτωσαν,
ἐλάχιστον δὲ τὸν Ε· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Ε τὸν ΓΔ μετρεῖ.

Εἰ γὰρ οὐ μετρεῖ ὁ Ε τὸν ΓΔ, ὁ Ε τὸν ΔΖ μετρῶν λειπέτω ἑαυτοῦ
ἐλάσσονα τὸν ΓΖ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β τὸν Ε μετροῦσιν, ὁ δὲ Ε τὸν ΔΖ μετρεῖ, καὶ
οἱ Α, Β ἄρα τὸν ΔΖ μετρήσουσιν. μετροῦσι δὲ καὶ ὅλον τὸν ΓΔ· καὶ λοιπὸν
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ἄρα τὸν ΓΖ μετρήσουσιν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Ε· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα οὐ μετρεῖ ὁ Ε τὸν ΓΔ· μετρεῖ ἄρα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 69 () Τριῶν ἀριθμῶν δοθέντων εὑρεῖν, ὃν ἐλάχιστον μετροῦσιν
ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες τρεῖς ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ εὑρεῖν, ὃν
ἐλάχιστον μετροῦσιν ἀριθμόν.

Εἰλήφθω γὰρ ὑπὸ δύο τῶν Α, Β ἐλάχιστος μετρούμενος ὁ Δ. ὁ δὴ Γ τὸν
Δ ἤτοι μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ. μετρείτω πρότερον. μετροῦσι δὲ καὶ οἱ Α, Β τὸν
Δ· οἱ Α, Β, Γ ἄρα τὸν Δ μετροῦσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστον. εἰ γὰρ μή,
μετρήσουσιν [τινα] ἀριθμὸν οἱ Α, Β, Γ ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Δ. μετρείτωσαν
τὸν Ε. ἐπεὶ οἱ Α, Β, Γ τὸν Ε μετροῦσιν, καὶ οἱ Α, Β ἄρα τὸν Ε μετροῦσιν. καὶ
ὁ ἐλάχιστος ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Β μετρούμενος [τὸν Ε] μετρήσει. ἐλάχιστος
δὲ ὑπὸ τῶν Α, Β μετρούμενός ἐστιν ὁ Δ· ὁ Δ ἄρα τὸν Ε μετρήσει ὁ μείζων
τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οἱ Α, Β, Γ μετρήσουσί τινα
ἀριθμὸν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Δ· οἱ Α, Β, Γ ἄρα ἐλάχιστον τὸν Δ μετροῦσιν.

Μὴ μετρείτω δὴ πάλιν ὁ Γ τὸν Δ, καὶ εἰλήφθω ὑπὸ τῶν Γ, Δ ἐλάχιστος
μετρούμενος ἀριθμὸς ὁ Ε. ἐπεὶ οἱ Α, Β τὸν Δ μετροῦσιν, ὁ δὲ Δ τὸν Ε μετρεῖ,
καὶ οἱ Α, Β ἄρα τὸν Ε μετροῦσιν. μετρεῖ δὲ καὶ ὁ Γ [τὸν Ε· καὶ] οἱ Α, Β, Γ
ἄρα τὸν Ε μετροῦσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστον. εἰ γὰρ μή, μετρήσουσί
τινα οἱ Α, Β, Γ ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Ε. μετρείτωσαν τὸν Ζ. ἐπεὶ οἱ Α, Β, Γ
τὸν Ζ μετροῦσιν, καὶ οἱ Α, Β ἄρα τὸν Ζ μετροῦσιν· καὶ ὁ ἐλάχιστος ἄρα
ὑπὸ τῶν Α, Β μετρούμενος τὸν Ζ μετρήσει. ἐλάχιστος δὲ ὑπὸ τῶν Α, Β
μετρούμενός ἐστιν ὁ Δ· ὁ Δ ἄρα τὸν Ζ μετρεῖ. μετρεῖ δὲ καὶ ὁ Γ τὸν Ζ· οἱ Δ,
Γ ἄρα τὸν Ζ μετροῦσιν· ὥστε καὶ ὁ ἐλάχιστος ὑπὸ τῶν Δ, Γ μετρούμενος
τὸν Ζ μετρήσει. ὁ δὲ ἐλάχιστος ὑπὸ τῶν Γ, Δ μετρούμενός ἐστιν ὁ Ε· ὁ Ε
ἄρα τὸν Ζ μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οἱ
Α, Β, Γ μετρήσουσί τινα ἀριθμὸν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Ε. ὁ Ε ἄρα ἐλάχιστος
ὢν ὑπὸ τῶν Α, Β, Γ μετρεῖται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 70 () Ἐὰν ἀριθμὸς ὑπό τινος ἀριθμοῦ μετρῆται, ὁ μετρούμενος
ὁμώνυμον μέρος ἕξει τῷ μετροῦντι.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α ὑπό τινος ἀριθμοῦ τοῦ Β μετρείσθω· λέγω,
ὅτι ὁ Α ὁμώνυμον μέρος ἔχει τῷ Β.

Ὁσάκις γὰρ ὁ Β τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Γ. ἐπεὶ
ὁ Β τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Γ μονάδας, μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Δ μονὰς τὸν Γ
ἀριθμὸν κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας, ἰσάκις ἄρα ἡ Δ μονὰς τὸν Γ ἀριθμὸν
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μετρεῖ καὶ ὁ Β τὸν Α. ἐναλλὰξ ἄρα ἰσάκις ἡ Δ μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν μετρεῖ
καὶ ὁ Γ τὸν Α· ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ἡ Δ μονὰς τοῦ Β ἀριθμοῦ, τὸ αὐτὸ μέρος
ἐστὶ καὶ ὁ Γ τοῦ Α. ἡ δὲ Δ μονὰς τοῦ Β ἀριθμοῦ μέρος ἐστὶν ὁμώνυμον
αὐτῷ· καὶ ὁ Γ ἄρα τοῦ Α μέρος ἐστὶν ὁμώνυμον τῷ Β. ὥστε ὁ Α μέρος ἔχει
τὸν Γ ὁμώνυμον ὄντα τῷ Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 71 () Ἐὰν ἀριθμὸς μέρος ἔχῃ ὁτιοῦν, ὑπὸ ὁμωνύμου ἀριθμοῦ
μετρηθήσεται τῷ μέρει.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α μέρος ἐχέτω ὁτιοῦν τὸν Β, καὶ τῷ Β μέρει
ὁμώνυμος ἔστω [ἀριθμὸς] ὁ Γ· λέγω, ὅτι ὁ Γ τὸν Α μετρεῖ.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Β τοῦ Α μέρος ἐστὶν ὁμώνυμον τῷ Γ, ἔστι δὲ καὶ ἡ Δ μονὰς
τοῦ Γ μέρος ὁμώνυμον αὐτῷ, ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ἡ Δ μονὰς τοῦ Γ ἀριθμοῦ,
τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ὁ Β τοῦ Α· ἰσάκις ἄρα ἡ Δ μονὰς τὸν Γ ἀριθμὸν
μετρεῖ καὶ ὁ Β τὸν Α. ἐναλλὰξ ἄρα ἰσάκις ἡ Δ μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν μετρεῖ
καὶ ὁ Γ τὸν Α. ὁ Γ ἄρα τὸν Α μετρεῖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 72 () Ἀριθμὸν εὑρεῖν, ὃς ἐλάχιστος ὢν ἕξει τὰ δοθέντα μέρη.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὰ δοθέντα μέρη τὰ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ ἀριθμὸν εὑρεῖν, ὃς
ἐλάχιστος ὢν ἕξει τὰ Α, Β, Γ μέρη.

Ἔστωσαν γὰρ τοῖς Α, Β, Γ μέρεσιν ὁμώνυμοι ἀριθμοὶ οἱ Δ, Ε, Ζ, καὶ
εἰλήφθω ὑπὸ τῶν Δ, Ε, Ζ ἐλάχιστος μετρούμενος ἀριθμὸς ὁ Η.

Ὁ Η ἄρα ὁμώνυμα μέρη ἔχει τοῖς Δ, Ε, Ζ. τοῖς δὲ Δ, Ε, Ζ ὁμώνυμα μέρη
ἐστὶ τὰ Α, Β, Γ· ὁ Η ἄρα ἔχει τὰ Α, Β, Γ μέρη. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστος
ὤν. εἰ γὰρ μή, ἔσται τις τοῦ Η ἐλάσσων ἀριθμός, ὃς ἕξει τὰ Α, Β, Γ μέρη.
ἔστω ὁ Θ. ἐπεὶ ὁ Θ ἔχει τὰ Α, Β, Γ μέρη, ὁ Θ ἄρα ὑπὸ ὁμωνύμων ἀριθμῶν
μετρηθήσεται τοῖς Α, Β, Γ μέρεσιν. τοῖς δὲ Α, Β, Γ μέρεσιν ὁμώνυμοι ἀριθμοί
εἰσιν οἱ Δ, Ε, Ζ· ὁ Θ ἄρα ὑπὸ τῶν Δ, Ε, Ζ μετρεῖται. καί ἐστιν ἐλάσσων
τοῦ Η· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἔσται τις τοῦ Η ἐλάσσων ἀριθμός,
ὃς ἕξει τὰ Α, Β, Γ μέρη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 





Βιβλίο 8ο

Ὀρισμοί

Πρότασις 1 () Ἐὰνὦσιν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, οἱ δὲ ἄκροι
αὐτῶνπρῶτοιπρὸςἀλλήλουςὦσιν,ἐλάχιστοίεἰσιτῶντὸναὐτὸνλόγονἐχόντων
αὐτοῖς.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, οἱ
δὲ ἄκροι αὐτῶν οἱ Α, Δ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔστωσαν· λέγω, ὅτι οἱ Α,
Β, Γ, Δ ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς.

Εἰ γὰρ μή, ἔστωσαν ἐλάττονες τῶν Α, Β, Γ, Δ οἱ Ε, Ζ, Η, Θ ἐν τῷ αὐτῷ
λόγῳ ὄντες αὐτοῖς. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β, Γ, Δ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσὶ τοῖς Ε,
Ζ, Η, Θ, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος [τῶν Α, Β, Γ, Δ] τῷ πλήθει [τῶν Ε, Ζ,
Η, Θ], δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Δ, ὁ Ε πρὸς τὸν Θ. οἱ δὲ Α, Δ
πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ μετροῦσι τοὺς
τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων
τὸν ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος
τὸν ἑπόμενον. μετρεῖ ἄρα ὁ Α τὸν Ε ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οἱ Ε, Ζ, Η, Θ ἐλάσσονες ὄντες τῶν Α, Β, Γ, Δ ἐν τῷ
αὐτῷ λόγῳ εἰσὶν αὐτοῖς. οἱ Α, Β, Γ, Δ ἄρα ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν
λόγον ἐχόντων αὐτοῖς· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 2 () Ἀριθμοὺς εὑρεῖν ἑξῆς ἀνάλογον ἐλαχίστους, ὅσους ἂν ἐπι-
τάξῃ τις, ἐν τῷ δοθέντι λόγῳ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὁ δοθεὶς λόγος ἐν ἐλαχίστοις ἀριθμοῖς ὁ τοῦ Α πρὸς τὸν
Β· δεῖ δὴ ἀριθμοὺς εὑρεῖν ἑξῆς ἀνάλογον ἐλαχίστους, ὅσους ἄν τις ἐπιτάξῃ,
ἐν τῷ τοῦ Α πρὸς τὸν Β λόγῳ.

Ἐπιτετάχθωσαν δὴ τέσσαρες, καὶ ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Γ
ποιείτω, τὸν δὲ Β πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω, καὶ ἔτι ὁ Β ἑαυτὸν
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πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω, καὶ ἔτι ὁ Α τοὺς Γ, Δ, Ε πολλαπλασιάσας
τοὺς Ζ, Η, Θ ποιείτω, ὁ δὲ Β τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν Κ ποιείτω.

Καὶ ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, τὸν δὲ Β
πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, [οὕτως] ὁ
Γ πρὸς τὸν Δ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ μὲν Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν,
ὁ δὲ Β ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Ε πεποίηκεν, ἑκάτερος ἄρα τῶν Α,
Β τὸν Β πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Δ, Ε πεποίηκεν. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ
Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Γ πρὸς
τὸν Δ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὁ Δ πρὸς τὸν Ε. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τοὺς Γ,
Δ πολλαπλασιάσας τοὺς Ζ, Η πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ,
[οὕτως] ὁ Ζ πρὸς τὸν Η. ὡς δὲ ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ἦν ὁ Α πρὸς τὸν
Β· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Ζ πρὸς τὸν Η. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Α τοὺς Δ, Ε
πολλαπλασιάσας τοὺς Η, Θ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ὁ Η
πρὸς τὸν Θ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ὁ Α πρὸς τὸν Β. καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς
τὸν Β, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Θ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β τὸν Ε πολλαπλασιάσαντες
τοὺς Θ, Κ πεποιήκασιν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν
Κ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὅ τε Ζ πρὸς τὸν Η καὶ ὁ Η πρὸς τὸν Θ.
καὶ ὡς ἄρα ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὅ τε Η πρὸς τὸν Θ καὶ ὁ Θ πρὸς τὸν
Κ· οἱ Γ, Δ, Ε ἄρα καὶ οἱ Ζ, Η, Θ, Κ ἀνάλογόν εἰσιν ἐν τῷ τοῦ Α πρὸς τὸν
Β λόγῳ. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστοι. ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β ἐλάχιστοί εἰσι τῶν
τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς, οἱ δὲ ἐλάχιστοι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον
ἐχόντων πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, οἱ Α, Β ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν. καὶ ἑκάτερος μὲν τῶν Α, Β ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν
Γ, Ε πεποίηκεν, ἑκάτερον δὲ τῶν Γ, Ε πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Ζ,
Κ πεποίηκεν· οἱ Γ, Ε ἄρα καὶ οἱ Ζ, Κ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἐὰν δὲ
ὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, οἱ δὲ ἄκροι αὐτῶν πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους ὦσιν, ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς. οἱ Γ,
Δ, Ε ἄρα καὶ οἱ Ζ, Η, Θ, Κ ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων
τοῖς Α, Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν τρεῖς ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἐλάχιστοι

ὦσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς, οἱ ἄκροι αὐτῶν τετράγωνοί
εἰσιν, ἐὰν δὲ τέσσαρες, κύβοι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰνὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἐλάχιστοι τῶν
τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς, οἱ ἄκροι αὐτῶν πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἐλάχιστοι τῶν τὸν
αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς οἱ Α, Β, Γ, Δ· λέγω, ὅτι οἱ ἄκροι αὐτῶν οἱ Α,
Δ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.
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Εἰλήφθωσαν γὰρ δύο μὲν ἀριθμοὶ ἐλάχιστοι ἐν τῷ τῶν Α, Β, Γ, Δ λόγῳ
οἱ Ε, Ζ, τρεῖς δὲ οἱ Η, Θ, Κ, καὶ ἑξῆς ἑνὶ πλείους, ἕως τὸ λαμβανόμενον πλῆθος
ἴσον γένηται τῷ πλήθει τῶν Α, Β, Γ, Δ. εἰλήφθωσαν καὶ ἔστωσαν οἱ Λ, Μ,
Ν, Ξ.

Καὶ ἐπεὶ οἱ Ε, Ζ ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς,
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. καὶ ἐπεὶ ἑκάτερος τῶν Ε, Ζ ἑαυτὸν μὲν πολ-
λαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Η, Κ πεποίηκεν, ἑκάτερον δὲ τῶν Η, Κ πολ-
λαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Λ, Ξ πεποίηκεν, καὶ οἱ Η, Κ ἄρα καὶ οἱ Λ, Ξ
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β, Γ, Δ ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν
αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ Λ, Μ, Ν, Ξ ἐλάχιστοι ἐν τῷ
αὐτῷ λόγῳ ὄντες τοῖς Α, Β, Γ, Δ, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν Α, Β, Γ, Δ
τῷ πλήθει τῶν Λ, Μ, Ν, Ξ, ἕκαστος ἄρα τῶν Α, Β, Γ, Δ ἑκάστῳ τῶν Λ, Μ,
Ν, Ξ ἴσος ἐστίν· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ μὲν Α τῷ Λ, ὁ δὲ Δ τῷ Ξ. καί εἰσιν οἱ Λ,
Ξ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. καὶ οἱ Α, Δ ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Λόγων δοθέντων ὁποσωνοῦν ἐν ἐλαχίστοις ἀριθμοῖς ἀριθ-
μοὺς εὑρεῖν ἑξῆς ἀνάλογον ἐλαχίστους ἐν τοῖς δοθεῖσι λόγοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες λόγοι ἐν ἐλαχίστοις ἀριθμοῖς ὅ τε τοῦ
Α πρὸς τὸν Β καὶ ὁ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι ὁ τοῦ Ε πρὸς τὸν Ζ· δεῖ
δὴ ἀριθμοὺς εὑρεῖν ἑξῆς ἀνάλογον ἐλαχίστους ἔν τε τῷ τοῦ Α πρὸς τὸν Β
λόγῳ καὶ ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι ἐν τῷ τοῦ Ε πρὸς τὸν Ζ.

Εἰλήφθω γὰρ ὁ ὑπὸ τῶν Β, Γ ἐλάχιστος μετρούμενος ἀριθμὸς ὁ Η. καὶ
ὁσάκις μὲν ὁ Β τὸν Η μετρεῖ, τοσαυτάκις καὶ ὁ Α τὸν Θ μετρείτω, ὁσάκις
δὲ ὁ Γ τὸν Η μετρεῖ, τοσαυτάκις καὶ ὁ Δ τὸν Κ μετρείτω. ὁ δὲ Ε τὸν Κ
ἤτοι μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ. μετρείτω πρότερον. καὶ ὁσάκις ὁ Ε τὸν Κ μετρεῖ,
τοσαυτάκις καὶ ὁ Ζ τὸν Λ μετρείτω. καὶ ἐπεὶ ἰσάκις ὁ Α τὸν Θ μετρεῖ καὶ
ὁ Β τὸν Η, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Η. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Κ, καὶ ἔτι ὡς ὁ Ε πρὸς
τὸν Ζ, οὕτως ὁ Κ πρὸς τὸν Λ· οἱ Θ, Η, Κ, Λ ἄρα ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν ἔν τε
τῷ τοῦ Α πρὸς τὸν Β καὶ ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι ἐν τῷ τοῦ Ε πρὸς
τὸν Ζ λόγῳ. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστοι. εἰ γὰρ μή εἰσιν οἱ Θ, Η, Κ, Λ ἑξῆς
ἀνάλογον ἐλάχιστοι ἔν τε τοῖς τοῦ Α πρὸς τὸν Β καὶ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ
ἐν τῷ τοῦ Ε πρὸς τὸν Ζ λόγοις, ἔστωσαν οἱ Ν, Ξ, Μ, Ο. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ
Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Ν πρὸς τὸν Ξ, οἱ δὲ Α, Β ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι
μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ
ὁ ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ
ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον, ὁ Β ἄρα τὸν Ξ μετρεῖ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Γ τὸν
Ξ μετρεῖ· οἱ Β, Γ ἄρα τὸν Ξ μετροῦσιν· καὶ ὁ ἐλάχιστος ἄρα ὑπὸ τῶν Β,
Γ μετρούμενος τὸν Ξ μετρήσει. ἐλάχιστος δὲ ὑπὸ τῶν Β, Γ μετρεῖται ὁ Η·
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ὁ Η ἄρα τὸν Ξ μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα ἔσονταί τινες τῶν Θ, Η, Κ, Λ ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἑξῆς ἔν τε τῷ τοῦ Α
πρὸς τὸν Β καὶ τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι τῷ τοῦ Ε πρὸς τὸν Ζ λόγῳ.

Μὴ μετρείτω δὴ ὁ Ε τὸν Κ. καὶ εἰλήφθω ὑπὸ τῶν Ε, Κ ἐλάχιστος με-
τρούμενος ἀριθμὸς ὁ Μ. καὶ ὁσάκις μὲν ὁ Κ τὸν Μ μετρεῖ, τοσαυτάκις καὶ
ἑκάτερος τῶν Θ, Η ἑκάτερον τῶν Ν, Ξ μετρείτω, ὁσάκις δὲ ὁ Ε τὸν Μ μετρεῖ,
τοσαυτάκις καὶ ὁ Ζ τὸν Ο μετρείτω. ἐπεὶ ἰσάκις ὁ Θ τὸν Ν μετρεῖ καὶ ὁ Η
τὸν Ξ, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Θ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Ν πρὸς τὸν Ξ. ὡς δὲ ὁ Θ
πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ
Ν πρὸς τὸν Ξ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ξ πρὸς τὸν
Μ. πάλιν, ἐπεὶ ἰσάκις ὁ Ε τὸν Μ μετρεῖ καὶ ὁ Ζ τὸν Ο, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε
πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Μ πρὸς τὸν Ο· οἱ Ν, Ξ, Μ, Ο ἄρα ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν
ἐν τοῖς τοῦ τε Α πρὸς τὸν Β καὶ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι τοῦ Ε πρὸς τὸν
Ζ λόγοις. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐλάχιστοι ἐν τοῖς ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ λόγοις. εἰ γὰρ μή,
ἔσονταί τινες τῶν Ν, Ξ, Μ, Ο ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἐν τοῖς ΑΒ,
ΓΔ, ΕΖ λόγοις. ἔστωσαν οἱ Π, Ρ, Σ, Τ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Π πρὸς τὸν Ρ,
οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β, οἱ δὲ Α, Β ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς
τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας αὐτοῖς ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ
ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον, ὁ Β ἄρα τὸν Ρ μετρεῖ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Γ
τὸν Ρ μετρεῖ· οἱ Β, Γ ἄρα τὸν Ρ μετροῦσιν. καὶ ὁ ἐλάχιστος ἄρα ὑπὸ τῶν
Β, Γ μετρούμενος τὸν Ρ μετρήσει. ἐλάχιστος δὲ ὑπὸ τῶν Β, Γ μετρούμενός
ἐστιν ὁ Η· ὁ Η ἄρα τὸν Ρ μετρεῖ. καί ἐστιν ὡς ὁ Η πρὸς τὸν Ρ, οὕτως ὁ Κ
πρὸς τὸν Σ· καὶ ὁ Κ ἄρα τὸν Σ μετρεῖ. μετρεῖ δὲ καὶ ὁ Ε τὸν Σ· οἱ Ε, Κ ἄρα
τὸν Σ μετροῦσιν. καὶ ὁ ἐλάχιστος ἄρα ὑπὸ τῶν Ε, Κ μετρούμενος τὸν Σ
μετρήσει. ἐλάχιστος δὲ ὑπὸ τῶν Ε, Κ μετρούμενός ἐστιν ὁ Μ· ὁ Μ ἄρα τὸν
Σ μετρεῖ ὁ μείζων τὸν ἐλάσσονα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἔσονταί
τινες τῶν Ν, Ξ, Μ, Ο ἐλάσσονες ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἔν τε τοῖς τοῦ Α
πρὸς τὸν Β καὶ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ἔτι τοῦ Ε πρὸς τὸν Ζ λόγοις· οἱ Ν, Ξ,
Μ, Ο ἄρα ἑξῆς ἀνάλογον ἐλάχιστοί εἰσιν ἐν τοῖς ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ λόγοις· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Οἱ ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχουσι τὸν συ-
γκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ τοῦ μὲν Α πλευραὶ
ἔστωσαν οἱ Γ, Δ ἀριθμοί, τοῦ δὲ Β οἱ Ε, Ζ· λέγω, ὅτι ὁ Α πρὸς τὸν Β λόγον
ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν.

Λόγων γὰρ δοθέντων τοῦ τε ὃν ἔχει ὁ Γ πρὸς τὸν Ε καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ
εἰλήφθωσαν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἐλάχιστοι ἐν τοῖς ΓΕ, ΔΖ λόγοις, οἱ Η, Θ, Κ, ὥστε
εἶναι ὡς μὲν τὸν Γ πρὸς τὸν Ε, οὕτως τὸν Η πρὸς τὸν Θ, ὡς δὲ τὸν Δ πρὸς
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τὸν Ζ, οὕτως τὸν Θ πρὸς τὸν Κ. καὶ ὁ Δ τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν Λ
ποιείτω.

Καὶ ἐπεὶ ὁ Δ τὸν μὲν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν, τὸν δὲ Ε
πολλαπλασιάσας τὸν Λ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ
Α πρὸς τὸν Λ. ὡς δὲ ὁ Γ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Θ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Η
πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Λ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Δ πολλαπλασιάσας
τὸν Λ πεποίηκεν, ἀλλὰ μὴν καὶ τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν,
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Λ πρὸς τὸν Β. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν
Ζ, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Κ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Θ πρὸς τὸν Κ, οὕτως ὁ Λ πρὸς
τὸν Β. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ὁ Η πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Λ· δι᾽ ἴσου
ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Η πρὸς τὸν Κ, [οὕτως] ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ δὲ Η πρὸς τὸν
Κ λόγον ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν· καὶ ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β
λόγον ἔχει τὸν συγκείμενον ἐκ τῶν πλευρῶν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν ὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, ὁ δὲ πρῶτος
τὸν δεύτερον μὴ μετρῇ, οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς οὐδένα μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, Ε, ὁ
δὲ Α τὸν Β μὴ μετρείτω· λέγω, ὅτι οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς οὐδένα μετρήσει.

Ὅτι μὲν οὖν οἱ Α, Β, Γ, Δ, Ε ἑξῆς ἀλλήλους οὐ μετροῦσιν, φανερόν· οὐδὲ
γὰρ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ. λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς οὐδένα μετρήσει.
εἰ γὰρ δυνατόν, μετρείτω ὁ Α τὸν Γ. καὶ ὅσοι εἰσὶν οἱ Α, Β, Γ, τοσοῦτοι
εἰλήφθωσαν ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Β, Γ
οἱ Ζ, Η, Θ. καὶ ἐπεὶ οἱ Ζ, Η, Θ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσὶ τοῖς Α, Β, Γ, καί ἐστιν
ἴσον τὸ πλῆθος τῶν Α, Β, Γ τῷ πλήθει τῶν Ζ, Η, Θ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς
ὁ Α πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β,
οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, οὐ μετρεῖ δὲ ὁ Α τὸν Β, οὐ μετρεῖ ἄρα οὐδὲ ὁ Ζ τὸν
Η· οὐκ ἄρα μονάς ἐστιν ὁ Ζ· ἡ γὰρ μονὰς πάντα ἀριθμὸν μετρεῖ. καί εἰσιν
οἱ Ζ, Θ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους [οὐδὲ ὁ Ζ ἄρα τὸν Θ μετρεῖ]. καί ἐστιν ὡς
ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Γ· οὐδὲ ὁ Α ἄρα τὸν Γ μετρεῖ. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς οὐδένα μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰνὦσιν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ [ἑξῆς]ἀνάλογον, ὁ δὲ πρῶτος
τὸν ἔσχατον μετρῇ, καὶ τὸν δεύτερον μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὁ δὲ
Α τὸν Δ μετρείτω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ.

Εἰ γὰρ οὐ μετρεῖ ὁ Α τὸν Β, οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς οὐδένα μετρήσει· μετρεῖ
δὲ ὁ Α τὸν Δ. μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Α τὸν Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



 Μέρος ΙΙ

Πρότασις 8 () Ἐὰνδύοἀριθμῶνμεταξὺκατὰτὸσυνεχὲςἀνάλογονἐμπίπτω-
σιν ἀριθμοί, ὅσοι εἰς αὐτοὺς μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν
ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας [αὐτοῖς] μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμῶν τῶν Α, Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον
ἐμπιπτέτωσαν ἀριθμοὶ οἱ Γ, Δ, καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως
ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ· λέγω, ὅτι ὅσοι εἰς τοὺς Α, Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς
ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς Ε, Ζ μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.

Ὅσοι γάρ εἰσι τῷ πλήθει οἱ Α, Β, Γ, Δ, τοσοῦτοι εἰλήφθωσαν ἐλάχιστοι
ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Γ, Δ, Β οἱ Η, Θ, Κ, Λ· οἱ
ἄρα ἄκροι αὐτῶν οἱ Η, Λ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Γ, Δ,
Β τοῖς Η, Θ, Κ, Λ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσίν, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν
Α, Γ, Δ, Β τῷ πλήθει τῶν Η, Θ, Κ, Λ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν
Β, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Λ. ὡς δὲ ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ·
καὶ ὡς ἄρα ὁ Η πρὸς τὸν Λ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ. οἱ δὲ Η, Λ πρῶτοι,
οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ μετροῦσι τοὺς τὸν
αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ ὁ ἐλάσσων τὸν
ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος τὸν
ἑπόμενον. ἰσάκις ἄρα ὁ Η τὸν Ε μετρεῖ καὶ ὁ Λ τὸν Ζ. ὁσάκις δὴ ὁ Η τὸν
Ε μετρεῖ, τοσαυτάκις καὶ ἑκάτερος τῶν Θ, Κ ἑκάτερον τῶν Μ, Ν μετρείτω·
οἱ Η, Θ, Κ, Λ ἄρα τοὺς Ε, Μ, Ν, Ζ ἰσάκις μετροῦσιν. οἱ Η, Θ, Κ, Λ ἄρα τοῖς
Ε, Μ, Ν, Ζ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσίν. ἀλλὰ οἱ Η, Θ, Κ, Λ τοῖς Α, Γ, Δ, Β ἐν
τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσίν· καὶ οἱ Α, Γ, Δ, Β ἄρα τοῖς Ε, Μ, Ν, Ζ ἐν τῷ αὐτῷ
λόγῳ εἰσίν. οἱ δὲ Α, Γ, Δ, Β ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν· καὶ οἱ Ε, Μ, Ν, Ζ ἄρα ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν. ὅσοι ἄρα εἰς τοὺς Α, Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον
ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς Ε, Ζ μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς
ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Ἐὰνδύοἀριθμοὶπρῶτοιπρὸςἀλλήλουςὦσιν, καὶ εἰςαὐτοὺς
μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτωσιν ἀριθμοί, ὅσοι εἰς αὐτοὺς μεταξὺ
κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ ἑκατέρου αὐτῶν
καὶ μονάδος μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους οἱ Α, Β καὶ
εἰς αὐτοὺς μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπιπτέτωσαν οἱ Γ, Δ, καὶ
ἐκκείσθω ἡ Ε μονάς· λέγω, ὅτι ὅσοι εἰς τοὺς Α, Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς
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ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ ἑκατέρου τῶν Α, Β καὶ τῆς
μονάδος μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.

Εἰλήφθωσαν γὰρ δύο μὲν ἀριθμοὶ ἐλάχιστοι ἐν τῷ τῶν Α, Γ, Δ, Β λόγῳ
ὄντες οἱ Ζ, Η, τρεῖς δὲ οἱ Θ, Κ, Λ, καὶ ἀεὶ ἑξῆς ἑνὶ πλείους, ἕως ἂν ἴσον
γένηται τὸ πλῆθος αὐτῶν τῷ πλήθει τῶν Α, Γ, Δ, Β. εἰλήφθωσαν, καὶ
ἔστωσαν οἱ Μ, Ν, Ξ, Ο. φανερὸν δή, ὅτι ὁ μὲν Ζ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
τὸν Θ πεποίηκεν, τὸν δὲ Θ πολλαπλασιάσας τὸν Μ πεποίηκεν, καὶ ὁ Η
ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Λ πεποίηκεν, τὸν δὲ Λ πολλαπλασιάσας
τὸν Ο πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ οἱ Μ, Ν, Ξ, Ο ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν
λόγον ἐχόντων τοῖς Ζ, Η, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ Α, Γ, Δ, Β ἐλάχιστοι τῶν τὸν αὐτὸν
λόγον ἐχόντων τοῖς Ζ, Η, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν Μ, Ν, Ξ, Ο τῷ
πλήθει τῶν Α, Γ, Δ, Β, ἕκαστος ἄρα τῶν Μ, Ν, Ξ, Ο ἑκάστῳ τῶν Α, Γ, Δ,
Β ἴσος ἐστίν· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ μὲν Μ τῷ Α, ὁ δὲ Ο τῷ Β. καὶ ἐπεὶ ὁ Ζ
ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Θ πεποίηκεν, ὁ Ζ ἄρα τὸν Θ μετρεῖ κατὰ τὰς
ἐν τῷ Ζ μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Ε μονὰς τὸν Ζ κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας·
ἰσάκις ἄρα ἡ Ε μονὰς τὸν Ζ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Ζ τὸν Θ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ
Ε μονὰς πρὸς τὸν Ζ ἀριθμόν, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Ζ τὸν
Θ πολλαπλασιάσας τὸν Μ πεποίηκεν, ὁ Θ ἄρα τὸν Μ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν
τῷ Ζ μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ Ε μονὰς τὸν Ζ ἀριθμὸν κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ
μονάδας· ἰσάκις ἄρα ἡ Ε μονὰς τὸν Ζ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Θ τὸν Μ. ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ Ε μονὰς πρὸς τὸν Ζ ἀριθμόν, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Μ. ἐδείχθη
δὲ καὶ ὡς ἡ Ε μονὰς πρὸς τὸν Ζ ἀριθμόν, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ· καὶ ὡς
ἄρα ἡ Ε μονὰς πρὸς τὸν Ζ ἀριθμόν, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ καὶ ὁ Θ πρὸς
τὸν Μ. ἴσος δὲ ὁ Μ τῷ Α· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Ε μονὰς πρὸς τὸν Ζ ἀριθμόν,
οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Θ καὶ ὁ Θ πρὸς τὸν Α. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ἡ Ε
μονὰς πρὸς τὸν Η ἀριθμόν, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Λ καὶ ὁ Λ πρὸς τὸν Β.
ὅσοι ἄρα εἰς τοὺς Α, Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν
ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ ἑκατέρου τῶν Α, Β καὶ μονάδος τῆς Ε μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Ἐὰν δύο ἀριθμῶν ἑκατέρου καὶ μονάδος μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτωσιν ἀριθμοί, ὅσοι ἑκατέρου αὐτῶν καὶ μονάδος
μεταξὺκατὰτὸσυνεχὲςἀνάλογονἐμπίπτουσινἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰςαὐτοὺς
μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμῶν τῶν Α, Β καὶ μονάδος τῆς Γ μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπιπτέτωσαν ἀριθμοὶ οἵ τε Δ, Ε καὶ οἱ Ζ, Η· λέγω,
ὅτι ὅσοι ἑκατέρου τῶν Α, Β καὶ μονάδος τῆς Γ μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς
ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς Α, Β μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται.
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Ὁ Δ γὰρ τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Θ ποιείτω, ἑκάτερος δὲ τῶν Δ,
Ζ τὸν Θ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Κ, Λ ποιείτω.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ Γ μονὰς πρὸς τὸν Δ ἀριθμόν, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν
Ε, ἰσάκις ἄρα ἡ Γ μονὰς τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Δ τὸν Ε. ἡ δὲ Γ μονὰς
τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας· καὶ ὁ Δ ἄρα ἀριθμὸς τὸν
Ε μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας· ὁ Δ ἄρα ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν
Ε πεποίηκεν. πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ Γ [μονὰς] πρὸς τὸν Δ ἀριθμὸν, οὕτως
ὁ Ε πρὸς τὸν Α, ἰσάκις ἄρα ἡ Γ μονὰς τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Ε τὸν Α.
ἡ δὲ Γ μονὰς τὸν Δ ἀριθμὸν μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας· καὶ ὁ Ε ἄρα
τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας· ὁ Δ ἄρα τὸν Ε πολλαπλασιάσας
τὸν Α πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ μὲν Ζ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν
Η πεποίηκεν, τὸν δὲ Η πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ
ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Ε πεποίηκεν, τὸν δὲ Ζ πολλαπλασιάσας
τὸν Θ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Θ.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Η. καὶ ὡς ἄρα
ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Η. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Δ ἑκάτερον τῶν Ε,
Θ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Α, Κ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς
τὸν Θ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Κ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Δ πρὸς
τὸν Ζ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Κ. πάλιν, ἐπεὶ
ἑκάτερος τῶν Δ, Ζ τὸν Θ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Κ, Λ πεποίηκεν,
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Κ πρὸς τὸν Λ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Δ πρὸς
τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Κ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Κ, οὕτως ὁ Κ πρὸς
τὸν Λ. ἔτι ἐπεὶ ὁ Ζ ἑκάτερον τῶν Θ, Η πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Λ,
Β πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Θ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Λ πρὸς τὸν Β. ὡς
δὲ ὁ Θ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ,
οὕτως ὁ Λ πρὸς τὸν Β. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὅ τε Α
πρὸς τὸν Κ καὶ ὁ Κ πρὸς τὸν Λ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Κ, οὕτως ὁ Κ
πρὸς τὸν Λ καὶ ὁ Λ πρὸς τὸν Β. οἱ Α, Κ, Λ, Β ἄρα κατὰ τὸ συνεχὲς ἑξῆς
εἰσιν ἀνάλογον. ὅσοι ἄρα ἑκατέρου τῶν Α, Β καὶ τῆς Γ μονάδος μεταξὺ
κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς Α,
Β μεταξὺ κατὰ τὸ συνεχὲς ἐμπεσοῦνται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Δύοτετραγώνωνἀριθμῶνεἷς μέσοςἀνάλογόν ἐστινἀριθ-
μός, καὶ ὁ τετράγωνος πρὸς τὸν τετράγωνον διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ
πλευρὰ πρὸς τὴν πλευράν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ τοῦ μὲν Α πλευρὰ
ἔστω ὁ Γ, τοῦ δὲ Β ὁ Δ· λέγω, ὅτι τῶν Α, Β εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν
ἀριθμός, καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Δ.

Ὁ Γ γὰρ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω. καὶ ἐπεὶ τετράγωνός
ἐστιν ὁ Α, πλευρὰ δὲ αὐτοῦ ἐστιν ὁ Γ, ὁ Γ ἄρα ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
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τὸν Α πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Δ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν
Β πεποίηκεν. ἐπεὶ οὖν ὁ Γ ἑκάτερον τῶν Γ, Δ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον
τῶν Α, Ε πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Ε.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Β. καὶ ὡς ἄρα
ὁ Α πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Β. τῶν Α, Β ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογόν
ἐστιν ἀριθμός.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς
τὸν Δ. ἐπεὶ γὰρ τρεῖς ἀριθμοὶ ἀνάλογόν εἰσιν οἱ Α, Ε, Β, ὁ Α ἄρα πρὸς
τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Α πρὸς τὸν Ε. ὡς δὲ ὁ Α πρὸς τὸν Ε,
οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ. ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ
ἡ Γ πλευρὰ πρὸς τὴν Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 12 () Δύο κύβων ἀριθμῶν δύο μέσοι ἀνάλογόν εἰσιν ἀριθμοί,
καὶ ὁ κύβος πρὸς τὸν κύβον τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ πλευρὰ πρὸς τὴν
πλευράν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν κύβοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β καὶ τοῦ μὲν Α πλευρὰ ἔστω ὁ
Γ, τοῦ δὲ Β ὁ Δ· λέγω, ὅτι τῶν Α, Β δύο μέσοι ἀνάλογόν εἰσιν ἀριθμοί, καὶ
ὁ Α πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Δ.

Ὁ γὰρ Γ ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω, τὸν δὲ Δ πολλα-
πλασιάσας τὸν Ζ ποιείτω, ὁ δὲ Δ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Η ποιείτω,
ἑκάτερος δὲ τῶν Γ, Δ τὸν Ζ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Θ, Κ ποιείτω.

Καὶ ἐπεὶ κύβος ἐστὶν ὁ Α, πλευρὰ δὲ αὐτοῦ ὁ Γ, καὶ ὁ Γ ἑαυτὸν πολλα-
πλασιάσας τὸν Ε πεποίηκεν, ὁ Γ ἄρα ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Ε
πεποίηκεν, τὸν δὲ Ε πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ
ὁ Δ ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Η πεποίηκεν, τὸν δὲ Η πολλαπλα-
σιάσας τὸν Β πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ ὁ Γ ἑκάτερον τῶν Γ, Δ πολλαπλασιάσας
ἑκάτερον τῶν Ε, Ζ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ε
πρὸς τὸν Ζ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν
Η. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Γ ἑκάτερον τῶν Ε, Ζ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Α,
Θ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Θ. ὡς δὲ
ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως
ὁ Α πρὸς τὸν Θ. πάλιν, ἐπεὶ ἑκάτερος τῶν Γ, Δ τὸν Ζ πολλαπλασιάσας
ἑκάτερον τῶν Θ, Κ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Θ
πρὸς τὸν Κ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Δ ἑκάτερον τῶν Ζ, Η πολλαπλασιάσας ἑκάτερον
τῶν Κ, Β πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Κ πρὸς τὸν Β.
ὡς δὲ ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Δ,
οὕτως ὅ τε Α πρὸς τὸν Θ καὶ ὁ Θ πρὸς τὸν Κ καὶ ὁ Κ πρὸς τὸν Β. τῶν Α,
Β ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογόν εἰσιν οἱ Θ, Κ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ
πρὸς τὸν Δ. ἐπεὶ γὰρ τέσσαρες ἀριθμοὶ ἀνάλογόν εἰσιν οἱ Α, Θ, Κ, Β, ὁ Α
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ἄρα πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Α πρὸς τὸν Θ. ὡς δὲ ὁ Α
πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· καὶ ὁ Α [ἄρα] πρὸς τὸν Β τριπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Δ. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐὰν ὦσιν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, καὶ πολ-
λαπλασιάσας ἕκαστος ἑαυτὸν ποιῇ τινα, οἱ γενόμενοι ἐξ αὐτῶν ἀνάλογον ἔσο-
νται· καὶ ἐὰν οἱ ἐξ ἀρχῆς τοὺς γενομένους πολλαπλασιάσαντες ποιῶσί τινας,
καὶ αὐτοὶ ἀνάλογον ἔσονται [καὶ ἀεὶ περὶ τοὺς ἄκρους τοῦτο συμβαίνει].

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, οἱ Α, Β, Γ, ὡς ὁ Α
πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Γ, καὶ οἱ Α, Β, Γ ἑαυτοὺς μὲν πολλαπλα-
σιάσαντες τοὺς Δ, Ε, Ζ ποιείτωσαν, τοὺς δὲ Δ, Ε, Ζ πολλαπλασιάσαντες
τοὺς Η, Θ, Κ ποιείτωσαν· λέγω, ὅτι οἵ τε Δ, Ε, Ζ καὶ οἱ Η, Θ, Κ ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν.

Ὁ μὲν γὰρ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Λ ποιείτω, ἑκάτερος δὲ τῶν
Α, Β τὸν Λ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Μ, Ν ποιείτω. καὶ πάλιν ὁ
μὲν Β τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Ξ ποιείτω, ἑκάτερος δὲ τῶν Β, Γ τὸν Ξ
πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Ο, Π ποιείτω.

Ὁμοίως δὴ τοῖς ἐπάνω δείξομεν, ὅτι οἱ Δ, Λ, Ε καὶ οἱ Η, Μ, Ν, Θ ἑξῆς
εἰσιν ἀνάλογον ἐν τῷ τοῦ Α πρὸς τὸν Β λόγῳ, καὶ ἔτι οἱ Ε, Ξ, Ζ καὶ οἱ Θ,
Ο, Π, Κ ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον ἐν τῷ τοῦ Β πρὸς τὸν Γ λόγῳ. καί ἐστιν ὡς ὁ
Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Γ· καὶ οἱ Δ, Λ, Ε ἄρα τοῖς Ε, Ξ, Ζ ἐν τῷ
αὐτῷ λόγῳ εἰσὶ καὶ ἔτι οἱ Η, Μ, Ν, Θ τοῖς Θ, Ο, Π, Κ. καί ἐστιν ἴσον τὸ
μὲν τῶν Δ, Λ, Ε πλῆθος τῷ τῶν Ε, Ξ, Ζ πλήθει, τὸ δὲ τῶν Η, Μ, Ν, Θ τῷ
τῶν Θ, Ο, Π, Κ· δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς μὲν ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Ε πρὸς
τὸν Ζ, ὡς δὲ ὁ Η πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Κ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Ἐὰν τετράγωνος τετράγωνον μετρῇ, καὶ ἡ πλευρὰ τὴν
πλευρὰν μετρήσει· καὶ ἐὰν ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μετρῇ, καὶ ὁ τετράγωνος τὸν
τετράγωνον μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, πλευραὶ δὲ αὐτῶν ἔστω-
σαν οἱ Γ, Δ, ὁ δὲ Α τὸν Β μετρείτω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Γ τὸν Δ μετρεῖ.

Ὁ Γ γὰρ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω· οἱ Α, Ε, Β ἄρα ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ λόγῳ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Ε, Β ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν, καὶ μετρεῖ ὁ Α τὸν Β, μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Α τὸν Ε. καί ἐστιν
ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Γ τὸν Δ.

Πάλιν δὴ ὁ Γ τὸν Δ μετρείτω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ.
Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι οἱ Α, Ε, Β ἑξῆς

ἀνάλογόν εἰσιν ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ λόγῳ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Γ πρὸς
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τὸν Δ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Ε, μετρεῖ δὲ ὁ Γ τὸν Δ, μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Α τὸν
Ε. καί εἰσιν οἱ Α, Ε, Β ἑξῆς ἀνάλογον· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Α τὸν Β.

Ἐὰν ἄρα τετράγωνος τετράγωνον μετρῇ, καὶ ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν
μετρήσει· καὶ ἐὰν ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μετρῇ, καὶ ὁ τετράγωνος τὸν
τετράγωνον μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Ἐὰν κύβος ἀριθμὸς κύβον ἀριθμὸν μετρῇ, καὶ ἡ πλευρὰ
τὴν πλευρὰν μετρήσει· καὶ ἐὰν ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μετρῇ, καὶ ὁ κύβος τὸν
κύβον μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Κύβος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α κύβον τὸν Β μετρείτω, καὶ τοῦ μὲν Α
πλευρὰ ἔστω ὁ Γ, τοῦ δὲ Β ὁ Δ· λέγω, ὅτι ὁ Γ τὸν Δ μετρεῖ.

Ὁ Γ γὰρ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Ε ποιείτω, ὁ δὲ Δ ἑαυτὸν πολ-
λαπλασιάσας τὸν Η ποιείτω, καὶ ἔτι ὁ Γ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Ζ
[ποιείτω], ἑκάτερος δὲ τῶν Γ, Δ τὸν Ζ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Θ,
Κ ποιείτω. φανερὸν δή, ὅτι οἱ Ε, Ζ, Η καὶ οἱ Α, Θ, Κ, Β ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν
ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ λόγῳ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Θ, Κ, Β ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν,
καὶ μετρεῖ ὁ Α τὸν Β, μετρεῖ ἄρα καὶ τὸν Θ. καί ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Θ,
οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Γ τὸν Δ.

Ἀλλὰ δὴ μετρείτω ὁ Γ τὸν Δ· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Α τὸν Β μετρήσει.
Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οἱ Α, Θ, Κ,

Β ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Δ λόγῳ. καὶ ἐπεὶ ὁ Γ τὸν Δ
μετρεῖ, καί ἐστιν ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Θ, καὶ ὁ Α ἄρα
τὸν Θ μετρεῖ· ὥστε καὶ τὸν Β μετρεῖ ὁ Α· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἐὰν τετράγωνος ἀριθμὸς τετράγωνον ἀριθμὸν μὴ μετρῇ,
οὐδὲ ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μετρήσει· κἂν ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μὴ μετρῇ,
οὐδὲ ὁ τετράγωνος τὸν τετράγωνον μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, πλευραὶ δὲ αὐτῶν ἔστω-
σαν οἱ Γ, Δ, καὶ μὴ μετρείτω ὁ Α τὸν Β· λέγω, ὅτι οὐδὲ ὁ Γ τὸν Δ μετρεῖ.

Εἰ γὰρ μετρεῖ ὁ Γ τὸν Δ, μετρήσει καὶ ὁ Α τὸν Β. οὐ μετρεῖ δὲ ὁ Α τὸν
Β· οὐδὲ ἄρα ὁ Γ τὸν Δ μετρήσει.

Μὴ μετρείτω [δὴ] πάλιν ὁ Γ τὸν Δ· λέγω, ὅτι οὐδὲ ὁ Α τὸν Β μετρήσει.
Εἰ γὰρ μετρεῖ ὁ Α τὸν Β, μετρήσει καὶ ὁ Γ τὸν Δ. οὐ μετρεῖ δὲ ὁ Γ τὸν

Δ· οὐδ᾽ ἄρα ὁ Α τὸν Β μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 17 () Ἐὰνκύβοςἀριθμὸςκύβονἀριθμὸνμὴμετρῇ,οὐδὲἡπλευρὰ
τὴν πλευρὰν μετρήσει· κἂν ἡ πλευρὰ τὴν πλευρὰν μὴ μετρῇ, οὐδὲ ὁ κύβος τὸν
κύβον μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Κύβος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α κύβον ἀριθμὸν τὸν Β μὴ μετρείτω, καὶ
τοῦ μὲν Α πλευρὰ ἔστω ὁ Γ, τοῦ δὲ Β ὁ Δ· λέγω, ὅτι ὁ Γ τὸν Δ οὐ μετρήσει.

Εἰ γὰρ μετρεῖ ὁ Γ τὸν Δ, καὶ ὁ Α τὸν Β μετρήσει. οὐ μετρεῖ δὲ ὁ Α τὸν
Β· οὐδ᾽ ἄρα ὁ Γ τὸν Δ μετρεῖ.

Ἀλλὰ δὴ μὴ μετρείτω ὁ Γ τὸν Δ· λέγω, ὅτι οὐδὲ ὁ Α τὸν Β μετρήσει.
Εἰ γὰρ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ, καὶ ὁ Γ τὸν Δ μετρήσει. οὐ μετρεῖ δὲ ὁ Γ τὸν

Δ· οὐδ᾽ ἄρα ὁ Α τὸν Β μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Δύο ὁμοίων ἐπιπέδων ἀριθμῶν εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν
ἀριθμός· καὶὁ ἐπίπεδοςπρὸςτὸν ἐπίπεδονδιπλασίοναλόγονἔχειἤπερἡὁμόλο-
γος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ τοῦ μὲν Α
πλευραὶ ἔστωσαν οἱ Γ, Δ ἀριθμοί, τοῦ δὲ Β οἱ Ε, Ζ. καὶ ἐπεὶ ὅμοιοι ἐπίπεδοί
εἰσιν οἱ ἀνάλογον ἔχοντες τὰς πλευράς, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως
ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ. λέγω οὖν, ὅτι τῶν Α, Β εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν ἀριθμός,
καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Ε ἢ ὁ Δ πρὸς
τὸν Ζ, τουτέστιν ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον [πλευράν].

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ, ἐναλλὰξ ἄρα
ἐστὶν ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ε, ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ. καὶ ἐπεὶ ἐπίπεδός ἐστιν ὁ Α,
πλευραὶ δὲ αὐτοῦ οἱ Γ, Δ, ὁ Δ ἄρα τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Ε τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ὁ Δ δὴ τὸν
Ε πολλαπλασιάσας τὸν Η ποιείτω. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ τὸν μὲν Γ πολλαπλασιάσας
τὸν Α πεποίηκεν, τὸν δὲ Ε πολλαπλασιάσας τὸν Η πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα
ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Η. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ε, [οὕτως]
ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Η.
πάλιν, ἐπεὶ ὁ Ε τὸν μὲν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Η πεποίηκεν, τὸν δὲ Ζ
πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ
Η πρὸς τὸν Β. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Η·
καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Β. οἱ Α, Η, Β ἄρα ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν. τῶν Α, Β ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν ἀριθμός.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος
πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Ε ἢ ὁ
Δ πρὸς τὸν Ζ. ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Η, Β ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, ὁ Α πρὸς τὸν Β
διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ πρὸς τὸν Η. καί ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Η,
οὕτως ὅ τε Γ πρὸς τὸν Ε καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ. καὶ ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β
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διπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Ε ἢ ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 19 () Δύοὁμοίωνστερεῶνἀριθμῶνδύομέσοιἀνάλογονἐμπίπτου-
σινἀριθμοί· καὶὁστερεὸςπρὸςτὸνὅμοιονστερεὸντριπλασίοναλόγονἔχειἤπερ
ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ὅμοιοι στερεοὶ οἱ Α, Β, καὶ τοῦ μὲν Α πλευραὶ
ἔστωσαν οἱ Γ, Δ, Ε, τοῦ δὲ Β οἱ Ζ, Η, Θ. καὶ ἐπεὶ ὅμοιοι στερεοί εἰσιν οἱ
ἀνάλογον ἔχοντες τὰς πλευράς, ἔστιν ἄρα ὡς μὲν ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, οὕτως
ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, ὡς δὲ ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Η πρὸς τὸν Θ. λέγω, ὅτι
τῶν Α, Β δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί, καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β
τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ἔτι
ὁ Ε πρὸς τὸν Θ.

Ὁ Γ γὰρ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Κ ποιείτω, ὁ δὲ Ζ τὸν Η πολλα-
πλασιάσας τὸν Λ ποιείτω. καὶ ἐπεὶ οἱ Γ, Δ τοῖς Ζ, Η ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ
εἰσίν, καὶ ἐκ μὲν τῶν Γ, Δ ἐστιν ὁ Κ, ἐκ δὲ τῶν Ζ, Η ὁ Λ, οἱ Κ, Λ [ἄρα] ὅμοιοι
ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί· τῶν Κ, Λ ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν ἀριθμός.
ἔστω ὁ Μ. ὁ Μ ἄρα ἐστὶν ὁ ἐκ τῶν Δ, Ζ, ὡς ἐν τῷ πρὸ τούτου θεωρήματι
ἐδείχθη. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ τὸν μὲν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Κ πεποίηκεν, τὸν δὲ
Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Μ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως
ὁ Κ πρὸς τὸν Μ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Κ πρὸς τὸν Μ, ὁ Μ πρὸς τὸν Λ. οἱ Κ, Μ, Λ ἄρα
ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον ἐν τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν Ζ λόγῳ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Γ
πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ,
οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Η. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Ε
πρὸς τὸν Θ. οἱ Κ, Μ, Λ ἄρα ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον ἔν τε τῷ τοῦ Γ πρὸς τὸν
Ζ λόγῳ καὶ τῷ τοῦ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ἔτι τῷ τοῦ Ε πρὸς τὸν Θ. ἑκάτερος
δὴ τῶν Ε, Θ τὸν Μ πολλαπλασιάσας ἑκάτερον τῶν Ν, Ξ ποιείτω. καὶ ἐπεὶ
στερεός ἐστιν ὁ Α, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ εἰσιν οἱ Γ, Δ, Ε, ὁ Ε ἄρα τὸν ἐκ τῶν Γ,
Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. ὁ δὲ ἐκ τῶν Γ, Δ ἐστιν ὁ Κ· ὁ Ε ἄρα
τὸν Κ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Θ τὸν Λ
πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Κ πολλαπλασιάσας
τὸν Α πεποίηκεν, ἀλλὰ μὴν καὶ τὸν Μ πολλαπλασιάσας τὸν Ν πεποίηκεν,
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Κ πρὸς τὸν Μ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Ν. ὡς δὲ ὁ Κ πρὸς τὸν
Μ, οὕτως ὅ τε Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ἔτι ὁ Ε πρὸς τὸν Θ·
καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως
ὁ Α πρὸς τὸν Ν. πάλιν, ἐπεὶ ἑκάτερος τῶν Ε, Θ τὸν Μ πολλαπλασιάσας
ἑκάτερον τῶν Ν, Ξ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Ν
πρὸς τὸν Ξ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὅ τε Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς
τὸν Η· καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ὁ Ε πρὸς τὸν
Θ, οὕτως ὅ τε Α πρὸς τὸν Ν καὶ ὁ Ν πρὸς τὸν Ξ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Θ τὸν Μ
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πολλαπλασιάσας τὸν Ξ πεποίηκεν, ἀλλὰ μὴν καὶ τὸν Λ πολλαπλασιάσας
τὸν Β πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Μ πρὸς τὸν Λ, οὕτως ὁ Ξ πρὸς τὸν Β.
ἀλλ᾽ ὡς ὁ Μ πρὸς τὸν Λ, οὕτως ὅ τε Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ
ὁ Ε πρὸς τὸν Θ. καὶ ὡς ἄρα ὁ Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ὁ Ε
πρὸς τὸν Θ, οὕτως οὐ μόνον ὁ Ξ πρὸς τὸν Β, ἀλλὰ καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Ν καὶ
ὁ Ν πρὸς τὸν Ξ. οἱ Α, Ν, Ξ, Β ἄρα ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον ἐν τοῖς εἰρημένοις
τῶν πλευρῶν λόγοις.

Λέγω, ὅτι καὶ ὁ Α πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος
πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἤπερ ὁ Γ ἀριθμὸς πρὸς
τὸν Ζ ἢ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ἔτι ὁ Ε πρὸς τὸν Θ. ἐπεὶ γὰρ τέσσαρες ἀριθμοὶ
ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν οἱ Α, Ν, Ξ, Β, ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον
ἔχει ἤπερ ὁ Α πρὸς τὸν Ν. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ν, οὕτως ἐδείχθη ὅ τε
Γ πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Η καὶ ἔτι ὁ Ε πρὸς τὸν Θ. καὶ ὁ Α ἄρα
πρὸς τὸν Β τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν
ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἤπερ ὁ Γ ἀριθμὸς πρὸς τὸν Ζ καὶ ὁ Δ πρὸς
τὸν Η καὶ ἔτι ὁ Ε πρὸς τὸν Θ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Ἐὰν δύο ἀριθμῶν εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτῃ ἀριθμός,
ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἔσονται οἱ ἀριθμοί.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμῶν τῶν Α, Β εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπιπτέτω
ἀριθμὸς ὁ Γ· λέγω, ὅτι οἱ Α, Β ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί.

Εἰλήφθωσαν [γὰρ] ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων
τοῖς Α, Γ οἱ Δ, Ε· ἰσάκις ἄρα ὁ Δ τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ Ε τὸν Γ. ὁσάκις δὴ
ὁ Δ τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ζ· ὁ Ζ ἄρα τὸν Δ
πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. ὥστε ὁ Α ἐπίπεδός ἐστιν, πλευραὶ δὲ
αὐτοῦ οἱ Δ, Ζ. πάλιν, ἐπεὶ οἱ Δ, Ε ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον
ἐχόντων τοῖς Γ, Β, ἰσάκις ἄρα ὁ Δ τὸν Γ μετρεῖ καὶ ὁ Ε τὸν Β. ὁσάκις δὴ
ὁ Ε τὸν Β μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Η. ὁ Ε ἄρα τὸν Β
μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Η μονάδας· ὁ Η ἄρα τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν Β
πεποίηκεν. ὁ Β ἄρα ἐπίπεδός ἐστι, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ εἰσιν οἱ Ε, Η. οἱ Α,
Β ἄρα ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί. λέγω δή, ὅτι καὶ ὅμοιοι. ἐπεὶ γὰρ ὁ Ζ τὸν
μὲν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν, τὸν δὲ Ε πολλαπλασιάσας τὸν Γ
πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Γ, τουτέστιν
ὁ Γ πρὸς τὸν Β. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Ε ἑκάτερον τῶν Ζ, Η πολλαπλασιάσας τοὺς
Γ, Β πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Β. ὡς
δὲ ὁ Γ πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε· καὶ ὡς ἄρα ὁ Δ πρὸς τὸν Ε,
οὕτως ὁ Ζ πρὸς τὸν Η. καὶ ἐναλλὰξ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως ὁ Ε πρὸς
τὸν Η. οἱ Α, Β ἄρα ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί· αἱ γὰρ πλευραὶ αὐτῶν
ἀνάλογόν εἰσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 21 () Ἐὰν δύο ἀριθμῶν δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτωσιν ἀριθ-
μοί, ὅμοιοι στερεοί εἰσιν οἱ ἀριθμοί.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμῶν τῶν Α, Β δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπιπτέτωσαν
ἀριθμοὶ οἱ Γ, Δ· λέγω, ὅτι οἱ Α, Β ὅμοιοι στερεοί εἰσιν.

Εἰλήφθωσαν γὰρ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς
Α, Γ, Δ τρεῖς οἱ Ε, Ζ, Η· οἱ ἄρα ἄκροι αὐτῶν οἱ Ε, Η πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν. καὶ ἐπεὶ τῶν Ε, Η εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπέπτωκεν ἀριθμὸς ὁ Ζ, οἱ Ε,
Η ἄρα ἀριθμοὶ ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν. ἔστωσαν οὖν τοῦ μὲν Ε πλευραὶ οἱ
Θ, Κ, τοῦ δὲ Η οἱ Λ, Μ. φανερὸν ἄρα ἐστὶν ἐκ τοῦ πρὸ τούτου, ὅτι οἱ Ε,
Ζ, Η ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον ἔν τε τῷ τοῦ Θ πρὸς τὸν Λ λόγῳ καὶ τῷ τοῦ
Κ πρὸς τὸν Μ. καὶ ἐπεὶ οἱ Ε, Ζ, Η ἐλάχιστοί εἰσι τῶν τὸν αὐτὸν λόγον
ἐχόντων τοῖς Α, Γ, Δ, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῶν Ε, Ζ, Η τῷ πλήθει τῶν
Α, Γ, Δ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Η, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Δ.
οἱ δὲ Ε, Η πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι
τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας αὐτοῖς ἰσάκις ὅ τε μείζων τὸν μείζονα καὶ
ὁ ἐλάσσων τὸν ἐλάσσονα, τουτέστιν ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ
ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον· ἰσάκις ἄρα ὁ Ε τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ Η τὸν Δ. ὁσάκις
δὴ ὁ Ε τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ν. ὁ Ν ἄρα τὸν Ε
πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. ὁ δὲ Ε ἐστιν ὁ ἐκ τῶν Θ, Κ· ὁ Ν ἄρα
τὸν ἐκ τῶν Θ, Κ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. στερεὸς ἄρα ἐστὶν ὁ
Α, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ εἰσιν οἱ Θ, Κ, Ν. πάλιν, ἐπεὶ οἱ Ε, Ζ, Η ἐλάχιστοί εἰσι
τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Γ, Δ, Β, ἰσάκις ἄρα ὁ Ε τὸν Γ μετρεῖ
καὶ ὁ Η τὸν Β. ὁσάκις δὴ ὁ Ε τὸν Γ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν
τῷ Ξ. ὁ Η ἄρα τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ξ μονάδας· ὁ Ξ ἄρα τὸν Η
πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ὁ δὲ Η ἐστιν ὁ ἐκ τῶν Λ, Μ· ὁ Ξ ἄρα
τὸν ἐκ τῶν Λ, Μ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. στερεὸς ἄρα ἐστὶν ὁ
Β, πλευραὶ δὲ αὐτοῦ εἰσιν οἱ Λ, Μ, Ξ· οἱ Α, Β ἄρα στερεοί εἰσιν.

Λέγω [δή], ὅτι καὶ ὅμοιοι. ἐπεὶ γὰρ οἱ Ν, Ξ τὸν Ε πολλαπλασιάσαντες
τοὺς Α, Γ πεποιήκασιν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ν πρὸς τὸν Ξ, ὁ Α πρὸς τὸν Γ,
τουτέστιν ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Ζ, ὁ Θ πρὸς τὸν Λ καὶ ὁ
Κ πρὸς τὸν Μ· καὶ ὡς ἄρα ὁ Θ πρὸς τὸν Λ, οὕτως ὁ Κ πρὸς τὸν Μ καὶ ὁ Ν
πρὸς τὸν Ξ. καί εἰσιν οἱ μὲν Θ, Κ, Ν πλευραὶ τοῦ Α, οἱ δὲ Ξ, Λ, Μ πλευραὶ
τοῦ Β. οἱ Α, Β ἄρα ἀριθμοὶ ὅμοιοι στερεοί εἰσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Ἐὰν τρεῖς ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ὦσιν, ὁ δὲ πρῶτος τε-
τράγωνος ᾖ, καὶ ὁ τρίτος τετράγωνος ἔσται.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τρεῖς ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, ὁ δὲ πρῶτος
ὁ Α τετράγωνος ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ τρίτος ὁ Γ τετράγωνός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ τῶν Α, Γ εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν ἀριθμὸς ὁ Β, οἱ Α, Γ ἄρα
ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν. τετράγωνος δὲ ὁ Α· τετράγωνος ἄρα καὶ ὁ Γ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἐὰν τέσσαρες ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ὦσιν, ὁ δὲ πρῶτος
κύβος ᾖ, καὶ ὁ τέταρτος κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὁ δὲ
Α κύβος ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Δ κύβος ἐστίν.

Ἐπεὶ γὰρ τῶν Α, Δ δύο μέσοι ἀνάλογόν εἰσιν ἀριθμοὶ οἱ Β, Γ, οἱ Α, Δ
ἄρα ὅμοιοί εἰσι στερεοὶ ἀριθμοί. κύβος δὲ ὁ Α· κύβος ἄρα καὶ ὁ Δ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 24 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχωσιν, ὃν τε-
τράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, ὁ δὲ πρῶτος τετράγωνος ᾖ, καὶ
ὁ δεύτερος τετράγωνος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πρὸς ἀλλήλους λόγον ἐχέτωσαν, ὃν τε-
τράγωνος ἀριθμὸς ὁ Γ πρὸς τετράγωνον ἀριθμὸν τὸν Δ, ὁ δὲ Α τετράγωνος
ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ ὁ Β τετράγωνός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ οἱ Γ, Δ τετράγωνοί εἰσιν, οἱ Γ, Δ ἄρα ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν.
τῶν Γ, Δ ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτει ἀριθμός. καί ἐστιν ὡς ὁ Γ πρὸς
τὸν Δ, ὁ Α πρὸς τὸν Β· καὶ τῶν Α, Β ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτει
ἀριθμός. καί ἐστιν ὁ Α τετράγωνος· καὶ ὁ Β ἄρα τετράγωνός ἐστιν· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχωσιν, ὃν κύβος
ἀριθμὸς πρὸς κύβον ἀριθμόν, ὁ δὲ πρῶτος κύβος ᾖ, καὶ ὁ δεύτερος κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πρὸς ἀλλήλους λόγον ἐχέτωσαν, ὃν
κύβος ἀριθμὸς ὁ Γ πρὸς κύβον ἀριθμὸν τὸν Δ, κύβος δὲ ἔστω ὁ Α· λέγω
[δή], ὅτι καὶ ὁ Β κύβος ἐστίν.

Ἐπεὶ γὰρ οἱ Γ, Δ κύβοι εἰσίν, οἱ Γ, Δ ὅμοιοι στερεοί εἰσιν· τῶν Γ, Δ ἄρα
δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί. ὅσοι δὲ εἰς τοὺς Γ, Δ μεταξὺ
κατὰ τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν, τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς τὸν αὐτὸν
λόγον ἔχοντας αὐτοῖς· ὥστε καὶ τῶν Α, Β δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν
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ἀριθμοί. ἐμπιπτέτωσαν οἱ Ε, Ζ. ἐπεὶ οὖν τέσσαρες ἀριθμοὶ οἱ Α, Ε, Ζ, Β ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν, καί ἐστι κύβος ὁ Α, κύβος ἄρα καὶ ὁ Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 26 () Οἱ ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχουσιν,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β· λέγω, ὅτι ὁ Α πρὸς
τὸν Β λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν.

Ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν, τῶν Α, Β ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογον
ἐμπίπτει ἀριθμός. ἐμπιπτέτω καὶ ἔστω ὁ Γ, καὶ εἰλήφθωσαν ἐλάχιστοι
ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Γ, Β οἱ Δ, Ε, Ζ· οἱ ἄρα ἄκροι
αὐτῶν οἱ Δ, Ζ τετράγωνοί εἰσιν. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ζ, οὕτως
ὁ Α πρὸς τὸν Β, καί εἰσιν οἱ Δ, Ζ τετράγωνοι, ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β λόγον
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 27 () Οἱ ὅμοιοι στερεοὶ ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχουσιν,
ὃν κύβος ἀριθμὸς πρὸς κύβον ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὅμοιοι στερεοὶ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β· λέγω, ὅτι ὁ Α πρὸς
τὸν Β λόγον ἔχει, ὃν κύβος ἀριθμὸς πρὸς κύβον ἀριθμόν.

Ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β ὅμοιοι στερεοί εἰσιν, τῶν Α, Β ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογον
ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί. ἐμπιπτέτωσαν οἱ Γ, Δ, καὶ εἰλήφθωσαν ἐλάχιστοι
ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς Α, Γ, Δ, Β ἴσοι αὐτοῖς τὸ
πλῆθος οἱ Ε, Ζ, Η, Θ· οἱ ἄρα ἄκροι αὐτῶν οἱ Ε, Θ κύβοι εἰσίν. καί ἐστιν
ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Θ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β· καὶ ὁ Α ἄρα πρὸς τὸν Β λόγον
ἔχει, ὃν κύβος ἀριθμὸς πρὸς κύβον ἀριθμόν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 





Βιβλίο 9ο

Ὀρισμοί

Πρότασις 1 () Ἐὰν δύο ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλ-
λήλους ποιῶσί τινα, ὁ γενόμενος τετράγωνος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ ὁ Α τὸν Β
πολλαπλασιάσας τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Γ τετράγωνός ἐστιν.

Ὁ γὰρ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω. ὁ Δ ἄρα τετράγωνός
ἐστιν. ἐπεὶ οὖν ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, τὸν δὲ Β
πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ
Δ πρὸς τὸν Γ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί, τῶν Α, Β ἄρα
εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτει ἀριθμός. ἐὰν δὲ δύο ἀριθμῶν μεταξὺ κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ἐμπίπτωσιν ἀριθμοί, ὅσοι εἰς αὐτοὺς ἐμπίπτουσι,
τοσοῦτοι καὶ εἰς τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας· ὥστε καὶ τῶν Δ, Γ εἷς
μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτει ἀριθμός. καί ἐστι τετράγωνος ὁ Δ· τετράγωνος
ἄρα καὶ ὁ Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσι
τετράγωνον, ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας
τετράγωνον τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι οἱ Α, Β ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν ἀριθμοί.

Ὁ γὰρ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· ὁ Δ ἄρα τετράγωνός
ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, τὸν δὲ Β
πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Δ πρὸς
τὸν Γ. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ τετράγωνός ἐστιν, ἀλλὰ καὶ ὁ Γ, οἱ Δ, Γ ἄρα ὅμοιοι
ἐπίπεδοί εἰσιν. τῶν Δ, Γ ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτει. καί ἐστιν ὡς ὁ
Δ πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β· καὶ τῶν Α, Β ἄρα εἷς μέσος ἀνάλογον
ἐμπίπτει. ἐὰν δὲ δύο ἀριθμῶν εἷς μέσος ἀνάλογον ἐμπίπτῃ, ὅμοιοι ἐπίπεδοί
εἰσιν [οἱ] ἀριθμοί· οἱ ἄρα Α, Β ὅμοιοί εἰσιν ἐπίπεδοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 3 () Ἐὰν κύβος ἀριθμὸς ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας ποιῇ τινα, ὁ
γενόμενος κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Κύβος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β ποιείτω·
λέγω, ὅτι ὁ Β κύβος ἐστίν.

Εἰλήφθω γὰρ τοῦ Α πλευρὰ ὁ Γ, καὶ ὁ Γ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
τὸν Δ ποιείτω. φανερὸν δή ἐστιν, ὅτι ὁ Γ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α
πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ ὁ Γ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, ὁ Γ
ἄρα τὸν Δ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὑτῷ μονάδας. ἀλλὰ μὴν καὶ ἡ μονὰς τὸν Γ
μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Γ, ὁ Γ
πρὸς τὸν Δ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Γ τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν, ὁ Δ
ἄρα τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Γ μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ μονὰς τὸν Γ
κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Γ, ὁ Δ πρὸς
τὸν Α. ἀλλ᾽ ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Γ, ὁ Γ πρὸς τὸν Δ· καὶ ὡς ἄρα ἡ μονὰς
πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ καὶ ὁ Δ πρὸς τὸν Α. τῆς ἄρα μονάδος
καὶ τοῦ Α ἀριθμοῦ δύο μέσοι ἀνάλογον κατὰ τὸ συνεχὲς ἐμπεπτώκασιν
ἀριθμοὶ οἱ Γ, Δ. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν,
ὁ Α ἄρα τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὑτῷ μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ ἡ μονὰς
τὸν Α κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, ὁ Α
πρὸς τὸν Β. τῆς δὲ μονάδος καὶ τοῦ Α δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπεπτώκασιν
ἀριθμοί· καὶ τῶν Α, Β ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται ἀριθμοί. ἐὰν
δὲ δύο ἀριθμῶν δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτωσιν, ὁ δὲ πρῶτος κύβος ᾖ,
καὶ ὁ δεύτερος κύβος ἔσται. καί ἐστιν ὁ Α κύβος· καὶ ὁ Β ἄρα κύβος ἐστίν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰν κύβος ἀριθμὸς κύβον ἀριθμὸν πολλαπλασιάσας ποιῇ
τινα, ὁ γενόμενος κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Κύβος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α κύβον ἀριθμὸν τὸν Β πολλαπλασιάσας
τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Γ κύβος ἐστίν.

Ὁ γὰρ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· ὁ Δ ἄρα κύβος ἐστίν.
καὶ ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, τὸν δὲ Β
πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως
ὁ Δ πρὸς τὸν Γ. καὶ ἐπεὶ οἱ Α, Β κύβοι εἰσίν, ὅμοιοι στερεοί εἰσιν οἱ Α, Β.
τῶν Α, Β ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί· ὥστε καὶ τῶν Δ,
Γ δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπεσοῦνται ἀριθμοί. καί ἐστι κύβος ὁ Δ· κύβος ἄρα
καὶ ὁ Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 5 () Ἐὰν κύβος ἀριθμὸς ἀριθμόν τινα πολλαπλασιάσας κύβον
ποιῇ, καὶ ὁ πολλαπλασιασθεὶς κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Κύβος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ἀριθμόν τινα τὸν Β πολλαπλασιάσας
κύβον τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Β κύβος ἐστίν.

Ὁ γὰρ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· κύβος ἄρα ἐστίν ὁ
Δ. καὶ ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν, τὸν δὲ Β
πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Δ πρὸς
τὸν Γ. καὶ ἐπεὶ οἱ Δ, Γ κύβοι εἰσίν, ὅμοιοι στερεοί εἰσιν. τῶν Δ, Γ ἄρα δύο
μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί. καί ἐστιν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Γ, οὕτως ὁ
Α πρὸς τὸν Β· καὶ τῶν Α, Β ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογον ἐμπίπτουσιν ἀριθμοί.
καί ἐστι κύβος ὁ Α· κύβος ἄρα ἐστὶ καὶ ὁ Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν ἀριθμὸς ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας κύβον ποιῇ, καὶ
αὐτὸς κύβος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας κύβον τὸν Β ποιείτω·
λέγω, ὅτι καὶ ὁ Α κύβος ἐστίν.

Ὁ γὰρ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ ποιείτω. ἐπεὶ οὖν ὁ Α ἑαυτὸν
μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν, τὸν δὲ Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ
πεποίηκεν, ὁ Γ ἄρα κύβος ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν
Β πεποίηκεν, ὁ Α ἄρα τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὑτῷ μονάδας. μετρεῖ δὲ
καὶ ἡ μονὰς τὸν Α κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ μονὰς πρὸς
τὸν Α, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ
πεποίηκεν, ὁ Β ἄρα τὸν Γ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α μονάδας. μετρεῖ δὲ καὶ
ἡ μονὰς τὸν Α κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν
Α, οὕτως ὁ Β πρὸς τὸν Γ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ Α πρὸς
τὸν Β· καὶ ὡς ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Β πρὸς τὸν Γ. καὶ ἐπεὶ οἱ Β, Γ κύβοι
εἰσίν, ὅμοιοι στερεοί εἰσιν. τῶν Β, Γ ἄρα δύο μέσοι ἀνάλογόν εἰσιν ἀριθμοί.
καί ἐστιν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, ὁ Α πρὸς τὸν Β. καὶ τῶν Α, Β ἄρα δύο μέσοι
ἀνάλογόν εἰσιν ἀριθμοί. καί ἐστι κύβος ὁ Β· κύβος ἄρα ἐστὶ καὶ ὁ Α· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰνσύνθετος ἀριθμὸς ἀριθμόν τιναπολλαπλασιάσαςποιῇ
τινα, ὁ γενόμενος στερεὸς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Σύνθετος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ἀριθμόν τινα τὸν Β πολλαπλασιάσας
τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Γ στερεός ἐστιν.
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Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α σύνθετός ἐστιν, ὑπὸ ἀριθμοῦ τινος μετρηθήσεται. με-
τρείσθω ὑπὸ τοῦ Δ, καὶ ὁσάκις ὁ Δ τὸν Α μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστω-
σαν ἐν τῷ Ε. ἐπεὶ οὖν ὁ Δ τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ε μονάδας, ὁ Ε
ἄρα τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τὸν Β πολλα-
πλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ὁ δὲ Α ἐστιν ὁ ἐκ τῶν Δ, Ε, ὁ ἄρα ἐκ τῶν Δ, Ε
τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. ὁ Γ ἄρα στερεός ἐστιν, πλευραὶ
δὲ αὐτοῦ εἰσιν οἱ Δ, Ε, Β· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ὦσιν,
ὁ μὲν τρίτος ἀπὸ τῆς μονάδος τετράγωνος ἔσται καὶ οἱ ἕνα διαλείποντες, ὁ δὲ
τέταρτος κύβος καὶ οἱ δύο διαλείποντες πάντες, ὁ δὲ ἕβδομος κύβος ἅμα καὶ
τετράγωνος καὶ οἱ πέντε διαλείποντες.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ
Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ· λέγω, ὅτι ὁ μὲν τρίτος ἀπὸ τῆς μονάδος ὁ Β τετράγωνός
ἐστι καὶ οἱ ἕνα διαλείποντες πάντες, ὁ δὲ τέταρτος ὁ Γ κύβος καὶ οἱ δύο
διαλείποντες πάντες, ὁ δὲ ἕβδομος ὁ Ζ κύβος ἅμα καὶ τετράγωνος καὶ οἱ
πέντε διαλείποντες πάντες.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β, ἰσάκις ἄρα
ἡ μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Α τὸν Β. ἡ δὲ μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ
κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας· καὶ ὁ Α ἄρα τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α
μονάδας. ὁ Α ἄρα ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν· τετράγωνος
ἄρα ἐστὶν ὁ Β. καὶ ἐπεὶ οἱ Β, Γ, Δ ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, ὁ δὲ Β τετράγωνός
ἐστιν, καὶ ὁ Δ ἄρα τετράγωνός ἐστιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ Ζ τετράγωνός
ἐστιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ οἱ ἕνα διαλείποντες πάντες τετράγωνοί
εἰσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ ὁ τέταρτος ἀπὸ τῆς μονάδος ὁ Γ κύβος ἐστὶ καὶ οἱ
δύο διαλείποντες πάντες. ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ
Β πρὸς τὸν Γ, ἰσάκις ἄρα ἡ μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Β τὸν Γ. ἡ δὲ
μονὰς τὸν Α ἀριθμὸν μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α μονάδας· καὶ ὁ Β ἄρα τὸν
Γ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Α μονάδας· ὁ Α ἄρα τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν
Γ πεποίηκεν. ἐπεὶ οὖν ὁ Α ἑαυτὸν μὲν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν,
τὸν δὲ Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, κύβος ἄρα ἐστὶν ὁ Γ. καὶ ἐπεὶ
οἱ Γ, Δ, Ε, Ζ ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, ὁ δὲ Γ κύβος ἐστίν, καὶ ὁ Ζ ἄρα κύβος
ἐστίν. ἐδείχθη δὲ καὶ τετράγωνος· ὁ ἄρα ἕβδομος ἀπὸ τῆς μονάδος κύβος
τέ ἐστι καὶ τετράγωνος. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ οἱ πέντε διαλείποντες
πάντες κύβοι τέ εἰσι καὶ τετράγωνοι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Ἐὰν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἑξῆς κατὰ τὸ συνεχὲς ἀριθ-
μοὶ ἀνάλογον ὦσιν, ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδα τετράγωνος ᾖ, καὶ οἱ λοιποὶ πάντες
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τετράγωνοι ἔσονται. καὶ ἐὰν ὁ μετὰ τὴν μονάδα κύβος ᾖ, καὶ οἱ λοιποὶ πάντες
κύβοι ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος ἑξῆς ἀνάλογον ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ
οἱ Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδα ὁ Α τετράγωνος ἔστω· λέγω, ὅτι
καὶ οἱ λοιποὶ πάντες τετράγωνοι ἔσονται.

Ὅτι μὲν οὖν ὁ τρίτος ἀπὸ τῆς μονάδος ὁ Β τετράγωνός ἐστι καὶ οἱ
ἕνα διαλείποντες πάντες, δέδεικται· λέγω [δή], ὅτι καὶ οἱ λοιποὶ πάντες
τετράγωνοί εἰσιν. ἐπεὶ γὰρ οἱ Α, Β, Γ ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, καί ἐστιν ὁ Α
τετράγωνος, καὶ ὁ Γ [ἄρα] τετράγωνός ἐστιν. πάλιν, ἐπεὶ [καὶ] οἱ Β, Γ, Δ
ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, καί ἐστιν ὁ Β τετράγωνος, καὶ ὁ Δ [ἄρα] τετράγωνός
ἐστιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ οἱ λοιποὶ πάντες τετράγωνοί εἰσιν.

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὁ Α κύβος· λέγω, ὅτι καὶ οἱ λοιποὶ πάντες κύβοι εἰσίν.
Ὅτι μὲν οὖν ὁ τέταρτος ἀπὸ τῆς μονάδος ὁ Γ κύβος ἐστὶ καὶ οἱ δύο

διαλείποντες πάντες, δέδεικται· λέγω [δή], ὅτι καὶ οἱ λοιποὶ πάντες κύβοι
εἰσίν. ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ Α πρὸς τὸν Β, ἰσάκις
ἄρα ἡ μονὰς τὸν Α μετρεῖ καὶ ὁ Α τὸν Β. ἡ δὲ μονὰς τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς
ἐν αὐτῷ μονάδας· καὶ ὁ Α ἄρα τὸν Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὑτῷ μονάδας· ὁ
Α ἄρα ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. καί ἐστιν ὁ Α κύβος. ἐὰν
δὲ κύβος ἀριθμὸς ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας ποιῇ τινα, ὁ γενόμενος κύβος
ἐστίν· καὶ ὁ Β ἄρα κύβος ἐστίν. καὶ ἐπεὶ τέσσαρες ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ, Δ ἑξῆς
ἀνάλογόν εἰσιν, καί ἐστιν ὁ Α κύβος, καὶ ὁ Δ ἄρα κύβος ἐστίν. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ καὶ ὁ Ε κύβος ἐστίν, καὶ ὁμοίως οἱ λοιποὶ πάντες κύβοι εἰσίν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Ἐὰν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ [ἑξῆς] ἀνάλογον
ὦσιν, ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδα μὴ ᾖ τετράγωνος, οὐδ᾽ ἄλλος οὐδεὶς τετράγωνος
ἔσται χωρὶς τοῦ τρίτου ἀπὸ τῆς μονάδος καὶ τῶν ἕνα διαλειπόντων πάντων.
καὶ ἐὰν ὁ μετὰ τὴν μονάδα κύβος μὴ ᾖ, οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς κύβος ἔσται χωρὶς τοῦ
τετάρτου ἀπὸ τῆς μονάδος καὶ τῶν δύο διαλειπόντων πάντων.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος ἑξῆς ἀνάλογον ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ
οἱ Α, Β, Γ, Δ, Ε, Ζ, ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδα ὁ Α μὴ ἔστω τετράγωνος· λέγω, ὅτι
οὐδὲ ἄλλος οὐδεὶς τετράγωνος ἔσται χωρὶς τοῦ τρίτου ἀπὸ τῆς μονάδος
[καὶ τῶν ἕνα διαλειπόντων].

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω ὁ Γ τετράγωνος. ἔστι δὲ καὶ ὁ Β τετράγωνος·
οἱ Β, Γ ἄρα πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχουσιν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν. καί ἐστιν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, ὁ Α πρὸς τὸν Β· οἱ Α, Β
ἄρα πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχουσιν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγω-
νον ἀριθμόν· ὥστε οἱ Α, Β ὅμοιοι ἐπίπεδοί εἰσιν. καί ἐστι τετράγωνος ὁ Β·
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τετράγωνος ἄρα ἐστὶ καὶ ὁ Α· ὅπερ οὐχ ὑπέκειτο. οὐκ ἄρα ὁ Γ τετράγωνός
ἐστιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλος οὐδεὶς τετράγωνός ἐστι χωρὶς τοῦ
τρίτου ἀπὸ τῆς μονάδος καὶ τῶν ἕνα διαλειπόντων.

Ἀλλὰ δὴ μὴ ἔστω ὁ Α κύβος. λέγω, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλος οὐδεὶς κύβος ἔσται
χωρὶς τοῦ τετάρτου ἀπὸ τῆς μονάδος καὶ τῶν δύο διαλειπόντων.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω ὁ Δ κύβος. ἔστι δὲ καὶ ὁ Γ κύβος· τέταρτος γάρ
ἐστιν ἀπὸ τῆς μονάδος. καί ἐστιν ὡς ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὁ Β πρὸς τὸν Γ· καὶ
ὁ Β ἄρα πρὸς τὸν Γ λόγον ἔχει, ὃν κύβος πρὸς κύβον. καί ἐστιν ὁ Γ κύβος·
καὶ ὁ Β ἄρα κύβος ἐστίν. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ μονὰς πρὸς τὸν Α, ὁ Α πρὸς
τὸν Β, ἡ δὲ μονὰς τὸν Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας, καὶ ὁ Α ἄρα τὸν
Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν αὑτῷ μονάδας· ὁ Α ἄρα ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
κύβον τὸν Β πεποίηκεν. ἐὰν δὲ ἀριθμὸς ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας κύβον
ποιῇ, καὶ αὐτὸς κύβος ἔσται. κύβος ἄρα καὶ ὁ Α· ὅπερ οὐχ ὑπόκειται. οὐκ
ἄρα ὁ Δ κύβος ἐστίν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδ᾽ ἄλλος οὐδεὶς κύβος ἐστὶ
χωρὶς τοῦ τετάρτου ἀπὸ τῆς μονάδος καὶ τῶν δύο διαλειπόντων· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Ἐὰνἀπὸμονάδος ὁποσοιοῦνἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογονὦσιν,
ὁ ἐλάττων τὸν μείζονα μετρεῖ κατά τινα τῶν ὑπαρχόντων ἐν τοῖς ἀνάλογον
ἀριθμοῖς.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος τῆς Α ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον
οἱ Β, Γ, Δ, Ε· λέγω, ὅτι τῶν Β, Γ, Δ, Ε ὁ ἐλάχιστος ὁ Β τὸν Ε μετρεῖ κατά
τινα τῶν Γ, Δ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ Α μονὰς πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ἰσάκις
ἄρα ἡ Α μονὰς τὸν Β ἀριθμὸν μετρεῖ καὶ ὁ Δ τὸν Ε· ἐναλλὰξ ἄρα ἰσάκις ἡ
Α μονὰς τὸν Δ μετρεῖ καὶ ὁ Β τὸν Ε. ἡ δὲ Α μονὰς τὸν Δ μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν
αὐτῷ μονάδας· καὶ ὁ Β ἄρα τὸν Ε μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας· ὥστε ὁ
ἐλάσσων ὁ Β τὸν μείζονα τὸν Ε μετρεῖ κατά τινα ἀριθμὸν τῶν ὑπαρχόντων
ἐν τοῖς ἀνάλογον ἀριθμοῖς.

Πόρισμα Καὶ φανερόν, ὅτι ἣν ἔχει τάξιν ὁ μετρῶν ἀπὸ μονάδος, τὴν
αὐτὴν ἔχει καὶ ὁ καθ᾽ ὃν μετρεῖ ἀπὸ τοῦ μετρουμένου ἐπὶ τὸ πρὸ αὐτοῦ.
—ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 12 () Ἐὰνἀπὸμονάδος ὁποσοιοῦνἀριθμοὶ ἑξῆςἀνάλογονὦσιν,
ὑφ᾽ ὅσων ἂν ὁ ἔσχατος πρώτων ἀριθμῶν μετρῆται, ὑπὸ τῶν αὐτῶν καὶ ὁ παρὰ
τὴν μονάδα μετρηθήσεται.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἀνάλογον οἱ
Α, Β, Γ, Δ· λέγω, ὅτι ὑφ᾽ ὅσων ἂν ὁ Δ πρώτων ἀριθμῶν μετρῆται, ὑπὸ τῶν
αὐτῶν καὶ ὁ Α μετρηθήσεται.

Μετρείσθω γὰρ ὁ Δ ὑπό τινος πρώτου ἀριθμοῦ τοῦ Ε· λέγω, ὅτι ὁ Ε
τὸν Α μετρεῖ. μὴ γάρ· καί ἐστιν ὁ Ε πρῶτος, ἅπας δὲ πρῶτος ἀριθμὸς πρὸς
ἅπαντα, ὃν μὴ μετρεῖ, πρῶτός ἐστιν· οἱ Ε, Α ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους
εἰσίν. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Δ μετρεῖ, μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Ζ· ὁ Ε ἄρα τὸν Ζ
πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. πάλιν, ἐπεὶ ὁ Α τὸν Δ μετρεῖ κατὰ τὰς
ἐν τῷ Γ μονάδας, ὁ Α ἄρα τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. ἀλλὰ
μὴν καὶ ὁ Ε τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Γ
ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Ε, Ζ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ε, ὁ Ζ πρὸς τὸν Γ. οἱ δὲ
Α, Ε πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν
αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος
τὸν ἑπόμενον· μετρεῖ ἄρα ὁ Ε τὸν Γ. μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Η· ὁ Ε ἄρα
τὸν Η πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν διὰ τὸ πρὸ τούτου καὶ
ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Β ἴσος ἐστὶ
τῷ ἐκ τῶν Ε, Η. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ε, ὁ Η πρὸς τὸν Β. οἱ δὲ Α, Ε
πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ μετροῦσι τοὺς
τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας αὐτοῖς ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ
ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον· μετρεῖ ἄρα ὁ Ε τὸν Β. μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν
Θ· ὁ Ε ἄρα τὸν Θ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Α
ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Ε, Θ ἴσος ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τοῦ Α. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Α, ὁ Α πρὸς τὸν Θ. οἱ δὲ Α,
Ε πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν
αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος
τὸν ἑπόμενον· μετρεῖ ἄρα ὁ Ε τὸν Α ὡς ἡγούμενος ἡγούμενον. ἀλλὰ μὴν καὶ
οὐ μετρεῖ· ὅπερ ἀδύνατον. οὐκ ἄρα οἱ Ε, Α πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.
σύνθετοι ἄρα. οἱ δὲ σύνθετοι ὑπὸ [πρώτου] ἀριθμοῦ τινος μετροῦνται. καὶ
ἐπεὶ ὁ Ε πρῶτος ὑπόκειται, ὁ δὲ πρῶτος ὑπὸ ἑτέρου ἀριθμοῦ οὐ μετρεῖται
ἢ ὑφ᾽ ἑαυτοῦ, ὁ Ε ἄρα τοὺς Α, Ε μετρεῖ· ὥστε ὁ Ε τὸν Α μετρεῖ. μετρεῖ δὲ
καὶ τὸν Δ· ὁ Ε ἄρα τοὺς Α, Δ μετρεῖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι ὑφ᾽ ὅσων ἂν
ὁ Δ πρώτων ἀριθμῶν μετρῆται, ὑπὸ τῶν αὐτῶν καὶ ὁ Α μετρηθήσεται·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐὰνἀπὸμονάδος ὁποσοιοῦνἀριθμοὶ ἑξῆςἀνάλογονὦσιν,
ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδαπρῶτος ᾖ, ὁ μέγιστος ὑπ᾽ οὐδενὸς [ἄλλου] μετρηθήσεται
παρὲξ τῶν ὑπαρχόντων ἐν τοῖς ἀνάλογον ἀριθμοῖς.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ
Α, Β, Γ, Δ, ὁ δὲ μετὰ τὴν μονάδα ὁ Α πρῶτος ἔστω· λέγω, ὅτι ὁ μέγιστος
αὐτῶν ὁ Δ ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου μετρηθήσεται παρὲξ τῶν Α, Β, Γ.
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Εἰ γὰρ δυνατόν, μετρείσθω ὑπὸ τοῦ Ε, καὶ ὁ Ε μηδενὶ τῶν Α, Β, Γ
ἔστω ὁ αὐτός. φανερὸν δή, ὅτι ὁ Ε πρῶτος οὔκ ἐστιν. εἰ γὰρ ὁ Ε πρῶτός
ἐστι καὶ μετρεῖ τὸν Δ, καὶ τὸν Α μετρήσει πρῶτον ὄντα μὴ ὢν αὐτῷ ὁ
αὐτός· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ὁ Ε πρῶτός ἐστιν. σύνθετος ἄρα.
πᾶς δὲ σύνθετος ἀριθμὸς ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ μετρεῖται· ὁ Ε ἄρα
ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ μετρεῖται. λέγω δή, ὅτι ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου
πρώτου μετρηθήσεται πλὴν τοῦ Α. εἰ γὰρ ὑφ᾽ ἑτέρου μετρεῖται ὁ Ε, ὁ δὲ
Ε τὸν Δ μετρεῖ, κἀκεῖνος ἄρα τὸν Δ μετρήσει· ὥστε καὶ τὸν Α μετρήσει
πρῶτον ὄντα μὴ ὢν αὐτῷ ὁ αὐτός· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. ὁ Α ἄρα τὸν Ε
μετρεῖ. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Δ μετρεῖ, μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Ζ. λέγω, ὅτι
ὁ Ζ οὐδενὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ αὐτός. εἰ γὰρ ὁ Ζ ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ
αὐτὸς καὶ μετρεῖ τὸν Δ κατὰ τὸν Ε, καὶ εἷς ἄρα τῶν Α, Β, Γ τὸν Δ μετρεῖ
κατὰ τὸν Ε. ἀλλὰ εἷς τῶν Α, Β, Γ τὸν Δ μετρεῖ κατά τινα τῶν Α, Β, Γ·
καὶ ὁ Ε ἄρα ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ αὐτός· ὅπερ οὐχ ὑπόκειται. οὐκ ἄρα
ὁ Ζ ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ αὐτός. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι μετρεῖται ὁ Ζ
ὑπὸ τοῦ Α, δεικνύντες πάλιν, ὅτι ὁ Ζ οὔκ ἐστι πρῶτος. εἰ γάρ, καὶ μετρεῖ
τὸν Δ, καὶ τὸν Α μετρήσει πρῶτον ὄντα μὴ ὢν αὐτῷ ὁ αὐτός· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον· οὐκ ἄρα πρῶτός ἐστιν ὁ Ζ· σύνθετος ἄρα. ἅπας δὲ σύνθετος
ἀριθμὸς ὑπὸ πρώτου τινὸς ἀριθμοῦ μετρεῖται· ὁ Ζ ἄρα ὑπὸ πρώτου τινὸς
ἀριθμοῦ μετρεῖται. λέγω δή, ὅτι ὑφ᾽ ἑτέρου πρώτου οὐ μετρηθήσεται πλὴν
τοῦ Α. εἰ γὰρ ἕτερός τις πρῶτος τὸν Ζ μετρεῖ, ὁ δὲ Ζ τὸν Δ μετρεῖ, κἀκεῖνος
ἄρα τὸν Δ μετρήσει· ὥστε καὶ τὸν Α μετρήσει πρῶτον ὄντα μὴ ὢν αὐτῷ
ὁ αὐτός· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. ὁ Α ἄρα τὸν Ζ μετρεῖ. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Δ
μετρεῖ κατὰ τὸν Ζ, ὁ Ε ἄρα τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. ἀλλὰ
μὴν καὶ ὁ Α τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Γ
ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Ε, Ζ. ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ε, οὕτως
ὁ Ζ πρὸς τὸν Γ. ὁ δὲ Α τὸν Ε μετρεῖ· καὶ ὁ Ζ ἄρα τὸν Γ μετρεῖ. μετρείτω
αὐτὸν κατὰ τὸν Η. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι ὁ Η οὐδενὶ τῶν Α, Β ἐστιν ὁ
αὐτός, καὶ ὅτι μετρεῖται ὑπὸ τοῦ Α. καὶ ἐπεὶ ὁ Ζ τὸν Γ μετρεῖ κατὰ τὸν Η,
ὁ Ζ ἄρα τὸν Η πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Α τὸν
Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Β ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ
τῶν Ζ, Η. ἀνάλογον ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Ζ, ὁ Η πρὸς τὸν Β. μετρεῖ δὲ ὁ
Α τὸν Ζ· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Η τὸν Β. μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Θ. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι ὁ Θ τῷ Α οὐκ ἔστιν ὁ αὐτός. καὶ ἐπεὶ ὁ Η τὸν Β μετρεῖ
κατὰ τὸν Θ, ὁ Η ἄρα τὸν Θ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν
καὶ ὁ Α ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν· ὁ ἄρα ὑπὸ Θ, Η ἴσος
ἐστὶ τῷ ἀπὸ τοῦ Α τετραγώνῳ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Θ πρὸς τὸν Α, ὁ Α πρὸς
τὸν Η. μετρεῖ δὲ ὁ Α τὸν Η· μετρεῖ ἄρα καὶ ὁ Θ τὸν Α πρῶτον ὄντα μὴ ὢν
αὐτῷ ὁ αὐτός· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ὁ μέγιστος ὁ Δ ὑπὸ ἑτέρου ἀριθμοῦ
μετρηθήσεται παρὲξ τῶν Α, Β, Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 14 () Ἐὰν ἐλάχιστος ἀριθμὸς ὑπὸ πρώτων ἀριθμῶν μετρῆται,
ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου πρώτου ἀριθμοῦ μετρηθήσεται παρὲξ τῶν ἐξ ἀρχῆς με-
τρούντων.

Ἀπόδειξις. Ἐλάχιστος γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ὑπὸ πρώτων ἀριθμῶν τῶν Β, Γ, Δ
μετρείσθω· λέγω, ὅτι ὁ Α ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου πρώτου ἀριθμοῦ μετρηθήσεται
παρὲξ τῶν Β, Γ, Δ.

Εἰ γὰρ δυνατόν, μετρείσθω ὑπὸ πρώτου τοῦ Ε, καὶ ὁ Ε μηδενὶ τῶν Β, Γ, Δ
ἔστω ὁ αὐτός. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε τὸν Α μετρεῖ, μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Ζ· ὁ Ε ἄρα
τὸν Ζ πολλαπλασιάσας τὸν Α πεποίηκεν. καὶ μετρεῖται ὁ Α ὑπὸ πρώτων
ἀριθμῶν τῶν Β, Γ, Δ. ἐὰν δὲ δύο ἀριθμοὶ πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους
ποιῶσί τινα, τὸν δὲ γενόμενον ἐξ αὐτῶν μετρῇ τις πρῶτος ἀριθμός, καὶ
ἕνα τῶν ἐξ ἀρχῆς μετρήσει· οἱ Β, Γ, Δ ἄρα ἕνα τῶν Ε, Ζ μετρήσουσιν. τὸν
μὲν οὖν Ε οὐ μετρήσουσιν· ὁ γὰρ Ε πρῶτός ἐστι καὶ οὐδενὶ τῶν Β, Γ, Δ
ὁ αὐτός. τὸν Ζ ἄρα μετροῦσιν ἐλάσσονα ὄντα τοῦ Α· ὅπερ ἀδύνατον. ὁ
γὰρ Α ὑπόκειται ἐλάχιστος ὑπὸ τῶν Β, Γ, Δ μετρούμενος. οὐκ ἄρα τὸν Α
μετρήσει πρῶτος ἀριθμὸς παρὲξ τῶν Β, Γ, Δ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Ἐὰν τρεῖς ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ὦσιν ἐλάχιστοι τῶν
τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων αὐτοῖς, δύο ὁποιοιοῦν συντεθέντες πρὸς τὸν λοιπὸν
πρῶτοί εἰσιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τρεῖς ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον ἐλάχιστοι τῶν τὸν αὐτὸν
λόγον ἐχόντων αὐτοῖς οἱ Α, Β, Γ· λέγω, ὅτι τῶν Α, Β, Γ δύο ὁποιοιοῦν
συντεθέντες πρὸς τὸν λοιπὸν πρῶτοί εἰσιν, οἱ μὲν Α, Β πρὸς τὸν Γ, οἱ δὲ
Β, Γ πρὸς τὸν Α καὶ ἔτι οἱ Α, Γ πρὸς τὸν Β.

Εἰλήφθωσαν γὰρ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ τῶν τὸν αὐτὸν λόγον ἐχόντων τοῖς
Α, Β, Γ δύο οἱ ΔΕ, ΕΖ. φανερὸν δή, ὅτι ὁ μὲν ΔΕ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας
τὸν Α πεποίηκεν, τὸν δὲ ΕΖ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν, καὶ ἔτι ὁ
ΕΖ ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν. καὶ ἐπεὶ οἱ ΔΕ, ΕΖ ἐλάχι-
στοί εἰσιν, πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. ἐὰν δὲ δύο ἀριθμοί πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους ὦσιν, καὶ συναμφότερος πρὸς ἑκάτερον πρῶτός ἐστιν· καὶ ὁ ΔΖ
ἄρα πρὸς ἑκάτερον τῶν ΔΕ, ΕΖ πρῶτός ἐστιν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ ΔΕ πρὸς τὸν
ΕΖ πρῶτός ἐστιν· οἱ ΔΖ, ΔΕ ἄρα πρὸς τὸν ΕΖ πρῶτοί εἰσιν. ἐὰν δὲ δύο
ἀριθμοὶ πρός τινα ἀριθμὸν πρῶτοι ὦσιν, καὶ ὁ ἐξ αὐτῶν γενόμενος πρὸς
τὸν λοιπὸν πρῶτός ἐστιν· ὥστε ὁ ἐκ τῶν ΖΔ, ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ πρῶτός
ἐστιν· ὥστε καὶ ὁ ἐκ τῶν ΖΔ, ΔΕ πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ ΕΖ πρῶτός ἐστιν.
[ἐὰν γὰρ δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, ὁ ἐκ τοῦ ἑνὸς αὐτῶν
γενόμενος πρὸς τὸν λοιπὸν πρῶτός ἐστιν]. ἀλλ᾽ ὁ ἐκ τῶν ΖΔ, ΔΕ ὁ ἀπὸ
τοῦ ΔΕ ἐστι μετὰ τοῦ ἐκ τῶν ΔΕ, ΕΖ· ὁ ἄρα ἀπὸ τοῦ ΔΕ μετὰ τοῦ ἐκ τῶν
ΔΕ, ΕΖ πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ ΕΖ πρῶτός ἐστιν. καί ἐστιν ὁ μὲν ἀπὸ τοῦ ΔΕ ὁ
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Α, ὁ δὲ ἐκ τῶν ΔΕ, ΕΖ ὁ Β, ὁ δὲ ἀπὸ τοῦ ΕΖ ὁ Γ· οἱ Α, Β ἄρα συντεθέντες
πρὸς τὸν Γ πρῶτοί εἰσιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ οἱ Β, Γ πρὸς τὸν Α
πρῶτοί εἰσιν. λέγω δή, ὅτι καὶ οἱ Α, Γ πρὸς τὸν Β πρῶτοί εἰσιν. ἐπεὶ γὰρ ὁ
ΔΖ πρὸς ἑκάτερον τῶν ΔΕ, ΕΖ πρῶτός ἐστιν, καὶ ὁ ἀπὸ τοῦ ΔΖ πρὸς τὸν
ἐκ τῶν ΔΕ, ΕΖ πρῶτός ἐστιν. ἀλλὰ τῷ ἀπὸ τοῦ ΔΖ ἴσοι εἰσὶν οἱ ἀπὸ τῶν
ΔΕ, ΕΖ μετὰ τοῦ δὶς ἐκ τῶν ΔΕ, ΕΖ· καὶ οἱ ἀπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἄρα μετὰ τοῦ
δὶς ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ πρὸς τὸν ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ πρῶτοί [εἰσι]. διελόντι οἱ
ἀπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ μετὰ τοῦ ἅπαξ ὑπὸ ΔΕ, ΕΖ πρὸς τὸν ὑπὸ ΔΕ, ΕΖ πρῶτοί
εἰσιν. ἔτι διελόντι οἱ ἀπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἄρα πρὸς τὸν ὑπὸ ΔΕ, ΕΖ πρῶτοί
εἰσιν. καί ἐστιν ὁ μὲν ἀπὸ τοῦ ΔΕ ὁ Α, ὁ δὲ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΖ ὁ Β, ὁ δὲ ἀπὸ
τοῦ ΕΖ ὁ Γ. οἱ Α, Γ ἄρα συντεθέντες πρὸς τὸν Β πρῶτοί εἰσιν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ὦσιν, οὐκ ἔσται
ὡς ὁ πρῶτος πρὸς τὸν δεύτερον, οὕτως ὁ δεύτερος πρὸς ἄλλον τινά.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἀριθμοὶ οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔστωσαν· λέγω,
ὅτι οὐκ ἔστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Β πρὸς ἄλλον τινά.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Β πρὸς τὸν Γ. οἱ δὲ Α,
Β πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ μετροῦσι
τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ
ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον· μετρεῖ ἄρα ὁ Α τὸν Β ὡς ἡγούμενος ἡγούμενον.
μετρεῖ δὲ καὶ ἑαυτόν· ὁ Α ἄρα τοὺς Α, Β μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς
ἀλλήλους· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ἔσται ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Β
πρὸς τὸν Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Ἐὰνὦσινὁσοιδηποτοῦνἀριθμοὶ ἑξῆςἀνάλογον,οἱδὲἄκροι
αὐτῶνπρῶτοι πρὸς ἀλλήλουςὦσιν, οὐκ ἔσταιὡς ὁπρῶτοςπρὸς τὸν δεύτερον,
οὕτως ὁ ἔσχατος πρὸς ἄλλον τινά.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, Β, Γ, Δ,
οἱ δὲ ἄκροι αὐτῶν οἱ Α, Δ πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους ἔστωσαν· λέγω, ὅτι οὐκ
ἔστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς ἄλλον τινά.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε·
ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Δ, ὁ Β πρὸς τὸν Ε. οἱ δὲ Α, Δ πρῶτοι,
οἱ δὲ πρῶτοι καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι ἀριθμοὶ μετροῦσι τοὺς τὸν
αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος
τὸν ἑπόμενον. μετρεῖ ἄρα ὁ Α τὸν Β. καί ἐστιν ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Β
πρὸς τὸν Γ. καὶ ὁ Β ἄρα τὸν Γ μετρεῖ· ὥστε καὶ ὁ Α τὸν Γ μετρεῖ. καὶ ἐπεί
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ἐστιν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, μετρεῖ δὲ ὁ Β τὸν Γ, μετρεῖ ἄρα
καὶ ὁ Γ τὸν Δ. ἀλλ᾽ ὁ Α τὸν Γ ἐμέτρει· ὥστε ὁ Α καὶ τὸν Δ μετρεῖ. μετρεῖ
δὲ καὶ ἑαυτόν. ὁ Α ἄρα τοὺς Α, Δ μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἔσται ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, οὕτως ὁ Δ πρὸς
ἄλλον τινά· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Δύο ἀριθμῶν δοθέντων ἐπισκέψασθαι, εἰ δυνατόν ἐστιν
αὐτοῖς τρίτον ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες δύο ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, καὶ δέον ἔστω ἐπι-
σκέψασθαι, εἰ δυνατόν ἐστιν αὐτοῖς τρίτον ἀνάλογον προσευρεῖν.

Οἱ δὴ Α, Β ἤτοι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ἢ οὔ. καὶ εἰ πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν, δέδεικται, ὅτι ἀδύνατόν ἐστιν αὐτοῖς τρίτον ἀνάλογον προ-
σευρεῖν.

Ἀλλὰ δὴ μὴ ἔστωσαν οἱ Α, Β πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους, καὶ ὁ Β ἑαυτὸν
πολλαπλασιάσας τὸν Γ ποιείτω· ὁ Α δὴ τὸν Γ ἤτοι μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ.
μετρείτω πρότερον κατὰ τὸν Δ· ὁ Α ἄρα τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Γ
πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Β ἑαυτὸν πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν· ὁ
ἄρα ἐκ τῶν Α, Δ ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ τοῦ Β. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ
Β πρὸς τὸν Δ· τοῖς Α, Β ἄρα τρίτος ἀριθμὸς ἀνάλογον προσηύρηται ὁ Δ.

Ἀλλὰ δὴ μὴ μετρείτω ὁ Α τὸν Γ· λέγω, ὅτι τοῖς Α, Β ἀδύνατόν ἐστι
τρίτον ἀνάλογον προσευρεῖν ἀριθμόν. εἰ γὰρ δυνατόν, προσηυρήσθω ὁ Δ.
ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Δ ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ τοῦ Β. ὁ δὲ ἀπὸ τοῦ Β ἐστιν ὁ Γ· ὁ
ἄρα ἐκ τῶν Α, Δ ἴσος ἐστὶ τῷ Γ. ὥστε ὁ Α τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν Γ
πεποίηκεν· ὁ Α ἄρα τὸν Γ μετρεῖ κατὰ τὸν Δ. ἀλλὰ μὴν ὑπόκειται καὶ μὴ
μετρῶν· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα δυνατόν ἐστι τοῖς Α, Β τρίτον ἀνάλογον
προσευρεῖν ἀριθμόν, ὅταν ὁ Α τὸν Γ μὴ μετρῇ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 19 () Τριῶν ἀριθμῶν δοθέντων ἐπισκέψασθαι, πότε δυνατόν
ἐστιν αὐτοῖς τέταρτον ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες τρεῖς ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ, καὶ δέον ἔστω
ἐπισκέψασθαι, πότε δυνατόν ἐστιν αὐτοῖς τέταρτον ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ἤτοι οὖν οὔκ εἰσιν ἑξῆς ἀνάλογον, καὶ οἱ ἄκροι αὐτῶν πρῶτοι πρὸς
ἀλλήλους εἰσίν, ἢ ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον, καὶ οἱ ἄκροι αὐτῶν οὔκ εἰσι πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους, ἢ οὔτε ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον, οὔτε οἱ ἄκροι αὐτῶν πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, ἢ καὶ ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον, καὶ οἱ ἄκροι αὐτῶν πρῶτοι
πρὸς ἀλλήλους εἰσίν.

Εἰ μὲν οὖν οἱ Α, Β, Γ ἑξῆς εἰσιν ἀνάλογον, καὶ οἱ ἄκροι αὐτῶν οἱ Α, Γ
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν, δέδεικται, ὅτι ἀδύνατόν ἐστιν αὐτοῖς τέταρτον
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ἀνάλογον προσευρεῖν ἀριθμόν. μὴ ἔστωσαν δὴ οἱ Α, Β, Γ ἑξῆς ἀνάλογον
τῶν ἄκρων πάλιν ὄντων πρώτων πρὸς ἀλλήλους. λέγω, ὅτι καὶ οὕτως
ἀδύνατόν ἐστιν αὐτοῖς τέταρτον ἀνάλογον προσευρεῖν. εἰ γὰρ δυνατόν,
προσευρήσθω ὁ Δ, ὥστε εἶναι ὡς τὸν Α πρὸς τὸν Β, τὸν Γ πρὸς τὸν Δ, καὶ
γεγονέτω ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, ὁ Δ πρὸς τὸν Ε. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς μὲν ὁ Α
πρὸς τὸν Β, ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ὡς δὲ ὁ Β πρὸς τὸν Γ, ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, δι᾽ ἴσου
ἄρα ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Γ, ὁ Γ πρὸς τὸν Ε. οἱ δὲ Α, Γ πρῶτοι, οἱ δὲ πρῶτοι
καὶ ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ὅ
τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον. μετρεῖ ἄρα ὁ Α
τὸν Γ ὡς ἡγούμενος ἡγούμενον. μετρεῖ δὲ καὶ ἑαυτόν· ὁ Α ἄρα τοὺς Α, Γ
μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τοῖς
Α, Β, Γ δυνατόν ἐστι τέταρτον ἀνάλογον προσευρεῖν.

Ἀλλὰ δὴ πάλιν ἔστωσαν οἱ Α, Β, Γ ἑξῆς ἀνάλογον, οἱ δὲ Α, Γ μὴ ἔστωσαν
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. λέγω, ὅτι δυνατόν ἐστιν αὐτοῖς τέταρτον ἀνάλογον
προσευρεῖν. ὁ γὰρ Β τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω· ὁ Α ἄρα τὸν
Δ ἤτοι μετρεῖ ἢ οὐ μετρεῖ. μετρείτω αὐτὸν πρότερον κατὰ τὸν Ε· ὁ Α
ἄρα τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Β τὸν Γ
πολλαπλασιάσας τὸν Δ πεποίηκεν· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Ε ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν
Β, Γ. ἀνάλογον ἄρα [ἐστὶν] ὡς ὁ Α πρὸς τὸν Β, ὁ Γ πρὸς τὸν Ε· τοῖς Α, Β,
Γ ἄρα τέταρτος ἀνάλογον προσηύρηται ὁ Ε.

Ἀλλὰ δὴ μὴ μετρείτω ὁ Α τὸν Δ· λέγω, ὅτι ἀδύνατόν ἐστι τοῖς Α, Β, Γ
τέταρτον ἀνάλογον προσευρεῖν ἀριθμόν. εἰ γὰρ δυνατόν, προσευρήσθω ὁ
Ε· ὁ ἄρα ἐκ τῶν Α, Ε ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Β, Γ. ἀλλὰ ὁ ἐκ τῶν Β, Γ ἐστιν ὁ Δ·
καὶ ὁ ἐκ τῶν Α, Ε ἄρα ἴσος ἐστὶ τῷ Δ. ὁ Α ἄρα τὸν Ε πολλαπλασιάσας τὸν
Δ πεποίηκεν· ὁ Α ἄρα τὸν Δ μετρεῖ κατὰ τὸν Ε· ὥστε μετρεῖ ὁ Α τὸν Δ. ἀλλὰ
καὶ οὐ μετρεῖ· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα δυνατόν ἐστι τοῖς Α, Β, Γ τέταρτον
ἀνάλογον προσευρεῖν ἀριθμόν, ὅταν ὁ Α τὸν Δ μὴ μετρῇ. ἀλλὰ δὴ οἱ Α, Β,
Γ μήτε ἑξῆς ἔστωσαν ἀνάλογον μήτε οἱ ἄκροι πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους. καὶ
ὁ Β τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Δ ποιείτω. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι εἰ
μὲν μετρεῖ ὁ Α τὸν Δ, δυνατόν ἐστιν αὐτοῖς ἀνάλογον προσευρεῖν, εἰ δὲ οὐ
μετρεῖ, ἀδύνατον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 20 () Οἱ πρῶτοι ἀριθμοὶ πλείους εἰσὶ παντὸς τοῦ προτεθέντος
πλήθους πρώτων ἀριθμῶν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ προτεθέντες πρῶτοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ· λέγω, ὅτι
τῶν Α, Β, Γ πλείους εἰσὶ πρῶτοι ἀριθμοί.

Εἰλήφθω γὰρ ὁ ὑπὸ τῶν Α, Β, Γ ἐλάχιστος μετρούμενος καὶ ἔστω ὁ ΔΕ,
καὶ προσκείσθω τῷ ΔΕ μονὰς ἡ ΔΖ. ὁ δὴ ΕΖ ἤτοι πρῶτός ἐστιν ἢ οὔ.
ἔστω πρότερον πρῶτος· εὑρημένοι ἄρα εἰσὶ πρῶτοι ἀριθμοὶ οἱ Α, Β, Γ, ΕΖ
πλείους τῶν Α, Β, Γ.
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Ἀλλὰ δὴ μὴ ἔστω ὁ ΕΖ πρῶτος· ὑπὸ πρώτου ἄρα τινὸς ἀριθμοῦ με-
τρεῖται. μετρείσθω ὑπὸ πρώτου τοῦ Η· λέγω, ὅτι ὁ Η οὐδενὶ τῶν Α, Β, Γ
ἐστιν ὁ αὐτός. εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω. οἱ δὲ Α, Β, Γ τὸν ΔΕ μετροῦσιν· καὶ ὁ
Η ἄρα τὸν ΔΕ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸν ΕΖ· καὶ λοιπὴν τὴν ΔΖ μονάδα
μετρήσει ὁ Η ἀριθμὸς ὤν· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ὁ Η ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ
αὐτός. καὶ ὑπόκειται πρῶτος. εὑρημένοι ἄρα εἰσὶ πρῶτοι ἀριθμοὶ πλείους
τοῦ προτεθέντος πλήθους τῶν Α, Β, Γ οἱ Α, Β, Γ, Η· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 21 () Ἐὰν ἄρτιοι ἀριθμοὶ ὁποσοιοῦν συντεθῶσιν, ὁ ὅλος ἄρτιός
ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ ἄρτιοι ἀριθμοὶ ὁποσοιοῦν οἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ,
ΔΕ· λέγω, ὅτι ὅλος ὁ ΑΕ ἄρτιός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ἕκαστος τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ ἄρτιός ἐστιν, ἔχει μέρος ἥμισυ·
ὥστε καὶ ὅλος ὁ ΑΕ ἔχει μέρος ἥμισυ. ἄρτιος δὲ ἀριθμός ἐστιν ὁ δίχα
διαιρούμενος· ἄρτιος ἄρα ἐστὶν ὁ ΑΕ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Ἐὰνπερισσοὶἀριθμοὶὁποσοιοῦνσυντεθῶσιν,τὸδὲπλῆθος
αὐτῶν ἄρτιον ᾖ, ὁ ὅλος ἄρτιος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ περισσοὶ ἀριθμοὶ ὁσοιδηποτοῦν ἄρτιοι τὸ
πλῆθος οἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ· λέγω, ὅτι ὅλος ὁ ΑΕ ἄρτιός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ἕκαστος τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΕ περιττός ἐστιν, ἀφαιρεθείσης
μονάδος ἀφ᾽ ἑκάστου ἕκαστος τῶν λοιπῶν ἄρτιος ἔσται· ὥστε καὶ ὁ συ-
γκείμενος ἐξ αὐτῶν ἄρτιος ἔσται. ἔστι δὲ καὶ τὸ πλῆθος τῶν μονάδων
ἄρτιον. καὶ ὅλος ἄρα ὁ ΑΕ ἄρτιός ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἐὰνπερισσοὶἀριθμοὶὁποσοιοῦνσυντεθῶσιν,τὸδὲπλῆθος
αὐτῶν περισσὸν ᾖ, καὶ ὁ ὅλος περισσὸς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ ὁποσοιοῦν περισσοὶ ἀριθμοί, ὧν τὸ πλῆθος
περισσὸν ἔστω, οἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ· λέγω, ὅτι καὶ ὅλος ὁ ΑΔ περισσός ἐστιν.

Ἀφῃρήσθω ἀπὸ τοῦ ΓΔ μονὰς ἡ ΔΕ· λοιπὸς ἄρα ὁ ΓΕ ἄρτιός ἐστιν. ἔστι
δὲ καὶ ὁ ΓΑ ἄρτιος· καὶ ὅλος ἄρα ὁ ΑΕ ἄρτιός ἐστιν. καί ἐστι μονὰς ἡ ΔΕ.
περισσὸς ἄρα ἐστὶν ὁ ΑΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 24 () Ἐὰν ἀπὸ ἀρτίου ἀριθμοῦ ἄρτιος ἀφαιρεθῇ, ὁ λοιπὸς
ἄρτιος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ ἀρτίου τοῦ ΑΒ ἄρτιος ἀφῃρήσθω ὁ ΒΓ· λέγω, ὅτι ὁ
λοιπὸς ὁ ΓΑ ἄρτιός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ ΑΒ ἄρτιός ἐστιν, ἔχει μέρος ἥμισυ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ
ΒΓ ἔχει μέρος ἥμισυ· ὥστε καὶ λοιπὸς [ὁ ΓΑ ἔχει μέρος ἥμισυ] ἄρτιος [ἄρα]
ἐστὶν ὁ ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Ἐὰν ἀπὸ ἀρτίου ἀριθμοῦ περισσὸς ἀφαιρεθῇ, ὁ λοιπὸς
περισσὸς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ ἀρτίου τοῦ ΑΒ περισσὸς ἀφῃρήσθω ὁ ΒΓ· λέγω, ὅτι
ὁ λοιπὸς ὁ ΓΑ περισσός ἐστιν.

Ἀφῃρήσθω γὰρ ἀπὸ τοῦ ΒΓ μονὰς ἡ ΓΔ· ὁ ΔΒ ἄρα ἄρτιός ἐστιν. ἔστι
δὲ καὶ ὁ ΑΒ ἄρτιος· καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΑΔ ἄρτιός ἐστιν. καί ἐστι μονὰς ἡ
ΓΔ· ὁ ΓΑ ἄρα περισσός ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 26 () Ἐὰνἀπὸπερισσοῦἀριθμοῦπερισσὸςἀφαιρεθῇ, ὁ λοιπὸς
ἄρτιος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ περισσοῦ τοῦ ΑΒ περισσὸς ἀφῃρήσθω ὁ ΒΓ· λέγω,
ὅτι ὁ λοιπὸς ὁ ΓΑ ἄρτιός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ ΑΒ περισσός ἐστιν, ἀφῃρήσθω μονὰς ἡ ΒΔ· λοιπὸς ἄρα ὁ
ΑΔ ἄρτιός ἐστιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁ ΓΔ ἄρτιός ἐστιν· ὥστε καὶ λοιπὸς
ὁ ΓΑ ἄρτιός ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 27 () Ἐὰν ἀπὸ περισσοῦ ἀριθμοῦ ἄρτιος ἀφαιρεθῇ, ὁ λοιπὸς
περισσὸς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ περισσοῦ τοῦ ΑΒ ἄρτιος ἀφῃρήσθω ὁ ΒΓ· λέγω, ὅτι
ὁ λοιπὸς ὁ ΓΑ περισσός ἐστιν.

Ἀφῃρήσθω [γὰρ] μονὰς ἡ ΑΔ· ὁ ΔΒ ἄρα ἄρτιός ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ ὁ ΒΓ
ἄρτιος· καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΓΔ ἄρτιός ἐστιν. περισσὸς ἄρα ὁ ΓΑ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
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Πρότασις 28 () Ἐὰν περισσὸς ἀριθμὸς ἄρτιον πολλαπλασιάσας ποιῇ
τινα, ὁ γενόμενος ἄρτιος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Περισσὸς γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ἄρτιον τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν
Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Γ ἄρτιός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ὁ Γ ἄρα σύγκει-
ται ἐκ τοσούτων ἴσων τῷ Β, ὅσαι εἰσὶν ἐν τῷ Α μονάδες. καί ἐστιν ὁ Β
ἄρτιος· ὁ Γ ἄρα σύγκειται ἐξ ἀρτίων. ἐὰν δὲ ἄρτιοι ἀριθμοὶ ὁποσοιοῦν
συντεθῶσιν, ὁ ὅλος ἄρτιός ἐστιν. ἄρτιος ἄρα ἐστὶν ὁ Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 29 () Ἐὰν περισσὸς ἀριθμὸς περισσὸν ἀριθμὸν πολλαπλα-
σιάσας ποιῇ τινα, ὁ γενόμενος περισσὸς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Περισσὸς γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α περισσὸν τὸν Β πολλαπλασιάσας
τὸν Γ ποιείτω· λέγω, ὅτι ὁ Γ περισσός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Β πολλαπλασιάσας τὸν Γ πεποίηκεν, ὁ Γ ἄρα σύγκει-
ται ἐκ τοσούτων ἴσων τῷ Β, ὅσαι εἰσὶν ἐν τῷ Α μονάδες. καί ἐστιν ἑκάτερος
τῶν Α, Β περισσός· ὁ Γ ἄρα σύγκειται ἐκ περισσῶν ἀριθμῶν, ὧν τὸ πλῆθος
περισσόν ἐστιν. ὥστε ὁ Γ περισσός ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 30 () Ἐὰν περισσὸς ἀριθμὸς ἄρτιον ἀριθμὸν μετρῇ, καὶ τὸν ἥμι-
συν αὐτοῦ μετρήσει.

Ἀπόδειξις. Περισσὸς γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α ἄρτιον τὸν Β μετρείτω· λέγω, ὅτι
καὶ τὸν ἥμισυν αὐτοῦ μετρήσει.

Ἐπεὶ γὰρ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ, μετρείτω αὐτὸν κατὰ τὸν Γ· λέγω, ὅτι ὁ Γ
οὐκ ἔστι περισσός. εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω. καὶ ἐπεὶ ὁ Α τὸν Β μετρεῖ κατὰ
τὸν Γ, ὁ Α ἄρα τὸν Γ πολλαπλασιάσας τὸν Β πεποίηκεν. ὁ Β ἄρα σύγκειται
ἐκ περισσῶν ἀριθμῶν, ὧν τὸ πλῆθος περισσόν ἐστιν. ὁ Β ἄρα περισσός
ἐστιν· ὅπερ ἄτοπον· ὑπόκειται γὰρ ἄρτιος. οὐκ ἄρα ὁ Γ περισσός ἐστιν·
ἄρτιος ἄρα ἐστὶν ὁ Γ. ὥστε ὁ Α τὸν Β μετρεῖ ἀρτιάκις. διὰ δὴ τοῦτο καὶ
τὸν ἥμισυν αὐτοῦ μετρήσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 31 () Ἐὰν περισσὸς ἀριθμὸς πρός τινα ἀριθμὸν πρῶτος ᾖ, καὶ
πρὸς τὸν διπλασίονα αὐτοῦ πρῶτος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Περισσὸς γὰρ ἀριθμὸς ὁ Α πρός τινα ἀριθμὸν τὸν Β πρῶτος
ἔστω, τοῦ δὲ Β διπλασίων ἔστω ὁ Γ· λέγω, ὅτι ὁ Α [καὶ] πρὸς τὸν Γ πρῶτός
ἐστιν.
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Εἰ γὰρ μή εἰσιν [οἱ Α, Γ] πρῶτοι, μετρήσει τις αὐτοὺς ἀριθμός. μετρείτω,
καὶ ἔστω ὁ Δ. καί ἐστιν ὁ Α περισσός· περισσὸς ἄρα καὶ ὁ Δ. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ
περισσὸς ὢν τὸν Γ μετρεῖ, καί ἐστιν ὁ Γ ἄρτιος, καὶ τὸν ἥμισυν ἄρα τοῦ Γ
μετρήσει [ὁ Δ]. τοῦ δὲ Γ ἥμισύ ἐστιν ὁ Β· ὁ Δ ἄρα τὸν Β μετρεῖ. μετρεῖ δὲ
καὶ τὸν Α. ὁ Δ ἄρα τοὺς Α, Β μετρεῖ πρώτους ὄντας πρὸς ἀλλήλους· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ὁ Α πρὸς τὸν Γ πρῶτος οὔκ ἐστιν. οἱ Α, Γ ἄρα
πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 32 () Τῶν ἀπὸ δυάδος διπλασιαζομένων ἀριθμῶν ἕκαστος ἀρ-
τιάκις ἄρτιός ἐστι μόνον.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ δυάδος τῆς Α δεδιπλασιάσθωσαν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθ-
μοὶ οἱ Β, Γ, Δ· λέγω, ὅτι οἱ Β, Γ, Δ ἀρτιάκις ἄρτιοί εἰσι μόνον.

Ὅτι μὲν οὖν ἕκαστος [τῶν Β, Γ, Δ] ἀρτιάκις ἄρτιός ἐστιν, φανερόν· ἀπὸ
γὰρ δυάδος ἐστὶ διπλασιασθείς. λέγω, ὅτι καὶ μόνον. ἐκκείσθω γὰρ μονάς.
ἐπεὶ οὖν ἀπὸ μονάδος ὁποσοιοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν, ὁ δὲ μετὰ
τὴν μονάδα ὁ Α πρῶτός ἐστιν, ὁ μέγιστος τῶν Α, Β, Γ, Δ ὁ Δ ὑπ᾽ οὐδενὸς
ἄλλου μετρηθήσεται παρὲξ τῶν Α, Β, Γ. καί ἐστιν ἕκαστος τῶν Α, Β, Γ
ἄρτιος· ὁ Δ ἄρα ἀρτιάκις ἄρτιός ἐστι μόνον. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι [καὶ]
ἑκάτερος τῶν Β, Γ ἀρτιάκις ἄρτιός ἐστι μόνον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 33 () Ἐὰν ἀριθμὸς τὸν ἥμισυν ἔχῃπερισσόν, ἀρτιάκις περισσός
ἐστι μόνον.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α τὸν ἥμισυν ἐχέτω περισσόν· λέγω, ὅτι ὁ Α
ἀρτιάκις περισσός ἐστι μόνον.

Ὅτι μὲν οὖν ἀρτιάκις περισσός ἐστιν, φανερόν· ὁ γὰρ ἥμισυς αὐτοῦ
περισσὸς ὢν μετρεῖ αὐτὸν ἀρτιάκις. λέγω δή, ὅτι καὶ μόνον. εἰ γὰρ ἔσται
ὁ Α καὶ ἀρτιάκις ἄρτιος, μετρηθήσεται ὑπὸ ἀρτίου κατὰ ἄρτιον ἀριθμόν·
ὥστε καὶ ὁ ἥμισυς αὐτοῦ μετρηθήσεται ὑπὸ ἀρτίου ἀριθμοῦ περισσὸς ὤν·
ὅπερ ἐστὶν ἄτοπον. ὁ Α ἄρα ἀρτιάκις περισσός ἐστι μόνον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 34 () Ἐὰν ἀριθμὸς μήτε τῶν ἀπὸ δυάδος διπλασιαζομένων ᾖ
μήτε τὸν ἥμισυν ἔχῃ περισσόν, ἀρτιάκις τε ἄρτιός ἐστι καὶ ἀρτιάκις περισσός.

Ἀπόδειξις. Ἀριθμὸς γὰρ ὁ Α μήτε τῶν ἀπὸ δυάδος διπλασιαζομένων ἔστω
μήτε τὸν ἥμισυν ἐχέτω περισσόν· λέγω, ὅτι ὁ Α ἀρτιάκις τέ ἐστιν ἄρτιος
καὶ ἀρτιάκις περισσός.
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Ὅτι μὲν οὖν ὁ Α ἀρτιάκις ἐστὶν ἄρτιος, φανερόν· τὸν γὰρ ἥμισυν οὐκ ἔχει
περισσόν. λέγω δή, ὅτι καὶ ἀρτιάκις περισσός ἐστιν. ἐὰν γὰρ τὸν Α τέμνω-
μεν δίχα καὶ τὸν ἥμισυν αὐτοῦ δίχα καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιῶμεν, καταντήσομεν
εἴς τινα ἀριθμὸν περισσόν, ὃς μετρήσει τὸν Α κατὰ ἄρτιον ἀριθμόν. εἰ γὰρ
οὔ, καταντήσομεν εἰς δυάδα, καὶ ἔσται ὁ Α τῶν ἀπὸ δυάδος διπλασιαζο-
μένων· ὅπερ οὐχ ὑπόκειται. ὥστε ὁ Α ἀρτιάκις περισσός ἐστιν. ἐδείχθη δὲ
καὶ ἀρτιάκις ἄρτιος. ὁ Α ἄρα ἀρτιάκις τε ἄρτιός ἐστι καὶ ἀρτιάκις περισσός·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 35 () Ἐὰν ὦσιν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον, ἀφαι-
ρεθῶσι δὲ ἀπό τε τοῦ δευτέρου καὶ τοῦ ἐσχάτου ἴσοι τῷ πρώτῳ, ἔσται ὡς ἡ
τοῦ δευτέρου ὑπεροχὴ πρὸς τὸν πρῶτον, οὕτως ἡ τοῦ ἐσχάτου ὑπεροχὴ πρὸς
τοὺς πρὸ ἑαυτοῦ πάντας.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὁποσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἀνάλογον οἱ Α, ΒΓ, Δ,
ΕΖ ἀρχόμενοι ἀπὸ ἐλαχίστου τοῦ Α, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τοῦ ΒΓ καὶ τοῦ
ΕΖ τῷ Α ἴσος ἑκάτερος τῶν ΒΗ, ΖΘ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ ΗΓ πρὸς τὸν Α,
οὕτως ὁ ΕΘ πρὸς τοὺς Α, ΒΓ, Δ.

Κείσθω γὰρ τῷ μὲν ΒΓ ἴσος ὁ ΖΚ, τῷ δὲ Δ ἴσος ὁ ΖΛ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΖΚ τῷ
ΒΓ ἴσος ἐστίν, ὧν ὁ ΖΘ τῷ ΒΗ ἴσος ἐστίν, λοιπὸς ἄρα ὁ ΘΚ λοιπῷ τῷ ΗΓ
ἐστιν ἴσος. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΕΖ πρὸς τὸν Δ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν ΒΓ καὶ
ὁ ΒΓ πρὸς τὸν Α, ἴσος δὲ ὁ μὲν Δ τῷ ΖΛ, ὁ δὲ ΒΓ τῷ ΖΚ, ὁ δὲ Α τῷ ΖΘ,
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΕΖ πρὸς τὸν ΖΛ, οὕτως ὁ ΛΖ πρὸς τὸν ΖΚ καὶ ὁ ΖΚ πρὸς
τὸν ΖΘ. διελόντι, ὡς ὁ ΕΛ πρὸς τὸν ΛΖ, οὕτως ὁ ΛΚ πρὸς τὸν ΖΚ καὶ ὁ ΚΘ
πρὸς τὸν ΖΘ. ἔστιν ἄρα καὶ ὡς εἷς τῶν ἡγουμένων πρὸς ἕνα τῶν ἑπομένων,
οὕτως ἅπαντες οἱ ἡγούμενοι πρὸς ἅπαντας τοὺς ἑπομένους· ἔστιν ἄρα ὡς
ὁ ΚΘ πρὸς τὸν ΖΘ, οὕτως οἱ ΕΛ, ΛΚ, ΚΘ πρὸς τοὺς ΛΖ, ΖΚ, ΘΖ. ἴσος δὲ
ὁ μὲν ΚΘ τῷ ΓΗ, ὁ δὲ ΖΘ τῷ Α, οἱ δὲ ΛΖ, ΖΚ, ΘΖ τοῖς Δ, ΒΓ, Α· ἔστιν
ἄρα ὡς ὁ ΓΗ πρὸς τὸν Α, οὕτως ὁ ΕΘ πρὸς τοὺς Δ, ΒΓ, Α. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ
τοῦ δευτέρου ὑπεροχὴ πρὸς τὸν πρῶτον, οὕτως ἡ τοῦ ἐσχάτου ὑπεροχὴ
πρὸς τοὺς πρὸ ἑαυτοῦ πάντας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 36 () Ἐὰνἀπὸμονάδος ὁποσοιοῦνἀριθμοὶ ἑξῆς ἐκτεθῶσιν ἐν τῇ
διπλασίονι ἀναλογίᾳ, ἕως οὗὁσύμπαςσυντεθεὶςπρῶτοςγένηται, καὶ ὁσύμπας
ἐπὶ τὸν ἔσχατον πολλαπλασιασθεὶς ποιῇ τινα, ὁ γενόμενος τέλειος ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ μονάδος ἐκκείσθωσαν ὁσοιδηποτοῦν ἀριθμοὶ ἐν τῇ
διπλασίονι ἀναλογίᾳ, ἕως οὗ ὁ σύμπας συντεθεὶς πρῶτος γένηται, οἱ Α, Β,
Γ, Δ, καὶ τῷ σύμπαντι ἴσος ἔστω ὁ Ε, καὶ ὁ Ε τὸν Δ πολλαπλασιάσας τὸν
ΖΗ ποιείτω. λέγω, ὅτι ὁ ΖΗ τέλειός ἐστιν.
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Ὅσοι γάρ εἰσιν οἱ Α, Β, Γ, Δ τῷ πλήθει, τοσοῦτοι ἀπὸ τοῦ Ε εἰλήφθωσαν
ἐν τῇ διπλασίονι ἀναλογίᾳ οἱ Ε, ΘΚ, Λ, Μ· δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Α πρὸς
τὸν Δ, οὕτως ὁ Ε πρὸς τὸν Μ. ὁ ἄρα ἐκ τῶν Ε, Δ ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Α, Μ.
καί ἐστιν ὁ ἐκ τῶν Ε, Δ ὁ ΖΗ· καὶ ὁ ἐκ τῶν Α, Μ ἄρα ἐστὶν ὁ ΖΗ. ὁ Α ἄρα
τὸν Μ πολλαπλασιάσας τὸν ΖΗ πεποίηκεν· ὁ Μ ἄρα τὸν ΖΗ μετρεῖ κατὰ
τὰς ἐν τῷ Α μονάδας. καί ἐστι δυὰς ὁ Α· διπλάσιος ἄρα ἐστὶν ὁ ΖΗ τοῦ Μ.
εἰσὶ δὲ καὶ οἱ Μ, Λ, ΘΚ, Ε ἑξῆς διπλάσιοι ἀλλήλων· οἱ Ε, ΘΚ, Λ, Μ, ΖΗ ἄρα
ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν ἐν τῇ διπλασίονι ἀναλογίᾳ. ἀφῃρήσθω δὴ ἀπὸ τοῦ
δευτέρου τοῦ ΘΚ καὶ τοῦ ἐσχάτου τοῦ ΖΗ τῷ πρώτῳ τῷ Ε ἴσος ἑκάτερος
τῶν ΘΝ, ΖΞ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ τοῦ δευτέρου ἀριθμοῦ ὑπεροχὴ πρὸς τὸν
πρῶτον, οὕτως ἡ τοῦ ἐσχάτου ὑπεροχὴ πρὸς τοὺς πρὸ ἑαυτοῦ πάντας.
ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΝΚ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ ΞΗ πρὸς τοὺς Μ, Λ, ΚΘ, Ε. καί
ἐστιν ὁ ΝΚ ἴσος τῷ Ε· καὶ ὁ ΞΗ ἄρα ἴσος ἐστὶ τοῖς Μ, Λ, ΘΚ, Ε. ἔστι δὲ καὶ
ὁ ΖΞ τῷ Ε ἴσος, ὁ δὲ Ε τοῖς Α, Β, Γ, Δ καὶ τῇ μονάδι. ὅλος ἄρα ὁ ΖΗ ἴσος
ἐστὶ τοῖς τε Ε, ΘΚ, Λ, Μ καὶ τοῖς Α, Β, Γ, Δ καὶ τῇ μονάδι· καὶ μετρεῖται
ὑπ᾽ αὐτῶν. λέγω, ὅτι καὶ ὁ ΖΗ ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου μετρηθήσεται παρὲξ
τῶν Α, Β, Γ, Δ, Ε, ΘΚ, Λ, Μ καὶ τῆς μονάδος. εἰ γὰρ δυνατόν, μετρείτω τις
τὸν ΖΗ ὁ Ο, καὶ ὁ Ο μηδενὶ τῶν Α, Β, Γ, Δ, Ε, ΘΚ, Λ, Μ ἔστω ὁ αὐτός.
καὶ ὁσάκις ὁ Ο τὸν ΖΗ μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Π· ὁ Π
ἄρα τὸν Ο πολλαπλασιάσας τὸν ΖΗ πεποίηκεν. ἀλλὰ μὴν καὶ ὁ Ε τὸν Δ
πολλαπλασιάσας τὸν ΖΗ πεποίηκεν· ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν Π, ὁ Ο
πρὸς τὸν Δ. καὶ ἐπεὶ ἀπὸ μονάδος ἑξῆς ἀνάλογόν εἰσιν οἱ Α, Β, Γ, Δ, ὁ
Δ ἄρα ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου ἀριθμοῦ μετρηθήσεται παρὲξ τῶν Α, Β, Γ. καὶ
ὑπόκειται ὁ Ο οὐδενὶ τῶν Α, Β, Γ ὁ αὐτός· οὐκ ἄρα μετρήσει ὁ Ο τὸν Δ.
ἀλλ᾽ ὡς ὁ Ο πρὸς τὸν Δ, ὁ Ε πρὸς τὸν Π· οὐδὲ ὁ Ε ἄρα τὸν Π μετρεῖ.
καί ἐστιν ὁ Ε πρῶτος· πᾶς δὲ πρῶτος ἀριθμὸς πρὸς ἅπαντα, ὃν μὴ μετρεῖ,
πρῶτος [ἐστιν]. οἱ Ε, Π ἄρα πρῶτοι πρὸς ἀλλήλους εἰσίν. οἱ δὲ πρῶτοι καὶ
ἐλάχιστοι, οἱ δὲ ἐλάχιστοι μετροῦσι τοὺς τὸν αὐτὸν λόγον ἔχοντας ἰσάκις
ὅ τε ἡγούμενος τὸν ἡγούμενον καὶ ὁ ἑπόμενος τὸν ἑπόμενον· καί ἐστιν ὡς
ὁ Ε πρὸς τὸν Π, ὁ Ο πρὸς τὸν Δ· ἰσάκις ἄρα ὁ Ε τὸν Ο μετρεῖ καὶ ὁ Π τὸν
Δ· ἰσάκις ἄρα ὁ Ε τὸν Ο μετρεῖ καὶ ὁ Π τὸν Δ. ὁ δὲ Δ ὑπ᾽ οὐδενὸς ἄλλου
μετρεῖται παρὲξ τῶν Α, Β, Γ· ὁ Π ἄρα ἑνὶ τῶν Α, Β, Γ ἐστιν ὁ αὐτός. ἔστω
τῷ Β ὁ αὐτός. καὶ ὅσοι εἰσὶν οἱ Β, Γ, Δ τῷ πλήθει τοσοῦτοι εἰλήφθωσαν
ἀπὸ τοῦ Ε οἱ Ε, ΘΚ, Λ. καί εἰσιν οἱ Ε, ΘΚ, Λ τοῖς Β, Γ, Δ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ·
δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Δ, ὁ Ε πρὸς τὸν Λ. ὁ ἄρα ἐκ τῶν Β,
Λ ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Δ, Ε· ἀλλ᾽ ὁ ἐκ τῶν Δ, Ε ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Π, Ο·
καὶ ὁ ἐκ τῶν Π, Ο ἄρα ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν Β, Λ. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ Π πρὸς
τὸν Β, ὁ Λ πρὸς τὸν Ο. καί ἐστιν ὁ Π τῷ Β ὁ αὐτός· καὶ ὁ Λ ἄρα τῷ Ο
ἐστιν ὁ αὐτός· ὅπερ ἀδύνατον· ὁ γὰρ Ο ὑπόκειται μηδενὶ τῶν ἐκκειμένων
ὁ αὐτός. οὐκ ἄρα τὸν ΖΗ μετρήσει τις ἀριθμὸς παρὲξ τῶν Α, Β, Γ, Δ, Ε,
ΘΚ, Λ, Μ καὶ τῆς μονάδος. καὶ ἐδείχθη ὁ ΖΗ τοῖς Α, Β, Γ, Δ, Ε, ΘΚ, Λ, Μ
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καὶ τῇ μονάδι ἴσος. τέλειος δὲ ἀριθμός ἐστιν ὁ τοῖς ἑαυτοῦ μέρεσιν ἴσος ὤν·
τέλειος ἄρα ἐστὶν ὁ ΖΗ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 





Βιβλίο 10ο

Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Σύμμετρα μεγέθη λέγεται τὰ τῷ αὐτῷ μέτρῳ μετρούμενα, ἀσύμ-
μετρα δέ, ὧν μηδὲν ἐνδέχεται κοινὸν μέτρον γενέσθαι.

(ὁρ. 2) Εὐθεῖαι δυνάμει σύμμετροί εἰσιν, ὅταν τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα
τῷ αὐτῷ χωρίῳ μετρῆται, ἀσύμμετροι δέ, ὅταν τοῖς ἀπ᾽ αὐτῶν
τετραγώνοις μηδὲν ἐνδέχηται χωρίον κοινὸν μέτρον γενέσθαι.

(ὁρ. 3) Τούτων ὑποκειμένων δείκνυται, ὅτι τῇ προτεθείσῃ εὐθείᾳ ὑπάρ-
χουσιν εὐθεῖαι πλήθει ἄπειροι σύμμετροί τε καὶ ἀσύμμετροι αἱ μὲν
μήκει μόνον, αἱ δὲ καὶ δυνάμει. καλείσθω οὖν ἡ μὲν προτεθεῖσα
εὐθεῖα ῥητή, καὶ αἱ ταύτῃ σύμμετροι εἴτε μήκει καὶ δυνάμει εἴτε δυ-
νάμει μόνον ῥηταί, αἱ δὲ ταύτῃ ἀσύμμετροι ἄλογοι καλείσθωσαν.

(ὁρ. 4) Καὶ τὸ μὲν ἀπὸ τῆς προτεθείσης εὐθείας τετράγωνον ῥητόν, καὶ
τὰ τούτῳ σύμμετρα ῥητά, τὰ δὲ τούτῳ ἀσύμμετρα ἄλογα κα-
λείσθω, καὶ αἱ δυνάμεναι αὐτὰ ἄλογοι, εἰ μὲν τετράγωνα εἴη, αὐταὶ
αἱ πλευραί, εἰ δὲ ἕτερά τινα εὐθύγραμμα, αἱ ἴσα αὐτοῖς τετράγωνα
ἀναγράφουσαι.

Πρότασις 1 () Δύο μεγεθῶν ἀνίσων ἐκκειμένων, ἐὰν ἀπὸ τοῦ μείζονος
ἀφαιρεθῇ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ καὶ τοῦ καταλειπομένου μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ, καὶ τοῦτο
ἀεὶγίγνηται, λειφθήσεταίτιμέγεθος,ὃ ἔσται ἔλασσοντοῦἐκκειμένουἐλάσσονος
μεγέθους.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο μεγέθη ἄνισα τὰ ΑΒ, Γ, ὧν μεῖζον τὸ ΑΒ· λέγω,
ὅτι, ἐὰν ἀπὸ τοῦ ΑΒ ἀφαιρεθῇ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ καὶ τοῦ καταλειπομένου
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μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ, καὶ τοῦτο ἀεὶ γίγνηται, λειφθήσεταί τι μέγεθος, ὃ ἔσται
ἔλασσον τοῦ Γ μεγέθους.

Τὸ Γ γὰρ πολλαπλασιαζόμενον ἔσται ποτὲ τοῦ ΑΒ μεῖζον. πεπολλα-
πλασιάσθω, καὶ ἔστω τὸ ΔΕ τοῦ μὲν Γ πολλαπλάσιον, τοῦ δὲ ΑΒ μεῖζον,
καὶ διῃρήσθω τὸ ΔΕ εἰς τὰ τῷ Γ ἴσα τὰ ΔΖ, ΖΗ, ΗΕ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ
μὲν τοῦ ΑΒ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ τὸ ΒΘ, ἀπὸ δὲ τοῦ ΑΘ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ
τὸ ΘΚ, καὶ τοῦτο ἀεὶ γιγνέσθω, ἕως ἂν αἱ ἐν τῷ ΑΒ διαιρέσεις ἰσοπληθεῖς
γένωνται ταῖς ἐν τῷ ΔΕ διαιρέσεσιν.

Ἔστωσαν οὖν αἱ ΑΚ, ΚΘ, ΘΒ διαιρέσεις ἰσοπληθεῖς οὖσαι ταῖς ΔΖ, ΖΗ,
ΗΕ· καὶ ἐπεὶ μεῖζόν ἐστι τὸ ΔΕ τοῦ ΑΒ, καὶ ἀφῄρηται ἀπὸ μὲν τοῦ ΔΕ
ἔλασσον τοῦ ἡμίσεος τὸ ΕΗ, ἀπὸ δὲ τοῦ ΑΒ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ τὸ ΒΘ,
λοιπὸν ἄρα τὸ ΗΔ λοιποῦ τοῦ ΘΑ μεῖζόν ἐστιν. καὶ ἐπεὶ μεῖζόν ἐστι τὸ ΗΔ
τοῦ ΘΑ, καὶ ἀφῄρηται τοῦ μὲν ΗΔ ἥμισυ τὸ ΗΖ, τοῦ δὲ ΘΑ μεῖζον ἢ τὸ
ἥμισυ τὸ ΘΚ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΔΖ λοιποῦ τοῦ ΑΚ μεῖζόν ἐστιν. ἴσον δὲ τὸ
ΔΖ τῷ Γ· καὶ τὸ Γ ἄρα τοῦ ΑΚ μεῖζόν ἐστιν. ἔλασσον ἄρα τὸ ΑΚ τοῦ Γ.

Καταλείπεται ἄρα ἀπὸ τοῦ ΑΒ μεγέθους τὸ ΑΚ μέγεθος ἔλασσον ὂν
τοῦ ἐκκειμένου ἐλάσσονος μεγέθους τοῦ Γ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.—ὁμοίως δὲ
δειχθήσεται, κἂν ἡμίση ᾖ τὰ ἀφαιρούμενα. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν δύο μεγεθῶν [ἐκκειμένων] ἀνίσων ἀνθυφαιρουμένου
ἀεὶ τοῦ ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ μείζονος τὸ καταλειπόμενον μηδέποτε καταμετρῇ
τὸ πρὸ ἑαυτοῦ, ἀσύμμετρα ἔσται τὰ μεγέθη.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ μεγεθῶν ὄντων ἀνίσων τῶν ΑΒ, ΓΔ καὶ ἐλάσσονος
τοῦ ΑΒ ἀνθυφαιρουμένου ἀεὶ τοῦ ἐλάσσονος ἀπὸ τοῦ μείζονος τὸ περι-
λειπόμενον μηδέποτε καταμετρείτω τὸ πρὸ ἑαυτοῦ· λέγω, ὅτι ἀσύμμετρά
ἐστι τὰ ΑΒ, ΓΔ μεγέθη.

Εἰ γάρ ἐστι σύμμετρα, μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος. μετρείτω, εἰ δυνατόν,
καὶ ἔστω τὸ Ε· καὶ τὸ μὲν ΑΒ τὸ ΖΔ καταμετροῦν λειπέτω ἑαυτοῦ ἔλασσον
τὸ ΓΖ, τὸ δὲ ΓΖ τὸ ΒΗ καταμετροῦν λειπέτω ἑαυτοῦ ἔλασσον τὸ ΑΗ, καὶ
τοῦτο ἀεὶ γινέσθω, ἕως οὗ λειφθῇ τι μέγεθος, ὅ ἐστιν ἔλασσον τοῦ Ε.
γεγονέτω, καὶ λελείφθω τὸ ΑΗ ἔλασσον τοῦ Ε. ἐπεὶ οὖν τὸ Ε τὸ ΑΒ μετρεῖ,
ἀλλὰ τὸ ΑΒ τὸ ΔΖ μετρεῖ, καὶ τὸ Ε ἄρα τὸ ΖΔ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον
τὸ ΓΔ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΓΖ μετρήσει. ἀλλὰ τὸ ΓΖ τὸ ΒΗ μετρεῖ· καὶ τὸ
Ε ἄρα τὸ ΒΗ μετρεῖ. μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸ ΑΒ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΗ
μετρήσει, τὸ μεῖζον τὸ ἔλασσον. ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὰ ΑΒ, ΓΔ
μεγέθη μετρήσει τι μέγεθος· ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ ΑΒ, ΓΔ μεγέθη.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγεθῶν ἀνίσων, καὶ τὰ ἑξῆς. 
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Πρότασις 3 () Δύο μεγεθῶν συμμέτρων δοθέντων τὸ μέγιστον αὐτῶν
κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὰ δοθέντα δύο μεγέθη σύμμετρα τὰ ΑΒ, ΓΔ, ὧν ἔλασσον
τὸ ΑΒ· δεῖ δὴ τῶν ΑΒ, ΓΔ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Τὸ ΑΒ γὰρ μέγεθος ἤτοι μετρεῖ τὸ ΓΔ ἢ οὔ. εἰ μὲν οὖν μετρεῖ, μετρεῖ δὲ
καὶ ἑαυτό, τὸ ΑΒ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ κοινὸν μέτρον ἐστίν· καὶ φανερόν, ὅτι
καὶ μέγιστον. μεῖζον γὰρ τοῦ ΑΒ μεγέθους τὸ ΑΒ οὐ μετρήσει.

Μὴ μετρείτω δὴ τὸ ΑΒ τὸ ΓΔ. καὶ ἀνθυφαιρουμένου ἀεὶ τοῦ ἐλάσσονος
ἀπὸ τοῦ μείζονος, τὸ περιλειπόμενον μετρήσει ποτὲ τὸ πρὸ ἑαυτοῦ διὰ
τὸ μὴ εἶναι ἀσύμμετρα τὰ ΑΒ, ΓΔ· καὶ τὸ μὲν ΑΒ τὸ ΕΔ καταμετροῦν
λειπέτω ἑαυτοῦ ἔλασσον τὸ ΕΓ, τὸ δὲ ΕΓ τὸ ΖΒ καταμετροῦν λειπέτω
ἑαυτοῦ ἔλασσον τὸ ΑΖ, τὸ δὲ ΑΖ τὸ ΓΕ μετρείτω.

Ἐπεὶ οὖν τὸ ΑΖ τὸ ΓΕ μετρεῖ, ἀλλὰ τὸ ΓΕ τὸ ΖΒ μετρεῖ, καὶ τὸ ΑΖ ἄρα
τὸ ΖΒ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ ἑαυτό· καὶ ὅλον ἄρα τὸ ΑΒ μετρήσει τὸ ΑΖ.
ἀλλὰ τὸ ΑΒ τὸ ΔΕ μετρεῖ· καὶ τὸ ΑΖ ἄρα τὸ ΕΔ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ
τὸ ΓΕ· καὶ ὅλον ἄρα τὸ ΓΔ μετρεῖ· τὸ ΑΖ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ κοινὸν μέτρον
ἐστίν. λέγω δή, ὅτι καὶ μέγιστον. εἰ γὰρ μή, ἔσται τι μέγεθος μεῖζον τοῦ
ΑΖ, ὃ μετρήσει τὰ ΑΒ, ΓΔ. ἔστω τὸ Η. ἐπεὶ οὖν τὸ Η τὸ ΑΒ μετρεῖ, ἀλλὰ
τὸ ΑΒ τὸ ΕΔ μετρεῖ, καὶ τὸ Η ἄρα τὸ ΕΔ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸ
ΓΔ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΓΕ μετρήσει τὸ Η. ἀλλὰ τὸ ΓΕ τὸ ΖΒ μετρεῖ· καὶ
τὸ Η ἄρα τὸ ΖΒ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ ὅλον τὸ ΑΒ, καὶ λοιπὸν τὸ ΑΖ
μετρήσει, τὸ μεῖζον τὸ ἔλασσον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα μεῖζόν τι
μέγεθος τοῦ ΑΖ τὰ ΑΒ, ΓΔ μετρήσει· τὸ ΑΖ ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ τὸ μέγιστον
κοινὸν μέτρον ἐστίν.

Δύο ἄρα μεγεθῶν συμμέτρων δοθέντων τῶν ΑΒ, ΓΔ τὸ μέγιστον κοινὸν
μέτρον ηὕρηται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι, ἐὰν μέγεθος δύο μεγέθη μετρῇ, καὶ τὸ μέγι-

στον αὐτῶν κοινὸν μέτρον μετρήσει. 

Πρότασις 4 () Τριῶν μεγεθῶν συμμέτρων δοθέντων τὸ μέγιστον αὐτῶν
κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὰ δοθέντα τρία μεγέθη σύμμετρα τὰ Α, Β, Γ· δεῖ δὴ τῶν
Α, Β, Γ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον εὑρεῖν.

Εἰλήφθω γὰρ δύο τῶν Α, Β τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον, καὶ ἔστω τὸ Δ·
τὸ δὴ Δ τὸ Γ ἤτοι μετρεῖ ἢ οὔ [μετρεῖ]. μετρείτω πρότερον. ἐπεὶ οὖν τὸ Δ
τὸ Γ μετρεῖ, μετρεῖ δὲ καὶ τὰ Α, Β, τὸ Δ ἄρα τὰ Α, Β, Γ μετρεῖ· τὸ Δ ἄρα
τῶν Α, Β, Γ κοινὸν μέτρον ἐστίν. καὶ φανερόν, ὅτι καὶ μέγιστον· μεῖζον γὰρ
τοῦ Δ μεγέθους τὰ Α, Β οὐ μετρεῖ.



 Μέρος ΙΙ

Μὴ μετρείτω δὴ τὸ Δ τὸ Γ. λέγω πρῶτον, ὅτι σύμμετρά ἐστι τὰ Γ, Δ.
ἐπεὶ γὰρ σύμμετρά ἐστι τὰ Α, Β, Γ, μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος, ὃ δηλαδὴ
καὶ τὰ Α, Β μετρήσει· ὥστε καὶ τὸ τῶν Α, Β μέγιστον κοινὸν μέτρον τὸ Δ
μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ Γ· ὥστε τὸ εἰρημένον μέγεθος μετρήσει τὰ Γ, Δ·
σύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ Γ, Δ. εἰλήφθω οὖν αὐτῶν τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον,
καὶ ἔστω τὸ Ε. ἐπεὶ οὖν τὸ Ε τὸ Δ μετρεῖ, ἀλλὰ τὸ Δ τὰ Α, Β μετρεῖ, καὶ
τὸ Ε ἄρα τὰ Α, Β μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ Γ. τὸ Ε ἄρα τὰ Α, Β, Γ μετρεῖ·
τὸ Ε ἄρα τῶν Α, Β, Γ κοινόν ἐστι μέτρον. λέγω δή, ὅτι καὶ μέγιστον. εἰ
γὰρ δυνατόν, ἔστω τι τοῦ Ε μεῖζον μέγεθος τὸ Ζ, καὶ μετρείτω τὰ Α, Β, Γ.
καὶ ἐπεὶ τὸ Ζ τὰ Α, Β, Γ μετρεῖ, καὶ τὰ Α, Β ἄρα μετρήσει καὶ τὸ τῶν Α, Β
μέγιστον κοινὸν μέτρον μετρήσει. τὸ δὲ τῶν Α, Β μέγιστον κοινὸν μέτρον
ἐστὶ τὸ Δ· τὸ Ζ ἄρα τὸ Δ μετρεῖ. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ Γ· τὸ Ζ ἄρα τὰ Γ, Δ
μετρεῖ· καὶ τὸ τῶν Γ, Δ ἄρα μέγιστον κοινὸν μέτρον μετρήσει τὸ Ζ. ἔστι δὲ
τὸ Ε· τὸ Ζ ἄρα τὸ Ε μετρήσει, τὸ μεῖζον τὸ ἔλασσον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.
οὐκ ἄρα μεῖζόν τι τοῦ Ε μεγέθους [μέγεθος] τὰ Α, Β, Γ μετρεῖ· τὸ Ε ἄρα
τῶν Α, Β, Γ τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον ἐστίν, ἐὰν μὴ μετρῇ τὸ Δ τὸ Γ, ἐὰν
δὲ μετρῇ, αὐτὸ τὸ Δ.

Τριῶν ἄρα μεγεθῶν συμμέτρων δοθέντων τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον
ηὕρηται [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι, ἐὰν μέγεθος τρία μεγέθη μετρῇ, καὶ τὸ

μέγιστον αὐτῶν κοινὸν μέτρον μετρήσει.
Ὁμοίως δὴ καὶ ἐπὶ πλειόνων τὸ μέγιστον κοινὸν μέτρον ληφθήσεται,

καὶ τὸ πόρισμα προχωρήσει. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Τὰ σύμμετρα μεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς
πρὸς ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω σύμμετρα μεγέθη τὰ Α, Β· λέγω, ὅτι τὸ Α πρὸς τὸ Β
λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρά ἐστι τὰ Α, Β, μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος. μετρείτω,
καὶ ἔστω τὸ Γ. καὶ ὁσάκις τὸ Γ τὸ Α μετρεῖ τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν
τῷ Δ, ὁσάκις δὲ τὸ Γ τὸ Β μετρεῖ, τοσαῦται μονάδες ἔστωσαν ἐν τῷ Ε.

Ἐπεὶ οὖν τὸ Γ τὸ Α μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Δ μονάδας, μετρεῖ δὲ καὶ ἡ
μονὰς τὸν Δ κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας, ἰσάκις ἄρα ἡ μονὰς τὸν Δ μετρεῖ
ἀριθμὸν καὶ τὸ Γ μέγεθος τὸ Α· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Α, οὕτως ἡ
μονὰς πρὸς τὸν Δ· ἀνάπαλιν ἄρα, ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὴν
μονάδα. πάλιν ἐπεὶ τὸ Γ τὸ Β μετρεῖ κατὰ τὰς ἐν τῷ Ε μονάδας, μετρεῖ δὲ
καὶ ἡ μονὰς τὸν Ε κατὰ τὰς ἐν αὐτῷ μονάδας, ἰσάκις ἄρα ἡ μονὰς τὸν Ε
μετρεῖ καὶ τὸ Γ τὸ Β· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Β, οὕτως ἡ μονὰς πρὸς
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τὸν Ε. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ, ὁ Δ πρὸς τὴν μονάδα· δι᾽ ἴσου
ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως ὁ Δ ἀριθμὸς πρὸς τὸν Ε.

Τὰ ἄρα σύμμετρα μεγέθη τὰ Α, Β πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς
ὁ Δ πρὸς ἀριθμὸν τὸν Ε· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν δύο μεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχῃ, ὃν ἀριθμὸς πρὸς
ἀριθμόν, σύμμετρα ἔσται τὰ μεγέθη.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ μεγέθη τὰ Α, Β πρὸς ἄλληλα λόγον ἐχέτω, ὃν ἀριθμὸς
ὁ Δ πρὸς ἀριθμὸν τὸν Ε· λέγω, ὅτι σύμμετρά ἐστι τὰ Α, Β μεγέθη.

Ὅσαι γάρ εἰσιν ἐν τῷ Δ μονάδες, εἰς τοσαῦτα ἴσα διῃρήσθω τὸ Α, καὶ
ἑνὶ αὐτῶν ἴσον ἔστω τὸ Γ· ὅσαι δέ εἰσιν ἐν τῷ Ε μονάδες, ἐκ τοσούτων
μεγεθῶν ἴσων τῷ Γ συγκείσθω τὸ Ζ.

Ἐπεὶ οὖν, ὅσαι εἰσὶν ἐν τῷ Δ μονάδες, τοσαῦτά εἰσι καὶ ἐν τῷ Α μεγέθη
ἴσα τῷ Γ, ὃ ἄρα μέρος ἐστὶν ἡ μονὰς τοῦ Δ, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ τὸ Γ
τοῦ Α· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Α, οὕτως ἡ μονὰς πρὸς τὸν Δ. μετρεῖ
δὲ ἡ μονὰς τὸν Δ ἀριθμόν· μετρεῖ ἄρα καὶ τὸ Γ τὸ Α. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ
Γ πρὸς τὸ Α, οὕτως ἡ μονὰς πρὸς τὸν Δ [ἀριθμόν], ἀνάπαλιν ἄρα ὡς τὸ
Α πρὸς τὸ Γ, οὕτως ὁ Δ ἀριθμὸς πρὸς τὴν μονάδα. πάλιν ἐπεί, ὅσαι εἰσὶν
ἐν τῷ Ε μονάδες, τοσαῦτά εἰσι καὶ ἐν τῷ Ζ ἴσα τῷ Γ, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ Γ
πρὸς τὸ Ζ, οὕτως ἡ μονὰς πρὸς τὸν Ε [ἀριθμόν]. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς τὸ Α
πρὸς τὸ Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὴν μονάδα· δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς
τὸ Ζ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε. ἀλλ᾽ ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ἐστὶ τὸ Α
πρὸς τὸ Β· καὶ ὡς ἄρα τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως καὶ πρὸς τὸ Ζ. τὸ Α ἄρα
πρὸς ἑκάτερον τῶν Β, Ζ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ Β τῷ Ζ.
μετρεῖ δὲ τὸ Γ τὸ Ζ· μετρεῖ ἄρα καὶ τὸ Β. ἀλλὰ μὴν καὶ τὸ Α· τὸ Γ ἄρα τὰ
Α, Β μετρεῖ. σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγέθη πρὸς ἄλληλα, καὶ τὰ ἑξῆς.
Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι, ἐὰν ὦσι δύο ἀριθμοί, ὡς οἱ Δ, Ε, καὶ εὐθεῖα,

ὡς ἡ Α, δύνατόν ἐστι ποιῆσαι ὡς ὁ Δ ἀριθμὸς πρὸς τὸν Ε ἀριθμόν, οὕτως
τὴν εὐθεῖαν πρὸς εὐθεῖαν. ἐὰν δὲ καὶ τῶν Α, Ζ μέση ἀνάλογον ληφθῇ, ὡς
ἡ Β, ἔσται ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Ζ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β,
τουτέστιν ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως ἀναγραφόμενον. ἀλλ᾽ ὡς ἡ Α
πρὸς τὴν Ζ, οὕτως ἐστὶν ὁ Δ ἀριθμὸς πρὸς τὸν Ε ἀριθμόν· γέγονεν ἄρα καὶ
ὡς ὁ Δ ἀριθμὸς πρὸς τὸν Ε ἀριθμόν, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α εὐθείας πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς Β εὐθείας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 7 () Τὰ ἀσύμμετρα μεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀσύμμετρα μεγέθη τὰ Α, Β· λέγω, ὅτι τὸ Α πρὸς τὸ Β
λόγον οὐκ ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν.

Εἰ γὰρ ἔχει τὸ Α πρὸς τὸ Β λόγον, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν, σύμμετρον
ἔσται τὸ Α τῷ Β. οὐκ ἔστι δέ· οὐκ ἄρα τὸ Α πρὸς τὸ Β λόγον ἔχει, ὃν
ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν.

Τὰ ἄρα ἀσύμμετρα μεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον οὐκ ἔχει, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 8 () Ἐὰν δύο μεγέθη πρὸς ἄλληλα λόγον μὴ ἔχῃ, ὃν ἀριθμὸς
πρὸς ἀριθμόν, ἀσύμμετρα ἔσται τὰ μεγέθη.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ μεγέθη τὰ Α, Β πρὸς ἄλληλα λόγον μὴ ἐχέτω, ὃν
ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν· λέγω, ὅτι ἀσύμμετρά ἐστι τὰ Α, Β μεγέθη.

Εἰ γὰρ ἔσται σύμμετρα, τὸ Α πρὸς τὸ Β λόγον ἕξει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς
ἀριθμόν. οὐκ ἔχει δέ. ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ Α, Β μεγέθη.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγέθη πρὸς ἄλληλα, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 9 () Τὰ ἀπὸ τῶν μήκει συμμέτρων εὐθειῶν τετράγωνα πρὸς
ἄλληλα λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὰ
τετράγωνα τὰ πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχοντα, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τε-
τράγωνον ἀριθμόν, καὶ τὰςπλευρὰς ἕξει μήκει συμμέτρους. τὰ δὲ ἀπὸτῶν μήκει
ἀσυμμέτρων εὐθειῶν τετράγωναπρὸςἄλληλαλόγονοὐκ ἔχει, ὅνπερτετράγω-
νος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὰ τετράγωνα τὰ πρὸς ἄλληλα
λόγον μὴ ἔχοντα, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὰς
πλευρὰς ἕξει μήκει συμμέτρους.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ αἱ Α, Β μήκει σύμμετροι· λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς
Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β τετράγωνον λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Β μήκει, ἡ Α ἄρα πρὸς τὴν Β λόγον
ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν. ἐχέτω, ὃν ὁ Γ πρὸς τὸν Δ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν
ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ὁ Γ πρὸς τὸν Δ, ἀλλὰ τοῦ μὲν τῆς Α πρὸς τὴν Β
λόγου διπλασίων ἐστὶν ὁ τοῦ ἀπὸ τῆς Α τετραγώνου πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β τε-
τράγωνον· τὰ γὰρ ὅμοια σχήματα ἐν διπλασίονι λόγῳ ἐστὶ τῶν ὁμολόγων
πλευρῶν· τοῦ δὲ τοῦ Γ [ἀριθμοῦ] πρὸς τὸν Δ [ἀριθμὸν] λόγου διπλασίων
ἐστὶν ὁ τοῦ ἀπὸ τοῦ Γ τετραγώνου πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ Δ τετράγωνον·
δύο γὰρ τετραγώνων ἀριθμῶν εἷς μέσος ἀνάλογόν ἐστιν ἀριθμός, καὶ ὁ
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τετράγωνος πρὸς τὸν τετράγωνον [ἀριθμὸν] διπλασίονα λόγον ἔχει, ἤπερ
ἡ πλευρὰ πρὸς τὴν πλευράν· ἔστιν ἄρα καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β τετράγωνον, οὕτως ὁ ἀπὸ τοῦ Γ τετράγωνος [ἀριθμὸς]
πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ Δ [ἀριθμοῦ] τετράγωνον [ἀριθμόν].

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β, οὕτως
ὁ ἀπὸ τοῦ Γ τετράγωνος πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ Δ [τετράγωνον]· λέγω, ὅτι
σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Β μήκει.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β
[τετράγωνον], οὕτως ὁ ἀπὸ τοῦ Γ τετράγωνος πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ Δ
[τετράγωνον], ἀλλ᾽ ὁ μὲν τοῦ ἀπὸ τῆς Α τετραγώνου πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β
[τετράγωνον] λόγος διπλασίων ἐστὶ τοῦ τῆς Α πρὸς τὴν Β λόγου, ὁ δὲ τοῦ
ἀπὸ τοῦ Γ [ἀριθμοῦ] τετραγώνου [ἀριθμοῦ]πρὸς τὸν ἀπὸ τοῦ Δ [ἀριθμοῦ]
τετράγωνον [ἀριθμὸν] λόγος διπλασίων ἐστὶ τοῦ τοῦ Γ [ἀριθμοῦ]πρὸς τὸν
Δ [ἀριθμὸν] λόγου, ἔστιν ἄρα καὶ ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ὁ Γ [ἀριθμὸς]
πρὸς τὸν Δ [ἀριθμόν]. ἡ Α ἄρα πρὸς τὴν Β, λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς ὁ Γ
πρὸς ἀριθμὸν τὸν Δ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Α τῇ Β μήκει.

Ἀλλὰ δὴ ἀσύμμετρος ἔστω ἡ Α τῇ Β μήκει· λέγω, ὅτι τὸ ἀπὸ τῆς Α τε-
τράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β [τετράγωνον] λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν.

Εἰ γὰρ ἔχει τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β [τετράγωνον]
λόγον, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, σύμμετρος ἔσται
ἡ Α τῇ Β. οὐκ ἔστι δέ· οὐκ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς Β [τετράγωνον] λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν.

Πάλιν δὴ τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β [τετράγωνον]
λόγον μὴ ἐχέτω, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· λέγω,
ὅτι ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Β μήκει.

Εἰ γάρ ἐστι σύμμετρος ἡ Α τῇ Β, ἕξει τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
Β λόγον, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. οὐκ ἔχει δέ·
οὐκ ἄρα σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Β μήκει.

Τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν μήκει συμμέτρων, καὶ τὰ ἑξῆς.
Πόρισμα
Καὶ φανερὸν ἐκ τῶν δεδειγμένων ἔσται, ὅτι αἱ μήκει σύμμετροι πάντως

καὶ δυνάμει, αἱ δὲ δυνάμει οὐ πάντως καὶ μήκει [εἴπερ τὰ ἀπὸ τῶν μήκει
συμμέτρων εὐθειῶν τετράγωνα λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, τὰ δὲ λόγον ἔχοντα, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν, σύμμε-
τρά ἐστιν. ὥστε αἱ μήκει σύμμετροι εὐθεῖαι οὐ μόνον [εἰσὶ] μήκει σύμμετροι,
ἀλλὰ καὶ δυνάμει.

πάλιν ἐπεί, ὅσα τετράγωνα πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, μήκει ἐδείχθη σύμμετρα καὶ δυνάμει
ὄντα σύμμετρα τῷ τὰ τετράγωνα λόγον ἔχειν, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν,
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ὅσα ἄρα τετράγωνα λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγω-
νον ἀριθμόν, ἀλλὰ ἁπλῶς, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν, σύμμετρα μὲν ἔσται
αὐτὰ τὰ τετράγωνα δυνάμει, οὐκέτι δὲ καὶ μήκει· ὥστε τὰ μὲν μήκει σύμ-
μετρα πάντως καὶ δυνάμει, τὰ δὲ δυνάμει οὐ πάντως καὶ μήκει, εἰ μὴ καὶ
λόγον ἔχοιεν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν.

λέγω δή, ὅτι [καὶ] αἱ μήκει ἀσύμμετροι οὐ πάντως καὶ δυνάμει, ἐπει-
δήπερ αἱ δυνάμει σύμμετροι δύνανται λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθ-
μὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, καὶ διὰ τοῦτο δυνάμει οὖσαι σύμμετροι
μήκει εἰσὶν ἀσύμμετροι. ὥστε οὐχ αἱ τῷ μήκει ἀσύμμετροι πάντως καὶ δυ-
νάμει, ἀλλὰ δύνανται μήκει οὖσαι ἀσύμμετροι δυνάμει εἶναι καὶ ἀσύμμετροι
καὶ σύμμετροι.

αἱ δὲ δυνάμει ἀσύμμετροι πάντως καὶ μήκει ἀσύμμετροι· εἰ γὰρ [εἰσι]
μήκει σύμμετροι, ἔσονται καὶ δυνάμει σύμμετροι. ὑπόκεινται δὲ καὶ ἀσύμ-
μετροι· ὅπερ ἄτοπον. αἱ ἄρα δυνάμει ἀσύμμετροι πάντως καὶ μήκει].

Λῆμμα
Δέδεικται ἐν τοῖς ἀριθμητικοῖς, ὅτι οἱ ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοὶ πρὸς ἀλ-

λήλους λόγον ἔχουσιν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν,
καὶ ὅτι, ἐὰν δύο ἀριθμοὶ πρὸς ἀλλήλους λόγον ἔχωσιν, ὃν τετράγωνος ἀριθ-
μὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, ὅμοιοί εἰσιν ἐπίπεδοι. καὶ δῆλον ἐκ τούτων,
ὅτι οἱ μὴ ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἀριθμοί, τουτέστιν οἱ μὴ ἀνάλογον ἔχοντες τὰς
πλευράς, πρὸς ἀλλήλους λόγον οὐκ ἔχουσιν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν. εἰ γὰρ ἕξουσιν, ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἔσονται· ὅπερ οὐχ
ὑπόκειται. οἱ ἄρα μὴ ὅμοιοι ἐπίπεδοι πρὸς ἀλλήλους λόγον οὐκ ἔχουσιν,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. 

Πρότασις 10 () Τῇ προτεθείσῃ εὐθείᾳ προσευρεῖν δύο εὐθείας ἀσυμ-
μέτρους, τὴν μὲν μήκει μόνον, τὴν δὲ καὶ δυνάμει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ προτεθεῖσα εὐθεῖα ἡ Α· δεῖ δὴ τῇ Α προσευρεῖν δύο
εὐθείας ἀσυμμέτρους, τὴν μὲν μήκει μόνον, τὴν δὲ καὶ δυνάμει.

Ἐκκείσθωσαν γὰρ δύο ἀριθμοὶ οἱ Β, Γ πρὸς ἀλλήλους λόγον μὴ ἔχο-
ντες, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, τουτέστι μὴ ὅμοιοι
ἐπίπεδοι, καὶ γεγονέτω ὡς ὁ Β πρὸς τὸν Γ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγω-
νον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Δ τετράγωνον· ἐμάθομεν γάρ· σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ
τῆς Α τῷ ἀπὸ τῆς Δ. καὶ ἐπεὶ ὁ Β πρὸς τὸν Γ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγω-
νος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς Δ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν·
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Α τῇ Δ μήκει. εἰλήφθω τῶν Α, Δ μέση ἀνάλογον
ἡ Ε· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Δ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς Ε. ἀσύμμετρος δέ ἐστιν ἡ Α τῇ Δ μήκει· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ
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καὶ τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον τῷ ἀπὸ τῆς Ε τετραγώνῳ· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ Α τῇ Ε δυνάμει.

Τῇ ἄρα προτεθείσῃ εὐθείᾳ τῇ Α προσεύρηνται δύο εὐθεῖαι ἀσύμμετροι
αἱ Δ, Ε, μήκει μὲν μόνον ἡ Δ, δυνάμει δὲ καὶ μήκει δηλαδὴ ἡ Ε [ὅπερ ἔδει
δεῖξαι]. 

Πρότασις 11 () Ἐὰν τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον ᾖ, τὸ δὲ πρῶτον τῷ
δευτέρῳ σύμμετρον ᾖ, καὶ τὸ τρίτον τῷ τετάρτῳ σύμμετρον ἔσται· κἂν τὸ
πρῶτον τῷ δευτέρῳ ἀσύμμετρον ᾖ, καὶ τὸ τρίτον τῷ τετάρτῳ ἀσύμμετρον
ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρα μεγέθη ἀνάλογον τὰ Α, Β, Γ, Δ, ὡς τὸ Α
πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ, τὸ Α δὲ τῷ Β σύμμετρον ἔστω· λέγω,
ὅτι καὶ τὸ Γ τῷ Δ σύμμετρον ἔσται.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρόν ἐστι τὸ Α τῷ Β, τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Β λόγον ἔχει,
ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν. καί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ
Δ· καὶ τὸ Γ ἄρα πρὸς τὸ Δ λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν· σύμμετρον
ἄρα ἐστὶ τὸ Γ τῷ Δ.

Ἀλλὰ δὴ τὸ Α τῷ Β ἀσύμμετρον ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ τὸ Γ τῷ Δ ἀσύμ-
μετρον ἔσται. ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ Α τῷ Β, τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Β
λόγον οὐκ ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν. καί ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β,
οὕτως τὸ Γ πρὸς τὸ Δ· οὐδὲ τὸ Γ ἄρα πρὸς τὸ Δ λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς
πρὸς ἀριθμόν· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ Γ τῷ Δ.

Ἐὰν ἄρα τέσσαρα μεγέθη, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 12 () Τὰ τῷ αὐτῷ μεγέθει σύμμετρα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶ σύμμε-
τρα.

Ἀπόδειξις. Ἑκάτερον γὰρ τῶν Α, Β τῷ Γ ἔστω σύμμετρον. λέγω, ὅτι καὶ
τὸ Α τῷ Β ἐστι σύμμετρον.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρόν ἐστι τὸ Α τῷ Γ, τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Γ λόγον ἔχει,
ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν. ἐχέτω, ὃν ὁ Δ πρὸς τὸν Ε. πάλιν, ἐπεὶ σύμμετρόν
ἐστι τὸ Γ τῷ Β, τὸ Γ ἄρα πρὸς τὸ Β λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν.
ἐχέτω, ὃν ὁ Ζ πρὸς τὸν Η. καὶ λόγων δοθέντων ὁποσωνοῦν τοῦ τε, ὃν
ἔχει ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, καὶ ὁ Ζ πρὸς τὸν Η εἰλήφθωσαν ἀριθμοὶ ἑξῆς ἐν τοῖς
δοθεῖσι λόγοις οἱ Θ, Κ, Λ· ὥστε εἶναι ὡς μὲν τὸν Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως τὸν
Θ πρὸς τὸν Κ, ὡς δὲ τὸν Ζ πρὸς τὸν Η, οὕτως τὸν Κ πρὸς τὸν Λ.

Ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ, οὕτως ὁ Δ πρὸς τὸν Ε, ἀλλ᾽ ὡς ὁ
Δ πρὸς τὸν Ε, οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Κ, ἔστιν ἄρα καὶ ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ,
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οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Κ. πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ Γ πρὸς τὸ Β, οὕτως ὁ Ζ
πρὸς τὸν Η, ἀλλ᾽ ὡς ὁ Ζ πρὸς τὸν Η, [οὕτως] ὁ Κ πρὸς τὸν Λ, καὶ ὡς ἄρα
τὸ Γ πρὸς τὸ Β, οὕτως ὁ Κ πρὸς τὸν Λ. ἔστι δὲ καὶ ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Γ,
οὕτως ὁ Θ πρὸς τὸν Κ· δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ Α πρὸς τὸ Β, οὕτως ὁ Θ
πρὸς τὸν Λ. τὸ Α ἄρα πρὸς τὸ Β λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς ὁ Θ πρὸς ἀριθμὸν
τὸν Λ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ Α τῷ Β.

Τὰ ἄρα τῷ αὐτῷ μεγέθει σύμμετρα καὶ ἀλλήλοις ἐστὶ σύμμετρα· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐὰν ᾖ δύο μεγέθη σύμμετρα, τὸ δὲ ἕτερον αὐτῶν μεγέθει
τινὶ ἀσύμμετρον ᾖ, καὶ τὸ λοιπὸν τῷ αὐτῷ ἀσύμμετρον ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο μεγέθη σύμμετρα τὰ Α, Β, τὸ δὲ ἕτερον αὐτῶν τὸ
Α ἄλλῳ τινὶ τῷ Γ ἀσύμμετρον ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ τὸ λοιπὸν τὸ Β τῷ Γ
ἀσύμμετρόν ἐστιν.

Εἰ γάρ ἐστι σύμμετρον τὸ Β τῷ Γ, ἀλλὰ καὶ τὸ Α τῷ Β σύμμετρόν
ἐστιν, καὶ τὸ Α ἄρα τῷ Γ σύμμετρόν ἐστιν. ἀλλὰ καὶ ἀσύμμετρον· ὅπερ
ἀδύνατον. οὐκ ἄρα σύμμετρόν ἐστι τὸ Β τῷ Γ· ἀσύμμετρον ἄρα.

Ἐὰν ἄρα ᾖ δύο μεγέθη σύμμετρα, καὶ τὰ ἑξῆς.
Λῆμμα
Δύο δοθεισῶν εὐθειῶν ἀνίσων εὑρεῖν, τίνι μεῖζον δύναται ἡ μείζων τῆς

ἐλάσσονος.
Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο ἄνισοι εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, Γ, ὧν μείζων ἔστω ἡ

ΑΒ· δεῖ δὴ εὑρεῖν, τίνι μεῖζον δύναται ἡ ΑΒ τῆς Γ.
Γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ εἰς αὐτὸ ἐνηρμόσθω τῇ

Γ ἴση ἡ ΑΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ. φανερὸν δή, ὅτι ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΔΒ
γωνία, καὶ ὅτι ἡ ΑΒ τῆς ΑΔ, τουτέστι τῆς Γ, μεῖζον δύναται τῇ ΔΒ.

Ὁμοίως δὲ καὶ δύο δοθεισῶν εὐθειῶν ἡ δυναμένη αὐτὰς εὑρίσκεται
οὕτως.

Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΔ, ΔΒ, καὶ δέον ἔστω εὑρεῖν τὴν
δυναμένην αὐτάς. κείσθωσαν γάρ, ὥστε ὀρθὴν γωνίαν περιέχειν τὴν ὑπὸ
ΑΔ, ΔΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΒ· φανερὸν πάλιν, ὅτι ἡ τὰς ΑΔ, ΔΒ δυναμένη
ἐστὶν ἡ ΑΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Ἐὰντέσσαρες εὐθεῖαιἀνάλογονὦσιν, δύνηται δὲἡπρώτη
τῆς δευτέρας μεῖζον τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει], καὶ ἡ τρίτη τῆς τετάρ-
της μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει]. καὶ ἐὰν ἡ πρώτη τῆς
δευτέρας μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει], καὶ ἡ τρίτη τῆς
τετάρτης μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει].
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ Α, Β, Γ, Δ, ὡς ἡ Α
πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Δ, καὶ ἡ Α μὲν τῆς Β μεῖζον δυνάσθω τῷ
ἀπὸ τῆς Ε, ἡ δὲ Γ τῆς Δ μεῖζον δυνάσθω τῷ ἀπὸ τῆς Ζ· λέγω, ὅτι, εἴτε
σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Ε, σύμμετρός ἐστι καὶ ἡ Γ τῇ Ζ, εἴτε ἀσύμμετρός
ἐστιν ἡ Α τῇ Ε, ἀσύμμετρός ἐστι καὶ ἡ Γ τῇ Ζ.

Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Δ, ἔστιν ἄρα
καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Γ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς Δ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς Α ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν Ε, Β, τῷ δὲ ἀπὸ
τῆς Γ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν Δ, Ζ. ἔστιν ἄρα ὡς τὰ ἀπὸ τῶν Ε, Β πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς Β, οὕτως τὰ ἀπὸ τῶν Δ, Ζ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Δ· διελόντι ἄρα ἐστὶν
ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Ζ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς Δ· ἔστιν ἄρα καὶ ὡς ἡ Ε πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Ζ πρὸς τὴν Δ· ἀνάπαλιν
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ Β πρὸς τὴν Ε, οὕτως ἡ Δ πρὸς τὴν Ζ. ἔστι δὲ καὶ ὡς ἡ Α
πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Δ· δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Ε,
οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Ζ. εἴτε οὖν σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Ε, σύμμετρός ἐστι
καὶ ἡ Γ τῇ Ζ, εἴτε ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Ε, ἀσύμμετρός ἐστι καὶ ἡ Γ τῇ
Ζ.

Ἐὰν ἄρα, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 15 () Ἐὰν δύο μεγέθη σύμμετρα συντεθῇ, καὶ τὸ ὅλον ἑκατέρῳ
αὐτῶν σύμμετρον ἔσται· κἂν τὸ ὅλον ἑνὶ αὐτῶν σύμμετρον ᾖ, καὶ τὰ ἐξ ἀρχῆς
μεγέθη σύμμετρα ἔσται.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθω γὰρ δύο μεγέθη σύμμετρα τὰ ΑΒ, ΒΓ· λέγω, ὅτι καὶ
ὅλον τὸ ΑΓ ἑκατέρῳ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἐστι σύμμετρον.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρά ἐστι τὰ ΑΒ, ΒΓ, μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος. μετρείτω,
καὶ ἔστω τὸ Δ. ἐπεὶ οὖν τὸ Δ τὰ ΑΒ, ΒΓ μετρεῖ, καὶ ὅλον τὸ ΑΓ μετρήσει.
μετρεῖ δὲ καὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ. τὸ Δ ἄρα τὰ ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ μετρεῖ· σύμμετρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΑΓ ἑκατέρῳ τῶν ΑΒ, ΒΓ.

Ἀλλὰ δὴ τὸ ΑΓ ἔστω σύμμετρον τῷ ΑΒ· λέγω δή, ὅτι καὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ
σύμμετρά ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρά ἐστι τὰ ΑΓ, ΑΒ, μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος. μετρείτω,
καὶ ἔστω τὸ Δ. ἐπεὶ οὖν τὸ Δ τὰ ΓΑ, ΑΒ μετρεῖ, καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΒΓ
μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ ΑΒ· τὸ Δ ἄρα τὰ ΑΒ, ΒΓ μετρήσει· σύμμετρα
ἄρα ἐστὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγέθη, καὶ τὰ ἑξῆς. 
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Πρότασις 16 () Ἐὰνδύομεγέθηἀσύμμετρασυντεθῇ, καὶ τὸὅλον ἑκατέρῳ
αὐτῶνἀσύμμετρον ἔσται· κἂν τὸ ὅλον ἑνὶ αὐτῶν ἀσύμμετρον ᾖ, καὶ τὰ ἐξ ἀρχῆς
μεγέθη ἀσύμμετρα ἔσται.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθω γὰρ δύο μεγέθη ἀσύμμετρα τὰ ΑΒ, ΒΓ· λέγω, ὅτι
καὶ ὅλον τὸ ΑΓ ἑκατέρῳ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἀσύμμετρόν ἐστιν.

Εἰ γὰρ μή ἐστιν ἀσύμμετρα τὰ ΓΑ, ΑΒ, μετρήσει τι [αὐτὰ] μέγεθος.
μετρείτω, εἰ δυνατόν, καὶ ἔστω τὸ Δ. ἐπεὶ οὖν τὸ Δ τὰ ΓΑ, ΑΒ μετρεῖ, καὶ
λοιπὸν ἄρα τὸ ΒΓ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ ΑΒ· τὸ Δ ἄρα τὰ ΑΒ, ΒΓ
μετρεῖ. σύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ· ὑπέκειντο δὲ καὶ ἀσύμμετρα· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὰ ΓΑ, ΑΒ μετρήσει τι μέγεθος· ἀσύμμετρα ἄρα
ἐστὶ τὰ ΓΑ, ΑΒ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ τὰ ΑΓ, ΓΒ ἀσύμμετρά ἐστιν.
τὸ ΑΓ ἄρα ἑκατέρῳ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἀσύμμετρόν ἐστιν.

Ἀλλὰ δὴ τὸ ΑΓ ἑνὶ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἀσύμμετρον ἔστω. ἔστω δὴ πρότερον
τῷ ΑΒ· λέγω, ὅτι καὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ ἀσύμμετρά ἐστιν. εἰ γὰρ ἔσται σύμμετρα,
μετρήσει τι αὐτὰ μέγεθος. μετρείτω, καὶ ἔστω τὸ Δ. ἐπεὶ οὖν τὸ Δ τὰ ΑΒ,
ΒΓ μετρεῖ, καὶ ὅλον ἄρα τὸ ΑΓ μετρήσει. μετρεῖ δὲ καὶ τὸ ΑΒ· τὸ Δ ἄρα τὰ
ΓΑ, ΑΒ μετρεῖ. σύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ ΓΑ, ΑΒ· ὑπέκειτο δὲ καὶ ἀσύμμετρα·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὰ ΑΒ, ΒΓ μετρήσει τι μέγεθος· ἀσύμμετρα
ἄρα ἐστὶ τὰ ΑΒ, ΒΓ.

Ἐὰν ἄρα δύο μεγέθη, καὶ τὰ ἑξῆς.
Λῆμμα
Ἐὰν παρά τινα εὐθεῖαν παραβληθῇ παραλληλόγραμμον ἐλλεῖπον εἴδει

τετραγώνῳ, τὸ παραβληθὲν ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ἐκ τῆς παραβολῆς
γενομένων τμημάτων τῆς εὐθείας.

Παρὰ γὰρ εὐθεῖαν τὴν ΑΒ παραβεβλήσθω παραλληλόγραμμον τὸ ΑΔ
ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ τῷ ΔΒ· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΔ τῷ ὑπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ.

Καί ἐστιν αὐτόθεν φανερόν· ἐπεὶ γὰρ τετράγωνόν ἐστι τὸ ΔΒ, ἴση ἐστὶν
ἡ ΔΓ τῇ ΓΒ, καί ἐστι τὸ ΑΔ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΔ, τουτέστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ,
ΓΒ.

Ἐὰν ἄρα παρά τινα εὐθεῖαν, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 17 () Ἐὰνὦσι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι, τῷ δὲ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ
τῆς ἐλάσσονος ἴσον παρὰ τὴν μείζονα παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ
καὶ εἰς σύμμετρα αὐτὴν διαιρῇ μήκει, ἡ μείζων τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δυνήσεται
τῷἀπὸσυμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει]. καὶ ἐὰνἡμείζωντῆς ἐλάσσονοςμεῖζον δύνηται
τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει], τῷ δὲ τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος ἴσον
παρὰ τὴν μείζονα παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς σύμμετρα αὐτὴν
διαιρεῖ μήκει.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι ἄνισοι αἱ Α, ΒΓ, ὧν μείζων ἡ ΒΓ, τῷ δὲ
τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος τῆς Α, τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ἡμισείας
τῆς Α, ἴσον παρὰ τὴν ΒΓ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ
ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ, σύμμετρος δὲ ἔστω ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ μήκει· λέγω, ὅτι
ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ.

Τετμήσθω γὰρ ἡ ΒΓ δίχα κατὰ τὸ Ε σημεῖον, καὶ κείσθω τῇ ΔΕ ἴση ἡ
ΕΖ. λοιπὴ ἄρα ἡ ΔΓ ἴση ἐστὶ τῇ ΒΖ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖα ἡ ΒΓ τέτμηται εἰς μὲν
ἴσα κατὰ τὸ Ε, εἰς δὲ ἄνισα κατὰ τὸ Δ, τὸ ἄρα ὑπὸ ΒΔ, ΔΓ περιεχόμενον
ὀρθογώνιον μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΔ τετραγώνου ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΓ
τετραγώνῳ· καὶ τὰ τετραπλάσια· τὸ ἄρα τετράκις ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ μετὰ
τοῦ τετραπλασίου τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΕ ἴσον ἐστὶ τῷ τετράκις ἀπὸ τῆς ΕΓ
τετραγώνῳ. ἀλλὰ τῷ μέν τετραπλασίῳ τοῦ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ ἴσον ἐστὶ
τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον, τῷ δὲ τετραπλασίῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΕ ἴσον
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΖ τετράγωνον· διπλασίων γάρ ἐστιν ἡ ΔΖ τῆς ΔΕ. τῷ
δὲ τετραπλασίῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΓ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετράγωνον·
διπλασίων γάρ ἐστι πάλιν ἡ ΒΓ τῆς ΓΕ. τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν Α, ΔΖ τετράγωνα
ἴσα ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΓ τετραγώνῳ· ὥστε τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τοῦ ἀπὸ τῆς Α
μεῖζόν ἐστι τῷ ἀπὸ τῆς ΔΖ· ἡ ΒΓ ἄρα τῆς Α μεῖζον δύναται τῇ ΔΖ. δεικτέον,
ὅτι καὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ΔΖ. ἐπεὶ γὰρ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ
μήκει, σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΓΔ μήκει. ἀλλὰ ἡ ΓΔ ταῖς ΓΔ, ΒΖ
ἐστι σύμμετρος μήκει· ἴση γάρ ἐστιν ἡ ΓΔ τῇ ΒΖ. καὶ ἡ ΒΓ ἄρα σύμμετρός
ἐστι ταῖς ΒΖ, ΓΔ μήκει· ὥστε καὶ λοιπῇ τῇ ΖΔ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΓ μήκει·
ἡ ΒΓ ἄρα τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ.

Ἀλλὰ δὴ ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον δυνάσθω τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, τῷ δὲ
τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς Α ἴσον παρὰ τὴν ΒΓ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει
τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ. δεικτέον, ὅτι σύμμετρός ἐστιν
ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ μήκει.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι ἡ ΒΓ τῆς Α
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ. δύναται δὲ ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ. σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΖΔ μήκει· ὥστε καὶ λοιπῇ
συναμφοτέρῳ τῇ ΒΖ, ΔΓ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΓ μήκει. ἀλλὰ συναμφότερος
ἡ ΒΖ, ΔΓ σύμμετρός ἐστι τῇ ΔΓ [μήκει]. ὥστε καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΓΔ σύμμετρός
ἐστι μήκει· καὶ διελόντι ἄρα ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ ἐστι σύμμετρος μήκει.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 18 () Ἐὰνὦσι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι, τῷ δὲ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ
τῆς ἐλάσσονος ἴσον παρὰ τὴν μείζονα παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ,
καὶ εἰςἀσύμμετρααὐτὴνδιαιρῇ [μήκει], ἡ μείζωντῆς ἐλάσσονοςμεῖζονδυνήσεται
τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ ἐὰν ἡ μείζων τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνηται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, τῷ δὲ τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος ἴσον παρὰ
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τὴν μείζοναπαραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς ἀσύμμετρααὐτὴν διαιρεῖ
[μήκει].

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι ἄνισοι αἱ Α, ΒΓ, ὧν μείζων ἡ ΒΓ, τῷ δὲ
τετάρτῳ [μέρει] τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος τῆς Α ἴσον παρὰ τὴν ΒΓ παραβε-
βλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔΓ, ἀσύμμετρος
δὲ ἔστω ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ μήκει· λέγω, ὅτι ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων τῷ πρότερον ὁμοίως δείξομεν, ὅτι
ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ. δεικτέον [οὖν], ὅτι ἀσύμμετρός
ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ΔΖ μήκει. ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ μήκει,
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΓΔ μήκει. ἀλλὰ ἡ ΔΓ σύμμετρός ἐστι
συναμφοτέραις ταῖς ΒΖ, ΔΓ· καὶ ἡ ΒΓ ἄρα ἀσύμμετρός ἐστι συναμφοτέραις
ταῖς ΒΖ, ΔΓ. ὥστε καὶ λοιπῇ τῇ ΖΔ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΓ μήκει. καὶ ἡ ΒΓ
τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ· ἡ ΒΓ ἄρα τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ.

Δυνάσθω δὴ πάλιν ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, τῷ
δὲ τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς Α ἴσον παρὰ τὴν ΒΓ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον
εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ. δεικτέον, ὅτι ἀσύμμετρός
ἐστιν ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ μήκει.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ὁμοίως δείξομεν, ὅτι ἡ ΒΓ τῆς Α
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ τῆς ΖΔ. ἀλλὰ ἡ ΒΓ τῆς Α μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΖΔ μήκει· ὥστε καὶ λοιπῇ
συναμφοτέρῳ τῇ ΒΖ, ΔΓ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΒΓ. ἀλλὰ συναμφότερος ἡ ΒΖ,
ΔΓ τῇ ΔΓ σύμμετρός ἐστι μήκει· καὶ ἡ ΒΓ ἄρα τῇ ΔΓ ἀσύμμετρός ἐστι μήκει·
ὥστε καὶ διελόντι ἡ ΒΔ τῇ ΔΓ ἀσύμμετρός ἐστι μήκει.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο εὐθεῖαι, καὶ τὰ ἑξῆς.
Λῆμμα
Ἐπεὶ δέδεικται, ὅτι αἱ μήκει σύμμετροι πάντως καὶ δυνάμει [εἰσὶ σύμμετροι],

αἱ δὲ δυνάμει οὐ πάντως καὶ μήκει, ἀλλὰ δὴ δύνανται μήκει καὶ σύμμετροι
εἶναι καὶ ἀσύμμετροι, φανερόν, ὅτι, ἐὰν τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ σύμμετρός τις ᾖ
μήκει, λέγεται ῥητὴ καὶ σύμμετρος αὐτῇ οὐ μόνον μήκει, ἀλλὰ καὶ δυνάμει,
ἐπεὶ αἱ μήκει σύμμετροι πάντως καὶ δυνάμει. ἐὰν δὲ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ σύμ-
μετρός τις ᾖ δυνάμει, εἰ μὲν καὶ μήκει, λέγεται καὶ οὕτως ῥητὴ καὶ σύμμετρος
αὐτῇ μήκει καὶ δυνάμει· εἰ δὲ τῇ ἐκκειμένῃ πάλιν ῥητῇ σύμμετρός τις οὖσα
δυνάμει μήκει αὐτῇ ᾖ ἀσύμμετρος, λέγεται καὶ οὕτως ῥητὴ δυνάμει μόνον
σύμμετρος. 

Πρότασις 19 () Τὸ ὑπὸ ῥητῶν μήκει συμμέτρων κατά τινα τῶν προειρη-
μένων τρόπων εὐθειῶν περιεχόμενον ὀρθογώνιον ῥητόν ἐστιν.
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Ἀπόδειξις. Ὑπὸ γὰρ ῥητῶν μήκει συμμέτρων εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΒΓ ὀρθο-
γώνιον περιεχέσθω τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι ῥητόν ἐστι τὸ ΑΓ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΔ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει, ἴση δέ ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ
ΒΔ, σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΔ τῇ ΒΓ μήκει. καί ἐστιν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν
ΒΓ, οὕτως τὸ ΔΑ πρὸς τὸ ΑΓ. σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΑ τῷ ΑΓ. ῥητὸν
δὲ τὸ ΔΑ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΑΓ.

Τὸ ἄρα ὑπὸ ῥητῶν μήκει συμμέτρων, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 20 () Ἐὰν ῥητὸν παρὰ ῥητὴν παραβληθῇ, πλάτος ποιεῖ ῥητὴν
καὶ σύμμετρον τῇ, παρ᾽ ἣν παράκειται, μήκει.

Ἀπόδειξις. Ῥητὸν γὰρ τὸ ΑΓ παρὰ ῥητὴν κατά τινα πάλιν τῶν προειρη-
μένων τρόπων τὴν ΑΒ παραβεβλήσθω πλάτος ποιοῦν τὴν ΒΓ· λέγω, ὅτι
ῥητή ἐστιν ἡ ΒΓ καὶ σύμμετρος τῇ ΒΑ μήκει.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΔ. ῥητὸν δὲ καὶ τὸ ΑΓ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΑ τῷ ΑΓ. καί ἐστιν
ὡς τὸ ΔΑ πρὸς τὸ ΑΓ, οὕτως ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΓ. σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ
ἡ ΔΒ τῇ ΒΓ· ἴση δὲ ἡ ΔΒ τῇ ΒΑ· σύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ. ῥητὴ δέ
ἐστιν ἡ ΑΒ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΓ καὶ σύμμετρος τῇ ΑΒ μήκει.

Ἐὰν ἄρα ῥητὸν παρὰ ῥητὴν παραβληθῇ, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 21 () Τὸ ὑπὸ ῥητῶν δυνάμει μόνον συμμέτρων εὐθειῶν περιε-
χόμενονὀρθογώνιονἄλογόν ἐστιν, καὶ ἡδυναμένηαὐτὸἄλογός ἐστιν, καλείσθω
δὲ μέση.

Ἀπόδειξις. Ὑπὸ γὰρ ῥητῶν δυνάμει μόνον συμμέτρων εὐθειῶν τῶν ΑΒ,
ΒΓ ὀρθογώνιον περιεχέσθω τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι ἄλογόν ἐστι τὸ ΑΓ, καὶ ἡ
δυναμένη αὐτὸ ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ μέση.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΔ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει· δυνάμει γὰρ μόνον
ὑπόκεινται σύμμετροι· ἴση δὲ ἡ ΑΒ τῇ ΒΔ, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΔΒ
τῇ ΒΓ μήκει. καί ἐστιν ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ΑΔ πρὸς τὸ ΑΓ·
ἀσύμμετρον ἄρα [ἐστὶ] τὸ ΔΑ τῷ ΑΓ. ῥητὸν δὲ τὸ ΔΑ· ἄλογον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΓ· ὥστε καὶ ἡ δυναμένη τὸ ΑΓ [τουτέστιν ἡ ἴσον αὐτῷ τετράγωνον
δυναμένη] ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ μέση· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Ἐὰν ὦσι δύο εὐθεῖαι, ἔστιν ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν δευτέραν, οὕτως τὸ

ἀπὸ τῆς πρώτης πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν δύο εὐθειῶν.
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Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι αἱ ΖΕ, ΕΗ. λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΖΕ πρὸς τὴν ΕΗ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΖΕ τετράγωνον τὸ ΔΖ, καὶ συμπεπλη-
ρώσθω τὸ ΗΔ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ἡ ΖΕ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως τὸ ΖΔ πρὸς
τὸ ΔΗ, καί ἐστι τὸ μὲν ΖΔ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ, τὸ δὲ ΔΗ τὸ ὑπὸ τῶν ΔΕ, ΕΗ,
τουτέστι τὸ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΖΕ τὴν ΕΗ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ. ὁμοίως δὲ καὶ ὡς τὸ ὑπὸ τῶν ΗΕ, ΕΖ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ, τουτέστιν ὡς τὸ ΗΔ πρὸς τὸ ΖΔ, οὕτως ἡ ΗΕ πρὸς
τὴν ΕΖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Τὸ ἀπὸ μέσης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος
ποιεῖ ῥητὴν καὶ ἀσύμμετρον τῇ, παρ᾽ ἣν παράκειται, μήκει.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέση μὲν ἡ Α, ῥητὴ δὲ ἡ ΓΒ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς Α ἴσον
παρὰ τὴν ΒΓ παραβεβλήσθω χωρίον ὀρθογώνιον τὸ ΒΔ πλάτος ποιοῦν
τὴν ΓΔ· λέγω, ὅτι ῥητή ἐστιν ἡ ΓΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΒ μήκει.

Ἐπεὶ γὰρ μέση ἐστὶν ἡ Α, δύναται χωρίον περιεχόμενον ὑπὸ ῥητῶν
δυνάμει μόνον συμμέτρων. δυνάσθω τὸ ΗΖ. δύναται δὲ καὶ τὸ ΒΔ· ἴσον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΔ τῷ ΗΖ. ἔστι δὲ αὐτῷ καὶ ἰσογώνιον· τῶν δὲ ἴσων τε καὶ
ἰσογωνίων παραλληλογράμμων ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς
ἴσας γωνίας· ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς
τὴν ΓΔ. ἔστιν ἄρα καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΕΗ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ. σύμμετρον δέ ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ τῷ
ἀπὸ τῆς ΕΗ· ῥητὴ γάρ ἐστιν ἑκατέρα αὐτῶν· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΔ. ῥητὸν δέ ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ
καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΔ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΕΖ
τῇ ΕΗ μήκει· δυνάμει γὰρ μόνον εἰσὶ σύμμετροι· ὡς δὲ ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΕΗ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ, ἀσύμμετρον ἄρα [ἐστὶ] τὸ
ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΕΖ σύμμετρόν ἐστι
τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ· ῥηταὶ γάρ εἰσι δυνάμει· τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΖΕ, ΕΗ σύμμετρόν
ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἴσα γάρ ἐστι τῷ ἀπὸ τῆς Α· ἀσύμμετρον ἄρα
ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ τῷ ὑπὸ τῶν ΔΓ, ΓΒ. ὡς δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ πρὸς τὸ
ὑπὸ τῶν ΔΓ, ΓΒ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΒ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ
ΔΓ τῇ ΓΒ μήκει. ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΒ μήκει· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἡ τῇ μέσῃ σύμμετρος μέση ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέση ἡ Α, καὶ τῇ Α σύμμετρος ἔστω ἡ Β· λέγω, ὅτι καὶ
ἡ Β μέση ἐστίν.
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Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ ΓΔ, καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς Α ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ
παραβεβλήσθω χωρίον ὀρθογώνιον τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΔ· ῥητὴ
ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. τῷ δὲ ἀπὸ τῆς Β ἴσον παρὰ
τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω χωρίον ὀρθογώνιον τὸ ΓΖ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΖ.
ἐπεὶ οὖν σύμμετρός ἐστιν ἡ Α τῇ Β, σύμμετρόν ἐστι καὶ τὸ ἀπὸ τῆς Α τῷ
ἀπὸ τῆς Β. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς Α ἴσον ἐστὶ τὸ ΕΓ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς Β
ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΖ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΓ τῷ ΓΖ. καί ἐστιν ὡς τὸ ΕΓ
πρὸς τὸ ΓΖ, οὕτως ἡ ΕΔ πρὸς τὴν ΔΖ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΔ τῇ ΔΖ
μήκει. ῥητὴ δέ ἐστιν ἡ ΕΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΓ μήκει· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ
ἡ ΔΖ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΓ μήκει· αἱ ΓΔ, ΔΖ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι. ἡ δὲ τὸ ὑπὸ ῥητῶν δυνάμει μόνον συμμέτρων δυναμένη μέση
ἐστίν. ἡ ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΔΖ δυναμένη μέση ἐστίν· καὶ δύναται τὸ ὑπὸ
τῶν ΓΔ, ΔΖ ἡ Β· μέση ἄρα ἐστὶν ἡ Β.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι τὸ τῷ μέσῳ χωρίῳ σύμμετρον μέσον ἐστίν.

[δύνανται γὰρ αὐτὰ εὐθεῖαι, αἵ εἰσι δυνάμει σύμμετροι, ὧν ἡ ἑτέρα μέση·
ὥστε καὶ ἡ λοιπὴ μέση ἐστίν.]

Ὡσαύτως δὲ τοῖς ἐπὶ τῶν ῥητῶν εἰρημένοις καὶ ἐπὶ τῶν μέσων ἐξακο-
λουθεῖ, τὴν τῇ μέσῃ μήκει σύμμετρον λέγεσθαι μέσην καὶ σύμμετρον αὐτῇ
μὴ μόνον μήκει, ἀλλὰ καὶ δυνάμει, ἐπειδήπερ καθόλου αἱ μήκει σύμμετροι
πάντως καὶ δυνάμει. ἐὰν δὲ τῇ μέσῃ σύμμετρός τις ᾖ δυνάμει, εἰ μὲν καὶ
μήκει, λέγονται καὶ οὕτως μέσαι καὶ σύμμετροι μήκει καὶ δυνάμει, εἰ δὲ
δυνάμει μόνον, λέγονται μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι. 

Πρότασις 24 () Τὸ ὑπὸ μέσων μήκει συμμέτρων εὐθειῶν κατά τινα τῶν
εἰρημένων τρόπων περιεχόμενον ὀρθογώνιον μέσον ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ὑπὸ γὰρ μέσων μήκει συμμέτρων εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΒΓ περιε-
χέσθω ὀρθογώνιον τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΓ μέσον ἐστίν.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔ· μέσον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΑΔ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει, ἴση δὲ ἡ ΑΒ τῇ ΒΔ,
σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΔΒ τῇ ΒΓ μήκει· ὥστε καὶ τὸ ΔΑ τῷΑΓ σύμμετρόν
ἐστιν. μέσον δὲ τὸ ΔΑ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 25 () Τὸ ὑπὸ μέσων δυνάμει μόνον συμμέτρων εὐθειῶν περιε-
χόμενον ὀρθογώνιον ἤτοι ῥητὸν ἢ μέσον ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ὑπὸ γὰρ μέσων δυνάμει μόνον συμμέτρων εὐθειῶν τῶν ΑΒ, ΒΓ
ὀρθογώνιον περιεχέσθω τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΓ ἤτοι ῥητὸν ἢ μέσον ἐστίν.
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Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα τὰ ΑΔ, ΒΕ· μέσον
ἄρα ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΑΔ, ΒΕ. καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΖΗ, καὶ τῷ μὲν ΑΔ
ἴσον παρὰ τὴν ΖΗ παραβεβλήσθω ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον τὸ
ΗΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΘ, τῷ δὲ ΑΓ ἴσον παρὰ τὴν ΘΜ παραβεβλήσθω
ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον τὸ ΜΚ πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΚ, καὶ ἔτι τῷ
ΒΕ ἴσον ὁμοίως παρὰ τὴν ΚΝ παραβεβλήσθω τὸ ΝΛ πλάτος ποιοῦν τὴν
ΚΛ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα εἰσὶν αἱ ΖΘ, ΘΚ, ΚΛ. ἐπεὶ οὖν μέσον ἐστὶν ἑκάτερον
τῶν ΑΔ, ΒΕ, καί ἐστιν ἴσον τὸ μὲν ΑΔ τῷ ΗΘ, τὸ δὲ ΒΕ τῷ ΝΛ, μέσον ἄρα
καὶ ἑκάτερον τῶν ΗΘ, ΝΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΗ παράκειται· ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ΖΘ, ΚΛ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΖΗ μήκει. καὶ ἐπεὶ σύμμετρόν
ἐστι τὸ ΑΔ τῷ ΒΕ, σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΗΘ τῷ ΝΛ. καί ἐστιν ὡς τὸ
ΗΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως ἡ ΖΘ πρὸς τὴν ΚΛ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΘ τῇ
ΚΛ μήκει. αἱ ΖΘ, ΚΛ ἄρα ῥηταί εἰσι μήκει σύμμετροι· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ τὸ
ὑπὸ τῶν ΖΘ, ΚΛ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΔΒ τῇ ΒΑ, ἡ δὲ ΞΒ τῇ ΒΓ, ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΞ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΔΒ
πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ΔΑ πρὸς τὸ ΑΓ· ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΞ, οὕτως
τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΞ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΔΑ πρὸς τὸ ΑΓ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς
τὸ ΓΞ. ἴσον δέ ἐστι τὸ μὲν ΑΔ τῷ ΗΘ, τὸ δὲ ΑΓ τῷ ΜΚ, τὸ δὲ ΓΞ τῷ ΝΛ·
ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΗΘ πρὸς τὸ ΜΚ, οὕτως τὸ ΜΚ πρὸς τὸ ΝΛ· ἔστιν ἄρα
καὶ ὡς ἡ ΖΘ πρὸς τὴν ΘΚ, οὕτως ἡ ΘΚ πρὸς τὴν ΚΛ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΖΘ,
ΚΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΘΚ. ῥητὸν δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΖΘ, ΚΛ· ῥητὸν ἄρα
ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΚ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΘΚ. καὶ εἰ μὲν σύμμετρός ἐστι
τῇ ΖΗ μήκει, ῥητόν ἐστι τὸ ΘΝ· εἰ δὲ ἀσύμμετρός ἐστι τῇ ΖΗ μήκει, αἱ ΚΘ,
ΘΜ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· μέσον ἄρα τὸ ΘΝ. τὸ ΘΝ ἄρα
ἤτοι ῥητὸν ἢ μέσον ἐστίν. ἴσον δὲ τὸ ΘΝ τῷ ΑΓ· τὸ ΑΓ ἄρα ἤτοι ῥητὸν ἢ
μέσον ἐστίν.

Τὸ ἄρα ὑπὸ μέσων δυνάμει μόνον συμμέτρων, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 26 () Μέσον μέσου οὐχ ὑπερέχει ῥητῷ.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, μέσον τὸ ΑΒ μέσου τοῦ ΑΓ ὑπερεχέτω ῥητῷ τῷ
ΔΒ, καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ τῷ ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω
παραλληλόγραμμον ὀρθογώνιον τὸ ΖΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΘ, τῷ δὲ ΑΓ
ἴσον ἀφῃρήσθω τὸ ΖΗ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΒΔ λοιπῷ τῷ ΚΘ ἐστιν ἴσον. ῥητὸν
δέ ἐστι τὸ ΔΒ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΚΘ. ἐπεὶ οὖν μέσον ἐστὶν ἑκάτερον
τῶν ΑΒ, ΑΓ, καί ἐστι τὸ μὲν ΑΒ τῷ ΖΘ ἴσον, τὸ δὲ ΑΓ τῷ ΖΗ, μέσον ἄρα
καὶ ἑκάτερον τῶν ΖΘ, ΖΗ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται· ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ΘΕ, ΕΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ ῥητόν ἐστι
τὸ ΔΒ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΚΘ, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΚΘ. καὶ παρὰ ῥητὴν
τὴν ΕΖ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΗΘ καὶ σύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. ἀλλὰ
καὶ ἡ ΕΗ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ
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ΕΗ τῇ ΗΘ μήκει. καί ἐστιν ὡς ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΗΘ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΗ
πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΗ τῷ ὑπὸ
τῶν ΕΗ, ΗΘ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΕΗ σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΕΗ,
ΗΘ τετράγωνα· ῥητὰ γὰρ ἀμφότερα· τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ σύμμετρόν
ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ· διπλάσιον γάρ ἐστιν αὐτοῦ· ἀσύμμετρα ἄρα
ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ· καὶ συναμφότερα ἄρα
τά τε ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ, ὅπερ ἐστὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΕΘ, ἀσύμμετρόν ἐστι τοῖς ἀπὸ τῶν ΕΗ, ΗΘ. ῥητὰ δὲ τὰ ἀπὸ τῶν ΕΗ,
ΗΘ· ἄλογον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΕΘ. ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΘ. ἀλλὰ καὶ ῥητή·
ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Μέσον ἄρα μέσου οὐχ ὑπερέχει ῥητῷ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 27 () Μέσας εὑρεῖν δυνάμει μόνον συμμέτρους ῥητὸν περιε-
χούσας.

Ὑλοποίησις: Ἐκκείσθωσαν δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Α, Β, καὶ
εἰλήφθω τῶν Α, Β μέση ἀνάλογον ἡ Γ, καὶ γεγονέτω ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β,
οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Δ.

Καὶ ἐπεὶ αἱ Α, Β ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν
Α, Β, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς Γ, μέσον ἐστίν. μέση ἄρα ἡ Γ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς
ἡ Α πρὸς τὴν Β, [οὕτως] ἡ Γ πρὸς τὴν Δ, αἱ δὲ Α, Β δυνάμει μόνον [εἰσὶ]
σύμμετροι, καὶ αἱ Γ, Δ ἄρα δυνάμει μόνον εἰσὶ σύμμετροι. καί ἐστι μέση ἡ
Γ· μέση ἄρα καὶ ἡ Δ. αἱ Γ, Δ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι. λέγω,
ὅτι καὶ ῥητὸν περιέχουσιν. ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Γ
πρὸς τὴν Δ, ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Γ, ἡ Β πρὸς τὴν Δ. ἀλλ᾽
ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Γ, ἡ Γ πρὸς τὴν Β· καὶ ὡς ἄρα ἡ Γ πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ
Β πρὸς τὴν Δ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Γ, Δ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Β. ῥητὸν δὲ τὸ
ἀπὸ τῆς Β· ῥητὸν ἄρα [ἐστὶ] καὶ τὸ ὑπὸ τῶν Γ, Δ.

Εὕρηνται ἄρα μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι ῥητὸν περιέχουσαι· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 28 () Μέσας εὑρεῖν δυνάμει μόνον συμμέτρους μέσον περιε-
χούσας.

Ὑλοποίησις: Ἐκκείσθωσαν [τρεῖς] ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Α, Β,
Γ, καὶ εἰλήφθω τῶν Α, Β μέση ἀνάλογον ἡ Δ, καὶ γεγονέτω ὡς ἡ Β πρὸς
τὴν Γ, ἡ Δ πρὸς τὴν Ε.

Ἐπεὶ αἱ Α, Β ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Β,
τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς Δ, μέσον ἐστίν. μέση ἄρα ἡ Δ. καὶ ἐπεὶ αἱ Β, Γ δυνάμει
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μόνον εἰσὶ σύμμετροι, καί ἐστιν ὡς ἡ Β πρὸς τὴν Γ, ἡ Δ πρὸς τὴν Ε, καὶ
αἱ Δ, Ε ἄρα δυνάμει μόνον εἰσὶ σύμμετροι. μέση δὲ ἡ Δ· μέση ἄρα καὶ ἡ Ε·
αἱ Δ, Ε ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι. λέγω δή, ὅτι καὶ μέσον
περιέχουσιν. ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ Β πρὸς τὴν Γ, ἡ Δ πρὸς τὴν Ε, ἐναλλὰξ
ἄρα ὡς ἡ Β πρὸς τὴν Δ, ἡ Γ πρὸς τὴν Ε. ὡς δὲ ἡ Β πρὸς τὴν Δ, ἡ Δ πρὸς
τὴν Α· καὶ ὡς ἄρα ἡ Δ πρὸς τὴν Α, ἡ Γ πρὸς τὴν Ε· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν Α, Γ
ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν Δ, Ε. μέσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν Α, Γ· μέσον ἄρα καὶ τὸ
ὑπὸ τῶν Δ, Ε.

Εὕρηνται ἄρα μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι μέσον περιέχουσαι· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Εὑρεῖν δύο τετραγώνους ἀριθμούς, ὥστε καὶ τὸν συγκείμενον ἐξ αὐτῶν

εἶναι τετράγωνον.
Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΒ, ΒΓ, ἔστωσαν δὲ ἤτοι ἄρτιοι ἢ περιτ-

τοί. καὶ ἐπεί, ἐάν τε ἀπὸ ἀρτίου ἄρτιος ἀφαιρεθῇ, ἐάν τε ἀπὸ περισσοῦ
περισσός, ὁ λοιπὸς ἄρτιός ἐστιν, ὁ λοιπὸς ἄρα ὁ ΑΓ ἄρτιός ἐστιν. τετμήσθω
ὁ ΑΓ δίχα κατὰ τὸ Δ. ἔστωσαν δὲ καὶ οἱ ΑΒ, ΒΓ ἤτοι ὅμοιοι ἐπίπεδοι ἢ
τετράγωνοι, οἳ καὶ αὐτοὶ ὅμοιοί εἰσιν ἐπίπεδοι· ὁ ἄρα ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ
τοῦ ἀπὸ [τοῦ] ΓΔ τετραγώνου ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ τοῦ ΒΔ τετραγώνῳ.
καί ἐστι τετράγωνος ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ἐπειδήπερ ἐδείχθη, ὅτι, ἐὰν δύο
ὅμοιοι ἐπίπεδοι πολλαπλασιάσαντες ἀλλήλους ποιῶσί τινα, ὁ γενόμενος
τετράγωνός ἐστιν. εὕρηνται ἄρα δύο τετράγωνοι ἀριθμοὶ ὅ τε ἐκ τῶν ΑΒ,
ΒΓ καὶ ὁ ἀπὸ τοῦ ΓΔ, οἳ συντεθέντες ποιοῦσι τὸν ἀπὸ τοῦ ΒΔ τετράγωνον.

Καὶ φανερόν, ὅτι εὕρηνται πάλιν δύο τετράγωνοι ὅ τε ἀπὸ τοῦ ΒΔ καὶ ὁ
ἀπὸ τοῦ ΓΔ, ὥστε τὴν ὑπεροχὴν αὐτῶν τὸν ὑπὸ ΑΒ, ΒΓ εἶναι τετράγωνον,
ὅταν οἱ ΑΒ, ΒΓ ὅμοιοι ὦσιν ἐπίπεδοι. ὅταν δὲ μὴ ὦσιν ὅμοιοι ἐπίπεδοι,
εὕρηνται δύο τετράγωνοι ὅ τε ἀπὸ τοῦ ΒΔ καὶ ὁ ἀπὸ τοῦ ΔΓ, ὧν ἡ ὑπεροχὴ
ὁ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ οὐκ ἔστι τετράγωνος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Εὑρεῖν δύο τετραγώνους ἀριθμούς, ὥστε τὸν ἐξ αὐτῶν συγκείμενον μὴ

εἶναι τετράγωνον.
Ἔστω γὰρ ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ὡς ἔφαμεν, τετράγωνος, καὶ ἄρτιος ὁ ΓΑ,

καὶ τετμήσθω ὁ ΓΑ δίχα τῷ Δ. φανερὸν δή, ὅτι ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνος
μετὰ τοῦ ἀπὸ [τοῦ]

ΓΔ τετραγώνου ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ [τοῦ] ΒΔ τετραγώνῳ. ἀφῃρήσθω
μονὰς ἡ ΔΕ· ὁ ἄρα ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ [τοῦ] ΓΕ ἐλάσσων ἐστὶ τοῦ
ἀπὸ [τοῦ] ΒΔ τετραγώνου. λέγω οὖν, ὅτι ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνος
μετὰ τοῦ ἀπὸ [τοῦ] ΓΕ οὐκ ἔσται τετράγωνος.

Εἰ γὰρ ἔσται τετράγωνος, ἤτοι ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ [τοῦ] ΒΕ ἢ ἐλάσσων
τοῦ ἀπὸ [τοῦ] ΒΕ, οὐκέτι δὲ καὶ μείζων, ἵνα μὴ τμηθῇ ἡ μονάς. ἔστω, εἰ
δυνατόν, πρότερον ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ ἴσος τῷ ἀπὸ ΒΕ,
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καὶ ἔστω τῆς ΔΕ μονάδος διπλασίων ὁ ΗΑ. ἐπεὶ οὖν ὅλος ὁ ΑΓ ὅλου τοῦ
ΓΔ ἐστι διπλασίων, ὧν ὁ ΑΗ τοῦ ΔΕ ἐστι διπλασίων, καὶ λοιπὸς ἄρα ὁ ΗΓ
λοιποῦ τοῦ ΕΓ ἐστι διπλασίων· δίχα ἄρα τέτμηται ὁ ΗΓ τῷ Ε. ὁ ἄρα ἐκ τῶν
ΗΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ ἴσος ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΒΕ τετραγώνῳ. ἀλλὰ καὶ ὁ ἐκ
τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ ἴσος ὑπόκειται τῷ ἀπὸ [τοῦ] ΒΕ τετραγώνῳ·
ὁ ἄρα ἐκ τῶν ΗΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ ἴσος ἐστὶ τῷ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ
τοῦ ἀπὸ ΓΕ. καὶ κοινοῦ ἀφαιρεθέντος τοῦ ἀπὸ ΓΕ συνάγεται ὁ ΑΒ ἴσος τῷ
ΗΒ· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ [τοῦ] ΓΕ ἴσος
ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΒΕ. λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ἐλάσσων τοῦ ἀπὸ ΒΕ. εἰ γὰρ δυνατόν,
ἔστω τῷ ἀπὸ ΒΖ ἴσος, καὶ τοῦ ΔΖ διπλασίων ὁ ΘΑ. καὶ συναχθήσεται
πάλιν διπλασίων ὁ ΘΓ τοῦ ΓΖ· ὥστε καὶ τὸν ΓΘ δίχα τετμῆσθαι κατὰ τὸ
Ζ, καὶ διὰ τοῦτο τὸν ἐκ τῶν ΘΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΖΓ ἴσον γίνεσθαι τῷ
ἀπὸ ΒΖ. ὑπόκειται δὲ καὶ ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ ἴσος τῷ ἀπὸ
ΒΖ. ὥστε καὶ ὁ ἐκ τῶν ΘΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΖ ἴσος ἔσται τῷ ἐκ τῶν ΑΒ,
ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ
ἀπὸ ΓΕ ἴσος ἐστὶ [τῷ] ἐλάσσονι τοῦ ἀπὸ ΒΕ. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ [αὐτῷ]
τῷ ἀπὸ ΒΕ. οὐκ ἄρα ὁ ἐκ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΕ τετράγωνός ἐστιν.
[δυνατοῦ δὲ ὄντος καὶ κατὰ πλείονας τρόπους τοὺς εἰρημένους ἀριθμοὺς
ἐπιδεικνύειν, ἀρκείσθωσαν ἡμῖν οἱ εἰρημένοι, ἵνα μὴ μακροτέρας οὔσης τῆς
πραγματείας ἐπὶ πλέον αὐτὴν μηκύνωμεν.] ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 29 () Εὑρεῖν δύο ῥητὰς δυνάμει μόνον συμμέτρους, ὥστε τὴν
μείζονα τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω γάρ τις ῥητὴ ἡ ΑΒ καὶ δύο τετράγωνοι ἀριθμοὶ
οἱ ΓΔ, ΔΕ, ὥστε τὴν ὑπεροχὴν αὐτῶν τὸν ΓΕ μὴ εἶναι τετράγωνον, καὶ
γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΖΒ, καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ ΔΓ πρὸς τὸν
ΓΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ τετράγωνον
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΒ.

Ἐπεὶ [οὖν] ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ, οὕτως ὁ
ΔΓ πρὸς τὸν ΓΕ, τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ λόγον ἔχει,
ὃν ἀριθμὸς ὁ ΔΓ πρὸς ἀριθμὸν τὸν ΓΕ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΒΑ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΖ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΑΖ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΑΖ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΔΓ πρὸς τὸν ΓΕ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ ἄρα
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΑΖ μήκει· αἱ ΒΑ, ΑΖ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ ἐπεί [ἐστιν] ὡς ὁ ΔΓ πρὸς τὸν ΓΕ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ, ἀναστρέψαντι ἄρα ὡς ὁ ΓΔ πρὸς
τὸν ΔΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ. ὁ δὲ ΓΔ πρὸς τὸν ΔΕ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ
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τῆς ΑΒ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΒΖ μήκει. καί ἐστι τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΖ, ΖΒ· ἡ ΑΒ ἄρα τῆς ΑΖ μεῖζον δύναται
τῇ ΒΖ συμμέτρῳ ἑαυτῇ.

Εὕρηνται ἄρα δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΒΑ, ΑΖ, ὥστε τὴν
μείζονα τὴν ΑΒ τῆς ἐλάσσονος τῆς ΑΖ μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ τῆς ΒΖ
συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 30 () Εὑρεῖν δύο ῥητὰς δυνάμει μόνον συμμέτρους, ὥστε τὴν
μείζονα τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΑΒ καὶ δύο τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ ΓΕ, ΕΔ,
ὥστε τὸν συγκείμενον ἐξ αὐτῶν τὸν ΓΔ μὴ εἶναι τετράγωνον, καὶ γεγράφθω
ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΖΒ, καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ ΔΓ πρὸς τὸν ΓΕ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΒ.

Ὁμοίως δὴ δείξομεν τῷ πρὸ τούτου, ὅτι αἱ ΒΑ, ΑΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει
μόνον σύμμετροι. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΔΓ πρὸς τὸν ΓΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ, ἀναστρέψαντι ἄρα ὡς ὁ ΓΔ πρὸς τὸν ΔΕ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ. ὁ δὲ ΓΔ πρὸς τὸν ΔΕ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΒΖ μήκει. καὶ δύναται ἡ ΑΒ τῆς
ΑΖ μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ.

Αἱ ΑΒ, ΑΖ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΑΒ τῆς ΑΖ
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 31 () Εὑρεῖν δύο μέσας δυνάμει μόνον συμμέτρους ῥητὸν περιε-
χούσας, ὥστε τὴν μείζονα τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ μήκει.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Α, Β, ὥστε
τὴν Α μείζονα οὖσαν τῆς ἐλάσσονος τῆς Β μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμ-
μέτρου ἑαυτῇ μήκει. καὶ τῷ ὑπὸ τῶν Α, Β ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Γ. μέσον
δὲ τὸ ὑπὸ τῶν Α, Β· μέσον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς Γ· μέση ἄρα καὶ ἡ Γ. τῷ
δὲ ἀπὸ τῆς Β ἴσον ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν Γ, Δ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς Β· ῥητὸν
ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν Γ, Δ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως τὸ ὑπὸ
τῶν Α, Β πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Β, ἀλλὰ τῷ μὲν ὑπὸ τῶν Α, Β ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ
τῆς Γ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς Β ἴσον τὸ ὑπὸ τῶν Γ, Δ, ὡς ἄρα ἡ Α πρὸς τὴν Β,
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οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Γ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν Γ, Δ. ὡς δὲ τὸ ἀπὸ τῆς Γ πρὸς τὸ
ὑπὸ τῶν Γ, Δ, οὕτως ἡ Γ πρὸς τὴν Δ· καὶ ὡς ἄρα ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ
Γ πρὸς τὴν Δ. σύμμετρος δὲ ἡ Α τῇ Β δυνάμει μόνον· σύμμετρος ἄρα καὶ ἡ
Γ τῇ Δ δυνάμει μόνον. καί ἐστι μέση ἡ Γ· μέση ἄρα καὶ ἡ Δ. καὶ ἐπεί ἐστιν
ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, ἡ Γ πρὸς τὴν Δ, ἡ δὲ Α τῆς Β μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ Γ ἄρα τῆς Δ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ.

Εὕρηνται ἄρα δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Γ, Δ ῥητὸν πε-
ριέχουσαι, καὶ ἡ Γ τῆς Δ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει.

Ὁμοίως δὴ δειχθήσεται καὶ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου, ὅταν ἡ Α τῆς Β μεῖζον
δύνηται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. 

Πρότασις 32 () Εὑρεῖν δύο μέσας δυνάμει μόνον συμμέτρους μέσον περιε-
χούσας, ὥστε τὴν μείζονα τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν τρεῖς ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Α, Β, Γ,
ὥστε τὴν Α τῆς Γ μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ τῷ μὲν
ὑπὸ τῶν Α, Β ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Δ. μέσον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Δ· καὶ ἡ
Δ ἄρα μέση ἐστίν. τῷ δὲ ὑπὸ τῶν Β, Γ ἴσον ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε. καὶ
ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ὑπὸ τῶν Α, Β πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν Β, Γ, οὕτως ἡ Α πρὸς
τὴν Γ, ἀλλὰ τῷ μὲν ὑπὸ τῶν Α, Β ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Δ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν
Β, Γ ἴσον τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Γ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς Δ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε. ὡς δὲ τὸ ἀπὸ τῆς Δ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε,
οὕτως ἡ Δ πρὸς τὴν Ε· καὶ ὡς ἄρα ἡ Α πρὸς τὴν Γ, οὕτως ἡ Δ πρὸς τὴν
Ε· σύμμετρος δὲ ἡ Α τῇ Γ δυνάμει [μόνον]. σύμμετρος ἄρα καὶ ἡ Δ τῇ Ε
δυνάμει μόνον. μέση δὲ ἡ Δ· μέση ἄρα καὶ ἡ Ε. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ Α πρὸς
τὴν Γ, ἡ Δ πρὸς τὴν Ε, ἡ δὲ Α τῆς Γ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ, καὶ ἡ Δ ἄρα τῆς Ε μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. λέγω
δή, ὅτι καὶ μέσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε. ἐπεὶ γὰρ ἴσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν
Β, Γ τῷ ὑπὸ τῶν Δ, Ε, μέσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν Β, Γ [αἱ γὰρ Β, Γ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι], μέσον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν Δ, Ε.

Εὕρηνται ἄρα δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ Δ, Ε μέσον πε-
ριέχουσαι, ὥστε τὴν μείζονα τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ συμ-
μέτρου ἑαυτῇ.

Ὁμοίως δὴ πάλιν δειχθήσεται καὶ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου, ὅταν ἡ Α τῆς
Γ μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ.

Λῆμμα
Ἔστω τρίγωνον ὀρθογώνιον τὸ ΑΒΓ ὀρθὴν ἔχον τὴν Α, καὶ ἤχθω κάθε-

τος ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΓΒΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΑ, τὸ δὲ
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ὑπὸ τῶν ΒΓΔ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΓΑ, καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ ἴσον τῷ ἀπὸ
τῆς ΑΔ, καὶ ἔτι τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓ, ΑΔ ἴσον [ἐστὶ] τῷ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ.

Καὶ πρῶτον, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΓΒΔ ἴσον [ἐστὶ] τῷ ἀπὸ τῆς ΒΑ.
Ἐπεὶ γὰρ ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν βάσιν

κάθετος ἦκται ἡ ΑΔ, τὰ ΑΒΔ, ΑΔΓ ἄρα τρίγωνα ὅμοιά ἐστι τῷ τε ὅλῳ
τῷ ΑΒΓ καὶ ἀλλήλοις. καὶ ἐπεὶ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΑΒΔ
τριγώνῳ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΑ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΒΔ· τὸ
ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΒΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ.

Διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ.
Καὶ ἐπεί, ἐὰν ἐν ὀρθογωνίῳ τριγώνῳ ἀπὸ τῆς ὀρθῆς γωνίας ἐπὶ τὴν

βάσιν κάθετος ἀχθῇ, ἡ ἀχθεῖσα τῶν τῆς βάσεως τμημάτων μέση ἀνάλογόν
ἐστιν, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, οὕτως ἡ ΑΔ πρὸς τὴν ΔΓ· τὸ ἄρα
ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΑ.

Λέγω, ὅτι καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓ, ΑΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ. ἐπεὶ
γάρ, ὡς ἔφαμεν, ὅμοιόν ἐστι τὸ ΑΒΓ τῷ ΑΒΔ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν
ΓΑ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΔ. [ἐὰν δὲ τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, τὸ
ὑπὸ τῶν ἄκρων ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν μέσων.] τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΓ, ΑΔ
ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 33 () Εὑρεῖν δύο εὐθείας δυνάμει ἀσυμμέτρους ποιούσας τὸ μὲν
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ,
ὥστε τὴν μείζονα τὴν ΑΒ τῆς ἐλάσσονος τῆς ΒΓ μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ
ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ τετμήσθω ἡ ΒΓ δίχα κατὰ τὸ Δ, καὶ τῷ ἀφ᾽ ὁπο-
τέρας τῶν ΒΔ, ΔΓ ἴσον παρὰ τὴν ΑΒ παραβεβλήσθω παραλληλόγραμμον
ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕΒ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ
τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΖΒ, καὶ ἤχθω τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΕΖ, καὶ ἐπε-
ζεύχθωσαν αἱ ΑΖ, ΖΒ.

Καὶ ἐπεὶ [δύο] εὐθεῖαι ἄνισοί εἰσιν αἱ ΑΒ, ΒΓ, καὶ ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, τῷ δὲ τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΓ,
τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ἡμισείας αὐτῆς, ἴσον παρὰ τὴν ΑΒ παραβέβληται
παραλληλόγραμμον ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ καὶ ποιεῖ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕΒ,
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΕΒ. καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς ΕΒ, οὕτως τὸ
ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ, ἴσον δὲ τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΒΑ,
ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΖ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΖ· ἀσύμμετρον
ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΒ· αἱ ΑΖ, ΖΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ῥητή ἐστιν, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ·
ὥστε καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΖ, ΖΒ ῥητόν ἐστιν. καὶ ἐπεὶ
πάλιν τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ, ὑπόκειται δὲ τὸ ὑπὸ
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τῶν ΑΕ, ΕΒ καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΔ ἴσον, ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΕ τῇ ΒΔ· διπλῆ
ἄρα ἡ ΒΓ τῆς ΖΕ· ὥστε καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ σύμμετρόν ἐστι τῷ ὑπὸ
τῶν ΑΒ, ΕΖ. μέσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΕΖ. ἴσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΕΖ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΒ· μέσον ἄρα καὶ τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ῥητὸν τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν
τετραγώνων.

Εὕρηνται ἄρα δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι αἱ ΑΖ, ΖΒ ποιοῦσαι τὸ
μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δὲ ὑπ᾽ αὐτῶν
μέσον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 34 () Εὑρεῖν δύο εὐθείας δυνάμει ἀσυμμέτρους ποιούσας τὸ μὲν
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ
ῥητὸν περιέχουσαι τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν, ὥστε τὴν ΑΒ τῆς ΒΓ μεῖζον δύνασθαι
τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ τὸ ΑΔΒ ἡμικύκλιον,
καὶ τετμήσθω ἡ ΒΓ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ παραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΑΒ τῷ
ἀπὸ τῆς ΒΕ ἴσον παραλληλόγραμμον ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΖΒ· ἀσύμμετρος ἄρα [ἐστὶν] ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ μήκει. καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ
Ζ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΖΔ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ, ΔΒ.

Ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ
τῶν ΒΑ, ΑΖ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΖ. ἴσον δὲ τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΖ τῷ ἀπὸ
τῆς ΑΔ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ. καὶ ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ, μέσον
ἄρα καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ
ΒΓ τῆς ΔΖ, διπλάσιον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τοῦ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΖΔ.
ῥητὸν δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΖΔ. τὸ δὲ
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΖΔ ἴσον τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ· ὥστε καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
ῥητόν ἐστιν.

Εὕρηνται ἄρα δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι αἱ ΑΔ, ΔΒ ποιοῦσαι τὸ
[μὲν] συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν
ῥητόν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 35 () Εὑρεῖν δύο εὐθείας δυνάμει ἀσυμμέτρους ποιούσας τό τε
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ
ἔτι ἀσύμμετρον τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνῳ.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ
μέσον περιέχουσαι, ὥστε τὴν ΑΒ τῆς ΒΓ μεῖζον δύνασθαι τῷ ἀπὸ ἀσυμ-
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μέτρου ἑαυτῇ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ τὰ λοιπὰ
γεγονέτω τοῖς ἐπάνω ὁμοίως.

Καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΖ τῇ ΖΒ μήκει, ἀσύμμετρός ἐστι καὶ ἡ
ΑΔ τῇ ΔΒ δυνάμει. καὶ ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ, μέσον ἄρα καὶ τὸ
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΒ ἴσον
ἐστὶ τῷ ἀφ᾽ ἑκατέρας τῶν ΒΕ, ΔΖ, ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ ΔΖ· διπλῆ ἄρα
ἡ ΒΓ τῆς ΖΔ· ὥστε καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ διπλάσιόν ἐστι τοῦ ὑπὸ τῶν
ΑΒ, ΖΔ. μέσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΖΔ. καί ἐστιν ἴσον τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει, σύμμετρος δὲ ἡ ΓΒ τῇ
ΒΕ, ἀσύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΒΕ μήκει· ὥστε καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ ἀσύμμετρόν ἐστιν. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσα ἐστὶ τὰ
ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ ἴσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΖΔ,
τουτέστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ.

Εὕρηνται ἄρα δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΔ, ΔΒ δυνάμει ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τό
τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι
ἀσύμμετρον τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 36 () Ἐὰν δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι συντεθῶσιν, ἡ
ὅλη ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ ἐκ δύο ὀνομάτων.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ,
ΒΓ· λέγω, ὅτι ὅλη ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει· δυνάμει γὰρ μόνον εἰσὶ
σύμμετροι· ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒΓ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΓ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΓ. ἀλλὰ
τῷ μὲν ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ σύμμετρόν ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, τῷ δὲ
ἀπὸ τῆς ΒΓ σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· αἱ γὰρ ΑΒ, ΒΓ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. καὶ συνθέντι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ, ἀσύμμετρόν ἐστι τῷ συγκειμένῳ ἐκ
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ῥητὸν δὲ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ·
ἄλογον ἄρα [ἐστὶ] τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ· ὥστε καὶ ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν, καλείσθω
δὲ ἐκ δύο ὀνομάτων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 37 () Ἐὰν δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι συντεθῶσι ῥητὸν
περιέχουσαι, ἡ ὅλη ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ ἐκ δύο μέσων πρώτη.



Πρωτότυπο Κείμενο 10ου Βιβλίου 

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ,
ΒΓ ῥητὸν περιέχουσαι· λέγω, ὅτι ὅλη ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει, καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
ἄρα ἀσύμμετρά ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· καὶ συνθέντι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ μετὰ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ὅπερ ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ, ἀσύμμετρόν
ἐστι τῷ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ῥητὸν δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ὑπόκεινται γὰρ
αἱ ΑΒ, ΒΓ ῥητὸν περιέχουσαι· ἄλογον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ· ἄλογος ἄρα ἡ
ΑΓ, καλείσθω δὲ ἐκ δύο μέσων πρώτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 38 () Ἐὰν δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι συντεθῶσι μέσον
περιέχουσαι, ἡ ὅλη ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ ἐκ δύο μέσων δευτέρα.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι αἱ ΑΒ,
ΒΓ μέσον περιέχουσαι· λέγω, ὅτι ἄλογός ἐστιν ἡ ΑΓ.

Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ ΔΕ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ ἴσον παρὰ τὴν ΔΕ
παραβεβλήσθω τὸ ΔΖ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ. καὶ ἐπεὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ ἴσον
ἐστὶ τοῖς τε ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, παραβεβλήσθω
δὴ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ παρὰ τὴν ΔΕ ἴσον τὸ ΕΘ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΘΖ
ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. καὶ ἐπεὶ μέση ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ΑΒ,
ΒΓ, μέσα ἄρα ἐστὶ καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. μέσον δὲ ὑπόκειται καὶ τὸ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. καί ἐστι τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον τὸ ΕΘ, τῷ δὲ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον τὸ ΖΘ· μέσον ἄρα ἑκάτερον τῶν ΕΘ, ΘΖ. καὶ
παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ΔΘ, ΘΗ
καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. ἐπεὶ οὖν ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει,
καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν
ΑΒ, ΒΓ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ἀλλὰ
τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ σύμμετρόν ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ τετραγώνων, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ σύμμετρόν ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν
ΑΒ, ΒΓ. ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τὸ ΕΘ, τῷ
δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἐστὶ τὸ ΘΖ. ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΘ τῷ
ΘΖ· ὥστε καὶ ἡ ΔΘ τῇ ΘΗ ἐστιν ἀσύμμετρος μήκει. αἱ ΔΘ, ΘΗ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. ὥστε ἡ ΔΗ ἄλογός ἐστιν. ῥητὴ δὲ ἡ ΔΕ· τὸ
δὲ ὑπὸ ἀλόγου καὶ ῥητῆς περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἄλογόν ἐστιν· ἄλογον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΖ χωρίον, καὶ ἡ δυναμένη [αὐτὸ] ἄλογός ἐστιν. δύναται δὲ
τὸ ΔΖ ἡ ΑΓ· ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ, καλείσθω δὲ ἐκ δύο μέσων δευτέρα.
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 39 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι συντεθῶσι ποιοῦσαι
τὸμὲνσυγκείμενον ἐκτῶνἀπ᾽αὐτῶντετραγώνωνῥητόν,τὸδ᾽ὑπ᾽αὐτῶνμέσον,
ἡ ὅλη εὐθεῖα ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ μείζων.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ
ποιοῦσαι τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι ἄλογός ἐστιν ἡ ΑΓ.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μέσον ἐστίν, καὶ τὸ δὶς [ἄρα] ὑπὸ τῶν
ΑΒ, ΒΓ μέσον ἐστίν. τὸ δὲ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ῥητόν·
ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ· ὥστε καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ,
ὅπερ ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ, ἀσύμμετρόν ἐστι τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ [ῥητὸν δὲ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ]· ἄλογον
ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ. ὥστε καὶ ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ μείζων.
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 40 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι συντεθῶσι ποιοῦσαι
τὸμὲνσυγκείμενον ἐκτῶνἀπ᾽αὐτῶντετραγώνωνμέσον,τὸδ᾽ὑπ᾽αὐτῶνῥητόν,
ἡ ὅλη εὐθεῖα ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ
ποιοῦσαι τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι ἄλογός ἐστιν ἡ ΑΓ.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μέσον ἐστίν, τὸ δὲ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ῥητόν, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ὥστε καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ ἀσύμμετρόν
ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ῥητὸν δὲ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἄλογον ἄρα
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ. ἄλογος ἄρα ἡ ΑΓ, καλείσθω δὲ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη.
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 41 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι συντεθῶσι ποιοῦσαι
τό τεσυγκείμενον ἐκ τῶνἀπ᾽αὐτῶντετραγώνωνμέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶνμέσον
καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τῷσυγκειμένῳ ἐκ τῶνἀπ᾽αὐτῶντετραγώνων, ἡ ὅλη εὐθεῖα
ἄλογός ἐστιν, καλείσθω δὲ δύο μέσα δυναμένη.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθωσαν γὰρ δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι αἱ ΑΒ, ΒΓ
ποιοῦσαι τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν.

Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΔΕ, καὶ παραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΔΕ τοῖς μὲν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον τὸ ΔΖ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον τὸ ΗΘ· ὅλον
ἄρα τὸ ΔΘ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετραγώνῳ. καὶ ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΖ, μέσον ἄρα
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ἐστὶ καὶ τὸ ΔΖ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ
ΔΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΗΚ ῥητή ἐστι καὶ
ἀσύμμετρος τῇ ΗΖ, τουτέστι τῇ ΔΕ, μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ ΔΖ τῷ ΗΘ· ὥστε
καὶ ἡ ΔΗ τῇ ΗΚ ἀσύμμετρός ἐστιν. καί εἰσι ῥηταί· αἱ ΔΗ, ΗΚ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΚ ἡ καλουμένη ἐκ δύο
ὀνομάτων. ῥητὴ δὲ ἡ ΔΕ· ἄλογον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΘ καὶ ἡ δυναμένη αὐτὸ
ἄλογός ἐστιν. δύναται δὲ τὸ ΘΔ ἡ ΑΓ· ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ, καλείσθω
δὲ δύο μέσα δυναμένη. ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Ὅτι δὲ αἱ εἰρημέναι ἄλογοι μοναχῶς διαιροῦνται εἰς τὰς εὐθείας, ἐξ

ὧν σύγκεινται ποιουσῶν τὰ προκείμενα εἴδη, δείξομεν ἤδη προεκθέμενοι
λημμάτιον τοιοῦτον·

Ἐκκείσθω εὐθεῖα ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω ἡ ὅλη εἰς ἄνισα καθ᾽ ἑκάτερον τῶν
Γ, Δ, ὑποκείσθω δὲ μείζων ἡ ΑΓ τῆς ΔΒ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
μείζονά ἐστι τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ.

Τετμήσθω γὰρ ἡ ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Ε. καὶ ἐπεὶ μείζων ἐστὶν ἡ ΑΓ τῆς
ΔΒ, κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ ΔΓ· λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΔ λοιπῆς τῆς ΓΒ μείζων ἐστίν.
ἴση δὲ ἡ ΑΕ τῇ ΕΒ· ἐλάττων ἄρα ἡ ΔΕ τῆς ΕΓ· τὰ Γ, Δ ἄρα σημεῖα οὐκ
ἴσον ἀπέχουσι τῆς διχοτομίας. καὶ ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μετὰ τοῦ ἀπὸ
τῆς ΕΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΒ, ἀλλὰ μὴν καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μετὰ
τοῦ ἀπὸ ΔΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΒ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μετὰ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΕΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΕ· ὧν τὸ
ἀπὸ τῆς ΔΕ ἔλασσόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΓ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ὑπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ ἔλασσόν ἐστι τοῦ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. ὥστε καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ,
ΓΒ ἔλασσόν ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ ΑΔ, ΔΒ. καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ συγκείμενον ἐκ
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μεῖζόν ἐστι τοῦ συγκειμένου ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 42 () Ἡ ἐκ δύο ὀνομάτων κατὰ ἓν μόνον σημεῖον διαιρεῖται εἰς
τὰ ὀνόματα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο ὀνομάτων ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ
τὸ Γ· αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ
κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται εἰς δύο ῥητὰς δυνάμει μόνον συμμέτρους.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω καὶ κατὰ τὸ Δ, ὥστε καὶ τὰς ΑΔ, ΔΒ ῥητὰς
εἶναι δυνάμει μόνον συμμέτρους. φανερὸν δή, ὅτι ἡ ΑΓ τῇ ΔΒ οὐκ ἔστιν ἡ
αὐτή. εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω. ἔσται δὴ καὶ ἡ ΑΔ τῇ ΓΒ ἡ αὐτή· καὶ ἔσται ὡς
ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΑ, καὶ ἔσται ἡ ΑΒ κατὰ τὸ αὐτὸ
τῇ κατὰ τὸ Γ διαιρέσει διαιρεθεῖσα καὶ κατὰ τὸ Δ· ὅπερ οὐχ ὑπόκειται.
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οὐκ ἄρα ἡ ΑΓ τῇ ΔΒ ἐστιν ἡ αὐτή. διὰ δὴ τοῦτο καὶ τὰ Γ, Δ σημεῖα οὐκ
ἴσον ἀπέχουσι τῆς διχοτομίας. ᾧ ἄρα διαφέρει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τούτῳ διαφέρει καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ διὰ τὸ καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μετὰ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ καὶ
τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μετὰ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσα εἶναι τῷ ἀπὸ τῆς
ΑΒ. ἀλλὰ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ διαφέρει ῥητῷ· ῥητὰ
γὰρ ἀμφότερα· καὶ τὸ δὶς ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
διαφέρει ῥητῷ μέσα ὄντα· ὅπερ ἄτοπον· μέσον γὰρ μέσου οὐχ ὑπερέχει
ῥητῷ.

Οὐκ ἄρα ἡ ἐκ δύο ὀνομάτων κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διαιρεῖται· καθ᾽
ἓν ἄρα μόνον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 43 () Ἡ ἐκ δύο μέσων πρώτη καθ᾽ ἓν μόνον σημεῖον διαιρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο μέσων πρώτη ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ὥστε τὰς
ΑΓ, ΓΒ μέσας εἶναι δυνάμει μόνον συμμέτρους ῥητὸν περιεχούσας· λέγω,
ὅτι ἡ ΑΒ κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω καὶ κατὰ τὸ Δ, ὥστε καὶ τὰς ΑΔ, ΔΒ μέσας
εἶναι δυνάμει μόνον συμμέτρους ῥητὸν περιεχούσας. ἐπεὶ οὖν, ᾧ διαφέρει
τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τούτῳ διαφέρει τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, ῥητῷ δὲ διαφέρει τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ῥητὰ γὰρ ἀμφότερα· ῥητῷ ἄρα διαφέρει καὶ
τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μέσα ὄντα· ὅπερ ἄτοπον.

Οὐκ ἄρα ἡ ἐκ δύο μέσων πρώτη κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διαιρεῖται
εἰς τὰ ὀνόματα· καθ᾽ ἓν ἄρα μόνον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 44 () Ἡ ἐκ μέσων δευτέρα καθ᾽ ἓν μόνον σημεῖον διαιρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο μέσων δευτέρα ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ὥστε
τὰς ΑΓ, ΓΒ μέσας εἶναι δυνάμει μόνον συμμέτρους μέσον περιεχούσας· φανε-
ρὸν δή, ὅτι τὸ Γ οὐκ ἔστι κατὰ τῆς διχοτομίας, ὅτι οὐκ εἰσὶ μήκει σύμμετροι.
λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω καὶ κατὰ τὸ Δ, ὥστε τὴν ΑΓ τῇ ΔΒ μὴ εἶναι
τὴν αὐτήν, ἀλλὰ μείζονα καθ᾽ ὑπόθεσιν τὴν ΑΓ· δῆλον δή, ὅτι καὶ τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΒ, ὡς ἐπάνω ἐδείξαμεν, ἐλάσσονα τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· καὶ
τὰς ΑΔ, ΔΒ μέσας εἶναι δυνάμει μόνον συμμέτρους μέσον περιεχούσας. καὶ
ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραλ-
ληλόγραμμον ὀρθογώνιον παραβεβλήσθω τὸ ΕΚ, τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
ἴσον ἀφῃρήσθω τὸ ΕΗ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΘΚ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ,
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ΓΒ. πάλιν δὴ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, ἅπερ ἐλάσσονα ἐδείχθη τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ, ἴσον ἀφῃρήσθω τὸ ΕΛ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΜΚ ἴσον τῷ δὶς ὑπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεὶ μέσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, μέσον ἄρα [καὶ] τὸ ΕΗ.
καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΘ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΕΖ μήκει. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΘΝ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ
μήκει. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΓ, ΓΒ μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι, ἀσύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ μήκει. ὡς δὲ ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς
ΑΓ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΓ σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ·
δυνάμει γάρ εἰσι σύμμετροι αἱ ΑΓ, ΓΒ. τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ σύμμετρόν
ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἄρα ἀσύμμετρά ἐστι
τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ΕΗ, τῷ
δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον τὸ ΘΚ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΗ τῷ ΘΚ·
ὥστε καὶ ἡ ΕΘ τῇ ΘΝ ἀσύμμετρός ἐστι μήκει. καί εἰσι ῥηταί· αἱ ΕΘ, ΘΝ
ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. ἐὰν δὲ δύο ῥηταὶ δυνάμει μόνον
σύμμετροι συντεθῶσιν, ἡ ὅλη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐκ δύο ὀνομάτων·
ἡ ΕΝ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ διῃρημένη κατὰ τὸ Θ. κατὰ τὰ αὐτὰ δὴ
δειχθήσονται καὶ αἱ ΕΜ, ΜΝ ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι· καὶ ἔσται ἡ
ΕΝ ἐκ δύο ὀνομάτων κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο διῃρημένη τό τε Θ καὶ τὸ Μ, καὶ
οὐκ ἔστιν ἡ ΕΘ τῇ ΜΝ ἡ αὐτή, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μείζονά ἐστι τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. ἀλλὰ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μείζονά ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ ΑΔ,
ΔΒ· πολλῷ ἄρα καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τουτέστι τὸ ΕΗ, μεῖζόν ἐστι τοῦ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τουτέστι τοῦ ΜΚ· ὥστε καὶ ἡ ΕΘ τῆς ΜΝ μείζων
ἐστίν. ἡ ἄρα ΕΘ τῇ ΜΝ οὐκ ἔστιν ἡ αὐτή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 45 () Η μείζων κατὰ τὸ αὐτὸ μόνον σημεῖον διαιρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μείζων ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ὥστε τὰς ΑΓ, ΓΒ
δυνάμει ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ τετραγώνων ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ
κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω καὶ κατὰ τὸ Δ, ὥστε καὶ τὰς ΑΔ, ΔΒ δυνάμει
ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον. καὶ ἐπεί, ᾧ διαφέρει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τούτῳ διαφέρει καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, ἀλλὰ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ὑπερέχει
ῥητῷ· ῥητὰ γὰρ ἀμφότερα· καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἄρα τοῦ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ μέσα ὄντα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ
μείζων κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διαιρεῖται· κατὰ τὸ αὐτὸ ἄρα μόνον
διαιρεῖται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 46 () Ἡ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη καθ᾽ ἓν μόνον σημεῖον διαι-
ρεῖται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ,
ὥστε τὰς ΑΓ, ΓΒ δυνάμει ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τὸ μὲν συγκείμενον
ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ῥητόν· λέγω, ὅτι
ἡ ΑΒ κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω καὶ κατὰ τὸ Δ, ὥστε καὶ τὰς ΑΔ, ΔΒ δυνάμει
ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
μέσον, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ῥητόν. ἐπεὶ οὖν, ᾧ διαφέρει τὸ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τούτῳ διαφέρει καὶ τὰ ἀπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τοῦ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΒ ὑπερέχει ῥητῷ, καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἄρα τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ μέσα ὄντα· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ῥητὸν
καὶ μέσον δυναμένη κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διαιρεῖται. κατὰ ἓν ἄρα
σημεῖον διαιρεῖται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 47 () Ἡ δύο μέσα δυναμένη καθ᾽ ἓν μόνον σημεῖον διαιρεῖται.
Ἔστω [δύο μέσα δυναμένη] ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ὥστε τὰς ΑΓ, ΓΒ

δυνάμει ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ,
ΓΒ μέσον καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τῷ συγκειμένῳ
ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν. λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ κατ᾽ ἄλλο σημεῖον οὐ διαιρεῖται ποιοῦσα
τὰ προκείμενα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, διῃρήσθω κατὰ τὸ Δ, ὥστε πάλιν δηλονότι τὴν ΑΓ τῇ
ΔΒ μὴ εἶναι τὴν αὐτήν, ἀλλὰ μείζονα καθ᾽ ὑπόθεσιν τὴν ΑΓ, καὶ ἐκκείσθω
ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ παραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΕΖ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον
τὸ ΕΗ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον τὸ ΘΚ· ὅλον ἄρα τὸ ΕΚ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ. πάλιν δὴ παραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΕΖ τοῖς ἀπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσον τὸ ΕΛ· λοιπὸν ἄρα τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ λοιπῷ τῷ
ΜΚ ἴσον ἐστίν. καὶ ἐπεὶ μέσον ὑπόκειται τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ, μέσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΕΗ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται·
ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΘΕ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ
ΘΝ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, καὶ τὸ ΕΗ
ἄρα τῷ ΗΝ ἀσύμμετρόν ἐστιν· ὥστε καὶ ἡ ΕΘ τῇ ΘΝ ἀσύμμετρός ἐστιν.
καί εἰσι ῥηταί· αἱ ΕΘ, ΘΝ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ΕΝ
ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ διῃρημένη κατὰ τὸ Θ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι
καὶ κατὰ τὸ Μ διῄρηται. καὶ οὐκ ἔστιν ἡ ΕΘ τῇ ΜΝ ἡ αὐτή· ἡ ἄρα ἐκ δύο
ὀνομάτων κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διῄρηται· ὅπερ ἐστὶν ἄτοπον. οὐκ
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ἄρα ἡ δύο μέσα δυναμένη κατ᾽ ἄλλο καὶ ἄλλο σημεῖον διαιρεῖται· καθ᾽ ἓν
ἄρα μόνον [σημεῖον] διαιρεῖται.
Ἀπόδειξις.



Ὀρισμοί 2 ()

(ὁρ. 1) Ὑποκειμένης ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων διῃρημένης εἰς τὰ
ὀνόματα, ἧς τὸ μεῖζον ὄνομα τοῦ ἐλάσσονος μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει, ἐὰν μὲν τὸ μεῖζον ὄνομα σύμμετρον ᾖ
μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ, καλείσθω [ἡ ὅλη] ἐκ δύο ὀνομάτων πρώτη.

(ὁρ. 2) Ἐὰν δὲ τὸ ἔλασσον ὄνομα σύμμετρον ᾖ μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ,
καλείσθω ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέρα.

(ὁρ. 3) Ἐὰν δὲ μηδέτερον τῶν ὀνομάτων σύμμετρον ᾖ μήκει τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ, καλείσθω ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτη.

(ὁρ. 4) Πάλιν δὴ ἐὰν τὸ μεῖζον ὄνομα [τοῦ ἐλάσσονος] μεῖζον δύνηται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει, ἐὰν μὲν τὸ μεῖζον ὄνομα σύμμετρον
ᾖ μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ, καλείσθω ἐκ δύο ὀνομάτων τετάρτη.

(ὁρ. 5) Ἐὰν δὲ τὸ ἔλασσον, πέμπτη.

(ὁρ. 6) Ἐὰν δὲ μηδέτερον, ἕκτη.

Πρότασις 48 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων πρώτην.

Ὑλοποίησις: Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν συγκείμενον
ἐξ αὐτῶν τὸν ΑΒ πρὸς μὲν τὸν ΒΓ λόγον ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, πρὸς δὲ τὸν ΓΑ λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, καὶ ἐκκείσθω τις ῥητὴ ἡ Δ, καὶ τῇ Δ
σύμμετρος ἔστω μήκει ἡ ΕΖ. ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΕΖ. καὶ γεγονέτω ὡς
ὁ ΒΑ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ.
ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΕΖ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν·
ὥστε σύμμετρόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ. καί ἐστι ῥητὴ ἡ
ΕΖ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἄρα
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
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ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ ΖΗ μήκει. αἱ ΕΖ, ΖΗ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΕΗ.

Λέγω, ὅτι καὶ πρώτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ

πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ, μείζων δὲ ὁ ΒΑ τοῦ ΑΓ, μεῖζον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΗ. ἔστω οὖν τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΖΗ, Θ. καὶ ἐπεί
ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ,
ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. σύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ Θ μήκει· ἡ ΕΖ ἄρα τῆς ΖΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσι ῥηταὶ αἱ ΕΖ, ΖΗ, καὶ σύμμετρος ἡ ΕΖ τῇ Δ
μήκει.

Ἡ ΕΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 49 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέραν.

Ὑλοποίησις: Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν συγκείμενον ἐξ
αὐτῶν τὸν ΑΒ πρὸς μὲν τὸν ΒΓ λόγον ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, πρὸς δὲ τὸν ΑΓ λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθ-
μὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Δ, καὶ τῇ Δ σύμμετρος
ἔστω ἡ ΕΖ μήκει· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ. γεγονέτω δὴ καὶ ὡς ὁ ΓΑ ἀριθμὸς
πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· σύμμετρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ. ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ
ὁ ΓΑ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΑΒ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΕΖ τῇ ΖΗ μήκει· αἱ ΕΖ, ΖΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ
δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΕΗ.

Δεικτέον δή, ὅτι καὶ δευτέρα.
Ἐπεὶ γὰρ ἀνάπαλίν ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ

τῆς ΗΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ, μείζων δὲ ὁ ΒΑ τοῦ ΑΓ, μεῖζον ἄρα [καὶ] τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΖ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΕ. ἔστω τῷ ἀπὸ τῆς ΗΖ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΕΖ, Θ·
ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ἀλλ᾽ ὁ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. σύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ Θ μήκει· ὥστε ἡ ΖΗ τῆς ΖΕ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσι ῥηταὶ αἱ ΖΗ, ΖΕ δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ
τὸ ΕΖ ἔλασσον ὄνομα τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ σύμμετρόν ἐστι τῇ Δ μήκει.
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Ἡ ΕΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ δευτέρα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 50 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτην.

Ὑλοποίησις: Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν συγκείμενον ἐξ
αὐτῶν τὸν ΑΒ πρὸς μὲν τὸν ΒΓ λόγον ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, πρὸς δὲ τὸν ΑΓ λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθ-
μὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. ἐκκείσθω δέ τις καὶ ἄλλος μὴ τετράγωνος
ἀριθμὸς ὁ Δ, καὶ πρὸς ἑκάτερον τῶν ΒΑ, ΑΓ λόγον μὴ ἐχέτω, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ ἐκκείσθω τις ῥητὴ εὐθεῖα ἡ Ε, καὶ
γεγονέτω ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ·
σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Ε τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ. καί ἐστι ῥητὴ ἡ Ε· ῥητὴ
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΒ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμ-
μετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Ε τῇ ΖΗ μήκει. γεγονέτω δὴ πάλιν ὡς ὁ ΒΑ ἀριθμὸς
πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ· σύμμετρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ῥητὴ δὲ ἡ ΖΗ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΗΘ.
καὶ ἐπεὶ ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὅν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΘΗ λόγον ἔχει,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΖΗ τῇ ΗΘ μήκει. αἱ ΖΗ, ΗΘ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ
ΖΘ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστίν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τρίτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ

ἀπὸ τῆς ΖΗ, ὡς δὲ ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΘ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Ε
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ὁ δὲ Δ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς Ε ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν·
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Ε τῇ ΗΘ μήκει. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν
ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς
ΖΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ἔστω οὖν τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΗΘ, Κ·
ἀναστρέψαντι ἄρα [ἐστὶν] ὡς ὁ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· σύμμετρος
ἄρα [ἐστὶν] ἡ ΖΗ τῇ Κ μήκει. ἡ ΖΗ ἄρα τῆς ΗΘ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσιν αἱ ΖΗ, ΗΘ ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ
οὐδετέρα αὐτῶν σύμμετρός ἐστι τῇ Ε μήκει.

Ἡ ΖΘ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τρίτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 51 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τετάρτην.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν ΑΒ πρὸς τὸν
ΒΓ λόγον μὴ ἔχειν μήτε μὴν πρὸς τὸν ΑΓ, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν. καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Δ, καὶ τῇ Δ σύμμετρος ἔστω
μήκει ἡ ΕΖ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΕΖ. καὶ γεγονέτω ὡς ὁ ΒΑ ἀριθμὸς πρὸς
τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΕΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΒΑ πρὸς
τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν,
οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ ΖΗ μήκει. αἱ ΕΖ,
ΖΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ὥστε ἡ ΕΗ ἐκ δύο ὀνομάτων
ἐστίν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τετάρτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ

ἀπὸ τῆς ΖΗ [μείζων δὲ ὁ ΒΑ τοῦ ΑΓ], μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ τοῦ ἀπὸ
τῆς ΖΗ. ἔστω οὖν τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΖΗ, Θ· ἀναστρέψαντι
ἄρα ὡς ὁ ΑΒ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς Θ. ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ Θ μήκει· ἡ ΕΖ ἄρα τῆς ΗΖ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου
ἑαυτῇ. καί εἰσιν αἱ ΕΖ, ΖΗ ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΕΖ τῇ Δ
σύμμετρός ἐστι μήκει.

Ἡ ΕΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τετάρτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 52 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων πέμπτην.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν ΑΒ πρὸς ἑκάτερον
αὐτῶν λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν,
καὶ ἐκκείσθω ῥητή τις εὐθεῖα ἡ Δ, καὶ τῇ Δ σύμμετρος ἔστω [μήκει] ἡ ΕΖ·
ῥητὴ ἄρα ἡ ΕΖ. καὶ γεγονέτω ὡς ὁ ΓΑ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ. ὁ δὲ ΓΑ πρὸς τὸν ΑΒ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. αἱ
ΕΖ, ΖΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΕΗ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πέμπτη.
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Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ ΓΑ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΕΖ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΗ, ἀνάπαλιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΕ· μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΗΖ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΕ. ἔστω οὖν τῷ ἀπὸ
τῆς ΗΖ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΕΖ, Θ· ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒ ἀριθμὸς
πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΗΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν
ΒΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽
ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ Θ μήκει· ὥστε
ἡ ΖΗ τῆς ΖΕ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσιν αἱ ΗΖ,
ΖΕ ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι καὶ τὸ ΕΖ ἔλαττον ὄνομα σύμμετρόν
ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ Δ μήκει.

Ἡ ΕΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πέμπτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 53 () Εὑρεῖν τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων ἕκτην.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΑΓ, ΓΒ, ὥστε τὸν ΑΒ πρὸς ἑκάτερον
αὐτῶν λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν·
ἔστω δὲ καὶ ἕτερος ἀριθμὸς ὁ Δ μὴ τετράγωνος ὢν μηδὲ πρὸς ἑκάτερον τῶν
ΒΑ, ΑΓ λόγον ἔχων, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ
ἐκκείσθω τις ῥητὴ εὐθεῖα ἡ Ε, καὶ γεγονέτω ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Ε τῷ ἀπὸ
τῆς ΖΗ. καί ἐστι ῥητὴ ἡ Ε· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ οὐκ ἔχει ὁ Δ πρὸς
τὸν ΑΒ λόγον, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ
ἀπὸ τῆς Ε ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἡ Ε τῇ ΖΗ μήκει. γεγονέτω
δὴ πάλιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
ΗΘ. σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΘΗ. ῥητὸν ἄρα τὸ ἀπὸ
τῆς ΘΗ· ῥητὴ ἄρα ἡ ΘΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ ΗΘ μήκει. αἱ ΖΗ, ΗΘ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΖΘ.

Δεικτέον δή, ὅτι καὶ ἕκτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ

ἀπὸ τῆς ΖΗ, ἔστι δὲ καὶ ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Δ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς Ε πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ὁ δὲ Δ πρὸς τὸν ΑΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδὲ τὸ ἀπὸ τῆς Ε ἄρα
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Ε τῇ ΗΘ μήκει. ἐδείχθη δὲ καὶ τῇ ΖΗ
ἀσύμμετρος· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΖΗ, ΗΘ ἀσύμμετρός ἐστι τῇ Ε μήκει. καὶ
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ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΒΑ πρὸς τὸν ΑΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
ΗΘ, μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ἔστω οὖν τῷ ἀπὸ [τῆς]
ΖΗ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΗΘ, Κ· ἀναστρέψαντι ἄρα ὡς ὁ ΑΒ πρὸς ΒΓ, οὕτως
τὸ ἀπὸ ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ὁ δὲ ΑΒ πρὸς τὸν ΒΓ λόγον οὐκ ἔχει,
ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ὥστε οὐδὲ τὸ ἀπὸ ΖΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν. ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ Κ μήκει· ἡ ΖΗ ἄρα τῆς ΗΘ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσιν αἱ ΖΗ, ΗΘ ῥηταὶ δυνάμει
μόνον σύμμετροι, καὶ οὐδετέρα αὐτῶν σύμμετρός ἐστι μήκει τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ τῇ Ε.

Ἡ ΖΘ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἕκτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
Λῆμμα
Ἔστω δύο τετράγωνα τὰ ΑΒ, ΒΓ καὶ κείσθωσαν ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι

τὴν ΔΒ τῇ ΒΕ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΒ τῇ ΒΗ. καὶ συμπεπληρώσθω
τὸ ΑΓ παραλληλόγραμμον· λέγω, ὅτι τετράγωνόν ἐστι τὸ ΑΓ, καὶ ὅτι τῶν
ΑΒ, ΒΓ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΔΗ, καὶ ἔτι τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον ἀνάλογόν
ἐστι τὸ ΔΓ.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΔΒ τῇ ΒΖ, ἡ δὲ ΒΕ τῇ ΒΗ, ὅλη ἄρα ἡ ΔΕ ὅλῃ
τῇ ΖΗ ἐστιν ἴση. ἀλλ᾽ ἡ μὲν ΔΕ ἑκατέρᾳ τῶν ΑΘ, ΚΓ ἐστιν ἴση, ἡ δὲ ΖΗ
ἑκατέρᾳ τῶν ΑΚ, ΘΓ ἐστιν ἴση· καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΘ, ΚΓ ἑκατέρᾳ τῶν
ΑΚ, ΘΓ ἐστιν ἴση. ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΓ παραλληλόγραμμον· ἔστι
δὲ καὶ ὀρθογώνιον· τετράγωνον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΓ.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΖΒ πρὸς τὴν ΒΗ, οὕτως ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, ἀλλ᾽ ὡς
μὲν ἡ ΖΒ πρὸς τὴν ΒΗ, οὕτως τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΔΗ, ὡς δὲ ἡ ΔΒ πρὸς τὴν
ΒΕ, οὕτως τὸ ΔΗ πρὸς τὸ ΒΓ, καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΔΗ, οὕτως τὸ
ΔΗ πρὸς τὸ ΒΓ. τῶν ΑΒ, ΒΓ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΔΗ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον ἀνάλογόν [ἐστι] τὸ ΔΓ.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ ΑΔ πρὸς τὴν ΔΚ, οὕτως ἡ ΚΗ πρὸς τὴν ΗΓ· ἴση

γάρ [ἐστιν] ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ συνθέντι ὡς ἡ ΑΚ πρὸς ΚΔ, οὕτως ἡ ΚΓ
πρὸς ΓΗ, ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΚ πρὸς ΚΔ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΔ, ὡς δὲ ἡ
ΚΓ πρὸς ΓΗ, οὕτως τὸ ΔΓ πρὸς ΓΒ, καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΓ πρὸς ΔΓ, οὕτως τὸ
ΔΓ πρὸς τὸ ΒΓ. τῶν ΑΓ, ΓΒ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΔΓ· ἃ προέκειτο
δεῖξαι. 

Πρότασις 54 () Ἐὰνχωρίονπεριέχηταιὑπὸῥητῆςκαὶτῆςἐκδύοὀνομάτων
πρώτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐκ δύο ὀνομάτων.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΓ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ
δύο ὀνομάτων πρώτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ἐκ δύο ὀνομάτων.
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Ἐπεὶ γὰρ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη ἡ ΑΔ, διῃρήσθω εἰς τὰ ὀνόματα
κατὰ τὸ Ε, καὶ ἔστω τὸ μεῖζον ὄνομα τὸ ΑΕ. φανερὸν δή, ὅτι αἱ ΑΕ, ΕΔ
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΑΕ τῆς ΕΔ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΑΕ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ
ΑΒ μήκει. τετμήσθω δὴ ἡ ΕΔ δίχα κατὰ τὸ Ζ σημεῖον. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΕ
τῆς ΕΔ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ
μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος, τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ, ἴσον παρὰ τὴν
μείζονα τὴν ΑΕ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς σύμμετρα αὐτὴν
διαιρεῖ. παραβεβλήσθω οὖν παρὰ τὴν ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσον τὸ ὑπὸ
ΑΗ, ΗΕ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΗ τῇ ΕΗ μήκει. καὶ ἤχθωσαν ἀπὸ τῶν
Η, Ε, Ζ ὁποτέρᾳ τῶν ΑΒ, ΓΔ παράλληλοι αἱ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ· καὶ τῷ μὲν ΑΘ
παραλληλογράμμῳ ἴσον τετράγωνον συνεστάτω τὸ ΣΝ, τῷ δὲ ΗΚ ἴσον
τὸ ΝΠ, καὶ κείσθω ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΜΝ τῇ ΝΞ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα
ἐστὶ καὶ ἡ ΡΝ τῇ ΝΟ. καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΣΠ παραλληλόγραμμον·
τετράγωνον ἄρα ἐστὶ τὸ ΣΠ. καὶ ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΕ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΕΖ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΗ πρὸς ΕΖ, οὕτως ἡ ΖΕ πρὸς ΕΗ· καὶ ὡς
ἄρα τὸ ΑΘ πρὸς ΕΛ, τὸ ΕΛ πρὸς ΚΗ· τῶν ΑΘ, ΗΚ ἄρα μέσον ἀνάλογόν
ἐστι τὸ ΕΛ. ἀλλὰ τὸ μὲν ΑΘ ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΝ, τὸ δὲ ΗΚ ἴσον τῷ ΝΠ· τῶν
ΣΝ, ΝΠ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΕΛ. ἔστι δὲ τῶν αὐτῶν τῶν ΣΝ, ΝΠ
μέσον ἀνάλογον καὶ τὸ ΜΡ· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΛ τῷ ΜΡ· ὥστε καὶ τῷ
ΟΞ ἴσον ἐστίν. ἔστι δὲ καὶ τὰ ΑΘ, ΗΚ τοῖς ΣΝ, ΝΠ ἴσα· ὅλον ἄρα τὸ ΑΓ
ἴσον ἐστὶν ὅλῳ τῷ ΣΠ, τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ΜΞ τετραγώνῳ· τὸ ΑΓ ἄρα
δύναται ἡ ΜΞ.

Λέγω, ὅτι ἡ ΜΞ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστίν.
Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΗ τῇ ΗΕ, σύμμετρός ἐστι καὶ ἡ ΑΕ ἑκατέρᾳ

τῶν ΑΗ, ΗΕ. ὑπόκειται δὲ καὶ ἡ ΑΕ τῇ ΑΒ σύμμετρος· καὶ αἱ ΑΗ, ΗΕ ἄρα
τῇ ΑΒ σύμμετροί εἰσιν. καί ἐστι ῥητὴ ἡ ΑΒ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἑκατέρα
τῶν ΑΗ, ΗΕ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΑΘ, ΗΚ, καί ἐστι σύμμετρον
τὸ ΑΘ τῷ ΗΚ. ἀλλὰ τὸ μὲν ΑΘ τῷ ΣΝ ἴσον ἐστίν, τὸ δὲ ΗΚ τῷ ΝΠ· καὶ
τὰ ΣΝ, ΝΠ ἄρα, τουτέστι τὰ ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ, ῥητά ἐστι καὶ σύμμετρα.
καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ΕΔ μήκει, ἀλλ᾽ ἡ μὲν ΑΕ τῇ ΑΗ ἐστι
σύμμετρος, ἡ δὲ ΔΕ τῇ ΕΖ σύμμετρος, ἀσύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΑΗ τῇ ΕΖ·
ὥστε καὶ τὸ ΑΘ τῷ ΕΛ ἀσύμμετρόν ἐστιν. ἀλλὰ τὸ μὲν ΑΘ τῷ ΣΝ ἐστιν
ἴσον, τὸ δὲ ΕΛ τῷ ΜΡ· καὶ τὸ ΣΝ ἄρα τῷ ΜΡ ἀσύμμετρόν ἐστιν. ἀλλ᾽ ὡς
τὸ ΣΝ πρὸς ΜΡ, ἡ ΟΝ πρὸς τὴν ΝΡ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΟΝ τῇ ΝΡ.
ἴση δὲ ἡ μὲν ΟΝ τῇ ΜΝ, ἡ δὲ ΝΡ τῇ ΝΞ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΜΝ
τῇ ΝΞ. καί ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΜΝ σύμμετρον τῷ ἀπὸ τῆς ΝΞ, καὶ ῥητὸν
ἑκάτερον· αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι.

Ἡ ΜΞ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ καὶ δύναται τὸ ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
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Πρότασις 55 () Ἐὰνχωρίονπεριέχηταιὑπὸῥητῆςκαὶτῆςἐκδύοὀνομάτων
δευτέρας, ἡτὸχωρίονδυναμένηἄλογός ἐστινἡκαλουμένη ἐκδύομέσωνπρώτη.

Ἀπόδειξις. Περιεχέσθω γὰρ χωρίον τὸ ΑΒΓΔ ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς
ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέρας τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἐκ
δύο μέσων πρώτη ἐστίν.

Ἐπεὶ γὰρ ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέρα ἐστὶν ἡ ΑΔ, διῃρήσθω εἰς τὰ
ὀνόματα κατὰ τὸ Ε, ὥστε τὸ μεῖζον ὄνομα εἶναι τὸ ΑΕ· αἱ ΑΕ, ΕΔ ἄρα
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΑΕ τῆς ΕΔ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ τὸ ἔλαττον ὄνομα ἡ ΕΔ σύμμετρόν ἐστι τῇ ΑΒ
μήκει. τετμήσθω ἡ ΕΔ δίχα κατὰ τὸ Ζ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσον παρὰ τὴν
ΑΕ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗΕ· σύμμετρος
ἄρα ἡ ΑΗ τῇ ΗΕ μήκει. καὶ διὰ τῶν Η, Ε, Ζ παράλληλοι ἤχθωσαν ταῖς ΑΒ,
ΓΔ αἱ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, καὶ τῷ μὲν ΑΘ παραλληλογράμμῳ ἴσον τετράγωνον
συνεστάτω τὸ ΣΝ, τῷ δὲ ΗΚ ἴσον τετράγωνον τὸ ΝΠ, καὶ κείσθω ὥστε ἐπ᾽
εὐθείας εἶναι τὴν ΜΝ τῇ ΝΞ· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα [ἐστὶ] καὶ ἡ ΡΝ τῇ ΝΟ. καὶ
συμπεπληρώσθω τὸ ΣΠ τετράγωνον· φανερὸν δὴ ἐκ τοῦ προδεδειγμένου,
ὅτι τὸ ΜΡ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τῶν ΣΝ, ΝΠ, καὶ ἴσον τῷ ΕΛ, καὶ ὅτι
τὸ ΑΓ χωρίον δύναται ἡ ΜΞ. δεικτέον δή, ὅτι ἡ ΜΞ ἐκ δύο μέσων ἐστὶ
πρώτη. ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ΕΔ μήκει, σύμμετρος δὲ ἡ ΕΔ τῇ
ΑΒ, ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΑΕ τῇ ΑΒ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΗ τῇ ΕΗ,
σύμμετρός ἐστι καὶ ἡ ΑΕ ἑκατέρᾳ τῶν ΑΗ, ΗΕ. ἀλλὰ ἡ ΑΕ ἀσύμμετρος τῇ
ΑΒ μήκει· καὶ αἱ ΑΗ, ΗΕ ἄρα ἀσύμμετροί εἰσι τῇ ΑΒ. αἱ ΒΑ, ΑΗ, ΗΕ ἄρα
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ὥστε μέσον ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΑΘ,
ΗΚ. ὥστε καὶ ἑκάτερον τῶν ΣΝ, ΝΠ μέσον ἐστίν. καὶ αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα μέσαι
εἰσίν. καὶ ἐπεὶ σύμμετρος ἡ ΑΗ τῇ ΗΕ μήκει, σύμμετρόν ἐστι καὶ τὸ ΑΘ
τῷ ΗΚ, τουτέστι τὸ ΣΝ τῷ ΝΠ, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ΜΝ τῷ ἀπὸ τῆς
ΝΞ [ὥστε δυνάμει εἰσὶ σύμμετροι αἱ ΜΝ, ΝΞ]. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν
ἡ ΑΕ τῇ ΕΔ μήκει, ἀλλ᾽ ἡ μὲν ΑΕ σύμμετρός ἐστι τῇ ΑΗ, ἡ δὲ ΕΔ τῇ ΕΖ
σύμμετρος, ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΑΗ τῇ ΕΖ· ὥστε καὶ τὸ ΑΘ τῷ ΕΛ ἀσύμ-
μετρόν ἐστιν, τουτέστι τὸ ΣΝ τῷ ΜΡ, τουτέστιν ἡ ΟΝ τῇ ΝΡ, τουτέστιν
ἡ ΜΝ τῇ ΝΞ ἀσύμμετρός ἐστι μήκει. ἐδείχθησαν δὲ αἱ ΜΝ, ΝΞ καὶ μέσαι
οὖσαι καὶ δυνάμει σύμμετροι· αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον
σύμμετροι. λέγω δή, ὅτι καὶ ῥητὸν περιέχουσιν. ἐπεὶ γὰρ ἡ ΔΕ ὑπόκειται
ἑκατέρᾳ τῶν ΑΒ, ΕΖ σύμμετρος, σύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΕΖ τῇ ΕΚ. καὶ ῥητὴ
ἑκατέρα αὐτῶν· ῥητὸν ἄρα τὸ ΕΛ, τουτέστι τὸ ΜΡ· τὸ δὲ ΜΡ ἐστι τὸ ὑπὸ
τῶν ΜΝΞ. ἐὰν δὲ δύο μέσαι δυνάμει μόνον σύμμετροι συντεθῶσι ῥητὸν
περιέχουσαι, ἡ ὅλη ἄλογός ἐστιν, καλεῖται δὲ ἐκ δύο μέσων πρώτη.

Ἡ ἄρα ΜΞ ἐκ δύο μέσων ἐστὶ πρώτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 56 () Ἐὰνχωρίονπεριέχηταιὑπὸῥητῆςκαὶτῆςἐκδύοὀνομάτων
τρίτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐκ δύο μέσων δευτέρα.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒΓΔ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς
ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτης τῆς ΑΔ διῃρημένης εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ τὸ Ε,
ὧν μεῖζόν ἐστι τὸ ΑΕ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ
καλουμένη ἐκ δύο μέσων δευτέρα.

Κατεσκευάσθω γὰρ τὰ αὐτὰ τοῖς πρότερον. καὶ ἐπεὶ ἐκ δύο ὀνομάτων
ἐστὶ τρίτη ἡ ΑΔ, αἱ ΑΕ, ΕΔ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ
ΑΕ τῆς ΕΔ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ οὐδετέρα τῶν ΑΕ,
ΕΔ σύμμετρός [ἐστι] τῇ ΑΒ μήκει. ὁμοίως δὴ τοῖς προδεδειγμένοις δείξομεν,
ὅτι ἡ ΜΞ ἐστιν ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη, καὶ αἱ ΜΝ, ΝΞ μέσαι εἰσὶ δυνάμει
μόνον σύμμετροι· ὥστε ἡ ΜΞ ἐκ δύο μέσων ἐστίν.

Δεικτέον δή, ὅτι καὶ δευτέρα.
[Καὶ] ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΔΕ τῇ ΑΒ μήκει, τουτέστι τῇ ΕΚ, σύμ-

μετρος δὲ ἡ ΔΕ τῇ ΕΖ, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ ΕΚ μήκει. καί εἰσι
ῥηταί· αἱ ΖΕ, ΕΚ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. μέσον ἄρα [ἐστὶ]
τὸ ΕΛ, τουτέστι τὸ ΜΡ· καὶ περιέχεται ὑπὸ τῶν ΜΝΞ· μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ
ὑπὸ τῶν ΜΝΞ.

Ἡ ΜΞ ἄρα ἐκ δύο μέσων ἐστὶ δευτέρα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 57 () Ἐὰνχωρίονπεριέχηταιὑπὸῥητῆςκαὶτῆςἐκδύοὀνομάτων
τετάρτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μείζων.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΓ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ
δύο ὀνομάτων τετάρτης τῆς ΑΔ διῃρημένης εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ τὸ Ε, ὧν
μεῖζον ἔστω τὸ ΑΕ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ
καλουμένη μείζων.

Ἐπεὶ γὰρ ἡ ΑΔ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τετάρτη, αἱ ΑΕ, ΕΔ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΑΕ τῆς ΕΔ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΑΕ τῇ ΑΒ σύμμετρός [ἐστι] μήκει. τετμήσθω ἡ
ΔΕ δίχα κατὰ τὸ Ζ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΖ ἴσον παρὰ τὴν ΑΕ παραβεβλήσθω
παραλληλόγραμμον τὸ ὑπὸ ΑΗ, ΗΕ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΗ τῇ ΗΕ
μήκει. ἤχθωσαν παράλληλοι τῇ ΑΒ αἱ ΗΘ, ΕΚ, ΖΛ, καὶ τὰ λοιπὰ τὰ αὐτὰ
τοῖς πρὸ τούτου γεγονέτω· φανερὸν δή, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη
ἐστὶν ἡ ΜΞ. δεικτέον δή, ὅτι ἡ ΜΞ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μείζων. ἐπεὶ
ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΗ τῇ ΕΗ μήκει, ἀσύμμετρόν ἐστι καὶ τὸ ΑΘ τῷ ΗΚ,
τουτέστι τὸ ΣΝ τῷ ΝΠ· αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι. καὶ ἐπεὶ
σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ΑΒ μήκει, ῥητόν ἐστι τὸ ΑΚ· καί ἐστιν ἴσον τοῖς
ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ· ῥητὸν ἄρα [ἐστὶ] καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν
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ΜΝ, ΝΞ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός [ἐστιν] ἡ ΔΕ τῇ ΑΒ μήκει, τουτέστι τῇ ΕΚ,
ἀλλὰ ἡ ΔΕ σύμμετρός ἐστι τῇ ΕΖ, ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΕΖ τῇ ΕΚ μήκει. αἱ ΕΚ,
ΕΖ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· μέσον ἄρα τὸ ΛΕ, τουτέστι
τὸ ΜΡ. καὶ περιέχεται ὑπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ· μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν
ΜΝ, ΝΞ. καὶ ῥητὸν τὸ [συγκείμενον] ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ, καί εἰσιν
ἀσύμμετροι αἱ ΜΝ, ΝΞ δυνάμει. ἐὰν δὲ δύο εὐθεῖαι δυνάμει ἀσύμμετροι
συντεθῶσι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον, ἡ ὅλη ἄλογός ἐστιν, καλεῖται δὲ μείζων.

Ἡ ΜΞ ἄρα ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μείζων, καὶ δύναται τὸ ΑΓ χωρίον·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 58 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνο-
μάτων πέμπτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ῥητὸν καὶ
μέσον δυναμένη.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΓ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ δύο
ὀνομάτων πέμπτης τῆς ΑΔ διῃρημένης εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ τὸ Ε, ὥστε τὸ
μεῖζον ὄνομα εἶναι τὸ ΑΕ· λέγω [δή], ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη.

Κατεσκευάσθω γὰρ τὰ αὐτὰ τοῖς πρότερον δεδειγμένοις· φανερὸν δή,
ὅτι ἡ τὸ ΑΓ χωρίον δυναμένη ἐστὶν ἡ ΜΞ. δεικτέον δή, ὅτι ἡ ΜΞ ἐστιν
ἡ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη. ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΗ τῇ ΗΕ,
ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΑΘ τῷ ΘΕ, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ΜΝ τῷ
ἀπὸ τῆς ΝΞ· αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΔ
ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πέμπτη, καί [ἐστιν] ἔλασσον αὐτῆς τμῆμα τὸ ΕΔ,
σύμμετρος ἄρα ἡ ΕΔ τῇ ΑΒ μήκει. ἀλλὰ ἡ ΑΕ τῇ ΕΔ ἐστιν ἀσύμμετρος· καὶ
ἡ ΑΒ ἄρα τῇ ΑΕ ἐστιν ἀσύμμετρος μήκει. [αἱ ΒΑ, ΑΕ ῥηταί εἰσι δυνάμει
μόνον σύμμετροι.] μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΚ, τουτέστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΔΕ τῇ ΑΒ μήκει, τουτέστι
τῇ ΕΚ, ἀλλὰ ἡ ΔΕ τῇ ΕΖ σύμμετρός ἐστιν, καὶ ἡ ΕΖ ἄρα τῇ ΕΚ σύμμετρός
ἐστιν. καὶ ῥητὴ ἡ ΕΚ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ΕΛ, τουτέστι τὸ ΜΡ, τουτέστι
τὸ ὑπὸ ΜΝΞ· αἱ ΜΝ, ΝΞ ἄρα δυνάμει ἀσύμμετροί εἰσι ποιοῦσαι τὸ μὲν
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν.

Ἡ ΜΞ ἄρα ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστὶ καὶ δύναται τὸ ΑΓ χωρίον·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 59 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνο-
μάτων ἕκτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη δύο μέσα δυνα-
μένη.
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Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒΓΔ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ
δύο ὀνομάτων ἕκτης τῆς ΑΔ διῃρημένης εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ τὸ Ε, ὥστε τὸ
μεῖζον ὄνομα εἶναι τὸ ΑΕ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΓ δυναμένη ἡ δύο μέσα δυναμένη
ἐστίν.

Κατεσκευάσθω [γὰρ] τὰ αὐτὰ τοῖς προδεδειγμένοις. φανερὸν δή, ὅτι
[ἡ] τὸ ΑΓ δυναμένη ἐστὶν ἡ ΜΞ, καὶ ὅτι ἀσύμμετρός ἐστι ἡ ΜΝ τῇ ΝΞ
δυνάμει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΕΑ τῇ ΑΒ μήκει, αἱ ΕΑ, ΑΒ ἄρα
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΚ, τουτέστι τὸ
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ. πάλιν, ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ
ΕΔ τῇ ΑΒ μήκει, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΕ τῇ ΕΚ· αἱ ΖΕ, ΕΚ ἄρα
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΛ, τουτέστι τὸ
ΜΡ, τουτέστι τὸ ὑπὸ τῶν ΜΝΞ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρος ἡ ΑΕ τῇ ΕΖ, καὶ τὸ
ΑΚ τῷ ΕΛ ἀσύμμετρόν ἐστιν. ἀλλὰ τὸ μὲν ΑΚ ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΜΝ, ΝΞ, τὸ δὲ ΕΛ ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΜΝΞ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ
τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΜΝΞ τῷ ὑπὸ τῶν ΜΝΞ. καί ἐστι μέσον
ἑκάτερον αὐτῶν, καὶ αἱ ΜΝ, ΝΞ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι.

Ἡ ΜΞ ἄρα δύο μέσα δυναμένη ἐστὶ καὶ δύναται τὸ ΑΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
[Λῆμμα
Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμηθῇ εἰς ἄνισα, τὰ ἀπὸ τῶν ἀνίσων τετράγωνα

μείζονά ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ἀνίσων περιεχομένου ὀρθογωνίου.
Ἔστω εὐθεῖα ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω εἰς ἄνισα κατὰ τὸ Γ, καὶ ἔστω μείζων

ἡ ΑΓ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μείζονά ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ.
Τετμήσθω γὰρ ἡ ΑΒ δίχα κατὰ τὸ Δ. ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα γραμμὴ τέτμηται

εἰς μὲν ἴσα κατὰ τὸ Δ, εἰς δὲ ἄνισα κατὰ τὸ Γ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μετὰ
τοῦ ἀπὸ ΓΔ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΑΔ· ὥστε τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἔλαττόν ἐστι
τοῦ ἀπὸ ΑΔ· τὸ ἄρα δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἔλαττον ἢ διπλάσιόν ἐστι τοῦ
ἀπὸ ΑΔ. ἀλλὰ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ διπλάσιά [ἐστι] τῶν ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΓ·
τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μείζονά ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι.] 

Πρότασις 60 () Τὸ ἀπὸ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων παρὰ ῥητὴν παραβαλ-
λόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων πρώτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο ὀνομάτων ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ
τὸ Γ, ὥστε τὸ μεῖζον ὄνομα εἶναι τὸ ΑΓ, καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΔΕ, καὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΔΕ παραβεβλήσθω τὸ ΔΕΖΗ πλάτος ποιοῦν
τὴν ΔΗ· λέγω, ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη.

Παραβεβλήσθω γὰρ παρὰ τὴν ΔΕ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΓ ἴσον τὸ ΔΘ, τῷ
δὲ ἀπὸ τῆς ΒΓ ἴσον τὸ ΚΛ· λοιπὸν ἄρα τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον ἐστὶ
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τῷ ΜΖ. τετμήσθω ἡ ΜΗ δίχα κατὰ τὸ Ν, καὶ παράλληλος ἤχθω ἡ ΝΞ
[ἑκατέρᾳ τῶν ΜΛ, ΗΖ]. ἑκάτερον ἄρα τῶν ΜΞ, ΝΖ ἴσον ἐστὶ τῷ ἅπαξ ὑπὸ
τῶν ΑΓΒ. καὶ ἐπεὶ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰ ὀνόματα
κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· τὰ ἄρα ἀπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ ῥητά ἐστι καὶ σύμμετρα ἀλλήλοις· ὥστε καὶ τὸ συγκείμενον
ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ [σύμμετρόν ἐστι τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ῥητὸν ἄρα
ἐστὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ]. καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΛ· ῥητὸν
ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΜ
καὶ σύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ αἱ ΑΓ, ΓΒ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι, μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τουτέστι τὸ ΜΖ. καὶ
παρὰ ῥητὴν τὴν ΜΛ παράκειται· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΜΗ ἐστι καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΜΛ, τουτέστι τῇ ΔΕ, μήκει. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΜΔ ῥητὴ καὶ τῇ ΔΕ μήκει
σύμμετρος· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ μήκει. καί εἰσι ῥηταί· αἱ
ΔΜ, ΜΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Δεικτέον δή, ὅτι καὶ πρώτη.
Ἐπεὶ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓΒ, καὶ

τῶν ΔΘ, ΚΛ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΜΞ. ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΔΘ πρὸς
τὸ ΜΞ, οὕτως τὸ ΜΞ πρὸς τὸ ΚΛ, τουτέστιν ὡς ἡ ΔΚ πρὸς τὴν ΜΝ, ἡ ΜΝ
πρὸς τὴν ΜΚ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΔΚ, ΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΜΝ. καὶ
ἐπεὶ σύμμετρόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ, σύμμετρόν ἐστι καὶ
τὸ ΔΘ τῷ ΚΛ· ὥστε καὶ ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ σύμμετρός ἐστιν. καὶ ἐπεὶ μείζονά
ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, μεῖζον ἄρα καὶ τὸ ΔΛ
τοῦ ΜΖ· ὥστε καὶ ἡ ΔΜ τῆς ΜΗ μείζων ἐστίν. καί ἐστιν ἴσον τὸ ὑπὸ
τῶν ΔΚ, ΚΜ τῷ ἀπὸ τῆς ΜΝ, τουτέστι τῷ τετάρτῳ τοῦ ἀπὸ τῆς ΜΗ, καὶ
σύμμετρος ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ. ἐὰν δὲ ὦσι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι, τῷ δὲ τετάρτῳ μέρει
τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος ἴσον παρὰ τὴν μείζονα παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει
τετραγώνῳ καὶ εἰς σύμμετρα αὐτὴν διαιρῇ, ἡ μείζων τῆς ἐλάσσονος μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ· ἡ ΔΜ ἄρα τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσι ῥηταὶ αἱ ΔΜ, ΜΗ, καὶ ἡ ΔΜ μεῖζον ὄνομα
σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΔΕ μήκει.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 61 () Τὸ ἀπὸ τῆς ἐκ δύο μέσων πρώτης παρὰ ῥητὴν παρα-
βαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέραν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο μέσων πρώτη ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰς μέσας κατὰ
τὸ Γ, ὧν μείζων ἡ ΑΓ, καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΔΕ, καὶ παραβεβλήσθω παρὰ
τὴν ΔΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παραλληλόγραμμον τὸ ΔΖ πλάτος ποιοῦν
τὴν ΔΗ· λέγω, ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ δευτέρα.
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Κατεσκευάσθω γὰρ τὰ αὐτὰ τοῖς πρὸ τούτου. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ἐκ δύο
μέσων ἐστὶ πρώτη διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει
μόνον σύμμετροι ῥητὸν περιέχουσαι· ὥστε καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσα
ἐστίν. μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ παραβέβληται·
ῥητὴ ἄρα ἐστίν ἡ ΜΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ ῥητόν
ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, ῥητόν ἐστι καὶ τὸ ΜΖ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν
ΜΛ παράκειται· ῥητὴ ἄρα [ἐστὶ] καὶ ἡ ΜΗ καὶ μήκει σύμμετρος τῇ ΜΛ,
τουτέστι τῇ ΔΕ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ μήκει. καί εἰσι ῥηταί·
αἱ ΔΜ, ΜΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Δεικτέον δή, ὅτι καὶ δευτέρα.
Ἐπεὶ γὰρ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ μείζονά ἐστι τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ,

μεῖζον ἄρα καὶ τὸ ΔΛ τοῦ ΜΖ· ὥστε καὶ ἡ ΔΜ τῆς ΜΗ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρόν
ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ, σύμμετρόν ἐστι καὶ τὸ ΔΘ τῷ ΚΛ·
ὥστε καὶ ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ σύμμετρός ἐστιν. καί ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΔΚΜ ἴσον
τῷ ἀπὸ τῆς ΜΝ· ἡ ΔΜ ἄρα τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ. καί ἐστιν ἡ ΜΗ σύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ δευτέρα. 

Πρότασις 62 () Τὸ ἀπὸ τῆς ἐκ δύο μέσων δευτέρας παρὰ ῥητὴν παρα-
βαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο μέσων δευτέρα ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰς μέσας
κατὰ τὸ Γ, ὥστε τὸ μεῖζον τμῆμα εἶναι τὸ ΑΓ, ῥητὴ δέ τις ἔστω ἡ ΔΕ, καὶ
παρὰ τὴν ΔΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παραλληλόγραμμον παραβεβλήσθω τὸ
ΔΖ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ· λέγω, ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τρίτη.

Κατεσκευάσθω τὰ αὐτὰ τοῖς προδεδειγμένοις. καὶ ἐπεὶ ἐκ δύο μέσων
δευτέρα ἐστὶν ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει
μόνον σύμμετροι μέσον περιέχουσαι· ὥστε καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ μέσον ἐστίν. καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΛ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ΔΛ. καὶ
παράκειται παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΜΔ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΔΕ μήκει. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΜΗ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος τῇ
ΜΛ, τουτέστι τῇ ΔΕ, μήκει· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ΔΜ, ΜΗ καὶ
ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ μήκει, ὡς δὲ
ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓΒ, ἀσύμμετρον
ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΓΒ. ὥστε καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓΒ ἀσύμμετρόν ἐστιν, τουτέστι τὸ ΔΛ
τῷ ΜΖ· ὥστε καὶ ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ ἀσύμμετρός ἐστιν. καί εἰσι ῥηταί· ἐκ δύο
ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Δεικτέον [δή], ὅτι καὶ τρίτη.
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Ὁμοίως δὴ τοῖς προτέροις ἐπιλογιούμεθα, ὅτι μείζων ἐστὶν ἡ ΔΜ τῆς
ΜΗ, καὶ σύμμετρος ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ. καί ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΔΚΜ ἴσον τῷ ἀπὸ
τῆς ΜΝ· ἡ ΔΜ ἄρα τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ
οὐδετέρα τῶν ΔΜ, ΜΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ΔΕ μήκει.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τρίτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 63 () Τὸἀπὸτῆςμείζονοςπαρὰῥητὴνπαραβαλλόμενονπλάτος
ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τετάρτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μείζων ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ὥστε μείζονα εἶναι
τὴν ΑΓ τῆς ΓΒ, ῥητὴ δὲ ἡ ΔΕ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΔΕ
παραβεβλήσθω τὸ ΔΖ παραλληλόγραμμον πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ· λέγω,
ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τετάρτη.

Κατεσκευάσθω τὰ αὐτὰ τοῖς προδεδειγμένοις. καὶ ἐπεὶ μείζων ἐστὶν ἡ
ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ
μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δὲ ὑπ᾽ αὐτῶν
μέσον. ἐπεὶ οὖν ῥητόν ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, ῥητὸν
ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΛ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΔΜ καὶ σύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ
μέσον ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τουτέστι τὸ ΜΖ, καὶ παρὰ ῥητήν ἐστι
τὴν ΜΛ, ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΜΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει· ἀσύμμετρος
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ μήκει. αἱ ΔΜ, ΜΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Δεικτέον [δή], ὅτι καὶ τετάρτη.
Ὁμοίως δὴ δείξομεν τοῖς πρότερον, ὅτι μείζων ἐστὶν ἡ ΔΜ τῆς ΜΗ, καὶ

ὅτι τὸ ὑπὸ ΔΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΜΝ. ἐπεὶ οὖν ἀσύμμετρόν ἐστι
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΔΘ τῷ ΚΛ·
ὥστε ἀσύμμετρος καὶ ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ ἐστιν. ἐὰν δὲ ὦσι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι, τῷ
δὲ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ἐλάσσονος ἴσον παραλληλόγραμμον παρὰ
τὴν μείζονα παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ καὶ εἰς ἀσύμμετρα αὐτὴν
διαιρῇ, ἡ μείζων τῆς ἐλάσσονος μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ
μήκει· ἡ ΔΜ ἄρα τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί
εἰσιν αἱ ΔΜ, ΜΗ ῥηταὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΔΜ σύμμετρός ἐστι
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΔΕ.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τετάρτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 64 () Τὸ ἀπὸ τῆς ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένης παρὰ ῥητὴν πα-
ραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων πέμπτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἡ ΑΒ διῃρημένη εἰς τὰς εὐθείας
κατὰ τὸ Γ, ὥστε μείζονα εἶναι τὴν ΑΓ, καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΔΕ, καὶ τῷ
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ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΔΕ παραβεβλήσθω τὸ ΔΖ πλάτος ποιοῦν τὴν
ΔΗ· λέγω, ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πέμπτη.

Κατεσκευάσθω τὰ αὐτὰ τοῖς πρὸ τούτου. ἐπεὶ οὖν ῥητὸν καὶ μέσον
δυναμένη ἐστὶν ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν. ἐπεὶ οὖν μέσον ἐστὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΛ· ὥστε ῥητή ἐστιν ἡ ΔΜ καὶ μήκει
ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ. πάλιν, ἐπεὶ ῥητόν ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓΒ, τουτέστι τὸ
ΜΖ, ῥητὴ ἄρα ἡ ΜΗ καὶ σύμμετρος τῇ ΔΕ. ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ·
αἱ ΔΜ, ΜΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πέμπτη.
Ὁμοίως γὰρ δειχθήσεται, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΔΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς

ΜΝ, καὶ ἀσύμμετρος ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ μήκει· ἡ ΔΜ ἄρα τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται
τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί εἰσιν αἱ ΔΜ, ΜΗ [ῥηταὶ] δυνάμει μόνον
σύμμετροι, καὶ ἡ ἐλάσσων ἡ ΜΗ σύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πέμπτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 65 () Τὸ ἀπὸ τῆς δύο μέσα δυναμένης παρὰ ῥητὴν παραβαλ-
λόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων ἕκτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο μέσα δυναμένη ἡ ΑΒ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, ῥητὴ δὲ
ἔστω ἡ ΔΕ. καὶ παρὰ τὴν ΔΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παραβεβλήσθω τὸ ΔΖ
πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ· λέγω, ὅτι ἡ ΔΗ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἕκτη.

Κατεσκευάσθω γὰρ τὰ αὐτὰ τοῖς πρότερον. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ δύο μέσα
δυναμένη ἐστὶ διῃρημένη κατὰ τὸ Γ, αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι
ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον καὶ τὸ
ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τὸ ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
συγκείμενον τῷ ὑπ᾽ αὐτῶν· ὥστε κατὰ τὰ προδεδειγμένα μέσον ἐστὶν
ἑκάτερον τῶν ΔΛ, ΜΖ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΕ παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν
ἑκατέρα τῶν ΔΜ, ΜΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΕ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν
ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ,
ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΛ τῷ ΜΖ. ἀσύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΔΜ τῇ ΜΗ· αἱ
ΔΜ, ΜΗ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΔΗ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἕκτη.
Ὁμοίως δὴ πάλιν δείξομεν, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΔΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς

ΜΝ, καὶ ὅτι ἡ ΔΚ τῇ ΚΜ μήκει ἐστὶν ἀσύμμετρος· καὶ διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἡ
ΔΜ τῆς ΜΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καὶ οὐδετέρα
τῶν ΔΜ, ΜΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΔΕ μήκει.

Ἡ ΔΗ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἕκτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 66 () Ἡ τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων μήκει σύμμετρος καὶ αὐτὴ ἐκ δύο
ὀνομάτων ἐστὶ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτή.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο ὀνομάτων ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ μήκει σύμμετρος ἔστω
ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι ἡ ΓΔ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΑΒ, διῃρήσθω εἰς τὰ ὀνόματα κατὰ
τὸ Ε, καὶ ἔστω μεῖζον ὄνομα τὸ ΑΕ· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει
μόνον σύμμετροι. γεγονέτω ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΑΕ πρὸς τὴν
ΓΖ· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΕΒ πρὸς λοιπὴν τὴν ΖΔ ἐστιν, ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ.
σύμμετρος δὲ ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ μήκει. σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ μὲν ΑΕ τῇ ΓΖ,
ἡ δὲ ΕΒ τῇ ΖΔ. καί εἰσι ῥηταὶ αἱ ΑΕ, ΕΒ· ῥηταὶ ἄρα εἰσὶ καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ. καὶ
[ἐπεί] ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς ΓΖ, ἡ ΕΒ πρὸς ΖΔ. ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΕ
πρὸς ΕΒ, ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ. αἱ δὲ ΑΕ, ΕΒ δυνάμει μόνον [εἰσὶ] σύμμετροι· καὶ
αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα δυνάμει μόνον εἰσὶ σύμμετροι. καί εἰσι ῥηταί· ἐκ δύο ἄρα
ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΓΔ.

Λέγω δή, ὅτι τῇ τάξει ἐστὶν ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.
Ἡ γὰρ ΑΕ τῆς ΕΒ μεῖζον δύναται ἤτοι τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ

ἀπὸ ἀσυμμέτρου. εἰ μὲν οὖν ἡ ΑΕ τῆς ΕΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΓΖ τῆς ΖΔ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ
εἰ μὲν σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ, καὶ ἡ ΓΖ σύμμετρος αὐτῇ
ἔσται, καὶ διὰ τοῦτο ἑκατέρα τῶν ΑΒ, ΓΔ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη,
τουτέστι τῇ τάξει ἡ αὐτή. εἰ δὲ ἡ ΕΒ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ,
καὶ ἡ ΖΔ σύμμετρός ἐστιν αὐτῇ, καὶ διὰ τοῦτο πάλιν τῇ τάξει ἡ αὐτὴ
ἔσται τῇ ΑΒ· ἑκατέρα γὰρ αὐτῶν ἔσται ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέρα. εἰ δὲ
οὐδετέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ, οὐδετέρα τῶν
ΓΖ, ΖΔ σύμμετρος αὐτῇ ἔσται, καί ἐστιν ἑκατέρα τρίτη. εἰ δὲ ἡ ΑΕ τῆς ΕΒ
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΓΖ τῆς ΖΔ μεῖζον δύναται
τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν ἡ ΑΕ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ, καὶ ἡ ΓΖ σύμμετρός ἐστιν αὐτῇ, καί ἐστιν ἑκατέρα τετάρτη. εἰ δὲ ἡ
ΕΒ, καὶ ἡ ΖΔ, καὶ ἔσται ἑκατέρα πέμπτη. εἰ δὲ οὐδετέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ, καὶ
τῶν ΓΖ, ΖΔ οὐδετέρα σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ, καὶ ἔσται ἑκατέρα
ἕκτη.

Ὥστε ἡ τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων μήκει σύμμετρος ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ
καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 67 () Ἡτῇ ἐκ δύομέσωνμήκει σύμμετρος καὶ αὐτὴ ἐκ δύομέσων
ἐστὶ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτή.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐκ δύο μέσων ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ σύμμετρος ἔστω μήκει ἡ
ΓΔ· λέγω, ὅτι ἡ ΓΔ ἐκ δύο μέσων ἐστὶ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ ἐκ δύο μέσων ἐστὶν ἡ ΑΒ, διῃρήσθω εἰς τὰς μέσας κατὰ τὸ
Ε· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ γεγονέτω ὡς
ἡ ΑΒ πρὸς ΓΔ, ἡ ΑΕ πρὸς ΓΖ· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΕΒ πρὸς λοιπὴν τὴν ΖΔ
ἐστιν, ὡς ἡ ΑΒ πρὸς ΓΔ. σύμμετρος δὲ ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ μήκει· σύμμετρος ἄρα
καὶ ἑκατέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ ἑκατέρᾳ τῶν ΓΖ, ΖΔ. μέσαι δὲ αἱ ΑΕ, ΕΒ· μέσαι
ἄρα καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς ΕΒ, ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ, αἱ δὲ
ΑΕ, ΕΒ δυνάμει μόνον σύμμετροί εἰσιν, καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ [ἄρα] δυνάμει μόνον
σύμμετροί εἰσιν. ἐδείχθησαν δὲ καὶ μέσαι· ἡ ΓΔ ἄρα ἐκ δύο μέσων ἐστίν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτή ἐστι τῇ ΑΒ.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς ΕΒ, ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ, καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ

τῆς ΑΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν
ΓΖΔ· ἐναλλὰξ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν
ΑΕΒ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖΔ. σύμμετρον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΖ·
σύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖΔ. εἴτε οὖν ῥητόν ἐστι
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕΒ, καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖΔ ῥητόν ἐστιν [καὶ διὰ τοῦτό ἐστιν
ἐκ δύο μέσων πρώτη]. εἴτε μέσον, μέσον, καί ἐστιν ἑκατέρα δευτέρα.

Καὶ διὰ τοῦτο ἔσται ἡ ΓΔ τῇ ΑΒ τῇ τάξει ἡ αὐτή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 68 () Ἡ τῇ μείζονι σύμμετρος καὶ αὐτὴ μείζων ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μείζων ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ σύμμετρος ἔστω ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι
ἡ ΓΔ μείζων ἐστίν.

Διῃρήσθω ἡ ΑΒ κατὰ τὸ Ε· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι
ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δ᾽
ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον· καὶ γεγονέτω τὰ αὐτὰ τοῖς πρότερον. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς
ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἥ τε ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ καὶ ἡ ΕΒ πρὸς τὴν ΖΔ, καὶ
ὡς ἄρα ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως ἡ ΕΒ πρὸς τὴν ΖΔ. σύμμετρος δὲ ἡ ΑΒ
τῇ ΓΔ. σύμμετρος ἄρα καὶ ἑκατέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ ἑκατέρᾳ τῶν ΓΖ, ΖΔ. καὶ
ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως ἡ ΕΒ πρὸς τὴν ΖΔ, καὶ ἐναλλὰξ ὡς
ἡ ΑΕ πρὸς ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ, καὶ συνθέντι ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς
τὴν ΒΕ, οὕτως ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΔΖ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΔΖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν,
ὅτι καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ. καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὰ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ πρὸς τὰ ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ· καὶ ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ, οὕτως τὰ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ πρὸς τὰ
ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. σύμμετρον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΔ· σύμμετρα
ἄρα καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τοῖς ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. καί ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν
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ΑΕ, ΕΒ ἅμα ῥητόν, καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ ἅμα ῥητόν ἐστιν. ὁμοίως δὲ καὶ
τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ σύμμετρόν ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. καί ἐστι
μέσον τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ· μέσον ἄρα καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. αἱ
ΓΖ, ΖΔ ἄρα δυνάμει ἀσύμμετροί εἰσι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ἅμα ῥητόν, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον· ὅλη ἄρα
ἡ ΓΔ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μείζων.

Ἡ ἄρα τῇ μείζονι σύμμετρος μείζων ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 69 () Ἡ τῇ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένῃ σύμμετρος [καὶ αὐτὴ]
ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ σύμμετρος
ἔστω ἡ ΓΔ· δεικτέον, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστίν.

Διῃρήσθω ἡ ΑΒ εἰς τὰς εὐθείας κατὰ τὸ Ε· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν· καὶ τὰ αὐτὰ κατεσκευάσθω τοῖς πρότερον.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι, καὶ σύμ-
μετρον τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ, τὸ δὲ ὑπὸ ΑΕ, ΕΒ τῷ ὑπὸ ΓΖ, ΖΔ· ὥστε καὶ τὸ [μὲν]
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων ἐστὶ μέσον, τὸ δ᾽ ὑπὸ
τῶν ΓΖ, ΖΔ ῥητόν.

Ῥητὸν ἄρα καὶ μέσον δυναμένη ἐστὶν ἡ ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 70 () Ἡ τῇ δύο μέσα δυναμένῃ σύμμετρος δύο μέσα δυναμένη
ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο μέσα δυναμένη ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ σύμμετρος ἡ ΓΔ·
δεικτέον, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ δύο μέσα δυναμένη ἐστίν.

Ἐπεὶ γὰρ δύο μέσα δυναμένη ἐστὶν ἡ ΑΒ, διῃρήσθω εἰς τὰς εὐθείας κατὰ
τὸ Ε· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον
ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν [τετραγώνων] μέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι
ἀσύμμετρον τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τετραγώνων τῷ
ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ· καὶ κατεσκευάσθω τὰ αὐτὰ τοῖς πρότερον. ὁμοίως δὴ
δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι καὶ σύμμετρον τὸ μὲν
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ,
ΖΔ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ· ὥστε καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ
τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων μέσον ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ μέσον
καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων
τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ.

Ἡ ἄρα ΓΔ δύο μέσα δυναμένη ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 71 () Ῥητοῦκαὶμέσουσυντιθεμένουτέσσαρεςἄλογοιγίγνονται
ἤτοιἐκδύοὀνομάτωνἢἐκδύομέσωνπρώτηἢμείζωνἢῥητὸνκαὶμέσονδυναμένη.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὸν μὲν τὸ ΑΒ, μέσον δὲ τὸ ΓΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΔ
χωρίον δυναμένη ἤτοι ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἢ ἐκ δύο μέσων πρώτη ἢ
μείζων ἢ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη.

Τὸ γὰρ ΑΒ τοῦ ΓΔ ἤτοι μεῖζόν ἐστιν ἢ ἔλασσον. ἔστω πρότερον μεῖζον·
καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ παραβεβλήσθω παρὰ τὴν ΕΖ τῷ ΑΒ ἴσον τὸ
ΕΗ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΘ· τῷ δὲ ΔΓ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω
τὸ ΘΙ πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΚ. καὶ ἐπεὶ ῥητόν ἐστι τὸ ΑΒ καί ἐστιν ῥητόν
ἐστι τὸ ΑΒ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΕΗ, ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ΕΗ. καὶ παρὰ [ῥητὴν]
τὴν ΕΖ παραβέβληται πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΘ· ἡ ΕΘ ἄρα ῥητή ἐστι καὶ
σύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ ΓΔ καί ἐστιν ἴσον τῷ
ΘΙ, μέσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΘΙ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται πλάτος
ποιοῦν τὴν ΘΚ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΘΚ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ
μέσον ἐστὶ τὸ ΓΔ, ῥητὸν δὲ τὸ ΑΒ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒ τῷ ΓΔ·
ὥστε καὶ τὸ ΕΗ ἀσύμμετρόν ἐστι τῷ ΘΙ. ὡς δὲ τὸ ΕΗ πρὸς τὸ ΘΙ, οὕτως
ἐστὶν ἡ ΕΘ πρὸς τὴν ΘΚ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΕΘ τῇ ΘΚ μήκει. καί
εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΕΘ, ΘΚ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι·
ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΕΚ διῃρημένη κατὰ τὸ Θ. καὶ ἐπεὶ μεῖζόν ἐστι
τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ, ἴσον δὲ τὸ μὲν ΑΒ τῷ ΕΗ, τὸ δὲ ΓΔ τῷ ΘΙ, μεῖζον ἄρα καὶ τὸ
ΕΗ τοῦ ΘΙ· καὶ ἡ ΕΘ ἄρα μείζων ἐστὶ τῆς ΘΚ. ἤτοι οὖν ἡ ΕΘ τῆς ΘΚ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου. δυνάσθω
πρότερον τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καί ἐστιν ἡ μείζων ἡ ΘΕ σύμμετρος τῇ
ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΕΖ· ἡ ἄρα ΕΚ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πρώτη. ῥητὴ δὲ ἡ
ΕΖ· ἐὰν δὲ χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων πρώτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστίν. ἡ ἄρα τὸ ΕΙ δυναμένη ἐκ
δύο ὀνομάτων ἐστίν· ὥστε καὶ ἡ τὸ ΑΔ δυναμένη ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστίν.
ἀλλὰ δὴ δυνάσθω ἡ ΕΘ τῆς ΘΚ μεῖζον τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ· καί
ἐστιν ἡ μείζων ἡ ΕΘ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΕΖ μήκει· ἡ ἄρα ΕΚ ἐκ
δύο ὀνομάτων ἐστὶ τετάρτη. ῥητὴ δὲ ἡ ΕΖ· ἐὰν δὲ χωρίον περιέχηται ὑπὸ
ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων τετάρτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη μείζων. ἡ ἄρα τὸ ΕΙ χωρίον δυναμένη μείζων ἐστίν· ὥστε
καὶ ἡ τὸ ΑΔ δυναμένη μείζων ἐστίν.

Ἀλλὰ δὴ ἔστω ἔλασσον τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ· καὶ τὸ ΕΗ ἄρα ἔλασσόν ἐστι
τοῦ ΘΙ· ὥστε καὶ ἡ ΕΘ ἐλάσσων ἐστὶ τῆς ΘΚ. ἤτοι δὲ ἡ ΘΚ τῆς ΕΘ
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου. δυνάσθω
πρότερον τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· καί ἐστιν ἡ ἐλάσσων ἡ ΕΘ
σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΕΖ μήκει· ἡ ἄρα ΕΚ ἐκ δύο ὀνομάτων
ἐστὶ δευτέρα. ῥητὴ δὲ ἡ ΕΖ· ἐὰν δὲ χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ
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τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέρας, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἐκ δύο μέσων ἐστὶ
πρώτη. ἡ ἄρα τὸ ΕΙ χωρίον δυναμένη ἐκ δύο μέσων ἐστὶ πρώτη· ὥστε καὶ
ἡ τὸ ΑΔ δυναμένη ἐκ δύο μέσων ἐστὶ πρώτη. ἀλλὰ δὴ ἡ ΘΚ τῆς ΘΕ μεῖζον
δυνάσθω τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί ἐστιν ἡ ἐλάσσων ἡ ΕΘ σύμμετρος
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΕΖ· ἡ ἄρα ΕΚ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ πέμπτη. ῥητὴ
δὲ ἡ ΕΖ· ἐὰν δὲ χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων
πέμπτης, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστίν. ἡ ἄρα
τὸ ΕΙ χωρίον δυναμένη ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστίν· ὥστε καὶ ἡ τὸ ΑΔ
χωρίον δυναμένη ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη ἐστίν.

Ῥητοῦ ἄρα καὶ μέσου συντιθεμένου τέσσαρες ἄλογοι γίγνονται ἤτοι ἐκ
δύο ὀνομάτων ἢ ἐκ δύο μέσων πρώτη ἢ μείζων ἢ ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένη·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 72 () Δύο μέσωνἀσυμμέτρων ἀλλήλοις συντιθεμένων αἱ λοιπαὶ
δύο ἄλογοι γίγνονται ἤτοι ἐκ δύο μέσων δευτέρα ἢ [ἡ] δύο μέσα δυναμένη.

Ἀπόδειξις. Συγκείσθω γὰρ δύο μέσα ἀσύμμετρα ἀλλήλοις τὰ ΑΒ, ΓΔ· λέγω,
ὅτι ἡ τὸ ΑΔ χωρίον δυναμένη ἤτοι ἐκ δύο μέσων ἐστὶ δευτέρα ἢ δύο μέσα
δυναμένη.

Τὸ γὰρ ΑΒ τοῦ ΓΔ ἤτοι μεῖζόν ἐστιν ἢ ἔλασσον. ἔστω, εἰ τύχοι, πρότερον
μεῖζον τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ· καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ τῷ μὲν ΑΒ ἴσον παρὰ
τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω τὸ ΕΗ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΘ, τῷ δὲ ΓΔ ἴσον τὸ ΘΙ
πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΚ. καὶ ἐπεὶ μέσον ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΑΒ, ΓΔ, μέσον
ἄρα καὶ ἑκάτερον τῶν ΕΗ, ΘΙ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΕ παράκειται πλάτος
ποιοῦν τὰς ΕΘ, ΘΚ· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΕΘ, ΘΚ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ ΑΒ τῷ ΓΔ, καί ἐστιν ἴσον τὸ μὲν
ΑΒ τῷ ΕΗ, τὸ δὲ ΓΔ τῷ ΘΙ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΕΗ τῷ ΘΙ. ὡς
δὲ τὸ ΕΗ πρὸς τὸ ΘΙ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΕΘ πρὸς ΘΚ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΕΘ τῇ ΘΚ μήκει. αἱ ΕΘ, ΘΚ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι·
ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΕΚ. ἤτοι δὲ ἡ ΕΘ τῆς ΘΚ μεῖζον δύναται
τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου. δυνάσθω πρότερον τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· καὶ οὐδετέρα τῶν ΕΘ, ΘΚ σύμμετρός ἐστι τῇ
ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΕΖ μήκει· ἡ ΕΚ ἄρα ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶ τρίτη. ῥητὴ δὲ
ἡ ΕΖ· ἐὰν δὲ χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἐκ δύο μέσων ἐστὶ δευτέρα· ἡ ἄρα τὸ ΕΙ, τουτέστι
τὸ ΑΔ, δυναμένη ἐκ δύο μέσων ἐστὶ δευτέρα. ἀλλὰ δὴ ἡ ΕΘ τῆς ΘΚ μεῖζον
δυνάσθω τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· καὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἑκατέρα
τῶν ΕΘ, ΘΚ τῇ ΕΖ μήκει· ἡ ἄρα ΕΚ ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἕκτη. ἐὰν δὲ
χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων ἕκτης, ἡ τὸ χωρίον
δυναμένη ἡ δύο μέσα δυναμένη ἐστίν· ὥστε καὶ ἡ τὸ ΑΔ χωρίον δυναμένη
ἡ δύο μέσα δυναμένη ἐστίν.
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[Ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι κἂν ἔλαττον ᾖ τὸ ΑΒ τοῦ ΓΔ, ἡ τὸ ΑΔ χωρίον
δυναμένη ἢ ἐκ δύο μέσων δευτέρα ἐστὶν ἤτοι δύο μέσα δυναμένη].

Δύο ἄρα μέσων ἀσυμμέτρων ἀλλήλοις συντιθεμένων αἱ λοιπαὶ δύο ἄλο-
γοι γίγνονται ἤτοι ἐκ δύο μέσων δευτέρα ἢ δύο μέσα δυναμένη.

Ἡ ἐκ δύο ὀνομάτων καὶ αἱ μετ᾽ αὐτὴν ἄλογοι οὔτε τῇ μέσῃ οὔτε ἀλ-
λήλαις εἰσὶν αἱ αὐταί. τὸ μὲν γὰρ ἀπὸ μέσης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον
πλάτος ποιεῖ ῥητὴν καὶ ἀσύμμετρον τῇ παρ᾽ ἣν παράκειται μήκει. τὸ δὲ
ἀπὸ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν
ἐκ δύο ὀνομάτων πρώτην. τὸ δὲ ἀπὸ τῆς ἐκ δύο μέσων πρώτης παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων δευτέραν. τὸ
δὲ ἀπὸ τῆς ἐκ δύο μέσων δευτέρας παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος
ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τρίτην. τὸ δὲ ἀπὸ τῆς μείζονος παρὰ ῥητὴν
παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τετάρτην. τὸ δὲ ἀπὸ
τῆς ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ
τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων πέμπτην. τὸ δὲ ἀπὸ τῆς δύο μέσα δυναμένης παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων ἕκτην. τὰ δ᾽
εἰρημένα πλάτη διαφέρει τοῦ τε πρώτου καὶ ἀλλήλων, τοῦ μὲν πρώτου,
ὅτι ῥητή ἐστιν, ἀλλήλων δέ, ὅτι τῇ τάξει οὐκ εἰσὶν αἱ αὐταί· ὥστε καὶ αὐταὶ
αἱ ἄλογοι διαφέρουσιν ἀλλήλων. 

Πρότασις 73 () Ἐὰν ἀπὸ ῥητῆς ῥητὴ ἀφαιρεθῇ δυνάμει μόνον σύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ, ἡ λοιπὴ ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ ἀποτομή.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ ῥητῆς τῆς ΑΒ ῥητὴ ἀφῃρήσθω ἡ ΒΓ δυνάμει μόνον
σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ· λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη
ἀποτομή.

Ἐπεὶ γὰρ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει, καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς
τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ἀσύμμετρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ σύμμετρά
ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ σύμμετρόν
ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. καὶ ἐπειδήπερ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσα ἐστὶ
τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μετὰ τοῦ ἀπὸ ΓΑ, καὶ λοιπῷ ἄρα τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ
ἀσύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ῥητὰ δὲ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἄλογος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ· καλείσθω δὲ ἀποτομή. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 74 () Ἐὰν ἀπὸ μέσης μέση ἀφαιρεθῇ δυνάμει μόνον σύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ῥητὸν περιέχουσα, ἡ λοιπὴ ἄλογός ἐστιν· κα-
λείσθω δὲ μέσης ἀποτομὴ πρώτη.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ μέσης τῆς ΑΒ μέση ἀφῃρήσθω ἡ ΒΓ δυνάμει μόνον
σύμμετρος οὖσα τῇ ΑΒ, μετὰ δὲ τῆς ΑΒ ῥητὸν ποιοῦσα τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ· λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ μέσης ἀποτομὴ
πρώτη.

Ἐπεὶ γὰρ αἱ ΑΒ, ΒΓ μέσαι εἰσίν, μέσα ἐστὶ καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ.
ῥητὸν δὲ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἀσύμμετρα ἄρα τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· καὶ λοιπῷ ἄρα τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ἐπεὶ κἂν τὸ ὅλον ἑνὶ αὐτῶν ἀσύμμετρον ᾖ, καὶ τὰ ἐξ
ἀρχῆς μεγέθη ἀσύμμετρα ἔσται. ῥητὸν δὲ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἄλογον
ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ· ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ· καλείσθω δὲ μέσης ἀποτομὴ
πρώτη. 

Πρότασις 75 () Ἐὰν ἀπὸ μέσης μέση ἀφαιρεθῇ δυνάμει μόνον σύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλη, μετὰ δὲ τῆς ὅλης μέσον περιέχουσα, ἡ λοιπὴ ἄλογός ἐστιν· κα-
λείσθω δὲ μέσης ἀποτομὴ δευτέρα.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ μέσης τῆς ΑΒ μέση ἀφῃρήσθω ἡ ΓΒ δυνάμει μόνον
σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ τῇ ΑΒ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης τῆς ΑΒ μέσον περιέχουσα
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ
μέσης ἀποτομὴ δευτέρα.

Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ ΔΙ, καὶ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον παρὰ τὴν ΔΙ
παραβεβλήσθω τὸ ΔΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
ἴσον παρὰ τὴν ΔΙ παραβεβλήσθω τὸ ΔΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΖ· λοιπὸν
ἄρα τὸ ΖΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ. καὶ ἐπεὶ μέσα καὶ σύμμετρά ἐστι τὰ
ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, μέσον ἄρα καὶ τὸ ΔΕ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΙ παράκειται
πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΙ μήκει.
πάλιν, ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, καὶ τὸ δὶς ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
μέσον ἐστίν. καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΘ· καὶ τὸ ΔΘ ἄρα μέσον ἐστίν. καὶ παρὰ
ῥητὴν τὴν ΔΙ παραβέβληται πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΖ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΖ
καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΙ μήκει. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΒ, ΒΓ δυνάμει μόνον σύμμετροί
εἰσιν, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ μήκει· ἀσύμμετρον ἄρα καὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τῷ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ
σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ σύμμετρόν ἐστι
τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τοῖς
ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ἴσον δὲ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τὸ ΔΕ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ τὸ ΔΘ· ἀσύμμετρον ἄρα [ἐστὶ] τὸ ΔΕ τῷ ΔΘ. ὡς δὲ τὸ ΔΕ
πρὸς τὸ ΔΘ, οὕτως ἡ ΗΔ πρὸς τὴν ΔΖ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΗΔ τῇ
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ΔΖ. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ἄρα ΗΔ, ΔΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι· ἡ ΖΗ ἄρα ἀποτομή ἐστιν. ῥητὴ δὲ ἡ ΔΙ· τὸ δὲ ὑπὸ ῥητῆς καὶ
ἀλόγου περιεχόμενον ἄλογόν ἐστιν, καὶ ἡ δυναμένη αὐτὸ ἄλογός ἐστιν. καὶ
δύναται τὸ ΖΕ ἡ ΑΓ· ἡ ΑΓ ἄρα ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ μέσης ἀποτομὴ
δευτέρα. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 76 () Ἐὰν ἀπὸ εὐθείας εὐθεῖα ἀφαιρεθῇ δυνάμει ἀσύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τὰ μὲν ἀπ᾽ αὐτῶν ἅμα ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπ᾽
αὐτῶν μέσον, ἡ λοιπὴ ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ ἐλάσσων.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ εὐθείας τῆς ΑΒ εὐθεῖα ἀφῃρήσθω ἡ ΒΓ δυνάμει ἀσύμμε-
τρος οὖσα τῇ ὅλῃ ποιοῦσα τὰ προκείμενα. λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάσσων.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετραγώνων
ῥητόν ἐστιν, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ μέσον, ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· καὶ ἀναστρέψαντι λοιπῷ τῷ ἀπὸ
τῆς ΑΓ ἀσύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. ῥητὰ δὲ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ.
ἄλογον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ· ἄλογος ἄρα ἡ ΑΓ· καλείσθω δὲ ἐλάσσων. ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 77 () Ἐὰν ἀπὸ εὐθείας εὐθεῖα ἀφαιρεθῇ δυνάμει ἀσύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν
τετραγώνων μέσον, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν, ἡ λοιπὴἄλογός ἐστιν· καλείσθω
δὲ ἡ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ εὐθείας τῆς ΑΒ εὐθεῖα ἀφῃρήσθω ἡ ΒΓ δυνάμει ἀσύμ-
μετρος οὖσα τῇ ΑΒ ποιοῦσα τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός
ἐστιν ἡ προειρημένη.

Ἐπεὶ γὰρ τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετραγώνων
μέσον ἐστίν, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ῥητόν, ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ
ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ
ἀσύμμετρόν ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ. καί ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
ῥητόν· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΓ ἄλογόν ἐστιν· ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ· καλείσθω
δὲ ἡ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 78 () Ἐὰν ἀπὸ εὐθείας εὐθεῖα ἀφαιρεθῇ δυνάμει ἀσύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν
τετραγώνων μέσον τό τε δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα
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ἀσύμμετρα τῷ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν, ἡ λοιπὴ ἄλογός ἐστιν· καλείσθω δὲ ἡ μετὰ μέσου
μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ εὐθείας τῆς ΑΒ εὐθεῖα ἀφῃρήσθω ἡ ΒΓ δυνάμει ἀσύμ-
μετρος οὖσα τῇ ΑΒ ποιοῦσα τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι ἡ λοιπὴ ἡ ΑΓ ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ἡ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα. Ἐκκείσθω γὰρ
ῥητὴ ἡ ΔΙ, καὶ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον παρὰ τὴν ΔΙ παραβεβλήσθω
τὸ ΔΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ ἴσον ἀφῃρήσθω
τὸ ΔΘ [πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΖ]. λοιπὸν ἄρα τὸ ΖΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς
ΑΓ· ὥστε ἡ ΑΓ δύναται τὸ ΖΕ. καὶ ἐπεὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΒ, ΒΓ τετραγώνων μέσον ἐστὶ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΕ, μέσον ἄρα [ἐστὶ] τὸ
ΔΕ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΔΙ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΗ· ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἡ ΔΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΙ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ,
ΒΓ μέσον ἐστὶ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΔΘ, τὸ ἄρα ΔΘ μέσον ἐστίν. καὶ παρὰ
ῥητὴν τὴν ΔΙ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΔΖ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΔΖ
καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΔΙ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ
τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ἀσύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ΔΕ τῷ ΔΘ. ὡς δὲ τὸ ΔΕ
πρὸς τὸ ΔΘ, οὕτως ἐστὶ καὶ ἡ ΔΗ πρὸς τὴν ΔΖ· ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΔΗ τῇ
ΔΖ. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΗΔ, ΔΖ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι. ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ· ῥητὴ δὲ ἡ ΖΘ. τὸ δὲ ὑπὸ ῥητῆς καὶ
ἀποτομῆς περιεχόμενον [ὀρθογώνιον] ἄλογόν ἐστιν, καὶ ἡ δυναμένη αὐτὸ
ἄλογός ἐστιν. καὶ δύναται τὸ ΖΕ ἡ ΑΓ· ἡ ΑΓ ἄρα ἄλογός ἐστιν· καλείσθω
δὲ ἡ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 79 () Τῇἀποτομῇ μία [μόνον]προσαρμόζει εὐθεῖα ῥητὴ δυνάμει
μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀποτομὴ ἡ ΑΒ, προσαρμόζουσα δὲ αὐτῇ ἡ ΒΓ· αἱ ΑΓ,
ΓΒ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· λέγω, ὅτι τῇ ΑΒ ἑτέρα οὐ
προσαρμόζει ῥητὴ δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω ἡ ΒΔ· καὶ αἱ ΑΔ, ΔΒ ἄρα ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ ἐπεί, ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τούτῳ ὑπερέχει καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τοῦ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ· τῷ γὰρ αὐτῷ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἀμφότερα ὑπερέχει· ἐναλλὰξ
ἄρα, ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τούτῳ ὑπερέχει
[καὶ] τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. τὰ δὲ ἀπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ· ῥητὰ γὰρ ἀμφότερα. καὶ τὸ
δὶς ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον· μέσα γὰρ ἀμφότερα, μέσον δὲ μέσου οὐχ ὑπερέχει ῥητῷ.
τῇ ἄρα ΑΒ ἑτέρα οὐ προσαρμόζει ῥητὴ δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ
ὅλῃ.



Πρωτότυπο Κείμενο 10ου Βιβλίου 

Μία ἄρα μόνη τῇ ἀποτομῇ προσαρμόζει ῥητὴ δυνάμει μόνον σύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 80 () Τῇ μέσης ἀποτομῇ πρώτῃ μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα
μέσηδυνάμειμόνονσύμμετροςοὖσατῇὅλῃ,μετὰδὲτῆςὅληςῥητὸνπεριέχουσα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ μέσης ἀποτομὴ πρώτη ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ προσαρ-
μοζέτω ἡ ΒΓ· αἱ ΑΓ, ΓΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι ῥητὸν
περιέχουσαι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· λέγω, ὅτι τῇ ΑΒ ἑτέρα οὐ προσαρμόζει
μέση δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ῥητὸν πε-
ριέχουσα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω καὶ ἡ ΔΒ. αἱ ἄρα ΑΔ, ΔΒ μέσαι εἰσὶ
δυνάμει μόνον σύμμετροι ῥητὸν περιέχουσαι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεί,
ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ, τούτῳ ὑπερέχει
καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· τῷ γὰρ αὐτῷ [πάλιν]
ὑπερέχουσι τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ· ἐναλλὰξ ἄρα, ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τούτῳ ὑπερέχει καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
ὑπερέχει ῥητῷ· ῥητὰ γὰρ ἀμφότερα. καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἄρα τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ [τετραγώνων] ὑπερέχει ῥητῷ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον· μέσα
γάρ ἐστιν ἀμφότερα, μέσον δὲ μέσου οὐχ ὑπερέχει ῥητῷ.

Τῇ ἄρα μέσης ἀποτομῇ πρώτῃ μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα μέση
δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ῥητὸν περιέχουσα·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 81 () Τῇμέσηςἀποτομῇ δευτέρᾳμία μόνονπροσαρμόζει εὐθεῖα
μέση δυνάμει μόνον σύμμετρος τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης μέσον περιέχουσα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέσης ἀποτομὴ δευτέρα ἡ ΑΒ καὶ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα
ἡ ΒΓ· αἱ ἄρα ΑΓ, ΓΒ μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι μέσον περιέχουσαι
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· λέγω, ὅτι τῇ ΑΒ ἑτέρα οὐ προσαρμόσει εὐθεῖα μέση
δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης μέσον περιέχουσα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω ἡ ΒΔ· καὶ αἱ ΑΔ, ΔΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυ-
νάμει μόνον σύμμετροι μέσον περιέχουσαι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐκκείσθω
ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω
τὸ ΕΗ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΜ· τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον ἀφῃρήσθω
τὸ ΘΗ πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΜ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΕΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς
ΑΒ· ὥστε ἡ ΑΒ δύναται τὸ ΕΛ. πάλιν δὴ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσον παρὰ
τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω τὸ ΕΙ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΝ· ἔστι δὲ καὶ τὸ ΕΛ
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ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετραγώνῳ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΘΙ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ
τῶν ΑΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεὶ μέσαι εἰσὶν αἱ ΑΓ, ΓΒ, μέσα ἄρα ἐστὶ καὶ τὰ ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ. καί ἐστιν ἴσα τῷ ΕΗ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ΕΗ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ
παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΜ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΕΖ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ μέσον ἐστίν. καί ἐστιν ἴσον τῷ ΘΗ· καὶ τὸ ΘΗ ἄρα μέσον ἐστίν. καὶ
παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ
καὶ ἡ ΘΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΓ, ΓΒ δυνάμει μόνον
σύμμετροί εἰσιν, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ μήκει. ὡς δὲ ἡ ΑΓ πρὸς
τὴν ΓΒ, οὕτως ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἀσύμμετρον
ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΓ
σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ σύμμετρόν ἐστι
τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ· ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ τῷ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. καί ἐστι τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον τὸ ΕΗ, τῷ δὲ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον τὸ ΗΘ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΗ τῷ ΘΗ. ὡς
δὲ τὸ ΕΗ πρὸς τὸ ΘΗ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΕΜ πρὸς τὴν ΘΜ· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΕΜ τῇ ΜΘ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΕΜ, ΜΘ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΘ, προσαρμόζουσα
δὲ αὐτῇ ἡ ΘΜ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΘΝ αὐτῇ προσαρμόζει· τῇ
ἄρα ἀποτομῇ ἄλλη καὶ ἄλλη προσαρμόζει εὐθεῖα δυνάμει μόνον σύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Τῇ ἄρα μέσης ἀποτομῇ δευτέρᾳ μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα μέση
δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης μέσον περιέχουσα·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 82 () Τῇ ἐλάσσονι μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμ-
μετρος οὖσα τῇ ὅλῃ ποιοῦσα μετὰ τῆς ὅλης τὸ μὲν ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετρα-
γώνων ῥητόν, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ ἐλάσσων ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἔστω ἡ ΒΓ·
αἱ ἄρα ΑΓ, ΓΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ
τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον· λέγω, ὅτι
τῇ ΑΒ ἑτέρα εὐθεῖα οὐ προσαρμόσει τὰ αὐτὰ ποιοῦσα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω ἡ ΒΔ· καὶ αἱ ΑΔ, ΔΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὰ προειρημένα. καὶ ἐπεί, ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τούτῳ ὑπερέχει καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τὰ δὲ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τετράγωνα τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΓ, ΓΒ τετραγώνων ὑπερέχει ῥητῷ· ῥητὰ γάρ ἐστιν ἀμφότερα· καὶ τὸ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἄρα τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον· μέσα γάρ ἐστιν ἀμφότερα.
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Τῇ ἄρα ἐλάσσονι μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμμετρος
οὖσα τῇ ὅλῃ καὶ ποιοῦσα τὰ μὲν ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα ἅμα ῥητόν, τὸ δὲ
δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 83 () Τῇ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιούσῃ μία μόνον προ-
σαρμόζει εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα
τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν
ῥητόν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ
προσαρμοζέτω ἡ ΒΓ· αἱ ἄρα ΑΓ, ΓΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι
τὰ προκείμενα· λέγω, ὅτι τῇ ΑΒ ἑτέρα οὐ προσαρμόσει τὰ αὐτὰ ποιοῦσα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω ἡ ΒΔ· καὶ αἱ ΑΔ, ΔΒ ἄρα εὐθεῖαι δυνάμει
εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὰ προκείμενα. ἐπεὶ οὖν, ᾧ ὑπερέχει τὰ ἀπὸ τῶν
ΑΔ, ΔΒ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, τούτῳ ὑπερέχει καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ
τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἀκολούθως τοῖς πρὸ αὐτοῦ, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ,
ΔΒ τοῦ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ· ῥητὰ γάρ ἐστιν ἀμφότερα· καὶ
τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἄρα τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ὑπερέχει ῥητῷ· ὅπερ ἐστὶν
ἀδύνατον· μέσα γάρ ἐστιν ἀμφότερα. οὐκ ἄρα τῇ ΑΒ ἑτέρα προσαρμόσει
εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τὰ
προειρημένα· μία ἄρα μόνον προσαρμόσει· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 84 () Τῇ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιούσῃ μία μόνη προσαρ-
μόζει εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τό τε
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον τό τε δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον
καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ, προσαρ-
μόζουσα δὲ αὐτῇ ἡ ΒΓ· αἱ ἄρα ΑΓ, ΓΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὰ
προειρημένα. λέγω, ὅτι τῇ ΑΒ ἑτέρα οὐ προσαρμόσει ποιοῦσα τὰ προει-
ρημένα.

Εἰ γὰρ δυνατόν, προσαρμοζέτω ἡ ΒΔ, ὥστε καὶ τὰς ΑΔ, ΔΒ δυνάμει
ἀσυμμέτρους εἶναι ποιούσας τά τε ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ τετράγωνα ἅμα μέσον
καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ μέσον καὶ ἔτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἀσύμμετρα τῷ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ· καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΕΖ, καὶ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ
ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω τὸ ΕΗ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΜ, τῷ δὲ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω τὸ ΘΗ πλάτος ποιοῦν
τὴν ΘΜ· λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ΕΛ· ἡ ἄρα ΑΒ δύναται
τὸ ΕΛ. πάλιν τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσον παρὰ τὴν ΕΖ παραβεβλήσθω
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τὸ ΕΙ πλάτος ποιοῦν τὴν ΕΝ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον τῷ ΕΛ·
λοιπὸν ἄρα τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΔ, ΔΒ ἴσον [ἐστὶ] τῷ ΘΙ. καὶ ἐπεὶ μέσον ἐστὶ
τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΕΗ, μέσον ἄρα
ἐστὶ καὶ τὸ ΕΗ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν
ΕΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ μέσον
ἐστὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΘΗ, μέσον ἄρα καὶ τὸ ΘΗ.
καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΘΜ· ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἡ ΘΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΕΖ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΓ, ΓΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, ἀσύμμετρόν ἐστι καὶ τὸ ΕΗ τῷ ΘΗ·
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΕΜ τῇ ΜΘ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί·
αἱ ἄρα ΕΜ, ΜΘ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν
ἡ ΕΘ, προσαρμόζουσα δὲ αὐτῇ ἡ ΘΜ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι ἡ ΕΘ πάλιν
ἀποτομή ἐστιν, προσαρμόζουσα δὲ αὐτῇ ἡ ΘΝ. τῇ ἄρα ἀποτομῇ ἄλλη
καὶ ἄλλη προσαρμόζει ῥητὴ δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ· ὅπερ
ἐδείχθη ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τῇ ΑΒ ἑτέρα προσαρμόσει εὐθεῖα.

Τῇ ἄρα ΑΒ μία μόνον προσαρμόζει εὐθεῖα δυνάμει ἀσύμμετρος οὖσα τῇ
ὅλῃ, μετὰ δὲ τῆς ὅλης ποιοῦσα τά τε ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα ἅμα μέσον καὶ
τὸ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα ἀσύμμετρα τῷ
δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Ὀρισμοί 3 ()

(ὁρ. 1) Ὑποκειμένης ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς, ἐὰν μὲν ἡ ὅλη τῆς προσαρμο-
ζούσης μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει, καὶ ἡ ὅλη
σύμμετρος ᾖ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καλείσθω ἀποτομὴ πρώτη.

(ὁρ. 2) Ἐὰν δὲ ἡ προσαρμόζουσα σύμμετρος ᾖ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει,
καὶ ἡ ὅλη τῆς προσαρμοζούσης μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ συμμέτρου
ἑαυτῇ, καλείσθω ἀποτομὴ δευτέρα.

(ὁρ. 3) Ἐὰν δὲ μηδετέρα σύμμετρος ᾖ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, ἡ δὲ ὅλη
τῆς προσαρμοζούσης μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ,
καλείσθω ἀποτομὴ τρίτη.

(ὁρ. 4) Πάλιν, ἐὰν ἡ ὅλη τῆς προσαρμοζούσης μεῖζον δύνηται τῷ ἀπὸ
ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει], ἐὰν μὲν ἡ ὅλη σύμμετρος ᾖ τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ μήκει, καλείσθω ἀποτομὴ τετάρτη.

(ὁρ. 5) Ἐὰν δὲ ἡ προσαρμόζουσα, πέμπτη.

(ὁρ. 6) Ἐὰν δὲ μηδετέρα, ἕκτη.
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Πρότασις 85 () Εὑρεῖν τὴν πρώτην ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α, καὶ τῇ Α μήκει σύμμετρος ἔστω ἡ ΒΗ· ῥητὴ
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΗ. καὶ ἐκκείσθωσαν δύο τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ ΔΕ, ΕΖ, ὧν
ἡ ὑπεροχὴ ὁ ΖΔ μὴ ἔστω τετράγωνος· οὐδ᾽ ἄρα ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ λόγον
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. καὶ πεποιήσθω ὡς
ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ
τετράγωνον· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΓ. ῥητὸν
δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΗΓ.
καὶ ἐπεὶ ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ λόγον
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ ΗΓ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΒΗ, ΗΓ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ἄρα ΒΓ ἀποτομή ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πρώτη.
Ὧι γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΓ, ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς

Θ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΖΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΓ, καὶ ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ὁ δὲ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ λόγον ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἑκάτερος γὰρ τετράγωνός
ἐστιν· καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ Θ μήκει.
καὶ δύναται ἡ ΒΗ τῆς ΗΓ μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς Θ· ἡ ΒΗ ἄρα τῆς ΗΓ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καί ἐστιν ἡ ὅλη ἡ ΒΗ σύμμετρος
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ Α. ἡ ΒΓ ἄρα ἀποτομή ἐστι πρώτη.

Εὕρηται ἄρα ἡ πρώτη ἀποτομὴ ἡ ΒΓ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 

Πρότασις 86 () Εὑρεῖν τὴν δευτέραν ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α καὶ τῇ Α σύμμετρος μήκει ἡ ΗΓ. ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἡ ΗΓ. καὶ ἐκκείσθωσαν δύο τετράγωνοι ἀριθμοὶ οἱ ΔΕ, ΕΖ, ὧν ἡ
ὑπεροχὴ ὁ ΔΖ μὴ ἔστω τετράγωνος. καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ ΖΔ πρὸς τὸν
ΔΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΗ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ τετράγωνον.
σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΗ τετράγωνον τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ τετρα-
γώνῳ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ. ῥητὸν ἄρα [ἐστὶ] καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ·
ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ. καὶ ἐπεὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΗΒ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν,
ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΓΗ τῇ ΗΒ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΓΗ, ΗΒ
ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ΒΓ ἄρα ἀποτομή ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ δευτέρα.
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Ὧι γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΓ, ἔστω τὸ ἀπὸ
τῆς Θ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ, οὕτως
ὁ ΕΔ ἀριθμὸς πρὸς τὸν ΔΖ ἀριθμόν, ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ, οὕτως ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ. καί ἐστιν ἑκάτερος
τῶν ΔΕ, ΕΖ τετράγωνος· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· σύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ Θ μήκει. καὶ δύναται ἡ ΒΗ τῆς ΗΓ μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς Θ· ἡ
ΒΗ ἄρα τῆς ΗΓ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καί ἐστιν
ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΓΗ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ σύμμετρος τῇ Α. ἡ ΒΓ ἄρα
ἀποτομή ἐστι δευτέρα.

Εὕρηται ἄρα δευτέρα ἀποτομὴ ἡ ΒΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 87 () Εὑρεῖν τὴν τρίτην ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α, καὶ ἐκκείσθωσαν τρεῖς ἀριθμοὶ οἱ Ε, ΒΓ, ΓΔ
λόγον μὴ ἔχοντες πρὸς ἀλλήλους, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν, ὁ δὲ ΓΒ πρὸς τὸν ΒΔ λόγον ἐχέτω, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, καὶ πεποιήσθω ὡς μὲν ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τετράγωνον, ὡς δὲ ὁ ΒΓ πρὸς
τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ἐπεὶ οὖν
ἐστιν ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ τετράγωνον, σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον τῷ
ἀπὸ τῆς ΖΗ τετραγώνῳ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον. ῥητὸν ἄρα
καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ λόγον
οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ
ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ [τετράγωνον] λόγον ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Α
τῇ ΖΗ μήκει. πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ
τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τῷ
ἀπὸ τῆς ΗΘ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ· ῥητὴ
ἄρα ἐστὶν ἡ ΗΘ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν·
ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ ΗΘ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ
ΖΗ, ΗΘ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ
ΖΘ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τρίτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς μὲν ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α τετράγωνον

πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ, ὡς δὲ ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς ΘΗ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΘΗ. ὁ δὲ Ε πρὸς τὸν ΓΔ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
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τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἡ Α τῇ ΗΘ μήκει. οὐδετέρα ἄρα τῶν ΖΗ, ΗΘ
σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ Α μήκει. ᾧ οὖν μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΘ, ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ὁ ΒΓ
πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, ἀναστρέψαντι
ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΒΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τετράγωνον πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ὁ δὲ ΒΓ πρὸς τὸν ΒΔ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ ἄρα πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν. σύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ Κ μήκει, καὶ δύναται ἡ ΖΗ τῆς ΗΘ μεῖζον τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ οὐδετέρα τῶν ΖΗ, ΗΘ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ τῇ Α μήκει· ἡ ΖΘ ἄρα ἀποτομή ἐστι τρίτη.

Εὕρηται ἄρα ἡ τρίτη ἀποτομὴ ἡ ΖΘ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 88 () Εὑρεῖν τὴν τετάρτην ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α καὶ τῇ Α μήκει σύμμετρος ἡ ΒΗ· ῥητὴ ἄρα
ἐστὶ καὶ ἡ ΒΗ. καὶ ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΔΖ, ΖΕ, ὥστε τὸν ΔΕ ὅλον
πρὸς ἑκάτερον τῶν ΔΖ, ΕΖ λόγον μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν. καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΗ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ. σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΒΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΓ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΗΓ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΗΓ. καὶ ἐπεὶ ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ ΗΓ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι
ῥηταί· αἱ ΒΗ, ΗΓ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα
ἐστὶν ἡ ΒΓ.

[Λέγω δή, ὅτι καὶ τετάρτη].
Ὧι οὖν μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΓ, ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς

Θ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΓ, καὶ ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ὁ δὲ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ Θ μήκει. καὶ δύναται ἡ ΒΗ τῆς ΗΓ
μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς Θ· ἡ ἄρα ΒΗ τῆς ΗΓ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου
ἑαυτῇ. καί ἐστιν ὅλη ἡ ΒΗ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ Α. ἡ ἄρα
ΒΓ ἀποτομή ἐστι τετάρτη.

Εὕρηται ἄρα ἡ τετάρτη ἀποτομή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 89 () Εὑρεῖν τὴν πέμπτην ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α, καὶ τῇ Α μήκει σύμμετρος ἔστω ἡ ΓΗ·
ῥητὴ ἄρα [ἐστὶν] ἡ ΓΗ. καὶ ἐκκείσθωσαν δύο ἀριθμοὶ οἱ ΔΖ, ΖΕ, ὥστε
τὸν ΔΕ πρὸς ἑκάτερον τῶν ΔΖ, ΖΕ λόγον πάλιν μὴ ἔχειν, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ πεποιήσθω ὡς ὁ ΖΕ πρὸς τὸν ΕΔ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΒ. ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς
ΗΒ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΗ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ, ὁ δὲ ΔΕ πρὸς τὸν ΕΖ λόγον οὐκ
ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ ΗΓ μήκει. καί εἰσιν
ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΒΗ, ΗΓ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ΒΓ
ἄρα ἀποτομή ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πέμπτη.
Ὧι γὰρ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΓ, ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς

Θ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΓ, οὕτως ὁ ΔΕ
πρὸς τὸν ΕΖ, ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς ΒΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ. ὁ δὲ ΕΔ πρὸς τὸν ΔΖ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΗ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Θ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΗ τῇ Θ μήκει. καὶ δύναται ἡ ΒΗ τῆς ΗΓ
μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς Θ· ἡ ΗΒ ἄρα τῆς ΗΓ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου
ἑαυτῇ μήκει. καί ἐστιν ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΓΗ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ
τῇ Α μήκει· ἡ ἄρα ΒΓ ἀποτομή ἐστι πέμπτη.

Εὕρηται ἄρα ἡ πέμπτη ἀποτομὴ ἡ ΒΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 90 () Εὑρεῖν τὴν ἕκτην ἀποτομήν.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Α καὶ τρεῖς ἀριθμοὶ οἱ Ε, ΒΓ, ΓΔ λόγον μὴ
ἔχοντες πρὸς ἀλλήλους, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν·
ἔτι δὲ καὶ ὁ ΓΒ πρὸς τὸν ΒΔ λόγον μὴ ἐχέτω, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· καὶ πεποιήσθω ὡς μὲν ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ
ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ, ὡς δὲ ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ.

Ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ, σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α τῷ ἀπὸ τῆς ΖΗ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς
Α· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ὁ Ε πρὸς
τὸν ΒΓ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν,
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οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος
ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ Α τῇ ΖΗ μήκει.
πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΗΘ, σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΗ· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΗΘ. καὶ ἐπεὶ ὁ
ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον
ἀριθμόν, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ λόγον ἔχει, ὃν
τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ
ΖΗ τῇ ΗΘ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΖΗ, ΗΘ ἄρα ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ἄρα ΖΘ ἀποτομή ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἕκτη.
Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς μὲν ὁ Ε πρὸς τὸν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ

ἀπὸ τῆς ΖΗ, ὡς δὲ ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΗΘ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ Ε πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ. ὁ δὲ Ε πρὸς τὸν ΓΔ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς
πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς Α πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ
λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ Α τῇ ΗΘ μήκει· οὐδετέρα ἄρα τῶν ΖΗ, ΗΘ σύμμετρός ἐστι τῇ
Α ῥητῇ μήκει. ᾧ οὖν μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ τοῦ ἀπὸ τῆς ΗΘ, ἔστω
τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ὁ ΒΓ πρὸς τὸν ΓΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς
ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΓΒ πρὸς τὸν ΒΔ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ. ὁ δὲ ΓΒ πρὸς τὸν ΒΔ λόγον
οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς τετράγωνον ἀριθμόν· οὐδ᾽ ἄρα τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΗ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Κ λόγον ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΗ τῇ Κ μήκει. καὶ δύναται
ἡ ΖΗ τῆς ΗΘ μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς Κ· ἡ ΖΗ ἄρα τῆς ΗΘ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καὶ οὐδετέρα τῶν ΖΗ, ΗΘ σύμμετρός ἐστι
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ Α. ἡ ἄρα ΖΘ ἀποτομή ἐστιν ἕκτη.

Εὕρηται ἄρα ἡ ἕκτη ἀποτομὴ ἡ ΖΘ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 91 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς πρώτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἀποτομή ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Περιεχέσθω γὰρ χωρίον τὸ ΑΒ ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
πρώτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη ἀποτομή ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ ἀποτομή ἐστι πρώτη ἡ ΑΔ, ἔστω αὐτῇ προσαρμόζουσα ἡ
ΔΗ· αἱ ΑΗ, ΗΔ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ ὅλη ἡ ΑΗ
σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΑΓ, καὶ ἡ ΑΗ τῆς ΗΔ μεῖζον δύναται
τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει· ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς
ΔΗ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς σύμμετρα
αὐτὴν διαιρεῖ. τετμήσθω ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ ἴσον
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παρὰ τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΖ, ΖΗ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ. καὶ διὰ τῶν Ε, Ζ, Η σημείων
τῇ ΑΓ παράλληλοι ἤχθωσαν αἱ ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ.

Καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ μήκει, καὶ ἡ ΑΗ ἄρα ἑκατέρᾳ
τῶν ΑΖ, ΖΗ σύμμετρός ἐστι μήκει. ἀλλὰ ἡ ΑΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ΑΓ· καὶ
ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΖ, ΖΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ΑΓ μήκει. καί ἐστι ῥητὴ ἡ ΑΓ·
ῥητὴ ἄρα καὶ ἑκατέρα τῶν ΑΖ, ΖΗ· ὥστε καὶ ἑκάτερον τῶν ΑΙ, ΖΚ ῥητόν
ἐστιν. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΔΕ τῇ ΕΗ μήκει, καὶ ἡ ΔΗ ἄρα ἑκατέρᾳ
τῶν ΔΕ, ΕΗ σύμμετρός ἐστι μήκει. ῥητὴ δὲ ἡ ΔΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ
μήκει· ῥητὴ ἄρα καὶ ἑκατέρα τῶν ΔΕ, ΕΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει·
ἑκάτερον ἄρα τῶν ΔΘ, ΕΚ μέσον ἐστίν.

Κείσθω δὴ τῷ μὲν ΑΙ ἴσον τετράγωνον τὸ ΛΜ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσον τετράγω-
νον ἀφῃρήσθω κοινὴν γωνίαν ἔχον αὐτῷ τὴν ὑπὸ ΛΟΜ τὸ ΝΞ· περὶ τὴν
αὐτὴν ἄρα διάμετρόν ἐστι τὰ ΛΜ, ΝΞ τετράγωνα. ἔστω αὐτῶν διάμετρος
ἡ ΟΡ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα. ἐπεὶ οὖν ἴσον ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ,
ΖΗ περιεχόμενον ὀρθογώνιον τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ τετραγώνῳ, ἔστιν ἄρα ὡς
ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΖ πρὸς τὴν
ΕΗ, οὕτως τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ, ὡς δὲ ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΕΚ
πρὸς τὸ ΚΖ· τῶν ἄρα ΑΙ, ΚΖ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΕΚ. ἔστι δὲ καὶ τῶν
ΛΜ, ΝΞ μέσον ἀνάλογον τὸ ΜΝ, ὡς ἐν τοῖς ἔμπροσθεν ἐδείχθη, καί ἐστι
τὸ [μὲν] ΑΙ τῷ ΛΜ τετραγώνῳ ἴσον, τὸ δὲ ΚΖ τῷ ΝΞ· καὶ τὸ ΜΝ ἄρα
τῷ ΕΚ ἴσον ἐστίν. ἀλλὰ τὸ μὲν ΕΚ τῷ ΔΘ ἐστιν ἴσον, τὸ δὲ ΜΝ τῷ ΛΞ·
τὸ ἄρα ΔΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΥΦΧ γνώμονι καὶ τῷ ΝΞ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ΑΚ ἴσον
τοῖς ΛΜ, ΝΞ τετραγώνοις· λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΤ. τὸ δὲ ΣΤ
τὸ ἀπὸ τῆς ΛΝ ἐστι τετράγωνον· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΛΝ τετράγωνον ἴσον
ἐστὶ τῷ ΑΒ· ἡ ΛΝ ἄρα δύναται τὸ ΑΒ.

Λέγω δή, ὅτι ἡ ΛΝ ἀποτομή ἐστιν.
Ἐπεὶ γὰρ ῥητόν ἐστιν ἑκάτερον τῶν ΑΙ, ΖΚ, καί ἐστιν ἴσον τοῖς ΛΜ,

ΝΞ, καὶ ἑκάτερον ἄρα τῶν ΛΜ, ΝΞ ῥητόν ἐστιν, τουτέστι τὸ ἀπὸ ἑκατέρας
τῶν ΛΟ, ΟΝ· καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν ΛΟ, ΟΝ ῥητή ἐστιν. πάλιν, ἐπεὶ μέσον
ἐστὶ τὸ ΔΘ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΛΞ, μέσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΛΞ. ἐπεὶ οὖν τὸ
μὲν ΛΞ μέσον ἐστίν, τὸ δὲ ΝΞ ῥητόν, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΞ τῷ ΝΞ·
ὡς δὲ τὸ ΛΞ πρὸς τὸ ΝΞ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΛΟ πρὸς τὴν ΟΝ· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΛΟ τῇ ΟΝ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΛΝ. καὶ δύναται τὸ
ΑΒ χωρίον· ἡ ἄρα τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη ἀποτομή ἐστιν.

Ἐὰν ἄρα χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς, καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 92 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς δευ-
τέρας, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι πρώτη.
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Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
δευτέρας τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι
πρώτη.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΔ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ σύμμετρός ἐστι τῇ
ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΑΓ, ἡ δὲ ὅλη ἡ ΑΗ τῆς προσαρμοζούσης τῆς ΗΔ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. ἐπεὶ οὖν ἡ ΑΗ τῆς ΗΔ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς
ΗΔ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς σύμμετρα
αὐτὴν διαιρεῖ. τετμήσθω οὖν ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε· καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ
ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ μήκει. καὶ ἡ ΑΗ ἄρα
ἑκατέρᾳ τῶν ΑΖ, ΖΗ σύμμετρός ἐστι μήκει. ῥητὴ δὲ ἡ ΑΗ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΑΓ μήκει· καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΖ, ΖΗ ῥητή ἐστι καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ
μήκει· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΑΙ, ΖΚ μέσον ἐστίν. πάλιν, ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν
ἡ ΔΕ τῇ ΕΗ, καὶ ἡ ΔΗ ἄρα ἑκατέρᾳ τῶν ΔΕ, ΕΗ σύμμετρός ἐστιν. ἀλλ᾽ ἡ
ΔΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ΑΓ μήκει. [ῥητὴ ἄρα καὶ ἑκατέρα τῶν ΔΕ, ΕΗ καὶ
σύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει.] ἑκάτερον ἄρα τῶν ΔΘ, ΕΚ ῥητόν ἐστιν.

Συνεστάτω οὖν τῷ μὲν ΑΙ ἴσον τετράγωνον τὸ ΛΜ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσον
ἀφῃρήσθω τὸ ΝΞ περὶ τὴν αὐτὴν γωνίαν ὂν τῷ ΛΜ τὴν ὑπὸ τῶν ΛΟΜ·
περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα ἐστὶ διάμετρον τὰ ΛΜ, ΝΞ τετράγωνα. ἔστω αὐτῶν
διάμετρος ἡ ΟΡ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα. ἐπεὶ οὖν τὰ ΑΙ, ΖΚ μέσα
ἐστὶ καί ἐστιν ἴσα τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ, καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ [ἄρα]
μέσα ἐστίν· καὶ αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ
ἐπεὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΖ
πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ· ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΕΗ,
οὕτως τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ· ὡς δὲ ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ, οὕτως [ἐστὶ] τὸ ΕΚ
πρὸς τὸ ΖΚ· τῶν ἄρα ΑΙ, ΖΚ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΕΚ. ἔστι δὲ καὶ τῶν
ΛΜ, ΝΞ τετραγώνων μέσον ἀνάλογον τὸ ΜΝ· καί ἐστιν ἴσον τὸ μὲν ΑΙ
τῷ ΛΜ, τὸ δὲ ΖΚ τῷ ΝΞ· καὶ τὸ ΜΝ ἄρα ἴσον ἐστὶ τῷ ΕΚ. ἀλλὰ τῷ μὲν
ΕΚ ἴσον [ἐστὶ] τὸ ΔΘ, τῷ δὲ ΜΝ ἴσον τὸ ΛΞ· ὅλον ἄρα τὸ ΔΚ ἴσον ἐστὶ
τῷ ΥΦΧ γνώμονι καὶ τῷ ΝΞ. ἐπεὶ οὖν ὅλον τὸ ΑΚ ἴσον ἐστὶ τοῖς ΛΜ, ΝΞ,
ὧν τὸ ΔΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΥΦΧ γνώμονι καὶ τῷ ΝΞ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΒ ἴσον
ἐστὶ τῷ ΤΣ. τὸ δὲ ΤΣ ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΛΝ· τὸ ἀπὸ τῆς ΛΝ ἄρα ἴσον ἐστὶ
τῷ ΑΒ χωρίῳ· ἡ ΛΝ ἄρα δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Λέγω [δή], ὅτι ἡ ΛΝ μέσης ἀποτομή ἐστι πρώτη.

Ἐπεὶ γὰρ ῥητόν ἐστι τὸ ΕΚ καί ἐστιν ἴσον τῷ ΛΞ, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ τὸ
ΛΞ, τουτέστι τὸ ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ. μέσον δὲ ἐδείχθη τὸ ΝΞ· ἀσύμμετρον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΞ τῷ ΝΞ· ὡς δὲ τὸ ΛΞ πρὸς τὸ ΝΞ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΛΟ
πρὸς ΟΝ· αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα ἀσύμμετροί εἰσι μήκει. αἱ ἄρα ΛΟ, ΟΝ μέσαι εἰσὶ
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δυνάμει μόνον σύμμετροι ῥητὸν περιέχουσαι· ἡ ΛΝ ἄρα μέσης ἀποτομή
ἐστι πρώτη· καὶ δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Ἡ ἄρα τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι πρώτη· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 93 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς τρίτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι δευτέρα.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
τρίτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι
δευτέρα.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ· αἱ ΑΗ, ΗΔ ἄρα ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ οὐδετέρα τῶν ΑΗ, ΗΔ σύμμετρός ἐστι μήκει
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΑΓ, ἡ δὲ ὅλη ἡ ΑΗ τῆς προσαρμοζούσης τῆς ΔΗ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. ἐπεὶ οὖν ἡ ΑΗ τῆς ΗΔ μεῖζον δύναται
τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΗ ἴσον
παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς σύμμετρα αὐτὴν
διελεῖ. τετμήσθω οὖν ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ ἴσον παρὰ
τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν
ΑΖ, ΖΗ. καὶ ἤχθωσαν διὰ τῶν Ε, Ζ, Η σημείων τῇ ΑΓ παράλληλοι αἱ ΕΘ,
ΖΙ, ΗΚ· σύμμετροι ἄρα εἰσὶν αἱ ΑΖ, ΖΗ· σύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ.
καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΖ, ΖΗ σύμμετροί εἰσι μήκει, καὶ ἡ ΑΗ ἄρα ἑκατέρᾳ τῶν ΑΖ, ΖΗ
σύμμετρός ἐστι μήκει. ῥητὴ δὲ ἡ ΑΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει· ὥστε καὶ
αἱ ΑΖ, ΖΗ. ἑκάτερον ἄρα τῶν ΑΙ, ΖΚ μέσον ἐστίν. πάλιν, ἐπεὶ σύμμετρός
ἐστιν ἡ ΔΕ τῇ ΕΗ μήκει, καὶ ἡ ΔΗ ἄρα ἑκατέρᾳ τῶν ΔΕ, ΕΗ σύμμετρός ἐστι
μήκει. ῥητὴ δὲ ἡ ΗΔ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει· ῥητὴ ἄρα καὶ ἑκατέρα
τῶν ΔΕ, ΕΗ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΔΘ, ΕΚ μέσον
ἐστίν. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΗ, ΗΔ δυνάμει μόνον σύμμετροί εἰσιν, ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶ μήκει ἡ ΑΗ τῇ ΗΔ. ἀλλ᾽ ἡ μὲν ΑΗ τῇ ΑΖ σύμμετρός ἐστι μήκει, ἡ δὲ
ΔΗ τῇ ΕΗ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ ΕΗ μήκει. ὡς δὲ ἡ ΑΖ πρὸς τὴν
ΕΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΙ τῷ ΕΚ.

Συνεστάτω οὖν τῷ μὲν ΑΙ ἴσον τετράγωνον τὸ ΛΜ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσον
ἀφῃρήσθω τὸ ΝΞ περὶ τὴν αὐτὴν γωνίαν ὂν τῷ ΛΜ· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα
διάμετρόν ἐστι τὰ ΛΜ, ΝΞ. ἔστω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΟΡ, καὶ καταγε-
γράφθω τὸ σχῆμα. ἐπεὶ οὖν τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ,
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν
ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ· ὡς δὲ ἡ ΕΗ πρὸς τὴν
ΖΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΕΚ πρὸς τὸ ΖΚ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ, οὕτως
τὸ ΕΚ πρὸς τὸ ΖΚ· τῶν ἄρα ΑΙ, ΖΚ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΕΚ. ἔστι δὲ
καὶ τῶν ΛΜ, ΝΞ τετραγώνων μέσον ἀνάλογον τὸ ΜΝ· καί ἐστιν ἴσον τὸ
μὲν ΑΙ τῷ ΛΜ, τὸ δὲ ΖΚ τῷ ΝΞ· καὶ τὸ ΕΚ ἄρα ἴσον ἐστὶ τῷ ΜΝ. ἀλλὰ
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τὸ μὲν ΜΝ ἴσον ἐστὶ τῷ ΛΞ, τὸ δὲ ΕΚ ἴσον [ἐστὶ] τῷ ΔΘ· καὶ ὅλον ἄρα
τὸ ΔΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΥΦΧ γνώμονι καὶ τῷ ΝΞ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ΑΚ ἴσον τοῖς
ΛΜ, ΝΞ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΤ, τουτέστι τῷ ἀπὸ τῆς ΛΝ
τετραγώνῳ· ἡ ΛΝ ἄρα δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Λέγω, ὅτι ἡ ΛΝ μέσης ἀποτομή ἐστι δευτέρα.
Ἐπεὶ γὰρ μέσα ἐδείχθη τὰ ΑΙ, ΖΚ καί ἐστιν ἴσα τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ,

μέσον ἄρα καὶ ἑκάτερον τῶν ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ· μέση ἄρα ἑκατέρα τῶν
ΛΟ, ΟΝ. καὶ ἐπεὶ σύμμετρόν ἐστι τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ, σύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΛΟ τῷ ἀπὸ τῆς ΟΝ. πάλιν, ἐπεὶ ἀσύμμετρον ἐδείχθη τὸ ΑΙ τῷ ΕΚ,
ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΛΜ τῷ ΜΝ, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ΛΟ τῷ
ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ· ὥστε καὶ ἡ ΛΟ ἀσύμμετρός ἐστι τῇ ΟΝ· αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα
μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι.

Λέγω δή, ὅτι καὶ μέσον περιέχουσιν.
Ἐπεὶ γὰρ μέσον ἐδείχθη τὸ ΕΚ καί ἐστιν ἴσον τῷ ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ, μέσον

ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ· ὥστε αἱ ΛΟ, ΟΝ μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον
σύμμετροι μέσον περιέχουσαι. ἡ ΛΝ ἄρα μέσης ἀποτομή ἐστι δευτέρα· καὶ
δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Ἡ ἄρα τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι δευτέρα· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 94 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς τετάρ-
της, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ἐλάσσων ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
τετάρτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη ἐλάσσων ἐστίν.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΔ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΑΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ
ΑΓ μήκει, ἡ δὲ ὅλη ἡ ΑΗ τῆς προσαρμοζούσης τῆς ΔΗ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. ἐπεὶ οὖν ἡ ΑΗ τῆς ΗΔ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει, ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΗ
ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς ἀσύμμετρα
αὐτὴν διελεῖ. τετμήσθω οὖν ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ
ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, καὶ ἔστω
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ μήκει ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ. ἤχθωσαν
οὖν διὰ τῶν Ε, Ζ, Η παράλληλοι ταῖς ΑΓ, ΒΔ αἱ ΕΘ, ΖΙ, ΗΚ. ἐπεὶ οὖν
ῥητή ἐστιν ἡ ΑΗ καὶ σύμμετρος τῇ ΑΓ μήκει, ῥητὸν ἄρα ἐστὶν ὅλον τὸ
ΑΚ. πάλιν, ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΔΗ τῇ ΑΓ μήκει, καί εἰσιν ἀμφότεραι
ῥηταί, μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΔΚ. πάλιν, ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΖ τῇ ΖΗ
μήκει, ἀσύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ. συνεστάτω οὖν τῷ μὲν ΑΙ ἴσον
τετράγωνον τὸ ΛΜ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσον ἀφῃρήσθω περὶ τὴν αὐτὴν γωνίαν τὴν
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ὑπὸ τῶν ΛΟΜ τὸ ΝΞ. περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα διάμετρόν ἐστι τὰ ΛΜ, ΝΞ
τετράγωνα. ἔστω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΟΡ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα.
ἐπεὶ οὖν τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ, ἀνάλογον ἄρα
ἐστὶν ὡς ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΖ
πρὸς τὴν ΕΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΕΚ, ὡς δὲ ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΗ,
οὕτως ἐστὶ τὸ ΕΚ πρὸς τὸ ΖΚ· τῶν ἄρα ΑΙ, ΖΚ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ
ΕΚ. ἔστι δὲ καὶ τῶν ΛΜ, ΝΞ τετραγώνων μέσον ἀνάλογον τὸ ΜΝ, καί
ἐστιν ἴσον τὸ μὲν ΑΙ τῷ ΛΜ, τὸ δὲ ΖΚ τῷ ΝΞ· καὶ τὸ ΕΚ ἄρα ἴσον ἐστὶ τῷ
ΜΝ. ἀλλὰ τῷ μὲν ΕΚ ἴσον ἐστὶ τὸ ΔΘ, τῷ δὲ ΜΝ ἴσον ἐστὶ τὸ ΛΞ· ὅλον
ἄρα τὸ ΔΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΥΦΧ γνώμονι καὶ τῷ ΝΞ. ἐπεὶ οὖν ὅλον τὸ ΑΚ
ἴσον ἐστὶ τοῖς ΛΜ, ΝΞ τετραγώνοις, ὧν τὸ ΔΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ΥΦΧ γνώμονι
καὶ τῷ ΝΞ τετραγώνῳ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ΣΤ, τουτέστι τῷ
ἀπὸ τῆς ΛΝ τετραγώνῳ· ἡ ΛΝ ἄρα δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Λέγω, ὅτι ἡ ΛΝ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάσσων.
Ἐπεὶ γὰρ ῥητόν ἐστι τὸ ΑΚ καί ἐστιν ἴσον τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ

τετραγώνοις, τὸ ἄρα συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ ῥητόν ἐστιν.
πάλιν, ἐπεὶ τὸ ΔΚ μέσον ἐστίν, καί ἐστιν ἴσον τὸ ΔΚ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΛΟ,
ΟΝ, τὸ ἄρα δὶς ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ μέσον ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρον ἐδείχθη
τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ, ἀσύμμετρον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΛΟ τετράγωνον τῷ ἀπὸ
τῆς ΟΝ τετραγώνῳ. αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι
τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽
αὐτῶν μέσον. ἡ ΛΝ ἄρα ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάσσων· καὶ δύναται
τὸ ΑΒ χωρίον.

Ἡ ἄρα τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη ἐλάσσων ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 95 () Ἐὰνχωρίονπεριέχηταιὑπὸῥητῆςκαὶἀποτομῆςπέμπτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη [ἡ] μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
πέμπτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη [ἡ] μετὰ ῥητοῦ μέσον
τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΔ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΗΔ σύμμετρός ἐστι
μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΑΓ, ἡ δὲ ὅλη ἡ ΑΗ τῆς προσαρμοζούσης τῆς
ΔΗ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει
τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΗ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ,
εἰς ἀσύμμετρα αὐτὴν διελεῖ. τετμήσθω οὖν ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε σημεῖον,
καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει
τετραγώνῳ καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΖ τῇ
ΖΗ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΗ τῇ ΓΑ μήκει, καί εἰσιν ἀμφότεραι
ῥηταί, μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΚ. πάλιν, ἐπεὶ ῥητή ἐστιν ἡ ΔΗ καὶ σύμμετρος τῇ
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ΑΓ μήκει, ῥητόν ἐστι τὸ ΔΚ. συνεστάτω οὖν τῷ μὲν ΑΙ ἴσον τετράγωνον
τὸ ΛΜ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσον τετράγωνον ἀφῃρήσθω τὸ ΝΞ περὶ τὴν αὐτὴν
γωνίαν τὴν ὑπὸ ΛΟΜ· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα διάμετρόν ἐστι τὰ ΛΜ, ΝΞ
τετράγωνα. ἔστω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΟΡ, καὶ καταγεγράφθω τὸ σχῆμα.
ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι ἡ ΛΝ δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Λέγω, ὅτι ἡ ΛΝ ἡ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.
Ἐπεὶ γὰρ μέσον ἐδείχθη τὸ ΑΚ καί ἐστιν ἴσον τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ,

τὸ ἄρα συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ μέσον ἐστίν. πάλιν, ἐπεὶ
ῥητόν ἐστι τὸ ΔΚ καί ἐστιν ἴσον τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ, καὶ αὐτὸ ῥητόν
ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΛΟ τῷ ἀπὸ τῆς ΟΝ· αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι
ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον, τὸ δὲ
δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν. ἡ λοιπὴ ἄρα ἡ ΛΝ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μετὰ
ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα· καὶ δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Ἡ τὸ ΑΒ ἄρα χωρίον δυναμένη μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά
ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 96 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς ἕκτης,
ἡ τὸ χωρίον δυναμένη μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Χωρίον γὰρ τὸ ΑΒ περιεχέσθω ὑπὸ ῥητῆς τῆς ΑΓ καὶ ἀποτομῆς
ἕκτης τῆς ΑΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΑΒ χωρίον δυναμένη [ἡ] μετὰ μέσου μέσον
τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΔ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ οὐδετέρα αὐτῶν σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ
ῥητῇ τῇ ΑΓ μήκει, ἡ δὲ ὅλη ἡ ΑΗ τῆς προσαρμοζούσης τῆς ΔΗ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. ἐπεὶ οὖν ἡ ΑΗ τῆς ΗΔ μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ μήκει, ἐὰν ἄρα τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ
ἀπὸ τῆς ΔΗ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβληθῇ ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ, εἰς
ἀσύμμετρα αὐτὴν διελεῖ. τετμήσθω οὖν ἡ ΔΗ δίχα κατὰ τὸ Ε [σημεῖον],
καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΕΗ ἴσον παρὰ τὴν ΑΗ παραβεβλήσθω ἐλλεῖπον εἴδει
τετραγώνῳ, καὶ ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΑΖ, ΖΗ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΖ
τῇ ΖΗ μήκει. ὡς δὲ ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΖΗ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΑΙ πρὸς τὸ ΖΚ·
ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΗ, ΑΓ ῥηταί εἰσι δυνάμει
μόνον σύμμετροι, μέσον ἐστὶ τὸ ΑΚ. πάλιν, ἐπεὶ αἱ ΑΓ, ΔΗ ῥηταί εἰσι καὶ
ἀσύμμετροι μήκει, μέσον ἐστὶ καὶ τὸ ΔΚ. ἐπεὶ οὖν αἱ ΑΗ, ΗΔ δυνάμει μόνον
σύμμετροί εἰσιν, ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΗ τῇ ΗΔ μήκει. ὡς δὲ ἡ ΑΗ
πρὸς τὴν ΗΔ, οὕτως ἐστὶ τὸ ΑΚ πρὸς τὸ ΚΔ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ
ΑΚ τῷ ΚΔ. συνεστάτω οὖν τῷ μὲν ΑΙ ἴσον τετράγωνον τὸ ΛΜ, τῷ δὲ
ΖΚ ἴσον ἀφῃρήσθω περὶ τὴν αὐτὴν γωνίαν τὸ ΝΞ· περὶ τὴν αὐτὴν ἄρα
διάμετρόν ἐστι τὰ ΛΜ, ΝΞ τετράγωνα. ἔστω αὐτῶν διάμετρος ἡ ΟΡ, καὶ
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καταγεγράφθω τὸ σχῆμα. ὁμοίως δὴ τοῖς ἐπάνω δείξομεν, ὅτι ἡ ΛΝ δύναται
τὸ ΑΒ χωρίον.

Λέγω, ὅτι ἡ ΛΝ [ἡ] μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.
Ἐπεὶ γὰρ μέσον ἐδείχθη τὸ ΑΚ καί ἐστιν ἴσον τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ,

τὸ ἄρα συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ μέσον ἐστίν. πάλιν, ἐπεὶ
μέσον ἐδείχθη τὸ ΔΚ καί ἐστιν ἴσον τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ, καὶ τὸ δὶς
ὑπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ μέσον ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρον ἐδείχθη τὸ ΑΚ τῷ ΔΚ,
ἀσύμμετρα [ἄρα] ἐστὶ καὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΛΟ, ΟΝ τετράγωνα τῷ δὶς ὑπὸ
τῶν ΛΟ, ΟΝ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ ΑΙ τῷ ΖΚ, ἀσύμμετρον ἄρα καὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΛΟ τῷ ἀπὸ τῆς ΟΝ· αἱ ΛΟ, ΟΝ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι
ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον καὶ τὸ
δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον ἔτι τε τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν τετράγωνα ἀσύμμετρα τῷ δὶς
ὑπ᾽ αὐτῶν. ἡ ἄρα ΛΝ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον
ποιοῦσα· καὶ δύναται τὸ ΑΒ χωρίον.

Ἡ ἄρα τὸ χωρίον δυναμένη μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 97 () Τὸἀπὸἀποτομῆςπαρὰῥητὴνπαραβαλλόμενονπλάτος
ποιεῖ ἀποτομὴν πρώτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀποτομὴ ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ ΓΔ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον
παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΖ· λέγω, ὅτι ἡ
ΓΖ ἀποτομή ἐστι πρώτη.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ
παραβεβλήσθω τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΒΗ τὸ ΚΛ. ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον
ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· ὧν τὸ ΓΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ· λοιπὸν
ἄρα τὸ ΖΛ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. τετμήσθω ἡ ΖΜ δίχα κατὰ
τὸ Ν σημεῖον, καὶ ἤχθω διὰ τοῦ Ν τῇ ΓΔ παράλληλος ἡ ΝΞ· ἑκάτερον ἄρα
τῶν ΖΞ, ΛΝ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καὶ ἐπεὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ
ῥητά ἐστιν, καί ἐστι τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον τὸ ΔΜ, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ
τὸ ΔΜ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παραβέβληται πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ·
ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ καὶ σύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. πάλιν, ἐπεὶ μέσον ἐστὶ τὸ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον τὸ ΖΛ, μέσον ἄρα
τὸ ΖΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ
ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. καὶ ἐπεὶ τὰ μὲν ἀπὸ τῶν
ΑΗ, ΗΒ ῥητά ἐστιν, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον, ἀσύμμετρα ἄρα ἐστὶ
τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καὶ τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΛ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τὸ ΖΛ· ἀσύμμετρον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΔΜ τῷ ΖΛ. ὡς δὲ τὸ ΔΜ πρὸς τὸ ΖΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΜ πρὸς τὴν
ΖΜ. ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ τῇ ΖΜ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί·
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αἱ ἄρα ΓΜ, ΜΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ ΓΖ ἄρα ἀποτομή
ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πρώτη.
Ἐπεὶ γὰρ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗ,

ΗΒ, καί ἐστι τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΒΗ ἴσον τὸ ΚΛ,
τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τὸ ΝΛ, καὶ τῶν ΓΘ, ΚΛ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι
τὸ ΝΛ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως τὸ ΝΛ πρὸς τὸ ΚΛ. ἀλλ᾽ ὡς
μὲν τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΝΜ· ὡς δὲ τὸ ΝΛ πρὸς
τὸ ΚΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΝΜ πρὸς τὴν ΚΜ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΝΜ, τουτέστι τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ. καὶ ἐπεὶ
σύμμετρόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ, σύμμετρόν [ἐστι] καὶ τὸ
ΓΘ τῷ ΚΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΚΛ, οὕτως ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΚΜ· σύμμετρος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ. ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι ἄνισοί εἰσιν αἱ ΓΜ, ΜΖ, καὶ τῷ
τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ ἴσον παρὰ τὴν ΓΜ παραβέβληται ἐλλεῖπον
εἴδει τετραγώνῳ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ, καί ἐστι σύμμετρος ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ, ἡ
ἄρα ΓΜ τῆς ΜΖ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καί ἐστιν
ἡ ΓΜ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ μήκει· ἡ ἄρα ΓΖ ἀποτομή ἐστι
πρώτη.

Τὸ ἄρα ἀπὸ ἀποτομῆς παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ
ἀποτομὴν πρώτην· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 98 () Τὸἀπὸ μέσης ἀποτομῆς πρώτηςπαρὰ ῥητὴν παραβαλ-
λόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν δευτέραν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέσης ἀποτομὴ πρώτη ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ ΓΔ, καὶ τῷ ἀπὸ
τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΖ·
λέγω, ὅτι ἡ ΓΖ ἀποτομή ἐστι δευτέρα.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ μέσαι εἰσὶ
δυνάμει μόνον σύμμετροι ῥητὸν περιέχουσαι. καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον
παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΚ, τῷ δὲ ἀπὸ
τῆς ΗΒ ἴσον τὸ ΚΛ πλάτος ποιοῦν τὴν ΚΜ· ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ
τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· μέσον ἄρα καὶ τὸ ΓΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ
παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΓΔ μήκει. καὶ ἐπεὶ τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, ὧν τὸ ἀπὸ
τῆς ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ΓΕ, λοιπὸν ἄρα τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον ἐστὶ
τῷ ΖΛ. ῥητὸν δὲ [ἐστι] τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· ῥητὸν ἄρα τὸ ΖΛ. καὶ
παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΕ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ
καὶ ἡ ΖΜ καὶ σύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. ἐπεὶ οὖν τὰ μὲν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ,
τουτέστι τὸ ΓΛ, μέσον ἐστίν, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, τουτέστι τὸ ΖΛ,
ῥητόν, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΛ τῷ ΖΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΛ πρὸς τὸ ΖΛ, οὕτως
ἐστὶν ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΖΜ· ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΓΜ τῇ ΖΜ μήκει. καί εἰσιν
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ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ἄρα ΓΜ, ΜΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἡ
ΓΖ ἄρα ἀποτομή ἐστιν.

Λέγω δή, ὅτι καὶ δευτέρα.
Τετμήσθω γὰρ ἡ ΖΜ δίχα κατὰ τὸ Ν, καὶ ἤχθω διὰ τοῦ Ν τῇ ΓΔ

παράλληλος ἡ ΝΞ· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΖΞ, ΝΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ. καὶ ἐπεὶ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τετραγώνων μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καί ἐστιν ἴσον τὸ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ΓΘ, τὸ δὲ ὑπὸ
τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ ΝΛ, τὸ δὲ ἀπὸ τῆς ΒΗ τῷ ΚΛ, καὶ τῶν ΓΘ, ΚΛ ἄρα μέσον
ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΝΛ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως τὸ ΝΛ πρὸς
τὸ ΚΛ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΝΜ,
ὡς δὲ τὸ ΝΛ πρὸς τὸ ΚΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΝΜ πρὸς τὴν ΜΚ· ὡς ἄρα ἡ ΓΚ
πρὸς τὴν ΝΜ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΝΜ πρὸς τὴν ΚΜ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΝΜ, τουτέστι τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ.
[καὶ ἐπεὶ σύμμετρόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΒΗ, σύμμετρόν ἐστι
καὶ τὸ ΓΘ τῷ ΚΛ, τουτέστιν ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ.] ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι ἄνισοί
εἰσιν αἱ ΓΜ, ΜΖ, καὶ τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΜΖ ἴσον παρὰ τὴν
μείζονα τὴν ΓΜ παραβέβληται ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΚ,
ΚΜ καὶ εἰς σύμμετρα αὐτὴν διαιρεῖ, ἡ ἄρα ΓΜ τῆς ΜΖ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ μήκει. καί ἐστιν ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΖΜ σύμμετρος
μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ· ἡ ἄρα ΓΖ ἀποτομή ἐστι δευτέρα.

Τὸ ἄρα ἀπὸ μέσης ἀποτομῆς πρώτης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον
πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν δευτέραν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 99 () Τὸ ἀπὸ μέσης ἀποτομῆς δευτέρας παρὰ ῥητὴν παρα-
βαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν τρίτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέσης ἀποτομὴ δευτέρα ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ ΓΔ, καὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν
ΓΖ· λέγω, ὅτι ἡ ΓΖ ἀποτομή ἐστι τρίτη.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ μέσαι εἰσὶ
δυνάμει μόνον σύμμετροι μέσον περιέχουσαι. καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον
παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΚ, τῷ δὲ ἀπὸ
τῆς ΒΗ ἴσον παρὰ τὴν ΚΘ παραβεβλήσθω τὸ ΚΛ πλάτος ποιοῦν τὴν ΚΜ·
ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ [καί ἐστι μέσα τὰ ἀπὸ τῶν
ΑΗ, ΗΒ]· μέσον ἄρα καὶ τὸ ΓΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παραβέβληται
πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει.
καὶ ἐπεὶ ὅλον τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, ὧν τὸ ΓΕ ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΛΖ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ.
τετμήσθω οὖν ἡ ΖΜ δίχα κατὰ τὸ Ν σημεῖον, καὶ τῇ ΓΔ παράλληλος ἤχθω
ἡ ΝΞ· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΖΞ, ΝΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. μέσον δὲ
τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· μέσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΖΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ



Πρωτότυπο Κείμενο 10ου Βιβλίου 

παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΖΜ καὶ ἀσύμμετρος
τῇ ΓΔ μήκει. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΗ, ΗΒ δυνάμει μόνον εἰσὶ σύμμετροι, ἀσύμμετρος
ἄρα [ἐστὶ] μήκει ἡ ΑΗ τῇ ΗΒ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ
τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ σύμμετρά ἐστι τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΗ, ΗΒ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· ἀσύμμετρα
ἄρα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. ἀλλὰ τοῖς μὲν ἀπὸ
τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΛ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον ἐστὶ τὸ
ΖΛ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΛ τῷ ΖΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΛ πρὸς τὸ ΖΛ, οὕτως
ἐστὶν ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΖΜ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ τῇ ΖΜ μήκει. καί
εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ἄρα ΓΜ, ΜΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι·
ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΖ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τρίτη.
Ἐπεὶ γὰρ σύμμετρόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ, σύμμετρον

ἄρα καὶ τὸ ΓΘ τῷ ΚΛ· ὥστε καὶ ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ. καὶ ἐπεὶ τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΗ, ΗΒ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καί ἐστι τῷ μὲν ἀπὸ
τῆς ΑΗ ἴσον τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἴσον τὸ ΚΛ, τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ ἴσον τὸ ΝΛ, καὶ τῶν ΓΘ, ΚΛ ἄρα μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΝΛ· ἔστιν
ἄρα ὡς τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως τὸ ΝΛ πρὸς τὸ ΚΛ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ
ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΝΜ, ὡς δὲ τὸ ΝΛ πρὸς τὸ
ΚΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΝΜ πρὸς τὴν ΚΜ· ὡς ἄρα ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΜΝ, οὕτως
ἐστὶν ἡ ΜΝ πρὸς τὴν ΚΜ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ [ἀπὸ τῆς
ΜΝ, τουτέστι τῷ] τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ. ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι
ἄνισοί εἰσιν αἱ ΓΜ, ΜΖ, καὶ τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ ἴσον παρὰ
τὴν ΓΜ παραβέβληται ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ καὶ εἰς σύμμετρα αὐτὴν
διαιρεῖ, ἡ ΓΜ ἄρα τῆς ΜΖ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ
οὐδετέρα τῶν ΓΜ, ΜΖ σύμμετρός ἐστι μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ· ἡ
ἄρα ΓΖ ἀποτομή ἐστι τρίτη.

Τὸ ἄρα ἀπὸ μέσης ἀποτομῆς δευτέρας παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον
πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν τρίτην· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 100 () Τὸἀπὸἐλάσσονοςπαρὰῥητὴνπαραβαλλόμενονπλάτος
ποιεῖ ἀποτομὴν τετάρτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐλάσσων ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ ΓΔ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον
παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΖ· λέγω,
ὅτι ἡ ΓΖ ἀποτομή ἐστι τετάρτη.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τετρα-
γώνων ῥητόν, τὸ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον. καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ
ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΚ, τῷ δὲ
ἀπὸ τῆς ΒΗ ἴσον τὸ ΚΛ πλάτος ποιοῦν τὴν ΚΜ· ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον
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ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καί ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ ῥητόν· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ΓΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παράκειται
πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΓΜ καὶ σύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει.
καὶ ἐπεὶ ὅλον τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, ὧν τὸ ΓΕ ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΖΛ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ.
τετμήσθω οὖν ἡ ΖΜ δίχα κατὰ τὸ Ν σημεῖον, καὶ ἤχθω διὰ τοῦ Ν ὁποτέρᾳ
τῶν ΓΔ, ΜΛ παράλληλος ἡ ΝΞ· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΖΞ, ΝΛ ἴσον ἐστὶ τῷ
ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καὶ ἐπεὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον ἐστὶ καί ἐστιν ἴσον
τῷ ΖΛ, καὶ τὸ ΖΛ ἄρα μέσον ἐστίν. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΕ παράκειται
πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει.
καὶ ἐπεὶ τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ῥητόν ἐστιν, τὸ δὲ δὶς
ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον, ἀσύμμετρα [ἄρα] ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. ἴσον δέ [ἐστι] τὸ ΓΛ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, τῷ δὲ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον τὸ ΖΛ· ἀσύμμετρον ἄρα [ἐστὶ] τὸ ΓΛ τῷ ΖΛ. ὡς
δὲ τὸ ΓΛ πρὸς τὸ ΖΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΜΖ· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΓΜ τῇ ΜΖ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί· αἱ ἄρα ΓΜ, ΜΖ ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΖ.

Λέγω [δή], ὅτι καὶ τετάρτη.
Ἐπεὶ γὰρ αἱ ΑΗ, ΗΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι, ἀσύμμετρον ἄρα καὶ τὸ

ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ. καί ἐστι τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον τὸ ΓΘ, τῷ
δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἴσον τὸ ΚΛ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΘ τῷ ΚΛ. ὡς δὲ τὸ
ΓΘ πρὸς τὸ ΚΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΚΜ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ
ΓΚ τῇ ΚΜ μήκει. καὶ ἐπεὶ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ
ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καί ἐστιν ἴσον τὸ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ΓΘ, τὸ δὲ ἀπὸ
τῆς ΗΒ τῷ ΚΛ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ τῷ ΝΛ, τῶν ἄρα ΓΘ, ΚΛ μέσον
ἀνάλογόν ἐστι τὸ ΝΛ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως τὸ ΝΛ πρὸς
τὸ ΚΛ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΝΜ,
ὡς δὲ τὸ ΝΛ πρὸς τὸ ΚΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΝΜ πρὸς τὴν ΚΜ· ὡς ἄρα ἡ ΓΚ
πρὸς τὴν ΜΝ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΜΝ πρὸς τὴν ΚΜ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ
ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΜΝ, τουτέστι τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ.
ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι ἄνισοί εἰσιν αἱ ΓΜ, ΜΖ, καὶ τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ
ἀπὸ τῆς ΜΖ ἴσον παρὰ τὴν ΓΜ παραβέβληται ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ
τὸ ὑπὸ τῶν ΓΚ, ΚΜ καὶ εἰς ἀσύμμετρα αὐτὴν διαιρεῖ, ἡ ἄρα ΓΜ τῆς ΜΖ
μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί ἐστιν ὅλη ἡ ΓΜ σύμμετρος
μήκει τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ· ἡ ἄρα ΓΖ ἀποτομή ἐστι τετάρτη.

Τὸ ἄρα ἀπὸ ἐλάσσονος καὶ τὰ ἑξῆς. 

Πρότασις 101 () Τὸ ἀπὸ τῆς μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιούσης παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν πέμπτην.



Πρωτότυπο Κείμενο 10ου Βιβλίου 

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ
ΓΔ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος
ποιοῦν τὴν ΓΖ· λέγω, ὅτι ἡ ΓΖ ἀποτομή ἐστι πέμπτη.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ εὐθεῖαι δυ-
νάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν
τετραγώνων μέσον, τὸ δὲ δὶς ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν. καὶ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ
ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἴσον τὸ ΚΛ·
ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. τὸ δὲ συγκείμενον ἐκ
τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἅμα μέσον ἐστίν· μέσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΛ. καὶ παρὰ
ῥητὴν τὴν ΓΔ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ
καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ. καὶ ἐπεὶ ὅλον τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ, ὧν τὸ ΓΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ, λοιπὸν ἄρα τὸ ΖΛ ἴσον ἐστὶ τῷ
δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. τετμήσθω οὖν ἡ ΖΜ δίχα κατὰ τὸ Ν, καὶ ἤχθω διὰ
τοῦ Ν ὁποτέρᾳ τῶν ΓΔ, ΜΛ παράλληλος ἡ ΝΞ· ἑκάτερον ἄρα τῶν ΖΞ, ΝΛ
ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καὶ ἐπεὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ῥητόν ἐστι
καί [ἐστιν] ἴσον τῷ ΖΛ, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ τὸ ΖΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΕΖ
παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΜ καὶ σύμμετρος
τῇ ΓΔ μήκει. καὶ ἐπεὶ τὸ μὲν ΓΛ μέσον ἐστίν, τὸ δὲ ΖΛ ῥητόν, ἀσύμμετρον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΛ τῷ ΖΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΛ πρὸς τὸ ΖΛ, οὕτως ἡ ΓΜ πρὸς τὴν
ΜΖ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ τῇ ΜΖ μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί·
αἱ ἄρα ΓΜ, ΜΖ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν
ἡ ΓΖ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ πέμπτη.
Ὁμοίως γὰρ δείξομεν, ὅτι τὸ ὑπὸ τῶν ΓΚΜ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΝΜ,

τουτέστι τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΜ. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ, ἴσον δὲ τὸ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ΓΘ, τὸ
δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ τῷ ΚΛ, ἀσύμμετρον ἄρα τὸ ΓΘ τῷ ΚΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΘ πρὸς
τὸ ΚΛ, οὕτως ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΚΜ· ἀσύμμετρος ἄρα ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ μήκει.
ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι ἄνισοί εἰσιν αἱ ΓΜ, ΜΖ, καὶ τῷ τετάρτῳ μέρει τοῦ
ἀπὸ τῆς ΖΜ ἴσον παρὰ τὴν ΓΜ παραβέβληται ἐλλεῖπον εἴδει τετραγώνῳ
καὶ εἰς ἀσύμμετρα αὐτὴν διαιρεῖ, ἡ ἄρα ΓΜ τῆς ΜΖ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καί ἐστιν ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΖΜ σύμμετρος τῇ
ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ· ἡ ἄρα ΓΖ ἀποτομή ἐστι πέμπτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 102 () Τὸ ἀπὸ τῆς μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιούσης παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν ἕκτην.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ, ῥητὴ δὲ ἡ
ΓΔ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω τὸ ΓΕ πλάτος
ποιοῦν τὴν ΓΖ· λέγω, ὅτι ἡ ΓΖ ἀποτομή ἐστιν ἕκτη.
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Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΗ· αἱ ἄρα ΑΗ, ΗΒ δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
μέσον καὶ τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον καὶ ἀσύμμετρον τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ,
ΗΒ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. παραβεβλήσθω οὖν παρὰ τὴν ΓΔ τῷ μὲν
ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον τὸ ΓΘ πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΚ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΒΗ τὸ
ΚΛ· ὅλον ἄρα τὸ ΓΛ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ· μέσον ἄρα [ἐστὶ]
καὶ τὸ ΓΛ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΓΔ παράκειται πλάτος ποιοῦν τὴν ΓΜ·
ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. ἐπεὶ οὖν τὸ ΓΛ ἴσον
ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, ὧν τὸ ΓΕ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ, λοιπὸν ἄρα τὸ
ΖΛ ἴσον ἐστὶ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καί ἐστι τὸ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον·
καὶ τὸ ΖΛ ἄρα μέσον ἐστίν. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΕ παράκειται πλάτος
ποιοῦν τὴν ΖΜ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΜ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΓΔ μήκει. καὶ
ἐπεὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἀσύμμετρά ἐστι τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καί
ἐστι τοῖς μὲν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον τὸ ΓΛ, τῷ δὲ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ
ἴσον τὸ ΖΛ, ἀσύμμετρον ἄρα [ἐστὶ] τὸ ΓΛ τῷ ΖΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΛ πρὸς τὸ
ΖΛ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΜΖ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΜ τῇ ΜΖ
μήκει. καί εἰσιν ἀμφότεραι ῥηταί. αἱ ΓΜ, ΜΖ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΖ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἕκτη.
Ἐπεὶ γὰρ τὸ ΖΛ ἴσον ἐστὶ τῷ δὶς ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, τετμήσθω δίχα ἡ

ΖΜ κατὰ τὸ Ν, καὶ ἤχθω διὰ τοῦ Ν τῇ ΓΔ παράλληλος ἡ ΝΞ· ἑκάτερον
ἄρα τῶν ΖΞ, ΝΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ. καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΗ, ΗΒ δυνάμει
εἰσὶν ἀσύμμετροι, ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΗ τῷ ἀπὸ τῆς ΗΒ.
ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἴσον ἐστὶ
τὸ ΚΛ· ἀσύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΘ τῷ ΚΛ. ὡς δὲ τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΚΛ,
οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΚ πρὸς τὴν ΚΜ· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΚ τῇ ΚΜ. καὶ
ἐπεὶ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ μέσον ἀνάλογόν ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ, καί
ἐστι τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΗ ἴσον τὸ ΓΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΗΒ ἴσον τὸ ΚΛ, τῷ
δὲ ὑπὸ τῶν ΑΗ, ΗΒ ἴσον τὸ ΝΛ, καὶ τῶν ἄρα ΓΘ, ΚΛ μέσον ἀνάλογόν
ἐστι τὸ ΝΛ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΓΘ πρὸς τὸ ΝΛ, οὕτως τὸ ΝΛ πρὸς τὸ ΚΛ.
καὶ διὰ τὰ αὐτὰ ἡ ΓΜ τῆς ΜΖ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ.
καὶ οὐδετέρα αὐτῶν σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ τῇ ΓΔ· ἡ ΓΖ ἄρα
ἀποτομή ἐστιν ἕκτη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 103 () Ἡ τῇ ἀποτομῇ μήκει σύμμετρος ἀποτομή ἐστι καὶ τῇ
τάξει ἡ αὐτή.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀποτομὴ ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ μήκει σύμμετρος ἔστω ἡ ΓΔ·
λέγω, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ ἀποτομή ἐστι καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ ἀποτομή ἐστιν ἡ ΑΒ, ἔστω αὐτῇ προσαρμόζουσα ἡ ΒΕ· αἱ
ΑΕ, ΕΒ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ τῷ τῆς ΑΒ πρὸς τὴν
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ΓΔ λόγῳ ὁ αὐτὸς γεγονέτω ὁ τῆς ΒΕ πρὸς τὴν ΔΖ· καὶ ὡς ἓν ἄρα πρὸς
ἕν, πάντα [ἐστὶ] πρὸς πάντα· ἔστιν ἄρα καὶ ὡς ὅλη ἡ ΑΕ πρὸς ὅλην τὴν
ΓΖ, οὕτως ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ. σύμμετρος δὲ ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ μήκει. σύμμετρος
ἄρα καὶ ἡ ΑΕ μὲν τῇ ΓΖ, ἡ δὲ ΒΕ τῇ ΔΖ. καὶ αἱ ΑΕ, ΕΒ ῥηταί εἰσι δυνάμει
μόνον σύμμετροι· καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι.
[ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΔ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.]
Ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως ἡ ΒΕ πρὸς τὴν ΔΖ, ἐναλλὰξ

ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΔ. ἤτοι δὴ ἡ ΑΕ
τῆς ΕΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου.
εἰ μὲν οὖν ἡ ΑΕ τῆς ΕΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΓΖ
τῆς ΖΔ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν σύμμετρός
ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΓΖ, εἰ δὲ ἡ ΒΕ, καὶ ἡ ΔΖ, εἰ δὲ
οὐδετέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ, καὶ οὐδετέρα τῶν ΓΖ, ΖΔ. εἰ δὲ ἡ ΑΕ [τῆς ΕΒ] μεῖζον
δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΓΖ τῆς ΖΔ μεῖζον δυνήσεται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν σύμμετρός ἐστιν ἡ ΑΕ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ
μήκει, καὶ ἡ ΓΖ, εἰ δὲ ἡ ΒΕ, καὶ ἡ ΔΖ, εἰ δὲ οὐδετέρα τῶν ΑΕ, ΕΒ, οὐδετέρα
τῶν ΓΖ, ΖΔ.

Ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΔ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 104 () Ἡ τῇ μέσης ἀποτομῇ σύμμετρος μέσης ἀποτομή ἐστι
καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτή.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μέσης ἀποτομὴ ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ μήκει σύμμετρος ἔστω
ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ μέσης ἀποτομή ἐστι καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.

Ἐπεὶ γὰρ μέσης ἀποτομή ἐστιν ἡ ΑΒ, ἔστω αὐτῇ προσαρμόζουσα ἡ
ΕΒ. αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ γεγονέτω ὡς ἡ
ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΒΕ πρὸς τὴν ΔΖ· σύμμετρος ἄρα [ἐστὶ] καὶ ἡ ΑΕ
τῇ ΓΖ, ἡ δὲ ΒΕ τῇ ΔΖ. αἱ δὲ ΑΕ, ΕΒ μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι·
καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα μέσαι εἰσὶ δυνάμει μόνον σύμμετροι· μέσης ἄρα ἀποτομή
ἐστιν ἡ ΓΔ.

Λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ τάξει ἐστὶν ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ.
Ἐπεὶ [γάρ] ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΔ [ἀλλ᾽

ὡς μὲν ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ,
ΕΒ, ὡς δὲ ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ,
ΖΔ], ἔστιν ἄρα καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ [καὶ ἐναλλὰξ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ
πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ].
σύμμετρον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΖ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ
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ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. εἴτε οὖν ῥητόν ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ,
ΕΒ, ῥητὸν ἔσται καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ, εἴτε μέσον [ἐστὶ] τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ,
ΕΒ, μέσον [ἐστὶ] καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ.

Μέσης ἄρα ἀποτομή ἐστιν ἡ ΓΔ καὶ τῇ τάξει ἡ αὐτὴ τῇ ΑΒ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 105 () Ἡ τῇ ἐλάσσονι σύμμετρος ἐλάσσων ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ ἐλάσσων ἡ ΑΒ καὶ τῇ ΑΒ σύμμετρος ἡ ΓΔ· λέγω,
ὅτι καὶ ἡ ΓΔ ἐλάσσων ἐστίν.

Γεγονέτω γὰρ τὰ αὐτά· καὶ ἐπεὶ αἱ ΑΕ, ΕΒ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι,
καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς
τὴν ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΔ, ἔστιν ἄρα καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς ΕΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΓΖ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΔ. συνθέντι ἄρα
ἐστὶν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΕΒ, οὕτως τὰ ἀπὸ τῶν
ΓΖ, ΖΔ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΔ [καὶ ἐναλλάξ]· σύμμετρον δέ ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς
ΒΕ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΖ· σύμμετρον ἄρα καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν
ΑΕ, ΕΒ τετραγώνων τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων.
ῥητὸν δέ ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τετραγώνων· ῥητὸν
ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων. πάλιν,
ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς
ΓΖ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ, σύμμετρον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΕ τετράγωνον
τῷ ἀπὸ τῆς ΓΖ τετραγώνῳ, σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ
τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ. μέσον δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ· μέσον ἄρα καὶ τὸ
ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ· αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν
συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων ῥητόν, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον.

Ἐλάσσων ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 106 () Ἡ τῇ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιούσῃ σύμμετρος
μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ καὶ τῇ ΑΒ
σύμμετρος ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά
ἐστιν.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΕ· αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τετρα-
γώνων μέσον, τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν. καὶ τὰ αὐτὰ κατεσκευάσθω. ὁμοίως
δὴ δείξομεν τοῖς πρότερον, ὅτι αἱ ΓΖ, ΖΔ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ εἰσὶ ταῖς ΑΕ, ΕΒ,
καὶ σύμμετρόν ἐστι τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τετραγώνων
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τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΕ,
ΕΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ· ὥστε καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι
ποιοῦσαι τὸ μὲν συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ τετραγώνων μέσον,
τὸ δ᾽ ὑπ᾽ αὐτῶν ῥητόν.

Ἡ ΓΔ ἄρα μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 107 () Ἡτῇ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιούσῃ σύμμετρος καὶ
αὐτὴ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα ἡ ΑΒ, καὶ τῇ ΑΒ ἔστω
σύμμετρος ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι καὶ ἡ ΓΔ μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά
ἐστιν.

Ἔστω γὰρ τῇ ΑΒ προσαρμόζουσα ἡ ΒΕ, καὶ τὰ αὐτὰ κατεσκευάσθω·
αἱ ΑΕ, ΕΒ ἄρα δυνάμει εἰσὶν ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων μέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι ἀσύμμετρον
τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων τῷ ὑπ᾽ αὐτῶν. καί εἰσιν,
ὡς ἐδείχθη, αἱ ΑΕ, ΕΒ σύμμετροι ταῖς ΓΖ, ΖΔ, καὶ τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τετραγώνων τῷ συγκειμένῳ ἐκ τῶν ἀπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ, τὸ
δὲ ὑπὸ τῶν ΑΕ, ΕΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΖ, ΖΔ· καὶ αἱ ΓΖ, ΖΔ ἄρα δυνάμει εἰσὶν
ἀσύμμετροι ποιοῦσαι τό τε συγκείμενον ἐκ τῶν ἀπ᾽ αὐτῶν τετραγώνων
μέσον καὶ τὸ ὑπ᾽ αὐτῶν μέσον καὶ ἔτι ἀσύμμετρον τὸ συγκείμενον ἐκ τῶν
ἀπ᾽ αὐτῶν [τετραγώνων] τῷ ὑπ᾽ αὐτῶν.

Ἡ ΓΔ ἄρα μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 108 () Ἀπὸ ῥητοῦ μέσου ἀφαιρουμένου ἡ τὸ λοιπὸν χωρίον
δυναμένη μία δύο ἀλόγων γίνεται ἤτοι ἀποτομὴ ἢ ἐλάσσων.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ ῥητοῦ τοῦ ΒΓ μέσον ἀφῃρήσθω τὸ ΒΔ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ
λοιπὸν δυναμένη τὸ ΕΓ μία δύο ἀλόγων γίνεται ἤτοι ἀποτομὴ ἢ ἐλάσσων.

Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ ΖΗ, καὶ τῷ μὲν ΒΓ ἴσον παρὰ τὴν ΖΗ παραβε-
βλήσθω ὀρθογώνιον παραλληλόγραμμον τὸ ΗΘ, τῷ δὲ ΔΒ ἴσον ἀφῃρήσθω
τὸ ΗΚ· λοιπὸν ἄρα τὸ ΕΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ΛΘ. ἐπεὶ οὖν ῥητὸν μέν ἐστι τὸ ΒΓ,
μέσον δὲ τὸ ΒΔ, ἴσον δὲ τὸ μὲν ΒΓ τῷ ΗΘ, τὸ δὲ ΒΔ τῷ ΗΚ, ῥητὸν μὲν ἄρα
ἐστὶ τὸ ΗΘ, μέσον δὲ τὸ ΗΚ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΖΗ παράκειται· ῥητὴ
μὲν ἄρα ἡ ΖΘ καὶ σύμμετρος τῇ ΖΗ μήκει, ῥητὴ δὲ ἡ ΖΚ καὶ ἀσύμμετρος τῇ
ΖΗ μήκει· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΖΘ τῇ ΖΚ μήκει. αἱ ΖΘ, ΖΚ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΚΘ, προσαρμόζουσα
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δὲ αὐτῇ ἡ ΚΖ. ἤτοι δὴ ἡ ΘΖ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἢ
οὔ.

Δυνάσθω πρότερον τῷ ἀπὸ συμμέτρου. καί ἐστιν ὅλη ἡ ΘΖ σύμμετρος
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΖΗ· ἀποτομὴ ἄρα πρώτη ἐστὶν ἡ ΚΘ. τὸ δ᾽ ὑπὸ
ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς πρώτης περιεχόμενον ἡ δυναμένη ἀποτομή ἐστιν. ἡ
ἄρα τὸ ΛΘ, τουτέστι τὸ ΕΓ, δυναμένη ἀποτομή ἐστιν.

Εἰ δὲ ἡ ΘΖ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καί ἐστιν
ὅλη ἡ ΖΘ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΖΗ, ἀποτομὴ τετάρτη ἐστὶν
ἡ ΚΘ. τὸ δ᾽ ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς τετάρτης περιεχόμενον ἡ δυναμένη
ἐλάσσων ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 109 () Ἀπὸμέσουῥητοῦἀφαιρουμένουἄλλαι δύοἄλογοιγίνο-
νται ἤτοι μέσης ἀποτομὴ πρώτη ἢ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα.

Ἀπόδειξις. Ἀπὸ γὰρ μέσου τοῦ ΒΓ ῥητὸν ἀφῃρήσθω τὸ ΒΔ. λέγω, ὅτι ἡ
τὸ λοιπὸν τὸ ΕΓ δυναμένη μία δύο ἀλόγων γίνεται ἤτοι μέσης ἀποτομὴ
πρώτη ἢ μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα.

Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ ΖΗ, καὶ παραβεβλήσθω ὁμοίως τὰ χωρία. ἔστι δὴ
ἀκολούθως ῥητὴ μὲν ἡ ΖΘ καὶ ἀσύμμετρος τῇ ΖΗ μήκει, ῥητὴ δὲ ἡ ΚΖ καὶ
σύμμετρος τῇ ΖΗ μήκει· αἱ ΖΘ, ΖΚ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι·
ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΚΘ, προσαρμόζουσα δὲ ταύτῃ ἡ ΖΚ. ἤτοι δὴ ἡ ΘΖ
τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου.

Εἰ μὲν οὖν ἡ ΘΖ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καί
ἐστιν ἡ προσαρμόζουσα ἡ ΖΚ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΖΗ,
ἀποτομὴ δευτέρα ἐστὶν ἡ ΚΘ. ῥητὴ δὲ ἡ ΖΗ· ὥστε ἡ τὸ ΛΘ, τουτέστι τὸ
ΕΓ, δυναμένη μέσης ἀποτομὴ πρώτη ἐστίν.

Εἰ δὲ ἡ ΘΖ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου, καί ἐστιν ἡ
προσαρμόζουσα ἡ ΖΚ σύμμετρος τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΖΗ, ἀποτομὴ
πέμπτη ἐστὶν ἡ ΚΘ· ὥστε ἡ τὸ ΕΓ δυναμένη μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον
ποιοῦσά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 110 () Ἀπὸ μέσου μέσου ἀφαιρουμένου ἀσυμμέτρου τῷ ὅλῳ
αἱ λοιπαὶ δύοἄλογοι γίνονται ἤτοι μέσης ἀποτομὴ δευτέρα ἢ μετὰ μέσου μέσον
τὸ ὅλον ποιοῦσα.

Ἀπόδειξις. Ἀφῃρήσθω γὰρ ὡς ἐπὶ τῶν προκειμένων καταγραφῶν ἀπὸ
μέσου τοῦ ΒΓ μέσον τὸ ΒΔ ἀσύμμετρον τῷ ὅλῳ· λέγω, ὅτι ἡ τὸ ΕΓ δυναμένη
μία ἐστὶ δύο ἀλόγων ἤτοι μέσης ἀποτομὴ δευτέρα ἢ μετὰ μέσου μέσον τὸ
ὅλον ποιοῦσα.
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Ἐπεὶ γὰρ μέσον ἐστὶν ἑκάτερον τῶν ΒΓ, ΒΔ, καὶ ἀσύμμετρον τὸ ΒΓ
τῷ ΒΔ, ἔσται ἀκολούθως ῥητὴ ἑκατέρα τῶν ΖΘ, ΖΚ καὶ ἀσύμμετρος τῇ
ΖΗ μήκει. καὶ ἐπεὶ ἀσύμμετρόν ἐστι τὸ ΒΓ τῷ ΒΔ, τουτέστι τὸ ΗΘ τῷ
ΗΚ, ἀσύμμετρος καὶ ἡ ΘΖ τῇ ΖΚ· αἱ ΖΘ, ΖΚ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον
σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΚΘ [προσαρμόζουσα δὲ ἡ ΖΚ. ἤτοι δὴ
ἡ ΖΘ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἢ τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου
ἑαυτῇ].

Εἰ μὲν δὴ ἡ ΖΘ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ
οὐθετέρα τῶν ΖΘ, ΖΚ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΖΗ, ἀπο-
τομὴ τρίτη ἐστὶν ἡ ΚΘ. ῥητὴ δὲ ἡ ΚΛ, τὸ δ᾽ ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς
τρίτης περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἄλογόν ἐστιν, καὶ ἡ δυναμένη αὐτὸ ἄλο-
γός ἐστιν, καλεῖται δὲ μέσης ἀποτομὴ δευτέρα· ὥστε ἡ τὸ ΛΘ, τουτέστι
τὸ ΕΓ, δυναμένη μέσης ἀποτομή ἐστι δευτέρα.

Εἰ δὲ ἡ ΖΘ τῆς ΖΚ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ [μήκει],
καὶ οὐθετέρα τῶν ΘΖ, ΖΚ σύμμετρός ἐστι τῇ ΖΗ μήκει, ἀποτομὴ ἕκτη ἐστὶν
ἡ ΚΘ. τὸ δ᾽ ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς ἕκτης ἡ δυναμένη ἐστὶ μετὰ μέσου
μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσα. ἡ τὸ ΛΘ ἄρα, τουτέστι τὸ ΕΓ, δυναμένη μετὰ
μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 111 () Ἡ ἀποτομὴ οὐκ ἔστιν ἡ αὐτὴ τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἀποτομὴ ἡ ΑΒ· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ οὐκ ἔστιν ἡ αὐτὴ τῇ ἐκ
δύο ὀνομάτων.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω· καὶ ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ ΔΓ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ
ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβεβλήσθω ὀρθογώνιον τὸ ΓΕ πλάτος ποιοῦν τὴν
ΔΕ. ἐπεὶ οὖν ἀποτομή ἐστιν ἡ ΑΒ, ἀποτομὴ πρώτη ἐστὶν ἡ ΔΕ. ἔστω αὐτῇ
προσαρμόζουσα ἡ ΕΖ· αἱ ΔΖ, ΖΕ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι,
καὶ ἡ ΔΖ τῆς ΖΕ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΔΖ
σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει τῇ ΔΓ. πάλιν, ἐπεὶ ἐκ δύο ὀνομάτων
ἐστὶν ἡ ΑΒ, ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων πρώτη ἐστὶν ἡ ΔΕ. διῃρήσθω εἰς τὰ
ὀνόματα κατὰ τὸ Η, καὶ ἔστω μεῖζον ὄνομα τὸ ΔΗ· αἱ ΔΗ, ΗΕ ἄρα ῥηταί
εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι, καὶ ἡ ΔΗ τῆς ΗΕ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ
συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ τὸ μεῖζον ἡ ΔΗ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ
μήκει τῇ ΔΓ. καὶ ἡ ΔΖ ἄρα τῇ ΔΗ σύμμετρός ἐστι μήκει· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ
ΗΖ σύμμετρός ἐστι τῇ ΔΖ μήκει. [ἐπεὶ οὖν σύμμετρός ἐστιν ἡ ΔΖ τῇ ΗΖ,
ῥητὴ δέ ἐστιν ἡ ΔΖ, ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΗΖ. ἐπεὶ οὖν σύμμετρός ἐστιν ἡ
ΔΖ τῇ ΗΖ μήκει] ἀσύμμετρος δὲ ἡ ΔΖ τῇ ΕΖ μήκει· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶ
καὶ ἡ ΖΗ τῇ ΕΖ μήκει. αἱ ΗΖ, ΖΕ ἄρα ῥηταί [εἰσι] δυνάμει μόνον σύμμετροι·
ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΗ. ἀλλὰ καὶ ῥητή· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Ἡ ἄρα ἀποτομὴ οὐκ ἔστιν ἡ αὐτὴ τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.
[Πόρισμα]
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Ἡ ἀποτομὴ καὶ αἱ μετ᾽ αὐτὴν ἄλογοι οὔτε τῇ μέσῃ οὔτε ἀλλήλαις εἰσὶν
αἱ αὐταί.

Τὸ μὲν γὰρ ἀπὸ μέσης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ῥητὴν
καὶ ἀσύμμετρον τῇ, παρ᾽ ἣν παράκειται, μήκει, τὸ δὲ ἀπὸ ἀποτομῆς παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν πρώτην, τὸ δὲ ἀπὸ μέσης
ἀποτομῆς πρώτης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν
δευτέραν, τὸ δὲ ἀπὸ μέσης ἀποτομῆς δευτέρας παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμε-
νον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν τρίτην, τὸ δὲ ἀπὸ ἐλάσσονος παρὰ ῥητὴν
παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν τετάρτην, τὸ δὲ ἀπὸ τῆς μετὰ
ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιούσης παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ
ἀποτομὴν πέμπτην, τὸ δὲ ἀπὸ τῆς μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιούσης
παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν ἕκτην. ἐπεὶ οὖν τὰ
εἰρημένα πλάτη διαφέρει τοῦ τε πρώτου καὶ ἀλλήλων, τοῦ μὲν πρώτου,
ὅτι ῥητή ἐστιν, ἀλλήλων δέ, ἐπεὶ τῇ τάξει οὐκ εἰσὶν αἱ αὐταί, δῆλον, ὡς
καὶ αὐταὶ αἱ ἄλογοι διαφέρουσιν ἀλλήλων. καὶ ἐπεὶ δέδεικται ἡ ἀποτομὴ
οὐκ οὖσα ἡ αὐτὴ τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων, ποιοῦσι δὲ πλάτη παρὰ ῥητὴν
παραβαλλόμεναι αἱ μετὰ τὴν ἀποτομὴν ἀποτομὰς ἀκολούθως ἑκάστη τῇ
τάξει τῇ καθ᾽ αὑτήν, αἱ δὲ μετὰ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων τὰς ἐκ δύο ὀνομάτων
καὶ αὐταὶ τῇ τάξει ἀκολούθως, ἕτεραι ἄρα εἰσὶν αἱ μετὰ τὴν ἀποτομὴν καὶ
ἕτεραι αἱ μετὰ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων, ὡς εἶναι τῇ τάξει πάσας ἀλόγους
ι γ ,

Μέσην,
Ἐκ δύο ὀνομάτων,
Ἐκ δύο μέσων πρώτην,
Ἐκ δύο μέσων δευτέραν,
Μείζονα,
Ῥητὸν καὶ μέσον δυναμένην,
Δύο μέσα δυναμένην,
Ἀποτομήν,
Μέσης ἀποτομὴν πρώτην,
Μέσης ἀποτομὴν δευτέραν,
Ἐλάσσονα,
Μετὰ ῥητοῦ μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσαν,
Μετὰ μέσου μέσον τὸ ὅλον ποιοῦσαν.



Πρότασις 112 () Τὸ ἀπὸ ῥητῆς παρὰ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων παραβαλ-
λόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομήν, ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά ἐστι τοῖς τῆς ἐκ δύο
ὀνομάτων ὀνόμασι καὶ ἔτι ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ ἔτι ἡ γινομένη ἀποτομὴ τὴν
αὐτὴν ἕξει τάξιν τῇ ἐκ δύο ὀνομάτων.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὴ μὲν ἡ Α, ἐκ δύο ὀνομάτων δὲ ἡ ΒΓ, ἧς μεῖζον ὄνομα
ἔστω ἡ ΔΓ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς Α ἴσον ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓ, ΕΖ· λέγω, ὅτι ἡ
ΕΖ ἀποτομή ἐστιν, ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά ἐστι τοῖς ΓΔ, ΔΒ, καὶ ἐν τῷ
αὐτῷ λόγῳ, καὶ ἔτι ἡ ΕΖ τὴν αὐτὴν ἕξει τάξιν τῇ ΒΓ.

Ἔστω γὰρ πάλιν τῷ ἀπὸ τῆς Α ἴσον τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, Η. ἐπεὶ οὖν τὸ
ὑπὸ τῶν ΒΓ, ΕΖ ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΒΔ, Η, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν
ΒΔ, οὕτως ἡ Η πρὸς τὴν ΕΖ. μείζων δὲ ἡ ΓΒ τῆς ΒΔ· μείζων ἄρα ἐστὶ καὶ
ἡ Η τῆς ΕΖ. ἔστω τῇ Η ἴση ἡ ΕΘ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΒΔ, οὕτως
ἡ ΘΕ πρὸς τὴν ΕΖ· διελόντι ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΒΔ, οὕτως ἡ ΘΖ
πρὸς τὴν ΖΕ. γεγονέτω ὡς ἡ ΘΖ πρὸς τὴν ΖΕ, οὕτως ἡ ΖΚ πρὸς τὴν ΚΕ·
καὶ ὅλη ἄρα ἡ ΘΚ πρὸς ὅλην τὴν ΚΖ ἐστιν, ὡς ἡ ΖΚ πρὸς ΚΕ· ὡς γὰρ ἓν
τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα πρὸς
ἅπαντα τὰ ἑπόμενα. ὡς δὲ ἡ ΖΚ πρὸς ΚΕ, οὕτως ἐστὶν ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΔΒ·
καὶ ὡς ἄρα ἡ ΘΚ πρὸς ΚΖ, οὕτως ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΔΒ. σύμμετρον δὲ τὸ
ἀπὸ τῆς ΓΔ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΒ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΚ τῷ
ἀπὸ τῆς ΚΖ. καί ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΘΚ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΚΖ, οὕτως ἡ
ΘΚ πρὸς τὴν ΚΕ, ἐπεὶ αἱ τρεῖς αἱ ΘΚ, ΚΖ, ΚΕ ἀνάλογόν εἰσιν. σύμμετρος
ἄρα ἡ ΘΚ τῇ ΚΕ μήκει· ὥστε καὶ ἡ ΘΕ τῇ ΕΚ σύμμετρός ἐστι μήκει. καὶ
ἐπεὶ τὸ ἀπὸ τῆς Α ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΕΘ, ΒΔ, ῥητὸν δέ ἐστι τὸ ἀπὸ
τῆς Α, ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΕΘ, ΒΔ. καὶ παρὰ ῥητὴν τὴν ΒΔ
παράκειται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΘ καὶ σύμμετρος τῇ ΒΔ μήκει· ὥστε καὶ
ἡ σύμμετρος αὐτῇ ἡ ΕΚ ῥητή ἐστι καὶ σύμμετρος τῇ ΒΔ μήκει. ἐπεὶ οὖν
ἐστιν ὡς ἡ ΓΔ πρὸς ΔΒ, οὕτως ἡ ΖΚ πρὸς ΚΕ, αἱ δὲ ΓΔ, ΔΒ δυνάμει μόνον
εἰσὶ σύμμετροι, καὶ αἱ ΖΚ, ΚΕ δυνάμει μόνον εἰσὶ σύμμετροι. ῥητὴ δέ ἐστιν
ἡ ΚΕ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΖΚ. αἱ ΖΚ, ΚΕ ἄρα ῥηταὶ δυνάμει μόνον εἰσὶ
σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ.

Ἤτοι δὲ ἡ ΓΔ τῆς ΔΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ ἢ τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου.

Εἰ μὲν οὖν ἡ ΓΔ τῆς ΔΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου [ἑαυτῇ],
καὶ ἡ ΖΚ τῆς ΚΕ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν
σύμμετρός ἐστιν ἡ ΓΔ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΖΚ· εἰ δὲ ἡ ΒΔ, καὶ ἡ
ΚΕ· εἰ δὲ οὐδετέρα τῶν ΓΔ, ΔΒ, καὶ οὐδετέρα τῶν ΖΚ, ΚΕ.

Εἰ δὲ ἡ ΓΔ τῆς ΔΒ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ
ΖΚ τῆς ΚΕ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν ἡ ΓΔ
σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΖΚ· εἰ δὲ ἡ ΒΔ, καὶ ἡ ΚΕ· εἰ
δὲ οὐδετέρα τῶν ΓΔ, ΔΒ, καὶ οὐδετέρα τῶν ΖΚ, ΚΕ· ὥστε ἀποτομή ἐστιν
ἡ ΖΕ, ἧς τὰ ὀνόματα τὰ ΖΚ, ΚΕ σύμμετρά ἐστι τοῖς τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων
ὀνόμασι τοῖς ΓΔ, ΔΒ καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ τὴν αὐτὴν τάξιν ἔχει τῇ
ΒΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 113 () Τὸἀπὸῥητῆςπαρὰἀποτομὴνπαραβαλλόμενονπλάτος
ποιεῖ τὴν ἐκ δύο ὀνομάτων, ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά ἐστι τοῖς τῆς ἀποτομῆς
ὀνόμασι καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, ἔτι δὲ ἡ γινομένη ἐκ δύο ὀνομάτων τὴν αὐτὴν
τάξιν ἔχει τῇ ἀποτομῇ.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ῥητὴ μὲν ἡ Α, ἀποτομὴ δὲ ἡ ΒΔ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς Α
ἴσον ἔστω τὸ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΚΘ, ὥστε τὸ ἀπὸ τῆς Α ῥητῆς παρὰ τὴν
ΒΔ ἀποτομὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν ΚΘ· λέγω, ὅτι ἐκ δύο
ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΚΘ, ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά ἐστι τοῖς τῆς ΒΔ ὀνόμασι
καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ ἔτι ἡ ΚΘ τὴν αὐτὴν ἔχει τάξιν τῇ ΒΔ.

Ἔστω γὰρ τῇ ΒΔ προσαρμόζουσα ἡ ΔΓ· αἱ ΒΓ, ΓΔ ἄρα ῥηταί εἰσι
δυνάμει μόνον σύμμετροι. καὶ τῷ ἀπὸ τῆς Α ἴσον ἔστω καὶ τὸ ὑπὸ τῶν
ΒΓ, Η. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς Α· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓ, Η. καὶ παρὰ
ῥητὴν τὴν ΒΓ παραβέβληται· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ Η καὶ σύμμετρος τῇ ΒΓ
μήκει. ἐπεὶ οὖν τὸ ὑπὸ τῶν ΒΓ, Η ἴσον ἐστὶ τῷ ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΚΘ, ἀνάλογον
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΓΒ πρὸς ΒΔ, οὕτως ἡ ΚΘ πρὸς Η. μείζων δὲ ἡ ΒΓ τῆς ΒΔ·
μείζων ἄρα καὶ ἡ ΚΘ τῆς Η. κείσθω τῇ Η ἴση ἡ ΚΕ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΚΕ τῇ ΒΓ μήκει. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΓΒ πρὸς ΒΔ, οὕτως ἡ ΘΚ πρὸς ΚΕ,
ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΚΘ πρὸς ΘΕ.
γεγονέτω ὡς ἡ ΚΘ πρὸς ΘΕ, οὕτως ἡ ΘΖ πρὸς ΖΕ· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΚΖ
πρὸς ΖΘ ἐστιν, ὡς ἡ ΚΘ πρὸς ΘΕ, τουτέστιν [ὡς] ἡ ΒΓ πρὸς ΓΔ. αἱ δὲ ΒΓ,
ΓΔ δυνάμει μόνον [εἰσὶ] σύμμετροι· καὶ αἱ ΚΖ, ΖΘ ἄρα δυνάμει μόνον εἰσὶ
σύμμετροι. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΚΘ πρὸς ΘΕ, ἡ ΚΖ πρὸς ΖΘ, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΚΘ
πρὸς ΘΕ, ἡ ΘΖ πρὸς ΖΕ, καὶ ὡς ἄρα ἡ ΚΖ πρὸς ΖΘ, ἡ ΘΖ πρὸς ΖΕ· ὥστε
καὶ ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην, τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
δευτέρας· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΚΖ πρὸς ΖΕ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΚΖ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΘ. σύμμετρον δέ ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΚΖ τῷ ἀπὸ τῆς ΖΘ· αἱ γὰρ ΚΖ, ΖΘ
δυνάμει εἰσὶ σύμμετροι· σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΚΖ τῇ ΖΕ μήκει· ὥστε ἡ
ΚΖ καὶ τῇ ΚΕ σύμμετρός [ἐστι] μήκει. ῥητὴ δέ ἐστιν ἡ ΚΕ καὶ σύμμετρος
τῇ ΒΓ μήκει· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΚΖ καὶ σύμμετρος τῇ ΒΓ μήκει. καὶ ἐπεί ἐστιν
ὡς ἡ ΒΓ πρὸς ΓΔ, οὕτως ἡ ΚΖ πρὸς ΖΘ, ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς ΚΖ, οὕτως
ἡ ΔΓ πρὸς ΖΘ. σύμμετρος δὲ ἡ ΒΓ τῇ ΚΖ· σύμμετρος ἄρα καὶ ἡ ΖΘ τῇ ΓΔ
μήκει. αἱ ΒΓ, ΓΔ δὲ ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· καὶ αἱ ΚΖ, ΖΘ ἄρα
ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἐκ δύο ὀνομάτων ἐστὶν ἄρα ἡ ΚΘ.

Εἰ μὲν οὖν ἡ ΒΓ τῆς ΓΔ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ
ΚΖ τῆς ΖΘ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ συμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν σύμμετρός
ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΚΖ, εἰ δὲ ἡ ΓΔ σύμμετρός ἐστι
τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΖΘ, εἰ δὲ οὐδετέρα τῶν ΒΓ, ΓΔ, οὐδετέρα
τῶν ΚΖ, ΖΘ.

Εἰ δὲ ἡ ΒΓ τῆς ΓΔ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ἡ ΚΖ
τῆς ΖΘ μεῖζον δυνήσεται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ. καὶ εἰ μὲν σύμμετρός
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ἐστιν ἡ ΒΓ τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ μήκει, καὶ ἡ ΚΖ, εἰ δὲ ἡ ΓΔ, καὶ ἡ ΖΘ, εἰ δὲ
οὐδετέρα τῶν ΒΓ, ΓΔ, οὐδετέρα τῶν ΚΖ, ΖΘ.

Ἐκ δύο ἄρα ὀνομάτων ἐστὶν ἡ ΚΘ, ἧς τὰ ὀνόματα τὰ ΚΖ, ΖΘ σύμμετρά
[ἐστι] τοῖς τῆς ἀποτομῆς ὀνόμασι τοῖς ΒΓ, ΓΔ καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ
ἔτι ἡ ΚΘ τῇ ΒΓ τὴν αὐτὴν ἕξει τάξιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 114 () Ἐὰν χωρίον περιέχηται ὑπὸ ἀποτομῆς καὶ τῆς ἐκ δύο
ὀνομάτων, ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά τέ ἐστι τοῖς τῆς ἀποτομῆς ὀνόμασι καὶ ἐν
τῷ αὐτῷ λόγῳ, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ῥητή ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Περιεχέσθω γὰρ χωρίον τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒ, ΓΔ ὑπὸ ἀποτομῆς
τῆς ΑΒ καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων τῆς ΓΔ, ἧς μεῖζον ὄνομα ἔστω τὸ ΓΕ, καὶ
ἔστω τὰ ὀνόματα τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων τὰ ΓΕ, ΕΔ σύμμετρά τε τοῖς τῆς
ἀποτομῆς ὀνόμασι τοῖς ΑΖ, ΖΒ καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ, καὶ ἔστω ἡ τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΒ, ΓΔ δυναμένη ἡ Η· λέγω, ὅτι ῥητή ἐστιν ἡ Η.

Ἐκκείσθω γὰρ ῥητὴ ἡ Θ, καὶ τῷ ἀπὸ τῆς Θ ἴσον παρὰ τὴν ΓΔ παραβε-
βλήσθω πλάτος ποιοῦν τὴν ΚΛ· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΚΛ, ἧς τὰ ὀνόματα
ἔστω τὰ ΚΜ, ΜΛ σύμμετρα τοῖς τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων ὀνόμασι τοῖς ΓΕ,
ΕΔ καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ. ἀλλὰ καὶ αἱ ΓΕ, ΕΔ σύμμετροί τέ εἰσι ταῖς ΑΖ,
ΖΒ καὶ ἐν τῷ αὐτῷ λόγῳ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΖΒ, οὕτως ἡ ΚΜ
πρὸς ΜΛ. ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΖ πρὸς τὴν ΚΜ, οὕτως ἡ ΒΖ πρὸς τὴν
ΛΜ· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΒ πρὸς λοιπὴν τὴν ΚΛ ἐστιν ὡς ἡ ΑΖ πρὸς ΚΜ.
σύμμετρος δὲ ἡ ΑΖ τῇ ΚΜ· σύμμετρος ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΚΛ. καί ἐστιν
ὡς ἡ ΑΒ πρὸς ΚΛ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΑΒ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΚΛ·
σύμμετρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΑΒ τῷ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΚΛ. ἴσον
δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΚΛ τῷ ἀπὸ τῆς Θ· σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ὑπὸ τῶν
ΓΔ, ΑΒ τῷ ἀπὸ τῆς Θ. τῷ δὲ ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΑΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Η·
σύμμετρον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Η τῷ ἀπὸ τῆς Θ. ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ τῆς
Θ· ῥητὸν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς Η· ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ Η. καὶ δύναται τὸ
ὑπὸ τῶν ΓΔ, ΑΒ.

Ἐὰν ἄρα χωρίον περιέχηται ὑπὸ ἀποτομῆς καὶ τῆς ἐκ δύο ὀνομάτων,
ἧς τὰ ὀνόματα σύμμετρά ἐστι τοῖς τῆς ἀποτομῆς ὀνόμασι καὶ ἐν τῷ αὐτῷ
λόγῳ, ἡ τὸ χωρίον δυναμένη ῥητή ἐστιν.

Πόρισμα
Καὶ γέγονεν ἡμῖν καὶ διὰ τούτου φανερόν, ὅτι δυνατόν ἐστι ῥητὸν χω-

ρίον ὑπὸ ἀλόγων εὐθειῶν περιέχεσθαι. ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 115 () Ἀπὸμέσηςἄπειροι ἄλογοιγίνονται, καὶ οὐδεμίαοὐδεμιᾷ
τῶν πρότερον ἡ αὐτή.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω μέση ἡ Α· λέγω, ὅτι ἀπὸ τῆς Α ἄπειροι ἄλογοι γίνονται,
καὶ οὐδεμία οὐδεμιᾷ τῶν πρότερον ἡ αὐτή.

Ἐκκείσθω ῥητὴ ἡ Β, καὶ τῷ ὑπὸ τῶν Β, Α ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Γ·
ἄλογος ἄρα ἐστὶν ἡ Γ· τὸ γὰρ ὑπὸ ἀλόγου καὶ ῥητῆς ἄλογόν ἐστιν. καὶ
οὐδεμιᾷ τῶν πρότερον ἡ αὐτή· τὸ γὰρ ἀπ᾽ οὐδεμιᾶς τῶν πρότερον παρὰ
ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ μέσην. πάλιν δὴ τῷ ὑπὸ τῶν Β, Γ
ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Δ· ἄλογον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς Δ. ἄλογος ἄρα
ἐστὶν ἡ Δ· καὶ οὐδεμιᾷ τῶν πρότερον ἡ αὐτή· τὸ γὰρ ἀπ᾽ οὐδεμιᾶς τῶν
πρότερον παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ τὴν Γ. ὁμοίως δὴ τῆς
τοιαύτης τάξεως ἐπ᾽ ἄπειρον προβαινούσης φανερόν, ὅτι ἀπὸ τῆς μέσης
ἄπειροι ἄλογοι γίνονται, καὶ οὐδεμία οὐδεμιᾷ τῶν πρότερον ἡ αὐτή· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι]. 
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Ὀρισμοί

Ὀρισμοί 1 ()

(ὁρ. 1) Στερεόν ἐστι τὸ μῆκος καὶ πλάτος καὶ βάθος ἔχον.

(ὁρ. 2) Στερεοῦ δὲ πέρας ἐπιφάνεια.

(ὁρ. 3) Εὐθεῖα πρὸς ἐπίπεδον ὀρθή ἐστιν, ὅταν πρὸς πάσας τὰς ἁπτομένας
αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ [ὑποκειμένῳ] ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιῇ
γωνίας.

(ὁρ. 4) Ἐπίπεδον πρὸς ἐπίπεδον ὀρθόν ἐστιν, ὅταν αἱ τῇ κοινῇ τομῇ τῶν
ἐπιπέδων πρὸς ὀρθὰς ἀγόμεναι εὐθεῖαι ἐν ἑνὶ τῶν ἐπιπέδων τῷ
λοιπῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ὦσιν.

(ὁρ. 5) Εὐθείας πρὸς ἐπίπεδον κλίσις ἐστίν, ὅταν ἀπὸ τοῦ μετεώρου πέρα-
τος τῆς εὐθείας ἐπὶ τὸ ἐπίπεδον κάθετος ἀχθῇ, καὶ ἀπὸ τοῦ γε-
νομένου σημείου ἐπὶ τὸ ἐν τῷ ἐπιπέδῳ πέρας τῆς εὐθείας εὐθεῖα
ἐπιζευχθῇ, ἡ περιεχομένη γωνία ὑπὸ τῆς ἀχθείσης καὶ τῆς ἐφε-
στώσης.

(ὁρ. 6) Ἐπιπέδου πρὸς ἐπίπεδον κλίσις ἐστὶν ἡ περιεχομένη ὀξεῖα γωνία
ὑπὸ τῶν πρὸς ὀρθὰς τῇ κοινῇ τομῇ ἀγομένων πρὸς τῷ αὐτῷ
σημείῳ ἐν ἑκατέρῳ τῶν ἐπιπέδων.

(ὁρ. 7) Ἐπίπεδον πρὸς ἐπίπεδον ὁμοίως κεκλίσθαι λέγεται καὶ ἕτερον πρὸς
ἕτερον, ὅταν αἱ εἰρημέναι τῶν κλίσεων γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις ὦσιν.

(ὁρ. 8) Παράλληλα ἐπίπεδά ἐστι τὰ ἀσύμπτωτα.

(ὁρ. 9) Ὅμοια στερεὰ σχήματά ἐστι τὰ ὑπὸ ὁμοίων ἐπιπέδων περιεχόμενα
ἴσων τὸ πλῆθος.
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(ὁρ. 10) Ἴσα δὲ καὶ ὅμοια στερεὰ σχήματά ἐστι τὰ ὑπὸ ὁμοίων ἐπιπέδων
περιεχόμενα ἴσων τῷ πλήθει καὶ τῷ μεγέθει.

(ὁρ. 11) Στερεὰ γωνία ἐστὶν ἡ ὑπὸ πλειόνων ἢ δύο γραμμῶν ἁπτομένων
ἀλλήλων καὶ μὴ ἐν τῇ αὐτῇ ἐπιφανείᾳ οὐσῶν πρὸς πάσαις ταῖς
γραμμαῖς κλίσις. Ἄλλως· στερεὰ γωνία ἐστὶν ἡ ὑπὸ πλειόνων ἢ δύο
γωνιῶν ἐπιπέδων περιεχομένη μὴ οὐσῶν ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ
πρὸς ἑνὶ σημείῳ συνισταμένων.

(ὁρ. 12) Πυραμίς ἐστι σχῆμα στερεὸν ἐπιπέδοις περιεχόμενον ἀπὸ ἑνὸς
ἐπιπέδου πρὸς ἑνὶ σημείῳ συνεστώς.

(ὁρ. 13) Πρίσμα ἐστὶ σχῆμα στερεὸν ἐπιπέδοις περιεχόμενον, ὧν δύο τὰ
ἀπεναντίον ἴσα τε καὶ ὅμοιά ἐστι καὶ παράλληλα, τὰ δὲ λοιπὰ
παραλληλόγραμμα.

(ὁρ. 14) Σφαῖρά ἐστιν, ὅταν ἡμικυκλίου μενούσης τῆς διαμέτρου περιενε-
χθὲν τὸ ἡμικύκλιον εἰς τὸ αὐτὸ πάλιν ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο
φέρεσθαι, τὸ περιληφθὲν σχῆμα.

(ὁρ. 15) Ἄξων δὲ τῆς σφαίρας ἐστὶν ἡ μένουσα εὐθεῖα, περὶ ἣν τὸ ἡμικύκλιον
στρέφεται.

(ὁρ. 16) Κέντρον δὲ τῆς σφαίρας ἐστὶ τὸ αὐτό, ὃ καὶ τοῦ ἡμικυκλίου.

(ὁρ. 17) Διάμετρος δὲ τῆς σφαίρας ἐστὶν εὐθεῖά τις διὰ τοῦ κέντρου ἠγμένη
καὶ περατουμένη ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ὑπὸ τῆς ἐπιφανείας τῆς
σφαίρας.

(ὁρ. 18) Κῶνός ἐστιν, ὅταν ὀρθογωνίου τριγώνου μενούσης μιᾶς πλευ-
ρᾶς τῶν περὶ τὴν ὀρθὴν γωνίαν περιενεχθὲν τὸ τρίγωνον εἰς τὸ
αὐτὸ πάλιν ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο φέρεσθαι, τὸ περιληφθὲν
σχῆμα. κἂν μὲν ἡ μένουσα εὐθεῖα ἴση ᾖ τῇ λοιπῇ [τῇ] περὶ τὴν
ὀρθὴν περιφερομένῃ, ὀρθογώνιος ἔσται ὁ κῶνος, ἐὰν δὲ ἐλάττων,
ἀμβλυγώνιος, ἐὰν δὲ μείζων, ὀξυγώνιος.

(ὁρ. 19) Ἄξων δὲ τοῦ κώνου ἐστὶν ἡ μένουσα εὐθεῖα, περὶ ἣν τὸ τρίγωνον
στρέφεται.

(ὁρ. 20) Βάσις δὲ ὁ κύκλος ὁ ὑπὸ τῆς περιφερομένης εὐθείας γραφόμενος.

(ὁρ. 21) Κύλινδρός ἐστιν, ὅταν ὀρθογωνίου παραλληλογράμμου μενούσης
μιᾶς πλευρᾶς τῶν περὶ τὴν ὀρθὴν γωνίαν περιενεχθὲν τὸ παραλλη-
λόγραμμον εἰς τὸ αὐτὸ πάλιν ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο φέρε-
σθαι, τὸ περιληφθὲν σχῆμα.

(ὁρ. 22) Ἄξων δὲ τοῦ κυλίνδρου ἐστὶν ἡ μένουσα εὐθεῖα, περὶ ἣν τὸ πα-
ραλληλόγραμμον στρέφεται.
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(ὁρ. 23) Βάσεις δὲ οἱ κύκλοι οἱ ὑπὸ τῶν ἀπεναντίον περιαγομένων δύο
πλευρῶν γραφόμενοι.

(ὁρ. 24) Ὅμοιοι κῶνοι καὶ κύλινδροί εἰσιν, ὧν οἵ τε ἄξονες καὶ αἱ διάμετροι
τῶν βάσεων ἀνάλογόν εἰσιν.

(ὁρ. 25) Κύβος ἐστὶ σχῆμα στερεὸν ὑπὸ ἓξ τετραγώνων ἴσων περιεχόμενον.

(ὁρ. 26) Ὀκτάεδρόν ἐστι σχῆμα στερεὸν ὑπὸ ὀκτὼ τριγώνων ἴσων καὶ
ἰσοπλεύρων περιεχόμενον.

(ὁρ. 27) Εἰκοσάεδρόν ἐστι σχῆμα στερεὸν ὑπὸ εἴκοσι τριγώνων ἴσων καὶ
ἰσοπλεύρων περιεχόμενον.

(ὁρ. 28) Δωδεκάεδρόν ἐστι σχῆμα στερεὸν ὑπὸ δώδεκα πενταγώνων ἴσων
καὶ ἰσοπλεύρων καὶ ἰσογωνίων περιεχόμενον.

Πρότασις 1 () Εὐθείας γραμμῆς μέρος μέν τι οὐκ ἔστιν ἐν τῷ ὑποκειμένῳ,
ἐπιπέδῳ, μέρος δέ τι ἐν μετεωροτέρῳ.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, εὐθείας γραμμῆς τῆς ΑΒΓ μέρος μέν τι τὸ ΑΒ
ἔστω ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ, μέρος δέ τι τὸ ΒΓ ἐν μετεωροτέρῳ.

Ἔσται δή τις τῇ ΑΒ συνεχὴς εὐθεῖα ἐπ᾽ εὐθείας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπι-
πέδῳ. ἔστω ἡ ΒΔ· δύο ἄρα εὐθειῶν τῶν ΑΒΓ, ΑΒΔ κοινὸν τμῆμά ἐστιν
ἡ ΑΒ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον, ἐπειδήπερ ἐὰν κέντρῳ τῷ Β καὶ διαστήματι
τῷ ΑΒ κύκλον γράψωμεν, αἱ διάμετροι ἀνίσους ἀπολήψονται τοῦ κύκλου
περιφερείας.

Εὐθείας ἄρα γραμμῆς μέρος μέν τι οὐκ ἔστιν ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ,
τὸ δὲ ἐν μετεωροτέρῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 2 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι τέμνωσιν ἀλλήλας, ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ, καὶ
πᾶν τρίγωνον ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΓΔ τεμνέτωσαν ἀλλήλας κατὰ τὸ Ε
σημεῖον· λέγω, ὅτι αἱ ΑΒ, ΓΔ ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ, καὶ πᾶν τρίγωνον ἐν ἑνί
ἐστιν ἐπιπέδῳ.

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τῶν ΕΓ, ΕΒ τυχόντα σημεῖα τὰ Ζ, Η, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΓΒ, ΖΗ, καὶ διήχθωσαν αἱ ΖΘ, ΗΚ· λέγω πρῶτον, ὅτι τὸ ΕΓΒ τρίγωνον
ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ. εἰ γάρ ἐστι τοῦ ΕΓΒ τριγώνου μέρος ἤτοι τὸ ΖΘΓ ἢ
τὸ ΗΒΚ ἐν τῷ ὑποκειμένῳ [ἐπιπέδῳ], τὸ δὲ λοιπὸν ἐν ἄλλῳ, ἔσται καὶ μιᾶς
τῶν ΕΓ, ΕΒ εὐθειῶν μέρος μέν τι ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ, τὸ δὲ ἐν ἄλλῳ.
εἰ δὲ τοῦ ΕΓΒ τριγώνου τὸ ΖΓΒΗ μέρος ᾖ ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ, τὸ
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δὲ λοιπὸν ἐν ἄλλῳ, ἔσται καὶ ἀμφοτέρων τῶν ΕΓ, ΕΒ εὐθειῶν μέρος μέν
τι ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ, τὸ δὲ ἐν ἄλλῳ· ὅπερ ἄτοπον ἐδείχθη. τὸ
ἄρα ΕΓΒ τρίγωνον ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ. ἐν ᾧ δέ ἐστι τὸ ΕΓΒ τρίγωνον, ἐν
τούτῳ καὶ ἑκατέρα τῶν ΕΓ, ΕΒ, ἐν ᾧ δὲ ἑκατέρα τῶν ΕΓ, ΕΒ, ἐν τούτῳ καὶ
αἱ ΑΒ, ΓΔ. αἱ ΑΒ, ΓΔ ἄρα εὐθεῖαι ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ, καὶ πᾶν τρίγωνον
ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰν δύο ἐπίπεδα τέμνῃ ἄλληλα, ἡ κοινὴ αὐτῶν τομὴ εὐθεῖά
ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἐπίπεδα τὰ ΑΒ, ΒΓ τεμνέτω ἄλληλα, κοινὴ δὲ αὐτῶν
τομὴ ἔστω ἡ ΔΒ γραμμή· λέγω, ὅτι ἡ ΔΒ γραμμὴ εὐθεῖά ἐστιν.

Εἰ γὰρ μή, ἐπεζεύχθω ἀπὸ τοῦ Δ ἐπὶ τὸ Β ἐν μὲν τῷ ΑΒ ἐπιπέδῳ εὐθεῖα
ἡ ΔΕΒ, ἐν δὲ τῷ ΒΓ ἐπιπέδῳ εὐθεῖα ἡ ΔΖΒ. ἔσται δὴ δύο εὐθειῶν τῶν ΔΕΒ,
ΔΖΒ τὰ αὐτὰ πέρατα, καὶ περιέξουσι δηλαδὴ χωρίον· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ
ἄρα αἱ ΔΕΒ, ΔΖΒ εὐθεῖαί εἰσιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἄλλη τις ἀπὸ
τοῦ Δ ἐπὶ τὸ Β ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἔσται πλὴν τῆς ΔΒ κοινῆς τομῆς τῶν
ΑΒ, ΒΓ ἐπιπέδων.

Ἐὰν ἄρα δύο ἐπίπεδα τέμνῃ ἄλληλα, ἡ κοινὴ αὐτῶν τομὴ εὐθεῖά ἐστιν·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰν εὐθεῖα δύο εὐθείαις τεμνούσαις ἀλλήλας πρὸς ὀρθὰς
ἐπὶ τῆς κοινῆς τομῆς ἐπισταθῇ, καὶ τῷ δι᾽ αὐτῶν ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΕΖ δύο εὐθείαις ταῖς ΑΒ, ΓΔ τεμνούσαις ἀλλήλας
κατὰ τὸ Ε σημεῖον ἀπὸ τοῦ Ε πρὸς ὀρθὰς ἐφεστάτω· λέγω, ὅτι ἡ ΕΖ καὶ
τῷ διὰ τῶν ΑΒ, ΓΔ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν.

Ἀπειλήφθωσαν γὰρ αἱ ΑΕ, ΕΒ, ΓΕ, ΕΔ ἴσαι ἀλλήλαις, καὶ διήχθω τις
διὰ τοῦ Ε, ὡς ἔτυχεν, ἡ ΗΕΘ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΔ, ΓΒ, καὶ ἔτι ἀπὸ
τυχόντος τοῦ Ζ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΑ, ΖΗ, ΖΔ, ΖΓ, ΖΘ, ΖΒ. καὶ ἐπεὶ δύο
αἱ ΑΕ, ΕΔ δυσὶ ταῖς ΓΕ, ΕΒ ἴσαι εἰσὶ καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν, βάσις
ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΓΒ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΕΔ τρίγωνον τῷ ΓΕΒ τριγώνῳ
ἴσον ἔσται· ὥστε καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΑΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΒΓ ἴση [ἐστίν].
ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΕΗ γωνία τῇ ὑπὸ ΒΕΘ ἴση. δύο δὴ τρίγωνά ἐστι τὰ
ΑΗΕ, ΒΕΘ τὰς δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ
μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην τὴν πρὸς ταῖς ἴσαις γωνίαις τὴν ΑΕ τῇ ΕΒ·
καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξουσιν. ἴση ἄρα
ἡ μὲν ΗΕ τῇ ΕΘ, ἡ δὲ ΑΗ τῇ ΒΘ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΕ τῇ ΕΒ, κοινὴ δὲ
καὶ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΖΕ, βάσις ἄρα ἡ ΖΑ βάσει τῇ ΖΒ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ
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δὴ καὶ ἡ ΖΓ τῇ ΖΔ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΓΒ, ἔστι δὲ καὶ
ἡ ΖΑ τῇ ΖΒ ἴση, δύο δὴ αἱ ΖΑ, ΑΔ δυσὶ ταῖς ΖΒ, ΒΓ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα
ἑκατέρᾳ· καὶ βάσις ἡ ΖΔ βάσει τῇ ΖΓ ἐδείχθη ἴση· καὶ γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ
ΖΑΔ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΒΓ ἴση ἐστίν. καὶ ἐπεὶ πάλιν ἐδείχθη ἡ ΑΗ τῇ ΒΘ
ἴση, ἀλλὰ μὴν καὶ ἡ ΖΑ τῇ ΖΒ ἴση, δύο δὴ αἱ ΖΑ, ΑΗ δυσὶ ταῖς ΖΒ, ΒΘ
ἴσαι εἰσίν. καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΖΑΗ ἐδείχθη ἴση τῇ ὑπὸ ΖΒΘ· βάσις ἄρα ἡ
ΖΗ βάσει τῇ ΖΘ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ πάλιν ἴση ἐδείχθη ἡ ΗΕ τῇ ΕΘ, κοινὴ
δὲ ἡ ΕΖ, δύο δὴ αἱ ΗΕ, ΕΖ δυσὶ ταῖς ΘΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις ἡ ΖΗ
βάσει τῇ ΖΘ ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΗΕΖ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΘΕΖ ἴση ἐστίν.
ὀρθὴ ἄρα ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΗΕΖ, ΘΕΖ γωνιῶν. ἡ ΖΕ ἄρα πρὸς τὴν ΗΘ
τυχόντως διὰ τοῦ Ε ἀχθεῖσαν ὀρθή ἐστιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι ἡ ΖΕ καὶ
πρὸς πάσας τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει γωνίας. εὐθεῖα δὲ πρὸς ἐπίπεδον ὀρθή ἐστιν, ὅταν
πρὸς πάσας τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ
ὀρθὰς ποιῇ γωνίας· ἡ ΖΕ ἄρα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν.
τὸ δὲ ὑποκείμενον ἐπίπεδόν ἐστι τὸ διὰ τῶν ΑΒ, ΓΔ εὐθειῶν. ἡ ΖΕ ἄρα
πρὸς ὀρθάς ἐστι τῷ διὰ τῶν ΑΒ, ΓΔ ἐπιπέδῳ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα δύο εὐθείαις τεμνούσαις ἀλλήλας πρὸς ὀρθὰς ἐπὶ τῆς
κοινῆς τομῆς ἐπισταθῇ, καὶ τῷ δι᾽ αὐτῶν ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Ἐὰν εὐθεῖα τρισὶν εὐθείαις ἁπτομέναις ἀλλήλωνπρὸς ὀρθὰς
ἐπὶ τῆς κοινῆς τομῆς ἐπισταθῇ, αἱ τρεῖς εὐθεῖαι ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τρισὶν εὐθείαις ταῖς ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ πρὸς ὀρθὰς
ἐπὶ τῆς κατὰ τὸ Β ἁφῆς ἐφεστάτω· λέγω, ὅτι αἱ ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ ἐν ἑνί εἰσιν
ἐπιπέδῳ.

Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἔστωσαν αἱ μὲν ΒΔ, ΒΕ ἐν τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ, ἡ δὲ ΒΓ ἐν μετεωροτέρῳ, καὶ ἐκβεβλήσθω τὸ διὰ τῶν ΑΒ, ΒΓ
ἐπίπεδον· κοινὴν δὴ τομὴν ποιήσει ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ εὐθεῖαν.
ποιείτω τὴν ΒΖ. ἐν ἑνὶ ἄρα εἰσὶν ἐπιπέδῳ τῷ διηγμένῳ διὰ τῶν ΑΒ, ΒΓ αἱ
τρεῖς εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΒΖ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀρθή ἐστι πρὸς ἑκατέραν τῶν
ΒΔ, ΒΕ, καὶ τῷ διὰ τῶν ΒΔ, ΒΕ ἄρα ἐπιπέδῳ ὀρθή ἐστιν ἡ ΑΒ. τὸ δὲ διὰ
τῶν ΒΔ, ΒΕ ἐπίπεδον τὸ ὑποκείμενόν ἐστιν· ἡ ΑΒ ἄρα ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ
ὑποκείμενον ἐπίπεδον. ὥστε καὶ πρὸς πάσας τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας
καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει γωνίας ἡ ΑΒ. ἅπτεται
δὲ αὐτῆς ἡ ΒΖ οὖσα ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ· ἡ ἄρα ὑπὸ ΑΒΖ γωνία
ὀρθή ἐστιν. ὑπόκειται δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ὀρθή· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΖ γωνία
τῇ ὑπὸ ΑΒΓ. καί εἰσιν ἐν ἑνὶ ἐπιπέδῳ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ΒΓ
εὐθεῖα ἐν μετεωροτέρῳ ἐστὶν ἐπιπέδῳ· αἱ τρεῖς ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ
ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ.
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Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα τρισὶν εὐθείαις ἁπτομέναις ἀλλήλων ἐπὶ τῆς ἁφῆς πρὸς
ὀρθὰς ἐπισταθῇ, αἱ τρεῖς εὐθεῖαι ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ὦσιν, πα-
ράλληλοι ἔσονται αἱ εὐθεῖαι.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΓΔ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς
ἔστωσαν· λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Συμβαλλέτωσαν γὰρ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ κατὰ τὰ Β, Δ σημεῖα,
καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΔ εὐθεῖα, καὶ ἤχθω τῇ ΒΔ πρὸς ὀρθὰς ἐν τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ ἡ ΔΕ, καὶ κείσθω τῇ ΑΒ ἴση ἡ ΔΕ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΕ, ΑΕ,
ΑΔ.

Καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον, καὶ πρὸς πάσας
[ἄρα] τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ
ὀρθὰς ποιήσει γωνίας. ἅπτεται δὲ τῆς ΑΒ ἑκατέρα τῶν ΒΔ, ΒΕ οὖσα ἐν τῷ
ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΑΒΔ, ΑΒΕ γωνιῶν.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΓΔΒ, ΓΔΕ ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΒΔ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΔ δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΒ ἴσαι
εἰσίν· καὶ γωνίας ὀρθὰς περιέχουσιν· βάσις ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΒΕ ἐστιν
ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ, ἀλλὰ καὶ ἡ ΑΔ τῇ ΒΕ, δύο δὴ αἱ ΑΒ,
ΒΕ δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΑ ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις αὐτῶν κοινὴ ἡ ΑΕ· γωνία ἄρα ἡ
ὑπὸ ΑΒΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΑ ἐστιν ἴση. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΕ· ὀρθὴ ἄρα καὶ
ἡ ὑπὸ ΕΔΑ· ἡ ΕΔ ἄρα πρὸς τὴν ΔΑ ὀρθή ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ πρὸς ἑκατέραν
τῶν ΒΔ, ΔΓ ὀρθή. ἡ ΕΔ ἄρα τρισὶν εὐθείαις ταῖς ΒΔ, ΔΑ, ΔΓ πρὸς ὀρθὰς
ἐπὶ τῆς ἁφῆς ἐφέστηκεν· αἱ τρεῖς ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΒΔ, ΔΑ, ΔΓ ἐν ἑνί εἰσιν
ἐπιπέδῳ. ἐν ᾧ δὲ αἱ ΔΒ, ΔΑ, ἐν τούτῳ καὶ ἡ ΑΒ· πᾶν γὰρ τρίγωνον ἐν ἑνί
ἐστιν ἐπιπέδῳ· αἱ ἄρα ΑΒ, ΒΔ, ΔΓ εὐθεῖαι ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ. καί ἐστιν
ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΑΒΔ, ΒΔΓ γωνιῶν· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ
τῇ ΓΔ.

Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ὦσιν, παράλληλοι
ἔσονται αἱ εὐθεῖαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰν ὦσι δύο εὐθεῖαι παράλληλοι, ληφθῇ δὲ ἐφ᾽ ἑκατέρας
αὐτῶν τυχόντα σημεῖα, ἡ ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐν τῷ αὐτῷ ἐπι-
πέδῳ ἐστὶ ταῖς παραλλήλοις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι παράλληλοι αἱ ΑΒ, ΓΔ, καὶ εἰλήφθω ἐφ᾽
ἑκατέρας αὐτῶν τυχόντα σημεῖα τὰ Ε, Ζ· λέγω, ὅτι ἡ ἐπὶ τὰ Ε, Ζ σημεῖα
ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ ἐστὶ ταῖς παραλλήλοις.
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Μὴ γάρ, ἀλλ᾽ εἰ δυνατόν, ἔστω ἐν μετεωροτέρῳὡς ἡ ΕΗΖ, καὶ διήχθω διὰ
τῆς ΕΗΖ ἐπίπεδον· τομὴν δὴ ποιήσει ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ εὐθεῖαν.
ποιείτω ὡς τὴν ΕΖ· δύο ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΕΗΖ, ΕΖ χωρίον περιέξουσιν· ὅπερ
ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἡ ἀπὸ τοῦ Ε ἐπὶ τὸ Ζ ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐν
μετεωροτέρῳ ἐστὶν ἐπιπέδῳ· ἐν τῷ διὰ τῶν ΑΒ, ΓΔ ἄρα παραλλήλων ἐστὶν
ἐπιπέδῳ ἡ ἀπὸ τοῦ Ε ἐπὶ τὸ Ζ ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο εὐθεῖαι παράλληλοι, ληφθῇ δὲ ἐφ᾽ ἑκατέρας αὐτῶν
τυχόντα σημεῖα, ἡ ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ
ἐστὶ ταῖς παραλλήλοις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Ἐὰνὦσιδύοεὐθεῖαιπαράλληλοι,ἡδὲἑτέρααὐτῶνἐπιπέδῳ
τινὶ πρὸς ὀρθὰς ᾖ, καὶ ἡ λοιπὴ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο εὐθεῖαι παράλληλοι αἱ ΑΒ, ΓΔ, ἡ δὲ ἑτέρα αὐτῶν
ἡ ΑΒ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔστω· λέγω, ὅτι καὶ ἡ λοιπὴ ἡ
ΓΔ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται.

Συμβαλλέτωσαν γὰρ αἱ ΑΒ, ΓΔ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ κατὰ τὰ Β,
Δ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΔ· αἱ ΑΒ, ΓΔ, ΒΔ ἄρα ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ.
ἤχθω τῇ ΒΔ πρὸς ὀρθὰς ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ ἡ ΔΕ, καὶ κείσθω τῇ
ΑΒ ἴση ἡ ΔΕ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΕ, ΑΕ, ΑΔ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀρθή ἐστι
πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον, καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς
εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν ἡ ΑΒ· ὀρθὴ
ἄρα [ἐστὶν] ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΑΒΔ, ΑΒΕ γωνιῶν. καὶ ἐπεὶ εἰς παραλλήλους
τὰς ΑΒ, ΓΔ εὐθεῖα ἐμπέπτωκεν ἡ ΒΔ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΑΒΔ, ΓΔΒ γωνίαι δυσὶν
ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΔ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΓΔΒ· ἡ ΓΔ
ἄρα πρὸς τὴν ΒΔ ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ, κοινὴ δὲ ἡ
ΒΔ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΔ δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΒ ἴσαι εἰσίν· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΔ
γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΒ ἴση· ὀρθὴ γὰρ ἑκατέρα· βάσις ἄρα ἡ ΑΔ βάσει τῇ ΒΕ
ἴση. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΒ τῇ ΔΕ, ἡ δὲ ΒΕ τῇ ΑΔ, δύο δὴ αἱ ΑΒ,
ΒΕ δυσὶ ταῖς ΕΔ, ΔΑ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ. καὶ βάσις αὐτῶν κοινὴ ἡ
ΑΕ· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΕ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΕΔΑ ἐστιν ἴση. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ
ΑΒΕ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΕΔΑ· ἡ ΕΔ ἄρα πρὸς τὴν ΑΔ ὀρθή ἐστιν. ἔστι
δὲ καὶ πρὸς τὴν ΔΒ ὀρθή· ἡ ΕΔ ἄρα καὶ τῷ διὰ τῶν ΒΔ, ΔΑ ἐπιπέδῳ ὀρθή
ἐστιν. καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ
διὰ τῶν ΒΔΑ ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει γωνίας ἡ ΕΔ. ἐν δὲ τῷ διὰ τῶν ΒΔΑ
ἐπιπέδῳ ἐστὶν ἡ ΔΓ, ἐπειδήπερ ἐν τῷ διὰ τῶν ΒΔΑ ἐπιπέδῳ εἰσὶν αἱ ΑΒ,
ΒΔ, ἐν ᾧ δὲ αἱ ΑΒ, ΒΔ, ἐν τούτῳ ἐστὶ καὶ ἡ ΔΓ. ἡ ΕΔ ἄρα τῇ ΔΓ πρὸς
ὀρθάς ἐστιν· ὥστε καὶ ἡ ΓΔ τῇ ΔΕ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΓΔ τῇ
ΒΔ πρὸς ὀρθάς. ἡ ΓΔ ἄρα δύο εὐθείαις τεμνούσαις ἀλλήλας ταῖς ΔΕ, ΔΒ
ἀπὸ τῆς κατὰ τὸ Δ τομῆς πρὸς ὀρθὰς ἐφέστηκεν· ὥστε ἡ ΓΔ καὶ τῷ διὰ
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τῶν ΔΕ, ΔΒ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. τὸ δὲ διὰ τῶν ΔΕ, ΔΒ ἐπίπεδον τὸ
ὑποκείμενόν ἐστιν· ἡ ΓΔ ἄρα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο εὐθεῖαι παράλληλοι, ἡ δὲ μία αὐτῶν ἐπιπέδῳ τινὶ
πρὸς ὀρθὰς ᾖ, καὶ ἡ λοιπὴ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Αἱ τῇ αὐτῇ εὐθείᾳ παράλληλοι καὶ μὴ οὖσαι αὐτῇ ἐν τῷ
αὐτῷ ἐπιπέδῳ καὶ ἀλλήλαις εἰσὶ παράλληλοι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω γὰρ ἑκατέρα τῶν ΑΒ, ΓΔ τῇ ΕΖ παράλληλος μὴ οὖσαι
αὐτῇ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ· λέγω, ὅτι παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΒ τῇ ΓΔ.

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τῆς ΕΖ τυχὸν σημεῖον τὸ Η, καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ τῇ ΕΖ ἐν
μὲν τῷ διὰ τῶν ΕΖ, ΑΒ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΗΘ, ἐν δὲ τῷ διὰ τῶν
ΖΕ, ΓΔ τῇ ΕΖ πάλιν πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΗΚ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΕΖ πρὸς ἑκατέραν
τῶν ΗΘ, ΗΚ ὀρθή ἐστιν, ἡ ΕΖ ἄρα καὶ τῷ διὰ τῶν ΗΘ, ΗΚ ἐπιπέδῳ πρὸς
ὀρθάς ἐστιν. καί ἐστιν ἡ ΕΖ τῇ ΑΒ παράλληλος· καὶ ἡ ΑΒ ἄρα τῷ διὰ τῶν
ΘΗΚ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΓΔ τῷ διὰ τῶν
ΘΗΚ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ τῷ διὰ τῶν
ΘΗΚ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. ἐὰν δὲ δύο εὐθεῖαι τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ
πρὸς ὀρθὰς ὦσιν, παράλληλοί εἰσιν αἱ εὐθεῖαι· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ
ΑΒ τῇ ΓΔ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας
ἁπτομένας ἀλλήλων ὦσι μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, ἴσας γωνίας περιέξουσιν.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΒΓ ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας
τὰς ΔΕ, ΕΖ ἁπτομένας ἀλλήλων ἔστωσαν μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ· λέγω,
ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ.

Ἀπειλήφθωσαν γὰρ αἱ ΒΑ, ΒΓ, ΕΔ, ΕΖ ἴσαι ἀλλήλαις, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΔ, ΓΖ, ΒΕ, ΑΓ, ΔΖ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΒΑ τῇ ΕΔ ἴση ἐστὶ καὶ παράλληλος,
καὶ ἡ ΑΔ ἄρα τῇ ΒΕ ἴση ἐστὶ καὶ παράλληλος. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΓΖ
τῇ ΒΕ ἴση ἐστὶ καὶ παράλληλος· ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΔ, ΓΖ τῇ ΒΕ ἴση ἐστὶ
καὶ παράλληλος. αἱ δὲ τῇ αὐτῇ εὐθείᾳ παράλληλοι καὶ μὴ οὖσαι αὐτῇ ἐν
τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ καὶ ἀλλήλαις εἰσὶ παράλληλοι· παράλληλος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΑΔ τῇ ΓΖ καὶ ἴση. καὶ ἐπιζευγνύουσιν αὐτὰς αἱ ΑΓ, ΔΖ· καὶ ἡ ΑΓ ἄρα
τῇ ΔΖ ἴση ἐστὶ καὶ παράλληλος. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΑΒ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΔΕ, ΕΖ
ἴσαι εἰσίν, καὶ βάσις ἡ ΑΓ βάσει τῇ ΔΖ ἴση, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ
τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση.
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Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας ἁπτομένας
ἀλλήλων ὦσι μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, ἴσας γωνίας περιέξουσιν· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Ἀπὸ τοῦ δοθέντος σημείου μετεώρου ἐπὶ τὸ δοθὲν ἐπίπε-
δον κάθετον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν σημεῖον μετέωρον τὸ Α, τὸ δὲ δοθὲν ἐπίπεδον
τὸ ὑποκείμενον· δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ Α σημείου ἐπὶ τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον
κάθετον εὐθεῖαν γραμμὴν ἀγαγεῖν.

Διήχθω γάρ τις ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ εὐθεῖα, ὡς ἔτυχεν, ἡ ΒΓ, καὶ
ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α σημείου ἐπὶ τὴν ΒΓ κάθετος ἡ ΑΔ. εἰ μὲν οὖν ἡ ΑΔ κάθετός
ἐστι καὶ ἐπὶ τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον, γεγονὸς ἂν εἴη τὸ ἐπιταχθέν. εἰ δὲ
οὔ, ἤχθω ἀπὸ τοῦ Δ σημείου τῇ ΒΓ ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς
ἡ ΔΕ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α ἐπὶ τὴν ΔΕ κάθετος ἡ ΑΖ, καὶ διὰ τοῦ Ζ σημείου
τῇ ΒΓ παράλληλος ἤχθω ἡ ΗΘ.

Καὶ ἐπεὶ ἡ ΒΓ ἑκατέρᾳ τῶν ΔΑ, ΔΕ πρὸς ὀρθάς ἐστιν, ἡ ΒΓ ἄρα καὶ τῷ
διὰ τῶν ΕΔΑ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. καί ἐστιν αὐτῇ παράλληλος ἡ
ΗΘ· ἐὰν δὲ ὦσι δύο εὐθεῖαι παράλληλοι, ἡ δὲ μία αὐτῶν ἐπιπέδῳ τινὶ πρὸς
ὀρθὰς ᾖ, καὶ ἡ λοιπὴ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται· καὶ ἡ ΗΘ ἄρα
τῷ διὰ τῶν ΕΔ, ΔΑ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς
ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ διὰ τῶν ΕΔ, ΔΑ ἐπιπέδῳ ὀρθή
ἐστιν ἡ ΗΘ. ἅπτεται δὲ αὐτῆς ἡ ΑΖ οὖσα ἐν τῷ διὰ τῶν ΕΔ, ΔΑ ἐπιπέδῳ·
ἡ ΗΘ ἄρα ὀρθή ἐστι πρὸς τὴν ΖΑ· ὥστε καὶ ἡ ΖΑ ὀρθή ἐστι πρὸς τὴν ΘΗ.
ἔστι δὲ ἡ ΑΖ καὶ πρὸς τὴν ΔΕ ὀρθή· ἡ ΑΖ ἄρα πρὸς ἑκατέραν τῶν ΗΘ,
ΔΕ ὀρθή ἐστιν. ἐὰν δὲ εὐθεῖα δυσὶν εὐθείαις τεμνούσαις ἀλλήλας ἐπὶ τῆς
τομῆς πρὸς ὀρθὰς ἐπισταθῇ, καὶ τῷ δι᾽ αὐτῶν ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται·
ἡ ΖΑ ἄρα τῷ διὰ τῶν ΕΔ, ΗΘ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. τὸ δὲ διὰ τῶν
ΕΔ, ΗΘ ἐπίπεδόν ἐστι τὸ ὑποκείμενον· ἡ ΑΖ ἄρα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ
πρὸς ὀρθάς ἐστιν.

Ἀπὸ τοῦ ἄρα δοθέντος σημείου μετεώρου τοῦ Α ἐπὶ τὸ ὑποκείμενον
ἐπίπεδον κάθετος εὐθεῖα γραμμὴ ἦκται ἡ ΑΖ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 12 () Τῷδοθέντιἐπιπέδῳἀπὸτοῦπρὸςαὐτῷδοθέντοςσημείου
πρὸς ὀρθὰς εὐθεῖαν γραμμὴν ἀναστῆσαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω τὸ μὲν δοθὲν ἐπίπεδον τὸ ὑποκείμενον, τὸ δὲ πρὸς αὐτῷ
σημεῖον τὸ Α· δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ Α σημείου τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς
ὀρθὰς εὐθεῖαν γραμμὴν ἀναστῆσαι.
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Νενοήσθω τι σημεῖον μετέωρον τὸ Β, καὶ ἀπὸ τοῦ Β ἐπὶ τὸ ὑποκείμενον
ἐπίπεδον κάθετος ἤχθω ἡ ΒΓ, καὶ διὰ τοῦ Α σημείου τῇ ΒΓ παράλληλος
ἤχθω ἡ ΑΔ.

Ἐπεὶ οὖν δύο εὐθεῖαι παράλληλοί εἰσιν αἱ ΑΔ, ΓΒ, ἡ δὲ μία αὐτῶν ἡ
ΒΓ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν, καὶ ἡ λοιπὴ ἄρα ἡ ΑΔ τῷ
ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν.

Τῷ ἄρα δοθέντι ἐπιπέδῳ ἀπὸ τοῦ πρὸς αὐτῷ σημείου τοῦ Α πρὸς
ὀρθὰς ἀνέσταται ἡ ΑΔ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 13 () Ἀπὸ τοῦ αὐτοῦ σημείου τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ δύο εὐθεῖαι
πρὸς ὀρθὰς οὐκ ἀναστήσονται ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη.

Ἀπόδειξις. Εἰ γὰρ δυνατόν, ἀπὸ τοῦ αὐτοῦ σημείου τοῦ Α τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ δύο εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΑΓ πρὸς ὀρθὰς ἀνεστάτωσαν ἐπὶ τὰ αὐτὰ
μέρη, καὶ διήχθω τὸ διὰ τῶν ΒΑ, ΑΓ ἐπίπεδον· τομὴν δὴ ποιήσει διὰ τοῦ
Α ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ εὐθεῖαν. ποιείτω τὴν ΔΑΕ· αἱ ἄρα ΑΒ, ΑΓ,
ΔΑΕ εὐθεῖαι ἐν ἑνί εἰσιν ἐπιπέδῳ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΓΑ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ
πρὸς ὀρθάς ἐστιν, καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ
οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει γωνίας. ἅπτεται δὲ αὐτῆς
ἡ ΔΑΕ οὖσα ἐν τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ· ἡ ἄρα ὑπὸ ΓΑΕ γωνία ὀρθή ἐστιν.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΕ ὀρθή ἐστιν· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΓΑΕ τῇ ὑπὸ
ΒΑΕ. καί εἰσιν ἐν ἑνὶ ἐπιπέδῳ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.

Οὐκ ἄρα ἀπὸ τοῦ αὐτοῦ σημείου τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ δύο εὐθεῖαι πρὸς
ὀρθὰς ἀνασταθήσονται ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Πρὸς ἃ ἐπίπεδα ἡ αὐτὴ εὐθεῖα ὀρθή ἐστιν, παράλληλα
ἔσται τὰ ἐπίπεδα.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ πρὸς ἑκάτερον τῶν ΓΔ, ΕΖ ἐπιπέδων πρὸς
ὀρθὰς ἔστω· λέγω, ὅτι παράλληλά ἐστι τὰ ἐπίπεδα.

Εἰ γὰρ μή, ἐκβαλλόμενα συμπεσοῦνται. συμπιπτέτωσαν· ποιήσουσι δὴ
κοινὴν τομὴν εὐθεῖαν. ποιείτωσαν τὴν ΗΘ, καὶ εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΗΘ τυχὸν
σημεῖον τὸ Κ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΚ, ΒΚ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ ὀρθή ἐστι πρὸς
τὸ ΕΖ ἐπίπεδον, καὶ πρὸς τὴν ΒΚ ἄρα εὐθεῖαν οὖσαν ἐν τῷ ΕΖ ἐκβληθέντι
ἐπιπέδῳ ὀρθή ἐστιν ἡ ΑΒ· ἡ ἄρα ὑπὸ ΑΒΚ γωνία ὀρθή ἐστιν. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΚ ὀρθή ἐστιν. τριγώνου δὴ τοῦ ΑΒΚ αἱ δύο γωνίαι αἱ
ὑπὸ ΑΒΚ, ΒΑΚ δυσὶν ὀρθαῖς εἰσιν ἴσαι· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τὰ
ΓΔ, ΕΖ ἐπίπεδα ἐκβαλλόμενα συμπεσοῦνται· παράλληλα ἄρα ἐστὶ τὰ ΓΔ,
ΕΖ ἐπίπεδα.
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Πρὸς ἃ ἐπίπεδα ἄρα ἡ αὐτὴ εὐθεῖα ὀρθή ἐστιν, παράλληλά ἐστι τὰ
ἐπίπεδα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας
ἁπτομένας ἀλλήλων ὦσι μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ οὖσαι, παράλληλά ἐστι τὰ
δι᾽ αὐτῶν ἐπίπεδα.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων αἱ ΑΒ, ΒΓ παρὰ δύο εὐθείας
ἁπτομένας ἀλλήλων τὰς ΔΕ, ΕΖ ἔστωσαν μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ οὖσαι·
λέγω, ὅτι ἐκβαλλόμενα τὰ διὰ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ ἐπίπεδα οὐ συμπεσεῖται
ἀλλήλοις.

Ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Β σημείου ἐπὶ τὸ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἐπίπεδον κάθετος
ἡ ΒΗ καὶ συμβαλλέτω τῷ ἐπιπέδῳ κατὰ τὸ Η σημεῖον, καὶ διὰ τοῦ Η τῇ
μὲν ΕΔ παράλληλος ἤχθω ἡ ΗΘ, τῇ δὲ ΕΖ ἡ ΗΚ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΒΗ ὀρθή ἐστι
πρὸς τὸ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἐπίπεδον, καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας
αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει
γωνίας. ἅπτεται δὲ αὐτῆς ἑκατέρα τῶν ΗΘ, ΗΚ οὖσα ἐν τῷ διὰ τῶν ΔΕ,
ΕΖ ἐπιπέδῳ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΒΗΘ, ΒΗΚ γωνιῶν. καὶ
ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΒΑ τῇ ΗΘ, αἱ ἄρα ὑπὸ ΗΒΑ, ΒΗΘ γωνίαι δυσὶν
ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. ὀρθὴ δὲ ἡ ὑπὸ ΒΗΘ· ὀρθὴ ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΗΒΑ· ἡ ΗΒ ἄρα
τῇ ΒΑ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἡ ΗΒ καὶ τῇ ΒΓ ἐστι πρὸς ὀρθάς.
ἐπεὶ οὖν εὐθεῖα ἡ ΗΒ δυσὶν εὐθείαις ταῖς ΒΑ, ΒΓ τεμνούσαις ἀλλήλας πρὸς
ὀρθὰς ἐφέστηκεν, ἡ ΗΒ ἄρα καὶ τῷ διὰ τῶν ΒΑ, ΒΓ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς
ἐστιν. [διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἡ ΒΗ καὶ τῷ διὰ τῶν ΗΘ, ΗΚ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς
ἐστιν. τὸ δὲ διὰ τῶν ΗΘ, ΗΚ ἐπίπεδόν ἐστι τὸ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ· ἡ ΒΗ ἄρα
τῷ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ ἐπιπέδῳ ἐστὶ πρὸς ὀρθάς. ἐδείχθη δὲ ἡ ΗΒ καὶ τῷ διὰ
τῶν ΑΒ, ΒΓ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς]. πρὸς ἃ δὲ ἐπίπεδα ἡ αὐτὴ εὐθεῖα ὀρθή
ἐστιν, παράλληλά ἐστι τὰ ἐπίπεδα· παράλληλον ἄρα ἐστὶ τὸ διὰ τῶν ΑΒ,
ΒΓ ἐπίπεδον τῷ διὰ τῶν ΔΕ, ΕΖ.

Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας ἁπτομένας
ἀλλήλων ὦσι μὴ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, παράλληλά ἐστι τὰ δι᾽ αὐτῶν
ἐπίπεδα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Ἐὰν δύο ἐπίπεδα παράλληλα ὑπὸ ἐπιπέδου τινὸς τέμνη-
ται, αἱ κοιναὶ αὐτῶν τομαὶ παράλληλοί εἰσιν.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἐπίπεδα παράλληλα τὰ ΑΒ, ΓΔ ὑπὸ ἐπιπέδου τοῦ
ΕΖΗΘ τεμνέσθω, κοιναὶ δὲ αὐτῶν τομαὶ ἔστωσαν αἱ ΕΖ, ΗΘ· λέγω, ὅτι
παράλληλός ἐστιν ἡ ΕΖ τῇ ΗΘ.
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Εἰ γὰρ μή, ἐκβαλλόμεναι αἱ ΕΖ, ΗΘ ἤτοι ἐπὶ τὰ Ζ, Θ μέρη ἢ ἐπὶ τὰ Ε, Η
συμπεσοῦνται. ἐκβεβλήσθωσαν ὡς ἐπὶ τὰ Ζ, Θ μέρη καὶ συμπιπτέτωσαν
πρότερον κατὰ τὸ Κ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΕΖΚ ἐν τῷ ΑΒ ἐστιν ἐπιπέδῳ, καὶ πάντα
ἄρα τὰ ἐπὶ τῆς ΕΖΚ σημεῖα ἐν τῷ ΑΒ ἐστιν ἐπιπέδῳ. ἓν δὲ τῶν ἐπὶ τῆς ΕΖΚ
εὐθείας σημείων ἐστὶ τὸ Κ· τὸ Κ ἄρα ἐν τῷ ΑΒ ἐστιν ἐπιπέδῳ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ τὸ Κ καὶ ἐν τῷ ΓΔ ἐστιν ἐπιπέδῳ· τὰ ΑΒ, ΓΔ ἄρα ἐπίπεδα ἐκβαλλόμενα
συμπεσοῦνται. οὐ συμπίπτουσι δὲ διὰ τὸ παράλληλα ὑποκεῖσθαι· οὐκ ἄρα
αἱ ΕΖ, ΗΘ εὐθεῖαι ἐκβαλλόμεναι ἐπὶ τὰ Ζ, Θ μέρη συμπεσοῦνται. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι αἱ ΕΖ, ΗΘ εὐθεῖαι οὐδὲ ἐπὶ τὰ Ε, Η μέρη ἐκβαλλόμεναι
συμπεσοῦνται. αἱ δὲ ἐπὶ μηδέτερα τὰ μέρη συμπίπτουσαι παράλληλοί
εἰσιν. παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ ΗΘ.

Ἐὰν ἄρα δύο ἐπίπεδα παράλληλα ὑπὸ ἐπιπέδου τινὸς τέμνηται, αἱ
κοιναὶ αὐτῶν τομαὶ παράλληλοί εἰσιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Ἐὰν δύο εὐθεῖαι ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων τέμνωνται
εἰς τοὺς αὐτοὺς λόγους τμηθήσονται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ εὐθεῖαι αἱ ΑΒ, ΓΔ ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων τῶν
ΗΘ, ΚΛ, ΜΝ τεμνέσθωσαν κατὰ τὰ Α, Ε, Β, Γ, Ζ, Δ σημεῖα· λέγω, ὅτι ἐστὶν
ὡς ἡ ΑΕ εὐθεῖα πρὸς τὴν ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς τὴν ΖΔ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΑΓ, ΒΔ, ΑΔ, καὶ συμβαλλέτω ἡ ΑΔ τῷ ΚΛ ἐπι-
πέδῳ κατὰ τὸ Ξ σημεῖον, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΞ, ΞΖ. καὶ ἐπεὶ δύο ἐπίπεδα
παράλληλα τὰ ΚΛ, ΜΝ ὑπὸ ἐπιπέδου τοῦ ΕΒΔΞ τέμνεται, αἱ κοιναὶ αὐτῶν
τομαὶ αἱ ΕΞ, ΒΔ παράλληλοί εἰσιν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἐπεὶ δύο ἐπίπεδα πα-
ράλληλα τὰ ΗΘ, ΚΛ ὑπὸ ἐπιπέδου τοῦ ΑΞΖΓ τέμνεται, αἱ κοιναὶ αὐτῶν
τομαὶ αἱ ΑΓ, ΞΖ παράλληλοί εἰσιν. καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΒΔ παρὰ μίαν
τῶν πλευρῶν τὴν ΒΔ εὐθεῖα ἦκται ἡ ΕΞ, ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΕ
πρὸς ΕΒ, οὕτως ἡ ΑΞ πρὸς ΞΔ. πάλιν ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΔΓ παρὰ μίαν
τῶν πλευρῶν τὴν ΑΓ εὐθεῖα ἦκται ἡ ΞΖ, ἀνάλογόν ἐστιν ὡς ἡ ΑΞ πρὸς
ΞΔ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ἡ ΑΞ πρὸς ΞΔ, οὕτως ἡ ΑΕ
πρὸς ΕΒ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΕ πρὸς ΕΒ, οὕτως ἡ ΓΖ πρὸς ΖΔ.

Ἐὰν ἄρα δύο εὐθεῖαι ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων τέμνωνται, εἰς τοὺς
αὐτοὺς λόγους τμηθήσονται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Ἐὰν εὐθεῖα ἐπιπέδῳ τινὶ πρὸς ὀρθὰς ᾖ, καὶ πάντα τὰ δι᾽
αὐτῆς ἐπίπεδα τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔστω·
λέγω, ὅτι καὶ πάντα τὰ διὰ τῆς ΑΒ ἐπίπεδα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς
ὀρθάς ἐστιν.
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Ἐκβεβλήσθω γὰρ διὰ τῆς ΑΒ ἐπίπεδον τὸ ΔΕ, καὶ ἔστω κοινὴ τομὴ
τοῦ ΔΕ ἐπιπέδου καὶ τοῦ ὑποκειμένου ἡ ΓΕ, καὶ εἰλήφθω ἐπὶ τῆς ΓΕ τυχὸν
σημεῖον τὸ Ζ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ τῇ ΓΕ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἐν τῷ ΔΕ ἐπιπέδῳ
ἡ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΒ πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον ὀρθή ἐστιν, καὶ πρὸς
πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ ὀρθή ἐστιν ἡ ΑΒ· ὥστε καὶ πρὸς τὴν ΓΕ ὀρθή ἐστιν· ἡ ἄρα ὑπὸ
ΑΒΖ γωνία ὀρθή ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΗΖΒ ὀρθή· παράλληλος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΖΗ. ἡ δὲ ΑΒ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν· καὶ
ἡ ΖΗ ἄρα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. καὶ ἐπίπεδον πρὸς
ἐπίπεδον ὀρθόν ἐστιν, ὅταν αἱ τῇ κοινῇ τομῇ τῶν ἐπιπέδων πρὸς ὀρθὰς
ἀγόμεναι εὐθεῖαι ἐν ἑνὶ τῶν ἐπιπέδων τῷ λοιπῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ὦσιν.
καὶ τῇ κοινῇ τομῇ τῶν ἐπιπέδων τῇ ΓΕ ἐν ἑνὶ τῶν ἐπιπέδων τῷ ΔΕ πρὸς
ὀρθὰς ἀχθεῖσα ἡ ΖΗ ἐδείχθη τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς· τὸ ἄρα
ΔΕ ἐπίπεδον ὀρθόν ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται καὶ
πάντα τὰ διὰ τῆς ΑΒ ἐπίπεδα ὀρθὰ τυγχάνοντα πρὸς τὸ ὑποκείμενον
ἐπίπεδον.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα ἐπιπέδῳ τινὶ πρὸς ὀρθὰς ᾖ, καὶ πάντα τὰ δι᾽ αὐτῆς
ἐπίπεδα τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 19 () Ἐὰν δύο ἐπίπεδα τέμνοντα ἄλληλα ἐπιπέδῳ τινὶ πρὸς
ὀρθὰς ᾖ, καὶ ἡ κοινὴ αὐτῶν τομὴ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται.

Ἀπόδειξις. Δύο γὰρ ἐπίπεδα τὰ ΑΒ, ΒΓ τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρ-
θὰς ἔστω, κοινὴ δὲ αὐτῶν τομὴ ἔστω ἡ ΒΔ· λέγω, ὅτι ἡ ΒΔ τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν.

Μὴ γάρ, καὶ ἤχθωσαν ἀπὸ τοῦ Δ σημείου ἐν μὲν τῷ ΑΒ ἐπιπέδῳ τῇ ΑΔ
εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΔΕ, ἐν δὲ τῷ ΒΓ ἐπιπέδῳ τῇ ΓΔ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΔΖ. καὶ
ἐπεὶ τὸ ΑΒ ἐπίπεδον ὀρθόν ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον, καὶ τῇ κοινῇ αὐτῶν
τομῇ τῇ ΑΔ πρὸς ὀρθὰς ἐν τῷ ΑΒ ἐπιπέδῳ ἦκται ἡ ΔΕ, ἡ ΔΕ ἄρα ὀρθή
ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΔΖ ὀρθή
ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον. ἀπὸ τοῦ αὐτοῦ ἄρα σημείου τοῦ Δ
τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ δύο εὐθεῖαι πρὸς ὀρθὰς ἀνεσταμέναι εἰσὶν ἐπὶ τὰ
αὐτὰ μέρη· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα τῷ ὑποκειμένῳ ἐπιπέδῳ ἀπὸ
τοῦ Δ σημείου ἀνασταθήσεται πρὸς ὀρθὰς πλὴν τῆς ΔΒ κοινῆς τομῆς τῶν
ΑΒ, ΒΓ ἐπιπέδων.

Ἐὰν ἄρα δύο ἐπίπεδα τέμνοντα ἄλληλα ἐπιπέδῳ τινὶ πρὸς ὀρθὰς ᾖ,
καὶ ἡ κοινὴ αὐτῶν τομὴ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἔσται· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 
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Πρότασις 20 () Ἐὰν στερεὰ γωνία ὑπὸ τριῶν γωνιῶν ἐπιπέδων περιέχη-
ται, δύο ὁποιαιοῦν τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι.

Ἀπόδειξις. Στερεὰ γὰρ γωνία ἡ πρὸς τῷ Α ὑπὸ τριῶν γωνιῶν ἐπιπέδων
τῶν ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ περιεχέσθω· λέγω, ὅτι τῶν ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ
γωνιῶν δύο ὁποιαιοῦν τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι.

Εἰ μὲν οὖν αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, φανερόν,
ὅτι δύο ὁποιαιοῦν τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσιν. εἰ δὲ οὔ, ἔστω μείζων ἡ ὑπὸ
ΒΑΓ, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ
ὑπὸ ΔΑΒ γωνίᾳ ἐν τῷ διὰ τῶν ΒΑΓ ἐπιπέδῳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΕ, καὶ κείσθω
τῇ ΑΔ ἴση ἡ ΑΕ, καὶ διὰ τοῦ Ε σημείου διαχθεῖσα ἡ ΒΕΓ τεμνέτω τὰς ΑΒ,
ΑΓ εὐθείας κατὰ τὰ Β, Γ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΔΒ, ΔΓ. καὶ ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΑΒ, δύο δυσὶν ἴσαι· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΔΑΒ
γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΑΕ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΔΒ βάσει τῇ ΒΕ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ
δύο αἱ ΒΔ, ΔΓ τῆς ΒΓ μείζονές εἰσιν, ὧν ἡ ΔΒ τῇ ΒΕ ἐδείχθη ἴση, λοιπὴ ἄρα
ἡ ΔΓ λοιπῆς τῆς ΕΓ μείζων ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΔΑ τῇ ΑΕ, κοινὴ δὲ
ἡ ΑΓ, καὶ βάσις ἡ ΔΓ βάσεως τῆς ΕΓ μείζων ἐστίν, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΔΑΓ
γωνίας τῆς ὑπὸ ΕΑΓ μείζων ἐστίν. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΔΑΒ τῇ ὑπὸ ΒΑΕ
ἴση· αἱ ἄρα ὑπὸ ΔΑΒ, ΔΑΓ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ μείζονές εἰσιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν,
ὅτι καὶ αἱ λοιπαὶ σύνδυο λαμβανόμεναι τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσιν.

Ἐὰν ἄρα στερεὰ γωνία ὑπὸ τριῶν γωνιῶν ἐπιπέδων περιέχηται, δύο
ὁποιαιοῦν τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 

Πρότασις 21 () Ἅπασα στερεὰ γωνία ὑπὸ ἐλασσόνων [ἢ] τεσσάρων
ὀρθῶν γωνιῶν ἐπιπέδων περιέχεται.

Ἀπόδειξις. Ἔστω στερεὰ γωνία ἡ πρὸς τῷ Α περιεχομένη ὑπὸ ἐπιπέδων
γωνιῶν τῶν ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ· λέγω, ὅτι αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ τεσ-
σάρων ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν.

Εἰλήφθω γὰρ ἐφ᾽ ἑκάστης τῶν ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ τυχόντα σημεῖα τὰ Β, Γ, Δ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΒΓ, ΓΔ, ΔΒ. καὶ ἐπεὶ στερεὰ γωνία ἡ πρὸς τῷ Β ὑπὸ τριῶν
γωνιῶν ἐπιπέδων περιέχεται τῶν ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ, ΓΒΔ, δύο ὁποιαιοῦν τῆς
λοιπῆς μείζονές εἰσιν· αἱ ἄρα ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ τῆς ὑπὸ ΓΒΔ μείζονές εἰσιν.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ αἱ μὲν ὑπὸ ΒΓΑ, ΑΓΔ τῆς ὑπὸ ΒΓΔ μείζονές εἰσιν, αἱ
δὲ ὑπὸ ΓΔΑ, ΑΔΒ τῆς ὑπὸ ΓΔΒ μείζονές εἰσιν· αἱ ἓξ ἄρα γωνίαι αἱ ὑπὸ
ΓΒΑ, ΑΒΔ, ΒΓΑ, ΑΓΔ, ΓΔΑ, ΑΔΒ τριῶν τῶν ὑπὸ ΓΒΔ, ΒΓΔ, ΓΔΒ μείζονές
εἰσιν. ἀλλὰ αἱ τρεῖς αἱ ὑπὸ ΓΒΔ, ΒΔΓ, ΒΓΔ δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν· αἱ ἓξ
ἄρα αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΒΔ, ΒΓΑ, ΑΓΔ, ΓΔΑ, ΑΔΒ δύο ὀρθῶν μείζονές εἰσιν. καὶ
ἐπεὶ ἑκάστου τῶν ΑΒΓ, ΑΓΔ, ΑΔΒ τριγώνων αἱ τρεῖς γωνίαι δυσὶν ὀρθαῖς
ἴσαι εἰσίν, αἱ ἄρα τῶν τριῶν τριγώνων ἐννέα γωνίαι αἱ ὑπὸ ΓΒΑ, ΑΓΒ,
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ΒΑΓ, ΑΓΔ, ΓΔΑ, ΓΑΔ, ΑΔΒ, ΔΒΑ, ΒΑΔ ἓξ ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν, ὧν αἱ ὑπὸ ΑΒΓ,
ΒΓΑ, ΑΓΔ, ΓΔΑ, ΑΔΒ, ΔΒΑ ἓξ γωνίαι δύο ὀρθῶν εἰσι μείζονες· λοιπαὶ ἄρα
αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΓΑΔ, ΔΑΒ τρεῖς [γωνίαι] περιέχουσαι τὴν στερεὰν γωνίαν
τεσσάρων ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν.

Ἅπασα ἄρα στερεὰ γωνία ὑπὸ ἐλασσόνων [ἢ] τεσσάρων ὀρθῶν γωνιῶν
ἐπιπέδων περιέχεται· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 22 () Ἐὰν ὦσι τρεῖς γωνίαι ἐπίπεδοι, ὧν αἱ δύο τῆς λοιπῆς
μείζονές εἰσιπάντῃμεταλαμβανόμεναι,περιέχωσιδὲαὐτὰς ἴσαι εὐθεῖαι, δυνατόν
ἐστιν ἐκ τῶν ἐπιζευγνυουσῶν τὰς ἴσας εὐθείας τρίγωνον συστήσασθαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τρεῖς γωνίαι ἐπίπεδοι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ, ὧν
αἱ δύο τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι, αἱ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ,
ΔΕΖ τῆς ὑπὸ ΗΘΚ, αἱ δὲ ὑπὸ ΔΕΖ, ΗΘΚ τῆς ὑπὸ ΑΒΓ, καὶ ἔτι αἱ ὑπὸ
ΗΘΚ, ΑΒΓ τῆς ὑπὸ ΔΕΖ, καὶ ἔστωσαν ἴσαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ
εὐθεῖαι, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ· λέγω, ὅτι δυνατόν ἐστιν ἐκ τῶν
ἴσων ταῖς ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ τρίγωνον συστήσασθαι, τουτέστιν ὅτι τῶν ΑΓ, ΔΖ,
ΗΚ δύο ὁποιαιοῦν τῆς λοιπῆς μείζονές εἰσιν.

Εἰ μὲν οὖν αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ γωνίαι ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, φανερόν,
ὅτι καὶ τῶν ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ ἴσων γινομένων δυνατόν ἐστιν ἐκ τῶν ἴσων ταῖς ΑΓ,
ΔΖ, ΗΚ τρίγωνον συστήσασθαι. εἰ δὲ οὔ, ἔστωσαν ἄνισοι, καὶ συνεστάτω
πρὸς τῇ ΘΚ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Θ τῇ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ
ἴση ἡ ὑπὸ ΚΘΛ· καὶ κείσθω μιᾷ τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ ἴση ἡ ΘΛ,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΛ, ΗΛ. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΑΒ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΚΘ, ΘΛ
ἴσαι εἰσίν, καὶ γωνία ἡ πρὸς τῷ Β γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΚΘΛ ἴση, βάσις ἄρα ἡ ΑΓ
βάσει τῇ ΚΛ ἴση. καὶ ἐπεὶ αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΗΘΚ τῆς ὑπὸ ΔΕΖ μείζονές εἰσιν,
ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ τῇ ὑπὸ ΚΘΛ, ἡ ἄρα ὑπὸ ΗΘΛ τῆς ὑπὸ ΔΕΖ μείζων
ἐστίν. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΗΘ, ΘΛ δύο ταῖς ΔΕ, ΕΖ ἴσαι εἰσίν, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ
ΗΘΛ γωνίας τῆς ὑπὸ ΔΕΖ μείζων, βάσις ἄρα ἡ ΗΛ βάσεως τῆς ΔΖ μείζων
ἐστίν. ἀλλὰ αἱ ΗΚ, ΚΛ τῆς ΗΛ μείζονές εἰσιν. πολλῷ ἄρα αἱ ΗΚ, ΚΛ τῆς
ΔΖ μείζονές εἰσιν. ἴση δὲ ἡ ΚΛ τῇ ΑΓ· αἱ ΑΓ, ΗΚ ἄρα τῆς λοιπῆς τῆς ΔΖ
μείζονές εἰσιν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ αἱ μὲν ΑΓ, ΔΖ τῆς ΗΚ μείζονές
εἰσιν, καὶ ἔτι αἱ ΔΖ, ΗΚ τῆς ΑΓ μείζονές εἰσιν. δυνατὸν ἄρα ἐστὶν ἐκ τῶν
ἴσων ταῖς ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ τρίγωνον συστήσασθαι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 23 () Ἐκ τριῶν γωνιῶν ἐπιπέδων, ὧν αἱ δύο τῆς λοιπῆς μείζονές
εἰσι πάντῃ μεταλαμβανόμεναι, στερεὰν γωνίαν συστήσασθαι· δεῖ δὴ τὰς τρεῖς
τεσσάρων ὀρθῶν ἐλάσσονας εἶναι.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι τρεῖς γωνίαι ἐπίπεδοι αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ,
ΗΘΚ, ὧν αἱ δύο τῆς λοιπῆς μείζονες ἔστωσαν πάντῃ μεταλαμβανόμεναι,
ἔτι δὲ αἱ τρεῖς τεσσάρων ὀρθῶν ἐλάσσονες· δεῖ δὴ ἐκ τῶν ἴσων ταῖς ὑπὸ
ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ στερεὰν γωνίαν συστήσασθαι.

Ἀπειλήφθωσαν ἴσαι αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ· δυνατὸν ἄρα ἐστὶν ἐκ τῶν ἴσων ταῖς ΑΓ, ΔΖ, ΗΚ τρίγωνον
συστήσασθαι. συνεστάτω τὸ ΛΜΝ, ὥστε ἴσην εἶναι τὴν μὲν ΑΓ τῇ ΛΜ,
τὴν δὲ ΔΖ τῇ ΜΝ, καὶ ἔτι τὴν ΗΚ τῇ ΝΛ, καὶ περιγεγράφθω περὶ τὸ ΛΜΝ
τρίγωνον κύκλος ὁ ΛΜΝ καὶ εἰλήφθω αὐτοῦ τὸ κέντρον καὶ ἔστω τὸ Ξ,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΞ, ΜΞ, ΝΞ· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒ μείζων ἐστὶ τῆς ΛΞ. εἰ
γὰρ μή, ἤτοι ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΛΞ ἢ ἐλάττων. ἔστω πρότερον ἴση. καὶ
ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΛΞ, ἀλλὰ ἡ μὲν ΑΒ τῇ ΒΓ ἐστιν ἴση, ἡ δὲ ΞΛ τῇ
ΞΜ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΓ δύο ταῖς ΛΞ, ΞΜ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ
βάσις ἡ ΑΓ βάσει τῇ ΛΜ ὑπόκειται ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΛΞΜ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΔΕΖ τῇ ὑπὸ ΜΞΝ
ἐστιν ἴση, καὶ ἔτι ἡ ὑπὸ ΗΘΚ τῇ ὑπὸ ΝΞΛ· αἱ ἄρα τρεῖς αἱ ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ,
ΗΘΚ γωνίαι τρισὶ ταῖς ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ εἰσιν ἴσαι. ἀλλὰ αἱ τρεῖς αἱ
ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ τέτταρσιν ὀρθαῖς εἰσιν ἴσαι· καὶ αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ὑπὸ
ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ τέτταρσιν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσίν. ὑπόκεινται δὲ καὶ τεσσάρων
ὀρθῶν ἐλάσσονες· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ἡ ΑΒ τῇ ΛΞ ἴση ἐστίν. λέγω δή,
ὅτι οὐδὲ ἐλάττων ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς ΛΞ. εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω· καὶ κείσθω
τῇ μὲν ΑΒ ἴση ἡ ΞΟ, τῇ δὲ ΒΓ ἴση ἡ ΞΠ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΟΠ. καὶ ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΒΓ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ΞΟ τῇ ΞΠ· ὥστε καὶ λοιπὴ ἡ ΛΟ τῇ ΠΜ
ἐστιν ἴση. παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΛΜ τῇ ΟΠ, καὶ ἰσογώνιον τὸ ΛΜΞ τῷ
ΟΠΞ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΞΛ πρὸς ΛΜ, οὕτως ἡ ΞΟ πρὸς ΟΠ· ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΛΞ
πρὸς ΞΟ, οὕτως ἡ ΛΜ πρὸς ΟΠ. μείζων δὲ ἡ ΛΞ τῆς ΞΟ· μείζων ἄρα καὶ
ἡ ΛΜ τῆς ΟΠ. ἀλλὰ ἡ ΛΜ κεῖται τῇ ΑΓ ἴση· καὶ ἡ ΑΓ ἄρα τῆς ΟΠ μείζων
ἐστίν. ἐπεὶ οὖν δύο αἱ ΑΒ, ΒΓ δυσὶ ταῖς ΟΞ, ΞΠ ἴσαι εἰσίν, καὶ βάσις ἡ ΑΓ
βάσεως τῆς ΟΠ μείζων ἐστίν, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΓ γωνίας τῆς ὑπὸ ΟΞΠ
μείζων ἐστίν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΔΕΖ τῆς ὑπὸ ΜΞΝ
μείζων ἐστίν, ἡ δὲ ὑπὸ ΗΘΚ τῆς ὑπὸ ΝΞΛ. αἱ ἄρα τρεῖς γωνίαι αἱ ὑπὸ
ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ τριῶν τῶν ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ μείζονές εἰσιν. ἀλλὰ αἱ
ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ τεσσάρων ὀρθῶν ἐλάσσονες ὑπόκεινται· πολλῷ ἄρα
αἱ ὑπὸ ΛΞΜ, ΜΞΝ, ΝΞΛ τεσσάρων ὀρθῶν ἐλάσσονές εἰσιν. ἀλλὰ καὶ ἴσαι·
ὅπερ ἐστὶν ἄτοπον. οὐκ ἄρα ἡ ΑΒ ἐλάσσων ἐστὶ τῆς ΛΞ. ἐδείχθη δέ, ὅτι
οὐδὲ ἴση· μείζων ἄρα ἡ ΑΒ τῆς ΛΞ. ἀνεστάτω δὴ ἀπὸ τοῦ Ξ σημείου τῷ
τοῦ ΛΜΝ κύκλου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΞΡ, καὶ ᾧ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς
ΑΒ τετράγωνον τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΞ, ἐκείνῳ ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς ΞΡ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΡΞ ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΛΜΝ
κύκλου ἐπίπεδον, καὶ πρὸς ἑκάστην ἄρα τῶν ΛΞ, ΜΞ, ΝΞ ὀρθή ἐστιν ἡ
ΡΞ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΛΞ τῇ ΞΜ, κοινὴ δὲ καὶ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΞΡ, βάσις
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ἄρα ἡ ΡΛ βάσει τῇ ΡΜ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΡΝ ἑκατέρᾳ τῶν
ΡΛ, ΡΜ ἐστιν ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΡΛ, ΡΜ, ΡΝ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. καὶ ἐπεὶ
ᾧ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΞ, ἐκείνῳ ἴσον ὑπόκειται τὸ
ἀπὸ τῆς ΞΡ, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΛΞ, ΞΡ. τοῖς δὲ
ἀπὸ τῶν ΛΞ, ΞΡ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΛΡ· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΛΞΡ· τὸ ἄρα
ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΡΛ· ἴση ἄρα ἡ ΑΒ τῇ ΡΛ. ἀλλὰ τῇ μὲν
ΑΒ ἴση ἐστὶν ἑκάστη τῶν ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ, τῇ δὲ ΡΛ ἴση ἑκατέρα τῶν
ΡΜ, ΡΝ· ἑκάστη ἄρα τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΔΕ, ΕΖ, ΗΘ, ΘΚ ἑκάστῃ τῶν ΡΛ, ΡΜ,
ΡΝ ἴση ἐστίν. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΛΡ, ΡΜ δυσὶ ταῖς ΑΒ, ΒΓ ἴσαι εἰσίν, καὶ βάσις
ἡ ΛΜ βάσει τῇ ΑΓ ὑπόκειται ἴση, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΛΡΜ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΑΒΓ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ μὲν ὑπὸ ΜΡΝ τῇ ὑπὸ ΔΕΖ ἐστιν ἴση,
ἡ δὲ ὑπὸ ΛΡΝ τῇ ὑπὸ ΗΘΚ.

Ἐκ τριῶν ἄρα γωνιῶν ἐπιπέδων τῶν ὑπὸ ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ, αἵ εἰσιν ἴσαι
τρισὶ ταῖς δοθείσαις ταῖς ὑπὸ ΑΒΓ, ΔΕΖ, ΗΘΚ, στερεὰ γωνία συνέσταται
ἡ πρὸς τῷ Ρ περιεχομένη ὑπὸ τῶν ΛΡΜ, ΜΡΝ, ΛΡΝ γωνιῶν· ὅπερ ἔδει
ποιῆσαι.

Λῆμμα
Ὃν δὲ τρόπον, ᾧ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΞ, ἐκείνῳ

ἴσον λαβεῖν ἔστι τὸ ἀπὸ τῆς ΞΡ, δείξομεν οὕτως. ἐκκείσθωσαν αἱ ΑΒ, ΛΞ
εὐθεῖαι, καὶ ἔστω μείζων ἡ ΑΒ, καὶ γεγράφθω ἐπ᾽ αὐτῆς ἡμικύκλιον τὸ ΑΒΓ,
καὶ εἰς τὸ ΑΒΓ ἡμικύκλιον ἐνηρμόσθω τῇ ΛΞ εὐθείᾳ μὴ μείζονι οὔσῃ τῆς
ΑΒ διαμέτρου ἴση ἡ ΑΓ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΓΒ. ἐπεὶ οὖν ἐν ἡμικυκλίῳ τῷ
ΑΓΒ γωνία ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΓΒ, ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΓΒ. τὸ ἄρα ἀπὸ
τῆς ΑΒ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. ὥστε τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΑΓ μεῖζόν ἐστι τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ. ἴση δὲ ἡ ΑΓ τῇ ΛΞ. τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΒ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΞ μεῖζόν ἐστι τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ. ἐὰν οὖν τῇ ΒΓ ἴσην τὴν ΞΡ
ἀπολάβωμεν, ἔσται τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΞ μεῖζον τῷ ἀπὸ τῆς
ΞΡ· ὅπερ προέκειτο ποιῆσαι. 

Πρότασις 24 () Ἐὰν στερεὸν ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων περιέχηται, τὰ
ἀπεναντίον αὐτοῦ ἐπίπεδα ἴσα τε καὶ παραλληλόγραμμά ἐστιν.

Ἀπόδειξις. Στερεὸν γὰρ τὸ ΓΔΘΗ ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων περιεχέσθω
τῶν ΑΓ, ΗΖ, ΑΘ, ΔΖ, ΒΖ, ΑΕ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπεναντίον αὐτοῦ ἐπίπεδα ἴσα
τε καὶ παραλληλόγραμμά ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ δύο ἐπίπεδα παράλληλα τὰ ΒΗ, ΓΕ ὑπὸ ἐπιπέδου τοῦ ΑΓ
τέμνεται, αἱ κοιναὶ αὐτῶν τομαὶ παράλληλοί εἰσιν. παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ
ΑΒ τῇ ΔΓ. πάλιν, ἐπεὶ δύο ἐπίπεδα παράλληλα τὰ ΒΖ, ΑΕ ὑπὸ ἐπιπέδου
τοῦ ΑΓ τέμνεται, αἱ κοιναὶ αὐτῶν τομαὶ παράλληλοί εἰσιν. παράλληλος
ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΓ τῇ ΑΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΔΓ παράλληλος· παραλλη-
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λόγραμμον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΓ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἕκαστον τῶν ΔΖ,
ΖΗ, ΗΒ, ΒΖ, ΑΕ παραλληλόγραμμόν ἐστιν.

Ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΘ, ΔΖ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ μὲν ΑΒ τῇ ΔΓ,
ἡ δὲ ΒΘ τῇ ΓΖ, δύο δὴ αἱ ΑΒ, ΒΘ ἁπτόμεναι ἀλλήλων παρὰ δύο εὐθείας
τὰς ΔΓ, ΓΖ ἁπτομένας ἀλλήλων εἰσὶν οὐκ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ· ἴσας ἄρα
γωνίας περιέξουσιν· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΓΖ. καὶ ἐπεὶ δύο
αἱ ΑΒ, ΒΘ δυσὶ ταῖς ΔΓ, ΓΖ ἴσαι εἰσίν, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΔΓΖ ἐστιν ἴση, βάσις ἄρα ἡ ΑΘ βάσει τῇ ΔΖ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΑΒΘ
τρίγωνον τῷ ΔΓΖ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν. καί ἐστι τοῦ μὲν ΑΒΘ διπλάσιον τὸ
ΒΗ παραλληλόγραμμον, τοῦ δὲ ΔΓΖ διπλάσιον τὸ ΓΕ παραλληλόγραμμον·
ἴσον ἄρα τὸ ΒΗ παραλληλόγραμμον τῷ ΓΕ παραλληλογράμμῳ. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ τὸ μὲν ΑΓ τῷ ΗΖ ἐστιν ἴσον, τὸ δὲ ΑΕ τῷ ΒΖ.

Ἐὰν ἄρα στερεὸν ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων περιέχηται, τὰ ἀπενα-
ντίον αὐτοῦ ἐπίπεδα ἴσα τε καὶ παραλληλόγραμμά ἐστιν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 25 () Ἐὰνστερεὸνπαραλληλεπίπεδον ἐπιπέδῳτμηθῇπαραλ-
λήλῳ ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις, ἔσται ὡς ἡ βάσις πρὸς τὴν βάσιν, οὕτως
τὸ στερεὸν πρὸς τὸ στερεόν.

Ἀπόδειξις. Στερεὸν γὰρ παραλληλεπίπεδον τὸ ΑΒΓΔ ἐπιπέδῳ τῷ ΖΗ
τετμήσθω παραλλήλῳ ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις τοῖς ΡΑ, ΔΘ· λέγω,
ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΕΖΦ βάσις πρὸς τὴν ΕΘΓΖ βάσιν, οὕτως τὸ ΑΒΖΥ στερεὸν
πρὸς τὸ ΕΗΓΔ στερεόν.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΑΘ ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη, καὶ κείσθωσαν τῇ μὲν ΑΕ
ἴσαι ὁσαιδηποτοῦν αἱ ΑΚ, ΚΛ, τῇ δὲ ΕΘ ἴσαι ὁσαιδηποτοῦν αἱ ΘΜ, ΜΝ,
καὶ συμπεπληρώσθω τὰ ΛΟ, ΚΦ, ΘΧ, ΜΣ παραλληλόγραμμα καὶ τὰ ΛΠ,
ΚΡ, ΔΜ, ΜΤ στερεά. καὶ ἐπεὶ ἴσαι εἰσὶν αἱ ΛΚ, ΚΑ, ΑΕ εὐθεῖαι ἀλλήλαις,
ἴσα ἐστὶ καὶ τὰ μὲν ΛΟ, ΚΦ, ΑΖ παραλληλόγραμμα ἀλλήλοις, τὰ δὲ ΚΞ,
ΚΒ, ΑΗ ἀλλήλοις καὶ ἔτι τὰ ΛΨ, ΚΠ, ΑΡ ἀλλήλοις· ἀπεναντίον γάρ. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὰ μὲν ΕΓ, ΘΧ, ΜΣ παραλληλόγραμμα ἴσα εἰσὶν ἀλλήλοις,
τὰ δὲ ΘΗ, ΘΙ, ΙΝ ἴσα εἰσὶν ἀλλήλοις, καὶ ἔτι τὰ ΔΘ, ΜΩ, ΝΤ· τρία ἄρα
ἐπίπεδα τῶν ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ στερεῶν τρισὶν ἐπιπέδοις ἐστὶν ἴσα. ἀλλὰ τὰ
τρία τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἐστὶν ἴσα· τὰ ἄρα τρία στερεὰ τὰ ΛΠ, ΚΡ, ΑΥ
ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὰ τρία στερεὰ τὰ ΕΔ, ΔΜ, ΜΤ
ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὁσαπλασίων ἄρα ἐστὶν ἡ ΛΖ βάσις τῆς ΑΖ βάσεως,
τοσαυταπλάσιόν ἐστι καὶ τὸ ΛΥ στερεὸν τοῦ ΑΥ στερεοῦ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ ὁσαπλασίων ἐστὶν ἡ ΝΖ βάσις τῆς ΖΘ βάσεως, τοσαυταπλάσιόν ἐστι
καὶ τὸ ΝΥ στερεὸν τοῦ ΘΥ στερεοῦ. καὶ εἰ ἴση ἐστὶν ἡ ΛΖ βάσις τῇ ΝΖ
βάσει, ἴσον ἐστὶ καὶ τὸ ΛΥ στερεὸν τῷ ΝΥ στερεῷ, καὶ εἰ ὑπερέχει ἡ ΛΖ
βάσις τῆς ΝΖ βάσεως, ὑπερέχει καὶ τὸ ΛΥ στερεὸν τοῦ ΝΥ στερεοῦ, καὶ εἰ
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ἐλλείπει, ἐλλείπει. τεσσάρων δὴ ὄντων μεγεθῶν, δύο μὲν βάσεων τῶν ΑΖ,
ΖΘ, δύο δὲ στερεῶν τῶν ΑΥ, ΥΘ, εἴληπται ἰσάκις πολλαπλάσια τῆς μὲν
ΑΖ βάσεως καὶ τοῦ ΑΥ στερεοῦ ἥ τε ΛΖ βάσις καὶ τὸ ΛΥ στερεόν, τῆς δὲ
ΘΖ βάσεως καὶ τοῦ ΘΥ στερεοῦ ἥ τε ΝΖ βάσις καὶ τὸ ΝΥ στερεόν, καὶ
δέδεικται, ὅτι εἰ ὑπερέχει ἡ ΛΖ βάσις τῆς ΖΝ βάσεως, ὑπερέχει καὶ τὸ ΛΥ
στερεὸν τοῦ ΝΥ [στερεοῦ], καὶ εἰ ἴση, ἴσον, καὶ εἰ ἐλλείπει, ἐλλείπει. ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ ΑΖ βάσις πρὸς τὴν ΖΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΑΥ στερεὸν πρὸς τὸ ΥΘ
στερεόν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 26 () Πρὸς τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῇ
δοθείσῃ στερεᾷ γωνίᾳ ἴσην στερεὰν γωνίαν συστήσασθαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ πρὸς αὐτῇ δοθὲν σημεῖον
τὸ Α, ἡ δὲ δοθεῖσα στερεὰ γωνία ἡ πρὸς τῷ Δ περιεχομένη ὑπὸ τῶν ὑπὸ
ΕΔΓ, ΕΔΖ, ΖΔΓ γωνιῶν ἐπιπέδων· δεῖ δὴ πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς
αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ πρὸς τῷ Δ στερεᾷ γωνίᾳ ἴσην στερεὰν γωνίαν
συστήσασθαι.

Εἰλήφθω γὰρ ἐπὶ τῆς ΔΖ τυχὸν σημεῖον τὸ Ζ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ
τὸ διὰ τῶν ΕΔ, ΔΓ ἐπίπεδον κάθετος ἡ ΖΗ, καὶ συμβαλλέτω τῷ ἐπιπέδῳ
κατὰ τὸ Η, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΗ, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ
τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ μὲν ὑπὸ ΕΔΓ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΛ, τῇ δὲ
ὑπὸ ΕΔΗ ἴση ἡ ὑπὸ ΒΑΚ, καὶ κείσθω τῇ ΔΗ ἴση ἡ ΑΚ, καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ
τοῦ Κ σημείου τῷ διὰ τῶν ΒΑΛ ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΚΘ, καὶ κείσθω ἴση
τῇ ΗΖ ἡ ΚΘ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΘΑ· λέγω, ὅτι ἡ πρὸς τῷ Α στερεὰ γωνία
περιεχομένη ὑπὸ τῶν ΒΑΛ, ΒΑΘ, ΘΑΛ γωνιῶν ἴση ἐστὶ τῇ πρὸς τῷ Δ
στερεᾷ γωνίᾳ τῇ περιεχομένῃ ὑπὸ τῶν ΕΔΓ, ΕΔΖ, ΖΔΓ γωνιῶν.

Ἀπειλήφθωσαν γὰρ ἴσαι αἱ ΑΒ, ΔΕ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΘΒ, ΚΒ, ΖΕ,
ΗΕ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΖΗ ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον, καὶ πρὸς
πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ ὑποκειμένῳ
ἐπιπέδῳ ὀρθὰς ποιήσει γωνίας· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΖΗΔ,
ΖΗΕ γωνιῶν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΘΚΑ, ΘΚΒ γωνιῶν
ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΚΑ, ΑΒ δύο ταῖς ΗΔ, ΔΕ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα
ἑκατέρᾳ, καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΚΒ βάσει τῇ ΗΕ ἴση
ἐστίν. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΚΘ τῇ ΗΖ ἴση· καὶ γωνίας ὀρθὰς περιέχουσιν· ἴση ἄρα
καὶ ἡ ΘΒ τῇ ΖΕ. πάλιν ἐπεὶ δύο αἱ ΑΚ, ΚΘ δυσὶ ταῖς ΔΗ, ΗΖ ἴσαι εἰσίν,
καὶ γωνίας ὀρθὰς περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΑΘ βάσει τῇ ΖΔ ἴση ἐστίν.
ἔστι δὲ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ ἴση· δύο δὴ αἱ ΘΑ, ΑΒ δύο ταῖς ΔΖ, ΔΕ ἴσαι εἰσίν.
καὶ βάσις ἡ ΘΒ βάσει τῇ ΖΕ ἴση· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΘ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ
ΕΔΖ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΘΑΛ τῇ ὑπὸ ΖΔΓ ἐστιν ἴση
[ἐπειδήπερ ἐὰν ἀπολάβωμεν ἴσας τὰς ΑΛ, ΔΓ καὶ ἐπιζεύξωμεν τὰς ΚΛ, ΘΛ,
ΗΓ, ΖΓ, ἐπεὶ ὅλη ἡ ὑπὸ ΒΑΛ ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΕΔΓ ἐστιν ἴση, ὧν ἡ ὑπὸ ΒΑΚ τῇ
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ὑπὸ ΕΔΗ ὑπόκειται ἴση, λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΚΑΛ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΗΔΓ ἐστιν
ἴση. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΚΑ, ΑΛ δυσὶ ταῖς ΗΔ, ΔΓ ἴσαι εἰσίν, καὶ γωνίας ἴσας
περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΚΛ βάσει τῇ ΗΓ ἐστιν ἴση. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΚΘ τῇ
ΗΖ ἴση· δύο δὴ αἱ ΛΚ, ΚΘ δυσὶ ταῖς ΓΗ, ΗΖ εἰσιν ἴσαι· καὶ γωνίας ὀρθὰς
περιέχουσιν· βάσις ἄρα ἡ ΘΛ βάσει τῇ ΖΓ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΘΑ,
ΑΛ δυσὶ ταῖς ΖΔ, ΔΓ εἰσιν ἴσαι, καὶ βάσις ἡ ΘΛ βάσει τῇ ΖΓ ἐστιν ἴση,
γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΘΑΛ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΔΓ ἐστιν ἴση]. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ
ΒΑΛ τῇ ὑπὸ ΕΔΓ ἴση.

Πρὸς ἄρα τῇ δοθείσῃ εὐθείᾳ τῇ ΑΒ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α τῇ
δοθείσῃ στερεᾷ γωνίᾳ τῇ πρὸς τῷ Δ ἴση συνέσταται· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.



Πρότασις 27 () Ἀπὸ τῆς δοθείσης εὐθείας τῷ δοθέντι στερεῷπαραλληλε-
πιπέδῳ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον στερεὸν παραλληλεπίπεδον ἀναγράψαι.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἡ μὲν δοθεῖσα εὐθεῖα ἡ ΑΒ, τὸ δὲ δοθὲν στερεὸν παραλ-
ληλεπίπεδον τὸ ΓΔ· δεῖ δὴ ἀπὸ τῆς δοθείσης εὐθείας τῆς ΑΒ τῷ δοθέντι
στερεῷ παραλληλεπιπέδῳ τῷ ΓΔ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον στερεὸν
παραλληλεπίπεδον ἀναγράψαι.

Συνεστάτω γὰρ πρὸς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Α
τῇ πρὸς τῷ Γ στερεᾷ γωνίᾳ ἴση ἡ περιεχομένη ὑπὸ τῶν ΒΑΘ, ΘΑΚ, ΚΑΒ,
ὥστε ἴσην εἶναι τὴν μὲν ὑπὸ ΒΑΘ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΕΓΖ, τὴν δὲ ὑπὸ ΒΑΚ τῇ
ὑπὸ ΕΓΗ, τὴν δὲ ὑπὸ ΚΑΘ τῇ ὑπὸ ΗΓΖ· καὶ γεγονέτω ὡς μὲν ἡ ΕΓ πρὸς
τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΚ, ὡς δὲ ἡ ΗΓ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως ἡ ΚΑ
πρὸς τὴν ΑΘ. καὶ δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΕΓ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως ἡ ΒΑ
πρὸς τὴν ΑΘ. καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΘΒ παραλληλόγραμμον καὶ τὸ ΑΛ
στερεόν.

Καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΕΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΚ, καὶ
περὶ ἴσας γωνίας τὰς ὑπὸ ΕΓΗ, ΒΑΚ αἱ πλευραὶ ἀνάλογόν εἰσιν, ὅμοιον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΗΕ παραλληλόγραμμον τῷ ΚΒ παραλληλογράμμῳ. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ τὸ μὲν ΚΘ παραλληλόγραμμον τῷ ΗΖ παραλληλογράμμῳ
ὅμοιόν ἐστι καὶ ἔτι τὸ ΖΕ τῷ ΘΒ· τρία ἄρα παραλληλόγραμμα τοῦ ΓΔ
στερεοῦ τρισὶ παραλληλογράμμοις τοῦ ΑΛ στερεοῦ ὅμοιά ἐστιν. ἀλλὰ τὰ
μὲν τρία τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα τέ ἐστι καὶ ὅμοια, τὰ δὲ τρία τρισὶ τοῖς
ἀπεναντίον ἴσα τέ ἐστι καὶ ὅμοια· ὅλον ἄρα τὸ ΓΔ στερεὸν ὅλῳ τῷ ΑΛ
στερεῷ ὅμοιόν ἐστιν.

Ἀπὸ τῆς δοθείσης ἄρα εὐθείας τῆς ΑΒ τῷ δοθέντι στερεῷ παραλληλε-
πιπέδῳ τῷ ΓΔ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως κείμενον ἀναγέγραπται τὸ ΑΛ· ὅπερ
ἔδει ποιῆσαι. 
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Πρότασις 28 () Ἐὰν στερεὸν παραλληλεπίπεδον ἐπιπέδῳ τμηθῇ κατὰ
τὰς διαγωνίους τῶν ἀπεναντίον ἐπιπέδων, δίχα τμηθήσεται τὸ στερεὸν ὑπὸ
τοῦ ἐπιπέδου.

Ἀπόδειξις. Στερεὸν γὰρ παραλληλεπίπεδον τὸ ΑΒ ἐπιπέδῳ τῷ ΓΔΕΖ
τετμήσθω κατὰ τὰς διαγωνίους τῶν ἀπεναντίον ἐπιπέδων τὰς ΓΖ, ΔΕ·
λέγω, ὅτι δίχα τμηθήσεται τὸ ΑΒ στερεὸν ὑπὸ τοῦ ΓΔΕΖ ἐπιπέδου.

Ἐπεὶ γὰρ ἴσον ἐστὶ τὸ μὲν ΓΗΖ τρίγωνον τῷ ΓΖΒ τριγώνῳ, τὸ δὲ
ΑΔΕ τῷ ΔΕΘ, ἔστι δὲ καὶ τὸ μὲν ΓΑ παραλληλόγραμμον τῷ ΕΒ ἴσον·
ἀπεναντίον γάρ· τὸ δὲ ΗΕ τῷ ΓΘ, καὶ τὸ πρίσμα ἄρα τὸ περιεχόμενον
ὑπὸ δύο μὲν τριγώνων τῶν ΓΗΖ, ΑΔΕ, τριῶν δὲ παραλληλογράμμων τῶν
ΗΕ, ΑΓ, ΓΕ ἴσον ἐστὶ τῷ πρίσματι τῷ περιεχομένῳ ὑπὸ δύο μὲν τριγώνων
τῶν ΓΖΒ, ΔΕΘ, τριῶν δὲ παραλληλογράμμων τῶν ΓΘ, ΒΕ, ΓΕ· ὑπὸ γὰρ
ἴσων ἐπιπέδων περιέχονται τῷ τε πλήθει καὶ τῷ μεγέθει. ὥστε ὅλον τὸ
ΑΒ στερεὸν δίχα τέτμηται ὑπὸ τοῦ ΓΔΕΖ ἐπιπέδου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 29 () Τὰἐπὶτῆςαὐτῆςβάσεωςὄνταστερεὰπαραλληλεπίπεδα
καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι ἐπὶ τῶν αὐτῶν εἰσιν εὐθειῶν, ἴσα ἀλ-
λήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως τῆς ΑΒ στερεὰ παραλληλεπίπεδα
τὰ ΓΜ, ΓΝ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι αἱ ΑΗ, ΑΖ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΔ,
ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν ἔστωσαν τῶν ΖΝ, ΔΚ· λέγω, ὅτι ἴσον
ἐστὶ τὸ ΓΜ στερεὸν τῷ ΓΝ στερεῷ.

Ἐπεὶ γὰρ παραλληλόγραμμόν ἐστιν ἑκάτερον τῶν ΓΘ, ΓΚ, ἴση ἐστὶν ἡ
ΓΒ ἑκατέρᾳ τῶν ΔΘ, ΕΚ· ὥστε καὶ ἡ ΔΘ τῇ ΕΚ ἐστιν ἴση. κοινὴ ἀφῃρήσθω ἡ
ΕΘ· λοιπὴ ἄρα ἡ ΔΕ λοιπῇ τῇ ΘΚ ἐστιν ἴση. ὥστε καὶ τὸ μὲν ΔΓΕ τρίγωνον
τῷ ΘΒΚ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, τὸ δὲ ΔΗ παραλληλόγραμμον τῷ ΘΝ πα-
ραλληλογράμμῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΑΖΗ τρίγωνον τῷ ΜΛΝ τριγώνῳ
ἴσον ἐστίν. ἔστι δὲ καὶ τὸ μὲν ΓΖ παραλληλόγραμμον τῷ ΒΜ παραλλη-
λογράμμῳ ἴσον, τὸ δὲ ΓΗ τῷ ΒΝ· ἀπεναντίον γάρ· καὶ τὸ πρίσμα ἄρα
τὸ περιεχόμενον ὑπὸ δύο μὲν τριγώνων τῶν ΑΖΗ, ΔΓΕ, τριῶν δὲ παραλ-
ληλογράμμων τῶν ΑΔ, ΔΗ, ΓΗ ἴσον ἐστὶ τῷ πρίσματι τῷ περιεχομένῳ
ὑπὸ δύο μὲν τριγώνων τῶν ΜΛΝ, ΘΒΚ, τριῶν δὲ παραλληλογράμμων
τῶν ΒΜ, ΘΝ, ΒΝ. κοινὸν προσκείσθω τὸ στερεόν, οὗ βάσις μὲν τὸ ΑΒ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΗΕΘΜ· ὅλον ἄρα τὸ ΓΜ στερεὸν
παραλληλεπίπεδον ὅλῳ τῷ ΓΝ στερεῷ παραλληλεπιπέδῳ ἴσον ἐστίν.

Τὰ ἄρα ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως ὄντα στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ ὑπὸ
τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι ἐπὶ τῶν αὐτῶν εἰσιν εὐθειῶν, ἴσα ἀλλήλοις
ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 30 () Τὰἐπὶ τῆςαὐτῆςβάσεωςὄνταστερεὰπαραλληλεπίπεδα
καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι οὐκ εἰσὶν ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν, ἴσα
ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως τῆς ΑΒ στερεὰ παραλληλεπίπεδα
τὰ ΓΜ, ΓΝ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι αἱ ΑΖ, ΑΗ, ΛΜ, ΛΝ, ΓΔ,
ΓΕ, ΒΘ, ΒΚ μὴ ἔστωσαν ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ
ΓΜ στερεὸν τῷ ΓΝ στερεῷ.

Ἐκβεβλήσθωσαν γὰρ αἱ ΝΚ, ΔΘ καὶ συμπιπτέτωσαν ἀλλήλαις κατὰ
τὸ Ρ, καὶ ἔτι ἐκβεβλήσθωσαν αἱ ΖΜ, ΗΕ ἐπὶ τὰ Ο, Π, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΞ, ΛΟ, ΓΠ, ΒΡ. ἴσον δή ἐστι τὸ ΓΜ στερεόν, οὗ βάσις μὲν τὸ ΑΓΒΛ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΖΔΘΜ, τῷ ΓΟ στερεῷ, οὗ βάσις
μὲν τὸ ΑΓΒΛ παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΞΠΡΟ· ἐπί τε γὰρ τῆς
αὐτῆς βάσεώς εἰσι τῆς ΑΓΒΛ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι αἱ
ΑΖ, ΑΞ, ΛΜ, ΛΟ, ΓΔ, ΓΠ, ΒΘ, ΒΡ ἐπὶ τῶν αὐτῶν εἰσιν εὐθειῶν τῶν ΖΟ,
ΔΡ. ἀλλὰ τὸ ΓΟ στερεόν, οὗ βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΓΒΛ παραλληλόγραμμον,
ἀπεναντίον δὲ τὸ ΞΠΡΟ, ἴσον ἐστὶ τῷ ΓΝ στερεῷ, οὗ βάσις μὲν τὸ ΑΓΒΛ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΗΕΚΝ· ἐπί τε γὰρ πάλιν τῆς αὐτῆς
βάσεώς εἰσι τῆς ΑΓΒΛ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι αἱ ΑΗ, ΑΞ,
ΓΕ, ΓΠ, ΛΝ, ΛΟ, ΒΚ, ΒΡ ἐπὶ τῶν αὐτῶν εἰσιν εὐθειῶν τῶν ΗΠ, ΝΡ. ὥστε
καὶ τὸ ΓΜ στερεὸν ἴσον ἐστὶ τῷ ΓΝ στερεῷ.

Τὰ ἄρα ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ ὑπὸ τὸ
αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι οὐκ εἰσὶν ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν, ἴσα ἀλλήλοις
ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 31 () Τὰ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ
ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἐπὶ ἴσων βάσεων τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεὰ παραλληλεπίπεδα
τὰ ΑΕ, ΓΖ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος· λέγω, ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΕ στερεὸν τῷ ΓΖ
στερεῷ.

Ἔστωσαν δὴ πρότερον αἱ ἐφεστηκυῖαι αἱ ΘΚ, ΒΕ, ΑΗ, ΛΜ, ΟΠ, ΔΖ,
ΓΞ, ΡΣ πρὸς ὀρθὰς ταῖς ΑΒ, ΓΔ βάσεσιν, καὶ ἐκβεβλήσθω ἐπ᾽ εὐθείας τῇ
ΓΡ εὐθεῖα ἡ ΡΤ, καὶ συνεστάτω πρὸς τῇ ΡΤ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ
σημείῳ τῷ Ρ τῇ ὑπὸ ΑΛΒ γωνίᾳ ἴση ἡ ὑπὸ ΤΡΥ, καὶ κείσθω τῇ μὲν ΑΛ
ἴση ἡ ΡΤ, τῇ δὲ ΛΒ ἴση ἡ ΡΥ, καὶ συμπεπληρώσθω ἥ τε ΡΧ βάσις καὶ
τὸ ΨΥ στερεόν. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΤΡ, ΡΥ δυσὶ ταῖς ΑΛ, ΛΒ ἴσαι εἰσίν, καὶ
γωνίας ἴσας περιέχουσιν, ἴσον ἄρα καὶ ὅμοιον τὸ ΡΧ παραλληλόγραμμον
τῷ ΘΛ παραλληλογράμμῳ. καὶ ἐπεὶ πάλιν ἴση μὲν ἡ ΑΛ τῇ ΡΤ, ἡ δὲ ΛΜ
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τῇ ΡΣ, καὶ γωνίας ὀρθὰς περιέχουσιν, ἴσον ἄρα καὶ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΡΨ
παραλληλόγραμμον τῷ ΑΜ παραλληλογράμμῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ
ΛΕ τῷ ΣΥ ἴσον τέ ἐστι καὶ ὅμοιον· τρία ἄρα παραλληλόγραμμα τοῦ ΑΕ
στερεοῦ τρισὶ παραλληλογράμμοις τοῦ ΨΥ στερεοῦ ἴσα τέ ἐστι καὶ ὅμοια.
ἀλλὰ τὰ μὲν τρία τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα τέ ἐστι καὶ ὅμοια, τὰ δὲ τρία
τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον· ὅλον ἄρα τὸ ΑΕ στερεὸν παραλληλεπίπεδον ὅλῳ
τῷ ΨΥ στερεῷ παραλληλεπιπέδῳ ἴσον ἐστίν. διήχθωσαν αἱ ΔΡ, ΧΥ καὶ
συμπιπτέτωσαν ἀλλήλαις κατὰ τὸ Ω, καὶ διὰ τοῦ Τ τῇ ΔΩ παράλληλος
ἤχθω ἡ ͵αΤϠ, καὶ ἐκβεβλήσθω ἡ ΟΔ κατὰ τὸ ͵α, καὶ συμπεπληρώσθω τὰ
ΩΨ, ΡΙ στερεά. ἴσον δή ἐστι τὸ ΨΩ στερεόν, οὗ βάσις μέν ἐστι τὸ ΡΨ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΩϞ, τῷ ΨΥ στερεῷ, οὗ βάσις μὲν
τὸ ΡΨ παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΥΦ· ἐπί τε γὰρ τῆς αὐτῆς
βάσεώς εἰσι τῆς ΡΨ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι αἱ ΡΩ, ΡΥ,
ΤϠ, ΤΧ, ΣϚ, Σο͂, ΨϞ, ΨΦ ἐπὶ τῶν αὐτῶν εἰσιν εὐθειῶν τῶν ΩΧ, ϚΦ.
ἀλλὰ τὸ ΨΥ στερεὸν τῷ ΑΕ ἐστιν ἴσον· καὶ τὸ ΨΩ ἄρα στερεὸν τῷ ΑΕ
στερεῷ ἐστιν ἴσον. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΡΥΧΤ παραλληλόγραμμον τῷ ΩΤ
παραλληλογράμμῳ· ἐπί τε γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεώς εἰσι τῆς ΡΤ καὶ ἐν ταῖς
αὐταῖς παραλλήλοις ταῖς ΡΤ, ΩΧ· ἀλλὰ τὸ ΡΥΧΤ τῷ ΓΔ ἐστιν ἴσον, ἐπεὶ
καὶ τῷ ΑΒ, καὶ τὸ ΩΤ ἄρα παραλληλόγραμμον τῷ ΓΔ ἐστιν ἴσον. ἄλλο
δὲ τὸ ΔΤ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΔΤ, οὕτως ἡ ΩΤ πρὸς τὴν
ΔΤ. καὶ ἐπεὶ στερεὸν παραλληλεπίπεδον τὸ ΓΙ ἐπιπέδῳ τῷ ΡΖ τέτμηται
παραλλήλῳ ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις, ἔστιν ὡς ἡ ΓΔ βάσις πρὸς τὴν
ΔΤ βάσιν, οὕτως τὸ ΓΖ στερεὸν πρὸς τὸ ΡΙ στερεόν. διὰ τὰ αὐτὰ δή, ἐπεὶ
στερεὸν παραλληλεπίπεδον τὸ ΩΙ ἐπιπέδῳ τῷ ΡΨ τέτμηται παραλλήλῳ
ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις, ἔστιν ὡς ἡ ΩΤ βάσις πρὸς τὴν ΤΔ βάσιν,
οὕτως τὸ ΩΨ στερεὸν πρὸς τὸ ΡΙ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΔΤ, οὕτως
ἡ ΩΤ πρὸς τὴν ΔΤ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΓΖ στερεὸν πρὸς τὸ ΡΙ στερεόν, οὕτως
τὸ ΩΨ στερεὸν πρὸς τὸ ΡΙ. ἑκάτερον ἄρα τῶν ΓΖ, ΩΨ στερεῶν πρὸς τὸ ΡΙ
τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΓΖ στερεὸν τῷ ΩΨ στερεῷ. ἀλλὰ
τὸ ΩΨ τῷ ΑΕ ἐδείχθη ἴσον· καὶ τὸ ΑΕ ἄρα τῷ ΓΖ ἐστιν ἴσον.

Μὴ ἔστωσαν δὴ αἱ ἐφεστηκυῖαι αἱ ΑΗ, ΘΚ, ΒΕ, ΛΜ, ΓΝ, ΟΠ, ΔΖ, ΡΣ
πρὸς ὀρθὰς ταῖς ΑΒ, ΓΔ βάσεσιν· λέγω πάλιν, ὅτι ἴσον τὸ ΑΕ στερεὸν τῷ
ΓΖ στερεῷ. ἤχθωσαν γὰρ ἀπὸ τῶν Κ, Ε, Η, Μ, Π, Ζ, Ν, Σ σημείων ἐπὶ τὸ
ὑποκείμενον ἐπίπεδον κάθετοι αἱ ΚΞ, ΕΤ, ΗΥ, ΜΦ, ΠΧ, ΖΨ, ΝΩ, ΣΙ, καὶ
συμβαλλέτωσαν τῷ ἐπιπέδῳ κατὰ τὰ Ξ, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω, Ι σημεῖα, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΞΤ, ΞΥ, ΥΦ, ΤΦ, ΧΨ, ΧΩ, ΩΙ, ΙΨ. ἴσον δή ἐστι τὸ ΚΦ
στερεὸν τῷ ΠΙ στερεῷ· ἐπί τε γὰρ ἴσων βάσεών εἰσι τῶν ΚΜ, ΠΣ καὶ ὑπὸ
τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι πρὸς ὀρθάς εἰσι ταῖς βάσεσιν. ἀλλὰ τὸ μὲν
ΚΦ στερεὸν τῷ ΑΕ στερεῷ ἐστιν ἴσον, τὸ δὲ ΠΙ τῷ ΓΖ· ἐπί τε γὰρ τῆς
αὐτῆς βάσεώς εἰσι καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος, ὧν αἱ ἐφεστῶσαι οὔκ εἰσιν ἐπὶ
τῶν αὐτῶν εὐθειῶν. καὶ τὸ ΑΕ ἄρα στερεὸν τῷ ΓΖ στερεῷ ἐστιν ἴσον.



 Μέρος ΙΙ

Τὰ ἄρα ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ ὑπὸ τὸ
αὐτὸ ὕψος ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 32 () Τὰ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντα στερεὰ παραλληλεπίπεδα
πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ βάσεις.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος στερεὰ παραλληλεπίπεδα τὰ ΑΒ, ΓΔ·
λέγω, ὅτι τὰ ΑΒ, ΓΔ στερεὰ παραλληλεπίπεδα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ
βάσεις, τουτέστιν ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΕ βάσις πρὸς τὴν ΓΖ βάσιν, οὕτως τὸ
ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΔ στερεόν.

Παραβεβλήσθω γὰρ παρὰ τὴν ΖΗ τῷ ΑΕ ἴσον τὸ ΖΘ, καὶ ἀπὸ βάσεως
μὲν τῆς ΖΘ, ὕψους δὲ τοῦ αὐτοῦ τῷ ΓΔ στερεὸν παραλληλεπίπεδον συ-
μπεπληρώσθω τὸ ΗΚ. ἴσον δή ἐστι τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΗΚ στερεῷ· ἐπί τε
γὰρ ἴσων βάσεών εἰσι τῶν ΑΕ, ΖΘ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος. καὶ ἐπεὶ στερεὸν
παραλληλεπίπεδον τὸ ΓΚ ἐπιπέδῳ τῷ ΔΗ τέτμηται παραλλήλῳ ὄντι τοῖς
ἀπεναντίον ἐπιπέδοις, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΖ βάσις πρὸς τὴν ΖΘ βάσιν, οὕτως
τὸ ΓΔ στερεὸν πρὸς τὸ ΔΘ στερεόν. ἴση δὲ ἡ μὲν ΖΘ βάσις τῇ ΑΕ βάσει,
τὸ δὲ ΗΚ στερεὸν τῷ ΑΒ στερεῷ· ἔστιν ἄρα καὶ ὡς ἡ ΑΕ βάσις πρὸς τὴν
ΓΖ βάσιν, οὕτως τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΔ στερεόν.

Τὰ ἄρα ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντα στερεὰ παραλληλεπίπεδα πρὸς ἄλληλά
ἐστιν ὡς αἱ βάσεις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 33 () Τὰ ὅμοια στερεὰ παραλληλεπίπεδα πρὸς ἄλληλα ἐν
τριπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ὅμοια στερεὰ παραλληλεπίπεδα τὰ ΑΒ, ΓΔ, ὁμόλογος δὲ
ἔστω ἡ ΑΕ τῇ ΓΖ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΔ στερεὸν τριπλασίονα
λόγον ἔχει, ἤπερ ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ.

Ἐκβεβλήσθωσαν γὰρ ἐπ᾽ εὐθείας ταῖς ΑΕ, ΗΕ, ΘΕ αἱ ΕΚ, ΕΛ, ΕΜ, καὶ
κείσθω τῇ μὲν ΓΖ ἴση ἡ ΕΚ, τῇ δὲ ΖΝ ἴση ἡ ΕΛ, καὶ ἔτι τῇ ΖΡ ἴση ἡ ΕΜ,
καὶ συμπεπληρώσθω τὸ ΚΛ παραλληλόγραμμον καὶ τὸ ΚΟ στερεόν.

Καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΚΕ, ΕΛ δυσὶ ταῖς ΓΖ, ΖΝ ἴσαι εἰσίν, ἀλλὰ καὶ γωνία
ἡ ὑπὸ ΚΕΛ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΓΖΝ ἐστιν ἴση, ἐπειδήπερ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΕΗ τῇ
ὑπὸ ΓΖΝ ἐστιν ἴση διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν, ἴσον ἄρα ἐστὶ
[καὶ ὅμοιον] τὸ ΚΛ παραλληλόγραμμον τῷ ΓΝ παραλληλογράμμῳ. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ μὲν ΚΜ παραλληλόγραμμον ἴσον ἐστὶ καὶ ὅμοιον τῷ ΓΡ
[παραλληλογράμμῳ] καὶ ἔτι τὸ ΕΟ τῷ ΔΖ· τρία ἄρα παραλληλόγραμμα
τοῦ ΚΟ στερεοῦ τρισὶ παραλληλογράμμοις τοῦ ΓΔ στερεοῦ ἴσα ἐστὶ καὶ
ὅμοια. ἀλλὰ τὰ μὲν τρία τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα ἐστὶ καὶ ὅμοια, τὰ δὲ
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τρία τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα ἐστὶ καὶ ὅμοια· ὅλον ἄρα τὸ ΚΟ στερεὸν
ὅλῳ τῷ ΓΔ στερεῷ ἴσον ἐστὶ καὶ ὅμοιον. συμπεπληρώσθω τὸ ΗΚ πα-
ραλληλόγραμμον, καὶ ἀπὸ βάσεων μὲν τῶν ΗΚ, ΚΛ παραλληλογράμμων,
ὕψους δὲ τοῦ αὐτοῦ τῷ ΑΒ στερεὰ συμπεπληρώσθω τὰ ΕΞ, ΛΠ. καὶ ἐπεὶ
διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν ἐστιν ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΓΖ, οὕτως
ἡ ΕΗ πρὸς τὴν ΖΝ, καὶ ἡ ΕΘ πρὸς τὴν ΖΡ, ἴση δὲ ἡ μέν ΓΖ τῇ ΕΚ, ἡ δὲ ΖΝ
τῇ ΕΛ, ἡ δὲ ΖΡ τῇ ΕΜ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΚ, οὕτως ἡ ΗΕ πρὸς
τὴν ΕΛ καὶ ἡ ΘΕ πρὸς τὴν ΕΜ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ΕΚ, οὕτως τὸ ΑΗ
[παραλληλόγραμμον] πρὸς τὸ ΗΚ παραλληλόγραμμον, ὡς δὲ ἡ ΗΕ πρὸς
τὴν ΕΛ, οὕτως τὸ ΗΚ πρὸς τὸ ΚΛ, ὡς δὲ ἡ ΘΕ πρὸς ΕΜ, οὕτως τὸ ΠΕ πρὸς
τὸ ΚΜ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΗ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΗΚ, οὕτως τὸ ΗΚ
πρὸς τὸ ΚΛ καὶ τὸ ΠΕ πρὸς τὸ ΚΜ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΑΗ πρὸς τὸ ΗΚ, οὕτως
τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΕΞ στερεόν, ὡς δὲ τὸ ΗΚ πρὸς τὸ ΚΛ, οὕτως τὸ
ΞΕ στερεὸν πρὸς τὸ ΠΛ στερεόν, ὡς δὲ τὸ ΠΕ πρὸς τὸ ΚΜ, οὕτως τὸ ΠΛ
στερεὸν πρὸς τὸ ΚΟ στερεόν· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΕΞ, οὕτως
τὸ ΕΞ πρὸς τὸ ΠΛ καὶ τὸ ΠΛ πρὸς τὸ ΚΟ. ἐὰν δὲ τέσσαρα μεγέθη κατὰ
τὸ συνεχὲς ἀνάλογον ᾖ, τὸ πρῶτον πρὸς τὸ τέταρτον τριπλασίονα λόγον
ἔχει ἤπερ πρὸς τὸ δεύτερον· τὸ ΑΒ ἄρα στερεὸν πρὸς τὸ ΚΟ τριπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΕΞ. ἀλλ᾽ ὡς τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΕΞ, οὕτως τὸ
ΑΗ παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΗΚ καὶ ἡ ΑΕ εὐθεῖα πρὸς τὴν ΕΚ· ὥστε
καὶ τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΚΟ τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΕ πρὸς
τὴν ΕΚ. ἴσον δὲ τὸ [μὲν] ΚΟ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ, ἡ δὲ ΕΚ εὐθεῖα τῇ ΓΖ·
καὶ τὸ ΑΒ ἄρα στερεὸν πρὸς τὸ ΓΔ στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ
ἡ ὁμόλογος αὐτοῦ πλευρὰ ἡ ΑΕ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευρὰν τὴν ΓΖ.

Τὰ ἄρα ὅμοια στερεὰ παραλληλεπίπεδα ἐν τριπλασίονι λόγῳ ἐστὶ τῶν
ὁμολόγων πλευρῶν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἐὰν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, ἔσται

ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τετάρτην, οὕτω τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης στερεὸν πα-
ραλληλεπίπεδον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας τὸ ὅμοιον καὶ ὁμοίως ἀναγρα-
φόμενον, ἐπείπερ καὶ ἡ πρώτη πρὸς τὴν τετάρτην τριπλασίονα λόγον ἔχει
ἤπερ πρὸς τὴν δευτέραν. 

Πρότασις 34 () Τῶν ἴσων στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν
αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν· καὶ ὧν στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ
βάσεις τοῖς ὕψεσιν, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω ἴσα στερεὰ παραλληλεπίπεδα τὰ ΑΒ, ΓΔ· λέγω, ὅτι τῶν
ΑΒ, ΓΔ στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν,
καί ἐστιν ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ
ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος.



 Μέρος ΙΙ

Ἔστωσαν γὰρ πρότερον αἱ ἐφεστηκυῖαι αἱ ΑΗ, ΕΖ, ΛΒ, ΘΚ, ΓΜ, ΝΞ,
ΟΔ, ΠΡ πρὸς ὀρθὰς ταῖς βάσεσιν αὐτῶν· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΕΘ βάσις
πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΑΗ.

Εἰ μὲν οὖν ἴση ἐστιν ἡ ΕΘ βάσις τῇ ΝΠ βάσει, ἔστι δὲ καὶ τὸ ΑΒ στερεὸν
τῷ ΓΔ στερεῷ ἴσον, ἔσται καὶ ἡ ΓΜ τῇ ΑΗ ἴση. τὰ γὰρ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος
στερεὰ παραλληλεπίπεδα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ βάσεις [εἰ γὰρ τῶν ΕΘ,
ΝΠ βάσεων ἴσων οὐσῶν μὴ εἴη τὰ ΑΗ, ΓΜ ὕψη ἴσα, οὐδ᾽ ἄρα τὸ ΑΒ στερεὸν
ἴσον ἔσται τῷ ΓΔ. ὑπόκειται δὲ ἴσον· οὐκ ἄρα ἄνισόν ἐστι τὸ ΓΜ ὕψος τῷ
ΑΗ ὕψει· ἴσον ἄρα]. καὶ ἔσται ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ, οὕτως ἡ ΓΜ
πρὸς τὴν ΑΗ, καὶ φανερόν, ὅτι τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν παραλληλεπιπέδων
ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν.

Μὴ ἔστω δὴ ἴση ἡ ΕΘ βάσις τῇ ΝΠ βάσει, ἀλλ᾽ ἔστω μείζων ἡ ΕΘ. ἔστι
δὲ καὶ τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ ἴσον· μείζων ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΓΜ τῆς ΑΗ
[εἰ γὰρ μή, οὐδ᾽ ἄρα πάλιν τὰ ΑΒ, ΓΔ στερεὰ ἴσα ἔσται· ὑπόκειται δὲ ἴσα].
κείσθω οὖν τῇ ΑΗ ἴση ἡ ΓΤ, καὶ συμπεπληρώσθω ἀπὸ βάσεως μὲν τῆς ΝΠ,
ὕψους δὲ τοῦ ΓΤ, στερεὸν παραλληλεπίπεδον τὸ ΦΓ. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ
ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ, ἔξωθεν δὲ τὸ ΓΦ, τὰ δὲ ἴσα πρὸς τὸ αὐτὸ τὸν
αὐτὸν ἔχει λόγον, ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν, οὕτως
τὸ ΓΔ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν. ἀλλ᾽ ὡς μὲν τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ
ΓΦ στερεόν, οὕτως ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν· ἰσοϋψῆ γὰρ τὰ ΑΒ,
ΓΦ στερεά· ὡς δὲ τὸ ΓΔ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν, οὕτως ἡ ΜΠ βάσις
πρὸς τὴν ΤΠ βάσιν καὶ ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΓΤ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΕΘ βάσις πρὸς
τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως ἡ ΜΓ πρὸς τὴν ΓΤ. ἴση δὲ ἡ ΓΤ τῇ ΑΗ· καὶ ὡς ἄρα
ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως ἡ ΜΓ πρὸς τὴν ΑΗ. τῶν ΑΒ, ΓΔ
ἄρα στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν.

Πάλιν δὴ τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπονθέτωσαν
αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, καὶ ἔστω ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως
τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος· λέγω, ὅτι ἴσον
ἐστὶ τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ.

Ἔστωσαν [γὰρ] πάλιν αἱ ἐφεστηκυῖαι πρὸς ὀρθὰς ταῖς βάσεσιν, καὶ εἰ
μὲν ἴση ἐστὶν ἡ ΕΘ βάσις τῇ ΝΠ βάσει, καί ἐστιν ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν
ΝΠ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος,
ἴσον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος τῷ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψει. τὰ
δὲ ἐπὶ ἴσων βάσεων στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ἴσα
ἀλλήλοις ἐστίν· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ.

Μὴ ἔστω δὴ ἡ ΕΘ βάσις τῇΝΠ [βάσει] ἴση, ἀλλ᾽ ἔστω μείζων ἡ ΕΘ· μεῖζον
ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος τοῦ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψους, τουτέστιν
ἡ ΓΜ τῆς ΑΗ. κείσθω τῇ ΑΗ ἴση πάλιν ἡ ΓΤ, καὶ συμπεπληρώσθω ὁμοίως
τὸ ΓΦ στερεόν. ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως ἡ ΜΓ
πρὸς τὴν ΑΗ, ἴση δὲ ἡ ΑΗ τῇ ΓΤ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ
βάσιν, οὕτως ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΓΤ. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΕΘ [βάσις] πρὸς τὴν ΝΠ
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βάσιν, οὕτως τὸ ΑΒ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν· ἰσοϋψῆ γάρ ἐστι τὰ ΑΒ,
ΓΦ στερεά· ὡς δὲ ἡ ΓΜ πρὸς τὴν ΓΤ, οὕτως ἥ τε ΜΠ βάσις πρὸς τὴν ΠΤ
βάσιν καὶ τὸ ΓΔ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν. καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒ στερεὸν
πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν, οὕτως τὸ ΓΔ στερεὸν πρὸς τὸ ΓΦ στερεόν· ἑκάτερον
ἄρα τῶν ΑΒ, ΓΔ πρὸς τὸ ΓΦ τὸν αὐτὸν ἔχει λόγον. ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒ
στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ [ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Μὴ ἔστωσαν δὴ αἱ ἐφεστηκυῖαι αἱ ΖΕ, ΒΛ, ΗΑ, ΘΚ, ΞΝ, ΔΟ, ΜΓ, ΡΠ
πρὸς ὀρθὰς ταῖς βάσεσιν αὐτῶν, καὶ ἤχθωσαν ἀπὸ τῶν Ζ, Η, Β, Κ, Ξ, Μ,
Δ, Ρ σημείων ἐπὶ τὰ διὰ τῶν ΕΘ, ΝΠ ἐπίπεδα κάθετοι καὶ συμβαλλέτωσαν
τοῖς ἐπιπέδοις κατὰ τὰ Σ, Τ, Υ, Φ, Χ, Ψ, Ω, Ϛ, καὶ συμπεπληρώσθω τὰ
ΖΦ, ΞΩ στερεά· λέγω, ὅτι καὶ οὕτως ἴσων ὄντων τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν
ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, καί ἐστιν ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν
ΝΠ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος.

Ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ, ἀλλὰ τὸ μὲν ΑΒ τῷ
ΒΤ ἐστιν ἴσον· ἐπί τε γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεώς εἰσι τῆς ΖΚ καὶ ὑπὸ τὸ
αὐτὸ ὕψος [ὧν αἱ ἐφεστῶσαι οὐκ εἰσὶν ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν]· τὸ δὲ
ΓΔ στερεὸν τῷ ΔΨ ἐστιν ἴσον· ἐπί τε γὰρ πάλιν τῆς αὐτῆς βάσεώς εἰσι
τῆς ΡΞ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος [ὧν αἱ ἐφεστῶσαι οὐκ εἰσὶν ἐπὶ τῶν αὐτῶν
εὐθειῶν]· καὶ τὸ ΒΤ ἄρα στερεὸν τῷ ΔΨ στερεῷ ἴσον ἐστίν [τῶν δὲ ἴσων
στερεῶν παραλληλεπιπέδων, ὧν τὰ ὕψη πρὸς ὀρθάς ἐστι ταῖς βάσεσιν
αὐτῶν, ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν]. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΖΚ βάσις
πρὸς τὴν ΞΡ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΔΨ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΤ
στερεοῦ ὕψος. ἴση δὲ ἡ μὲν ΖΚ βάσις τῇ ΕΘ βάσει, ἡ δὲ ΞΡ βάσις τῇ ΝΠ
βάσει· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΔΨ
στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΤ στερεοῦ ὕψος. τὰ δ᾽ αὐτὰ ὕψη ἐστὶ τῶν
ΔΨ, ΒΤ στερεῶν καὶ τῶν ΔΓ, ΒΑ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ
βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΔΓ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος. τῶν
ΑΒ, ΓΔ ἄρα στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς
ὕψεσιν.

Πάλιν δὴ τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπονθέτωσαν
αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, καὶ ἔστω ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως
τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος· λέγω, ὅτι ἴσον
ἐστὶ τὸ ΑΒ στερεὸν τῷ ΓΔ στερεῷ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΕΘ βάσις πρὸς
τὴν ΝΠ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ
ὕψος, ἴση δὲ ἡ μὲν ΕΘ βάσις τῇ ΖΚ βάσει, ἡ δὲ ΝΠ τῇ ΞΡ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΖΚ βάσις πρὸς τὴν ΞΡ βάσιν, οὕτως τὸ τοῦ ΓΔ στερεοῦ ὕψος πρὸς
τὸ τοῦ ΑΒ στερεοῦ ὕψος. τὰ δ᾽ αὐτὰ ὕψη ἐστὶ τῶν ΑΒ, ΓΔ στερεῶν καὶ
τῶν ΒΤ, ΔΨ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΖΚ βάσις πρὸς τὴν ΞΡ βάσιν, οὕτως τὸ
τοῦ ΔΨ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΤ στερεοῦ ὕψος. τῶν ΒΤ, ΔΨ ἄρα
στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν [ὧν δὲ
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στερεῶν παραλληλεπιπέδων τὰ ὕψη πρὸς ὀρθάς ἐστι ταῖς βάσεσιν αὐτῶν,
ἀντιπεπόνθασι δὲ αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα]· ἴσον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΒΤ στερεὸν τῷ ΔΨ στερεῷ. ἀλλὰ τὸ μὲν ΒΤ τῷ ΒΑ ἴσον ἐστίν· ἐπί
τε γὰρ τῆς αὐτῆς βάσεως [εἰσι] τῆς ΖΚ καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος [ὧν αἱ
ἐφεστῶσαι οὐκ εἰσὶν ἐπὶ τῶν αὐτῶν εὐθειῶν]. τὸ δὲ ΔΨ στερεὸν τῷ ΔΓ
στερεῷ ἴσον ἐστίν [ἐπί τε γὰρ πάλιν τῆς αὐτῆς βάσεώς εἰσι τῆς ΞΡ καὶ
ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος καὶ οὐκ ἐν ταῖς αὐταῖς εὐθείαις]. καὶ τὸ ΑΒ ἄρα στερεὸν
τῷ ΓΔ στερεῷ ἐστιν ἴσον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 35 () Ἐὰν ὦσι δύο γωνίαι ἐπίπεδοι ἴσαι, ἐπὶ δὲ τῶν κορυφῶν
αὐτῶν μετέωροι εὐθεῖαι ἐπισταθῶσιν ἴσας γωνίας περιέχουσαι μετὰ τῶν ἐξ ἀρ-
χῆς εὐθειῶν ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, ἐπὶ δὲ τῶν μετεώρων ληφθῇ τυχόντα σημεῖα,
καὶ ἀπ᾽ αὐτῶν ἐπὶ τὰ ἐπίπεδα, ἐν οἷς εἰσιν αἱ ἐξ ἀρχῆς γωνίαι, κάθετοι ἀχθῶσιν,
ἀπὸ δὲ τῶν γενομένων σημείων ἐν τοῖς ἐπιπέδοις ἐπὶ τὰς ἐξ ἀρχῆς γωνίας ἐπι-
ζευχθῶσιν εὐθεῖαι, ἴσας γωνίας περιέξουσι μετὰ τῶν μετεώρων.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο γωνίαι εὐθύγραμμοι ἴσαι αἱ ὑπὸ ΒΑΓ, ΕΔΖ,
ἀπὸ δὲ τῶν Α, Δ σημείων μετέωροι εὐθεῖαι ἐφεστάτωσαν αἱ ΑΗ, ΔΜ ἴσας
γωνίας περιέχουσαι μετὰ τῶν ἐξ ἀρχῆς εὐθειῶν ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, τὴν μὲν
ὑπὸ ΜΔΕ τῇ ὑπὸ ΗΑΒ, τὴν δὲ ὑπὸ ΜΔΖ τῇ ὑπὸ ΗΑΓ, καὶ εἰλήφθω ἐπὶ τῶν
ΑΗ, ΔΜ τυχόντα σημεῖα τὰ Η, Μ, καὶ ἤχθωσαν ἀπὸ τῶν Η, Μ σημείων ἐπὶ
τὰ διὰ τῶν ΒΑΓ, ΕΔΖ ἐπίπεδα κάθετοι αἱ ΗΛ, ΜΝ, καὶ συμβαλλέτωσαν
τοῖς ἐπιπέδοις κατὰ τὰ Ν, Λ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΑ, ΝΔ· λέγω, ὅτι ἴση
ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΗΑΛ γωνία τῇ ὑπὸ ΜΔΝ γωνίᾳ.

Κείσθω τῇ ΔΜ ἴση ἡ ΑΘ, καὶ ἤχθω διὰ τοῦΘ σημείου τῇΗΛπαράλληλος
ἡ ΘΚ. ἡ δὲ ΗΛ κάθετός ἐστιν ἐπὶ τὸ διὰ τῶν ΒΑΓ ἐπίπεδον· καὶ ἡ ΘΚ ἄρα
κάθετός ἐστιν ἐπὶ τὸ διὰ τῶν ΒΑΓ ἐπίπεδον. ἤχθωσαν ἀπὸ τῶν Κ, Ν
σημείων ἐπὶ τὰς ΑΒ, ΑΓ, ΔΖ, ΔΕ εὐθείας κάθετοι αἱ ΚΓ, ΝΖ, ΚΒ, ΝΕ, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΘΓ, ΓΒ, ΜΖ, ΖΕ. ἐπεὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΑ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ
τῶν ΘΚ, ΚΑ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΚΑ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΚΓ, ΓΑ, καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΘΑ ἄρα ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΘΚ, ΚΓ, ΓΑ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΘΚ, ΚΓ
ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΓ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΘΑ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΘΓ,
ΓΑ. ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΘΓΑ γωνία. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΔΖΜ
γωνία ὀρθή ἐστιν. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΓΘ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΖΜ. ἔστι
δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΘΑΓ τῇ ὑπὸ ΜΔΖ ἴση. δύο δὴ τρίγωνά ἐστι τὰ ΜΔΖ, ΘΑΓ
δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν ἑκατέρᾳ καὶ μίαν πλευρὰν
μιᾷ πλευρᾷ ἴσην τὴν ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων γωνιῶν τὴν ΘΑ τῇ
ΜΔ· καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει ἑκατέραν
ἑκατέρᾳ. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΔΖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΑΒ τῇ
ΔΕ ἐστιν ἴση [οὕτως· ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΘΒ, ΜΕ. καὶ ἐπεὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΘ
ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΚ, ΚΘ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΑΚ ἴσα ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν
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ΑΒ, ΒΚ, τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΚ, ΚΘ ἴσα ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΑΘ. ἀλλὰ τοῖς ἀπὸ
τῶν ΒΚ, ΚΘ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΘ· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΘΚΒ γωνία διὰ τὸ
καὶ τὴν ΘΚ κάθετον εἶναι ἐπὶ τὸ ὑποκείμενον ἐπίπεδον· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς
ΑΘ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΘ· ὀρθὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΒΘ γωνία.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΔΕΜ γωνία ὀρθή ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΘ
γωνία τῇ ὑπὸ ΕΔΜ ἴση· ὑπόκεινται γάρ· καὶ ἔστιν ἡ ΑΘ τῇ ΔΜ ἴση· ἴση
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΔΕ]. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΓ τῇ ΔΖ, ἡ δὲ ΑΒ τῇ
ΔΕ, δύο δὴ αἱ ΓΑ, ΑΒ δυσὶ ταῖς ΖΔ, ΔΕ ἴσαι εἰσίν. ἀλλὰ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ
ΓΑΒ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΖΔΕ ἐστιν ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΒΓ βάσει τῇ ΕΖ ἴση ἐστὶ
καὶ τὸ τρίγωνον τῷ τριγώνῳ καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις·
ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΒ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΖΕ. ἔστι δὲ καὶ ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΑΓΚ ὀρθῇ
τῇ ὑπὸ ΔΖΝ ἴση· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΓΚ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΕΖΝ ἐστιν ἴση.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΓΒΚ τῇ ὑπὸ ΖΕΝ ἐστιν ἴση. δύο δὴ τρίγωνά
ἐστι τὰ ΒΓΚ, ΕΖΝ [τὰς] δύο γωνίας δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα ἑκατέραν
ἑκατέρᾳ καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην τὴν πρὸς ταῖς ἴσαις γωνίαις
τὴν ΒΓ τῇ ΕΖ· καὶ τὰς λοιπὰς ἄρα πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας
ἕξουσιν. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΓΚ τῇ ΖΝ. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΑΓ τῇ ΔΖ ἴση· δύο δὴ αἱ
ΑΓ, ΓΚ δυσὶ ταῖς ΔΖ, ΖΝ ἴσαι εἰσίν· καὶ ὀρθὰς γωνίας περιέχουσιν. βάσις
ἄρα ἡ ΑΚ βάσει τῇ ΔΝ ἴση ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΘ τῇ ΔΜ, ἴσον
ἐστὶ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΘ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΜ. ἀλλὰ τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΘ ἴσα
ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΚ, ΚΘ· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΑΚΘ· τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΔΜ ἴσα
τὰ ἀπὸ τῶν ΔΝ, ΝΜ· ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΔΝΜ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΚ, ΚΘ ἴσα
ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΔΝ, ΝΜ, ὧν τὸ ἀπὸ τῆς ΑΚ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΔΝ·
λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΚΘ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΝΜ· ἴση ἄρα ἡ ΘΚ τῇ
ΜΝ. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΘΑ, ΑΚ δυσὶ ταῖς ΜΔ, ΔΝ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ,
καὶ βάσις ἡ ΘΚ βάσει τῇ ΜΝ ἐδείχθη ἴση, γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΘΑΚ γωνίᾳ
τῇ ὑπὸ ΜΔΝ ἐστιν ἴση.

Ἐὰν ἄρα ὦσι δύο γωνίαι ἐπίπεδοι ἴσαι καὶ τὰ ἑξῆς τῆς προτάσεως
[ὅπερ ἔδει δεῖξαι].

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι, ἐὰν ὦσι δύο γωνίαι ἐπίπεδοι ἴσαι, ἐπιστα-

θῶσι δὲ ἐπ᾽ αὐτῶν μετέωροι εὐθεῖαι ἴσαι ἴσας γωνίας περιέχουσαι μετὰ
τῶν ἐξ ἀρχῆς εὐθειῶν ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, αἱ ἀπ᾽ αὐτῶν κάθετοι ἀγόμεναι
ἐπὶ τὰ ἐπίπεδα, ἐν οἷς εἰσιν αἱ ἐξ ἀρχῆς γωνίαι, ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 36 () Ἐὰν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογονὦσιν, τὸ ἐκ τῶν τριῶνστερεὸν
παραλληλεπίπεδον ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς μέσης στερεῷ παραλληλεπιπέδῳ
ἰσοπλεύρῳ μέν, ἰσογωνίῳ δὲ τῷ προειρημένῳ.
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Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τρεῖς εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ Α, Β, Γ, ὡς ἡ Α πρὸς τὴν
Β, οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ· λέγω, ὅτι τὸ ἐκ τῶν Α, Β, Γ στερεὸν ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς Β στερεῷ ἰσοπλεύρῳ μέν, ἰσογωνίῳ δὲ τῷ προειρημένῳ.

Ἐκκείσθω στερεὰ γωνία ἡ πρὸς τῷ Ε περιεχομένη ὑπὸ τῶν ὑπὸ ΔΕΗ,
ΗΕΖ, ΖΕΔ, καὶ κείσθω τῇ μὲν Β ἴση ἑκάστη τῶν ΔΕ, ΗΕ, ΕΖ, καὶ συμπε-
πληρώσθω τὸ ΕΚ στερεὸν παραλληλεπίπεδον, τῇ δὲ Α ἴση ἡ ΛΜ, καὶ
συνεστάτω πρὸς τῇ ΛΜ εὐθείᾳ καὶ τῷ πρὸς αὐτῇ σημείῳ τῷ Λ τῇ πρὸς
τῷ Ε στερεᾷ γωνίᾳ ἴση στερεὰ γωνία ἡ περιεχομένη ὑπὸ τῶν ΝΛΞ, ΞΛΜ,
ΜΛΝ, καὶ κείσθω τῇ μὲν Β ἴση ἡ ΛΞ, τῇ δὲ Γ ἴση ἡ ΛΝ. καὶ ἐπεί ἐστιν
ὡς ἡ Α πρὸς τὴν Β, οὕτως ἡ Β πρὸς τὴν Γ, ἴση δὲ ἡ μὲν Α τῇ ΛΜ, ἡ δὲ
Β ἑκατέρᾳ τῶν ΛΞ, ΕΔ, ἡ δὲ Γ τῇ ΛΝ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΛΜ πρὸς τὴν ΕΖ,
οὕτως ἡ ΔΕ πρὸς τὴν ΛΝ. καὶ περὶ ἴσας γωνίας τὰς ὑπὸ ΝΛΜ, ΔΕΖ αἱ
πλευραὶ ἀντιπεπόνθασιν· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΜΝ παραλληλόγραμμον τῷ ΔΖ
παραλληλογράμμῳ. καὶ ἐπεὶ δύο γωνίαι ἐπίπεδοι εὐθύγραμμοι ἴσαι εἰσὶν
αἱ ὑπὸ ΔΕΖ, ΝΛΜ, καὶ ἐπ᾽ αὐτῶν μετέωροι εὐθεῖαι ἐφεστᾶσιν αἱ ΛΞ, ΕΗ
ἴσαι τε ἀλλήλαις καὶ ἴσας γωνίας περιέχουσαι μετὰ τῶν ἐξ ἀρχῆς εὐθειῶν
ἑκατέραν ἑκατέρᾳ, αἱ ἄρα ἀπὸ τῶν Η, Ξ σημείων κάθετοι ἀγόμεναι ἐπὶ τὰ
διὰ τῶν ΝΛΜ, ΔΕΖ ἐπίπεδα ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν· ὥστε τὰ ΛΘ, ΕΚ στερεὰ
ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ἐστίν. τὰ δὲ ἐπὶ ἴσων βάσεων στερεὰ παραλληλεπίπεδα
καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΘΛ στερεὸν
τῷ ΕΚ στερεῷ. καί ἐστι τὸ μὲν ΛΘ τὸ ἐκ τῶν Α, Β, Γ στερεόν, τὸ δὲ ΕΚ τὸ
ἀπὸ τῆς Β στερεόν· τὸ ἄρα ἐκ τῶν Α, Β, Γ στερεὸν παραλληλεπίπεδον ἴσον
ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Β στερεῷ ἰσοπλεύρῳ μέν, ἰσογωνίῳ δὲ τῷ προειρημένῳ·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 37 () Ἐὰν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσιν, καὶ τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν
στερεὰπαραλληλεπίπεδαὅμοιάτεκαὶὁμοίωςἀναγραφόμεναἀνάλογονἔσται·
καὶ ἐὰν τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν στερεὰ παραλληλεπίπεδα ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως ἀναγρα-
φόμενα ἀνάλογον ᾖ, καὶ αὐταὶ αἱ εὐθεῖαι ἀνάλογον ἔσονται.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον αἱ ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ΗΘ, ὡς
ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ, καὶ ἀναγεγράφθωσαν ἀπὸ
τῶν ΑΒ, ΓΔ, ΕΖ, ΗΘ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα στερεὰ παραλληλεπίπεδα
τὰ ΚΑ, ΛΓ, ΜΕ, ΝΗ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ ΚΑ πρὸς τὸ ΛΓ, οὕτως τὸ ΜΕ
πρὸς τὸ ΝΗ.

Ἐπεὶ γὰρ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΚΑ στερεὸν παραλληλεπίπεδον τῷ ΛΓ, τὸ ΚΑ
ἄρα πρὸς τὸ ΛΓ τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΜΕ πρὸς τὸ ΝΗ τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΕΖ πρὸς
τὴν ΗΘ. καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ. καὶ
ὡς ἄρα τὸ ΑΚ πρὸς τὸ ΛΓ, οὕτως τὸ ΜΕ πρὸς τὸ ΝΗ.
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Ἀλλὰ δὴ ἔστω ὡς τὸ ΑΚ στερεὸν πρὸς τὸ ΛΓ στερεόν, οὕτως τὸ ΜΕ
στερεὸν πρὸς τὸ ΝΗ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ εὐθεῖα πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως
ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ.

Ἐπεὶ γὰρ πάλιν τὸ ΚΑ πρὸς τὸ ΛΓ τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΓΔ, ἔχει δὲ καὶ τὸ ΜΕ πρὸς τὸ ΝΗ τριπλασίονα λόγον ἤπερ ἡ
ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ, καί ἐστιν ὡς τὸ ΚΑ πρὸς τὸ ΛΓ, οὕτως τὸ ΜΕ πρὸς τὸ
ΝΗ, καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΗΘ.

Ἐὰν ἄρα τέσσαρες εὐθεῖαι ἀνάλογον ὦσι καὶ τὰ ἑξῆς τῆς προτάσεως·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 38 () Ἐὰν κύβου τῶν ἀπεναντίον ἐπιπέδων αἱ πλευραὶ δίχα
τμηθῶσιν, διὰ δὲ τῶν τομῶν ἐπίπεδα ἐκβληθῇ, ἡ κοινὴ τομὴ τῶν ἐπιπέδων καὶ
ἡ τοῦ κύβου διάμετρος δίχα τέμνουσιν ἀλλήλας.

Ἀπόδειξις. Κύβου γὰρ τοῦ ΑΖ τῶν ἀπεναντίον ἐπιπέδων τῶν ΓΖ, ΑΘ αἱ
πλευραὶ δίχα τετμήσθωσαν κατὰ τὰ Κ, Λ, Μ, Ν, Ξ, Π, Ο, Ρ σημεῖα, διὰ δὲ
τῶν τομῶν ἐπίπεδα ἐκβεβλήσθω τὰ ΚΝ, ΞΡ, κοινὴ δὲ τομὴ τῶν ἐπιπέδων
ἔστω ἡ ΥΣ, τοῦ δὲ ΑΖ κύβου διαγώνιος ἡ ΔΗ. λέγω, ὅτι ἴση ἐστὶν ἡ μὲν
ΥΤ τῇ ΤΣ, ἡ δὲ ΔΤ τῇ ΤΗ.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΔΥ, ΥΕ, ΒΣ, ΣΗ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΔΞ
τῇ ΟΕ, αἱ ἐναλλὰξ γωνίαι αἱ ὑπὸ ΔΞΥ, ΥΟΕ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. καὶ ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ μὲν ΔΞ τῇ ΟΕ, ἡ δὲ ΞΥ τῇ ΥΟ, καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν, βάσις
ἄρα ἡ ΔΥ τῇ ΥΕ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΔΞΥ τρίγωνον τῷ ΟΥΕ τριγώνῳ ἐστὶν
ἴσον καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΞΥΔ
γωνία τῇ ὑπὸ ΟΥΕ γωνίᾳ. διὰ δὴ τοῦτο εὐθεῖά ἐστιν ἡ ΔΥΕ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ καὶ ἡ ΒΣΗ εὐθεῖά ἐστιν, καὶ ἴση ἡ ΒΣ τῇ ΣΗ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΓΑ τῇ ΔΒ ἴση
ἐστὶ καὶ παράλληλος, ἀλλὰ ἡ ΓΑ καὶ τῇ ΕΗ ἴση τέ ἐστι καὶ παράλληλος, καὶ
ἡ ΔΒ ἄρα τῇ ΕΗ ἴση τέ ἐστι καὶ παράλληλος. καὶ ἐπιζευγνύουσιν αὐτὰς
εὐθεῖαι αἱ ΔΕ, ΒΗ· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΔΕ τῇ ΒΗ. ἴση ἄρα ἡ μὲν ὑπὸ
ΕΔΤ γωνία τῇ ὑπὸ ΒΗΤ· ἐναλλὰξ γάρ· ἡ δὲ ὑπὸ ΔΤΥ τῇ ὑπὸ ΗΤΣ. δύο δὴ
τρίγωνά ἐστι τὰ ΔΤΥ, ΗΤΣ τὰς δύο γωνίας ταῖς δυσὶ γωνίαις ἴσας ἔχοντα
καὶ μίαν πλευρὰν μιᾷ πλευρᾷ ἴσην τὴν ὑποτείνουσαν ὑπὸ μίαν τῶν ἴσων
γωνιῶν τὴν ΔΥ τῇ ΗΣ· ἡμίσειαι γάρ εἰσι τῶν ΔΕ, ΒΗ· καὶ τὰς λοιπὰς
πλευρὰς ταῖς λοιπαῖς πλευραῖς ἴσας ἕξει. ἴση ἄρα ἡ μὲν ΔΤ τῇ ΤΗ, ἡ δὲ ΥΤ
τῇ ΤΣ.

Ἐὰν ἄρα κύβου τῶν ἀπεναντίον ἐπιπέδων αἱ πλευραὶ δίχα τμηθῶσιν,
διὰ δὲ τῶν τομῶν ἐπίπεδα ἐκβληθῇ, ἡ κοινὴ τομὴ τῶν ἐπιπέδων καὶ ἡ τοῦ
κύβου διάμετρος δίχα τέμνουσιν ἀλλήλας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 39 () Ἐὰν ᾖ δύο πρίσματα ἰσοϋψῆ, καὶ τὸ μὲν ἔχῃ βάσιν πα-
ραλληλόγραμμον, τὸ δὲ τρίγωνον, διπλάσιον δὲ ᾖ τὸ παραλληλόγραμμον τοῦ
τριγώνου, ἴσα ἔσται τὰ πρίσματα.

Ἀπόδειξις. Ἔστω δύο πρίσματα ἰσοϋψῆ τὰ ΑΒΓΔΕΖ, ΗΘΚΛ ΜΝ, καὶ
τὸ μὲν ἐχέτω βάσιν τὸ ΑΖ παραλληλόγραμμον, τὸ δὲ τὸ ΗΘΚ τρίγωνον,
διπλάσιον δὲ ἔστω τὸ ΑΖ παραλληλόγραμμον τοῦ ΗΘΚ τριγώνου· λέγω,
ὅτι ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕΖ πρίσμα τῷ ΗΘΚΛΜΝ πρίσματι.

Συμπεπληρώσθω γὰρ τὰ ΑΞ, ΗΟ στερεά. ἐπεὶ διπλάσιόν ἐστι τὸ ΑΖ
παραλληλόγραμμον τοῦ ΗΘΚ τριγώνου, ἔστι δὲ καὶ τὸ ΘΚ παραλλη-
λόγραμμον διπλάσιον τοῦ ΗΘΚ τριγώνου, ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΖ παραλ-
ληλόγραμμον τῷ ΘΚ παραλληλογράμμῳ. τὰ δὲ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντα
στερεὰ παραλληλεπίπεδα καὶ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ἴσα ἀλλήλοις ἐστίν· ἴσον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΞ στερεὸν τῷ ΗΟ στερεῷ. καί ἐστι τοῦ μὲν ΑΞ στερεοῦ ἥμισυ
τὸ ΑΒΓΔΕΖ πρίσμα, τοῦ δὲ ΗΟ στερεοῦ ἥμισυ τὸ ΗΘΚΛΜΝ πρίσμα· ἴσον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕΖ πρίσμα τῷ ΗΘΚΛΜΝ πρίσματι.

Ἐὰν ἄρα ᾖ δύο πρίσματα ἰσοϋψῆ, καὶ τὸ μὲν ἔχῃ βάσιν παραλλη-
λόγραμμον, τὸ δὲ τρίγωνον, διπλάσιον δὲ ᾖ τὸ παραλληλόγραμμον τοῦ
τριγώνου, ἴσα ἐστὶ τὰ πρίσματα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 



Βιβλίο 12ο

Ὀρισμοί

Πρότασις 1 () Τὰ ἐν τοῖς κύκλοις ὅμοια πολύγωνα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς
τὰ ἀπὸ τῶν διαμέτρων τετράγωνα.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν κύκλοι οἱ ΑΒΓ, ΖΗΘ, καὶ ἐν αὐτοῖς ὅμοια πολύγωνα
ἔστω τὰ ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ, διάμετροι δὲ τῶν κύκλων ἔστωσαν αἱ ΒΜ, ΗΝ·
λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΜ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΝ
τετράγωνον, οὕτως τὸ ΑΒΓΔΕ πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ πολύγωνον.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΕ, ΑΜ, ΗΛ, ΖΝ. καὶ ἐπεὶ ὅμοιον τὸ ΑΒΓΔΕ
πολύγωνον τῷ ΖΗΘΚΛ πολυγώνῳ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΕ γωνία τῇ
ὑπὸ ΗΖΛ, καί ἐστιν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΕ, οὕτως ἡ ΗΖ πρὸς τὴν ΖΛ. δύο
δὴ τρίγωνά ἐστι τὰ ΒΑΕ, ΗΖΛ μίαν γωνίαν μιᾷ γωνίᾳ ἴσην ἔχοντα τὴν
ὑπὸ ΒΑΕ τῇ ὑπὸ ΗΖΛ, περὶ δὲ τὰς ἴσας γωνίας τὰς πλευρὰς ἀνάλογον·
ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΖΗΛ τριγώνῳ. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ
ὑπὸ ΑΕΒ γωνία τῇ ὑπὸ ΖΛΗ. ἀλλ᾽ ἡ μὲν ὑπὸ ΑΕΒ τῇ ὑπὸ ΑΜΒ ἐστιν ἴση·
ἐπὶ γὰρ τῆς αὐτῆς περιφερείας βεβήκασιν· ἡ δὲ ὑπὸ ΖΛΗ τῇ ὑπὸ ΖΝΗ·
καὶ ἡ ὑπὸ ΑΜΒ ἄρα τῇ ὑπὸ ΖΝΗ ἐστιν ἴση. ἔστι δὲ καὶ ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΒΑΜ
ὀρθῇ τῇ ὑπὸ ΗΖΝ ἴση· καὶ ἡ λοιπὴ ἄρα τῇ λοιπῇ ἐστιν ἴση. ἰσογώνιον
ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΜ τρίγωνον τῷ ΖΗΝ τριγώνῳ. ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ
ΒΜ πρὸς τὴν ΗΝ, οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΗΖ. ἀλλὰ τοῦ μὲν τῆς ΒΜ πρὸς
τὴν ΗΝ λόγου διπλασίων ἐστὶν ὁ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΜ τετραγώνου πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΝ τετράγωνον, τοῦ δὲ τῆς ΒΑ πρὸς τὴν ΗΖ διπλασίων ἐστὶν ὁ
τοῦ ΑΒΓΔΕ πολυγώνου πρὸς τὸ ΖΗ ΘΚΛ πολύγωνον· καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΜ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΝ τετράγωνον, οὕτως τὸ ΑΒΓΔΕ
πολύγωνον πρὸς τὸ ΖΗΘΚΛ πολύγωνον.

Τὰ ἄρα ἐν τοῖς κύκλοις ὅμοια πολύγωνα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς τὰ ἀπὸ
τῶν διαμέτρων τετράγωνα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 2 () Οἱ κύκλοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν διαμέτρων
τετράγωνα.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν κύκλοι οἱ ΑΒΓΔ, ΕΖΗΘ, διάμετροι δὲ αὐτῶν [ἔστωσαν]
αἱ ΒΔ, ΖΘ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ τετράγωνον.

Εἰ γὰρ μή ἐστιν ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, ἔσται ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ πρὸς
τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως ὁ ΑΒΓΔ κύκλος ἤτοι πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΕΖΗΘ
κύκλου χωρίον ἢ πρὸς μεῖζον. ἔστω πρότερον πρὸς ἔλασσον τὸ Σ. καὶ ἐγγε-
γράφθω εἰς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον τετράγωνον τὸ ΕΖΗΘ· τὸ δὴ ἐγγεγραμμένον
τετράγωνον μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου, ἐπειδήπερ ἐὰν διὰ
τῶν Ε, Ζ, Η, Θ σημείων ἐφαπτομένας [εὐθείας] τοῦ κύκλου ἀγάγωμεν,
τοῦ περιγραφομένου περὶ τὸν κύκλον τετραγώνου ἥμισύ ἐστι τὸ ΕΖΗΘ
τετράγωνον, τοῦ δὲ περιγραφέντος τετραγώνου ἐλάττων ἐστὶν ὁ κύκλος·
ὥστε τὸ ΕΖΗΘ ἐγγεγραμμένον τετράγωνον μεῖζόν ἐστι τοῦ ἡμίσεως τοῦ
ΕΖΗΘ κύκλου. τετμήσθωσαν δίχα αἱ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφέρειαι κατὰ τὰ
Κ, Λ, Μ, Ν σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕ·
καὶ ἕκαστον ἄρα τῶν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγώνων μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ
ἥμισυ τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος τοῦ κύκλου, ἐπειδήπερ ἐὰν διὰ τῶν Κ, Λ, Μ,
Ν σημείων ἐφαπτομένας τοῦ κύκλου ἀγάγωμεν καὶ ἀναπληρώσωμεν τὰ ἐπὶ
τῶν ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ εὐθειῶν παραλληλόγραμμα, ἕκαστον τῶν ΕΚΖ, ΖΛΗ,
ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγώνων ἥμισυ ἔσται τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ παραλληλογράμμου,
ἀλλὰ τὸ καθ᾽ ἑαυτὸ τμῆμα ἔλαττόν ἐστι τοῦ παραλληλογράμμου· ὥστε
ἕκαστον τῶν ΕΚΖ, ΖΛΗ, ΗΜΘ, ΘΝΕ τριγώνων μεῖζόν ἐστι τοῦ ἡμίσεως
τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος τοῦ κύκλου. τέμνοντες δὴ τὰς ὑπολειπομένας
περιφερείας δίχα καὶ ἐπιζευγνύντες εὐθείας καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιοῦντες κατα-
λείψομέν τινα ἀποτμήματα τοῦ κύκλου, ἃ ἔσται ἐλάσσονα τῆς ὑπεροχῆς,
ᾗ ὑπερέχει ὁ ΕΖΗΘ κύκλος τοῦ Σ χωρίου. ἐδείχθη γὰρ ἐν τῷ πρώτῳ θε-
ωρήματι τοῦ δεκάτου βιβλίου, ὅτι δύο μεγεθῶν ἀνίσων ἐκκειμένων, ἐὰν
ἀπὸ τοῦ μείζονος ἀφαιρεθῇ μεῖζον ἢ τὸ ἥμισυ καὶ τοῦ καταλειπομένου με-
ῖζον ἢ τὸ ἥμισυ, καὶ τοῦτο ἀεὶ γίγνηται, λειφθήσεταί τι μέγεθος, ὃ ἔσται
ἔλασσον τοῦ ἐκκειμένου ἐλάσσονος μεγέθους. λελείφθω οὖν, καὶ ἔστω τὰ
ἐπὶ τῶν ΕΚ, ΚΖ, ΖΛ, ΛΗ, ΗΜ, ΜΘ, ΘΝ, ΝΕ τμήματα τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου
ἐλάττονα τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει ὁ ΕΖΗΘ κύκλος τοῦ Σ χωρίου. λοιπὸν
ἄρα τὸ ΕΚΖΛΗ ΜΘΝ πολύγωνον μεῖζόν ἐστι τοῦ Σ χωρίου. ἐγγεγράφθω
καὶ εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τῷ ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολυγώνῳ ὅμοιον πολύγωνον
τὸ ΑΞΒΟΓΠΔΡ· ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΖΘ τετράγωνον, οὕτως τὸ ΑΞΒΟΓΠΔΡ πολύγωνον πρὸς τὸ ΕΚΖΛ
ΗΜΘΝ πολύγωνον. ἀλλὰ καὶ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸ Σ χωρίον· καὶ ὡς ἄρα ὁ ΑΒΓΔ
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κύκλος πρὸς τὸ Σ χωρίον, οὕτως τὸ ΑΞΒΟΓΠΔΡ πολύγωνον πρὸς τὸ ΕΚΖ-
ΛΗΜΘΝ πολύγωνον· ἐναλλὰξ ἄρα ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸ ἐν αὐτῷ
πολύγωνον, οὕτως τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸ ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολύγωνον. μείζων
δὲ ὁ ΑΒΓΔ κύκλος τοῦ ἐν αὐτῷ πολυγώνου· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ Σ χωρίον
τοῦ ΕΚΖΛΗΜΘΝ πολυγώνου. ἀλλὰ καὶ ἔλαττον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον.
οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως
ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου χωρίον. ὁμοίως δὴ
δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ὡς τὸ ἀπὸ ΖΘ πρὸς τὸ ἀπὸ ΒΔ, οὕτως ὁ ΕΖΗΘ κύκλος
πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου χωρίον.

Λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως ὁ
ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς μεῖζόν τι τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου χωρίον.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω πρὸς μεῖζον τὸ Σ. ἀνάπαλιν ἄρα [ἐστὶν] ὡς τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΘ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΔΒ, οὕτως τὸ Σ χωρίον πρὸς
τὸν ΑΒΓΔ κύκλον. ἀλλ᾽ ὡς τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ
ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς ἔλαττόν τι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου χωρίον· καὶ ὡς ἄρα τὸ
ἀπὸ τῆς ΖΘ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ, οὕτως ὁ ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς ἔλασσόν τι
τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου χωρίον· ὅπερ ἀδύνατον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ
ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς
μεῖζόν τι τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου χωρίον. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ πρὸς ἔλασσον·
ἔστιν ἄρα ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τετράγωνον πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΖΘ, οὕτως ὁ
ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον.

Οἱ ἄρα κύκλοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν διαμέτρων τε-
τράγωνα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Λέγω δή, ὅτι τοῦ Σ χωρίου μείζονος ὄντος τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου ἐστὶν ὡς

τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς ἔλαττόν
τι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου χωρίον.

Γεγονέτω γὰρ ὡς τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ ΕΖΗΘ
κύκλος πρὸς τὸ Τ χωρίον. λέγω, ὅτι ἔλαττόν ἐστι τὸ Τ χωρίον τοῦ ΑΒΓΔ
κύκλου. ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ
ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς τὸ Τ χωρίον, ἐναλλάξ ἐστιν ὡς τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν
ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸ Τ χωρίον. μεῖζον δὲ τὸ Σ
χωρίον τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου· μείζων ἄρα καὶ ὁ ΑΒΓΔ κύκλος τοῦ Τ χωρίου.
ὥστε ἐστὶν ὡς τὸ Σ χωρίον πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ ΕΖΗΘ κύκλος
πρὸς ἔλαττόν τι τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου χωρίον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Πᾶσα πυραμὶς τρίγωνον ἔχουσα βάσιν διαιρεῖται εἰς δύο
πυραμίδας ἴσας τε καὶ ὁμοίας ἀλλήλαις καὶ [ὁμοίας] τῇ ὅλῃ τριγώνους ἐχούσας
βάσεις καὶ εἰς δύο πρίσματα ἴσα· καὶ τὰ δύο πρίσματα μείζονά ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ
τῆς ὅλης πυραμίδος.
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Ἀπόδειξις. Ἔστω πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ
δὲ τὸ Δ σημεῖον· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒΓΔ πυραμὶς διαιρεῖται εἰς δύο πυραμίδας
ἴσας ἀλλήλαις τριγώνους βάσεις ἐχούσας καὶ ὁμοίας τῇ ὅλῃ καὶ εἰς δύο
πρίσματα ἴσα· καὶ τὰ δύο πρίσματα μείζονά ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τῆς ὅλης
πυραμίδος.

Τετμήσθωσαν γὰρ αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ, ΑΔ, ΔΒ, ΔΓ δίχα κατὰ τὰ Ε, Ζ, Η, Θ, Κ,
Λ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΘΕ, ΕΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΛ, ΛΘ, ΚΖ, ΖΗ. ἐπεὶ ἴση
ἐστὶν ἡ μὲν ΑΕ τῇ ΕΒ, ἡ δὲ ΑΘ τῇ ΔΘ, παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΘ τῇ ΔΒ.
διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΘΚ τῇ ΑΒπαράλληλός ἐστιν. παραλληλόγραμμον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΘΕ ΒΚ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΘΚ τῇ ΕΒ. ἀλλὰ ἡ ΕΒ τῇ ΕΑ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ
ΑΕ ἄρα τῇ ΘΚ ἐστιν ἴση. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΑΘ τῇ ΘΔ ἴση· δύο δὴ αἱ ΕΑ, ΑΘ δυσὶ
ταῖς ΚΘ, ΘΔ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ· καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΑΘ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΚΘΔ ἴση· βάσις ἄρα ἡ ΕΘ βάσει τῇ ΚΔ ἐστιν ἴση. ἴσον ἄρα καὶ ὅμοιόν
ἐστι τὸ ΑΕΘ τρίγωνον τῷ ΘΚΔ τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΑΘΗ
τρίγωνον τῷ ΘΛΔ τριγώνῳ ἴσον τέ ἐστι καὶ ὅμοιον. καὶ ἐπεὶ δύο εὐθεῖαι
ἁπτόμεναι ἀλλήλων αἱ ΕΘ, ΘΗ παρὰ δύο εὐθείας ἁπτομένας ἀλλήλων τὰς
ΚΔ, ΔΛ εἰσιν οὐκ ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ οὖσαι, ἴσας γωνίας περιέξουσιν. ἴση
ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΕΘΗ γωνία τῇ ὑπὸ ΚΔΛ γωνίᾳ. καὶ ἐπεὶ δύο εὐθεῖαι αἱ
ΕΘ, ΘΗ δυσὶ ταῖς ΚΔ, ΔΛ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΕΘΗ
γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΚΔΛ ἐστιν ἴση, βάσις ἄρα ἡ ΕΗ βάσει τῇ ΚΛ [ἐστιν] ἴση· ἴσον
ἄρα καὶ ὅμοιόν ἐστι τὸ ΕΘΗ τρίγωνον τῷ ΚΔΛ τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ
καὶ τὸ ΑΕΗ τρίγωνον τῷ ΘΚΛ τριγώνῳ ἴσον τε καὶ ὅμοιόν ἐστιν. ἡ ἄρα
πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Θ σημεῖον, ἴση
καὶ ὁμοία ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΘΚΛ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ
τὸ Δ σημεῖον. καὶ ἐπεὶ τριγώνου τοῦ ΑΔΒ παρὰ μίαν τῶν πλευρῶν τὴν ΑΒ
ἦκται ἡ ΘΚ, ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΔΒ τρίγωνον τῷ ΔΘΚ τριγώνῳ, καὶ τὰς
πλευρὰς ἀνάλογον ἔχουσιν· ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΔΒ τρίγωνον τῷ ΔΘΚ
τριγώνῳ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ τὸ μὲν ΔΒΓ τρίγωνον τῷ ΔΚΛ τριγώνῳ
ὅμοιόν ἐστιν, τὸ δὲ ΑΔΓ τῷ ΔΛΘ. καὶ ἐπεὶ δύο εὐθεῖαι ἁπτόμεναι ἀλλήλων
αἱ ΒΑ, ΑΓ παρὰ δύο εὐθείας ἁπτομένας ἀλλήλων τὰς ΚΘ, ΘΛ εἰσιν οὐκ
ἐν τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ, ἴσας γωνίας περιέξουσιν. ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ
γωνία τῇ ὑπὸ ΚΘΛ. καί ἐστιν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΚΘ πρὸς τὴν
ΘΛ· ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷΘΚΛ τριγώνῳ. καὶ πυραμὶς ἄρα,
ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον, ὁμοία ἐστὶ
πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸΘΚΛ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον. ἀλλὰ
πυραμίς, ἧς βάσις μὲν [ἐστι] τὸ ΘΚΛ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον,
ὁμοία ἐδείχθη πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ
τὸ Θ σημεῖον [ὥστε καὶ πυραμίς, ἧς βάσις μὲν τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ
δὲ τὸ Δ σημεῖον, ὁμοία ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις μὲν τὸ ΑΕΗ τρίγωνον,
κορυφὴ δὲ τὸ Θ σημεῖον]. ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΕΗΘ, ΘΚΛΔ πυραμίδων
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ὁμοία ἐστὶ τῇ ὅλῃ τῇ ΑΒΓΔ πυραμίδι. —Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΖ τῇ ΖΓ,
διπλάσιόν ἐστι τὸ ΕΒΖΗ παραλληλόγραμμον τοῦ ΗΖΓ τριγώνου. καὶ ἐπεί,
ἐὰν ᾖ δύο πρίσματα ἰσοϋψῆ, καὶ τὸ μὲν ἔχῃ βάσιν παραλληλόγραμμον, τὸ
δὲ τρίγωνον, διπλάσιον δὲ ᾖ τὸ παραλληλόγραμμον τοῦ τριγώνου, ἴσα
ἐστὶ τὰ πρίσματα, ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ πρίσμα τὸ περιεχόμενον ὑπὸ δύο μὲν
τριγώνων τῶν ΒΚΖ, ΕΘΗ, τριῶν δὲ παραλληλογράμμων τῶν ΕΒΖΗ, ΕΒΚΘ,
ΘΚΖΗ τῷ πρίσματι τῷ περιεχομένῳ ὑπὸ δύο μὲν τριγώνων τῶν ΗΖΓ,
ΘΚΛ, τριῶν δὲ παραλληλογράμμων τῶν ΚΖΓΛ, ΛΓΗΘ, ΘΚΖΗ. καὶ φανερόν,
ὅτι ἑκάτερον τῶν πρισμάτων, οὗ τε βάσις τὸ ΕΒΖΗ παραλληλόγραμμον,
ἀπεναντίον δὲ ἡ ΘΚ εὐθεῖα, καὶ οὗ βάσις τὸ ΗΖΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον
δὲ τὸ ΘΚΛ τρίγωνον, μεῖζόν ἐστιν ἑκατέρας τῶν πυραμίδων, ὧν βάσεις
μὲν τὰ ΑΕΗ, ΘΚΛ τρίγωνα, κορυφαὶ δὲ τὰ Θ, Δ σημεῖα, ἐπειδήπερ [καὶ]
ἐὰν ἐπιζεύξωμεν τὰς ΕΖ, ΕΚ εὐθείας, τὸ μὲν πρίσμα, οὗ βάσις τὸ ΕΒΖΗ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ ἡ ΘΚ εὐθεῖα, μεῖζόν ἐστι τῆς πυραμίδος,
ἧς βάσις τὸ ΕΒΖ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Κ σημεῖον. ἀλλ᾽ ἡ πυραμίς, ἧς
βάσις τὸ ΕΒΖ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Κ σημεῖον, ἴση ἐστὶ πυραμίδι, ἧς
βάσις τὸ ΑΕΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Θ σημεῖον· ὑπὸ γὰρ ἴσων καὶ
ὁμοίων ἐπιπέδων περιέχονται. ὥστε καὶ τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΕΒΖΗ
παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ ἡ ΘΚ εὐθεῖα, μεῖζόν ἐστι πυραμίδος, ἧς
βάσις μὲν τὸ ΑΕΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Θ σημεῖον. ἴσον δὲ τὸ μὲν πρίσμα,
οὗ βάσις τὸ ΕΒΖΗ παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ ἡ ΘΚ εὐθεῖα, τῷ
πρίσματι, οὗ βάσις μὲν τὸ ΗΖΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΘΚΛ τρίγωνον·
ἡ δὲ πυραμίς, ἧς βάσις τὸ ΑΕΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Θ σημεῖον, ἴση
ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις τὸ ΘΚΛ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον. τὰ
ἄρα εἰρημένα δύο πρίσματα μείζονά ἐστι τῶν εἰρημένων δύο πυραμίδων,
ὧν βάσεις μὲν τὰ ΑΕΗ, ΘΚΛ τρίγωνα, κορυφαὶ δὲ τὰ Θ, Δ σημεῖα.

Ἡ ἄρα ὅλη πυραμίς, ἧς βάσις τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον,
διῄρηται εἴς τε δύο πυραμίδας ἴσας ἀλλήλαις [καὶ ὁμοίας τῇ ὅλῃ] καὶ εἰς
δύο πρίσματα ἴσα, καὶ τὰ δύο πρίσματα μείζονά ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τῆς ὅλης
πυραμίδος· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 4 () Ἐὰν ὦσι δύο πυραμίδες ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος τριγώνους
ἔχουσαι βάσεις, διαιρεθῇ δὲ ἑκατέρα αὐτῶν εἴς τε δύο πυραμίδας ἴσας ἀλλήλαις
καὶ ὁμοίας τῇ ὅλῃ καὶ εἰς δύοπρίσματα ἴσα, ἔσταιὡς ἡ τῆς μιᾶςπυραμίδος βάσις
πρὸς τὴν τῆς ἑτέρας πυραμίδος βάσιν, οὕτως τὰ ἐν τῇ μιᾷ πυραμίδι πρίσματα
πάντα πρὸς τὰ ἐν τῇ ἑτέρᾳ πυραμίδι πρίσματα πάντα ἰσοπληθῆ.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν δύο πυραμίδες ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος τριγώνους ἔχουσαι
βάσεις τὰς ΑΒΓ, ΔΕΖ, κορυφὰς δὲ τὰ Η, Θ σημεῖα, καὶ διῃρήσθω ἑκατέρα
αὐτῶν εἴς τε δύο πυραμίδας ἴσας ἀλλήλαις καὶ ὁμοίας τῇ ὅλῃ καὶ εἰς δύο
πρίσματα ἴσα· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως
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τὰ ἐν τῇ ΑΒΓΗ πυραμίδι πρίσματα πάντα πρὸς τὰ ἐν τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι
πρίσματα ἰσοπληθῆ.

Ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΒΞ τῇ ΞΓ, ἡ δὲ ΑΛ τῇ ΛΓ, παράλληλος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΛΞ τῇ ΑΒ καὶ ὅμοιον τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ ΛΞΓ τριγώνῳ. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ τὸ ΔΕΖ τρίγωνον τῷ ΡΦΖ τριγώνῳ ὅμοιόν ἐστιν. καὶ ἐπεὶ
διπλασίων ἐστὶν ἡ μὲν ΒΓ τῆς ΓΞ, ἡ δὲ ΕΖ τῆς ΖΦ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΓ πρὸς
τὴν ΓΞ, οὕτως ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΖΦ. καὶ ἀναγέγραπται ἀπὸ μὲν τῶν ΒΓ, ΓΞ
ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα εὐθύγραμμα τὰ ΑΒΓ, ΛΞΓ, ἀπὸ δὲ τῶν ΕΖ,
ΖΦ ὅμοιά τε καὶ ὁμοίως κείμενα [εὐθύγραμμα] τὰ ΔΕΖ, ΡΦΖ. ἔστιν ἄρα ὡς
τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΛΞΓ τρίγωνον, οὕτως τὸ ΔΕΖ τρίγωνον πρὸς
τὸ ΡΦΖ τρίγωνον· ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΔΕΖ
[τρίγωνον], οὕτως τὸ ΛΞΓ [τρίγωνον] πρὸς τὸ ΡΦΖ τρίγωνον. ἀλλ᾽ ὡς
τὸ ΛΞΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΡΦΖ τρίγωνον, οὕτως τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν
[ἐστι] τὸ ΛΞΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΟΜΝ, πρὸς τὸ πρίσμα, οὗ βάσις
μὲν τὸ ΡΦΖ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΣΤΥ· καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒΓ τρίγωνον
πρὸς τὸ ΔΕΖ τρίγωνον, οὕτως τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΛΞΓ τρίγωνον,
ἀπεναντίον δὲ τὸ ΟΜΝ, πρὸς τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΡΦΖ τρίγωνον,
ἀπεναντίον δὲ τὸ ΣΤΥ. ὡς δὲ τὰ εἰρημένα πρίσματα πρὸς ἄλληλα, οὕτως
τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΚΒΞΛ παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ ἡ
ΟΜ εὐθεῖα, πρὸς τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΠΕΦΡ παραλληλόγραμμον,
ἀπεναντίον δὲ ἡ ΣΤ εὐθεῖα. καὶ τὰ δύο ἄρα πρίσματα, οὗ τε βάσις μὲν
τὸ ΚΒΞΛ παραλληλόγραμμον, ἀπεναντίον δὲ ἡ ΟΜ, καὶ οὗ βάσις μὲν τὸ
ΛΞΓ, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΟΜΝ, πρὸς τὰ πρίσματα, οὗ τε βάσις μὲν τὸ ΠΕΦΡ,
ἀπεναντίον δὲ ἡ ΣΤ εὐθεῖα, καὶ οὗ βάσις μὲν τὸ ΡΦΖ τρίγωνον, ἀπεναντίον
δὲ τὸ ΣΤΥ. καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὰ εἰρημένα
δύο πρίσματα πρὸς τὰ εἰρημένα δύο πρίσματα.

Καὶ ὁμοίως, ἐὰν διαιρεθῶσιν αἱ ΟΜΝΗ, ΣΤΥΘ πυραμίδες εἴς τε δύο
πρίσματα καὶ δύο πυραμίδας, ἔσται ὡς ἡ ΟΜΝ βάσις πρὸς τὴν ΣΤΥ βάσιν,
οὕτως τὰ ἐν τῇ ΟΜ ΝΗ πυραμίδι δύο πρίσματα πρὸς τὰ ἐν τῇ ΣΤΥΘ
πυραμίδι δύο πρίσματα. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΟΜΝ βάσις πρὸς τὴν ΣΤΥ βάσιν, οὕτως
ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν· ἴσον γὰρ ἑκάτερον τῶν ΟΜΝ, ΣΤΥ
τριγώνων ἑκατέρῳ τῶν ΛΞΓ, ΡΦΖ. καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ
βάσιν, οὕτως τὰ τέσσαρα πρίσματα πρὸς τὰ τέσσαρα πρίσματα. ὁμοίως
δὲ κἂν τὰς ὑπολειπομένας πυραμίδας διέλωμεν εἴς τε δύο πυραμίδας καὶ
εἰς δύο πρίσματα, ἔσται ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὰ
ἐν τῇ ΑΒ ΓΗ πυραμίδι πρίσματα πάντα πρὸς τὰ ἐν τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι
πρίσματα πάντα ἰσοπληθῆ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα

Ὅτι δέ ἐστιν ὡς τὸ ΛΞΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΡΦΖ τρίγωνον, οὕτως τὸ
πρίσμα, οὗ βάσις τὸ ΛΞΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΟΜΝ, πρὸς τὸ
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πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΡΦΖ [τρίγωνον], ἀπεναντίον δὲ τὸ ΣΤΥ, οὕτω
δεικτέον.

Ἐπὶ γὰρ τῆς αὐτῆς καταγραφῆς νενοήσθωσαν ἀπὸ τῶν Η, Θ κάθε-
τοι ἐπὶ τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ ἐπίπεδα, ἴσαι δηλαδὴ τυγχάνουσαι διὰ τὸ ἰσοϋψεῖς
ὑποκεῖσθαι τὰς πυραμίδας. καὶ ἐπεὶ δύο εὐθεῖαι ἥ τε ΗΓ καὶ ἡ ἀπὸ τοῦ Η
κάθετος ὑπὸ παραλλήλων ἐπιπέδων τῶν ΑΒΓ, ΟΜΝ τέμνονται, εἰς τοὺς
αὐτοὺς λόγους τμηθήσονται. καὶ τέτμηται ἡ ΗΓ δίχα ὑπὸ τοῦ ΟΜΝ ἐπι-
πέδου κατὰ τὸ Ν· καὶ ἡ ἀπὸ τοῦ Η ἄρα κάθετος ἐπὶ τὸ ΑΒΓ ἐπίπεδον
δίχα τμηθήσεται ὑπὸ τοῦ ΟΜΝ ἐπιπέδου. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ἀπὸ τοῦ
Θ κάθετος ἐπὶ τὸ ΔΕΖ ἐπίπεδον δίχα τμηθήσεται ὑπὸ τοῦ ΣΤΥ ἐπιπέδου.
καί εἰσιν ἴσαι αἱ ἀπὸ τῶν Η, Θ κάθετοι ἐπὶ τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ ἐπίπεδα· ἴσαι
ἄρα καὶ αἱ ἀπὸ τῶν ΟΜΝ, ΣΤΥ τριγώνων ἐπὶ τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ κάθετοι. ἰσο-
ϋψῆ ἄρα [ἐστὶ] τὰ πρίσματα, ὧν βάσεις μέν εἰσι τὰ ΛΞΓ, ΡΦΖ τρίγωνα,
ἀπεναντίον δὲ τὰ ΟΜΝ, ΣΤΥ. ὥστε καὶ τὰ στερεὰ παραλληλεπίπεδα τὰ
ἀπὸ τῶν εἰρημένων πρισμάτων ἀναγραφόμενα ἰσοϋψῆ καὶ πρὸς ἄλληλα
[εἰσὶν] ὡς αἱ βάσεις· καὶ τὰ ἡμίση ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΛΞΓ βάσις πρὸς τὴν ΡΦΖ
βάσιν, οὕτως τὰ εἰρημένα πρίσματα πρὸς ἄλληλα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Αἱ ὑπὸ τὸαὐτὸ ὕψος οὖσαιπυραμίδες καὶ τριγώνους ἔχου-
σαι βάσεις πρὸς ἀλλήλας εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος πυραμίδες, ὧν βάσεις μὲν τὰ ΑΒΓ,
ΔΕΖ τρίγωνα, κορυφαὶ δὲ τὰ Η, Θ σημεῖα· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις
πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὴν ΔΕΖΘ πυραμίδα.

Εἰ γὰρ μή ἐστιν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ
πυραμὶς πρὸς τὴν ΔΕΖΘ πυραμίδα, ἔσται ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ
βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς ἤτοι πρὸς ἔλασσόν τι τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος
στερεὸν ἢ πρὸς μεῖζον. ἔστω πρότερον πρὸς ἔλασσον τὸ Χ, καὶ διῃρήσθω
ἡ ΔΕΖΘ πυραμὶς εἴς τε δύο πυραμίδας ἴσας ἀλλήλαις καὶ ὁμοίας τῇ ὅλῃ καὶ
εἰς δύο πρίσματα ἴσα· τὰ δὴ δύο πρίσματα μείζονά ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τῆς
ὅλης πυραμίδος. καὶ πάλιν αἱ ἐκ τῆς διαιρέσεως γινόμεναι πυραμίδες ὁμοίως
διῃρήσθωσαν, καὶ τοῦτο ἀεὶ γινέσθω, ἕως οὗ λειφθῶσί τινες πυραμίδες ἀπὸ
τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος, αἵ εἰσιν ἐλάττονες τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει ἡ ΔΕ ΖΘ
πυραμὶς τοῦ Χ στερεοῦ. λελείφθωσαν καὶ ἔστωσαν λόγου ἕνεκεν αἱ ΔΠΡΣ,
ΣΤΥΘ· λοιπὰ ἄρα τὰ ἐν τῇ ΔΕ ΖΘ πυραμίδι πρίσματα μείζονά ἐστι τοῦ Χ
στερεοῦ. διῃρήσθω καὶ ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς ὁμοίως καὶ ἰσοπληθῶς τῇ ΔΕΖΘ
πυραμίδι· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὰ ἐν τῇ
ΑΒΓΗ πυραμίδι πρίσματα πρὸς τὰ ἐν τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι πρίσματα. ἀλλὰ
καὶ ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὸ
Χ στερεόν· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὸ Χ στερεόν, οὕτως τὰ ἐν
τῇ ΑΒΓΗ πυραμίδι πρίσματα πρὸς τὰ ἐν τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι πρίσματα·
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ἐναλλὰξ ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὰ ἐν αὐτῇ πρίσματα, οὕτως τὸ
Χ στερεὸν πρὸς τὰ ἐν τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι πρίσματα. μείζων δὲ ἡ ΑΒΓΗ
πυραμὶς τῶν ἐν αὐτῇ πρισμάτων· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ Χ στερεὸν τῶν ἐν τῇ
ΔΕΖΘ πυραμίδι πρισμάτων. ἀλλὰ καὶ ἔλαττον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς
πρὸς ἔλασσόν τι τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος στερεόν. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι
οὐδὲ ὡς ἡ ΔΕΖ βάσις πρὸς τὴν ΑΒΓ βάσιν, οὕτως ἡ ΔΕΖΘ πυραμὶς πρὸς
ἔλαττόν τι τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος στερεόν.

Λέγω δή, ὅτι οὐκ ἔστιν οὐδὲ ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν,
οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς μεῖζόν τι τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος στερεόν.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω πρὸς μεῖζον τὸ Χ· ἀνάπαλιν ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΔΕΖ
βάσις πρὸς τὴν ΑΒΓ βάσιν, οὕτως τὸ Χ στερεὸν πρὸς τὴν ΑΒΓΗ πυραμίδα.
ὡς δὲ τὸ Χ στερεὸν πρὸς τὴν ΑΒΓΗ πυραμίδα, οὕτως ἡ ΔΕΖΘ πυραμὶς
πρὸς ἔλασσόν τι τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος, ὡς ἔμπροσθεν ἐδείχθη· καὶ ὡς ἄρα
ἡ ΔΕΖ βάσις πρὸς τὴν ΑΒΓ βάσιν, οὕτως ἡ ΔΕΖΘ πυραμὶς πρὸς ἔλασσόν
τι τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος· ὅπερ ἄτοπον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒΓ
βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς μεῖζόν τι τῆς
ΔΕΖΘ πυραμίδος στερεόν. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ πρὸς ἔλασσον. ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὴν
ΔΕΖΘ πυραμίδα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Αἱ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος οὖσαι πυραμίδες καὶ πολυγώνους
ἔχουσαι βάσεις πρὸς ἀλλήλας εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος πυραμίδες, ὧν [αἱ] βάσεις μὲν τὰ
ΑΒΓΔΕ, ΖΗΘΚΛ πολύγωνα, κορυφαὶ δὲ τὰ Μ, Ν σημεῖα· λέγω, ὅτι ἐστὶν
ὡς ἡ ΑΒΓΔΕ βάσις πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΕΜ πυραμὶς
πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛΝ πυραμίδα.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΑΓ, ΑΔ, ΖΘ, ΖΚ. ἐπεὶ οὖν δύο πυραμίδες εἰσὶν
αἱ ΑΒΓΜ, ΑΓΔΜ τριγώνους ἔχουσαι βάσεις καὶ ὕψος ἴσον, πρὸς ἀλλήλας
εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΑΓΔ βάσιν, οὕτως
ἡ ΑΒΓΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΑΓΔΜ πυραμίδα. καὶ συνθέντι ὡς ἡ ΑΒΓΔ
βάσις πρὸς τὴν ΑΓΔ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΑΓΔΜ
πυραμίδα. ἀλλὰ καὶ ὡς ἡ ΑΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΑΔΕ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΓΔΜ
πυραμὶς πρὸς τὴν ΑΔΕΜ πυραμίδα. δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς
τὴν ΑΔΕ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΑΔΕΜ πυραμίδα. καὶ
συνθέντι πάλιν, ὡς ἡ ΑΒΓΔΕ βάσις πρὸς τὴν ΑΔΕ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΕΜ
πυραμὶς πρὸς τὴν ΑΔΕΜ πυραμίδα. ὁμοίως δὴ δειχθήσεται, ὅτι καὶ ὡς ἡ
ΖΗΘΚΛ βάσις πρὸς τὴν ΖΗΘ βάσιν, οὕτως καὶ ἡ ΖΗΘΚΛΝ πυραμὶς πρὸς
τὴν ΖΗΘΝ πυραμίδα. καὶ ἐπεὶ δύο πυραμίδες εἰσὶν αἱ ΑΔ ΕΜ, ΖΗΘΝ
τριγώνους ἔχουσαι βάσεις καὶ ὕψος ἴσον, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΔΕ βάσις πρὸς
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τὴν ΖΗΘ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΔΕΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΖΗΘΝ πυραμίδα. ἀλλ᾽
ὡς ἡ ΑΔΕ βάσις πρὸς τὴν ΑΒΓΔΕ βάσιν, οὕτως ἦν ἡ ΑΔ ΕΜ πυραμὶς πρὸς
τὴν ΑΒΓΔΕΜ πυραμίδα. καὶ δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΔΕ βάσις πρὸς τὴν
ΖΗΘ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΕΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΖΗΘΝ πυραμίδα. ἀλλὰ
μὴν καὶ ὡς ἡ ΖΗΘ βάσις πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛ βάσιν, οὕτως ἦν καὶ ἡ ΖΗΘΝ
πυραμὶς πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛΝ πυραμίδα. καὶ δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΔΕ βάσις
πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛ βάσιν, οὕτως ἡ ΑΒΓΔΕΜ πυραμὶς πρὸς τὴν ΖΗΘΚΛΝ
πυραμίδα· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Πᾶν πρίσμα τρίγωνον ἔχον βάσιν διαιρεῖται εἰς τρεῖς πυ-
ραμίδας ἴσας ἀλλήλαις τριγώνους βάσεις ἐχούσας.

Ἀπόδειξις. Ἔστω πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ
τὸ ΔΕΖ· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒΓΔΕΖ πρίσμα διαιρεῖται εἰς τρεῖς πυραμίδας ἴσας
ἀλλήλαις τριγώνους ἐχούσας βάσεις.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΒΔ, ΕΓ, ΓΔ. ἐπεὶ παραλληλόγραμμόν ἐστι τὸ
ΑΒΕΔ, διάμετρος δὲ αὐτοῦ ἐστιν ἡ ΒΔ, ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΔ τρίγωνον
τῷ ΕΒΔ τριγώνῳ· καὶ ἡ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις μὲν τὸ ΑΒΔ τρίγωνον,
κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον, ἴση ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΔΕΒ
τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον. ἀλλὰ ἡ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι
τὸ ΔΕΒ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον, ἡ αὐτή ἐστι πυραμίδι, ἧς
βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον· ὑπὸ γὰρ τῶν
αὐτῶν ἐπιπέδων περιέχεται. καὶ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΒΔ
τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον, ἴση ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ
ΕΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον. πάλιν, ἐπεὶ παραλληλόγραμμόν
ἐστι τὸ ΖΓΒΕ, διάμετρος δέ ἐστιν αὐτοῦ ἡ ΓΕ, ἴσον ἐστὶ τὸ ΓΕΖ τρίγωνον
τῷ ΓΒΕ τριγώνῳ. καὶ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΒΓΕ τρίγωνον,
κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον, ἴση ἐστὶ πυραμίδι, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΓΖ
τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον. ἡ δὲ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ
ΒΓΕ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον, ἴση ἐδείχθη πυραμίδι, ἧς βάσις μέν
ἐστι τὸ ΑΒΔ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον· καὶ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις
μέν ἐστι τὸ ΓΕΖ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον, ἴση ἐστὶ πυραμίδι, ἧς
βάσις μὲν [ἐστι] τὸ ΑΒΔ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον· διῄρηται ἄρα
τὸ ΑΒΓΔΕΖ πρίσμα εἰς τρεῖς πυραμίδας ἴσας ἀλλήλαις τριγώνους ἐχούσας
βάσεις.

Καὶ ἐπεὶ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΒΔ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ
σημεῖον, ἡ αὐτή ἐστι πυραμίδι, ἧς βάσις τὸ ΓΑΒ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ
σημεῖον· ὑπὸ γὰρ τῶν αὐτῶν ἐπιπέδων περιέχονται· ἡ δὲ πυραμίς, ἧς βάσις
τὸ ΑΒΔ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Γ σημεῖον, τρίτον ἐδείχθη τοῦ πρίσματος,
οὗ βάσις τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΔΕΖ, καὶ ἡ πυραμὶς ἄρα, ἧς
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βάσις τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Δ σημεῖον, τρίτον ἐστὶ τοῦ πρίσματος
τοῦ ἔχοντος βάσιν τὴν αὐτὴν τὸ ΑΒΓ τρίγωνον, ἀπεναντίον δὲ τὸ ΔΕΖ.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι πᾶσα πυραμὶς τρίτον μέρος ἐστὶ τοῦ πρίσμα-

τος τοῦ τὴν αὐτὴν βάσιν ἔχοντος αὐτῇ καὶ ὕψος ἴσον [ἐπειδήπερ κἂν ἕτερόν
τι σχῆμα εὐθύγραμμον ἔχῃ ἡ βάσις τοῦ πρίσματος, τοιοῦτο καὶ τὸ ἀπε-
ναντίον, καὶ διαιρεῖται εἰς πρίσματα τρίγωνα ἔχοντα τὰς βάσεις καὶ τὰ
ἀπεναντίον, καὶ ὡς ἡ ὅλη βάσις πρὸς ἕκαστον]· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 8 () Αἱ ὅμοιαι πυραμίδες καὶ τριγώνους ἔχουσαι βάσεις ἐν τρι-
πλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὅμοιαι καὶ ὁμοίως κείμεναι πυραμίδες, ὧν βάσεις μέν
εἰσι τὰ ΑΒΓ, ΔΕΖ τρίγωνα, κορυφαὶ δὲ τὰ Η, Θ σημεῖα· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒΓΗ
πυραμὶς πρὸς τὴν ΔΕΖΘ πυραμίδα τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ
πρὸς τὴν ΕΖ.

Συμπεπληρώσθω γὰρ τὰ ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερεὰ παραλληλεπίπεδα. καὶ
ἐπεὶ ὁμοία ἐστὶν ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι, ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ μὲν
ὑπὸ ΑΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΔΕΖ γωνίᾳ, ἡ δὲ ὑπὸ ΗΒΓ τῇ ὑπὸ ΘΕΖ, ἡ δὲ ὑπὸ
ΑΒΗ τῇ ὑπὸ ΔΕΘ, καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΔΕ, οὕτως ἡ ΒΓ πρὸς τὴν
ΕΖ, καὶ ἡ ΒΗ πρὸς τὴν ΕΘ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΔΕ, οὕτως ἡ ΒΓ
πρὸς τὴν ΕΖ, καὶ περὶ ἴσας γωνίας αἱ πλευραὶ ἀνάλογόν εἰσιν, ὅμοιον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΒΜ παραλληλόγραμμον τῷ ΕΠ παραλληλογράμμῳ. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ καὶ τὸ μὲν ΒΝ τῷ ΕΡ ὅμοιόν ἐστι, τὸ δὲ ΒΚ τῷ ΕΞ· τὰ τρία ἄρα τὰ ΜΒ,
ΒΚ, ΒΝ τρισὶ τοῖς ΕΠ, ΕΞ, ΕΡ ὅμοιά ἐστιν. ἀλλὰ τὰ μὲν τρία τὰ ΜΒ, ΒΚ,
ΒΝ τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα τε καὶ ὅμοιά ἐστιν, τὰ δὲ τρία τὰ ΕΠ, ΕΞ, ΕΡ
τρισὶ τοῖς ἀπεναντίον ἴσα τε καὶ ὅμοιά ἐστιν. τὰ ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ ἄρα στερεὰ
ὑπὸ ὁμοίων ἐπιπέδων ἴσων τὸ πλῆθος περιέχεται. ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ
ΒΗΜΛ στερεὸν τῷ ΕΘΠΟ στερεῷ. τὰ δὲ ὅμοια στερεὰ παραλληλεπίπεδα
ἐν τριπλασίονι λόγῳ ἐστὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν. τὸ ΒΗΜΛ ἄρα στερεὸν
πρὸς τὸ ΕΘΠΟ στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ὁμόλογος πλευρὰ
ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευρὰν τὴν ΕΖ. ὡς δὲ τὸ ΒΗΜΛ στερεὸν πρὸς
τὸ ΕΘΠΟ στερεόν, οὕτως ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς πρὸς τὴν ΔΕΖΘ πυραμίδα,
ἐπειδήπερ ἡ πυραμὶς ἕκτον μέρος ἐστὶ τοῦ στερεοῦ διὰ τὸ καὶ τὸ πρίσμα
ἥμισυ ὂν τοῦ στερεοῦ παραλληλεπιπέδου τριπλάσιον εἶναι τῆς πυραμίδος.
καὶ ἡ ΑΒΓΗ ἄρα πυραμὶς πρὸς τὴν ΔΕΖΘ πυραμίδα τριπλασίονα λόγον
ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι καὶ αἱ πολυγώνους ἔχουσαι βάσεις ὅμοιαι

πυραμίδες πρὸς ἀλλήλας ἐν τριπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.
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διαιρεθεισῶν γὰρ αὐτῶν εἰς τὰς ἐν αὐταῖς πυραμίδας τριγώνους βάσεις
ἐχούσας τῷ καὶ τὰ ὅμοια πολύγωνα τῶν βάσεων εἰς ὅμοια τρίγωνα διαι-
ρεῖσθαι καὶ ἴσα τῷ πλήθει καὶ ὁμόλογα τοῖς ὅλοις ἔσται ὡς [ἡ] ἐν τῇ ἑτέρᾳ
μία πυραμὶς τρίγωνον ἔχουσα βάσιν πρὸς τὴν ἐν τῇ ἑτέρᾳ μίαν πυραμίδα
τρίγωνον ἔχουσαν βάσιν, οὕτως καὶ ἅπασαι αἱ ἐν τῇ ἑτέρᾳ πυραμίδι πυρα-
μίδες τριγώνους ἔχουσαι βάσεις πρὸς τὰς ἐν τῇ ἑτέρᾳ πυραμίδι πυραμίδας
τριγώνους βάσεις ἐχούσας, τουτέστιν αὐτὴ ἡ πολύγωνον βάσιν ἔχουσα
πυραμὶς πρὸς τὴν πολύγωνον βάσιν ἔχουσαν πυραμίδα. ἡ δὲ τρίγωνον
βάσιν ἔχουσα πυραμὶς πρὸς τὴν τρίγωνον βάσιν ἔχουσαν ἐν τριπλασίονι
λόγῳ ἐστὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν· καὶ ἡ πολύγωνον ἄρα βάσιν ἔχουσα
πρὸς τὴν ὁμοίαν βάσιν ἔχουσαν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ πλευρὰ
πρὸς τὴν πλευράν. 

Πρότασις 9 () Τῶν ἴσων πυραμίδων καὶ τριγώνους βάσεις ἐχουσῶν ἀντι-
πεπόνθασιναἱβάσεις τοῖς ὕψεσιν· καὶὧνπυραμίδωντριγώνουςβάσεις ἐχουσῶν
ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, ἴσαι εἰσὶν ἐκεῖναι.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ ἴσαι πυραμίδες τριγώνους βάσεις ἔχουσαι τὰς
ΑΒΓ, ΔΕΖ, κορυφὰς δὲ τὰ Η, Θ σημεῖα· λέγω, ὅτι τῶν ΑΒΓΗ, ΔΕΖΘ πυ-
ραμίδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις
πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὸ τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψος πρὸς τὸ τῆς
ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψος.

Συμπεπληρώσθω γὰρ τὰ ΒΗΜΛ, ΕΘΠΟ στερεὰ παραλληλεπίπεδα.
καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι, καί ἐστι τῆς μὲν
ΑΒΓΗ πυραμίδος ἑξαπλάσιον τὸ ΒΗ ΜΛ στερεόν, τῆς δὲ ΔΕΖΘ πυρα-
μίδος ἑξαπλάσιον τὸ ΕΘΠΟ στερεόν, ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΗΜΛ στερεὸν τῷ
ΕΘΠΟ στερεῷ. τῶν δὲ ἴσων στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν
αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΜ βάσις πρὸς τὴν ΕΠ βάσιν, οὕτως
τὸ τοῦ ΕΘΠΟ στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΗΜΛ στερεοῦ ὕψος. ἀλλ᾽ ὡς ἡ
ΒΜ βάσις πρὸς τὴν ΕΠ, οὕτως τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΔΕΖ τρίγωνον.
καὶ ὡς ἄρα τὸ ΑΒΓ τρίγωνον πρὸς τὸ ΔΕΖ τρίγωνον, οὕτως τὸ τοῦ ΕΘΠΟ
στερεοῦ ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΗΜΛ στερεοῦ ὕψος. ἀλλὰ τὸ μὲν τοῦ ΕΘΠΟ
στερεοῦ ὕψος τὸ αὐτό ἐστι τῷ τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψει, τὸ δὲ τοῦ ΒΗΜΛ
στερεοῦ ὕψος τὸ αὐτό ἐστι τῷ τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψει· ἔστιν ἄρα ὡς
ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὸ τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψος
πρὸς τὸ τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψος. τῶν ΑΒΓΗ, ΔΕΖΘ ἄρα πυραμίδων
ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν.

Ἀλλὰ δὴ τῶν ΑΒΓΗ, ΔΕΖΘ πυραμίδων ἀντιπεπονθέτωσαν αἱ βάσεις
τοῖς ὕψεσιν, καὶ ἔστω ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὸ τῆς
ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψος πρὸς τὸ τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψος· λέγω, ὅτι ἴση
ἐστὶν ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι.
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Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς
τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὸ τῆς ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψος πρὸς τὸ τῆς ΑΒΓΗ
πυραμίδος ὕψος, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΑΒΓ βάσις πρὸς τὴν ΔΕΖ βάσιν, οὕτως τὸ ΒΜ
παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΕΠ παραλληλόγραμμον, καὶ ὡς ἄρα τὸ ΒΜ
παραλληλόγραμμον πρὸς τὸ ΕΠ παραλληλόγραμμον, οὕτως τὸ τῆς ΔΕΖΘ
πυραμίδος ὕψος πρὸς τὸ τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψος. ἀλλὰ τὸ [μὲν] τῆς
ΔΕΖΘ πυραμίδος ὕψος τὸ αὐτό ἐστι τῷ τοῦ ΕΘΠΟ παραλληλεπιπέδου
ὕψει, τὸ δὲ τῆς ΑΒΓΗ πυραμίδος ὕψος τὸ αὐτό ἐστι τῷ τοῦ ΒΗΜΛ παραλ-
ληλεπιπέδου ὕψει· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΜ βάσις πρὸς τὴν ΕΠ βάσιν, οὕτως τὸ
τοῦ ΕΘΠΟ παραλληλεπιπέδου ὕψος πρὸς τὸ τοῦ ΒΗΜΛ παραλληλεπι-
πέδου ὕψος. ὧν δὲ στερεῶν παραλληλεπιπέδων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις
τοῖς ὕψεσιν, ἴσα ἐστὶν ἐκεῖνα· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΗΜΛ στερεὸν παραλλη-
λεπίπεδον τῷ ΕΘ ΠΟ στερεῷ παραλληλεπιπέδῳ. καί ἐστι τοῦ μὲν ΒΗΜΛ
ἕκτον μέρος ἡ ΑΒΓΗ πυραμίς, τοῦ δὲ ΕΘΠΟ παραλληλεπιπέδου ἕκτον
μέρος ἡ ΔΕΖΘ πυραμίς· ἴση ἄρα ἡ ΑΒΓΗ πυραμὶς τῇ ΔΕΖΘ πυραμίδι.

Τῶν ἄρα ἴσων πυραμίδων καὶ τριγώνους βάσεις ἐχουσῶν ἀντιπεπόν-
θασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν· καὶ ὧν πυραμίδων τριγώνους βάσεις ἐχουσῶν
ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν, ἴσαι εἰσὶν ἐκεῖναι· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 10 () Πᾶς κῶνος κυλίνδρου τρίτον μέρος ἐστὶ τοῦ τὴν αὐτὴν
βάσιν ἔχοντος αὐτῷ καὶ ὕψος ἴσον.

Ἀπόδειξις. Ἐχέτω γὰρ κῶνος κυλίνδρῳ βάσιν τε τὴν αὐτὴν τὸν ΑΒΓΔ
κύκλον καὶ ὕψος ἴσον· λέγω, ὅτι ὁ κῶνος τοῦ κυλίνδρου τρίτον ἐστὶ μέρος,
τουτέστιν ὅτι ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου τριπλασίων ἐστίν.

Εἰ γὰρ μή ἐστιν ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου τριπλασίων, ἔσται ὁ κύλινδρος
τοῦ κώνου ἤτοι μείζων ἢ τριπλασίων ἢ ἐλάσσων ἢ τριπλασίων. ἔστω
πρότερον μείζων ἢ τριπλασίων, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τε-
τράγωνον τὸ ΑΒΓΔ· τὸ δὴ ΑΒΓΔ τετράγωνον μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ
τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου. καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ τοῦ ΑΒΓΔ τετραγώνου πρίσμα
ἰσουψὲς τῷ κυλίνδρῳ. τὸ δὴ ἀνιστάμενον πρίσμα μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ
τοῦ κυλίνδρου, ἐπειδήπερ κἂν περὶ τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τετράγωνον πε-
ριγράψωμεν, τὸ ἐγγεγραμμένον εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τετράγωνον ἥμισύ
ἐστι τοῦ περιγεγραμμένου· καί ἐστι τὰ ἀπ᾽ αὐτῶν ἀνιστάμενα στερεὰ
παραλληλεπίπεδα πρίσματα ἰσοϋψῆ· τὰ δὲ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντα στε-
ρεὰ παραλληλεπίπεδα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς αἱ βάσεις· καὶ τὸ ἐπὶ τοῦ
ΑΒΓΔ ἄρα τετραγώνου ἀνασταθὲν πρίσμα ἥμισύ ἐστι τοῦ ἀνασταθέντος
πρίσματος ἀπὸ τοῦ περὶ τὸν ΑΒΓΔ κύκλον περιγραφέντος τετραγώνου·
καί ἐστιν ὁ κύλινδρος ἐλάττων τοῦ πρίσματος τοῦ ἀνασταθέντος ἀπὸ τοῦ
περὶ τὸν ΑΒΓΔ κύκλον περιγραφέντος τετραγώνου· τὸ ἄρα πρίσμα τὸ
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ἀνασταθὲν ἀπὸ τοῦ ΑΒΓΔ τετραγώνου ἰσοϋψὲς τῷ κυλίνδρῳ μεῖζόν ἐστι
τοῦ ἡμίσεως τοῦ κυλίνδρου. τετμήσθωσαν αἱ ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ περιφέρειαι
δίχα κατὰ τὰ Ε, Ζ, Η, Θ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ,
ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ, ΘΑ· καὶ ἕκαστον ἄρα τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ, ΔΘΑ τριγώνων
μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου, ὡς
ἔμπροσθεν ἐδείκνυμεν. ἀνεστάτω ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ, ΔΘΑ
τριγώνων πρίσματα ἰσουψῆ τῷ κυλίνδρῳ· καὶ ἕκαστον ἄρα τῶν ἀναστα-
θέντων πρισμάτων μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος
τοῦ κυλίνδρου, ἐπειδήπερ ἐὰν διὰ τῶν Ε, Ζ, Η, Θ σημείων παραλλήλους
ταῖς ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ ἀγάγωμεν, καὶ συμπληρώσωμεν τὰ ἐπὶ τῶν ΑΒ, ΒΓ,
ΓΔ, ΔΑ παραλληλόγραμμα, καὶ ἀπ᾽ αὐτῶν ἀναστήσωμεν στερεὰ παραλ-
ληλεπίπεδα ἰσοϋψῆ τῷ κυλίνδρῳ, ἑκάστου τῶν ἀνασταθέντων ἡμίση ἐστὶ
τὰ πρίσματα τὰ ἐπὶ τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ, ΔΘΑ τριγώνων· καί ἐστι τὰ τοῦ
κυλίνδρου τμήματα ἐλάττονα τῶν ἀνασταθέντων στερεῶν παραλληλεπι-
πέδων· ὥστε καὶ τὰ ἐπὶ τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ, ΔΘΑ τριγώνων πρίσματα
μείζονά ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τῶν καθ᾽ ἑαυτὰ τοῦ κυλίνδρου τμημάτων. τέμνο-
ντες δὴ τὰς ὑπολειπομένας περιφερείας δίχα καὶ ἐπιζευγνύντες εὐθείας καὶ
ἀνιστάντες ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν τριγώνων πρίσματα ἰσοϋψῆ τῷ κυλίνδρῳ
καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιοῦντες καταλείψομέν τινα ἀποτμήματα τοῦ κυλίνδρου, ἃ
ἔσται ἐλάττονα τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει ὁ κύλινδρος τοῦ τριπλασίου τοῦ
κώνου. λελείφθω, καὶ ἔστω τὰ ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ, ΘΑ· λοιπὸν
ἄρα τὸ πρίσμα, οὗ βάσις μὲν τὸ ΑΕΒΖ ΓΗΔΘ πολύγωνον, ὕψος δὲ τὸ αὐτὸ
τῷ κυλίνδρῳ, μεῖζόν ἐστιν ἢ τριπλάσιον τοῦ κώνου. ἀλλὰ τὸ πρίσμα, οὗ
βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΒΖΓΗΔΘ πολύγωνον, ὕψος δὲ τὸ αὐτὸ τῷ κυλίνδρῳ,
τριπλάσιόν ἐστι τῆς πυραμίδος, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΒΖΓΗΔΘ πολύγω-
νον, κορυφὴ δὲ ἡ αὐτὴ τῷ κώνῳ· καὶ ἡ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις μὲν [ἐστι]
τὸ ΑΕΒΖΓΗΔΘ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ ἡ αὐτὴ τῷ κώνῳ, μείζων ἐστὶ τοῦ
κώνου τοῦ βάσιν ἔχοντος τὸν ΑΒ ΓΔ κύκλον. ἀλλὰ καὶ ἐλάττων· ἐμπεριέχε-
ται γὰρ ὑπ᾽ αὐτοῦ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα ἐστὶν ὁ κύλινδρος τοῦ
κώνου μείζων ἢ τριπλάσιος.

Λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ἐλάττων ἐστὶν ἢ τριπλάσιος ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω ἐλάττων ἢ τριπλάσιος ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου·
ἀνάπαλιν ἄρα ὁ κῶνος τοῦ κυλίνδρου μείζων ἐστὶν ἢ τρίτον μέρος. ἐγ-
γεγράφθω δὴ εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τετράγωνον τὸ ΑΒΓΔ· τὸ ΑΒΓΔ ἄρα
τετράγωνον μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ ΑΒΓΔ κύκλου. καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ
τοῦ ΑΒΓΔ τετραγώνου πυραμὶς τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἔχουσα τῷ κώνῳ· ἡ
ἄρα ἀνασταθεῖσα πυραμὶς μείζων ἐστὶν ἢ τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ κώνου, ἐπει-
δήπερ, ὡς ἔμπροσθεν ἐδείκνυμεν, ὅτι ἐὰν περὶ τὸν κύκλον τετράγωνον
περιγράψωμεν, ἔσται τὸ ΑΒΓΔ τετράγωνον ἥμισυ τοῦ περὶ τὸν κύκλον
περιγεγραμμένου τετραγώνου· καὶ ἐὰν ἀπὸ τῶν τετραγώνων στερεὰ πα-
ραλληλεπίπεδα ἀναστήσωμεν ἰσοϋψῆ τῷ κώνῳ, ἃ καὶ καλεῖται πρίσματα,
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ἔσται τὸ ἀνασταθὲν ἀπὸ τοῦ ΑΒΓΔ τετραγώνου ἥμισυ τοῦ ἀνασταθέντος
ἀπὸ τοῦ περὶ τὸν κύκλον περιγραφέντος τετραγώνου· πρὸς ἄλληλα γάρ
εἰσιν ὡς αἱ βάσεις. ὥστε καὶ τὰ τρίτα· καὶ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις τὸ ΑΒΓΔ
τετράγωνον, ἥμισύ ἐστι τῆς πυραμίδος τῆς ἀνασταθείσης ἀπὸ τοῦ περὶ
τὸν κύκλον περιγραφέντος τετραγώνου. καί ἐστι μείζων ἡ πυραμὶς ἡ ἀνα-
σταθεῖσα ἀπὸ τοῦ περὶ τὸν κύκλον τετραγώνου τοῦ κώνου· ἐμπεριέχει
γὰρ αὐτόν. ἡ ἄρα πυραμὶς, ἧς βάσις τὸ ΑΒΓΔ τετράγωνον, κορυφὴ δὲ ἡ
αὐτὴ τῷ κώνῳ, μείζων ἐστὶν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ κώνου. τετμήσθωσαν αἱ ΑΒ,
ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ περιφέρειαι δίχα κατὰ τὰ Ε, Ζ, Η, Θ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ, ΘΑ· καὶ ἕκαστον ἄρα τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ,
ΔΘΑ τριγώνων μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος τοῦ
ΑΒΓΔ κύκλου. καὶ ἀνεστάτωσαν ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν ΑΕΒ, ΒΖΓ, ΓΗΔ, ΔΘΑ
τριγώνων πυραμίδες τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἔχουσαι τῷ κώνῳ· καὶ ἑκάστη
ἄρα τῶν ἀνασταθεισῶν πυραμίδων κατὰ τὸν αὐτὸν τρόπον μείζων ἐστὶν ἢ
τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ καθ᾽ ἑαυτὴν τμήματος τοῦ κώνου. τέμνοντες δὴ τὰς ὑπο-
λειπομένας περιφερείας δίχα καὶ ἐπιζευγνύντες εὐθείας καὶ ἀνιστάντες ἐφ᾽
ἑκάστου τῶν τριγώνων πυραμίδα τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἔχουσαν τῷ κώνῳ
καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιοῦντες καταλείψομέν τινα ἀποτμήματα τοῦ κώνου, ἃ
ἔσται ἐλάττονα τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει ὁ κῶνος τοῦ τρίτου μέρους τοῦ
κυλίνδρου. λελείφθω, καὶ ἔστω τὰ ἐπὶ τῶν ΑΕ, ΕΒ, ΒΖ, ΖΓ, ΓΗ, ΗΔ, ΔΘ,
ΘΑ· λοιπὴ ἄρα ἡ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΒΖΓΗΔΘ πολύγωνον,
κορυφὴ δὲ ἡ αὐτὴ τῷ κώνῳ, μείζων ἐστὶν ἢ τρίτον μέρος τοῦ κυλίνδρου.
ἀλλ᾽ ἡ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΒΖΓ ΗΔΘ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ
ἡ αὐτὴ τῷ κώνῳ, τρίτον ἐστὶ μέρος τοῦ πρίσματος, οὗ βάσις μέν ἐστι τὸ
ΑΕΒΖΓ ΗΔΘ πολύγωνον, ὕψος δὲ τὸ αὐτὸ τῷ κυλίνδρῳ· τὸ ἄρα πρίσμα,
οὗ βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΕΒΖΓΗΔΘ πολύγωνον, ὕψος δὲ τὸ αὐτὸ τῷ κυ-
λίνδρῳ, μεῖζόν ἐστι τοῦ κυλίνδρου, οὗ βάσις ἐστὶν ὁ ΑΒΓΔ κύκλος. ἀλλὰ
καὶ ἔλαττον· ἐμπεριέχεται γὰρ ὑπ᾽ αὐτοῦ· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ ἄρα
ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου ἐλάττων ἐστὶν ἢ τριπλάσιος. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ
μείζων ἢ τριπλάσιος· τριπλάσιος ἄρα ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου· ὥστε ὁ κῶνος
τρίτον ἐστὶ μέρος τοῦ κυλίνδρου.

Πᾶς ἄρα κῶνος κυλίνδρου τρίτον μέρος ἐστὶ τοῦ τὴν αὐτὴν βάσιν ἔχο-
ντος αὐτῷ καὶ ὕψος ἴσον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 11 () Οἱ ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντες κῶνοι καὶ κύλινδροι πρὸς
ἀλλήλους εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος κῶνοι καὶ κύλινδροι, ὧν βάσεις
μὲν [εἰσιν] οἱ ΑΒΓΔ, ΕΖΗΘ κύκλοι, ἄξονες δὲ οἱ ΚΛ, ΜΝ, διάμετροι δὲ τῶν
βάσεων αἱ ΑΓ, ΕΗ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ
κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς τὸν ΕΝ κῶνον.
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Εἰ γὰρ μή, ἔσται ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ
κῶνος ἤτοι πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΕΝ κώνου στερεὸν ἢ πρὸς μεῖζον. ἔστω
πρότερον πρὸς ἔλασσον τὸ Ξ, καὶ ᾧ ἔλασσόν ἐστι τὸ Ξ στερεὸν τοῦ ΕΝ
κώνου, ἐκείνῳ ἴσον ἔστω τὸ Ψ στερεόν· ὁ ΕΝ κῶνος ἄρα ἴσος ἐστὶ τοῖς Ξ, Ψ
στερεοῖς. ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον τετράγωνον τὸ ΕΖΗΘ· τὸ ἄρα
τετράγωνον μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ κύκλου. ἀνεστάτω ἀπὸ τοῦ ΕΖ
ΗΘ τετραγώνου πυραμὶς ἰσοϋψὴς τῷ κώνῳ· ἡ ἄρα ἀνασταθεῖσα πυραμὶς
μείζων ἐστὶν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ κώνου, ἐπειδήπερ ἐὰν περιγράψωμεν περὶ τὸν
κύκλον τετράγωνον, καὶ ἀπ᾽ αὐτοῦ ἀναστήσωμεν πυραμίδα ἰσοϋψῆ τῷ
κώνῳ, ἡ ἐγγραφεῖσα πυραμὶς ἥμισύ ἐστι τῆς περιγραφείσης· πρὸς ἀλλήλας
γάρ εἰσιν ὡς αἱ βάσεις· ἐλάττων δὲ ὁ κῶνος τῆς περιγραφείσης πυραμίδος.
τετμήσθωσαν αἱ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕπεριφέρειαι δίχα κατὰ τὰΟ, Π, Ρ, Σ σημεῖα,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΘΟ, ΟΕ, ΕΠ, ΠΖ, ΖΡ, ΡΗ, ΗΣ, ΣΘ. ἕκαστον ἄρα τῶν
ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ τριγώνων μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ
τμήματος τοῦ κύκλου. ἀνεστάτω ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν ΘΟΕ, ΕΠΖ, ΖΡΗ, ΗΣΘ
τριγώνων πυραμὶς ἰσοϋψὴς τῷ κώνῳ· καὶ ἑκάστη ἄρα τῶν ἀνασταθεισῶν
πυραμίδων μείζων ἐστὶν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ καθ᾽ ἑαυτὴν τμήματος τοῦ κώνου.
τέμνοντες δὴ τὰς ὑπολειπομένας περιφερείας δίχα καὶ ἐπιζευγνύντες εὐθείας
καὶ ἀνιστάντες ἐπὶ ἑκάστου τῶν τριγώνων πυραμίδας ἰσοϋψεῖς τῷ κώνῳ
καὶ ἀεὶ τοῦτο ποιοῦντες καταλείψομέν τινα ἀποτμήματα τοῦ κώνου, ἃ
ἔσται ἐλάσσονα τοῦ Ψ στερεοῦ. λελείφθω, καὶ ἔστω τὰ ἐπὶ τῶν ΘΟΕ, ΕΠΖ,
ΖΡΗ, ΗΣΘ· λοιπὴ ἄρα ἡ πυραμίς, ἧς βάσις τὸ ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολύγωνον,
ὕψος δὲ τὸ αὐτὸ τῷ κώνῳ, μείζων ἐστὶ τοῦ Ξ στερεοῦ. ἐγγεγράφθω καὶ
εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τῷ ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολυγώνῳ ὅμοιόν τε καὶ ὁμοίως
κείμενον πολύγωνον τὸ ΔΤΑΥΒ ΦΓΧ, καὶ ἀνεστάτω ἐπ᾽ αὐτοῦ πυραμὶς
ἰσοϋψὴς τῷ ΑΛ κώνῳ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς
ΕΗ, οὕτως τὸ ΔΤΑΥΒΦΓΧ πολύγωνον πρὸς τὸ ΘΟΕ ΠΖΡΗΣ πολύγωνον,
ὡς δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΕΗ, οὕτως ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν
ΕΖΗΘ κύκλον, καὶ ὡς ἄρα ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως τὸ
ΔΤΑΥΒΦΓΧ πολύγωνον πρὸς τὸ ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολύγωνον. ὡς δὲ ὁ ΑΒΓΔ
κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς τὸ Ξ στερεόν, ὡς
δὲ τὸ ΔΤΑΥΒΦΓΧ πολύγωνον πρὸς τὸ ΘΟΕΠΖ ΡΗΣ πολύγωνον, οὕτως ἡ
πυραμίς, ἧς βάσις μὲν τὸ ΔΤΑΥΒΦΓΧ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον,
πρὸς τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις μὲν τὸ ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ
τὸ Ν σημεῖον. καὶ ὡς ἄρα ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς τὸ Ξ στερεόν, οὕτως ἡ πυραμίς,
ἧς βάσις μὲν τὸ ΔΤΑΥΒΦΓΧ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, πρὸς
τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις μὲν τὸ ΘΟΕΠΖΡΗΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν
σημεῖον· ἐναλλὰξ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς τὴν ἐν αὐτῷ πυραμίδα,
οὕτως τὸ Ξ στερεὸν πρὸς τὴν ἐν τῷ ΕΝ κώνῳ πυραμίδα. μείζων δὲ ὁ ΑΛ
κῶνος τῆς ἐν αὐτῷ πυραμίδος· μεῖζον ἄρα καὶ τὸ Ξ στερεὸν τῆς ἐν τῷ ΕΝ
κώνῳ πυραμίδος. ἀλλὰ καὶ ἔλασσον· ὅπερ ἄτοπον. οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ
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ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς ἔλασσόν
τι τοῦ ΕΝ κώνου στερεόν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδέ ἐστιν ὡς ὁ ΕΖΗΘ
κύκλος πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ ΕΝ κῶνος πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ
ΑΛ κώνου στερεόν.

Λέγω δή, ὅτι οὐδέ ἐστιν ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον,
οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς μεῖζόν τι τοῦ ΕΝ κώνου στερεόν.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἔστω πρὸς μεῖζον τὸ Ξ· ἀνάπαλιν ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ
ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως τὸ Ξ στερεὸν πρὸς τὸν ΑΛ
κῶνον. ἀλλ᾽ ὡς τὸ Ξ στερεὸν πρὸς τὸν ΑΛ κῶνον, οὕτως ὁ ΕΝ κῶνος πρὸς
ἔλασσόν τι τοῦ ΑΛ κώνου στερεόν· καὶ ὡς ἄρα ὁ ΕΖΗΘ κύκλος πρὸς τὸν
ΑΒΓΔ κύκλον, οὕτως ὁ ΕΝ κῶνος πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ ΑΛ κώνου στερεόν·
ὅπερ ἀδύνατον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ἐστὶν ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ
κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς μεῖζόν τι τοῦ ΕΝ κώνου στερεόν. ἐδείχθη
δέ, ὅτι οὐδὲ πρὸς ἔλασσον· ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν ΕΖΗΘ
κύκλον, οὕτως ὁ ΑΛ κῶνος πρὸς τὸν ΕΝ κῶνον.

Ἀλλ᾽ ὡς ὁ κῶνος πρὸς τὸν κῶνον, ὁ κύλινδρος πρὸς τὸν κύλινδρον·
τριπλασίων γὰρ ἑκάτερος ἑκατέρου. καὶ ὡς ἄρα ὁ ΑΒΓΔ κύκλος πρὸς τὸν
ΕΖΗΘ κύκλον, οὕτως οἱ ἐπ᾽ αὐτῶν ἰσοϋψεῖς [τοῖς κώνοις] κύλινδροι.

Οἱ ἄρα ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος ὄντες κῶνοι καὶ κύλινδροι πρὸς ἀλλήλους
εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 12 () Οἱὅμοιοι κῶνοι καὶ κύλινδροιπρὸςἀλλήλους ἐν τριπλασίονι
λόγῳ εἰσὶ τῶν ἐν ταῖς βάσεσι διαμέτρων.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ὅμοιοι κῶνοι καὶ κύλινδροι, ὧν βάσεις μὲν οἱ ΑΒΓΔ,
ΕΖΗΘ κύκλοι, διάμετροι δὲ τῶν βάσεων αἱ ΒΔ, ΖΘ, ἄξονες δὲ τῶν κώνων
καὶ κυλίνδρων οἱ ΚΛ, ΜΝ· λέγω, ὅτι ὁ κῶνος, οὗ βάσις μὲν [ἐστιν] ὁ ΑΒΓΔ
κύκλος, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, πρὸς τὸν κῶνον, οὗ βάσις μὲν [ἐστιν] ὁ
ΕΖΗΘ κύκλος, κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον, τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ
ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ.

Εἰ γὰρ μὴ ἔχει ὁ ΑΒΓΔΛ κῶνος πρὸς τὸν ΕΖΗΘΝ κῶνον τριπλασίονα
λόγον ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ, ἕξει ὁ ΑΒΓΔΛ κῶνος ἢ πρὸς ἔλασσόν τι τοῦ
ΕΖΗΘΝ κώνου στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἢ πρὸς μεῖζον. ἐχέτω πρότερον
πρὸς ἔλασσον τὸ Ξ, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΕΖΗΘ κύκλον τετράγωνον
τὸ ΕΖΗΘ· τὸ ἄρα ΕΖΗΘ τετράγωνον μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ τοῦ ΕΖΗΘ
κύκλου. καὶ ἀνεστάτω ἐπὶ τοῦ ΕΖΗΘ τετραγώνου πυραμὶς τὴν αὐτὴν κο-
ρυφὴν ἔχουσα τῷ κώνῳ· ἡ ἄρα ἀνασταθεῖσα πυραμὶς μείζων ἐστὶν ἢ τὸ
ἥμισυ μέρος τοῦ κώνου. τετμήσθωσαν δὴ αἱ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ περιφέρειαι
δίχα κατὰ τὰ Ο, Π, Ρ, Σ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΟ, ΟΖ, ΖΠ, ΠΗ,
ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ, ΣΕ. καὶ ἕκαστον ἄρα τῶν ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγώνων
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μεῖζόν ἐστιν ἢ τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ καθ᾽ ἑαυτὸ τμήματος τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου.
καὶ ἀνεστάτω ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν ΕΟΖ, ΖΠΗ, ΗΡΘ, ΘΣΕ τριγώνων πυραμὶς
τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἔχουσα τῷ κώνῳ· καὶ ἑκάστη ἄρα τῶν ἀνασταθει-
σῶν πυραμίδων μείζων ἐστὶν ἢ τὸ ἥμισυ μέρος τοῦ καθ᾽ ἑαυτὴν τμήματος
τοῦ κώνου. τέμνοντες δὴ τὰς ὑπολειπομένας περιφερείας δίχα καὶ ἐπιζευ-
γνύντες εὐθείας καὶ ἀνιστάντες ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν τριγώνων πυραμίδας τὴν
αὐτὴν κορυφὴν ἐχούσας τῷ κώνῳ καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιοῦντες καταλείψομέν
τινα ἀποτμήματα τοῦ κώνου, ἃ ἔσται ἐλάσσονα τῆς ὑπεροχῆς, ᾗ ὑπερέχει
ὁ ΕΖΗΘΝ κῶνος τοῦ Ξ στερεοῦ. λελείφθω, καὶ ἔστω τὰ ἐπὶ τῶν ΕΟ, ΟΖ,
ΖΠ, ΠΗ, ΗΡ, ΡΘ, ΘΣ, ΣΕ· λοιπὴ ἄρα ἡ πυραμίς, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΟΖ-
ΠΗΡΘΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον, μείζων ἐστὶ τοῦ Ξ στερεοῦ.
ἐγγεγράφθω καὶ εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον τῷ ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολυγώνῳ ὅμοιόν
τε καὶ ὁμοίως κείμενον πολύγωνον τὸ ΑΤΒΥΓΦΔΧ, καὶ ἀνεστάτω ἐπὶ τοῦ
ΑΤΒΥΓΦΔΧ πολυγώνου πυραμὶς τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἔχουσα τῷ κώνῳ,
καὶ τῶν μὲν περιεχόντων τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΑΤΒΥ ΓΦΔΧ
πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, ἓν τρίγωνον ἔστω τὸ ΛΒΤ, τῶν δὲ
περιεχόντων τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολύγωνον,
κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον, ἓν τρίγωνον ἔστω τὸ ΝΖΟ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΚΤ, ΜΟ. καὶ ἐπεὶ ὅμοιός ἐστιν ὁ ΑΒΓΔΛ κῶνος τῷ ΕΖΗΘΝ κώνῳ, ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ, οὕτως ὁ ΚΛ ἄξων πρὸς τὸν ΜΝ ἄξονα. ὡς δὲ
ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ, οὕτως ἡ ΒΚ πρὸς τὴν ΖΜ· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΒΚ πρὸς τὴν
ΖΜ, οὕτως ἡ ΚΛ πρὸς τὴν ΜΝ. καὶ ἐναλλὰξ ὡς ἡ ΒΚ πρὸς τὴν ΚΛ, οὕτως
ἡ ΖΜ πρὸς τὴν ΜΝ. καὶ περὶ ἴσας γωνίας τὰς ὑπὸ ΒΚΛ, ΖΜΝ αἱ πλευραὶ
ἀνάλογόν εἰσιν· ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΚΛ τρίγωνον τῷ ΖΜΝ τριγώνῳ.
πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΚ πρὸς τὴν ΚΤ, οὕτως ἡ ΖΜ πρὸς τὴν ΜΟ, καὶ
περὶ ἴσας γωνίας τὰς ὑπὸ ΒΚΤ, ΖΜΟ, ἐπειδήπερ, ὃ μέρος ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΚΤ
γωνία τῶν πρὸς τῷ Κ κέντρῳ τεσσάρων ὀρθῶν, τὸ αὐτὸ μέρος ἐστὶ καὶ ἡ
ὑπὸ ΖΜΟ γωνία τῶν πρὸς τῷ Μ κέντρῳ τεσσάρων ὀρθῶν· ἐπεὶ οὖν περὶ
ἴσας γωνίας αἱ πλευραὶ ἀνάλογόν εἰσιν, ὅμοιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΚΤ τρίγωνον
τῷ ΖΜΟ τριγώνῳ. πάλιν, ἐπεὶ ἐδείχθη ὡς ἡ ΒΚ πρὸς τὴν ΚΛ, οὕτως ἡ
ΖΜ πρὸς τὴν ΜΝ, ἴση δὲ ἡ μὲν ΒΚ τῇ ΚΤ, ἡ δὲ ΖΜ τῇ ΟΜ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΤΚ πρὸς τὴν ΚΛ, οὕτως ἡ ΟΜ πρὸς τὴν ΜΝ. καὶ περὶ ἴσας γωνίας
τὰς ὑπὸ ΤΚΛ, ΟΜΝ· ὀρθαὶ γάρ· αἱ πλευραὶ ἀνάλογόν εἰσιν· ὅμοιον ἄρα
ἐστὶ τὸ ΛΚΤ τρίγωνον τῷ ΝΜΟ τριγώνῳ. καὶ ἐπεὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν
ΛΚΒ, ΝΜΖ τριγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΛΒ πρὸς τὴν ΒΚ, οὕτως ἡ ΝΖ πρὸς τὴν
ΖΜ, διὰ δὲ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΒΚΤ, ΖΜΟ τριγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΚΒ πρὸς
τὴν ΒΤ, οὕτως ἡ ΜΖ πρὸς τὴν ΖΟ, δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΛΒ πρὸς τὴν ΒΤ,
οὕτως ἡ ΝΖ πρὸς τὴν ΖΟ. πάλιν, ἐπεὶ διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΛΤΚ, ΝΟΜ
τριγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΛΤ πρὸς τὴν ΤΚ, οὕτως ἡ ΝΟ πρὸς τὴν ΟΜ, διὰ
δὲ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΤΚΒ, ΟΜΖ τριγώνων ἐστὶν ὡς ἡ ΚΤ πρὸς τὴν ΤΒ,
οὕτως ἡ ΜΟ πρὸς τὴν ΟΖ, δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΛΤ πρὸς τὴν ΤΒ, οὕτως ἡ
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ΝΟ πρὸς τὴν ΟΖ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὡς ἡ ΤΒ πρὸς τὴν ΒΛ, οὕτως ἡ ΟΖ πρὸς
τὴν ΖΝ. δι᾽ ἴσου ἄρα ὡς ἡ ΤΛ πρὸς τὴν ΛΒ, οὕτως ἡ ΟΝ πρὸς τὴν ΝΖ.
τῶν ΛΤΒ, ΝΟΖ ἄρα τριγώνων ἀνάλογόν εἰσιν αἱ πλευραί· ἰσογώνια ἄρα
ἐστὶ τὰ ΛΤΒ, ΝΟΖ τρίγωνα· ὥστε καὶ ὅμοια. καὶ πυραμὶς ἄρα, ἧς βάσις
μὲν τὸ ΒΚΤ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, ὁμοία ἐστὶ πυραμίδι, ἧς
βάσις μὲν τὸ ΖΜΟ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον· ὑπὸ γὰρ ὁμοίων
ἐπιπέδων περιέχονται ἴσων τὸ πλῆθος. αἱ δὲ ὅμοιαι πυραμίδες καὶ τρι-
γώνους ἔχουσαι βάσεις ἐν τριπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν.
ἡ ἄρα ΒΚΤΛ πυραμὶς πρὸς τὴν ΖΜΟΝ πυραμίδα τριπλασίονα λόγον ἔχει
ἤπερ ἡ ΒΚ πρὸς τὴν ΖΜ. ὁμοίως δὴ ἐπιζευγνύντες ἀπὸ τῶν Α, Χ, Δ, Φ, Γ,
Υ ἐπὶ τὸ Κ εὐθείας καὶ ἀπὸ τῶν Ε, Σ, Θ, Ρ, Η, Π ἐπὶ τὸ Μ καὶ ἀνιστάντες
ἐφ᾽ ἑκάστου τῶν τριγώνων πυραμίδας τὴν αὐτὴν κορυφὴν ἐχούσας τοῖς
κώνοις δείξομεν, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ὁμοταγῶν πυραμίδων πρὸς ἑκάστην
ὁμοταγῆ πυραμίδα τριπλασίονα λόγον ἕξει ἤπερ ἡ ΒΚ ὁμόλογος πλευρὰ
πρὸς τὴν ΖΜ ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ. καὶ
ὡς ἓν τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα τὰ ἡγούμενα
πρὸς ἅπαντα τὰ ἑπόμενα· ἔστιν ἄρα καὶ ὡς ἡ ΒΚΤΛ πυραμὶς πρὸς τὴν
ΖΜΟΝ πυραμίδα, οὕτως ἡ ὅλη πυραμίς, ἧς βάσις τὸ ΑΤΒΥΓΦΔΧ πολύγω-
νον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, πρὸς τὴν ὅλην πυραμίδα, ἧς βάσις μὲν τὸ
ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον· ὥστε καὶ πυραμίς, ἧς
βάσις μὲν τὸ ΑΤΒΥΓΦΔΧ, κορυφὴ δὲ τὸ Λ, πρὸς τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις
[μὲν] τὸ ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν σημεῖον, τριπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ. ὑπόκειται δὲ καὶ ὁ κῶνος, οὗ βάσις
[μὲν] ὁ ΑΒΓΔ κύκλος, κορυφὴ δὲ τὸ Λ σημεῖον, πρὸς τὸ Ξ στερεὸν τρι-
πλασίονα λόγον ἔχων ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ· ἔστιν ἄρα ὡς ὁ κῶνος,
οὗ βάσις μέν ἐστιν ὁ ΑΒΓΔ κύκλος, κορυφὴ δὲ τὸ Λ, πρὸς τὸ Ξ στερεόν,
οὕτως ἡ πυραμίς, ἧς βάσις μὲν τὸ ΑΤΒΥΓΦΔΧ [πολύγωνον], κορυφὴ δὲ
τὸ Λ, πρὸς τὴν πυραμίδα, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολύγωνον,
κορυφὴ δὲ τὸ Ν· ἐναλλὰξ ἄρα, ὡς ὁ κῶνος, οὗ βάσις μὲν ὁ ΑΒΓΔ κύκλος,
κορυφὴ δὲ τὸ Λ, πρὸς τὴν ἐν αὐτῷ πυραμίδα, ἧς βάσις μὲν τὸ ΑΤΒΥΓΦΔΧ
πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Λ, οὕτως τὸ Ξ [στερεὸν] πρὸς τὴν πυραμίδα,
ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΟΖΠΗΡΘΣ πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν. μείζων δὲ
ὁ εἰρημένος κῶνος τῆς ἐν αὐτῷ πυραμίδος· ἐμπεριέχει γὰρ αὐτήν. μεῖζον
ἄρα καὶ τὸ Ξ στερεὸν τῆς πυραμίδος, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΟΖΠΗΡΘΣ
πολύγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ Ν. ἀλλὰ καὶ ἔλαττον· ὅπερ ἐστὶν ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα ὁ κῶνος, οὗ βάσις ὁ ΑΒΓΔ κύκλος, κορυφὴ δὲ τὸ Λ [σημεῖον], πρὸς
ἔλαττόν τι τοῦ κώνου στερεόν, οὗ βάσις μὲν ὁ ΕΖΗΘ κύκλος, κορυφὴ δὲ
τὸ Ν σημεῖον, τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ. ὁμοίως
δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ὁ ΕΖΗΘΝ κῶνος πρὸς ἔλαττόν τι τοῦ ΑΒΓΔΛ κώνου
στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΖΘ πρὸς τὴν ΒΔ.
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Λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ὁ ΑΒΓΔΛ κῶνος πρὸς μεῖζόν τι τοῦ ΕΖΗΘΝ κώνου
στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἐχέτω πρὸς μεῖζον τὸ Ξ. ἀνάπαλιν ἄρα τὸ Ξ στερεὸν
πρὸς τὸν ΑΒΓΔΛ κῶνον τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΖΘ πρὸς τὴν ΒΔ.
ὡς δὲ τὸ Ξ στερεὸν πρὸς τὸν ΑΒΓΔΛ κῶνον, οὕτως ὁ ΕΖΗΘΝ κῶνος πρὸς
ἔλαττόν τι τοῦ ΑΒΓΔΛ κώνου στερεόν. καὶ ὁ ΕΖΗΘΝ ἄρα κῶνος πρὸς
ἔλαττόν τι τοῦ ΑΒΓΔΛ κώνου στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΖΘ
πρὸς τὴν ΒΔ· ὅπερ ἀδύνατον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ὁ ΑΒΓΔΛ κῶνος πρὸς μεῖζόν
τι τοῦ ΕΖΗΘΝ κώνου στερεὸν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς
τὴν ΖΘ. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ πρὸς ἔλαττον. ὁ ΑΒΓΔΛ ἄρα κῶνος πρὸς τὸν
ΕΖΗΘΝ κῶνον τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ.

Ὡς δὲ ὁ κῶνος πρὸς τὸν κῶνον, ὁ κύλινδρος πρὸς τὸν κύλινδρον· τρι-
πλάσιος γὰρ ὁ κύλινδρος τοῦ κώνου ὁ ἐπὶ τῆς αὐτῆς βάσεως τῷ κώνῳ
καὶ ἰσοϋψὴς αὐτῷ. καὶ ὁ κύλινδρος ἄρα πρὸς τὸν κύλινδρον τριπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΖΘ.

Οἱ ἄρα ὅμοιοι κῶνοι καὶ κύλινδροι πρὸς ἀλλήλους ἐν τριπλασίονι λόγῳ
εἰσὶ τῶν ἐν ταῖς βάσεσι διαμέτρων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Ἐὰν κύλινδρος ἐπιπέδῳ τμηθῇ παραλλήλῳ ὄντι τοῖς ἀπε-
ναντίον ἐπιπέδοις, ἔσταιὡς ὁ κύλινδροςπρὸς τὸν κύλινδρον, οὕτως ὁἄξωνπρὸς
τὸν ἄξονα.

Ἀπόδειξις. Κύλινδρος γὰρ ὁ ΑΔ ἐπιπέδῳ τῷ ΗΘ τετμήσθω παραλλήλῳ
ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις τοῖς ΑΒ, ΓΔ, καὶ συμβαλλέτω τῷ ἄξονι τὸ
ΗΘ ἐπίπεδον κατὰ τὸ Κ σημεῖον· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ ΒΗ κύλινδρος πρὸς
τὸν ΗΔ κύλινδρον, οὕτως ὁ ΕΚ ἄξων πρὸς τὸν ΚΖ ἄξονα.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ὁ ΕΖ ἄξων ἐφ᾽ ἑκάτερα τὰ μέρη ἐπὶ τὰ Λ, Μ σημεῖα,
καὶ ἐκκείσθωσαν τῷ ΕΚ ἄξονι ἴσοι ὁσοιδηποτοῦν οἱ ΕΝ, ΝΛ, τῷ δὲ ΖΚ ἴσοι
ὁσοιδηποτοῦν οἱ ΖΞ, ΞΜ, καὶ νοείσθω ὁ ἐπὶ τοῦ ΛΜἄξονος κύλινδρος ὁ ΟΧ,
οὗ βάσεις οἱ ΟΠ, ΦΧ κύκλοι. καὶ ἐκβεβλήσθω διὰ τῶν Ν, Ξ σημείων ἐπίπεδα
παράλληλα τοῖς ΑΒ, ΓΔ καὶ ταῖς βάσεσι τοῦ ΟΧ κυλίνδρου καὶ ποιείτωσαν
τοὺς ΡΣ, ΤΥ κύκλους περὶ τὰ Ν, Ξ κέντρα. καὶ ἐπεὶ οἱ ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ ἄξονες
ἴσοι εἰσὶν ἀλλήλοις, οἱ ἄρα ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κύλινδροι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς
αἱ βάσεις. ἴσαι δέ εἰσιν αἱ βάσεις· ἴσοι ἄρα καὶ οἱ ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κύλινδροι
ἀλλήλοις. ἐπεὶ οὖν οἱ ΛΝ, ΝΕ, ΕΚ ἄξονες ἴσοι εἰσὶν ἀλλήλοις, εἰσὶ δὲ καὶ οἱ
ΠΡ, ΡΒ, ΒΗ κύλινδροι ἴσοι ἀλλήλοις, καί ἐστιν ἴσον τὸ πλῆθος τῷ πλήθει,
ὁσαπλασίων ἄρα ὁ ΚΛ ἄξων τοῦ ΕΚ ἄξονος, τοσαυταπλασίων ἔσται καὶ ὁ
ΠΗ κύλινδρος τοῦ ΗΒ κυλίνδρου. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ὁσαπλασίων ἐστὶν
ὁ ΜΚ ἄξων τοῦ ΚΖ ἄξονος, τοσαυταπλασίων ἐστὶ καὶ ὁ ΧΗ κύλινδρος τοῦ
ΗΔ κυλίνδρου. καὶ εἰ μὲν ἴσος ἐστὶν ὁ ΚΛ ἄξων τῷ ΚΜ ἄξονι, ἴσος ἔσται καὶ
ὁ ΠΗ κύλινδρος τῷ ΗΧ κυλίνδρῳ, εἰ δὲ μείζων ὁ ἄξων τοῦ ἄξονος, μείζων
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καὶ ὁ κύλινδρος τοῦ κυλίνδρου, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἐλάσσων. τεσσάρων δὴ
μεγεθῶν ὄντων, ἀξόνων μὲν τῶν ΕΚ, ΚΖ, κυλίνδρων δὲ τῶν ΒΗ, ΗΔ, εἴληπται
ἰσάκις πολλαπλάσια, τοῦ μὲν ΕΚ ἄξονος καὶ τοῦ ΒΗ κυλίνδρου ὅ τε ΛΚ
ἄξων καὶ ὁ ΠΗ κύλινδρος, τοῦ δὲ ΚΖ ἄξονος καὶ τοῦ ΗΔ κυλίνδρου ὅ τε
ΚΜ ἄξων καὶ ὁ ΗΧ κύλινδρος, καὶ δέδεικται, ὅτι εἰ ὑπερέχει ὁ ΚΛ ἄξων
τοῦ ΚΜ ἄξονος, ὑπερέχει καὶ ὁ ΠΗ κύλινδρος τοῦ ΗΧ κυλίνδρου, καὶ εἰ
ἴσος, ἴσος, καὶ εἰ ἐλάσσων, ἐλάσσων. ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΕΚ ἄξων πρὸς τὸν ΚΖ
ἄξονα, οὕτως ὁ ΒΗ κύλινδρος πρὸς τὸν ΗΔ κύλινδρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Οἱ ἐπὶ ἴσων βάσεων ὄντες κῶνοι καὶ κύλινδροι πρὸς ἀλ-
λήλους εἰσὶν ὡς τὰ ὕψη.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν γὰρ ἐπὶ ἴσων βάσεων τῶν ΑΒ, ΓΔ κύκλων κύλινδροι
οἱ ΕΒ, ΖΔ· λέγω, ὅτι ἐστὶν ὡς ὁ ΕΒ κύλινδρος πρὸς τὸν ΖΔ κύλινδρον,
οὕτως ὁ ΗΘ ἄξων πρὸς τὸν ΚΛ ἄξονα.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ὁ ΚΛ ἄξων ἐπὶ τὸ Ν σημεῖον, καὶ κείσθω τῷ ΗΘ
ἄξονι ἴσος ὁ ΛΝ, καὶ περὶ ἄξονα τὸν ΛΝ κύλινδρος νενοήσθω ὁ ΓΜ. ἐπεὶ
οὖν οἱ ΕΒ, ΓΜ κύλινδροι ὑπὸ τὸ αὐτὸ ὕψος εἰσίν, πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς
αἱ βάσεις. ἴσαι δέ εἰσιν αἱ βάσεις ἀλλήλαις· ἴσοι ἄρα εἰσὶ καὶ οἱ ΕΒ, ΓΜ
κύλινδροι. καὶ ἐπεὶ κύλινδρος ὁ ΖΜ ἐπιπέδῳ τέτμηται τῷ ΓΔ παραλλήλῳ
ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΓΜ κύλινδρος πρὸς τὸν
ΖΔ κύλινδρον, οὕτως ὁ ΛΝ ἄξων πρὸς τὸν ΚΛ ἄξονα. ἴσος δέ ἐστιν ὁ μὲν
ΓΜ κύλινδρος τῷ ΕΒ κυλίνδρῳ, ὁ δὲ ΛΝ ἄξων τῷ ΗΘ ἄξονι· ἔστιν ἄρα
ὡς ὁ ΕΒ κύλινδρος πρὸς τὸν ΖΔ κύλινδρον, οὕτως ὁ ΗΘ ἄξων πρὸς τὸν
ΚΛ ἄξονα. ὡς δὲ ὁ ΕΒ κύλινδρος πρὸς τὸν ΖΔ κύλινδρον, οὕτως ὁ ΑΒΗ
κῶνος πρὸς τὸν ΓΔΚ κῶνον. καὶ ὡς ἄρα ὁ ΗΘ ἄξων πρὸς τὸν ΚΛ ἄξονα,
οὕτως ὁ ΑΒΗ κῶνος πρὸς τὸν ΓΔΚ κῶνον καὶ ὁ ΕΒ κύλινδρος πρὸς τὸν
ΖΔ κύλινδρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Τῶν ἴσων κώνων καὶ κυλίνδρων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις
τοῖς ὕψεσιν· καὶ ὧν κώνων καὶ κυλίνδρων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν,
ἴσοι εἰσὶν ἐκεῖνοι.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν ἴσοι κῶνοι καὶ κύλινδροι, ὧν βάσεις μὲν οἱ ΑΒΓΔ,
ΕΖΗΘ κύκλοι, διάμετροι δὲ αὐτῶν αἱ ΑΓ, ΕΗ, ἄξονες δὲ οἱ ΚΛ, ΜΝ, οἵτινες
καὶ ὕψη εἰσὶ τῶν κώνων ἢ κυλίνδρων, καὶ συμπεπληρώσθωσαν οἱ ΑΞ, ΕΟ
κύλινδροι. λέγω, ὅτι τῶν ΑΞ, ΕΟ κυλίνδρων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς
ὕψεσιν, καί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ
ὕψος πρὸς τὸ ΚΛ ὕψος.
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Τὸ γὰρ ΛΚ ὕψος τῷ ΜΝ ὕψει ἤτοι ἴσον ἐστὶν ἢ οὔ. ἔστω πρότερον
ἴσον. ἔστι δὲ καὶ ὁ ΑΞ κύλινδρος τῷ ΕΟ κυλίνδρῳ ἴσος. οἱ δὲ ὑπὸ τὸ
αὐτὸ ὕψος ὄντες κῶνοι καὶ κύλινδροι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς αἱ βάσεις·
ἴση ἄρα καὶ ἡ ΑΒΓΔ βάσις τῇ ΕΖΗΘ βάσει. ὥστε καὶ ἀντιπέπονθεν, ὡς ἡ
ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΚΛ ὕψος.
ἀλλὰ δὴ μὴ ἔστω τὸ ΛΚ ὕψος τῷ ΜΝ ἴσον, ἀλλ᾽ ἔστω μεῖζον τὸ ΜΝ, καὶ
ἀφῃρήσθω ἀπὸ τοῦ ΜΝ ὕψους τῷ ΚΛ ἴσον τὸ ΠΝ, καὶ διὰ τοῦ Π σημείου
τετμήσθω ὁ ΕΟ κύλινδρος ἐπιπέδῳ τῷ ΤΥΣ παραλλήλῳ τοῖς τῶν ΕΖΗΘ,
ΡΟ κύκλων ἐπιπέδοις, καὶ ἀπὸ βάσεως μὲν τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου, ὕψους δὲ
τοῦ ΝΠ κύλινδρος νενοήσθω ὁ ΕΣ. καὶ ἐπεὶ ἴσος ἐστὶν ὁ ΑΞ κύλινδρος
τῷ ΕΟ κυλίνδρῳ, ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΑΞ κύλινδρος πρὸς τὸν ΕΣ κύλινδρον,
οὕτως ὁ ΕΟ κύλινδρος πρὸς τὸν ΕΣ κύλινδρον. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ὁ ΑΞ κύλινδρος
πρὸς τὸν ΕΣ κύλινδρον, οὕτως ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ· ὑπὸ γὰρ
τὸ αὐτὸ ὕψος εἰσὶν οἱ ΑΞ, ΕΣ κύλινδροι· ὡς δὲ ὁ ΕΟ κύλινδρος πρὸς τὸν
ΕΣ, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΠΝ ὕψος· ὁ γὰρ ΕΟ κύλινδρος ἐπιπέδῳ
τέτμηται παραλλήλῳ ὄντι τοῖς ἀπεναντίον ἐπιπέδοις. ἔστιν ἄρα καὶ ὡς
ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΠΝ
ὕψος. ἴσον δὲ τὸ ΠΝ ὕψος τῷ ΚΛ ὕψει· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς
τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΚΛ ὕψος. τῶν ἄρα ΑΞ, ΕΟ
κυλίνδρων ἀντιπεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν.

Ἀλλὰ δὴ τῶν ΑΞ, ΕΟ κυλίνδρων ἀντιπεπονθέτωσαν αἱ βάσεις τοῖς ὕψε-
σιν, καὶ ἔστω ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος
πρὸς τὸ ΚΛ ὕψος· λέγω, ὅτι ἴσος ἐστὶν ὁ ΑΞ κύλινδρος τῷ ΕΟ κυλίνδρῳ.

Τῶν γὰρ αὐτῶν κατασκευασθέντων ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς
τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΚΛ ὕψος, ἴσον δὲ τὸ ΚΛ
ὕψος τῷ ΠΝ ὕψει, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς τὴν ΕΖΗΘ βάσιν,
οὕτως τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΠΝ ὕψος. ἀλλ᾽ ὡς μὲν ἡ ΑΒΓΔ βάσις πρὸς
τὴν ΕΖΗΘ βάσιν, οὕτως ὁ ΑΞ κύλινδρος πρὸς τὸν ΕΣ κύλινδρον· ὑπὸ γὰρ
τὸ αὐτὸ ὕψος εἰσίν· ὡς δὲ τὸ ΜΝ ὕψος πρὸς τὸ ΠΝ [ὕψος], οὕτως ὁ ΕΟ
κύλινδρος πρὸς τὸν ΕΣ κύλινδρον· ἔστιν ἄρα ὡς ὁ ΑΞ κύλινδρος πρὸς τὸν
ΕΣ κύλινδρον, οὕτως ὁ ΕΟ κύλινδρος πρὸς τὸν ΕΣ. ἴσος ἄρα ὁ ΑΞ κύλινδρος
τῷ ΕΟ κυλίνδρῳ. ὡσαύτως δὲ καὶ ἐπὶ τῶν κώνων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Δύο κύκλων περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον ὄντων εἰς τὸν μείζονα
κύκλον πολύγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἀρτιόπλευρον ἐγγράψαι μὴ ψαῦον τοῦ
ἐλάσσονος κύκλου.

Ἀπόδειξις. Ἔστωσαν οἱ δοθέντες δύο κύκλοι οἱ ΑΒΓΔ, ΕΖΗΘ περὶ τὸ
αὐτὸ κέντρον τὸ Κ· δεῖ δὴ εἰς τὸν μείζονα κύκλον τὸν ΑΒΓΔ πολύγωνον
ἰσόπλευρόν τε καὶ ἀρτιόπλευρον ἐγγράψαι μὴ ψαῦον τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου.
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Ἤχθω γὰρ διὰ τοῦ Κ κέντρου εὐθεῖα ἡ ΒΚΔ, καὶ ἀπὸ τοῦ Η σημείου τῇ
ΒΔ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΗΑ καὶ διήχθω ἐπὶ τὸ Γ· ἡ ΑΓ ἄρα ἐφάπτεται
τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου. τέμνοντες δὴ τὴν ΒΑΔπεριφέρειαν δίχα καὶ τὴν ἡμίσειαν
αὐτῆς δίχα καὶ τοῦτο ἀεὶ ποιοῦντες καταλείψομεν περιφέρειαν ἐλάσσονα
τῆς ΑΔ. λελείφθω, καὶ ἔστω ἡ ΛΔ, καὶ ἀπὸ τοῦ Λ ἐπὶ τὴν ΒΔ κάθετος ἤχθω
ἡ ΛΜ καὶ διήχθω ἐπὶ τὸ Ν, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΔ, ΔΝ· ἴση ἄρα ἐστὶν
ἡ ΛΔ τῇ ΔΝ. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΛΝ τῇ ΑΓ, ἡ δὲ ΑΓ ἐφάπτεται
τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου, ἡ ΛΝ ἄρα οὐκ ἐφάπτεται τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου· πολλῷ
ἄρα αἱ ΛΔ, ΔΝ οὐκ ἐφάπτονται τοῦ ΕΖΗΘ κύκλου. ἐὰν δὴ τῇ ΛΔ εὐθείᾳ
ἴσας κατὰ τὸ συνεχὲς ἐναρμόσωμεν εἰς τὸν ΑΒΓΔ κύκλον, ἐγγραφήσεται εἰς
τὸν ΑΒΓΔ κύκλον πολύγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἀρτιόπλευρον μὴ ψαῦον
τοῦ ἐλάσσονος κύκλου τοῦ ΕΖΗΘ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι. 

Πρότασις 17 () Δύο σφαιρῶν περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον οὐσῶν εἰς τὴν μείζονα
σφαῖρανστερεὸνπολύεδρον ἐγγράψαι μὴψαῦον τῆς ἐλάσσονοςσφαίρας κατὰ
τὴν ἐπιφάνειαν.

Ἀπόδειξις. Νενοήσθωσαν δύο σφαῖραι περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον τὸ Α· δεῖ
δὴ εἰς τὴν μείζονα σφαῖραν στερεὸν πολύεδρον ἐγγράψαι μὴ ψαῦον τῆς
ἐλάσσονος σφαίρας κατὰ τὴν ἐπιφάνειαν.

Τετμήσθωσαν αἱ σφαῖραι ἐπιπέδῳ τινὶ διὰ τοῦ κέντρου· ἔσονται δὴ αἱ
τομαὶ κύκλοι, ἐπειδήπερ μενούσης τῆς διαμέτρου καὶ περιφερομένου τοῦ
ἡμικυκλίου ἐγίγνετο ἡ σφαῖρα· ὥστε καὶ καθ᾽ οἵας ἂν θέσεως ἐπινοήσωμεν
τὸ ἡμικύκλιον, τὸ δι᾽ αὐτοῦ ἐκβαλλόμενον ἐπίπεδον ποιήσει ἐπὶ τῆς ἐπι-
φανείας τῆς σφαίρας κύκλον. καὶ φανερόν, ὅτι καὶ μέγιστον, ἐπειδήπερ ἡ
διάμετρος τῆς σφαίρας, ἥτις ἐστὶ καὶ τοῦ ἡμικυκλίου διάμετρος δηλαδὴ καὶ
τοῦ κύκλου, μείζων ἐστὶ πασῶν τῶν εἰς τὸν κύκλον ἢ τὴν σφαῖραν διαγο-
μένων [εὐθειῶν]. ἔστω οὖν ἐν μὲν τῇ μείζονι σφαίρᾳ κύκλος ὁ ΒΓΔΕ, ἐν δὲ τῇ
ἐλάσσονι σφαίρᾳ κύκλος ὁ ΖΗΘ, καὶ ἤχθωσαν αὐτῶν δύο διάμετροι πρὸς
ὀρθὰς ἀλλήλαις αἱ ΒΔ, ΓΕ, καὶ δύο κύκλων περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον ὄντων
τῶν ΒΓΔΕ, ΖΗΘ εἰς τὸν μείζονα κύκλον τὸν ΒΓΔΕ πολύγωνον ἰσόπλευ-
ρον καὶ ἀρτιόπλευρον ἐγγεγράφθω μὴ ψαῦον τοῦ ἐλάσσονος κύκλου τοῦ
ΖΗΘ, οὗ πλευραὶ ἔστωσαν ἐν τῷ ΒΕ τεταρτημορίῳ αἱ ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ,
καὶ ἐπιζευχθεῖσα ἡ ΚΑ διήχθω ἐπὶ τὸ Ν, καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ τοῦ Α ση-
μείου τῷ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΑΞ καὶ συμβαλλέτω
τῇ ἐπιφανείᾳ τῆς σφαίρας κατὰ τὸ Ξ, καὶ διὰ τῆς ΑΞ καὶ ἑκατέρας τῶν
ΒΔ, ΚΝ ἐπίπεδα ἐκβεβλήσθω· ποιήσουσι δὴ διὰ τὰ εἰρημένα ἐπὶ τῆς ἐπι-
φανείας τῆς σφαίρας μεγίστους κύκλους. ποιείτωσαν, ὧν ἡμικύκλια ἔστω
ἐπὶ τῶν ΒΔ, ΚΝ διαμέτρων τὰ ΒΞΔ, ΚΞΝ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΞΑ ὀρθή ἐστι πρὸς
τὸ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπίπεδον, καὶ πάντα ἄρα τὰ διὰ τῆς ΞΑ ἐπίπεδά
ἐστιν ὀρθὰ πρὸς τὸ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπίπεδον· ὥστε καὶ τὰ ΒΞΔ, ΚΞΝ
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ἡμικύκλια ὀρθά ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπίπεδον. καὶ ἐπεὶ ἴσα ἐστὶ
τὰ ΒΕΔ, ΒΞΔ, ΚΞΝ ἡμικύκλια· ἐπὶ γὰρ ἴσων εἰσὶ διαμέτρων τῶν ΒΔ, ΚΝ·
ἴσα ἐστὶ καὶ τὰ ΒΕ, ΒΞ, ΚΞ τεταρτημόρια ἀλλήλοις. ὅσαι ἄρα εἰσὶν ἐν τῷ
ΒΕ τεταρτημορίῳ πλευραὶ τοῦ πολυγώνου, τοσαῦταί εἰσι καὶ ἐν τοῖς ΒΞ,
ΚΞ τεταρτημορίοις ἴσαι ταῖς ΒΚ, ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ εὐθείαις. ἐγγεγράφθωσαν
καὶ ἔστωσαν αἱ ΒΟ, ΟΠ, ΠΡ, ΡΞ, ΚΣ, ΣΤ, ΤΥ, ΥΞ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΣΟ, ΤΠ, ΥΡ, καὶ ἀπὸ τῶν Ο, Σ ἐπὶ τὸ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπίπεδον κάθετοι
ἤχθωσαν· πεσοῦνται δὴ ἐπὶ τὰς κοινὰς τομὰς τῶν ἐπιπέδων τὰς ΒΔ, ΚΝ,
ἐπειδήπερ καὶ τὰ τῶν ΒΞΔ, ΚΞΝ ἐπίπεδα ὀρθά ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΒΓΔΕ
κύκλου ἐπίπεδον. πιπτέτωσαν, καὶ ἔστωσαν αἱ ΟΦ, ΣΧ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ
ΧΦ. καὶ ἐπεὶ ἐν ἴσοις ἡμικυκλίοις τοῖς ΒΞΔ, ΚΞΝ ἴσαι ἀπειλημμέναι εἰσὶν αἱ
ΒΟ, ΚΣ, καὶ κάθετοι ἠγμέναι εἰσὶν αἱ ΟΦ, ΣΧ, ἴση [ἄρα] ἐστὶν ἡ μὲν ΟΦ τῇ
ΣΧ, ἡ δὲ ΒΦ τῇ ΚΧ. ἔστι δὲ καὶ ὅλη ἡ ΒΑ ὅλῃ τῇ ΚΑ ἴση· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ
ΦΑ λοιπῇ τῇ ΧΑ ἐστιν ἴση· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΦ πρὸς τὴν ΦΑ, οὕτως ἡ ΚΧ
πρὸς τὴν ΧΑ· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΧΦ τῇ ΚΒ. καὶ ἐπεὶ ἑκατέρα τῶν
ΟΦ, ΣΧ ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΒΓΔΕ κύκλου ἐπίπεδον, παράλληλος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΟΦ τῇ ΣΧ. ἐδείχθη δὲ αὐτῇ καὶ ἴση· καὶ αἱ ΧΦ, ΣΟ ἄρα ἴσαι εἰσὶ καὶ
παράλληλοι. καὶ ἐπεὶ παράλληλός ἐστιν ἡ ΧΦ τῇ ΣΟ, ἀλλὰ ἡ ΧΦ τῇ ΚΒ
ἐστι παράλληλος, καὶ ἡ ΣΟ ἄρα τῇ ΚΒ ἐστι παράλληλος. καὶ ἐπιζευγνύου-
σιν αὐτὰς αἱ ΒΟ, ΚΣ· τὸ ΚΒΟΣ ἄρα τετράπλευρον ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ,
ἐπειδήπερ, ἐὰν ὦσι δύο εὐθεῖαι παράλληλοι, καὶ ἐφ᾽ ἑκατέρας αὐτῶν λη-
φθῇ τυχόντα σημεῖα, ἡ ἐπὶ τὰ σημεῖα ἐπιζευγνυμένη εὐθεῖα ἐν τῷ αὐτῷ
ἐπιπέδῳ ἐστὶ ταῖς παραλλήλοις. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκάτερον τῶν ΣΟΠΤ,
ΤΠΡΥ τετραπλεύρων ἐν ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ΥΡΞ τρίγωνον
ἐν ἑνὶ ἐπιπέδῳ. ἐὰν δὴ νοήσωμεν ἀπὸ τῶν Ο, Σ, Π, Τ, Ρ, Υ σημείων ἐπὶ
τὸ Α ἐπιζευγνυμένας εὐθείας, συσταθήσεταί τι σχῆμα στερεὸν πολύεδρον
μεταξὺ τῶν ΒΞ, ΚΞ περιφερειῶν ἐκ πυραμίδων συγκείμενον, ὧν βάσεις μὲν
τὰ ΚΒΟΣ, ΣΟΠΤ, ΤΠΡΥ τετράπλευρα καὶ τὸ ΥΡΞ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ
τὸ Α σημεῖον. ἐὰν δὲ καὶ ἐπὶ ἑκάστης τῶν ΚΛ, ΛΜ, ΜΕ πλευρῶν καθάπερ
ἐπὶ τῆς ΒΚ τὰ αὐτὰ κατασκευάσωμεν καὶ ἔτι ἐπὶ τῶν λοιπῶν τριῶν τε-
ταρτημορίων, συσταθήσεταί τι σχῆμα πολύεδρον ἐγγεγραμμένον εἰς τὴν
σφαῖραν πυραμίσι περιεχόμενον, ὧν βάσεις [μὲν] τὰ εἰρημένα τετράπλευρα
καὶ τὸ ΥΡΞ τρίγωνον καὶ τὰ ὁμοταγῆ αὐτοῖς, κορυφὴ δὲ τὸ Α σημεῖον.

Λέγω, ὅτι τὸ εἰρημένον πολύεδρον οὐκ ἐφάψεται τῆς ἐλάσσονος σφαίρας
κατὰ τὴν ἐπιφάνειαν, ἐφ᾽ ἧς ἐστιν ὁ ΖΗΘ κύκλος.

Ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α σημείου ἐπὶ τὸ τοῦ ΚΒΟΣ τετραπλεύρου ἐπίπε-
δον κάθετος ἡ ΑΨ καὶ συμβαλλέτω τῷ ἐπιπέδῳ κατὰ τὸ Ψ σημεῖον, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΨΒ, ΨΚ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΑΨ ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΚΒΟΣ τε-
τραπλεύρου ἐπίπεδον, καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας
καὶ οὔσας ἐν τῷ τοῦ τετραπλεύρου ἐπιπέδῳ ὀρθή ἐστιν. ἡ ΑΨ ἄρα ὀρθή
ἐστι πρὸς ἑκατέραν τῶν ΒΨ, ΨΚ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒ τῇ ΑΚ, ἴσον ἐστὶ
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καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΚ. καί ἐστι τῷ μὲν ἀπὸ τῆς ΑΒ ἴσα τὰ
ἀπὸ τῶν ΑΨ, ΨΒ· ὀρθὴ γὰρ ἡ πρὸς τῷ Ψ· τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΑΚ ἴσα τὰ ἀπὸ
τῶν ΑΨ, ΨΚ. τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΨ, ΨΒ ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΨ, ΨΚ.
κοινὸν ἀφῃρήσθω τὸ ἀπὸ τῆς ΑΨ· λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΨ λοιπῷ τῷ
ἀπὸ τῆς ΨΚ ἴσον ἐστίν· ἴση ἄρα ἡ ΒΨ τῇ ΨΚ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ
αἱ ἀπὸ τοῦ Ψ ἐπὶ τὰ Ο, Σ ἐπιζευγνύμεναι εὐθεῖαι ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρᾳ τῶν
ΒΨ, ΨΚ. ὁ ἄρα κέντρῳ τῷ Ψ καὶ διαστήματι ἑνὶ τῶν ΨΒ, ΨΚ γραφόμενος
κύκλος ἥξει καὶ διὰ τῶν Ο, Σ, καὶ ἔσται ἐν κύκλῳ τὸ ΚΒΟΣ τετράπλευρον.

Καὶ ἐπεὶ μείζων ἐστὶν ἡ ΚΒ τῆς ΧΦ, ἴση δὲ ἡ ΧΦ τῇ ΣΟ, μείζων ἄρα ἡ
ΚΒ τῆς ΣΟ. ἴση δὲ ἡ ΚΒ ἑκατέρᾳ τῶν ΚΣ, ΒΟ· καὶ ἑκατέρα ἄρα τῶν ΚΣ,
ΒΟ τῆς ΣΟ μείζων ἐστίν. καὶ ἐπεὶ ἐν κύκλῳ τετράπλευρόν ἐστι τὸ ΚΒΟΣ,
καὶ ἴσαι αἱ ΚΒ, ΒΟ, ΚΣ, καὶ ἐλάττων ἡ ΟΣ, καὶ ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου
ἐστὶν ἡ ΒΨ, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΚΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΨ μεῖζόν ἐστιν ἢ διπλάσιον.
ἤχθω ἀπὸ τοῦ Κ ἐπὶ τὴν ΒΦ κάθετος ἡ ΚΩ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΒΔ τῆς ΔΩ ἐλάττων
ἐστὶν ἢ διπλῆ, καί ἐστιν ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΩ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν ΔΒ,
ΒΩ πρὸς τὸ ὑπὸ [τῶν] ΔΩ, ΩΒ, ἀναγραφομένου ἀπὸ τῆς ΒΩ τετραγώνου
καὶ συμπληρουμένου τοῦ ἐπὶ τῆς ΩΔ παραλληλογράμμου καὶ τὸ ὑπὸ ΔΒ,
ΒΩ ἄρα τοῦ ὑπὸ ΔΩ, ΩΒ ἔλαττόν ἐστιν ἢ διπλάσιον. καί ἐστι τῆς ΚΔ
ἐπιζευγνυμένης τὸ μὲν ὑπὸ ΔΒ, ΒΩ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΒΚ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν
ΔΩ, ΩΒ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΚΩ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΚΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΩ ἔλασσόν
ἐστιν ἢ διπλάσιον. ἀλλὰ τὸ ἀπὸ τῆς ΚΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΨ μεῖζόν ἐστιν ἢ
διπλάσιον· μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΚΩ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΨ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν
ἡ ΒΑ τῇ ΚΑ, ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΚ. καί ἐστι τῷ μὲν
ἀπὸ τῆς ΒΑ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν ΒΨ, ΨΑ, τῷ δὲ ἀπὸ τῆς ΚΑ ἴσα τὰ ἀπὸ τῶν
ΚΩ, ΩΑ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΒΨ, ΨΑ ἴσα ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΚΩ, ΩΑ, ὧν τὸ
ἀπὸ τῆς ΚΩ μεῖζον τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΨ· λοιπὸν ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΩΑ ἔλασσόν
ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΨΑ. μείζων ἄρα ἡ ΑΨ τῆς ΑΩ· πολλῷ ἄρα ἡ ΑΨ μείζων
ἐστὶ τῆς ΑΗ. καί ἐστιν ἡ μὲν ΑΨ ἐπὶ μίαν τοῦ πολυέδρου βάσιν, ἡ δὲ ΑΗ
ἐπὶ τὴν τῆς ἐλάσσονος σφαίρας ἐπιφάνειαν· ὥστε τὸ πολύεδρον οὐ ψαύσει
τῆς ἐλάσσονος σφαίρας κατὰ τὴν ἐπιφάνειαν.

Δύο ἄρα σφαιρῶν περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον οὐσῶν εἰς τὴν μείζονα σφαῖραν
στερεὸν πολύεδρον ἐγγέγραπται μὴ ψαῦον τῆς ἐλάσσονος σφαίρας κατὰ
τὴν ἐπιφάνειαν· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.

Πόρισμα
Ἐὰν δὲ καὶ εἰς ἑτέραν σφαῖραν τῷ ἐν τῇ ΒΓΔΕ σφαίρᾳ στερεῷ πολυέδρῳ

ὅμοιον στερεὸν πολύεδρον ἐγγραφῇ, τὸ ἐν τῇ ΒΓΔΕ σφαίρᾳ στερεὸν πολύε-
δρον πρὸς τὸ ἐν τῇ ἑτέρᾳ σφαίρᾳ στερεὸν πολύεδρον τριπλασίονα λόγον
ἔχει, ἤπερ ἡ τῆς ΒΓΔΕ σφαίρας διάμετρος πρὸς τὴν τῆς ἑτέρας σφαίρας
διάμετρον. διαιρεθέντων γὰρ τῶν στερεῶν εἰς τὰς ὁμοιοπληθεῖς καὶ ὁμοιο-
ταγεῖς πυραμίδας ἔσονται αἱ πυραμίδες ὅμοιαι. αἱ δὲ ὅμοιαι πυραμίδες πρὸς
ἀλλήλας ἐν τριπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν ὁμολόγων πλευρῶν· ἡ ἄρα πυραμίς,
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ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΚΒΟΣ τετράπλευρον, κορυφὴ δὲ τὸ Α σημεῖον, πρὸς
τὴν ἐν τῇ ἑτέρᾳ σφαίρᾳ ὁμοιοταγῆ πυραμίδα τριπλασίονα λόγον ἔχει, ἤπερ
ἡ ὁμόλογος πλευρὰ πρὸς τὴν ὁμόλογον πλευράν, τουτέστιν ἤπερ ἡ ΑΒ ἐκ
τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας τῆς περὶ κέντρον τὸ Α πρὸς τὴν ἐκ τοῦ κέντρου
τῆς ἑτέρας σφαίρας. ὁμοίως καὶ ἑκάστη πυραμὶς τῶν ἐν τῇ περὶ κέντρον
τὸ Α σφαίρᾳ πρὸς ἑκάστην ὁμοταγῆ πυραμίδα τῶν ἐν τῇ ἑτέρᾳ σφαίρᾳ
τριπλασίονα λόγον ἕξει, ἤπερ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ἐκ τοῦ κέντρου τῆς ἑτέρας
σφαίρας. καὶ ὡς ἓν τῶν ἡγουμένων πρὸς ἓν τῶν ἑπομένων, οὕτως ἅπαντα
τὰ ἡγούμενα πρὸς ἅπαντα τὰ ἑπόμενα· ὥστε ὅλον τὸ ἐν τῇ περὶ κέντρον τὸ
Α σφαίρᾳ στερεὸν πολύεδρον πρὸς ὅλον τὸ ἐν τῇ ἑτέρᾳ [σφαίρᾳ] στερεὸν
πολύεδρον τριπλασίονα λόγον ἕξει, ἤπερ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ἐκ τοῦ κέντρου
τῆς ἑτέρας σφαίρας, τουτέστιν ἤπερ ἡ ΒΔ διάμετρος πρὸς τὴν τῆς ἑτέρας
σφαίρας διάμετρον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Αἱ σφαῖραι πρὸς ἀλλήλας ἐν τριπλασίονι λόγῳ εἰσὶ τῶν
ἰδίων διαμέτρων.

Ἀπόδειξις. Νενοήσθωσαν σφαῖραι αἱ ΑΒΓ, ΔΕΖ, διάμετροι δὲ αὐτῶν αἱ ΒΓ,
ΕΖ· λέγω, ὅτι ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὴν ΔΕΖ σφαῖραν τριπλασίονα λόγον
ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ.

Εἰ γὰρ μὴ ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὴν ΔΕΖ σφαῖραν τριπλασίονα λόγον
ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ, ἕξει ἄρα ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς ἐλάσσονά τινα
τῆς ΔΕΖ σφαίρας τριπλασίονα λόγον ἢ πρὸς μείζονα ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν
ΕΖ. ἐχέτω πρότερον πρὸς ἐλάσσονα τὴν ΗΘΚ, καὶ νενοήσθω ἡ ΔΕΖ τῇ
ΗΘΚ περὶ τὸ αὐτὸ κέντρον, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὴν μείζονα σφαῖραν τὴν
ΔΕΖ στερεὸν πολύεδρον μὴ ψαῦον τῆς ἐλάσσονος σφαίρας τῆς ΗΘΚ κατὰ
τὴν ἐπιφάνειαν, ἐγγεγράφθω δὲ καὶ εἰς τὴν ΑΒΓ σφαῖραν τῷ ἐν τῇ ΔΕΖ
σφαίρᾳ στερεῷ πολυέδρῳ ὅμοιον στερεὸν πολύεδρον· τὸ ἄρα ἐν τῇ ΑΒΓ
στερεὸν πολύεδρον πρὸς τὸ ἐν τῇ ΔΕΖ στερεὸν πολύεδρον τριπλασίονα
λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ. ἔχει δὲ καὶ ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὴν
ΗΘΚ σφαῖραν τριπλασίονα λόγον ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ
ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὴν ΗΘΚ σφαῖραν, οὕτως τὸ ἐν τῇ ΑΒΓ σφαίρᾳ στερεὸν
πολύεδρον πρὸς τὸ ἐν τῇ ΔΕΖ σφαίρᾳ στερεὸν πολύεδρον· ἐναλλὰξ [ἄρα]
ὡς ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὸ ἐν αὐτῇ πολύεδρον, οὕτως ἡ ΗΘΚ σφαῖρα πρὸς
τὸ ἐν τῇ ΔΕΖ σφαίρᾳ στερεὸν πολύεδρον. μείζων δὲ ἡ ΑΒΓ σφαῖρα τοῦ ἐν
αὐτῇ πολυέδρου· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΗΘΚ σφαῖρα τοῦ ἐν τῇ ΔΕΖ σφαίρᾳ
πολυέδρου. ἀλλὰ καὶ ἐλάττων· ἐμπεριέχεται γὰρ ὑπ᾽ αὐτοῦ. οὐκ ἄρα ἡ
ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς ἐλάσσονα τῆς ΔΕΖ σφαίρας τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ
ἡ ΒΓ διάμετρος πρὸς τὴν ΕΖ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἡ ΔΕΖ σφαῖρα
πρὸς ἐλάσσονα τῆς ΑΒΓ σφαίρας τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΕΖ πρὸς
τὴν ΒΓ.
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Λέγω δή, ὅτι οὐδὲ ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς μείζονά τινα τῆς ΔΕΖ σφαίρας
τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ.

Εἰ γὰρ δυνατόν, ἐχέτω πρὸς μείζονα τὴν ΛΜΝ· ἀνάπαλιν ἄρα ἡ ΛΜΝ
σφαῖρα πρὸς τὴν ΑΒΓ σφαῖραν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΕΖ διάμε-
τρος πρὸς τὴν ΒΓ διάμετρον. ὡς δὲ ἡ ΛΜΝ σφαῖρα πρὸς τὴν ΑΒΓ σφαῖραν,
οὕτως ἡ ΔΕΖ σφαῖρα πρὸς ἐλάσσονά τινα τῆς ΑΒΓ σφαίρας, ἐπειδήπερ
μείζων ἐστὶν ἡ ΛΜΝ τῆς ΔΕΖ, ὡς ἔμπροσθεν ἐδείχθη. καὶ ἡ ΔΕΖ ἄρα σφα-
ῖρα πρὸς ἐλάσσονά τινα τῆς ΑΒΓ σφαίρας τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ
ἡ ΕΖ πρὸς τὴν ΒΓ· ὅπερ ἀδύνατον ἐδείχθη. οὐκ ἄρα ἡ ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς
μείζονά τινα τῆς ΔΕΖ σφαίρας τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς
τὴν ΕΖ. ἐδείχθη δέ, ὅτι οὐδὲ πρὸς ἐλάσσονα. ἡ ἄρα ΑΒΓ σφαῖρα πρὸς τὴν
ΔΕΖ σφαῖραν τριπλασίονα λόγον ἔχει ἤπερ ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΕΖ· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι. 



Βιβλίο 13ο

Ὀρισμοί

Πρότασις 1 () Ἐὰν εὐθεῖαγραμμὴἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, τὸ μεῖζον
τμῆμα προσλαβὸν τὴν ἡμίσειαν τῆς ὅλης πενταπλάσιον δύναται τοῦ ἀπὸ τῆς
ἡμισείας τετραγώνου.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ γραμμὴ ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τετμήσθω κατὰ
τὸ Γ σημεῖον, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα τὸ ΑΓ, καὶ ἐκβεβλήσθω ἐπ᾽ εὐθείας τῇ
ΓΑ εὐθεῖα ἡ ΑΔ, καὶ κείσθω τῆς ΑΒ ἡμίσεια ἡ ΑΔ· λέγω, ὅτι πενταπλάσιόν
ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΓΔ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΑ.

Ἀναγεγράφθωσαν γὰρ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΔΓ τετράγωνα τὰ ΑΕ, ΔΖ, καὶ
καταγεγράφθω ἐν τῷ ΔΖ τὸ σχῆμα, καὶ διήχθω ἡ ΖΓ ἐπὶ τὸ Η. καὶ ἐπεὶ ἡ
ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Γ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒΓ ἴσον
ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ. καί ἐστι τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΑΒΓ τὸ ΓΕ, τὸ δὲ ἀπὸ τῆς
ΑΓ τὸ ΖΘ· ἴσον ἄρα τὸ ΓΕ τῷ ΖΘ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΒΑ τῆς ΑΔ, ἴση
δὲ ἡ μὲν ΒΑ τῇ ΚΑ, ἡ δὲ ΑΔ τῇ ΑΘ, διπλῆ ἄρα καὶ ἡ ΚΑ τῆς ΑΘ. ὡς δὲ
ἡ ΚΑ πρὸς τὴν ΑΘ, οὕτως τὸ ΓΚ πρὸς τὸ ΓΘ· διπλάσιον ἄρα τὸ ΓΚ τοῦ
ΓΘ. εἰσὶ δὲ καὶ τὰ ΛΘ, ΘΓ διπλάσια τοῦ ΓΘ. ἴσον ἄρα τὸ ΚΓ τοῖς ΛΘ, ΘΓ.
ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ΓΕ τῷ ΘΖ ἴσον· ὅλον ἄρα τὸ ΑΕ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ
τῷ ΜΝΞ γνώμονι. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΒΑ τῆς ΑΔ, τετραπλάσιόν ἐστι
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΔ, τουτέστι τὸ ΑΕ τοῦ ΔΘ. ἴσον δὲ τὸ ΑΕ
τῷ ΜΝΞ γνώμονι· καὶ ὁ ΜΝΞ ἄρα γνώμων τετραπλάσιός ἐστι τοῦ ΑΟ·
ὅλον ἄρα τὸ ΔΖ πενταπλάσιόν ἐστι τοῦ ΑΟ. καί ἐστι τὸ μὲν ΔΖ τὸ ἀπὸ
τῆς ΔΓ, τὸ δὲ ΑΟ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΑ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΓΔ πενταπλάσιόν ἐστι
τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΑ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα ἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, τὸ μεῖζον τμῆμα προσλα-
βὸν τὴν ἡμίσειαν τῆς ὅλης πενταπλάσιον δύναται τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας
τετραγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 
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Πρότασις 2 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ τμήματος ἑαυτῆς πενταπλάσιον δύνη-
ται, τῆς διπλασίας τοῦ εἰρημένου τμήματος ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης
τὸ μεῖζον τμῆμα τὸ λοιπὸν μέρος ἐστὶ τῆς ἐξ ἀρχῆς εὐθείας.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ γραμμὴ ἡ ΑΒ τμήματος ἑαυτῆς τοῦ ΑΓ πεντα-
πλάσιον δυνάσθω, τῆς δὲ ΑΓ διπλῆ ἔστω ἡ ΓΔ· λέγω, ὅτι τῆς ΓΔ ἄκρον
καὶ μέσον λόγον τεμνομένης τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΓΒ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀφ᾽ ἑκατέρας τῶν ΑΒ, ΓΔ τετράγωνα τὰ ΑΖ, ΓΗ,
καὶ καταγεγράφθω ἐν τῷ ΑΖ τὸ σχῆμα, καὶ διήχθω ἡ ΒΕ. καὶ ἐπεὶ πεντα-
πλάσιόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ, πενταπλάσιόν ἐστι τὸ ΑΖ
τοῦ ΑΘ. τετραπλάσιος ἄρα ὁ ΜΝΞ γνώμων τοῦ ΑΘ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν
ἡ ΔΓ τῆς ΓΑ, τετραπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ ΔΓ τοῦ ἀπὸ ΓΑ, τουτέστι τὸ
ΓΗ τοῦ ΑΘ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὁ ΜΝΞ γνώμων τετραπλάσιος τοῦ ΑΘ· ἴσος
ἄρα ὁ ΜΝΞ γνώμων τῷ ΓΗ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΔΓ τῆς ΓΑ, ἴση δὲ ἡ
μὲν ΔΓ τῇ ΓΚ, ἡ δὲ ΑΓ τῇ ΓΘ [διπλῆ ἄρα καὶ ἡ ΚΓ τῆς ΓΘ], διπλάσιον ἄρα
καὶ τὸ ΚΒ τοῦ ΒΘ. εἰσὶ δὲ καὶ τὰ ΛΘ, ΘΒ τοῦ ΘΒ διπλάσια· ἴσον ἄρα τὸ
ΚΒ τοῖς ΛΘ, ΘΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ὅλος ὁ ΜΝΞ γνώμων ὅλῳ τῷ ΓΗ ἴσος· καὶ
λοιπὸν ἄρα τὸ ΘΖ τῷ ΒΗ ἐστιν ἴσον. καί ἐστι τὸ μὲν ΒΗ τὸ ὑπὸ τῶν ΓΔΒ·
ἴση γὰρ ἡ ΓΔ τῇ ΔΗ· τὸ δὲ ΘΖ τὸ ἀπὸ τῆς ΓΒ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΓΔΒ ἴσον
ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΓΒ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ΓΒ πρὸς
τὴν ΒΔ. μείζων δὲ ἡ ΔΓ τῆς ΓΒ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΓΒ τῆς ΒΔ. τῆς ΓΔ ἄρα
εὐθείας ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΓΒ.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα γραμμὴ τμήματος ἑαυτῆς πενταπλάσιον δύνηται, τῆς
διπλασίας τοῦ εἰρημένου τμήματος ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης τὸ
μεῖζον τμῆμα τὸ λοιπὸν μέρος ἐστὶ τῆς ἐξ ἀρχῆς εὐθείας· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Ὅτι δὲ ἡ διπλῆ τῆς ΑΓ μείζων ἐστὶ τῆς ΒΓ, οὕτως δεικτέον.
Εἰ γὰρ μή, ἔστω, εἰ δυνατόν, ἡ ΒΓ διπλῆ τῆς ΓΑ. τετραπλάσιον ἄρα τὸ

ἀπὸ τῆς ΒΓ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΑ· πενταπλάσια ἄρα τὰ ἀπὸ τῶν ΒΓ, ΓΑ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΓΑ. ὑπόκειται δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πενταπλάσιον τοῦ ἀπὸ τῆς
ΓΑ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΑ ἴσον ἐστὶ τοῖς ἀπὸ τῶν ΒΓ, ΓΑ· ὅπερ ἀδύνατον. οὐκ
ἄρα ἡ ΓΒ διπλασία ἐστὶ τῆς ΑΓ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι οὐδὲ ἡ ἐλάττων
τῆς ΓΒ διπλασίων ἐστὶ τῆς ΓΑ· πολλῷ γὰρ [μεῖζον] τὸ ἄτοπον.

Ἡ ἄρα τῆς ΑΓ διπλῆ μείζων ἐστὶ τῆς ΓΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 3 () Ἐὰν εὐθεῖαγραμμὴἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, τὸ ἔλασ-
σοντμῆμαπροσλαβὸντὴνἡμίσειαντοῦμείζονοςτμήματοςπενταπλάσιονδύνα-
ται τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τοῦ μείζονος τμήματος τετραγώνου.
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Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γάρ τις ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τετμήσθω κατὰ
τὸ Γ σημεῖον, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα τὸ ΑΓ, καὶ τετμήσθω ἡ ΑΓ δίχα κατὰ
τὸ Δ· λέγω, ὅτι πενταπλάσιόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΓ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΕ, καὶ καταγεγράφθω
διπλοῦν τὸ σχῆμα. ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΓ τῆς ΔΓ, τετραπλάσιον ἄρα τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΓ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΓ, τουτέστι τὸ ΡΣ τοῦ ΖΗ. καὶ ἐπεὶ τὸ ὑπὸ
τῶν ΑΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΓ, καί ἐστι τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒΓ τὸ ΓΕ, τὸ
ἄρα ΓΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ΡΣ. τετραπλάσιον δὲ τὸ ΡΣ τοῦ ΖΗ· τετραπλάσιον
ἄρα καὶ τὸ ΓΕ τοῦ ΖΗ. πάλιν ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΔ τῇ ΔΓ, ἴση ἐστὶ καὶ ἡ
ΘΚ τῇ ΚΖ. ὥστε καὶ τὸ ΗΖ τετράγωνον ἴσον ἐστὶ τῷ ΘΛ τετραγώνῳ. ἴση
ἄρα ἡ ΗΚ τῇ ΚΛ, τουτέστιν ἡ ΜΝ τῇ ΝΕ· ὥστε καὶ τὸ ΜΖ τῷ ΖΕ ἐστιν
ἴσον. ἀλλὰ τὸ ΜΖ τῷ ΓΗ ἐστιν ἴσον· καὶ τὸ ΓΗ ἄρα τῷ ΖΕ ἐστιν ἴσον.
κοινὸν προσκείσθω τὸ ΓΝ· ὁ ἄρα ΞΟΠ γνώμων ἴσος ἐστὶ τῷ ΓΕ. ἀλλὰ τὸ
ΓΕ τετραπλάσιον ἐδείχθη τοῦ ΗΖ· καὶ ὁ ΞΟΠ ἄρα γνώμων τετραπλάσιός
ἐστι τοῦ ΖΗ τετραγώνου. ὁ ΞΟΠ ἄρα γνώμων καὶ τὸ ΖΗ τετράγωνον
πενταπλάσιός ἐστι τοῦ ΖΗ. ἀλλὰ ὁ ΞΟΠ γνώμων καὶ τὸ ΖΗ τετράγωνόν
ἐστι τὸ ΔΝ. καί ἐστι τὸ μὲν ΔΝ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΒ, τὸ δὲ ΗΖ τὸ ἀπὸ τῆς ΔΓ.
τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΔΒ πενταπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 4 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, τὸ ἀπὸ
τῆςὅληςκαὶτοῦἐλάσσονοςτμήματος, τὰσυναμφότερατετράγωνα,τριπλάσιά
ἐστι τοῦ ἀπὸ τοῦ μείζονος τμήματος τετραγώνου.

Ἀπόδειξις. Ἔστω εὐθεῖα ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω ἄκρον καὶ μέσον λόγον κατὰ
τὸ Γ, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα τὸ ΑΓ· λέγω, ὅτι τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τριπλάσιά
ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΑ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΔΕΒ, καὶ καταγε-
γράφθω τὸ σχῆμα. ἐπεὶ οὖν ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ
τὸ Γ, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΑΓ, τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ
ἀπὸ τῆς ΑΓ. καί ἐστι τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΑΒΓ τὸ ΑΚ, τὸ δὲ ἀπὸ τῆς ΑΓ τὸ
ΘΗ· ἴσον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΚ τῷ ΘΗ. καὶ ἐπεὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΑΖ τῷ ΖΕ, κοινὸν
προσκείσθω τὸ ΓΚ· ὅλον ἄρα τὸ ΑΚ ὅλῳ τῷ ΓΕ ἐστιν ἴσον· τὰ ἄρα ΑΚ,
ΓΕ τοῦ ΑΚ ἐστι διπλάσια. ἀλλὰ τὰ ΑΚ, ΓΕ ὁ ΛΜΝ γνώμων ἐστὶ καὶ τὸ ΓΚ
τετράγωνον· ὁ ἄρα ΛΜΝ γνώμων καὶ τὸ ΓΚ τετράγωνον διπλάσιά ἐστι
τοῦ ΑΚ. ἀλλὰ μὴν καὶ τὸ ΑΚ τῷ ΘΗ ἐδείχθη ἴσον· ὁ ἄρα ΛΜΝ γνώμων
καὶ [τὸ ΓΚ τετράγωνον διπλάσιά ἐστι τοῦ ΘΗ· ὥστε ὁ ΛΜΝ γνώμων καὶ]
τὰ ΓΚ, ΘΗ τετράγωνα τριπλάσιά ἐστι τοῦ ΘΗ τετραγώνου. καί ἐστιν ὁ
[μὲν] ΛΜΝ γνώμων καὶ τὰ ΓΚ, ΘΗ τετράγωνα ὅλον τὸ ΑΕ καὶ τὸ ΓΚ, ἅπερ
ἐστὶ τὰ ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα, τὸ δὲ ΗΘ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΓ τετράγω-
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νον. τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΓ τετράγωνα τριπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΓ
τετραγώνου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 5 () Ἐὰν εὐθεῖα γραμμὴ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, καὶ προ-
στεθῇαὐτῇ ἴσητῷμείζονιτμήματι,ἡὅληεὐθεῖαἄκρονκαὶμέσονλόγοντέτμηται,
καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ἐξ ἀρχῆς εὐθεῖα.

Ἀπόδειξις. Εὐθεῖα γὰρ γραμμὴ ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τετμήσθω
κατὰ τὸ Γ σημεῖον, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα ἡ ΑΓ, καὶ τῇ ΑΓ ἴση [κείσθω]
ἡ ΑΔ. λέγω, ὅτι ἡ ΔΒ εὐθεῖα ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Α,
καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ἐξ ἀρχῆς εὐθεῖα ἡ ΑΒ.

Ἀναγεγράφθω γὰρ ἀπὸ τῆς ΑΒ τετράγωνον τὸ ΑΕ, καὶ καταγεγράφθω
τὸ σχῆμα. ἐπεὶ ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Γ, τὸ ἄρα
ὑπὸ ΑΒΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΑΓ. καί ἐστι τὸ μὲν ὑπὸ ΑΒΓ τὸ ΓΕ, τὸ δὲ ἀπὸ
τῆς ΑΓ τὸ ΓΘ· ἴσον ἄρα τὸ ΓΕ τῷ ΘΓ. ἀλλὰ τῷ μὲν ΓΕ ἴσον ἐστὶ τὸ ΘΕ, τῷ
δὲ ΘΓ ἴσον τὸ ΔΘ· καὶ τὸ ΔΘ ἄρα ἴσον ἐστὶ τῷ ΘΕ [κοινὸν προσκείσθω
τὸ ΘΒ]. ὅλον ἄρα τὸ ΔΚ ὅλῳ τῷ ΑΕ ἐστιν ἴσον. καί ἐστι τὸ μὲν ΔΚ τὸ
ὑπὸ τῶν ΒΔ, ΔΑ· ἴση γὰρ ἡ ΑΔ τῇ ΔΛ· τὸ δὲ ΑΕ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ· τὸ ἄρα
ὑπὸ τῶν ΒΔΑ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΒ. ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΑ,
οὕτως ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΔ. μείζων δὲ ἡ ΔΒ τῆς ΒΑ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΒΑ
τῆς ΑΔ.

Ἡ ἄρα ΔΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέμηται κατὰ τὸ Α, καὶ τὸ μεῖζον
τμῆμά ἐστιν ἡ ΑΒ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 6 () Ἐὰν εὐθεῖα ῥητὴ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, ἑκάτερον
τῶν τμημάτων ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἀποτομή.

Ἀπόδειξις. Ἔστω εὐθεῖα ῥητὴ ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω ἄκρον καὶ μέσον λόγον
κατὰ τὸ Γ, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα ἡ ΑΓ· λέγω, ὅτι ἑκατέρα τῶν ΑΓ, ΓΒ
ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἀποτομή.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΒΑ, καὶ κείσθω τῆς ΒΑ ἡμίσεια ἡ ΑΔ. ἐπεὶ οὖν
εὐθεῖα ἡ ΑΒ τέτμηται ἄκρον καὶ μέσον λόγον κατὰ τὸ Γ, καὶ τῷ μείζονι
τμήματι τῷ ΑΓ πρόσκειται ἡ ΑΔ ἡμίσεια οὖσα τῆς ΑΒ, τὸ ἄρα ἀπὸ ΓΔ
τοῦ ἀπὸ ΔΑ πενταπλάσιόν ἐστιν. τὸ ἄρα ἀπὸ ΓΔ πρὸς τὸ ἀπὸ ΔΑ λόγον
ἔχει, ὃν ἀριθμὸς πρὸς ἀριθμόν· σύμμετρον ἄρα τὸ ἀπὸ ΓΔ τῷ ἀπὸ ΔΑ.
ῥητὸν δὲ τὸ ἀπὸ ΔΑ· ῥητὴ γὰρ [ἐστιν] ἡ ΔΑ ἡμίσεια οὖσα τῆς ΑΒ ῥητῆς
οὔσης· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ ΓΔ· ῥητὴ ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΓΔ. καὶ ἐπεὶ τὸ
ἀπὸ ΓΔ πρὸς τὸ ἀπὸ ΔΑ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν, ἀσύμμετρος ἄρα μήκει ἡ ΓΔ τῇ ΔΑ· αἱ ΓΔ, ΔΑ ἄρα
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ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ. πάλιν, ἐπεὶ
ἡ ΑΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΑΓ, τὸ
ἄρα ὑπὸ ΑΒ, ΒΓ τῷ ἀπὸ ΑΓ ἴσον ἐστίν. τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΓ ἀποτομῆς
παρὰ τὴν ΑΒ ῥητὴν παραβληθὲν πλάτος ποιεῖ τὴν ΒΓ. τὸ δὲ ἀπὸ ἀποτομῆς
παρὰ ῥητὴν παραβαλλόμενον πλάτος ποιεῖ ἀποτομὴν πρώτην· ἀποτομὴ
ἄρα πρώτη ἐστὶν ἡ ΓΒ. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ΓΑ ἀποτομή.

Ἐὰν ἄρα εὐθεῖα ῥητὴ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τμηθῇ, ἑκάτερον τῶν
τμημάτων ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἀποτομή· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 7 () Ἐὰν πενταγώνου ἰσοπλεύρου αἱ τρεῖς γωνίαι ἤτοι αἱ κατὰ
τὸ ἑξῆς ἢ αἱ μὴ κατὰ τὸ ἑξῆς ἴσαι ὦσιν, ἰσογώνιον ἔσται τὸ πεντάγωνον.

Ἀπόδειξις. Πενταγώνου γὰρ ἰσοπλεύρου τοῦ ΑΒΓΔΕ αἱ τρεῖς γωνίαι
πρότερον αἱ κατὰ τὸ ἑξῆς αἱ πρὸς τοῖς Α, Β, Γ ἴσαι ἀλλήλαις ἔστωσαν·
λέγω, ὅτι ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΑΓ, ΒΕ, ΖΔ. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΓΒ, ΒΑ δυσὶ ταῖς ΒΑ,
ΑΕ ἴσαι εἰσὶν ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΓΒΑ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΑΕ
ἐστιν ἴση, βάσις ἄρα ἡ ΑΓ βάσει τῇ ΒΕ ἐστιν ἴση, καὶ τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ
ΑΒΕ τριγώνῳ ἴσον, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται,
ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν, ἡ μὲν ὑπὸ ΒΓΑ τῇ ὑπὸ ΒΕΑ, ἡ δὲ
ὑπὸ ΑΒΕ τῇ ὑπὸ ΓΑΒ· ὥστε καὶ πλευρὰ ἡ ΑΖ πλευρᾷ τῇ ΒΖ ἐστιν ἴση.
ἐδείχθη δὲ καὶ ὅλη ἡ ΑΓ ὅλῃ τῇ ΒΕ ἴση· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ΖΓ λοιπῇ τῇ ΖΕ
ἐστιν ἴση. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΓΔ τῇ ΔΕ ἴση. δύο δὴ αἱ ΖΓ, ΓΔ δυσὶ ταῖς ΖΕ, ΕΔ
ἴσαι εἰσίν· καὶ βάσις αὐτῶν κοινὴ ἡ ΖΔ· γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΖΓΔ γωνίᾳ τῇ
ὑπὸ ΖΕΔ ἐστιν ἴση. ἐδείχθη δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΓΑ τῇ ὑπὸ ΑΕΒ ἴση· καὶ ὅλη
ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΓΔ ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΑΕΔ ἴση. ἀλλ᾽ ἡ ὑπὸ ΒΓΔ ἴση ὑπόκειται ταῖς
πρὸς τοῖς Α, Β γωνίαις· καὶ ἡ ὑπὸ ΑΕΔ ἄρα ταῖς πρὸς τοῖς Α, Β γωνίαις
ἴση ἐστίν. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ὑπὸ ΓΔΕ γωνία ἴση ἐστὶ ταῖς πρὸς
τοῖς Α, Β, Γ γωνίαις· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον.

Ἀλλὰ δὴ μὴ ἔστωσαν ἴσαι αἱ κατὰ τὸ ἑξῆς γωνίαι, ἀλλ᾽ ἔστωσαν ἴσαι αἱ
πρὸς τοῖς Α, Γ, Δ σημείοις· λέγω, ὅτι καὶ οὕτως ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΑΒΓΔΕ
πεντάγωνον.

Ἐπεζεύχθω γὰρ ἡ ΒΔ. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΒΑ, ΑΕ δυσὶ ταῖς ΒΓ, ΓΔ ἴσαι εἰσὶ
καὶ γωνίας ἴσας περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΒΕ βάσει τῇ ΒΔ ἴση ἐστίν, καὶ
τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΒΓΔ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς
λοιπαῖς γωνίαις ἴσαι ἔσονται, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν· ἴση ἄρα
ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΑΕΒ γωνία τῇ ὑπὸ ΓΔΒ. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΒΕΔ γωνία τῇ
ὑπὸ ΒΔΕ ἴση, ἐπεὶ καὶ πλευρὰ ἡ ΒΕ πλευρᾷ τῇ ΒΔ ἐστιν ἴση. καὶ ὅλη ἄρα
ἡ ὑπὸ ΑΕΔ γωνία ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΓΔΕ ἐστιν ἴση. ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΓΔΕ ταῖς πρὸς
τοῖς Α, Γ γωνίαις ὑπόκειται ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΑΕΔ ἄρα γωνία ταῖς πρὸς τοῖς
Α, Γ ἴση ἐστίν. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ὑπὸ ΑΒΓ ἴση ἐστὶ ταῖς πρὸς τοῖς Α, Γ,
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Δ γωνίαις. ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.


Πρότασις 8 () Ἐὰν πενταγώνου ἰσοπλεύρου καὶ ἰσογωνίου τὰς κατὰ τὸ
ἑξῆς δύογωνίας ὑποτείνωσιν εὐθεῖαι, ἄκρον καὶ μέσον λόγοντέμνουσινἀλλήλας,
καὶ τὰ μείζονα αὐτῶν τμήματα ἴσα ἐστὶ τῇ τοῦ πενταγώνου πλευρᾷ.

Ἀπόδειξις. Πενταγώνου γὰρ ἰσοπλεύρου καὶ ἰσογωνίου τοῦ ΑΒΓ ΔΕ δύο
γωνίας τὰς κατὰ τὸ ἑξῆς τὰς πρὸς τοῖς Α, Β ὑποτεινέτωσαν εὐθεῖαι αἱ
ΑΓ, ΒΕ τέμνουσαι ἀλλήλας κατὰ τὸ Θ σημεῖον· λέγω, ὅτι ἑκατέρα αὐτῶν
ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Θ σημεῖον, καὶ τὰ μείζονα αὐτῶν
τμήματα ἴσα ἐστὶ τῇ τοῦ πενταγώνου πλευρᾷ.

Περιγεγράφθω γὰρ περὶ τὸ ΑΒΓΔΕ πεντάγωνον κύκλος ὁ ΑΒΓΔΕ. καὶ
ἐπεὶ δύο εὐθεῖαι αἱ ΕΑ, ΑΒ δυσὶ ταῖς ΑΒ, ΒΓ ἴσαι εἰσὶ καὶ γωνίας ἴσας
περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΒΕ βάσει τῇ ΑΓ ἴση ἐστίν, καὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον
τῷ ΑΒΓ τριγώνῳ ἴσον ἐστίν, καὶ αἱ λοιπαὶ γωνίαι ταῖς λοιπαῖς γωνίαις
ἴσαι ἔσονται ἑκατέρα ἑκατέρᾳ, ὑφ᾽ ἃς αἱ ἴσαι πλευραὶ ὑποτείνουσιν. ἴση
ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΒΑΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΑΒΕ· διπλῆ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΘΕ τῆς ὑπὸ
ΒΑΘ. ἔστι δὲ καὶ ἡ ὑπὸ ΕΑΓ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ διπλῆ, ἐπειδήπερ καὶ περιφέρεια
ἡ ΕΔΓ περιφερείας τῆς ΓΒ ἐστι διπλῆ· ἴση ἄρα ἡ ὑπὸ ΘΑΕ γωνία τῇ ὑπὸ
ΑΘΕ· ὥστε καὶ ἡ ΘΕ εὐθεῖα τῇ ΕΑ, τουτέστι τῇ ΑΒ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ
ἴση ἐστὶν ἡ ΒΑ εὐθεῖα τῇ ΑΕ, ἴση ἐστὶ καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΑΒΕ τῇ ὑπὸ ΑΕΒ.
ἀλλὰ ἡ ὑπὸ ΑΒΕ τῇ ὑπὸ ΒΑΘ ἐδείχθη ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΒΕΑ ἄρα τῇ ὑπὸ
ΒΑΘ ἐστιν ἴση. καὶ κοινὴ τῶν δύο τριγώνων τοῦ τε ΑΒΕ καὶ τοῦ ΑΒΘ
ἐστιν ἡ ὑπὸ ΑΒΕ· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΑΕ γωνία λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΑΘΒ ἐστιν
ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΕ τρίγωνον τῷ ΑΒΘ τριγώνῳ· ἀνάλογον
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΕΒ πρὸς τὴν ΒΑ, οὕτως ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΘ. ἴση δὲ ἡ ΒΑ
τῇ ΕΘ· ὡς ἄρα ἡ ΒΕ πρὸς τὴν ΕΘ, οὕτως ἡ ΕΘ πρὸς τὴν ΘΒ. μείζων δὲ
ἡ ΒΕ τῆς ΕΘ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΕΘ τῆς ΘΒ. ἡ ΒΕ ἄρα ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Θ, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμα τὸ ΘΕ ἴσον ἐστὶ τῇ τοῦ
πενταγώνου πλευρᾷ. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ΑΓ ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Θ, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς τμῆμα ἡ ΓΘ ἴσον ἐστὶ τῇ
τοῦ πενταγώνου πλευρᾷ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 9 () Ἐὰν ἡ τοῦ ἑξαγώνου πλευρὰ καὶ ἡ τοῦ δεκαγώνου τῶν
εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἐγγραφομένων συντεθῶσιν, ἡ ὅλη εὐθεῖα ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τέτμηται, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς τμῆμά ἐστιν ἡ τοῦ ἑξαγώνου πλευρά.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ τῶν εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον ἐγγραφομένων
σχημάτων, δεκαγώνου μὲν ἔστω πλευρὰ ἡ ΒΓ, ἑξαγώνου δὲ ἡ ΓΔ, καὶ
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ἔστωσαν ἐπ᾽ εὐθείας· λέγω, ὅτι ἡ ὅλη εὐθεῖα ἡ ΒΔ ἄκρον καὶ μέσον λόγον
τέτμηται, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς τμῆμά ἐστιν ἡ ΓΔ.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τὸ Ε σημεῖον, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ
ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ, καὶ διήχθω ἡ ΒΕ ἐπὶ τὸ Α. ἐπεὶ δεκαγώνου ἰσοπλεύρου πλευρά
ἐστιν ἡ ΒΓ, πενταπλασίων ἄρα ἡ ΑΓΒ περιφέρεια τῆς ΒΓ περιφερείας·
τετραπλασίων ἄρα ἡ ΑΓ περιφέρεια τῆς ΓΒ. ὡς δὲ ἡ ΑΓ περιφέρεια πρὸς
τὴν ΓΒ, οὕτως ἡ ὑπὸ ΑΕΓ γωνία πρὸς τὴν ὑπὸ ΓΕΒ· τετραπλασίων ἄρα
ἡ ὑπὸ ΑΕΓ τῆς ὑπὸ ΓΕΒ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἡ ὑπὸ ΕΒΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΕΓΒ, ἡ
ἄρα ὑπὸ ΑΕΓ γωνία διπλασία ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΕΓΒ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΕΓ
εὐθεῖα τῇ ΓΔ· ἑκατέρα γὰρ αὐτῶν ἴση ἐστὶ τῇ τοῦ ἑξαγώνου πλευρᾷ τοῦ
εἰς τὸν ΑΒΓ κύκλον [ἐγγραφομένου]· ἴση ἐστὶ καὶ ἡ ὑπὸ ΓΕΔ γωνία τῇ
ὑπὸ ΓΔΕ γωνίᾳ· διπλασία ἄρα ἡ ὑπὸ ΕΓΒ γωνία τῆς ὑπὸ ΕΔΓ. ἀλλὰ τῆς
ὑπὸ ΕΓΒ διπλασία ἐδείχθη ἡ ὑπὸ ΑΕΓ· τετραπλασία ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΕΓ τῆς
ὑπὸ ΕΔΓ. ἐδείχθη δὲ καὶ τῆς ὑπὸ ΒΕΓ τετραπλασία ἡ ὑπὸ ΑΕΓ· ἴση ἄρα
ἡ ὑπὸ ΕΔΓ τῇ ὑπὸ ΒΕΓ. κοινὴ δὲ τῶν δύο τριγώνων, τοῦ τε ΒΕΓ καὶ τοῦ
ΒΕΔ, ἡ ὑπὸ ΕΒΔ γωνία· καὶ λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΕΔ τῇ ὑπὸ ΕΓΒ ἐστιν ἴση·
ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΕΒΔ τρίγωνον τῷ ΕΒΓ τριγώνῳ. ἀνάλογον ἄρα
ἐστὶν ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΕ, οὕτως ἡ ΕΒ πρὸς τὴν ΒΓ. ἴση δὲ ἡ ΕΒ τῇ ΓΔ.
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΒΔ πρὸς τὴν ΔΓ, οὕτως ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΒ. μείζων δὲ ἡ
ΒΔ τῆς ΔΓ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΔΓ τῆς ΓΒ. ἡ ΒΔ ἄρα εὐθεῖα ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τέτμηται [κατὰ τὸ Γ], καὶ τὸ μεῖζον τμῆμα αὐτῆς ἐστιν ἡ ΔΓ· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 10 () Ἐὰν εἰς κύκλον πεντάγωνον ἰσόπλευρον ἐγγραφῇ, ἡ τοῦ
πενταγώνουπλευρὰ δύναται τήν τε τοῦ ἑξαγώνου καὶ τὴν τοῦ δεκαγώνου τῶν
εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἐγγραφομένων.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓΔΕ, καὶ εἰς τὸν ΑΒΓΔΕ κύκλον πεντάγωνον
ἰσόπλευρον ἐγγεγράφθω τὸ ΑΒΓΔΕ. λέγω, ὅτι ἡ τοῦ ΑΒΓΔΕ πενταγώνου
πλευρὰ δύναται τήν τε τοῦ ἑξαγώνου καὶ τὴν τοῦ δεκαγώνου πλευρὰν
τῶν εἰς τὸν ΑΒΓΔΕ κύκλον ἐγγραφομένων.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τὸ Ζ σημεῖον, καὶ ἐπιζευχθεῖσα ἡ
ΑΖ διήχθω ἐπὶ τὸ Η σημεῖον, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΖΒ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὴν
ΑΒ κάθετος ἤχθω ἡ ΖΘ, καὶ διήχθω ἐπὶ τὸ Κ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΑΚ,
ΚΒ, καὶ πάλιν ἀπὸ τοῦ Ζ ἐπὶ τὴν ΑΚ κάθετος ἤχθω ἡ ΖΛ, καὶ διήχθω ἐπὶ
τὸ Μ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΚΝ. ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΒΓΗ περιφέρεια τῇ ΑΕΔΗ
περιφερείᾳ, ὧν ἡ ΑΒΓ τῇ ΑΕΔ ἐστιν ἴση, λοιπὴ ἄρα ἡ ΓΗ περιφέρεια λοιπῇ
τῇ ΗΔ ἐστιν ἴση. πενταγώνου δὲ ἡ ΓΔ· δεκαγώνου ἄρα ἡ ΓΗ. καὶ ἐπεὶ
ἴση ἐστὶν ἡ ΖΑ τῇ ΖΒ, καὶ κάθετος ἡ ΖΘ, ἴση ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΑΖΚ γωνία
τῇ ὑπὸ ΚΖΒ. ὥστε καὶ περιφέρεια ἡ ΑΚ τῇ ΚΒ ἐστιν ἴση· διπλῆ ἄρα ἡ ΑΒ
περιφέρεια τῆς ΒΚ περιφερείας· δεκαγώνου ἄρα πλευρά ἐστιν ἡ ΑΚ εὐθεῖα.
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διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΑΚ τῆς ΚΜ ἐστι διπλῆ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΒ
περιφέρεια τῆς ΒΚ περιφερείας, ἴση δὲ ἡ ΓΔ περιφέρεια τῇ ΑΒ περιφερείᾳ,
διπλῆ ἄρα καὶ ἡ ΓΔ περιφέρεια τῆς ΒΚ περιφερείας. ἔστι δὲ ἡ ΓΔ περιφέρεια
καὶ τῆς ΓΗ διπλῆ· ἴση ἄρα ἡ ΓΗ περιφέρεια τῇ ΒΚ περιφερείᾳ. ἀλλὰ ἡ ΒΚ
τῆς ΚΜ ἐστι διπλῆ, ἐπεὶ καὶ ἡ ΚΑ· καὶ ἡ ΓΗ ἄρα τῆς ΚΜ ἐστι διπλῆ. ἀλλὰ
μὴν καὶ ἡ ΓΒ περιφέρεια τῆς ΒΚ περιφερείας ἐστὶ διπλῆ· ἴση γὰρ ἡ ΓΒ
περιφέρεια τῇ ΒΑ. καὶ ὅλη ἄρα ἡ ΗΒ περιφέρεια τῆς ΒΜ ἐστι διπλῆ· ὥστε
καὶ γωνία ἡ ὑπὸ ΗΖΒ γωνίας τῆς ὑπὸ ΒΖΜ [ἐστι] διπλῆ. ἔστι δὲ ἡ ὑπὸ
ΗΖΒ καὶ τῆς ὑπὸ ΖΑΒ διπλῆ· ἴση γὰρ ἡ ὑπὸ ΖΑΒ τῇ ὑπὸ ΑΒΖ. καὶ ἡ ὑπὸ
ΒΖΝ ἄρα τῇ ὑπὸ ΖΑΒ ἐστιν ἴση. κοινὴ δὲ τῶν δύο τριγώνων, τοῦ τε ΑΒΖ
καὶ τοῦ ΒΖΝ, ἡ ὑπὸ ΑΒΖ γωνία· λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΖΒ λοιπῇ τῇ ὑπὸ
ΒΝΖ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΒΖ τρίγωνον τῷ ΒΖΝ τριγώνῳ.
ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ εὐθεῖα πρὸς τὴν ΒΖ, οὕτως ἡ ΖΒ πρὸς τὴν
ΒΝ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒΝ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΒΖ. πάλιν ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ
ΑΛ τῇ ΛΚ, κοινὴ δὲ καὶ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΛΝ, βάσις ἄρα ἡ ΚΝ βάσει τῇ ΑΝ
ἐστιν ἴση· καὶ γωνία ἄρα ἡ ὑπὸ ΛΚΝ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΛΑΝ ἐστιν ἴση. ἀλλὰ
ἡ ὑπὸ ΛΑΝ τῇ ὑπὸ ΚΒΝ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ὑπὸ ΛΚΝ ἄρα τῇ ὑπὸ ΚΒΝ ἐστιν
ἴση. καὶ κοινὴ τῶν δύο τριγώνων τοῦ τε ΑΚΒ καὶ τοῦ ΑΚΝ ἡ πρὸς τῷ Α.
λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΚΒ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΚΝΑ ἐστιν ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ
τὸ ΚΒΑ τρίγωνον τῷ ΚΝΑ τριγώνῳ. ἀνάλογον ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΒΑ εὐθεῖα
πρὸς τὴν ΑΚ, οὕτως ἡ ΚΑ πρὸς τὴν ΑΝ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΑΝ ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΑΚ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΒΝ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΒΖ· τὸ
ἄρα ὑπὸ τῶν ΑΒΝ μετὰ τοῦ ὑπὸ ΒΑΝ, ὅπερ ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ, ἴσον ἐστὶ
τῷ ἀπὸ τῆς ΒΖ μετὰ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΚ. καί ἐστιν ἡ μὲν ΒΑ πενταγώνου
πλευρά, ἡ δὲ ΒΖ ἑξαγώνου, ἡ δὲ ΑΚ δεκαγώνου.

Ἡ ἄρα τοῦ πενταγώνου πλευρὰ δύναται τήν τε τοῦ ἑξαγώνου καὶ τὴν
τοῦ δεκαγώνου τῶν εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἐγγραφομένων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.



Πρότασις 11 () Ἐὰν εἰς κύκλον ῥητὴν ἔχοντα τὴν διάμετρον πεντάγωνον
ἰσόπλευρον ἐγγραφῇ, ἡ τοῦ πενταγώνου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη
ἐλάσσων.

Ἀπόδειξις. Εἰς γὰρ κύκλον τὸν ΑΒΓΔΕ ῥητὴν ἔχοντα τὴν διάμετρον πε-
ντάγωνον ἰσόπλευρον ἐγγεγράφθω τὸ ΑΒΓΔΕ· λέγω, ὅτι ἡ τοῦ [ΑΒΓΔΕ]
πενταγώνου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάσσων.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τὸ Ζ σημεῖον, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΖ, ΖΒ καὶ διήχθωσαν ἐπὶ τὰ Η, Θ σημεῖα, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΓ, καὶ
κείσθω τῆς ΑΖ τέταρτον μέρος ἡ ΖΚ. ῥητὴ δὲ ἡ ΑΖ· ῥητὴ ἄρα καὶ ἡ ΖΚ.
ἔστι δὲ καὶ ἡ ΒΖ ῥητή· ὅλη ἄρα ἡ ΒΚ ῥητή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓΗ
περιφέρεια τῇ ΑΔΗ περιφερείᾳ, ὧν ἡ ΑΒΓ τῇ ΑΕΔ ἐστιν ἴση, λοιπὴ ἄρα
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ἡ ΓΗ λοιπῇ τῇ ΗΔ ἐστιν ἴση. καὶ ἐὰν ἐπιζεύξωμεν τὴν ΑΔ, συνάγονται
ὀρθαὶ αἱ πρὸς τῷ Λ γωνίαι, καὶ διπλῆ ἡ ΓΔ τῆς ΓΛ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ
αἱ πρὸς τῷ Μ ὀρθαί εἰσιν, καὶ διπλῆ ἡ ΑΓ τῆς ΓΜ. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ
ὑπὸ ΑΛΓ γωνία τῇ ὑπὸ ΑΜΖ, κοινὴ δὲ τῶν δύο τριγώνων τοῦ τε ΑΓΛ καὶ
τοῦ ΑΜΖ ἡ ὑπὸ ΛΑΓ, λοιπὴ ἄρα ἡ ὑπὸ ΑΓΛ λοιπῇ τῇ ὑπὸ ΜΖΑ ἐστιν
ἴση· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ ΑΓΛ τρίγωνον τῷ ΑΜΖ τριγώνῳ· ἀνάλογον
ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ ΛΓ πρὸς ΓΑ, οὕτως ἡ ΜΖ πρὸς ΖΑ· καὶ τῶν ἡγουμένων τὰ
διπλάσια· ὡς ἄρα ἡ τῆς ΛΓ διπλῆ πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ τῆς ΜΖ διπλῆ
πρὸς τὴν ΖΑ. ὡς δὲ ἡ τῆς ΜΖ διπλῆ πρὸς τὴν ΖΑ, οὕτως ἡ ΜΖ πρὸς τὴν
ἡμίσειαν τῆς ΖΑ· καὶ ὡς ἄρα ἡ τῆς ΛΓ διπλῆ πρὸς τὴν ΓΑ, οὕτως ἡ ΜΖ
πρὸς τὴν ἡμίσειαν τῆς ΖΑ. καὶ τῶν ἑπομένων τὰ ἡμίσεα· ὡς ἄρα ἡ τῆς ΛΓ
διπλῆ πρὸς τὴν ἡμίσειαν τῆς ΓΑ, οὕτως ἡ ΜΖ πρὸς τὸ τέταρτον τῆς ΖΑ. καί
ἐστι τῆς μὲν ΛΓ διπλῆ ἡ ΔΓ, τῆς δὲ ΓΑ ἡμίσεια ἡ ΓΜ, τῆς δὲ ΖΑ τέταρτον
μέρος ἡ ΖΚ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΔΓ πρὸς τὴν ΓΜ, οὕτως ἡ ΜΖ πρὸς τὴν ΖΚ.
συνθέντι καὶ ὡς συναμφότερος ἡ ΔΓΜ πρὸς τὴν ΓΜ, οὕτως ἡ ΜΚ πρὸς ΚΖ·
καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ συναμφοτέρου τῆς ΔΓΜ πρὸς τὸ ἀπὸ ΓΜ, οὕτως τὸ
ἀπὸ ΜΚ πρὸς τὸ ἀπὸ ΚΖ. καὶ ἐπεὶ τῆς ὑπὸ δύο πλευρὰς τοῦ πενταγώνου
ὑποτεινούσης, οἷον τῆς ΑΓ, ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης τὸ μεῖζον
τμῆμα ἴσον ἐστὶ τῇ τοῦ πενταγώνου πλευρᾷ, τουτέστι τῇ ΔΓ, τὸ δὲ μεῖζον
τμῆμα προσλαβὸν τὴν ἡμίσειαν τῆς ὅλης πενταπλάσιον δύναται τοῦ ἀπὸ
τῆς ἡμισείας τῆς ὅλης, καί ἐστιν ὅλης τῆς ΑΓ ἡμίσεια ἡ ΓΜ, τὸ ἄρα ἀπὸ
τῆς ΔΓΜ ὡς μιᾶς πενταπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΜ. ὡς δὲ τὸ ἀπὸ τῆς
ΔΓΜ ὡς μιᾶς πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΓΜ, οὕτως ἐδείχθη τὸ ἀπὸ τῆς ΜΚ πρὸς τὸ
ἀπὸ τῆς ΚΖ· πενταπλάσιον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΜΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΖ. ῥητὸν
δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΚΖ· ῥητὴ γὰρ ἡ διάμετρος· ῥητὸν ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΜΚ·
ῥητὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΜΚ [δυνάμει μόνον]. καὶ ἐπεὶ τετραπλασία ἐστὶν ἡ ΒΖ
τῆς ΖΚ, πενταπλασία ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΚ τῆς ΚΖ· εἰκοσιπενταπλάσιον ἄρα
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΖ. πενταπλάσιον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΜΚ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΚΖ· πενταπλάσιον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΜ· τὸ ἄρα
ἀπὸ τῆς ΒΚ πρὸς τὸ ἀπὸ ΚΜ λόγον οὐκ ἔχει, ὃν τετράγωνος ἀριθμὸς πρὸς
τετράγωνον ἀριθμόν· ἀσύμμετρος ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΚ τῇ ΚΜ μήκει. καί ἐστι
ῥητὴ ἑκατέρα αὐτῶν. αἱ ΒΚ, ΚΜ ἄρα ῥηταί εἰσι δυνάμει μόνον σύμμετροι.
ἐὰν δὲ ἀπὸ ῥητῆς ῥητὴ ἀφαιρεθῇ δυνάμει μόνον σύμμετρος οὖσα τῇ ὅλῃ, ἡ
λοιπὴ ἄλογός ἐστιν ἀποτομή· ἀποτομὴ ἄρα ἐστὶν ἡ ΜΒ, προσαρμόζουσα
δὲ αὐτῇ ἡ ΜΚ. λέγω δή, ὅτι καὶ τετάρτη. ᾧ δὴ μεῖζόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς
ΒΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΜ, ἐκείνῳ ἴσον ἔστω τὸ ἀπὸ τῆς Ν· ἡ ΒΚ ἄρα τῆς ΚΜ
μεῖζον δύναται τῇ Ν. καὶ ἐπεὶ σύμμετρός ἐστιν ἡ ΚΖ τῇ ΖΒ, καὶ συνθέντι
σύμμετρός ἐστιν ἡ ΚΒ τῇ ΖΒ. ἀλλὰ ἡ ΒΖ τῇ ΒΘ σύμμετρός ἐστιν· καὶ ἡ ΒΚ
ἄρα τῇ ΒΘ σύμμετρός ἐστιν. καὶ ἐπεὶ πενταπλάσιόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΚ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΜ, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΚ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΚΜ λόγον ἔχει, ὃν
ε πρὸς ἕν. ἀναστρέψαντι ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΚ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς Ν λόγον
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ἔχει, ὃν ε πρὸς δ , οὐχ ὃν τετράγωνος πρὸς τετράγωνον· ἀσύμμετρος ἄρα
ἐστὶν ἡ ΒΚ τῇ Ν· ἡ ΒΚ ἄρα τῆς ΚΜ μεῖζον δύναται τῷ ἀπὸ ἀσυμμέτρου
ἑαυτῇ. ἐπεὶ οὖν ὅλη ἡ ΒΚ τῆς προσαρμοζούσης τῆς ΚΜ μεῖζον δύναται τῷ
ἀπὸ ἀσυμμέτρου ἑαυτῇ, καὶ ὅλη ἡ ΒΚ σύμμετρός ἐστι τῇ ἐκκειμένῃ ῥητῇ
τῇ ΒΘ, ἀποτομὴ ἄρα τετάρτη ἐστὶν ἡ ΜΒ. τὸ δὲ ὑπὸ ῥητῆς καὶ ἀποτομῆς
τετάρτης περιεχόμενον ὀρθογώνιον ἄλογόν ἐστιν, καὶ ἡ δυναμένη αὐτὸ
ἄλογός ἐστιν, καλεῖται δὲ ἐλάττων. δύναται δὲ τὸ ὑπὸ τῶν ΘΒΜ ἡ ΑΒ
διὰ τὸ ἐπιζευγνυμένης τῆς ΑΘ ἰσογώνιον γίνεσθαι τὸ ΑΒΘ τρίγωνον τῷ
ΑΒΜ τριγώνῳ καὶ εἶναι ὡς τὴν ΘΒ πρὸς τὴν ΒΑ, οὕτως τὴν ΑΒ πρὸς τὴν
ΒΜ.

Ἡ ἄρα ΑΒ τοῦ πενταγώνου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάττων·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 12 () Ἐὰν εἰς κύκλον τρίγωνον ἰσόπλευρον ἐγγραφῇ, ἡ τοῦ
τριγώνου πλευρὰ δυνάμει τριπλασίων ἐστὶ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου.

Ἀπόδειξις. Ἔστω κύκλος ὁ ΑΒΓ, καὶ εἰς αὐτὸν τρίγωνον ἰσόπλευρον ἐγ-
γεγράφθω τὸ ΑΒΓ· λέγω, ὅτι τοῦ ΑΒΓ τριγώνου μία πλευρὰ δυνάμει τρι-
πλασίων ἐστὶ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ ΑΒΓ κύκλου.

Εἰλήφθω γὰρ τὸ κέντρον τοῦ ΑΒΓ κύκλου τὸ Δ, καὶ ἐπιζευχθεῖσα ἡ
ΑΔ διήχθω ἐπὶ τὸ Ε, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΒΕ. καὶ ἐπεὶ ἰσόπλευρόν ἐστι τὸ
ΑΒΓ τρίγωνον, ἡ ΒΕΓ ἄρα περιφέρεια τρίτον μέρος ἐστὶ τῆς τοῦ ΑΒΓ
κύκλου περιφερείας. ἡ ἄρα ΒΕ περιφέρεια ἕκτον ἐστὶ μέρος τῆς τοῦ κύκλου
περιφερείας· ἑξαγώνου ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΕ εὐθεῖα· ἴση ἄρα ἐστὶ τῇ ἐκ τοῦ
κέντρου τῇ ΔΕ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΕ τῆς ΔΕ, τετραπλάσιόν ἐστι τὸ
ἀπὸ τῆς ΑΕ τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΔ, τουτέστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΕ. ἴσον δὲ τὸ ἀπὸ
τῆς ΑΕ τοῖς ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΑΒ, ΒΕ τετραπλάσιά ἐστι
τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΕ. διελόντι ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τριπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ
ΒΕ. ἴση δὲ ἡ ΒΕ τῇ ΔΕ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΑΒ τριπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς
ΔΕ.

Ἡ ἄρα τοῦ τριγώνου πλευρὰ δυνάμει τριπλασία ἐστὶ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου
[τοῦ κύκλου]· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 13 () Πυραμίδα συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ δο-
θείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει ἡμιολία ἐστὶ τῆς πλευρᾶς
τῆς πυραμίδος.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω
κατὰ τὸ Γ σημεῖον, ὥστε διπλασίαν εἶναι τὴν ΑΓ τῆς ΓΒ· καὶ γεγράφθω
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ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Γ σημείου τῇ ΑΒ πρὸς
ὀρθὰς ἡ ΓΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΑ· καὶ ἐκκείσθω κύκλος ὁ ΕΖΗ ἴσην ἔχων
τὴν ἐκ τοῦ κέντρου τῇ ΔΓ, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΕΖΗ κύκλον τρίγωνον
ἰσόπλευρον τὸ ΕΖΗ· καὶ εἰλήφθω τὸ κέντρον τοῦ κύκλου τὸ Θ σημεῖον,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΕΘ, ΘΖ, ΘΗ· καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ τοῦ Θ σημείου τῷ
τοῦ ΕΖΗ κύκλου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΘΚ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ τῆς ΘΚ
τῇ ΑΓ εὐθείᾳ ἴση ἡ ΘΚ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ. καὶ ἐπεὶ ἡ ΚΘ
ὀρθή ἐστι πρὸς τὸ τοῦ ΕΖΗ κύκλου ἐπίπεδον, καὶ πρὸς πάσας ἄρα τὰς
ἁπτομένας αὐτῆς εὐθείας καὶ οὔσας ἐν τῷ τοῦ ΕΖΗ κύκλου ἐπιπέδῳ ὀρθὰς
ποιήσει γωνίας. ἅπτεται δὲ αὐτῆς ἑκάστη τῶν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗ· ἡ ΘΚ ἄρα
πρὸς ἑκάστην τῶν ΘΕ, ΘΖ, ΘΗ ὀρθή ἐστιν. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ μὲν ΑΓ τῇ
ΘΚ, ἡ δὲ ΓΔ τῇ ΘΕ, καὶ ὀρθὰς γωνίας περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΔΑ βάσει
τῇ ΚΕ ἐστιν ἴση. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκατέρα τῶν ΚΖ, ΚΗ τῇ ΔΑ ἐστιν
ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα αἱ ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν
ἡ ΑΓ τῆς ΓΒ, τριπλῆ ἄρα ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ. ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΔΓ, ὡς ἑξῆς δειχθήσεται. τριπλάσιον ἄρα
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΓ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΖΕ τοῦ ἀπὸ τῆς
ΕΘ τριπλάσιον, καί ἐστιν ἴση ἡ ΔΓ τῇ ΕΘ· ἴση ἄρα καὶ ἡ ΔΑ τῇ ΕΖ. ἀλλὰ
ἡ ΔΑ ἑκάστῃ τῶν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ ἐδείχθη ἴση· καὶ ἑκάστη ἄρα τῶν ΕΖ, ΖΗ,
ΗΕ ἑκάστῃ τῶν ΚΕ, ΚΖ, ΚΗ ἐστιν ἴση· ἰσόπλευρα ἄρα ἐστὶ τὰ τέσσαρα
τρίγωνα τὰ ΕΖΗ, ΚΕΖ, ΚΖΗ, ΚΕΗ. πυραμὶς ἄρα συνέσταται ἐκ τεσσάρων
τριγώνων ἰσοπλεύρων, ἧς βάσις μέν ἐστι τὸ ΕΖΗ τρίγωνον, κορυφὴ δὲ τὸ
Κ σημεῖον.

Δεῖ δὴ αὐτὴν καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ δοθείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς
σφαίρας διάμετρος ἡμιολία ἐστὶ δυνάμει τῆς πλευρᾶς τῆς πυραμίδος.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἐπ᾽ εὐθείας τῇ ΚΘ εὐθεῖα ἡ ΘΛ, καὶ κείσθω τῇ ΓΒ ἴση
ἡ ΘΛ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΔ, οὕτως ἡ ΓΔ πρὸς τὴν ΓΒ, ἴση δὲ
ἡ μὲν ΑΓ τῇ ΚΘ, ἡ δὲ ΓΔ τῇ ΘΕ, ἡ δὲ ΓΒ τῇ ΘΛ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΚΘ πρὸς τὴν
ΘΕ, οὕτως ἡ ΕΘ πρὸς τὴν ΘΛ· τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΚΘ, ΘΛ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ
τῆς ΕΘ. καί ἐστιν ὀρθὴ ἑκατέρα τῶν ὑπὸ ΚΘΕ, ΕΘΛ γωνιῶν· τὸ ἄρα ἐπὶ τῆς
ΚΛ γραφόμενον ἡμικύκλιον ἥξει καὶ διὰ τοῦ Ε [ἐπειδήπερ ἐὰν ἐπιζεύξωμεν
τὴν ΕΛ, ὀρθὴ γίνεται ἡ ὑπὸ ΛΕΚ γωνία διὰ τὸ ἰσογώνιον γίνεσθαι τὸ ΕΛΚ
τρίγωνον ἑκατέρῳ τῶν ΕΛΘ, ΕΘΚ τριγώνων]. ἐὰν δὴ μενούσης τῆς ΚΛ
περιενεχθὲν τὸ ἡμικύκλιον εἰς τὸ αὐτὸ πάλιν ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο
φέρεσθαι, ἥξει καὶ διὰ τῶν Ζ, Η σημείων ἐπιζευγνυμένων τῶν ΖΛ, ΛΗ καὶ
ὀρθῶν ὁμοίως γινομένων τῶν πρὸς τοῖς Ζ, Η γωνιῶν· καὶ ἔσται ἡ πυραμὶς
σφαίρᾳ περιειλημμένη τῇ δοθείσῃ. ἡ γὰρ ΚΛ τῆς σφαίρας διάμετρος ἴση
ἐστὶ τῇ τῆς δοθείσης σφαίρας διαμέτρῳ τῇ ΑΒ, ἐπειδήπερ τῇ μὲν ΑΓ ἴση
κεῖται ἡ ΚΘ, τῇ δὲ ΓΒ ἡ ΘΛ.

Λέγω δή, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος ἡμιολία ἐστὶ δυνάμει τῆς πλευρᾶς
τῆς πυραμίδος.
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Ἐπεὶ γὰρ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΓ τῆς ΓΒ, τριπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ·
ἀναστρέψαντι ἡμιολία ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΑ τῆς ΑΓ. ὡς δὲ ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΓ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ [ἐπειδήπερ ἐπιζευγνυμένης
τῆς ΔΒ ἐστιν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΔΑ πρὸς τὴν ΑΓ διὰ τὴν
ὁμοιότητα τῶν ΔΑΒ, ΔΑΓ τριγώνων, καὶ εἶναι ὡς τὴν πρώτην πρὸς τὴν
τρίτην, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς πρώτης πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας]. ἡμιόλιον
ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΔ. καί ἐστιν ἡ μὲν ΒΑ ἡ τῆς δοθείσης
σφαίρας διάμετρος, ἡ δὲ ΑΔ ἴση τῇ πλευρᾷ τῆς πυραμίδος.

Ἡ ἄρα τῆς σφαίρας διάμετρος ἡμιολία ἐστὶ τῆς πλευρᾶς τῆς πυραμίδος·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λῆμμα
Δεικτέον, ὅτι ἐστὶν ὡς ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ πρὸς

τὸ ἀπὸ τῆς ΔΓ.
Ἐκκείσθω γὰρ ἡ τοῦ ἡμικυκλίου καταγραφή, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ, καὶ

ἀναγεγράφθω ἀπὸ τῆς ΑΓ τετράγωνον τὸ ΕΓ, καὶ συμπεπληρώσθω τὸ
ΖΒ παραλληλόγραμμον. ἐπεὶ οὖν διὰ τὸ ἰσογώνιον εἶναι τὸ ΔΑΒ τρίγωνον
τῷ ΔΑΓ τριγώνῳ ἐστὶν ὡς ἡ ΒΑ πρὸς τὴν ΑΔ, οὕτως ἡ ΔΑ πρὸς τὴν ΑΓ,
τὸ ἄρα ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς ΑΔ. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ΕΒ πρὸς τὸ ΒΖ, καί ἐστι τὸ μὲν ΕΒ τὸ ὑπὸ τῶν
ΒΑ, ΑΓ· ἴση γὰρ ἡ ΕΑ τῇ ΑΓ· τὸ δὲ ΒΖ τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ, ὡς ἄρα ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ πρὸς τὸ ὑπὸ τῶν ΑΓ, ΓΒ. καί ἐστι
τὸ μὲν ὑπὸ τῶν ΒΑ, ΑΓ ἴσον τῷ ἀπὸ τῆς ΑΔ, τὸ δὲ ὑπὸ τῶν ΑΓΒ ἴσον
τῷ ἀπὸ τῆς ΔΓ· ἡ γὰρ ΔΓ κάθετος τῶν τῆς βάσεως τμημάτων τῶν ΑΓ, ΓΒ
μέση ἀνάλογόν ἐστι διὰ τὸ ὀρθὴν εἶναι τὴν ὑπὸ ΑΔΒ. ὡς ἄρα ἡ ΑΒ πρὸς
τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΔΓ· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 14 () Ὀκτάεδρον συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν, ᾗ καὶ
τὰ πρότερα, καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει διπλασία ἐστὶ τῆς
πλευρᾶς τοῦ ὀκταέδρου.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω
δίχα κατὰ τὸ Γ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ ἤχθω
ἀπὸ τοῦ Γ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΓΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ, καὶ ἐκκείσθω
τετράγωνον τὸ ΕΖΗΘ ἴσην ἔχον ἑκάστην τῶν πλευρῶν τῇ ΔΒ, καὶ ἐπε-
ζεύχθωσαν αἱ ΘΖ, ΕΗ, καὶ ἀνεστάτω ἀπὸ τοῦ Κ σημείου τῷ τοῦ ΕΖΗΘ
τετραγώνου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς εὐθεῖα ἡ ΚΛ καὶ διήχθω ἐπὶ τὰ ἕτερα
μέρη τοῦ ἐπιπέδου ὡς ἡ ΚΜ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀφ᾽ ἑκατέρας τῶν ΚΛ, ΚΜ μιᾷ
τῶν ΕΚ, ΖΚ, ΗΚ, ΘΚ ἴση ἑκατέρα τῶν ΚΛ, ΚΜ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΕ,
ΛΖ, ΛΗ, ΛΘ, ΜΕ, ΜΖ, ΜΗ, ΜΘ. καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΚΕ τῇ ΚΘ, καί ἐστιν
ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΕΚΘ γωνία, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΘΕ διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς
ΕΚ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΛΚ τῇ ΚΕ, καί ἐστιν ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΛΚΕ γωνία,
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τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΛ διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ ΕΚ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΘΕ διπλάσιον τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΚ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΛΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ
τῆς ΕΘ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΛΕ τῇ ΕΘ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΛΘ τῇ ΘΕ ἐστιν
ἴση· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΕΘ τρίγωνον. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ
ἕκαστον τῶν λοιπῶν τριγώνων, ὧν βάσεις μέν εἰσιν αἱ τοῦ ΕΖΗΘ τετρα-
γώνου πλευραί, κορυφαὶ δὲ τὰ Λ, Μ σημεῖα, ἰσόπλευρόν ἐστιν· ὀκτάεδρον
ἄρα συνέσταται ὑπὸ ὀκτὼ τριγώνων ἰσοπλεύρων περιεχόμενον.

Δεῖ δὴ αὐτὸ καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ δοθείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς
σφαίρας διάμετρος δυνάμει διπλασίων ἐστὶ τῆς τοῦ ὀκταέδρου πλευρᾶς.

Ἐπεὶ γὰρ αἱ τρεῖς αἱ ΛΚ, ΚΜ, ΚΕ ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν, τὸ ἄρα ἐπὶ τῆς ΛΜ
γραφόμενον ἡμικύκλιον ἥξει καὶ διὰ τοῦ Ε. καὶ διὰ τὰ αὐτά, ἐὰν μενούσης
τῆς ΛΜ περιενεχθὲν τὸ ἡμικύκλιον εἰς τὸ αὐτὸ ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο
φέρεσθαι, ἥξει καὶ διὰ τῶν Ζ, Η, Θ σημείων, καὶ ἔσται σφαίρᾳ περιειλημμένον
τὸ ὀκτάεδρον. λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ δοθείσῃ. ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν ἡ ΛΚ τῇ
ΚΜ, κοινὴ δὲ ἡ ΚΕ, καὶ γωνίας ὀρθὰς περιέχουσιν, βάσις ἄρα ἡ ΛΕ βάσει
τῇ ΕΜ ἐστιν ἴση. καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΛΕΜ γωνία· ἐν ἡμικυκλίῳ γάρ·
τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΛΜ διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΛΕ. πάλιν, ἐπεὶ ἴση ἐστὶν
ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ, διπλασία ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ. ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως
τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ· διπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΛΜ διπλάσιον τοῦ ἀπὸ τῆς
ΛΕ. καί ἐστιν ἴσον τὸ ἀπὸ τῆς ΔΒ τῷ ἀπὸ τῆς ΛΕ· ἴση γὰρ κεῖται ἡ ΕΘ
τῇ ΔΒ. ἴσον ἄρα καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τῷ ἀπὸ τῆς ΛΜ· ἴση ἄρα ἡ ΑΒ τῇ
ΛΜ. καί ἐστιν ἡ ΑΒ ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος· ἡ ΛΜ ἄρα ἴση ἐστὶ
τῇ τῆς δοθείσης σφαίρας διαμέτρῳ.

Περιείληπται ἄρα τὸ ὀκτάεδρον τῇ δοθείσῃ σφαίρᾳ. καὶ συναποδέδει-
κται, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει διπλασίων ἐστὶ τῆς τοῦ ὀκτα-
έδρου πλευρᾶς· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 15 () Κύβον συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν, ᾗ καὶ τὴν
πυραμίδα, καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει τριπλασίων ἐστὶ τῆς
τοῦ κύβου πλευρᾶς.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω
κατὰ τὸ Γ ὥστε διπλῆν εἶναι τὴν ΑΓ τῆς ΓΒ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ
ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ ἀπὸ τοῦ Γ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἤχθω ἡ ΓΔ, καὶ
ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ, καὶ ἐκκείσθω τετράγωνον τὸ ΕΖΗΘ ἴσην ἔχον τὴν πλευρὰν
τῇ ΔΒ, καὶ ἀπὸ τῶν Ε, Ζ, Η, Θ τῷ τοῦ ΕΖΗΘ τετραγώνου ἐπιπέδῳ πρὸς
ὀρθὰς ἤχθωσαν αἱ ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ, καὶ ἀφῃρήσθω ἀπὸ ἑκάστης τῶν ΕΚ,
ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ μιᾷ τῶν ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΕ ἴση ἑκάστη τῶν ΕΚ, ΖΛ, ΗΜ, ΘΝ,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΛ, ΛΜ, ΜΝ, ΝΚ· κύβος ἄρα συνέσταται ὁ ΖΝ ὑπὸ
ἓξ τετραγώνων ἴσων περιεχόμενος. δεῖ δὴ αὐτὸν καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ
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δοθείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει τριπλασία ἐστὶ
τῆς πλευρᾶς τοῦ κύβου.

Ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΚΗ, ΕΗ. καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΚΕΗ γωνία
διὰ τὸ καὶ τὴν ΚΕ ὀρθὴν εἶναι πρὸς τὸ ΕΗ ἐπίπεδον δηλαδὴ καὶ πρὸς τὴν
ΕΗ εὐθεῖαν, τὸ ἄρα ἐπὶ τῆς ΚΗ γραφόμενον ἡμικύκλιον ἥξει καὶ διὰ τοῦ
Ε σημείου. πάλιν, ἐπεὶ ἡ ΗΖ ὀρθή ἐστι πρὸς ἑκατέραν τῶν ΖΛ, ΖΕ, καὶ
πρὸς τὸ ΖΚ ἄρα ἐπίπεδον ὀρθή ἐστιν ἡ ΗΖ· ὥστε καὶ ἐὰν ἐπιζεύξωμεν
τὴν ΖΚ, ἡ ΗΖ ὀρθὴ ἔσται καὶ πρὸς τὴν ΖΚ· καὶ διὰ τοῦτο πάλιν τὸ ἐπὶ
τῆς ΗΚ γραφόμενον ἡμικύκλιον ἥξει καὶ διὰ τοῦ Ζ. ὁμοίως καὶ διὰ τῶν
λοιπῶν τοῦ κύβου σημείων ἥξει. ἐὰν δὴ μενούσης τῆς ΚΗ περιενεχθὲν τὸ
ἡμικύκλιον εἰς τὸ αὐτὸ ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο φέρεσθαι, ἔσται σφαίρᾳ
περιειλημμένος ὁ κύβος. λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ δοθείσῃ. ἐπεὶ γὰρ ἴση ἐστὶν
ἡ ΗΖ τῇ ΖΕ, καί ἐστιν ὀρθὴ ἡ πρὸς τῷ Ζ γωνία, τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΗ
διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΖ. ἴση δὲ ἡ ΕΖ τῇ ΕΚ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΕΗ
διπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΚ· ὥστε τὰ ἀπὸ τῶν ΗΕ, ΕΚ, τουτέστι τὸ
ἀπὸ τῆς ΗΚ, τριπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΕΚ. καὶ ἐπεὶ τριπλασίων ἐστὶν
ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ, ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ
τῆς ΒΔ, τριπλάσιον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΗΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΕ τριπλάσιον. καὶ κεῖται ἴση ἡ ΚΕ τῇ ΔΒ·
ἴση ἄρα καὶ ἡ ΚΗ τῇ ΑΒ. καί ἐστιν ἡ ΑΒ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος·
καὶ ἡ ΚΗ ἄρα ἴση ἐστὶ τῇ τῆς δοθείσης σφαίρας διαμέτρῳ.

Τῇ δοθείσῃ ἄρα σφαίρᾳ περιείληπται ὁ κύβος· καὶ συναποδέδεικται, ὅτι
ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει τριπλασίων ἐστὶ τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς·
ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 16 () Εἰκοσάεδρον συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν, ᾗ καὶ
τὰ προειρημένα σχήματα, καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου πλευρὰ ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάττων.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος ἡ ΑΒ καὶ τετμήσθω
κατὰ τὸ Γ ὥστε τετραπλῆν εἶναι τὴν ΑΓ τῆς ΓΒ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ
ἡμικύκλιον τὸ ΑΔΒ, καὶ ἤχθω ἀπὸ τοῦ Γ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς γωνίας εὐθεῖα
γραμμὴ ἡ ΓΔ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΔΒ, καὶ ἐκκείσθω κύκλος ὁ ΕΖΗΘΚ, οὗ ἡ
ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἔστω τῇ ΔΒ, καὶ ἐγγεγράφθω εἰς τὸν ΕΖΗΘΚ κύκλον
πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἰσογώνιον τὸ ΕΖΗΘΚ, καὶ τετμήσθωσαν
αἱ ΕΖ, ΖΗ, ΗΘ, ΘΚ, ΚΕ περιφέρειαι δίχα κατὰ τὰ Λ, Μ, Ν, Ξ, Ο σημεῖα, καὶ
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΜ, ΜΝ, ΝΞ, ΞΟ, ΟΛ, ΕΟ. ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ
ΛΜΝΞΟ πεντάγωνον, καὶ δεκαγώνου ἡ ΕΟ εὐθεῖα. καὶ ἀνεστάτωσαν ἀπὸ
τῶν Ε, Ζ, Η, Θ, Κ σημείων τῷ τοῦ κύκλου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθὰς γωνίας
εὐθεῖαι αἱ ΕΠ, ΖΡ, ΗΣ, ΘΤ, ΚΥ ἴσαι οὖσαι τῇ ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ ΕΖΗΘΚ
κύκλου, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ, ΥΠ, ΠΛ, ΛΡ, ΡΜ, ΜΣ, ΣΝ,
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ΝΤ, ΤΞ, ΞΥ, ΥΟ, ΟΠ. καὶ ἐπεὶ ἑκατέρα τῶν ΕΠ, ΚΥ τῷ αὐτῷ ἐπιπέδῳ πρὸς
ὀρθάς ἐστιν, παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΠ τῇ ΚΥ. ἔστι δὲ αὐτῇ καὶ ἴση· αἱ
δὲ τὰς ἴσας τε καὶ παραλλήλους ἐπιζευγνύουσαι ἐπὶ τὰ αὐτὰ μέρη εὐθεῖαι
ἴσαι τε καὶ παράλληλοί εἰσιν. ἡ ΠΥ ἄρα τῇ ΕΚ ἴση τε καὶ παράλληλός ἐστιν.
πενταγώνου δὲ ἰσοπλεύρου ἡ ΕΚ· πενταγώνου ἄρα ἰσοπλεύρου καὶ ἡ ΠΥ
τοῦ εἰς τὸν ΕΖΗΘΚ κύκλον ἐγγραφομένου. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἑκάστη
τῶν ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ πενταγώνου ἐστὶν ἰσοπλεύρου τοῦ εἰς τὸν ΕΖΗΘΚ
κύκλον ἐγγραφομένου· ἰσόπλευρον ἄρα τὸ ΠΡΣΤΥ πεντάγωνον. καὶ ἐπεὶ
ἑξαγώνου μέν ἐστιν ἡ ΠΕ, δεκαγώνου δὲ ἡ ΕΟ, καί ἐστιν ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΠΕΟ,
πενταγώνου ἄρα ἐστὶν ἡ ΠΟ· ἡ γὰρ τοῦ πενταγώνου πλευρὰ δύναται
τήν τε τοῦ ἑξαγώνου καὶ τὴν τοῦ δεκαγώνου τῶν εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον
ἐγγραφομένων. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΟΥ πενταγώνου ἐστὶ πλευρά. ἔστι
δὲ καὶ ἡ ΠΥ πενταγώνου· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΠΟΥ τρίγωνον. διὰ τὰ
αὐτὰ δὴ καὶ ἕκαστον τῶν ΠΛΡ, ΡΜΣ, ΣΝΤ, ΤΞΥ ἰσόπλευρόν ἐστιν. καὶ ἐπεὶ
πενταγώνου ἐδείχθη ἑκατέρα τῶν ΠΛ, ΠΟ, ἔστι δὲ καὶ ἡ ΛΟ πενταγώνου,
ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΠΛΟ τρίγωνον. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἕκαστον τῶν
ΛΡΜ, ΜΣΝ, ΝΤΞ, ΞΥΟ τριγώνων ἰσόπλευρόν ἐστιν. εἰλήφθω τὸ κέντρον
τοῦ ΕΖΗ ΘΚ κύκλου τὸ Φ σημεῖον· καὶ ἀπὸ τοῦ Φ τῷ τοῦ κύκλου ἐπιπέδῳ
πρὸς ὀρθὰς ἀνεστάτω ἡ ΦΩ, καὶ ἐκβεβλήσθω ἐπὶ τὰ ἕτερα μέρη ὡς ἡ ΦΨ,
καὶ ἀφῃρήσθω ἑξαγώνου μὲν ἡ ΦΧ, δεκαγώνου δὲ ἑκατέρα τῶν ΦΨ, ΧΩ,
καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΠΩ, ΠΧ, ΥΩ, ΕΦ, ΛΦ, ΛΨ, ΨΜ. καὶ ἐπεὶ ἑκατέρα τῶν
ΦΧ, ΠΕ τῷ τοῦ κύκλου ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν, παράλληλος ἄρα ἐστὶν
ἡ ΦΧ τῇ ΠΕ. εἰσὶ δὲ καὶ ἴσαι· καὶ αἱ ΕΦ, ΠΧ ἄρα ἴσαι τε καὶ παράλληλοί
εἰσιν. ἑξαγώνου δὲ ἡ ΕΦ· ἑξαγώνου ἄρα καὶ ἡ ΠΧ. καὶ ἐπεὶ ἑξαγώνου
μέν ἐστιν ἡ ΠΧ, δεκαγώνου δὲ ἡ ΧΩ, καὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΠΧΩ γωνία,
πενταγώνου ἄρα ἐστὶν ἡ ΠΩ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἡ ΥΩ πενταγώνου ἐστίν,
ἐπειδήπερ, ἐὰν ἐπιζεύξωμεν τὰς ΦΚ, ΧΥ, ἴσαι καὶ ἀπεναντίον ἔσονται, καί
ἐστιν ἡ ΦΚ ἐκ τοῦ κέντρου οὖσα ἑξαγώνου· ἑξαγώνου ἄρα καὶ ἡ ΧΥ.
δεκαγώνου δὲ ἡ ΧΩ, καὶ ὀρθὴ ἡ ὑπὸ ΥΧΩ· πενταγώνου ἄρα ἡ ΥΩ. ἔστι
δὲ καὶ ἡ ΠΥ πενταγώνου· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΠΥΩ τρίγωνον. διὰ
τὰ αὐτὰ δὴ καὶ ἕκαστον τῶν λοιπῶν τριγώνων, ὧν βάσεις μέν εἰσιν αἱ
ΠΡ, ΡΣ, ΣΤ, ΤΥ εὐθεῖαι, κορυφὴ δὲ τὸ Ω σημεῖον, ἰσόπλευρόν ἐστιν. πάλιν,
ἐπεὶ ἑξαγώνου μὲν ἡ ΦΛ, δεκαγώνου δὲ ἡ ΦΨ, καὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ ΛΦΨ
γωνία, πενταγώνου ἄρα ἐστὶν ἡ ΛΨ. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἐὰν ἐπιζεύξωμεν
τὴν ΜΦ οὖσαν ἑξαγώνου, συνάγεται καὶ ἡ ΜΨ πενταγώνου. ἔστι δὲ καὶ
ἡ ΛΜ πενταγώνου· ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΛΜΨ τρίγωνον. ὁμοίως δὴ
δειχθήσεται, ὅτι καὶ ἕκαστον τῶν λοιπῶν τριγώνων, ὧν βάσεις μέν εἰσιν αἱ
ΜΝ, ΝΞ, ΞΟ, ΟΛ, κορυφὴ δὲ τὸ Ψ σημεῖον, ἰσόπλευρόν ἐστιν. συνέσταται
ἄρα εἰκοσάεδρον ὑπὸ εἴκοσι τριγώνων ἰσοπλεύρων περιεχόμενον.

Δεῖ δὴ αὐτὸ καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ δοθείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τοῦ
εἰκοσαέδρου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάσσων.
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Ἐπεὶ γὰρ ἑξαγώνου ἐστὶν ἡ ΦΧ, δεκαγώνου δὲ ἡ ΧΩ, ἡ ΦΩ ἄρα ἄκρον
καὶ μέσον λόγον τέμηται κατὰ τὸ Χ, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς τμῆμά ἐστιν ἡ ΦΧ·
ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΩΦ πρὸς τὴν ΦΧ, οὕτως ἡ ΦΧ πρὸς τὴν ΧΩ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΦΧ
τῇ ΦΕ, ἡ δὲ ΧΩ τῇ ΦΨ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΩΦ πρὸς τὴν ΦΕ, οὕτως ἡ ΕΦ πρὸς
τὴν ΦΨ. καί εἰσιν ὀρθαὶ αἱ ὑπὸ ΩΦΕ, ΕΦΨ γωνίαι· ἐὰν ἄρα ἐπιζεύξωμεν τὴν
ΕΩ εὐθεῖαν, ὀρθὴ ἔσται ἡ ὑπὸ ΨΕΩ γωνία διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν ΨΕΩ,
ΦΕΩ τριγώνων. διὰ τὰ αὐτὰ δὴ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΩΦ πρὸς τὴν ΦΧ, οὕτως
ἡ ΦΧ πρὸς τὴν ΧΩ, ἴση δὲ ἡ μὲν ΩΦ τῇ ΨΧ, ἡ δὲ ΦΧ τῇ ΧΠ, ἔστιν ἄρα
ὡς ἡ ΨΧ πρὸς τὴν ΧΠ, οὕτως ἡ ΠΧ πρὸς τὴν ΧΩ. καὶ διὰ τοῦτο πάλιν
ἐὰν ἐπιζεύξωμεν τὴν ΠΨ, ὀρθὴ ἔσται ἡ πρὸς τῷ Π γωνία· τὸ ἄρα ἐπὶ τῆς
ΨΩ γραφόμενον ἡμικύκλιον ἥξει καὶ διὰ τοῦ Π. καὶ ἐὰν μενούσης τῆς ΨΩ
περιενεχθὲν τὸ ἡμικύκλιον εἰς τὸ αὐτὸ πάλιν ἀποκατασταθῇ, ὅθεν ἤρξατο
φέρεσθαι, ἥξει καὶ διὰ τοῦ Π καὶ τῶν λοιπῶν σημείων τοῦ εἰκοσαέδρου, καὶ
ἔσται σφαίρᾳ περιειλημμένον τὸ εἰκοσάεδρον. λέγω δή, ὅτι καὶ τῇ δοθείσῃ.
τετμήσθω γὰρ ἡ ΦΧ δίχα κατὰ τὸ Αʹ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖα γραμμὴ ἡ ΦΩ ἄκρον
καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Χ, καὶ τὸ ἔλασσον αὐτῆς τμῆμά ἐστιν
ἡ ΩΧ, ἡ ἄρα ΩΧ προσλαβοῦσα τὴν ἡμίσειαν τοῦ μείζονος τμήματος τὴν
ΧΑʹ πενταπλάσιον δύναται τοῦ ἀπὸ τῆς ἡμισείας τοῦ μείζονος τμήματος·
πενταπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΩΑʹ τοῦ ἀπὸ τῆς ΑʹΧ. καί ἐστι τῆς
μὲν ΩΑʹ διπλῆ ἡ ΩΨ, τῆς δὲ ΑʹΧ διπλῆ ἡ ΦΧ· πενταπλάσιον ἄρα ἐστὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΩΨ τοῦ ἀπὸ τῆς ΧΦ. καὶ ἐπεὶ τετραπλῆ ἐστιν ἡ ΑΓ τῆς ΓΒ,
πενταπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ. ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ· πενταπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΒΔ. ἐδείχθη δὲ καὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΩΨ πενταπλάσιον τοῦ ἀπὸ τῆς
ΦΧ. καί ἐστιν ἴση ἡ ΔΒ τῇ ΦΧ· ἑκατέρα γὰρ αὐτῶν ἴση ἐστὶ τῇ ἐκ τοῦ
κέντρου τοῦ ΕΖΗΘΚ κύκλου· ἴση ἄρα καὶ ἡ ΑΒ τῇ ΨΩ. καί ἐστιν ἡ ΑΒ ἡ
τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος· καὶ ἡ ΨΩ ἄρα ἴση ἐστὶ τῇ τῆς δοθείσης
σφαίρας διαμέτρῳ. τῇ ἄρα δοθείσῃ σφαίρᾳ περιείληπται τὸ εἰκοσάεδρον.

Λέγω δή, ὅτι ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη
ἐλάττων. ἐπεὶ γὰρ ῥητή ἐστιν ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος, καί ἐστι δυνάμει
πενταπλασίων τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ ΕΖΗΘΚ κύκλου, ῥητὴ ἄρα ἐστὶ
καὶ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ ΕΖΗΘΚ κύκλου· ὥστε καὶ ἡ διάμετρος αὐτοῦ
ῥητή ἐστιν. ἐὰν δὲ εἰς κύκλον ῥητὴν ἔχοντα τὴν διάμετρον πεντάγωνον
ἰσόπλευρον ἐγγραφῇ, ἡ τοῦ πενταγώνου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλου-
μένη ἐλάττων. ἡ δὲ τοῦ ΕΖΗΘΚ πενταγώνου πλευρὰ ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου
ἐστίν. ἡ ἄρα τοῦ εἰκοσαέδρου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἐλάττων.

Πόρισμα

Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει πεντα-
πλασίων ἐστὶ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ κύκλου, ἀφ᾽ οὗ τὸ εἰκοσάεδρον
ἀναγέγραπται, καὶ ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος σύγκειται ἔκ τε τῆς τοῦ
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ἑξαγώνου καὶ δύο τῶν τοῦ δεκαγώνου τῶν εἰς τὸν αὐτὸν κύκλον ἐγγρα-
φομένων· ὅπερ ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 17 () Δωδεκάεδρον συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳπεριλαβεῖν, ᾗ καὶ
τὰ προειρημένα σχήματα, καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τοῦ δωδεκαέδρου πλευρὰ ἄλογός
ἐστιν ἡ καλουμένη ἀποτομή.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθωσαν τοῦ προειρημένου κύβου δύο ἐπίπεδα πρὸς ὀρθὰς
ἀλλήλοις τὰ ΑΒΓΔ, ΓΒΕΖ, καὶ τετμήσθω ἑκάστη τῶν ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ, ΕΖ,
ΕΒ, ΖΓ πλευρῶν δίχα κατὰ τὰ Η, Θ, Κ, Λ, Μ, Ν, Ξ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΗΚ, ΘΛ, ΜΘ, ΝΞ, καὶ τετμήσθω ἑκάστη τῶν ΝΟ, ΟΞ, ΘΠ ἄκρον καὶ
μέσον λόγον κατὰ τὰ Ρ, Σ, Τ σημεῖα, καὶ ἔστω αὐτῶν μείζονα τμήματα τὰ
ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ, καὶ ἀνεστάτωσαν ἀπὸ τῶν Ρ, Σ, Τ σημείων τοῖς τοῦ κύβου
ἐπιπέδοις πρὸς ὀρθὰς ἐπὶ τὰ ἐκτὸς μέρη τοῦ κύβου αἱ ΡΥ, ΣΦ, ΤΧ, καὶ
κείσθωσαν ἴσαι ταῖς ΡΟ, ΟΣ, ΤΠ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΥΒ, ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ,
ΦΥ. λέγω, ὅτι τὸ ΥΒΧΓΦ πεντάγωνον ἰσόπλευρόν τε καὶ ἐν ἑνὶ ἐπιπέδῳ
καὶ ἔτι ἰσογώνιόν ἐστιν. ἐπεζεύχθωσαν γὰρ αἱ ΡΒ, ΣΒ, ΦΒ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖα
ἡ ΝΟ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Ρ, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν
ἡ ΡΟ, τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΟΝ, ΝΡ τριπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΡΟ. ἴση δὲ ἡ
μὲν ΟΝ τῇ ΝΒ, ἡ δὲ ΟΡ τῇ ΡΥ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΒΝ, ΝΡ τριπλάσιά ἐστι
τοῦ ἀπὸ τῆς ΡΥ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΒΝ, ΝΡ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΡ ἐστιν ἴσον· τὸ
ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΡ τριπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΡΥ· ὥστε τὰ ἀπὸ τῶν ΒΡ,
ΡΥ τετραπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΡΥ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΒΡ, ΡΥ ἴσον ἐστὶ
τὸ ἀπὸ τῆς ΒΥ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΒΥ τετραπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΥΡ·
διπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΥ τῆς ΡΥ. ἔστι δὲ καὶ ἡ ΦΥ τῆς ΥΡ διπλῆ, ἐπειδήπερ
καὶ ἡ ΣΡ τῆς ΟΡ, τουτέστι τῆς ΡΥ, ἐστι διπλῆ· ἴση ἄρα ἡ ΒΥ τῇ ΥΦ. ὁμοίως
δὴ δειχθήσεται, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν ΒΧ, ΧΓ, ΓΦ ἑκατέρᾳ τῶν ΒΥ, ΥΦ ἐστιν
ἴση. ἰσόπλευρον ἄρα ἐστὶ τὸ ΒΥΦΓΧ πεντάγωνον. λέγω δή, ὅτι καὶ ἐν ἑνί
ἐστιν ἐπιπέδῳ. ἤχθω γὰρ ἀπὸ τοῦ Ο ἑκατέρᾳ τῶν ΡΥ, ΣΦ παράλληλος
ἐπὶ τὰ ἐκτὸς τοῦ κύβου μέρη ἡ ΟΨ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΨΘ, ΘΧ· λέγω,
ὅτι ἡ ΨΘΧ εὐθεῖά ἐστιν. ἐπεὶ γὰρ ἡ ΘΠ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται
κατὰ τὸ Τ, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς τμῆμά ἐστιν ἡ ΠΤ, ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΘΠ
πρὸς τὴν ΠΤ, οὕτως ἡ ΠΤ πρὸς τὴν ΤΘ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΘΠ τῇ ΘΟ, ἡ δὲ ΠΤ
ἑκατέρᾳ τῶν ΤΧ, ΟΨ· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΘΟ πρὸς τὴν ΟΨ, οὕτως ἡ ΧΤ πρὸς
τὴν ΤΘ. καί ἐστι παράλληλος ἡ μὲν ΘΟ τῇ ΤΧ· ἑκατέρα γὰρ αὐτῶν τῷ ΒΔ
ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν· ἡ δὲ ΤΘ τῇ ΟΨ· ἑκατέρα γὰρ αὐτῶν τῷ ΒΖ
ἐπιπέδῳ πρὸς ὀρθάς ἐστιν. ἐὰν δὲ δύο τρίγωνα συντεθῇ κατὰ μίαν γωνίαν,
ὡς τὰ ΨΟΘ, ΘΤΧ, τὰς δύο πλευρὰς ταῖς δυσὶν ἀνάλογον ἔχοντα, ὥστε
τὰς ὁμολόγους αὐτῶν πλευρὰς καὶ παραλλήλους εἶναι, αἱ λοιπαὶ εὐθεῖαι
ἐπ᾽ εὐθείας ἔσονται· ἐπ᾽ εὐθείας ἄρα ἐστὶν ἡ ΨΘ τῇ ΘΧ. πᾶσα δὲ εὐθεῖα ἐν
ἑνί ἐστιν ἐπιπέδῳ· ἐν ἑνὶ ἄρα ἐπιπέδῳ ἐστὶ τὸ ΥΒΧΓΦ πεντάγωνον.



 Μέρος ΙΙ

Λέγω δή, ὅτι καὶ ἰσογώνιόν ἐστιν.

Ἐπεὶ γὰρ εὐθεῖα γραμμὴ ἡ ΝΟ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ
τὸ Ρ, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΟΡ [ἔστιν ἄρα ὡς συναμφότερος ἡ ΝΟ,
ΟΡ πρὸς τὴν ΟΝ, οὕτως ἡ ΝΟ πρὸς τὴν ΟΡ], ἴση δὲ ἡ ΟΡ τῇ ΟΣ [ἔστιν
ἄρα ὡς ἡ ΣΝ πρὸς τὴν ΝΟ, οὕτως ἡ ΝΟ πρὸς τὴν ΟΣ], ἡ ΝΣ ἄρα ἄκρον
καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Ο, καὶ τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΝΟ· τὰ
ἄρα ἀπὸ τῶν ΝΣ, ΣΟ τριπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΝΟ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΝΟ τῇ
ΝΒ, ἡ δὲ ΟΣ τῇ ΣΦ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΝΣ, ΣΦ τετράγωνα τριπλάσιά ἐστι
τοῦ ἀπὸ τῆς ΝΒ· ὥστε τὰ ἀπὸ τῶν ΦΣ, ΣΝ, ΝΒ τετραπλάσιά ἐστι τοῦ
ἀπὸ τῆς ΝΒ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΣΝ, ΝΒ ἴσον ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΣΒ· τὰ ἄρα
ἀπὸ τῶν ΒΣ, ΣΦ, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ΒΦ (ὀρθὴ γὰρ ἡ ὑπὸ ΦΣΒ γωνία),
τετραπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΝΒ· διπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΦΒ τῆς ΒΝ. ἔστι δὲ
καὶ ἡ ΒΓ τῆς ΒΝ διπλῆ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΦ τῇ ΒΓ. καὶ ἐπεὶ δύο αἱ ΒΥ, ΥΦ
δυσὶ ταῖς ΒΧ, ΧΓ ἴσαι εἰσίν, καὶ βάσις ἡ ΒΦ βάσει τῇ ΒΓ ἴση, γωνία ἄρα ἡ
ὑπὸ ΒΥΦ γωνίᾳ τῇ ὑπὸ ΒΧΓ ἐστιν ἴση. ὁμοίως δὴ δείξομεν, ὅτι καὶ ἡ ὑπὸ
ΥΦΓ γωνία ἴση ἐστὶ τῇ ὑπὸ ΒΧΓ· αἱ ἄρα ὑπὸ ΒΧΓ, ΒΥΦ, ΥΦΓ τρεῖς γωνίαι
ἴσαι ἀλλήλαις εἰσίν. ἐὰν δὲ πενταγώνου ἰσοπλεύρου αἱ τρεῖς γωνίαι ἴσαι
ἀλλήλαις ὦσιν, ἰσογώνιον ἔσται τὸ πεντάγωνον· ἰσογώνιον ἄρα ἐστὶ τὸ
ΒΥΦΓΧ πεντάγωνον. ἐδείχθη δὲ καὶ ἰσόπλευρον· τὸ ἄρα ΒΥΦΓΧ πεντάγω-
νον ἰσόπλευρόν ἐστι καὶ ἰσογώνιον, καί ἐστιν ἐπὶ μιᾶς τοῦ κύβου πλευρᾶς
τῆς ΒΓ. ἐὰν ἄρα ἐφ᾽ ἑκάστης τῶν τοῦ κύβου δώδεκα πλευρῶν τὰ αὐτὰ κα-
τασκευάσωμεν, συσταθήσεταί τι σχῆμα στερεὸν ὑπὸ δώδεκα πενταγώνων
ἰσοπλεύρων τε καὶ ἰσογωνίων περιεχόμενον, ὃ καλεῖται δωδεκάεδρον.

Δεῖ δὴ αὐτὸ καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν τῇ δοθείσῃ καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τοῦ
δωδεκαέδρου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη ἀποτομή.

Ἐκβεβλήσθω γὰρ ἡ ΨΟ, καὶ ἔστω ἡ ΨΩ· συμβάλλει ἄρα ἡ ΟΩ τῇ τοῦ
κύβου διαμέτρῳ, καὶ δίχα τέμνουσιν ἀλλήλας· τοῦτο γὰρ δέδεικται ἐν τῷ
παρατελεύτῳ θεωρήματι τοῦ ἑνδεκάτου βιβλίου. τεμνέτωσαν κατὰ τὸ Ω·
τὸ Ω ἄρα κέντρον ἐστὶ τῆς σφαίρας τῆς περιλαμβανούσης τὸν κύβον, καὶ
ἡ ΩΟ ἡμίσεια τῆς πλευρᾶς τοῦ κύβου. ἐπεζεύχθω δὴ ἡ ΥΩ. καὶ ἐπεὶ εὐθεῖα
γραμμὴ ἡ ΝΣ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται κατὰ τὸ Ο, καὶ τὸ μεῖζον
αὐτῆς τμῆμά ἐστιν ἡ ΝΟ, τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν ΝΣ, ΣΟ τριπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ
τῆς ΝΟ. ἴση δὲ ἡ μὲν ΝΣ τῇ ΨΩ, ἐπειδήπερ καὶ ἡ μὲν ΝΟ τῇ ΟΩ ἐστιν ἴση, ἡ
δὲ ΨΟ τῇΟΣ. ἀλλὰ μὴν καὶ ἡ ΟΣ τῇ ΨΥ, ἐπεὶ καὶ τῇ ΡΟ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶνΩΨ,
ΨΥ τριπλάσιά ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΝΟ. τοῖς δὲ ἀπὸ τῶν ΩΨ, ΨΥ ἴσον ἐστὶ τὸ
ἀπὸ τῆς ΥΩ· τὸ ἄρα ἀπὸ τῆς ΥΩ τριπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΝΟ. ἔστι δὲ
καὶ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας τῆς περιλαμβανούσης τὸν κύβον δυνάμει
τριπλασίων τῆς ἡμισείας τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς· προδέδεικται γὰρ κύβον
συστήσασθαι καὶ σφαίρᾳ περιλαβεῖν καὶ δεῖξαι, ὅτι ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος
δυνάμει τριπλασίων ἐστὶ τῆς πλευρᾶς τοῦ κύβου. εἰ δὲ ὅλη τῆς ὅλης, καὶ
[ἡ] ἡμίσεια τῆς ἡμισείας· καί ἐστιν ἡ ΝΟ ἡμίσεια τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς·
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ἡ ἄρα ΥΩ ἴση ἐστὶ τῇ ἐκ τοῦ κέντρου τῆς σφαίρας τῆς περιλαμβανούσης
τὸν κύβον. καί ἐστι τὸ Ω κέντρον τῆς σφαίρας τῆς περιλαμβανούσης τὸν
κύβον· τὸ Υ ἄρα σημεῖον πρὸς τῇ ἐπιφανείᾳ ἐστὶ τῆς σφαίρας. ὁμοίως δὴ
δείξομεν, ὅτι καὶ ἑκάστη τῶν λοιπῶν γωνιῶν τοῦ δωδεκαέδρου πρὸς τῇ
ἐπιφανείᾳ ἐστὶ τῆς σφαίρας· περιείληπται ἄρα τὸ δωδεκάεδρον τῇ δοθείσῃ
σφαίρᾳ.

Λέγω δή, ὅτι ἡ τοῦ δωδεκαέδρου πλευρὰ ἄλογός ἐστιν ἡ καλουμένη
ἀποτομή.

Ἐπεὶ γὰρ τῆς ΝΟ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τετμημένης τὸ μεῖζον τμῆμά
ἐστιν ἡ ΡΟ, τῆς δὲ ΟΞ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τετμημένης τὸ μεῖζον τμῆμά
ἐστιν ἡ ΟΣ, ὅλης ἄρα τῆς ΝΞ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης τὸ μεῖζον
τμῆμά ἐστιν ἡ ΡΣ. οἷον ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΝΟ πρὸς τὴν ΟΡ, ἡ ΟΡ πρὸς τὴν
ΡΝ, καὶ τὰ διπλάσια· τὰ γὰρ μέρη τοῖς ἰσάκις πολλαπλασίοις τὸν αὐτὸν
ἔχει λόγον· ὡς ἄρα ἡ ΝΞ πρὸς τὴν ΡΣ, οὕτως ἡ ΡΣ πρὸς συναμφότερον τὴν
ΝΡ, ΣΞ. μείζων δὲ ἡ ΝΞ τῆς ΡΣ· μείζων ἄρα καὶ ἡ ΡΣ συναμφοτέρου τῆς
ΝΡ, ΣΞ· ἡ ΝΞ ἄρα ἄκρον καὶ μέσον λόγον τέτμηται, καὶ τὸ μεῖζον αὐτῆς
τμῆμά ἐστιν ἡ ΡΣ. ἴση δὲ ἡ ΡΣ τῇ ΥΦ· τῆς ἄρα ΝΞ ἄκρον καὶ μέσον λόγον
τεμνομένης τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΥΦ. καὶ ἐπεὶ ῥητή ἐστιν ἡ τῆς σφαίρας
διάμετρος καί ἐστι δυνάμει τριπλασίων τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς, ῥητὴ ἄρα
ἐστὶν ἡ ΝΞ πλευρὰ οὖσα τοῦ κύβου. ἐὰν δὲ ῥητὴ γραμμὴ ἄκρον καὶ μέσον
λόγον τμηθῇ, ἑκάτερον τῶν τμημάτων ἄλογός ἐστιν ἀποτομή.

Ἡ ΥΦ ἄρα πλευρὰ οὖσα τοῦ δωδεκαέδρου ἄλογός ἐστιν ἀποτομή.
Πόρισμα
Ἐκ δὴ τούτου φανερόν, ὅτι τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς ἄκρον καὶ μέσον

λόγον τεμνομένης τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ τοῦ δωδεκαέδρου πλευρά· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 

Πρότασις 18 () Τὰςπλευρὰςτῶνπέντεσχημάτωνἐκθέσθαικαὶσυγκρῖναι
πρὸς ἀλλήλας.

Ἀπόδειξις. Ἐκκείσθω ἡ τῆς δοθείσης σφαίρας διάμετρος ἡ ΑΒ, καὶ τετμήσθω
κατὰ τὸ Γ ὥστε ἴσην εἶναι τὴν ΑΓ τῇ ΓΒ, κατὰ δὲ τὸ Δ ὥστε διπλασίονα
εἶναι τὴν ΑΔ τῆς ΔΒ, καὶ γεγράφθω ἐπὶ τῆς ΑΒ ἡμικύκλιον τὸ ΑΕΒ, καὶ
ἀπὸ τῶν Γ, Δ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἤχθωσαν αἱ ΓΕ, ΔΖ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν
αἱ ΑΖ, ΖΒ, ΕΒ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΔ τῆς ΔΒ, τριπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ
τῆς ΒΔ. ἀναστρέψαντι ἡμιολία ἄρα ἐστὶν ἡ ΒΑ τῆς ΑΔ. ὡς δὲ ἡ ΒΑ πρὸς
τὴν ΑΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΑΖ· ἰσογώνιον γάρ ἐστι
τὸ ΑΖΒ τρίγωνον τῷ ΑΖΔ τριγώνῳ· ἡμιόλιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΑ
τοῦ ἀπὸ τῆς ΑΖ. ἔστι δὲ καὶ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει ἡμιολία τῆς
πλευρᾶς τῆς πυραμίδος. καί ἐστιν ἡ ΑΒ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος· ἡ ΑΖ
ἄρα ἴση ἐστὶ τῇ πλευρᾷ τῆς πυραμίδος.
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Πάλιν, ἐπεὶ διπλασίων ἐστὶν ἡ ΑΔ τῆς ΔΒ, τριπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς
ΒΔ. ὡς δὲ ἡ ΑΒ πρὸς τὴν ΒΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ·
τριπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΖ. ἔστι δὲ καὶ ἡ τῆς
σφαίρας διάμετρος δυνάμει τριπλασίων τῆς τοῦ κύβου πλευρᾶς. καί ἐστιν
ἡ ΑΒ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος· ἡ ΒΖ ἄρα τοῦ κύβου ἐστὶ πλευρά.

Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ΓΒ, διπλῆ ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΒ τῆς ΒΓ. ὡς δὲ ἡ ΑΒ
πρὸς τὴν ΒΓ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΕ· διπλάσιον ἄρα
ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΕ. ἔστι δὲ καὶ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος
δυνάμει διπλασίων τῆς τοῦ ὀκταέδρου πλευρᾶς. καί ἐστιν ἡ ΑΒ ἡ τῆς
δοθείσης σφαίρας διάμετρος· ἡ ΒΕ ἄρα τοῦ ὀκταέδρου ἐστὶ πλευρά.

Ἤχθω δὴ ἀπὸ τοῦ Α σημείου τῇ ΑΒ εὐθείᾳ πρὸς ὀρθὰς ἡ ΑΗ, καὶ κείσθω
ἡ ΑΗ ἴση τῇ ΑΒ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΗΓ, καὶ ἀπὸ τοῦ Θ ἐπὶ τὴν ΑΒ κάθετος
ἤχθω ἡ ΘΚ. καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΗΑ τῆς ΑΓ· ἴση γὰρ ἡ ΗΑ τῇ ΑΒ· ὡς δὲ
ἡ ΗΑ πρὸς τὴν ΑΓ, οὕτως ἡ ΘΚ πρὸς τὴν ΚΓ, διπλῆ ἄρα καὶ ἡ ΘΚ τῆς ΚΓ.
τετραπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΓ· τὰ ἄρα ἀπὸ τῶν
ΘΚ, ΚΓ, ὅπερ ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΘΓ, πενταπλάσιόν ἐστι τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΓ. ἴση
δὲ ἡ ΘΓ τῇ ΓΒ· πενταπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΚ.
καὶ ἐπεὶ διπλῆ ἐστιν ἡ ΑΒ τῆς ΓΒ, ὧν ἡ ΑΔ τῆς ΔΒ ἐστι διπλῆ, λοιπὴ ἄρα
ἡ ΒΔ λοιπῆς τῆς ΔΓ ἐστι διπλῆ. τριπλῆ ἄρα ἡ ΒΓ τῆς ΓΔ· ἐνναπλάσιον
ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΔ. πενταπλάσιον δὲ τὸ ἀπὸ τῆς ΒΓ τοῦ
ἀπὸ τῆς ΓΚ· μεῖζον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΓΚ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΔ. μείζων ἄρα ἐστὶν
ἡ ΓΚ τῆς ΓΔ. κείσθω τῇ ΓΚ ἴση ἡ ΓΛ, καὶ ἀπὸ τοῦ Λ τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς
ἤχθω ἡ ΛΜ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΜΒ. καὶ ἐπεὶ πενταπλάσιόν ἐστι τὸ ἀπὸ τῆς
ΒΓ τοῦ ἀπὸ τῆς ΓΚ, καί ἐστι τῆς μὲν ΒΓ διπλῆ ἡ ΑΒ, τῆς δὲ ΓΚ διπλῆ ἡ
ΚΛ, πενταπλάσιον ἄρα ἐστὶ τὸ ἀπὸ τῆς ΑΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΚΛ. ἔστι δὲ καὶ
ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος δυνάμει πενταπλασίων τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ
κύκλου, ἀφ᾽ οὗ τὸ εἰκοσάεδρον ἀναγέγραπται. καί ἐστιν ἡ ΑΒ ἡ τῆς σφαίρας
διάμετρος· ἡ ΚΛ ἄρα ἐκ τοῦ κέντρου ἐστὶ τοῦ κύκλου, ἀφ᾽ οὗ τὸ εἰκοσάεδρον
ἀναγέγραπται· ἡ ΚΛ ἄρα ἑξαγώνου ἐστὶ πλευρὰ τοῦ εἰρημένου κύκλου.
καὶ ἐπεὶ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος σύγκειται ἔκ τε τῆς τοῦ ἑξαγώνου καὶ
δύο τῶν τοῦ δεκαγώνου τῶν εἰς τὸν εἰρημένον κύκλον ἐγγραφομένων, καί
ἐστιν ἡ μὲν ΑΒ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος, ἡ δὲ ΚΛ ἑξαγώνου πλευρά, καὶ
ἴση ἡ ΑΚ τῇ ΛΒ, ἑκατέρα ἄρα τῶν ΑΚ, ΛΒ δεκαγώνου ἐστὶ πλευρὰ τοῦ
ἐγγραφομένου εἰς τὸν κύκλον, ἀφ᾽ οὗ τὸ εἰκοσάεδρον ἀναγέγραπται. καὶ
ἐπεὶ δεκαγώνου μὲν ἡ ΛΒ, ἑξαγώνου δὲ ἡ ΜΛ· ἴση γάρ ἐστι τῇ ΚΛ, ἐπεὶ καὶ
τῇ ΘΚ· ἴσον γὰρ ἀπέχουσιν ἀπὸ τοῦ κέντρου· καί ἐστιν ἑκατέρα τῶν ΘΚ,
ΚΛ διπλασίων τῆς ΚΓ· πενταγώνου ἄρα ἐστὶν ἡ ΜΒ. ἡ δὲ τοῦ πενταγώνου
ἐστὶν ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου· εἰκοσαέδρου ἄρα ἐστὶν ἡ ΜΒ.

Καὶ ἐπεὶ ἡ ΖΒ κύβου ἐστὶ πλευρά, τετμήσθω ἄκρον καὶ μέσον λόγον
κατὰ τὸ Ν, καὶ ἔστω μεῖζον τμῆμα τὸ ΝΒ· ἡ ΝΒ ἄρα δωδεκαέδρου ἐστὶ
πλευρά.



Πρωτότυπο Κείμενο 13ου Βιβλίου 

Καὶ ἐπεὶ ἡ τῆς σφαίρας διάμετρος ἐδείχθη τῆς μὲν ΑΖ πλευρᾶς τῆς πυ-
ραμίδος δυνάμει ἡμιολία, τῆς δὲ τοῦ ὀκταέδρου τῆς ΒΕ δυνάμει διπλασίων,
τῆς δὲ τοῦ κύβου τῆς ΖΒ δυνάμει τριπλασίων, οἵων ἄρα ἡ τῆς σφαίρας
διάμετρος δυνάμει ἕξ, τοιούτων ἡ μὲν τῆς πυραμίδος τεσσάρων, ἡ δὲ τοῦ
ὀκταέδρου τριῶν, ἡ δὲ τοῦ κύβου δύο. ἡ μὲν ἄρα τῆς πυραμίδος πλευρὰ
τῆς μὲν τοῦ ὀκταέδρου πλευρᾶς δυνάμει ἐστὶν ἐπίτριτος, τῆς δὲ τοῦ κύβου
δυνάμει διπλῆ, ἡ δὲ τοῦ ὀκταέδρου τῆς τοῦ κύβου δυνάμει ἡμιολία. αἱ
μὲν οὖν εἰρημέναι τῶν τριῶν σχημάτων πλευραί, λέγω δὴ πυραμίδος καὶ
ὀκταέδρου καὶ κύβου, πρὸς ἀλλήλας εἰσὶν ἐν λόγοις ῥητοῖς. αἱ δὲ λοιπαὶ
δύο, λέγω δὴ ἥ τε τοῦ εἰκοσαέδρου καὶ ἡ τοῦ δωδεκαέδρου, οὔτε πρὸς
ἀλλήλας οὔτε πρὸς τὰς προειρημένας εἰσὶν ἐν λόγοις ῥητοῖς· ἄλογοι γάρ
εἰσιν, ἡ μὲν ἐλάττων, ἡ δὲ ἀποτομή.

Ὅτι μείζων ἐστὶν ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου πλευρὰ ἡΜΒ τῆς τοῦ δωδεκαέδρου
τῆς ΝΒ, δείξομεν οὕτως.

Ἐπεὶ γὰρ ἰσογώνιόν ἐστι τὸ ΖΔΒ τρίγωνον τῷ ΖΑΒ τριγώνῳ, ἀνάλογόν
ἐστιν ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΖ, οὕτως ἡ ΒΖ πρὸς τὴν ΒΑ. καὶ ἐπεὶ τρεῖς
εὐθεῖαι ἀνάλογόν εἰσιν, ἔστιν ὡς ἡ πρώτη πρὸς τὴν τρίτην, οὕτως τὸ ἀπὸ
τῆς πρώτης πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς δευτέρας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΔΒ πρὸς τὴν ΒΑ,
οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΔΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΖ· ἀνάπαλιν ἄρα ὡς ἡ ΑΒ πρὸς
τὴν ΒΔ, οὕτως τὸ ἀπὸ τῆς ΖΒ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΒΔ. τριπλῆ δὲ ἡ ΑΒ τῆς
ΒΔ· τριπλάσιον ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΖΒ τοῦ ἀπὸ τῆς ΒΔ. ἔστι δὲ καὶ τὸ ἀπὸ
τῆς ΑΔ τοῦ ἀπὸ τῆς ΔΒ τετραπλάσιον· διπλῆ γὰρ ἡ ΑΔ τῆς ΔΒ· μεῖζον
ἄρα τὸ ἀπὸ τῆς ΑΔ τοῦ ἀπὸ τῆς ΖΒ· μείζων ἄρα ἡ ΑΔ τῆς ΖΒ· πολλῷ
ἄρα ἡ ΑΛ τῆς ΖΒ μείζων ἐστίν. καὶ τῆς μὲν ΑΛ ἄκρον καὶ μέσον λόγον
τεμνομένης τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΚΛ, ἐπειδήπερ ἡ μὲν ΛΚ ἑξαγώνου
ἐστίν, ἡ δὲ ΚΑ δεκαγώνου· τῆς δὲ ΖΒ ἄκρον καὶ μέσον λόγον τεμνομένης
τὸ μεῖζον τμῆμά ἐστιν ἡ ΝΒ· μείζων ἄρα ἡ ΚΛ τῆς ΝΒ. ἴση δὲ ἡ ΚΛ τῇ ΛΜ·
μείζων ἄρα ἡ ΛΜ τῆς ΝΒ [τῆς δὲ ΛΜ μείζων ἐστὶν ἡ ΜΒ]. πολλῷ ἄρα ἡ
ΜΒ πλευρὰ οὖσα τοῦ εἰκοσαέδρου μείζων ἐστὶ τῆς ΝΒ πλευρᾶς οὔσης τοῦ
δωδεκαέδρου· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.

Λέγω δή, ὅτι παρὰ τὰ εἰρημένα πέντε σχήματα οὐ συσταθήσεται ἕτερον
σχῆμα περιεχόμενον ὑπὸ ἰσοπλεύρων τε καὶ ἰσογωνίων ἴσων ἀλλήλοις.

Ὑπὸ μὲν γὰρ δύο τριγώνων ἢ ὅλως ἐπιπέδων στερεὰ γωνία οὐ συ-
νίσταται. ὑπὸ δὲ τριῶν τριγώνων ἡ τῆς πυραμίδος, ὑπὸ δὲ τεσσάρων ἡ
τοῦ ὀκταέδρου, ὑπὸ δὲ πέντε ἡ τοῦ εἰκοσαέδρου· ὑπὸ δὲ ἓξ τριγώνων
ἰσοπλεύρων τε καὶ ἰσογωνίων πρὸς ἑνὶ σημείῳ συνισταμένων οὐκ ἔσται
στερεὰ γωνία· οὔσης γὰρ τῆς τοῦ ἰσοπλεύρου τριγώνου γωνίας διμοίρου
ὀρθῆς ἔσονται αἱ ἓξ τέσσαρσιν ὀρθαῖς ἴσαι· ὅπερ ἀδύνατον· ἅπασα γὰρ
στερεὰ γωνία ὑπὸ ἐλασσόνων ἢ τεσσάρων ὀρθῶν περιέχεται. διὰ τὰ αὐτὰ
δὴ οὐδὲ ὑπὸ πλειόνων ἢ ἓξ γωνιῶν ἐπιπέδων στερεὰ γωνία συνίσταται.
ὑπὸ δὲ τετραγώνων τριῶν ἡ τοῦ κύβου γωνία περιέχεται· ὑπὸ δὲ τεσ-
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σάρων ἀδύνατον· ἔσονται γὰρ πάλιν τέσσαρες ὀρθαί. ὑπὸ δὲ πενταγώνων
ἰσοπλεύρων καὶ ἰσογωνίων, ὑπὸ μὲν τριῶν ἡ τοῦ δωδεκαέδρου· ὑπὸ δὲ
τεσσάρων ἀδύνατον· οὔσης γὰρ τῆς τοῦ πενταγώνου ἰσοπλεύρου γωνίας
ὀρθῆς καὶ πέμπτου, ἔσονται αἱ τέσσαρες γωνίαι τεσσάρων ὀρθῶν μείζους·
ὅπερ ἀδύνατον. οὐδὲ μὴν ὑπὸ πολυγώνων ἑτέρων σχημάτων περισχε-
θήσεται στερεὰ γωνία διὰ τὸ αὐτὸ ἄτοπον.

Οὐκ ἄρα παρὰ τὰ εἰρημένα πέντε σχήματα ἕτερον σχῆμα στερεὸν συ-
σταθήσεται ὑπὸ ἰσοπλεύρων τε καὶ ἰσογωνίων περιεχόμενον· ὅπερ ἔδει
δεῖξαι.

Λῆμμα
Ὅτι δὲ ἡ τοῦ ἰσοπλεύρου καὶ ἰσογωνίου πενταγώνου γωνία ὀρθή ἐστι

καὶ πέμπτου, οὕτω δεικτέον.
Ἔστω γὰρ πεντάγωνον ἰσόπλευρον καὶ ἰσογώνιον τὸ ΑΒΓΔΕ, καὶ πε-

ριγεγράφθω περὶ αὐτὸ κύκλος ὁ ΑΒΓ ΔΕ, καὶ εἰλήφθω αὐτοῦ τὸ κέντρον
τὸ Ζ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΖΑ, ΖΒ, ΖΓ, ΖΔ, ΖΕ. δίχα ἄρα τέμνουσι τὰς
πρὸς τοῖς Α, Β, Γ, Δ, Ε τοῦ πενταγώνου γωνίας. καὶ ἐπεὶ αἱ πρὸς τῷ Ζ
πέντε γωνίαι τέσσαρσιν ὀρθαῖς ἴσαι εἰσὶ καί εἰσιν ἴσαι, μία ἄρα αὐτῶν, ὡς
ἡ ὑπὸ ΑΖΒ, μιᾶς ὀρθῆς ἐστι παρὰ πέμπτον· λοιπαὶ ἄρα αἱ ὑπὸ ΖΑΒ, ΑΒΖ
μιᾶς εἰσιν ὀρθῆς καὶ πέμπτου. ἴση δὲ ἡ ὑπὸ ΖΑΒ τῇ ὑπὸ ΖΒΓ· καὶ ὅλη ἄρα
ἡ ὑπὸ ΑΒΓ τοῦ πενταγώνου γωνία μιᾶς ἐστιν ὀρθῆς καὶ πέμπτου· ὅπερ
ἔδει δεῖξαι. 



Γραμματοσειρές:

GFSNeohellenic, a||τhenαΪs
και Πάπυροσ του ΔερΒενίου

Γραφικά: PStricks
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