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Κεφάλαιο 1

∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Η Γεωµετρία των ∆ιατεταγµένων Ζευγαριών

1.1. Καρτεσιανές Συντεταγµένες

Απο τις πρώτες σπουδές στα µαθηµατικά µάθατε οτι το Καρτεσιανό γινόµενο A ×

B(διαβάζεται ‘A επί B’) των συνόλων A και B ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των διατε-
ταγµένων Ϲευγαριών (x, y) στα οποία η πρώτη συντεταγµένη, x, είναι στοιχείο του A και η
δεύτερη συντεταγµένη, y, είναι στοιχείο του B. Οπότε, εαν A = {1,2,3} και B = {5,6,7},
τότε

A × B = {(1,5), (1,6), (1,7), (2,5), (2,6), (2,7), (3,5), (3,6), (3,7)}.

Ενα συνολο διατεταγµένων Ϲευγών όπως το A × B µπορεί να ϑεωρηθεί ως ένα δικτυωτό
σηµείων, όπως ϐλέπετε στο Σχήµα 1.1.
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Σχήµα 1.1:

Το Καρτεσιανό γινόµενο που ϑα συναντήσειτε τις περισσότερες ϕορές σ΄ αυτό το ϐιβλίο
είναι το R×R, ή όπως ϑα το συµβολίζουµε, R2, όπου R είναι το σύνολο των πραγµατικών
αριθµών. Απο τον ορισµό του Καρτεσιανού γινοµένου,

R2 = {(x, y) : x ∈ R και y ∈ R}.

Υπενθυµίζουµε οτι κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος στο R µπορεί να παρασταθεί µε ένα
σηµείο S του επιπέδου µε την χρήση ενός παραλληλόγραµµου Καρτεσιανού ή ενός
απλά Καρτεσιανού, συστήµατος συντεταγµένων.
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Σχήµα 1.2:

Οι κάθετες γραµµές µε τους αριθµούς όπως ϕαί-
νονται στο Σχήµα 1.2, λέγονται άξονες του συστή-
µατος αυτού, και το σηµείο τοµής των, O, καλείται
η αρχή. (Εκ παραδόσεως οι άξονες κατευθύνονται
οριζοντια προς τα δεξιά και κάθετα προς τα πάνω,
όπως στο σχήµα· αυτή η επιλογή όµως δεν είναι α-
ναγκαία, και στις εφαρµογές οι κάθετα τεµνόµενοι
άξονες ϑα πρέπει να έχουν κατευθύνσεις οι οποίες
ϕαίνονται οι πιο ϐολικές.) Τα τέσσερα χωρία στα
οποία χωρίζουν το επίπεδο οι άξονες λέγονται τερ-
τατηµόρια, και απαριθµούνται µε Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, και IV
όπως στο Σχήµα.

Η αντιστοιχία ενός συγκεκριµµένου διατεταγµένου Ϲεύγους (a, b) σε ενα σηµείο S γί-
νεται ως εξής :

1. Από το σηµείο που αντιστοιχεί στον αριθµό a στον οριζόντιο άξονα (ο x-άξονας),
κατασκευάστε µια γραµµή παράλληλη προς τον κάθετο άξονα.

2. Από το σηµείο που αντιστοιχει στον αριθµό b στον κάθετο άξονα (ο y-άξονας), κατα-
σκευάστε µια γραµµή παράλληλη προς τον οριζόντιο άξονα.

3. Τότε το σηµείο S της τοµής αυτών των δυο γραµµών έχει συντεταγµένες (a, b). Το S
καλείται ῾῾το γράφηµα των (a, b)᾿᾿ ή µερικές ϕορές απλά ῾῾το σηµείο (a, b).᾿᾿

Η πρώτη συντεταγµένη, a, του (a, b) καλείται µερικές ϕορές η τετµηµένη του S, και η
δεύτερη συντεταγµένη, b, καλείται η τεταγµένη του S.

Παρατηρείστε οτι για κάθε σηµείο S του επιπέδου, εαν τραβήξετε απο το S ευθείες
παράλληλες προς τους άξονες, αυτές ϑα τέµνουν τους άξονες σε µοναδικά σηµεία. Οι
πραγµατικοί αριθµοί a και b που αντιστοιχούν στα σηµεία αυτά σχηµατίζουν ενα µονα-
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δικό διατεταγµένο Ϲευγος (a, b), συνεπώς η αντιστοιχία του δοσµένου σηµείου S σε ένα
διατεταγµένο Ϲευγάρι (a, b) είναι επίσης µοναδική. Συνεπώς, υπάρχει µια ενα–προς –ενα

αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων του επιπέδου και των στοιχείων του R2, και το γράφηµα
του R2 είναι ολόκληρο το συντεταγµένο επίπεδο.
Λόγω αυτής της ενα–προς –ενα αντιστοιχίας, εαν δυο διατεταγµένα Ϲευγη αντιστοιχούν στο
ίδιο σηµείο του επιπέδου, τότε ϑα πρέπει να είναι ίσα. Οπότε :

2 ∆ύο διατεταγµένα σηµεία (a, b) και (c, d) στο R2 αντιστοιχούν στο ίδιο σηµείο
εαν και µόνο εαν είναι ίσα, δηλαδή, εαν και µονο εάν

a = c και b = d.

Παράδειγµα 1. Για ποιές πραγµατικές τιµές των x και y ισχύει (x + y, x − y) =

(5,3);
Λύση: Επειδή τα δοθέντα διατεταγµένα Ϲεύγη είναι ίσα, x + y = 5 και x − y = 3.

Μπορείται να λύσετε το σύστηµα

x + y = 5
x − y = 3

(1)

για να ϐρειτε τις Ϲητούµενες τιµές των x και y. Προσθέτοντας τα µέλη των
δύο εξισώσεων, παίρνετε

2x = 8,

ή
x = 4.

Αντικαθιστώντας το x µε 4 στην εξίσωση x + y = 5 προκύπτει

4 + y = 5
y = 1.
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Μπορείτε να ελέγξετε οτι οι τιµές x = 4 και y = 1 πράγµατι ικανοποιούν
τις Εξισώσεις (1). Οπότε, οι Ϲητούµενες τιµές των x και y είναι 4 και 1,
αντίστοιχα. 2

Μια σπουδαία ιδιότητα που ϑα πρέπει να ϑυµάστε για το συντεταγµένο επίπεδο είναι
οτι εαν χρησιµοποιείται η ίδια µονάδα µέτησησης και στους δυο άξονες, τότε η απόσταση
µεταξύ των οποιονδήποτε σηµείων A(x1, y1) και B(x2, y2) του επιπέδου δίνεται απο τον
τύπο της απόστασης,

2 d(A,B) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Αυτή είναι άµµεση συνέπεια του γνωστού Πυθαγορείου ϑεωρήµατος

Σχήµα 1.3:

(Σχήµα 1.3). Στην εφαρµογή του τύπου της απόστασης, δεν έχει σηµασία ποιό απο τα
δύο σηµεία ϑα είναι το A(x1, y1) και ποιό το B(x1, y1), επειδή√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.
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Παράδειγµα 2. Βρείτε την απόσταση µεταξύ των σηµείων A(−4,1) και B(3,2).

Λύση: Θέτοντας (x1, y1) = (−4,1) και (x2, y2) = (3,2), παίρνετε

d(A,B) =
√

[3 − (−4)]2 + (2 − 1)2

=
√

72 + 12 =
√

50 = 5
√

2.

2

Ασκήσεις 1.1

Στις Ασκήσεις 1–8, βρείτε πραγµατικές τιµές, εαν υπάρχουν, για τις οποίες η εξίσωση
αληθεύει. Εαν δεν υπάρχουν τέτοιες πραγµατικές τιµές, να το αναφέρετε.

1. (x + 3,5) = (−1,9 + x)

2. (x − 4,2) = (3, x − 5)

3. (2x − 7, x + 2) = (−5,3)

4. (3x + 2,2x − 3) = (8,1)

5. (x − 2y,2x + y) = (−1,3)

6. (2x + 3y, x + 4y) = (3,−1)

7. (x2 − 2x, x2 − x) = (3,6)

8. (x2 + 2x,2x2 + 3x) = (−1,−1)

Στις Ασκήσεις 9–14, βρείτε την απόσταση µεταξύ των δοθέντων σηµείων S και T. Απλου-
στεύστε όσο γίνεται τα ριζικά στα αποτελέσµατα.

9. S(1,3),T(−2,6)

10. S(1,−6),T(6,6)

11. S(
√

2,
√

2),T(−
√

2,−
√

2)

12. S(
√

3,−
√

3),T(−
√

3,
√

3)

13. S(4,
√

3),T(2,−1)

14. S(
√

2,−
√

3),T(1,2)
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15. ∆είξτε οτι το τρίγωνο µε κορυφές στα σηµεία R(0,1),S(8,−7), και T(1,−6) είναι
ισοσκελές.

16. ∆είξτε οτι τα σηµεία R(−4,4),S(−2,−4), και T(6,−2) είναι οι κορυφές ενος ισοσκε-
λούς τριγώνου.

17. ∆είξτε οτι το σηµείο Q(1,−2) ισαπέχει απο τα σηµεία R(−11,3),S(−2,−6) και T(1,11).

18. ∆είξτε οτι το σηµείο Q(2,−3) ισαπέχει απο τα σηµεία R(6,0),S(−2,−6), και T(−1,1).

19. Τα σηµεία Q(1,1),R(2,5),S(6,8), και T(5,4) είναι κορυφές ενος τετραπλεύρου.
∆είξτε οτι οι απέναντι πλευρές του τετραπλευρου είναι ίσου µήκους.

20. Είναι οι απέναντι πλευρές του τετραπλεύρου µε κορυφές τα σηµεία Q(−2,3), R(5,2),
S(7,−4), και T(0,−2) ίσου µήκους ;

21. Χρησιµοποιήστε τον τύπο της απόστασης για να δείξετε οτι τα σηµεία R(−2,−5),
S(1,−1), και T(4,3) ϐρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία.

22. ∆είξτε οτι τα σηµεία R(−3,3),S(2,1), και T(7,−1) ϐρίσκονται στην ίδια γραµµή.

23. ∆είξτε οτι το R(1,5) είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα S(−2,3) και
T(4,7).

24. ∆είξτε οτι το M( a+c
2 ,

b+d
2 ) είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα S(a, b)

και T(c, d).

25. Βρείτε το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία S(−2,9) και T(8,−1).

26. Βρείτε το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία S(−3,5) και T(3,2).

27. ∆είξτε οτι για τα A(x1,0) και B(x2,0), d(A,B) = |x2 − x1|.

28. ∆είξτε οτι για τα σηµεία C(0, y1) και D(0, y2), d(C,D) = |y2 − y1|.

http://www.math.aegean.gr
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1.2. Σηµεία και ∆ιανύσµατα

Είδατε οτι µπορείτε να αντιστοιχίσετε κάθε σηµείο του συντεταγµένου επιπέδου µε ενα
διατεταγµένο Ϲεύγος (x, y). Για παράδειγµα, µπορείτε να αντιστοιχίσετε το σηµείο R
στο Σχήµα 1.4 µε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (2,−1). Μπορείτε επίσης να αντιστοιχίσετε
µια µετατόπιση, ή µετάθεση, στο επίπεδο µε το ίδιο διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y). Για
παράδειγµα, ϑεωρείστε οτι ενα σωµατίδιο που κινιέται απο το σηµείο S του επιπέδου σε
ενα άλλο σηµείο, T, του επιπέδου κατα µήκος µιας ευθείας γραµµής.

Σχήµα 1.4: Σχήµα 1.5:

Εαν το σωµατίδιο κινιέται 2 µονάδες στα δεξιά και 1 µονάδα προς τα κάτω, τότε αυτή
η µετάθεση, ή µετατόπιση, µπορεί να περιγραφεί µε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (−2,−1).
Τέτοια µετάθεση απεικονίζεται στο Σχήµα 1.5.

Επειδή ενα διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y) πραγµατικών αριθµών µπορεί να χρησιµοποιη-
ϑεί για να δηλώσει µια µετάθεση στο επίπεδο, τέτοιο διατεταγµένο Ϲευγάρι ϑα αποκαλείται
συχνά ενα διάνυσµα(απο την λέξη διανύω). Η γεωµετρική απεικόνιση του διανύσµατος
(x, y) είναι ενα ϐέλος, ή κατευθυνόµενο ευθύγραµµο τµήµα, στο επίπεδο· το ϐέλος
λέγεται ενα γεωµετρικό διάνυσµα. Επειδή µια µετάθεση µπορεί να απεικονισθεί ετσι
ώστε να εχει το αρχικό σηµείο της σε οποιοδήποτε σηµείο S του επιπέδου και το τερ-
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µατικό σηµείο της σε ενα κατάλληλα συσχετιζόµενο σηµείο T, κάθε διάνυσµα (x, y) έχει
άπειρες διαφορετικές γεωµετρικές παραστάσεις στο επίπεδο. Το συγκεκριµµένο ϐέλος
που αντιστοιχεί στο (x, y) που έχει αρχικό σηµείο στην αρχή των αξόνων καλείται η κα-
νονική παράσταση του (x, y), και το ϐέλος (x, y) λέγεται να ϐρίσκεται στην κανονική
ϑέση. Είναι ϕανερό οτι η κανονική παράσταση του διανύσµατος (x, y) έχει ως τερµατικό
σηµείο το σηµείο T που αντιστοιχεί στο (x, y). Το Σχήµα 1.6 δείχνει αρκετές γεωµετρικές
παραστάσεις του (2,3)· το χρωµατισµένο ϐέλος είναι η κανονική παράστασή του.

Σχήµα 1.6:

http://www.math.aegean.gr
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Σχήµα 1.7:

Εαν ενα ϐέλος µε αρχικό σηµείο S(a, b) είναι η γε-
ωµετρική παράσταση για το διάνυσµα (x, y), όπως
δείχνει το Σχήµα 1.7, τότε το τερµατικό σηµείο εί-
ναι το σηµείο T(c, d) µε τις συντεταγµένες του να
ικανοποιούν

(c, d) = (a + x, b + y).

Αντίστροφα, εαν ενα ϐέλος µε αρχικό σηµείο
S(a, b) έχει ως τερµατικό το T(c, d), τότε το ϐέλος
είναι η γεωµετρική παράσταση για το διάνυσµα (x, y), όπου

(x, y) = (c − a, d − b).

Παράδειγµα 1. Ποιές είναι οι συντεταγµένες του τερµατικού σηµείου T του γε-
ωµετρικού διανύσµατος που αντιστοιχεί στο (3,−2) που έχει αρ-
χικό σηµείο το S(−1,4);

Λύση: ΄Ενα σχεδιάγραµµα όπως αυτό που ϐλέπετε στα δεξιά σας ϐοηθάει να
αναπαραστήσετε µε µια εικόνα τα δεδοµένα. Εαν το (c, d) δηλώνει τις
συντεταγµένες του τερµατικού σηµείου T του ϐέλους, τότε

(c, d) = (−1 + 3,4 + (−2))
= (2,2).

2
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Παράδειγµα 2. Ποιό διάνυσµα αντιστοιχεί στο ϐέλος µε αρχικό σηµείο S(3,0)
και τερµατικό σηµείο το T(−2,−5);

Λύση: Ξανά, ένα σχεδιάγραµµα είναι χρήσιµο. Ε-
αν το (x, y) δηλώνει το διάνυσµα µε την δο-
ϑείσα γεωµετρική παράσταση, τότε

(x, y) = (−2 − 3,−5 − 0)
= (−5,−5).

2

Σηµειώστε οτι εδώ συνήθως χρησιµοποιούµε κατάλληλο συµβολισµό όπως για πα-
ϱάδειγµα S(x, y) για να δηλώσουµε ενα σηµείο και τις συντεταγµένες του, και µε (x, y)
για να δηλώσουµε ενα διάνυσµα ή την γεωµετρική παράστασή του. Επίσης ϑα χρησι-
µοποιήσουµε παχειά γράµµατα, όπως τα v, u, και t, για να δηλώσουµε διανύσµατα στο
R2. Πλαγιαστά γράµµατα, όπως τα v, u, και t, ϑα χρησιµοποιούνται γενικά για να ανα-
παραστήσουν πραγµατικούς αριθµούς. Σε τούτο το ϐιβλίο, οι πραγµατικοί αριθµοί ϑα
αναφέρονται συχνά ως αριθµοί(µεγέθοι που µπορούν να τροποποιηθούν µόνο ως προς
τη ποσότητά τους δηλ. να αυξηθούν ή να ελλατωθούν ή όπως αλλιώς λέµε, έχουν µόνο
µια διάσταση). Στα χειρόγραφα, συχνά συµβολίζουµε ενα διάνυσµα µε ενα γράµµα µε
ενα ϐελάκι πάνω του, όπως ~v,~t, και ~s. ΄Ενας άλλος τρόπος να δηλώσουµε ενα διάνυσµα
είναι να ϑέσουµε µια παχειά γραµµή κάτω απο το γράµµα, όπως στα v, t, και s.

Ασκήσεις 1.2

Στις Ασκήσεις 1–10, σχεδιάστε την παράσταση σε βέλος του δοθέντος διανύσµατος µε
αρχικό σηµείο (α) στην αρχή O(0,0)· (β) το Q(3,2)· (γ) το R(2,−1)· (δ) το S(−3,−2)·
και (ε) T(−2,0).
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Παράδειγµα . (4,2)

Λύση:

2

2. (1,1)

3. (3,4)

4. (4,−1)

5. (2,−2)

6. (−2,1)

7. (−3,4)

8. (−6,−1)

9. (−2,−4)

10. (3,0)

11. (0,−5)

Στις Ασκήσεις 11–20, βρείτε τις συντεταγµένες του τερµατικού σηµείου της γεωµετρικής
παράστασης του δοθέντος διανύσµατος εαν το αρχικό σηµείο είναι (α) O(0,0)· (β) Q(3,2)·
(γ) R(4,−1)· (δ) S(−3,7)· και (ε) T(−6,−5).
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12. (1,6)

13. (2,4

14. (−3,5)

15. (−4,1)

16. (7,−8)

17. (3,−4)

18. (−3,−4)

19. (−5,−9)

20. (−2,0)

21. (0,4)

Στις Ασκήσεις 21–28, δίνονται οι συντεταγµένες δυο σηµείων S και T. S είναι το αρχικό
σηµείο της γεωµετρικής παράστασης του διανύσµατος (x, y), και T είναι το τερµατικό ση-
µείο. Βρείτε το διάνυσµα.

22. S(1,2),T(5,4)

23. S(3,5),T(6,8)

24. S(2,−1),T(−3,2)

25. S(6,−4),T(−1,5)

26. S(7,12),T(−8,3)

27. S(4,−2),T(−3,6)

28. S(−6,−4),T(0,−4)

29. S(−5,−2),T(−5,6)

30. Βρείτε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y) τέτοιο που το ϐέλος απο το S(x, y) στο T(7,3)
παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο το O(0,0) στο S.

31. Βρείτε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y), τέτοιο που το ϐέλος απο το S(x, y) στο T(9,−3)
παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο το O(0,0) στο S.

32. Το ϐέλος απο το R(3,5) στο S(x, y) παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο το
S(x, y) στο T(8,1). Βρείτε το (x, y).

33. Το ϐέλος απο το R(−4,−7) στο S(x, y) παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο
το S(x, y) στο T(4,11). Βρείτε το (x, y).

34. Βρείτε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y), τέτοιο που το ϐέλος απο το S(x, y) στο T(6,−2)
παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο το Q(4,−7) στο R(3,1).
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35. Βρείτε το διατεταγµένο Ϲευγάρι (x, y), τέτοιο που το ϐέλος απο το S(−1,−2) στο T(x, y)
παριστάνει το ίδιο διάνυσµα µε το ϐέλος απο το Q(2,4) στο R(8,−2).

Οι Βασικές ∆ιανυσµατικές Πράξεις

1.3. Αθροίσµατα και ∆ιαφορές ∆ιανυσµάτων

Το γεγονός οτι οποιοδήποτε διάνυσµα (x1, y1) µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια µετατόπιση
x1 µονάδων παράλληλα µε τον x−άξονα που ακολουθείται απο µια µετατόπιση y1 µονάδων
παράλληλα µε τον y−άξονα, µας υποδεικνύει οτι το (x1, y1) µπορεί να ϑεωρηθεί ως το ῾῾
άθροισµα᾿᾿ των διανυσµάτων (x1,0) και (0, y1). (∆είτε Σχήµα 1.8)

Σχήµα 1.8: Σχήµα 1.9:

Γενικότερα (δείτε Σχήµα 1.9), µια µετατόπιση κατά µήκος οποιουδήποτε ϐέλους που
αντιστοιχεί στο διάνυσµα v1 = (x1, y1) που ακολουθείται απο µια µετατόπιση απο το
τερµατικό σηµείο αυτού του ϐέλους και κατά µήκος του διανύσµατος v2 = (x2, y2) έχει
αποτέλεσµα µια απλή µετατόπιση που αντιστοιχεί στο διάνυσµα (x1 + x2, y1 + y2). Αυτό
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το γεγονός µας οδηγεί να ορίσουµε το άθροισµα δυο διανυσµάτων ως εξής :

2 Εαν v1 = (x1, y1) ∈ R2 και v2 = (x2, y2) ∈ R2
, τότε v1 +v2 = (x1, y1)+ (x2, y2) =

(x1 + x2, y1 + y2).

Παράδειγµα 1. Βρείτε r και s ώστε

(r, s) = (3,1) + (−2,3),

και σχηµατίστε την κανονική παράσταση για κάθε ενα απο τα
διανύσµατα (r, s), (3,1), και (−2,3).

Λύση: Παίρνετε

(r, s) = (3,1) + (−2,3)
= (3 + (−2),1 + 3)
= (1,4).

Την κανονική παράσταση κάθε δια-
νύσµατος την ϐλέπετε δεξιά. 2

΄Εαν διακεκοµµένες γραµµές χρησιµοποιηθούν στο παραπάνω διάγραµµα για να σχη-
µατίσουν ενα πλήρες παραλληλόγραµµο που εχει τις (κανονικές) γεωµετρικές παραστά-
σεις των (−2,3) και (3,1) ως γειτονικές πλευρές, τότε η διαγώνιος του παραλληλογράµµου
ειναι η (κανονική) γεωµετρική παράσταση του αθροίσµατος (1,4), οπως ϕαίνεται στο Σχή-
µα 1.10. Γι΄ αυτό τον λόγο, η διανυσµατική πρόσθεση µερικές ϕορές αναφέρεται ως η
πρόσθεση µε τον κανόνα του παραλληλογράµµου.
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Σχήµα 1.10: Σχήµα 1.11:

Επίσης, όπως δείχνει το Σχήµα 1.10, υπάρχει µια παράσταση του (−2.3) ως ϐέλος µε
αρχικό σηµείο στο S(3,1) και τερµατικό σηµείο στο T(1,4). Αυτό παριστάνει τον κανόνα
του τριγώνου για την απεικόνιση του αθροίσµατος δύο διάνυσµάτων: Εαν ενα ϐέλος που
παριστά ένα διάνυσµα v σχεδιάζεται οπότε να εχει αρχικό σηµείο το τερµατικό σηµείο ενος
ϐέλους που παριστά ένα διάνυσµα u, τότε το ϐέλος που ενώνει το αρχικό σηµείο του u µε
το τερµατικό σηµείο του v παριστά το διανυσµατικό άθροισµα u + v (Σχήµα 1.11).Επειδή
για κάθε διάνυσµα (x, y) ∈ R, έχετε

(x, y) + (0,0) = (x + 0, y + 0) = (x, y)

και
(0,0) + (x, y) = (0 + x,0 + y) = (x, y),

το διάνυσµα (0,0), που καλείται το µηδενικό διάνυσµα, κατέχει το ϱόλο του ταυτοτικού

στοιχείου ως προς την πρόσθεση των διανυσµάτων του R2. Το µηδενικό διάνυσµα συνήθως
παριστάνεται µε το σύµβολο 0· η γεωµετρική του παράσταση ειναι απλά σηµείο.
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Το σύµβολο −v = −(x, y) παριστάνει ενα διάνυσµα που οι συντεταγµένες του ειναι οι
αρνητικές τιµές των συντεταγµένο του v = (x, y). ∆ηλαδη:

2 Εαν v = (x, y) ∈ R2, τότε −v = −(x, y) = (−x,−y).

Για παράδειγµα, εαν, v = (2,−4) τότε −v(−2,−(−4)) = (−2,4). Επειδή για κάθε διάνυσµα,
είναι αλήθεια οτι

v + (−v) = (x, y + (−x,−y) = (x + (−x), y + (−y)) = (0,0) = 0,

το −v καλείται αντίστροφο ως προς την πρόθεση, ή το αρνητικό του v. Αυτο µας
οδηγεί σε ενα ϕυσιολογικό ορισµό της διαφοράς δύο διανυσµάτων:

2 Εαν v1 = (x1, y1) ∈ R2 και v2 = (x2, y2) ∈ R2
, τότε

v1 − v2 = v1 + (−v2)
= (x1, y1) + (−x2,−y2)
= (x1 − x2, y1 − y2).

Παράδειγµα 2. Βρείτε τα r και s ετσι ώστε (r, s) = (3,1) − (−2,3), και σχηµα-
τίστε την κανονική παράσταση για κάθε ένα απο τα διανύσµατα
(r, s), (3,1) και (−2,3).

Λύση: ΄Εχετε,

(r, s) = (3,1) − (−2,3) = (3,1) + (2,−3) = (5,−2).

Η κανονική παράσταση για κάθε διάνυσµα εµφανίζεται παρακάτω. 2
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Στο διάγραµµα του Παραδείγµατος 2, παρατηρείστε ότι το (2,−3), ο αντίθετος ως προς
την πρόσθεση του (−2,3), εχει µια κανονική γεωµετρική παράσταση συγραµµική και του
ιδίου µήκους µε του (−2,3), αλλά στην αντίθετη κατεύθυνση. Παρατηρείστε επίσης οτι η
κανονική γεωµετρική παράσταση της διαφοράς του (3,1) µε το (−2,3) δηλαδή του (5,−2),
ειναι η κανονική γεωµετρική παράσταση του αθροίσµατος των (3,1) καί (2,−3).

Γενικά, η κανονική γεωµετρική παράσταση του −v ειναι συγγραµµικη και του ιδίου
µήκους µε εκείνη του v αλλά µε αντίθετη κατεύθυνση. Μια γεωµετρική παράσταση της
διαφοράς u−v µπορεί λοιπον να επιτευχθεί εφαρµόζοντας το νόµο του παραλληλογράµµου
ή του τριγώνου στο άθροισµα u + (−v), όπως δείχνεται στο Σχήµα 1.13α΄ παρακάτω.

Υπάρχει άλλος ενας ϐολικός τρόπος για να σχεδιάσουµε την διανυσµατική διαφορά.
Αν, για παράδειγµα, το διάνυσµα απο την διαφορά (5,−2) = (3,1)−(−2,3) του Παραδείγ-
µατος 2 παριστάνεται µε ενα ϐέλος µε αρχικό σηµείο S(−2,3), τότε το τερµατικό σηµείο
του T, εχει συντεταγµένες
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Σχήµα 1.12:

(−2,3) + (5,−2), ή (3,1),

όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.12. Αυτό αποτελεί ενα
παράδειγµα για το εξής γεγονός : Εαν u και v εί-
µαι οποιαδήποτε διανύσµατα του R2, τότε επειδή η
διαφορά u − v ικανοποιεί

v + (u − v) = u,

υπάρχουν παραστάσεις µε ϐέλη για τα u, v,
και u − v που σχηµατίζουν ενα τρίγωνο στο επίπεδο, µε ϐέλη που έχουν κατευθύνσεις
όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1.13β΄. Αυτό, µε την σειρά του, µας εξηγεί τον λόγο γιατί συχνά
η διαφορά u − v αναφέρεται ως το ῾῾διάνυσµα απο το v στο u᾿᾿.
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(α΄) (β΄)

Σχήµα 1.13:

Ο παρακάτω πίνακας συνοψίζει τις ϐασικές ιδιότητες της διανυσµατικής πρόσθεσης.
Οι αποδείξεις αυτών των ιδιοτήτων αφήνονται ως ασκήσεις (σελ. 22).

Ιδιότητες της ∆ιανυσµατικής Πρόσθεσης

Εαν u, v, και s είναι διανύσµατα του R2, τότε

1. u + v ∈ R2 Κλειστότητα
2. u + v = v + u Αντιµεταθετικότητα
3. (u + v) + s = u + (v + s) Προσεταιριστικότητα
4. u + 0 = u και 0 + u = u Ιδιότητα του ταυτοτικού στοιχείου
5. u + (−u) = 0 και (−u) + u = 0 Ιδιότητα του αντίθετου στοιχείου
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Παρατηρείστε οτι αυτές οι ιδιότητες έχουν την ίδια τυπική µορφή µε τις γνωστές ιδιό-
τητες που έχει και η πρόσθεση πραγµατικών αριθµών. Παρατηρείστε συγκεκριµµένα ότι,
όπως η πρόσθεση στους πραγµατικούς, η πρόσθεση των διανυσµάτων είναι ϐασικά µια
διαδική πράξη· το άθροισµα τριών ή παραπάνω διανυσµάτων ορίζεται αναδροµικά απο τις

u + v + s = (u + v) + s,
u + v + s + t = (u + v + s) + t,

κ.ο.κ. Φυσικά, επειδή η πρόσθεση είναι προσεταιριτική και αντιµεταθετική, µπορείτε να
προστείθετε διανύσµατα ανα Ϲεύγη, διαλέγοντας µε όποιο τρόπο σας ϐολεύει τα Ϲευγάρια
και την σειρά που αυτά ϑα προστεθούν· τελικά ϑα παίρνετε πάντοτε το ίδιο αποτέλεσµα.

΄Αλλη µια σπουδαία ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών αλλά και των διανυσµάτων
είναι η γενική Αρχή της Αντικατάστασης:

2 Αλλάζοντας το σύµβολο µε το οποίο έχουµε ονοµάσει µια µαθηµατική οντό-
τητα µέσα σε µια µαθηµατική έκφραση δεν αλλάζει την ερµηνεία και την ισχύ
της έκφρασης.

Σε σχέση µε την διανυσµατική πρόσθεση, αυτή η αρχή ϑα µπορούσε να διατυπωθεί και
ως εξής :

Εαν u = v και s = t, τότε u + s = v + t.

Ασκήσεις 1.3

Στις Ασκήσεις 1–12, βρείτε r και s οπότε η δοθείσα ισότητα να αληθεύει. Σχεδιάστε την
κανονική παράσταση κάθε εµπλεκόµενου διανύσµατος.
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2. (r, s) = (4,1) + (2,−3)

3. (r, s) = (3,4) + (−1,−5)

4. (r, s) + (3,−1) = (2,5)

5. (r, s) + (6,−2) = (7,3)

6. (5,−3) + (0,0) = (r, s)

7. (2,−3) + (4,6) = (r, s)

8. (r, s) = (7,−2) − (3,−5)

9. (r, s) = (6,5) − (2,3)

10. (7,−3) − (r, s) = (5,1)

11. (−2,4) − (r, s) = (3,−2)

12. (r, s) − (1,0) = (5,1)

13. (r, s) − (3,−2) = (4,5)

Στις Ασκήσεις 13–18, s = (−1,4), t = (3,2), και u = (−4,−1). Βρείτε ενα διάνυσµα v για
το οποίο η δοθείσα εξίσωση αληθεύει.

14. s − v = t
15. v − s = u
16. t + s = v − u

17. u + t = v − s
18. t + s = t − v
19. u − s = t + v

Στις Ασκήσεις 19–29, εαν a,u, v, και t είναι διανύσµατα του R2, αποδείξτε κάθε µια
πρόταση.

Παράδειγµα . u + v ∈ R2.

Λύση: ΄Εστω u = (x1, y1) και v = (x2, y2). Τότε

u + v = (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2).

Επειδή η πρόσθεση είναι κλειστή στο R, x1 + x2 ∈ R και y1 + y2 ∈ R.
Οπότε, (x1 + x2, y1 + y2) ∈ R2

. 2

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 23 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

20. u + v = v + u

21. (u + v) + s = u + (v + s)

22. v + (u − v) = u

23. Εαν u + v = 0, τότε u = −v.

24. u + 0 = u

25. u + (−u) = 0

26. s + t ∈ R2

27. −u − v = −(u + v)

28. Εαν u + v = t, τότε u = t − v.

29. Εαν a + u = u, τότε a = 0 (µοναδικότητα του ταυτοτικού στοιχείου ως προς την πράξη
της πρόσθεσης).

30. Εαν a + u = 0, τότε a = −u (µοναδικότητα του αντίστροφου στοιχείου ως προς την
πράξη της πρόσθεσης).

1.4. Η Νόρµα και η Κατεύθυνση ενός ∆ιανύσµατος

Σε κάθε διάνυσµα v = (x, y) του R2 αντιστοιχεί ένας µοναδικός αριθµός που καλείται
η νόρµα, ή το µέγεθος, του v. Η νόρµα συµβολίζεται µε το συµβολο ‖v‖ και ορίζεται απο
τον τύπο

2 ‖v‖ =
√
x2 + y2.

Σε αναλογία µε την συνήθη χρήση του συµβόλου της τετραγωνικής ϱίζας
√

, η νόρµα

κάθε διανύσµατος είναι µή αρνητική.

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 24 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Παρατηρείστε οτι, στην περίπτωση που v = 0 = (0,0), τότε ‖v‖ =
√

0 = 0. Αντίστροφα,
εαν ‖v‖ = 0, τότε v = (0,0) = 0, επειδή

√
x2 + y2 είναι 0 αν και µόνο αν και τα x και y

είναι συγχρόνως 0. Συνεπώς ‖v‖ = 0 αν και µόνο αν το v είναι το µηδενικό διάνυσµα.
Γεωµετρικά, η νόρµα ενος διανύσµατος µπορεί να παρασταθεί ως το µήκος οποιασδή-

ποτε παράστασης του σε ϐέλος. Για παράδειγµα, εαν η παράσταση σε ϐέλος του v = (x, y)
έχει αρχικό σηµείο A(a, b), τότε το v έχει τερµατικό σηµείο B(a + x, b + y), και απο τον
τύπο της απόστασης,

d(A,B) =
√

[(a + x) − a]2 + [(b + y) − b]2 =
√
x2 + y2 = ‖v‖.

Παράδειγµα 1. Βρείτε τη νόρµα του (3,−2).

Λύση: ‖(3,−2)‖ =
√

32 + (−2)2 =
√

9 + 4 =
√

13. 2

Σε κάθε µη µηδενικό διάνυσµα v του R2 µπορούµε να αντιστοιχήσουµε µια κατεύ-
ϑυνση µε τον εξής τρόπο:

2 Εαν v = (x, y) ∈ R2 και v , 0, τότε η κατεύθυνση του v είναι το µέτρο της
γωνίας θ για την οποία

sin θ =
y

‖v‖
=

y√
x2 + y2

και cos θ =
x

‖v‖
=

x√
x2 + y2

(1)

και 0 ≤ mo(θ) < 360 εαν η θ µετριέται σε µοίρες, ή 0 ≤ mR(θ) < 2π εαν η θ
µετριέται σε ακτίνια.

Στο υπόλοιπο κεφάλαιο, οι γωνίες κατεύθυνσης ϑα µετριούνται σε µοίρες.
Απο τις εξισώσεις (1) προκύπτει άµµεσα οτι

v = (x, y) = (‖v‖ cos θ, ‖v‖ sin θ). (2)
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Οπότε ϐλέπετε οτι ενα διάνυσµα ορίζεται µοναδικά απο το µέγεθος του και την κατεύθυνση
του.

Επειδή η κατεύθυνση του διανύσµατος v ορίζεται απο το µέγεθος µιας γωνίας θ, ϑα
καλούµε την γωνία θ ως την γωνία κατεύθυνσης του v. Γεωµετρικά, η θ ορίζεται απο
την παράσταση σε ϐέλος του v και την ακτίνα που έχει το ίδιο αρχικό σηµείο µε αυτό το
ϐέλος και είναι παράλληλη µε τον x-άξονα και κατεύθυνση του ϑετικού x-άξονα(Σχήµα
1.14).

Σχήµα 1.14:

Την παράλληλη ακτίνα στο x-άξονα ϑεωρούµε οτι είναι η αρχική πλευρά της θ. Η ακτίνα
που περιέχει το ϐέλος v, και που έχει το ίδιο αρχικό σηµείο µε αυτό το ϐέλος, είναι η
τερµατική πλευρά της θ.

Παράδειγµα 2. Βρείτε την νόρµα και την κατεύθυνση του διανύσµατος (4,−3).

Λύση: Κατ΄ αρχήν παρατηρείστε οτι ‖(4,−3)‖ =
√

16 + 9 = 5. Οπότε, απο τον
ορισµό, η κατεύθυνση m◦(θ) του (4,−3) ορίζεται απο

sin θ =
−3
5

= −0.6 και cos θ =
4
5

= 0.8.
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Παρατηρείστε απο το διπλανό σκίτσο ή α-
πο το γεγονός οτι sin θ < 0 και cos θ > 0,
οτι η τερµατική πλευρά της θ ϐρίσκε-
ται στο IV τεταρτηµόριο. Οπότε η τιµή
m
◦(θ) της θ σε µοίρες είναι µεγαλύτερη

των 270◦. Με την ϐοήθεια κατάλληλου
λογισµικού ή απο τον Πίνακα στη σελί-
δα 213, παίρνεται m◦(θ) = 323◦10′ περί-
που. 2

Εαν, για x , 0, προσέξουµε το πρόσηµο του x δηλ. εαν x > 0 ή x < 0, και του y δηλ.
εαν y ≥ 0 ή y < 0, τότε η τριγωνοµετρική ταυτότητα

tan θ =
sin θ
cos θ

=
y

x
(3)

µας δίνει ενα διαφορετικό τρόπο υπολογισµού της κατεύθυνσης m◦(θ) του v = (x, y).
Πράγµατι· αν y = 0, τότε m◦(θ) = 0 ή m

◦(θ) = 180 ανάλογα εαν x > 0 ή x < 0,
αντίστοιχα. Αν y , 0, τότε µπορείτε να χρησιµοποιήσετε την Εξίσωση 3 για να ϐρείτε µια
γωνία αναφοράς α, µε τιµή 0 < m◦(α) < 90, για την οποία ισχύει

tanα = |
y

x
|.

τότε παίρνοντας υπόψη τα τερτατηµόρια (δείτε Σχήµα 1.15), έχετε

m
◦(θ) = m

◦(α) εάν x > 0, y > 0 (Τερτατηµόριο Ι),
m
◦(θ) = 180 −m◦(α) εάν x < 0, y > 0 (Τερτατηµόριο ΙΙ),

m
◦(θ) = 180 +m◦(α) εάν x < 0, y < 0 (Τερτατηµόριο ΙΙΙ),

m
◦(θ) = 360 −m◦(α) εάν x > 0, y < 0 (Τερτατηµόριο IV).
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m
◦(θ) = m

◦(α) m
◦(θ) = 180 −m◦(α)
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m
◦(θ) = 180 +m◦(α) m

◦(θ) = 360 −m◦(α)
Σχήµα 1.15:

Φυσικά, εάν x = 0 αλλά y , 0, τότε m◦(θ) = 90 ή m◦(θ) = 270 ανάλογα εαν y > 0 ή
y < 0, αντίστοιχα.

Εφαρµόζοντας αυτή την µέθοδο για το διάνυσµα (4,−3) στο Παράδειγµα 2 παραπάνω,
για παράδειγµα, ϑα πάρετε

tan θ =
−3
4

και tanα = |
−3
4
| =

3
4
.

Τότε, απο τον πίνακα στη σελίδα 213, έχετε m◦(α) ≈ 323◦50′. Επειδή x > 0 και y < 0,

m
◦(θ) = 360 −m◦(α) ≈ 323◦10′.
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Σηµειώστε οτι για το µηδενικό διάνυσµα 0, οι Εξισώσεις 1 στη σελίδα 24 ϑα σας δώσουν

sin θ =
0
‖0‖

=
0
0

και cos θ =
0
‖0‖

=
0
0
.

Επειδή αυτές οι εκφράσεις δεν έχουν κάποιο νόηµα, η κατεύθυνση του 0 δεν ορίζεται.
Οµως, σε κάποιες περιπτώσεις, είναι χρήσιµο να σκεφτόµαστε ότι το µηδενικό διάνυσµα
µορεί να έχει µια συγκεκριµµένη κατεύθυνση (δείτε Παράδειγµα 3 παρακάτω). Οπότε,
ϑα συµφωνήσουµε οτι µπορούµε να δωσουµε οποιαδήποτε κατεύθυνση επιθυµούµε στο
µηδενικό διάνυσµα. Αυτή η συµφωνία ϕάινεται γεωµετρικά αποδεκτή εαν σκεφτείται οτι
η κανονική παράσταση του µηδενικού διανύσµατος (η αρχή των αξόνων) ϐρίσκεται πάνω
σε κάθε ακτίνα που έχει ως αρχικό σηµείο την αρχή των αξόνων.

Εαν δυο διανύσµατα έχουν την ίδια κατεύθυνση, τότε οι κανονικές παραστάσεις τους
ϐρίσκονται πάνω στην ίδια ακτίνα µε αρχικό σηµείο στην αρχή των αξόνων. Στην Ενότητα
1.3, παρατηρήσαµε οτι η κανονική παράσταση του −v είναι συγραµµική και του ιδίου
µήκους µε εκείνης του v, αλλά µε αντίθετη κατεύθυνση· αυτό ϑα το δούµε πιο αυστηρά
στο Παράδειγµα 4 παρακάτω. ∆ιανύσµατα που εχουν ίδιες ή αντίθετες κατευθύνσεις,
δηλαδή διανύσµατα που οι κατευθύνσεις τους είναι ίσες ή διαφέρουν κατά ±180◦, λέγονται
παράλληλα διανύσµατα. ∆ιανύσµατα που οι κανονικές τους παραστάσεις είναι κάθετες
µεταξύ τους, δηλαδή, που οι κατευθύνσεις τους διαφέρουν κατά ±90◦ ή ±270◦, λέγονται
οτι είναι κάθετα ή ορθογώνια, διανύσµατα.

Παράδειγµα 3. Αποδείξτε οτι τα διανύσµατα v = (a, b), και u = (−b, a) έχουν
ίσες νόρµες και είναι κάθετα διανύσµατα.

Λύση: Οι νόρµες είναι ίσες, επειδή

‖u‖ =
√

(−b)2 + a2 =
√
a2 + b2 = ‖v‖.

Για να δείξουµε οτι τα διανύσµατα είναι κάθετα, ας υποθέσουµε κατ΄ αρ-
χήν ότι το v δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα. Τότε µπορείται να αποδείξετε
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το Ϲητούµενο, δείχνοντας οτι τα σηµεία O(0,0),S(a, b), και T(−b, a) είναι
οι κορυφές ενός ορθογώνιου τριγώνου µε υποτείνουσα την ST (δείτε το
διάγραµµα παρακάτω). Εχετε,

[d(S,T)]2 = (−b − a)2 + (a − b)2

= (−b)2 + 2ab + a2 + a2 − 2ab + b2

= [(−b)2 + a2] + [a2 + b2]

= [d(O,T)]2 + [d(O,S)]2
,

δηλαδή,
‖u − v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Οπότε, απο το αντίστροφο του Πυθαγόριου Θεωρήµατος, η ∠TOS είναι

ορθή γωνία και τα u και v είναι κάθετα διανύσµατα. Εαν το v είναι το
µηδενικό διάνυσµα, τότε τα u και v είναι κάθετα διανύσµατα, αφού, λόγω
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της συµφωνίας, το µηδενικό διάνυσµα µπορεί να πάρει οποιαδήποτε
κατεύθυνση. Εδώ ολοκληρώνεται η απόδειξη. 2

Εαν v = (a, b) και u = (−b, a), τότε η µελέτη των πιθανών προσήµων των a και b
δείχνει οτι(δείτε Ασκηση 39, σελίδα 34) εαν η κανονική παράσταση του v ϐρίσκεται στο
Τεταρτηµόριο Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ή IV, τότε η κανονική παράσταση του u ϐρίσκεται στο Τεταρτηµόριο
ΙΙ, ΙΙΙ, IV, ή Ι, αντίστοιχα. ∆ηλαδή, η κανονική παράσταση του u είναι ενα τεταρτηµόριο
µπροστά απο την κανονική παράσταση του v, µε στροφή δεξιόστροφη.

Παράδειγµα 4. Αποδείξτε οτι τα διανύσµατα v(a, b) και w = (−a,−b) έχουν ίσες
νόρµες και είναι παράλληλα διανύσµατα µε αντίθετες κατευθύν-
σεις.

Λύση: Σηµειώστε πρώτα οτι

‖w‖ =
√

(−a)2 + (−b)2 =
√
a2 + b2 = ‖v‖.

τότε παρατηρείστε οτι εαν θv και θw είναι γωνίες κατευθυνσης των v και
w, αντίστοιχα, και εαν a , 0, τότε

tan θv = b

a
και tan θw = −b

−a
= b

a
.

Οπότε η µέθοδος που συζητήθηκε στη σελίδα 26 µπορεί να χρησιµοποιη-
ϑεί για να ϐρούµε τις κατευθύνσεις των v και w. Για παράδειγµα, υποθέ-
στε οτι η κανονική παράσταση του v ϐρίσκεται στο Τεταρτηµόριο ΙΙ. Τότε
a < 0 και b > 0. Οπότε, −a > 0 και −b < 0, και η κανονική παράσταση
του w ϐρίσκεται στο Τεταρτηµόριο IV. Επειδή tan θv = tan θw, οι θv και θw
έχουν την ίδια γωνία αναφοράς α. Οπότε παιρνετε, m◦(θv) = 180−m◦(α)
και m◦(θw) = 360−m◦(α), οπότε m◦(θw)−m◦(θv) = 180. Οπότε τα v και
w είναι παράλληλα διανύσµατα µε αντίθετες κατευθύνσεις.

Εαν η κανονική γεωµετρική παράσταση του v ϐρίσκεται στα Τεταρτη-
µόρια Ι, ΙΙΙ ή IV, η απόδειξη είναι η όµοια και αφήνεται σε σας. Η µελέτη
των περιπτώσεων στις οποίες το v ϐρίσκεται πάνω σε κάποιο άξονα ή εαν
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το v είναι το µηδενικό διάνυσµα επίσης αφήνεται σε σας.
(Μια ενδιαφέρουσα διαφορετική απόδειξη οτι τα v και wέχουν αντίθε-

τες κατευθύνσεις χρησιµοποιεί το αποτέλεσµα του Παραδείγµατος 3 και
το γεγονός οτι τα διανύσµατα

v = (a, b) και u = (−b, a),
συσχετίζονται µεταξύ τους όπως τα διανύσµατα

v = (a, b) και u = (−b, a),
µε το −b και a στη ϑέση των a και b, αντίστοιχα. Οπότε, εαν v , 0, τότε
το u είναι κάθετο στο v και ένα τεταρτηµόριο µπροστά απο το v, και το w
είναι κάθετο στο u και ένα τεταρτηµόριο µπροστά απο το u.) 2

Ασκήσεις 1.4

Στις Ασκήσεις 1-16, βρείτε την νόρµα και τη κατεύθυνση του δεδοµένου διανύσµατος .
Χρησιµοποιήστε τον Πίνακα, σελίδα 213, για να προσεγγίσετε µέτρα γωνιών µε ακρίβεια
δέκα λεπτών της µοίρας.

2. (3,3)

3. (−5,−5)

4. (
√

3,1)

5. (−1,
√

3)

6. (−3,4)

7. (5,−12)

8. (−2,0)

9. (0,−4)

10. (−6,−8)

11. (12,−5)

12. (3,2) + (0,−6)

13. (−2,4) + (−3,8)

14. (6,5) + (−2,−3)

15. (−3,4) + (6,−1)

16. (5,1) − (2,−2)

17. (7,−3) − (−5,2)

Στις Ασκήσεις 17–24, προσσεγίστε κάθε διάνυσµα v = (x, y) ∈ R2, χρησιµοποιώντας τον
τύπο

v = (x, y) = (‖v‖ cos θ, ‖v‖ sin θ).
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Χρησιµοποιήστε τον Πίνακα, σελίδα 213, για να βρείτε τις τιµές των cos θ και sin θ µε
ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων.

18. ‖v‖ = 5;m◦(θ) = 30

19. ‖v‖ = 3;m◦(θ) = 45

20. ‖v‖ = 6;m◦(θ) = 90

21. ‖v‖ = 10;m◦(θ) = 120

22. ‖v‖ = 2;m◦(θ) = 300

23. ‖v‖ = 4;m◦(θ) = 285

24. ‖v‖ = 7;m◦(θ) = 210

25. ‖v‖ = 8;m◦(θ) = 180

Στις Ασκήσεις 25-30, βρείτε την τιµή του x ή του y έτσι ώστε το πρώτο διάνυσµα να είναι
(α) παράλληλο και (β) κάθετο προς το δεύτερο διάνυσµα.

Παράδειγµα . (x,3), (2,5)

Λύση: (α) ΄Εστω α είναι η γωνία κατεύθυνσης για το (x,3) και θ είναι η γωνία
κατεύθυνσης για το (2,5). Οπότε

tanα =
3
x

και tan θ =
5
2
.

Αν οι εφαπτόµενες γωνίες κατεύθυνσης δύο διανυσµάτων είναι ίσες, τότε
τα διανύσµατα έχουν την ίδια ή την αντίθετη κατεύθυνση και, ως εκ
τούτου, είναι παράλληλα. ΄Ετσι τα (x,3) και (2,5) είναι παράλληλα αν

3
x

=
5
2
, ή x =

6
5
.

(ϐ) Από το Παράδειγµα 3, σελίδα 29, γνωρίζετε ότι το (−5,2) είναι κάθετο
στο (2,5). ΄Ετσι τα (x,3) και (2,5) είναι κάθετα αν τα (x,3) και (−5,2)
είναι παράλληλα, δηλαδή, άν

3
x

=
2
−5
, ή x = −

15
2
.
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2

26. (x,4), (6,8)

27. (x,5), (2,9)

28. (3, y), (−2,3)

29. (5, y), (7,−1)

30. (x,−2), (−3,5)

31. (−3, y), (4,−1)

Στις Ασκήσεις 31-36, βρείτε τα ζητούµενα διανύσµατα, δίνοντας απαντήσεις που περιέ-
χουν ριζικά. (Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε τις Εξισώσεις (1) και (2), σελίδα 24.)

32. Το διάνυσµα (x, y) µε νόρµα 5 που έχει την ίδια κατεύθυνση όπως το (3,7).

33. Το διάνυσµα (x, y) µε νόρµα 2 που έχει την ίδια κατεύθυνση όπως το (2,−3).

34. ΄Ενα διάνυσµα (x, y) µε νόρµα 3 που είναι κάθετο στο (5,2).

35. Ενα διάνυσµα (x, y) µε νόρµα 6 που είναι κάθετο προς το (−3,4).

36. Το διάνυσµα (x, y) µε νόρµα ίση µε εκείνη του (4,−3) και την ίδια κατεύθυνση µε
εκείνη του (1,

√
3).

37. Το διάνυσµα (x, y) µε νόρµα ίση µε εκείνη του (−5,12) και την ίδια κατεύθυνση µε
εκείνη του (−2,2).

*38. Αποδείξτε ότι για όλα τα διανύσµατα u και v ∈ R2
, ‖u + v‖ < ‖u‖ + ‖v‖.

*39. Αποδείξτε ότι για όλα διανύσµατα u και v ∈ R2
, ‖u − v‖ < ‖u‖ + ‖v‖.

*40. Αποδείξτε ότι αν τα x και y είναι και τα δυο διαφορετικά από το 0, και το (x, y)
ϐρίσκεται στο Τερτατηµόριο Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ή IV, τότε το (−y, x) ϐρίσκεται στο Τερτατηµόριο
ΙΙ, ΙΙΙ,IV, ή Ι, αντίστοιχα.

*41. Αποδείξτε ότι αν τα x και y είναι και τα δυο διαφορετικά από το 0, και το (x, y)
ϐρίσκεται στο Τερτατηµόριο Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, ή IV, τότε το (y,−x) ϐρίσκεται στο Τερτατηµόριο
IV, Ι, ΙΙ, ή ΙΙΙ , αντίστοιχα.
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1.5. Γινόµενο ενός Αριθµού µε ένα ∆ιάνυσµα

Σχήµα 1.16:

Εαν v = (x, y) ∈ R2, τότε

v + v + v = (v + v) + v
= (x + x, y + y) + (x, y)
= (x + x + x, y + y + y)
= (3x,3y).

Κατ΄ αναλογία µε τους πραγµατικούς αριθµούς, το αποτέλεσµα αυτό δείχνει ότι το 3v
µπορεί να οριστεί από το

3v = 3(x, y) = (3x,3y).

Η γεωµετρική παράσταση του διανύσµατος v+v+v = 3v παρουσιάζεται στον Σχήµα 1.16.
Γενικά, ας συµφωνήσουµε ότι :

2 Αν v = (x, y) ∈ R2 και αν r ∈ R, τότε

rv = r(x, y) = (rx, ry).

Το διάνυσµα rv ονοµάζεται αριθµητικό πολλαπλάσιο του v.Παρατηρήστε ότι το γινόµενο

ενος αριθµού µε ένα διάνυσµα είναι διάνυσµα. Αν v = (x, y), τότε η νόρµα του διανύσµατος
rv είναι

‖r(x, y)‖ = ‖(rx, ry)‖ =
√
r2x2 + r2y2 =

√
r2(x2 + y2) = |r |

√
x2 + y2.

΄Ετσι :
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2 ‖rv‖ = |r |‖v‖.

Η κατεύθυνση του διανύσµατος rv είναι είτε η ίδια είτε η αντίθετη από εκείνη του v.
∆ηλαδή,

τα διανύσµατα v και rv είναι παράλληλα.

Αυτό µπορεί να αποδειχθεί ως εξής : Ας υποθέσουµε ότι η θ είναι η γωνία κατεύθυνσης
του v = (x, y) και α είναι η γωνία κατεύθυνσης του rv = (rx, ry). Τότε, αν r , 0 και x , 0,
έχετε tan θ =

y

x
και

tanα =
ry

rx
=
y

x
.

Επειδή tan θ = tanα, τα v και rv είναι παράλληλα.

Αν r , 0 και y , 0, αλλά x = 0, τότε rx = 0 και ry , 0. Οπότε m◦(θ) = 90 ή 270 και
m
◦(α) = 90 ή 270. Πάλι, v και rv είναι παράλληλα.
Τέλος, εάν είτε r = 0 είτε v = 0, τότε rv = 0. Επειδή έχουµε συµφωνήσει να δώσουµε

οποιαδήποτε κατεύθυνση στο 0, µπορούµε να ϑεωρήσουµε οτι το rv είναι παράλληλο προς
το v και στις δύο περιπτώσεις.

Μάλιστα, εξετάζοντας τα πρόσηµα, µπορεί να αποδειχθεί ότι εάν r > 0, τότε το rv
έχει την ίδια κατεύθυνση µε το v, και αν r < 0, τότε rv έχει την αντίθετη κατεύθυνση.
Τα αποτελέσµατα αυτά παρουσιάζονται στο Σχήµα 1.17. ΄Εχετε δει ότι για κάθε v ∈ R2

και κάθε r ∈ R, τα διανύσµατα v και rv είναι παράλληλα. Αν v , 0, τότε το αντίστροφο
αποτέλεσµα επίσης ισχύει, όπως δείχνει το Παράδειγµα 1 που ακολουθεί. Οπότε :

2 Αν u και v ∈ R2 και v , 0, και, τότε τα u και v είναι παράλληλα, αν και µόνο
αν υπάρχει ένας αριθµός r για τον οποίο u = rv.
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Σχήµα 1.17:

Παράδειγµα 1. Αποδείξτε ότι, αν u και v είναι παράλληλα διανύσµατα και v , 0,
τότε υπάρχει ένας αριθµός r για τον οποίο u = rv.

Λύση: Εάν u = 0, τότε u = 0v και r = 0. ∆ιαφορετικά, έστω u = (x1, y1) και
v = (x2, y2), και έστω θu και θv είναι οι γωνίες κατεύθυνσεις των u και v,
αντιστοίχως. Τότε, έχετε

sin θu =
y1

‖u‖
, cos θu =

x1

u
,

και
sin θv =

y2

‖v‖
, cos θv =

x2

v
,

Επειδή, από την υπόθεση, τα u και v και είναι παράλληλα, είτε

m
◦(θu) = m

◦(θv) ή m◦(θu) = m
◦(θv) ± 180.
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Αν m◦(θu) = m
◦(θv) ± 180, για παράδειγµα, τότε προκύπτει ότι

y1

‖u‖
=
−y2

‖v‖
και

x1

‖u‖
=
−x2

‖v‖
.

Αυτές οι εξισώσεις οδηγούν, αντίστοιχα, στις

y1 = −
‖u‖
‖v‖

y2 και x1 = −
‖u‖
‖v‖

x2.

Απο την υπόθεση, ‖v‖ , 0, οπότε ο − ‖u‖
‖v‖ είναι ένας πραγµατικός αριθµός

r. Οπότε,
y1 = ry2 και x1 = rx2,

και
(x1, y1) = r(x2, y2), ή διαφορετικά u = rv,

δηλαδή το Ϲητούµενο.
Η απόδειξη για την περίπτωση m◦(θu) = m

◦(θv) είναι παρόµοια και
αφήνεται σε εσάς. 2

Με τη χρήση των ιδιοτήτων των πραγµατικών αριθµών (σελίδα ), µαζί µε τους ορισµούς
στο κεφάλαιο αυτό, µπορείτε να αποδείξετε ότι τα γινόµενα των αριθµών µε διανύσµατα
ακολουθούν τους παρακάτω νόµους :

Ιδιότητες του Πολλαπλασιασµού ενός ∆ιανύσµατος µε ένα Αριθµό

Αν u και v δυο διανύσµατα στο R2 και r και s είναι αριθµοί, τότε
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1. ru ∈ R2 Κλειστότητα
2. (rs)u = r(su) Προσεταιριστικότητα
3. 1u = u Πολλαπλασιαστική ταυτότητα
4. ru = 0 αν και µόνο αν r = 0 ή u = 0. Γινόµενο µε το µηδέν
5. −1u = −u Αντίθετο ως προς την πρόσθε-

ση
6. r(u + v) = ru + rv και (r + s)u = ru + su Επιµεριστικότητα
7. ‖rv‖ = |r |‖v‖ Ιδιότητα της νόρµας ως προς

τα πολλαπλάσια µε αριθµό

Το πρώτο µέρος της ιδιοτητας 6, αποδεικνύεται στο Παράδειγµα 2 παρακάτω. Η
ιδιότητα 7 αποδείχθηκε στην αρχή της ενότητας. Οι αποδείξεις για τις άλλες ιδιότητες
αφήνονται ως ασκήσεις (Ασκήσεις 35-41, σελίδα 44).

Παράδειγµα 2. Αποδείξτε ότι αν r ∈ R, v = (x1, y1) ∈ R2
, και t = (x2, y2) ∈ R2

,

τότε
r(v + t) = rv + rt.

Λύση: ΄Εχετε

r(v + t) = r[(x1, y1) + (x2, y2)] = r(x1 + x2, y1 + y − 2).

Από τον ορισµό του αριθµητικού πολλαπλάσιου,

r(x1 + x2, y1 + y2) = (r(x1 + x2), r(y1 + y2)).

Με το επιµεριστικό νόµο στους πραγµατικούς αριθµούς,

(r(x1 + x2), r(y1 + y2)) = (rx1 + rx2, ry1 + ry2).

Από τον ορισµό του αθροίσµατος των δύο διανυσµάτων,

(rx1 + rx2, ry1 + ry2) = (rx1, ry1) + (rx2, ry2).
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Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του γινοµένου ενός διανύσµατος µε ενα
αριθµό ξανά, έχετε

(rx1, ry1) + (rx2, ry2) = r(x1, y1) + r(x2, y2) = rv + rt,

και η απόδειξη είναι πλήρης. 2

΄Ενα διάνυσµα του οποίου η νόρµα είναι ίση µε 1 καλείται διανυσµατική µονάδα.
Για παράδειγµα, το ( 3

5 ,
4
5 ) είναι µια διανυσµατική µονάδα διότι

‖(
3
5
,
4
5

)‖ =

√
(
3
5

)2 + (
4
5

)2 =

√
9
25

+
16
25

=

√
25
25

= 1.

Μπορείτε να αναπαραστήσετε κάθε διάνυσµα (x, y) µε τη µορφή ενός γινοµένου ενος
αριθµού και µιας διανυσµατικής µονάδας µε την ίδια κατεύθυνση όπως (x, y). Για το
µηδενικό διάνυσµα αυτό είναι τετριµµένο, ϕυσικά, επειδή για κάθε διανυσµατική µονάδα
u,0u = 0. Για ενα µη µηδενικό διάνυσµα (x, y), κατάρχήν παρατηρείστε ότι√

x2 + y2(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

) = (x, y). (1)

Η νόρµα του
(

x√
x2+y2

,
y

√
x2+y2

)
δίνεται από το

‖

 x√
x2 + y2

,
y√

x2 + y2

 ‖ =

√
x2 + y2

x2 + y2 = 1.

Επειδή το (x, y) είναι ένα αριθµητικό πολλαπλάσιο του ( x√
x2+y2

,
y

√
x2+y2

), και η ϱίζα√
x2 + y2 είναι ϑετική, το (x, y) έχει την ίδια κατεύθυνση µε το ( x√

x2+y2
,

y
√
x2+y2

). ΄Ετσι
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το  x√
x2 + y2

,
y√

x2 + y2


) είναι µια διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση όπως το (x, y), και το επιθυµητό
γινόµενο εµφανίζεται στο αριστερό µέλος της Εξίσωσης 1. Μια συντοµότερη εκδοχή της
εξίσωσης δίνεται απο το τύπο

‖v‖(
v
‖v‖

) = v. (2)

Παράδειγµα 3. Βρείτε τη διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση όπως
το (−4,1).

Λύση: ΄Εχετε
‖(−4,1)‖ =

√
(−4)2 + 12 =

√
17.

΄Ετσι, η διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση όπως το (−4,1)
είναι η ( −4

√
17
,

1
√

17
). 2

Επειδή οι συντεταγµένες του ( x√
x2+y2

,
y

√
x2+y2

) είναι απλά cosθ και sin θ αντίστοιχα,

όπου θ είναι η γωνία κατεύθυνσης του (x, y), η Εξίσωση (1), σελίδα 40, µπορεί επίσης να
γραφτεί ως

‖v‖(cos θ, sin θ) = v. (3)

Αυτή είναι η µορφή σε γινόµενο της Εξίσωσης 2, σελίδα 41, δίνοντας το v ως συνάρτηση
της νόρµας του και της γωνίας κατεύθυνσης του.

Παράδειγµα 4. Εκφράστε το διάνυσµα (
√

2,
√

2) ως συνάρτηση της νόρµας του
και της γωνίας κατεύθυνσης του θ.
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Λύση: ΄Εχετε
‖(
√

2,
√

2)‖ =
√

2 + 2 =
√

4 = 2.

Στη συνέχεια, παίρνετε

cos θ =

√
2

2
και sin θ =

√
2

2
,

από τις οποίες έχετε m◦(θ) = 45. Οπότε, από την Εξίσωση 3,

(
√

2,
√

2) = 2(cos 45◦, sin 45◦).

2

Ασκήσεις 1.5

Στις Ασκήσεις 1–8, θέτουµε r = 3, s = −2,u = (1,3), v = (−2,5),m = (−1,−3), και
n = (0,−1). Εκφράστε κάθε ένα από τα ακόλουθα είτε ως διατεταγµένο ζεύγος είτε µε την
µορφή ενος κατάλληλου αριθµού.

1. ru + sv
2. r(u + v)

3. (r + s)m
4. (r + s)(u + v)

5. ‖rm − sv‖
6. ‖rm‖ − ‖sv‖
7. ‖s2v‖ − ‖s2n‖
8. ‖rsu‖ + ‖rsv‖

Στις Ασκήσεις 9-14, βρείτε τη διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση µε το συγκε-
κριµένο διάνυσµα.

9. (−1,2)

10. (2,5)

11. (3,6)

12. (4,−1)

13. (−4,−2)

14. (−3,5)
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Στις Ασκήσεις 15-20, αποφασίσετε αν τα δύο διανύσµατα κάθε ζεύγους είναι παράλληλα
ή όχι.

15. (3,4), (15,20)

16. (−9,6), (3,−2)

17. (2,−3), (18,−24)

18. (9,7), (−81,−56)

19. (4,−1), (−12,3)

20. (5,3), (−1,−0.6)

Στις Ασκήσεις 21-26, εκφράσετε κάθε διάνυσµα χρησιµοποιώντας την νόρµα και η γωνία
κατεύθυνσης του σύµφωνα µε τις εξισώσεις 3, σελίδα 41. Χρησιµοποιήστε τον Πίνακα 2,
σελίδα , για να βρείτε προσέγγιση του m◦(θ) µε ακρίβεια 10 λεπτών της µοίρας.

21. (
√

3,1)

22. (1,−2
√

2)

23. (3,−5)

24. (
√

7,3)

25. (−2,−7)

26. (
√

10,−
√

15)

Στις Ασκήσεις 27-34, βρείτε µια διανυσµατική µονάδα κάθετη στο δεδοµένο διάνυσµα.

Παράδειγµα.. (3,−2)

Λύση: Από το Παράδειγµα 3 της σελίδας 29, ένα διάνυσµα κάθετο προς (3,−2)
είναι το (2,3). Η διανυσµατική µονάδα στην κατεύθυνση του (2,3) είναι
η

(
2

√
22 + 32

,
3

√
22 + 32

), ή (
2
√

13
,

3
√

13
).

2

27. (2,2)

28. (−3,3)

29. (3,7)

30. (2,−2
√

3)

31. (3,0)

32. (0,−4)

33. (a, b)

34. (a,2a)
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Για r και s ∈ R,u = (x1, y1) ∈ R2
, και v = (x2, y2) ∈ R2, δείξτε ότι κάθε πρόταση στις

Ασκήσεις 35-41 αληθεύει.

35. ru ∈ R2

36. (rs)v = r(sv)

37. 1v = v
38. −1v = −v

39. (r + s)v = rv + sv

40. ru = 0 εαν και µόνο εάν r = 0 ή u = 0.

41. (r + s)(u + v) = ru + rv + su + sv

*42. ∆είξτε οτι εαν ‖u + v‖ = ‖u‖ + ‖v‖, τότε τα u και v έχουν την ίδια κατεύθυνση.

*43. ∆είξτε το αντίστροφο, δηλαδή, δείξτε ότι εάν τα u και v έχουν την ίδια κατεύθυνση
τότε ‖u + v‖ = ‖u‖ + ‖v‖.

1.6. Εσωτερικά Γινόµενα ∆ιανυσµάτων

Αν u και v είναι δυο µη µηδενικά διανύσµατα και το u είναι κάθετο στο v, τότε τα u, v,
και u− v(το διάνυσµα από το v προς το u) έχουν γεωµετρική παράσταση ενος ορθογωνίου
τριγώνου(Σχήµα 1.18).

Σχήµα 1.18:
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Εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα σε αυτό το τρίγωνο, έχετε

‖u − v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2. (1)

Τώρα, εαν u = (x1, y1) και v = (x2, y2), η Εξίσωση 1 ισοδυναµεί µε

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 = (x2
1 + y1)2 + (x2

2 + y2)2
. (2)

Αν το αριστερό µέλος της Εξίσωσης 2 αναπτυχθεί, ϑα ϐρείτε ότι

x
2
1 − 2x1x2 + x2

2 + y2
1 − 2y1y2 + y2

2 = (x2
1 + y2

1) + (x2
2 + y2

2),

ή, µετά την ανακατάταξη των όρων στο αριστερό µέλος, ότι

(x2
1 + y2

1) + (x2
2 + y2

2) − 2(x1x2 + y1y2) = (x2
1 + y2

1) + (x2
2 + y2

2). (3)

Προσθέτοντας το −(x2
1 + y2

1) − (x2
2 + y2

2) σε κάθε µέλος της εξίσωσης 3, έχετε

−2(x1x2 + y1y2) = 0,

από τον οποίο ϑα πάρετε
x1x2 + y1y2 = 0 (4)

Κάθε ϐήµα στη διαδικασία αυτή είναι αναστρέψιµη, οπότε η Εξίσωση 4 συνεπάγεται
την Εξίσωση 1· και από το αντίστροφο του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος, η Εξίσωση 1 σηµαί-
νει ότι το u είναι κάθετο στο v. Ακόµα, εάν είτε το u είτε το v είναι το µηδενικό διάνυσµα,
τότε τα u και v µπορεί να ϑεωρηθούν κάθετα, και ϕυσικά η Εξίσωση 4 ικανοποιείται.
Οπότε οδηγούµαστε στο παρακάτω συµπέρασµα οτι τα

u = (x1, y1) και v = (x2, y2) είναι κάθετα διανύσµατα,
αν και µόνο αν x1x2 + y1y2 = 0.

(5)
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Η έκφραση x1x2 + y1y2 εµφανίζεται τόσο συχνά όταν εργαζόµαστε µε διανύσµατα
(οχι µόνο µε κάθετα διανύσµατα) ώστε της έχει δοθεί ένα όνοµα και ένα ειδικό σύµβο-
λο. Ονοµάζεται το εσωτερικό γινόµενο,ή, µερικές ϕορές, το αριθµητικό γινόµενο,
των διανυσµάτων (x1, y1) και (x2, y2), και το γινόµενο αυτό παριστάνεται από το σύµβολο
(x1, y1) · (x2, y2). ∆ηλαδή, έχετε την ορισµό:

2 Αν u = (x1, y1) ∈ R2 και v = (x2, y2) ∈ R2
, τότε

u · v = (x1, y1) · (x2, y2) = x1x2 + y1y2.

Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό γινόµενο των δύο διανυσµάτων είναι ένας αριθµός, ο
πραγµατικός αριθµός x1x2 + y1y2. Για παράδειγµα,

(1,3) · (−1,2) = (1)(−1) + (3)(2) = −1 + 6 = 5,
(2,3) · (7,−5) = (2)(7) + (3)(−5) = 14 + (−15) = −1,

και
(0,0) · (1,3) = (0)(1) + (0)(3) = 0 + 0 = 0.

Το αποτέλεσµα 4 στη σελίδα 45 µπορεί να αναδιατυπωθεί µε τη χρήση του εσωτερικού
γινοµενου των u και v ως εξής :

2 Αν και το u ∈ R2 και v ∈ R2
, τότε τα v και u είναι κάθετα διανύσµατα, αν και

µόνο αν u · v = 0.

Παράδειγµα 1. Αποδείξτε ότι τα (3,6) και (−2,1) είναι κάθετα διανύσµατα.

Λύση: ΄Εχετε
(3,6) · (−2,1) = (3)(−2) + (6)(1) = −6 + 6 = 0.
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Οπότε, τα (3,6) και (−2,1) είναι κάθετα διανύσµατα. 2

Είδατε στο Παράδειγµα 3, σελίδα 29, ότι τα διανύσµατα της µορφής (x, y) και (−y, x)
είναι κάθετα. Μπορείτε τώρα να το επιβεβαιώσετε εύκολα παρατηρώντας ότι

(x, y) · (−y, x) = (x)(−y) + (y)(x) = −xy + xy = 0.

Επειδή το (−y, x) χρησιµοποιείται τόσο οταν εργαζόµαστε µε διανύσµατα, ϑα του δώσουµε
ένα όνοµα. ΄Ετσι, ορίζουµε ένα διάνυσµα vp, ως εξής :

2 Αν v = (x, y), τότε vp = (−y, x).

Σαφώς, λοιπόν, v · vp = (x, y) · (−y, x) = 0.

Παράδειγµα 1. Βρείτε µια διανυσµατική µονάδα κάθετη προς το διάνυσµα
(−2,4).

Λύση: Εάν v = (−2,4), τότε η vp = (−4,−2) είναι κάθετη προς το v. Κατά
συνέπεια, µια διανυσµατική µονάδα κάθετη προς το v είναι η

vp

‖vp‖
=

(−4,−2)√
(−4)2 + (−2)2

=
(−4,−2)
√

16 + 4
=

(−4,−2)
√

20
=

(−4,−2)

2
√

5

= (
−2
√

5
,
−1
√

5
).

2
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∆εν είναι δύσκολο να εξακριβωθεί ότι τα εσωτερικά γιν ;µενα των διανυσµάτων έχουν
τις εξής ιδιότητες :

Ιδιότητες του Εσωτερικού Γινοµένου των ∆ιανυσµάτων

Αν u, v και, s είναι διανύσµατα στο R2 και r είναι ένας αριθµός, τότε

1. u · v = v · u Αντιµεταθετικότητα
2. r(u · v) = (ru) · v Προσεταιριστικότητα µε ένα αριθµό
3. s·(u+v) = s·u+s·v, και (u+v)·s =

u · s + v · s
Επιµεριστικότητα

4. v · v = ‖v‖2 Ιδιότητα της νόρµας των εσωτερικών
γινοµένων

Η ιδιότητα 4, ϑα δειχθεί στο Παράδειγµα 3 παρακάτω. Οι αποδείξεις για τις άλλες
ιδιότητες αφήνονται ως ασκήσεις (Ασκήσεις 31-34, σελίδα 50.

Παράδειγµα 2. ∆είξτε οτι v · v = ‖v‖2.

Λύση: ΄Εστω v = (x, y). Τότε

v · v = (x, y) · (x, y) = x
2 + y2 = ‖v‖2.

2

Παράδειγµα 3. Αποδείξτε ότι ‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2u · v.

Λύση: Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των των εσωτερικών γινοµένων, έχετε :

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 49 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

‖u + v‖2 = (u + v) · (u + v) Ιδιότητα της νόρµας
= u · (u + v) + v · (u + v) Επιµεριστικότητα
= u · u + u · v + v · u + v · v Επιµεριστικότητα
= u · u + v · v + 2u · v Αντιµεταθετικότητα και

Προσεταιριστικότητα
= ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2u · v Ιδιότητα της νόρµας

2

Παρατηρώντας ότι u−v = u+ (−v), και ότι u · (−v) = −(u ·v), καθώς και ότι ‖−v‖ = ‖v‖,
µπορείτε να χρησιµοποιήσετε το αποτέλεσµα του Παραδείγµατος 4 για να αποδείξετε ότι

‖u − v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2u · v.

Από αυτή την εξίσωση, προκύπτει ότι

2u · v = ‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖u − v‖2. (6)

Συνεπώς,

u · v =
‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖u − v‖2

2
.

΄Ετσι, το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων u και v µπορει να εκφράζεται χρησιµο-
ποιώντας τις νόρµες τους και την νόρµα του διανύσµατος από το v στο u.

Ασκήσεις 1.6

Στις Ασκήσεις 1-8, βρείτε το εσωτερικό γινόµενο των δεδοµένων διανυσµάτων.

1. (−1,2), (3,1)

2. (2,4), (−4,2)

3. (0,4), (−2,0)

4. (2,0), (−3,0)

5. (
√

2,3), (−1,5)

6. (4,
√

3), (−3,2
√

3)

7. (
√

3,2), (2
√

3,5)

8. (−
√

3,
√

5), (
√

2,
√

6)
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Στις Ασκήσεις 9-16, βρείτε µια διανυσµατική µονάδα κάθετη µε το δοσµένο διάνυσµα.

9. (3,4)

10. (2,−
√

5)
11. (−3,

√
7)

12. (−2
√

3,
√

3)

13. (3,−1)

14. (−5,−4)

15. (−3,0)

16. (0,5)

Στις Ασκήσεις 17-24, να βρείτε µια τιµή για το x ή το y έτσι ώστε το πρώτο διάνυσµα να
είναι κάθετο στο δεύτερο.

17. (x,5), (3,1)

18. (x,−2), (3,−4)

19. (−4, y), (3,2)

20. (3, y), (0,2)

21. (−x,2), (2,3)

22. (−x,−2), (−1,−5)

23. (−4,−y), (−3,−8)

24. (7,−y), (3,−21)

Στις Ασκήσεις 25-30, βρείτε το u · v, εάν θ1, είναι η γωνία κατεύθυνσης του u και θ2 είναι
η γωνία κατεύθυνσης του v. Χρησιµοποιείστε ακριβές τιµές για cos θ και sin θ.

25. ‖u‖ = 2, m◦(θ1) = 30; ‖v‖ = 4, m◦(θ2) = 60

26. ‖u‖ = 3, m◦(θ1) = 45; ‖v‖ = 5, m◦(θ2) = 30

27. ‖u‖ = 4, m◦(θ1) = 60; ‖v‖ = 4, m◦(θ2) = 150

28. ‖u‖ = 7, m◦(θ1) = 120; ‖v‖ = 2, m◦(θ2) = 135

29. ‖u‖ = 3, m◦(θ1) = 0; ‖v‖ = 4, m◦(θ2) = 330

30. ‖u‖ = 6, m◦(θ1) = 180; ‖v‖ = 6, m◦(θ2) = 270

Στις Ασκήσεις 31-34, για r ∈ R, u = (x1, y1) ∈ R2
, v = (x2, y2) ∈ R2

, και s = (x3, y3) ∈ R2
,

δείξτε ότι η κάθε µια πρόταση είναι αληθής.

31. u · v = v · u .

32. r(u · v) = (ru) · v
33. s · (u + v) = s · u + s · v
34. (u + v) · s = u · s + v · s
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35. Αποδείξτε ότι αν το u είναι κάθετο προς το v, τότε το −u είναι κάθετο προς το v.

36. Αποδείξτε ότι αν το u είναι κάθετο προς το v, τότε το ru είναι κάθετο προς το v.

37. Αποδείξτε ότι ‖up‖ = ‖u‖.

38. Αποδείξτε ότι (up)p = −u.

39. ∆είξτε µε ένα αντιπαράδειγµα ότι το u · x = u · y δεν συνεπάγεται το x = y ή το u = 0.

40. ∆είξτε µε ένα αντιπαράδειγµα ότι το u · x = 0 δεν συνεπάγεται το x = 0 ή το u = 0.

*41. Αποδείξτε ότι αν ‖u + v‖ = ‖u − v‖, τότε τα u και v είναι κάθετα.

*42. Αποδείξτε ότι (u − v) · (u + v) = ‖u‖2 − ‖v‖2.

Σχέσεις µεταξύ των ∆ιανυσµάτων

1.7. Η Γωνία µεταξύ των δύο ∆ιανυσµάτων

Στη Ενότητα 1.5, είδατε ότι µπορείτε να χρησιµοποιήσετε την έννοια του αριθµητικού

πολλαπλάσιου για να αποφασίσετε αν δυο διανύσµατα είναι παράλληλα ή όχι. Υπάρχει
και µια άλλη µέθοδος για να αποφασίσετε αν δυο διανύσµατα είναι παράλληλα, η οποία
είναι απλή και ισχύει για όλα τα διανύσµατα(και για το µηδενικό διάνυσµα). Αυτή η
µέθοδος περιλαµβάνει το εσωτερικό γινόµενο.

΄Εστω u = (x1, y1) και v = (x2, y2) είναι οποιαδήποτε δύο διανύσµατα του R2
. Παρατη-

ϱήστε ότι
u · vp = (x1, y1) · (−y2, x2) = −x1y2 + y1x2,

και (απο ΄Ασκηση 23, σελίδα 57), ότι −x1y2 + y1x2 = 0 αν και µόνο αν ένα απο τα u και v
είναι ένας αριθµητικό πολλαπλάσιο του άλλου, δηλαδή, αν και µόνο αν τα u και v είναι
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παράλληλα. Οπότε :

2 Αν u = (x1, y1) ∈ R2 και v = (x2, y2) ∈ R2 τότε u και v είναι παράλληλα
διανύσµατα αν και µόνο αν u · vp = 0, δηλαδή, αν και µόνο αν

(x1, y1) · (−y2, x2) = 0.

Το Σχήµα 1.19 απεικονίζει τη γεωµετρική ερµηνεία αυτού του αποτελέσµατος για µη
µηδενικά διανύσµατα u και v.

Σχήµα 1.19:

Παράδειγµα 1. Αποδείξτε ότι τα διανύσµατα (−1,4) και (3,−12) είναι παράλ-
ληλα.

Λύση: ΄Εστω u = (−1,4) και v = (3,−12). τότε vp = (12,3), και u · vp = (−1,4) ·
(12,3) = (−1)(12) + (4)(3) = −12 + 12 = 0. Οπότε, τα u και v και είναι
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παράλληλα. 2

Θυµηθήτε οτι από την τριγωνοµετρία ο Νόµος των Συνηµιτόνων εγγυάται ότι σε ένα
τρίγωνο 4ABC, όπου τα a, b και c είναι τα µήκη των πλευρών απέναντι απο τις γωνίες
A, B, και C, αντιστοίχως, ισχύει

a
2 = b

2 + c2 − 2bc cosA. (1)

Σχήµα 1.20: Σχήµα 1.21:

Τώρα έστω τα u και v να είναι µη µηδενικά, µη παράλληλα διανύσµατα, και συγρίνετε
το τρίγωνο 4ABC στο Σχήµα 1.20 µε το τρίγωνο που σχηµατίζεται από τις γεωµετρικές
παραστάσεις των διανυσµάτων του u, v, και του u−v στο Σχήµα 1.21. Σε αυτό το σχήµα, η
α είναι η γωνία µεταξύ των κανονικών γεωµετρικών παραστάσεων των διανύσµατα u και v·
η α ονοµάζεται η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων u και v. Επειδή η α είναι µια γωνία ενός
τριγώνου, η m◦(α) ϐρίσκεται µεταξύ 0 και 180. Εάν, στην Εξίσωση 1, αντικαταστήσετε
την α µε το ‖u − v‖, το b µε ‖u‖, το c µε το ‖v‖, και A µε α, ϑα έχετε

‖u − v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2‖u‖‖v‖ cosα, (2)
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το οποίο µπορείτε να γράψετε ισοδύναµα ως

2‖u‖‖v‖ cosα = ‖u‖2 + ‖v‖2 − ‖u − v‖2. (3)

Τότε, από την Εξίσωση 6 στη σελίδα 49, µπορείτε να αντικαταστήσετε το δεξί µέλος της
εξίσωσης 3 µε 2u · v και να πάρετε

2‖u‖‖v‖ cosα = 2u · v, (4)

από την οποία έχετε

2

cosα =
u · v
‖u‖‖v‖

(5)

Η Εξίσωση 5 επίσης ισχύει(Ασκήσεις 21 και 22, σελίδα 57) αν τα µη µηδενικά διανύσµατα
u και v είναι παράλληλα. ΄Ετσι, έχοντας δυο µη µηδενικά διανύσµατα υυ και v, µπορείτε
πάντα να χρησιµοποιήσετε την Εξίσωση 5 για τον προσδιορισµό του µέτρου της γωνίας
α, µε 0 ≤ m

◦(α) ≤ 180, που σχηµατίζεται µεταξύ των γεωµετρικών παραστάσεων των
διανυσµάτων. (Αν το u ή το v ή και τα δύο διανύσµατα είναι το µηδενικό, τότε µια
οπιαδήποτε γωνία α µπορεί να ϑεωρηθεί ως η γωνία µεταξύ των u και v· ωστόσο, για
λόγους συντοµίας, ϑα αναφερόµαστε στη γωνία α µεταξύ των u και v ακόµη και στη
περίπτωση αυτή, εννοώντας ῾῾τη συγκεκριµµένη γωνία α.᾿᾿)

Παράδειγµα 2. Βρείτε µια προσέγγιση για το µέτρο της γωνίας µεταξύ των δια-
νυσµάτων (2,3) και (−1,4).

Λύση: ΄Εστω u = (2,3) και v = (−1,4), έχετε ‖u‖ =
√

22 + 32 =
√

13 και
‖v‖ =

√
(−1)2 + 42 =

√
17, οπότε από Εξίσωση 5,

cosα =
(2,3) · (−1,4)
√

13
√

17
=

10
√

221
.
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΄Οµως
√

221 ≈ 15. Συνεπώς,

cosα ≈
10
15
≈ 0,67.

Από τον Πίνακα 2, σελίδα , µπορείτε τότε να πάρετε

m
◦(α) = 48.

2

Αν m◦(α) = 90, τότε η Εξίσωση 5 γίνεται

cos 90◦ =
u · v
‖u‖‖v‖

,

ή, εφόσον cos90◦ = 0,
u · v
‖u‖‖v‖

= 0. (6)

Επειδή ‖u‖ , 0 και ‖v‖ , 0, η Εξίσωση 6 ισοδυναµεί µε

u · v = 0.

Αυτό το αποτέλεσµα είναι συνεπές µε το τέστ (σελίδα 46) για τα διανύσµατα u και v για
να είναι κάθετα.

Μπορείτε επίσης να χρησιµοποιήσετε την Εξίσωση (5) στη σελίδα 54 για να διαπιστωθεί
εάν δυο µη µηδενικά διανύσµατα u και v είναι παράλληλα. ΄Εχετε µάθει ότι τα µέτρα για
τις γωνίες κατεύθυνσης δύο παράλληλων διανυσµάτων, είτε είναι ίσα ή διαφέρουν κατά
±180◦. Οπότε, το µέτρο της γωνίας µεταξύ των δύο παράλληλων διανυσµάτων είναι είτε
0◦ ή 180◦. Οπότε, επειδή cos 0 = 1◦ και cos 180◦ = −1, τα διανύσµατα u και v είναι
παράλληλα, αν και µόνο αν

u · v
‖u‖‖v‖

= 1 ή − 1. (7)
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Ασκήσεις 1.7

Στις Ασκήσεις 1-12, διαπιστώσετε αν τα δεδοµένα ζεύγη διανυσµάτων είναι παράλληλα,
κάθετα, ή κανένα απ΄ αυτά. Αν αυτά δεν είναι ούτε παράλληλα ούτε κάθετα, βρείτε το
µέτρο της µεταξύ τους γωνίας στη πλησιέστερη µοίρα.

1. (−1,2), (2,1)

2. 2,3), (6,−4)

3. (−3,7), (6,−14)

4. (1,5), (−2,−10)

5. (−4,3), (1,0)

6. (0,1), (12,5)

7. (
√

3,1), (1,
√

3)

8. (
√

2,
√

2), (0,5)

9. (4,−1), (−1,−4)

10. (
√

2,
√

3), (−
√

15,−
√

10)

11. (
√

3,3), (2,
√

2)

12. (−2,
√

5), (
√

2,−5)

Στις Ασκήσεις 13-16, να βρείτε, στην πλησιέστερη δυνατή µοίρα, τα µέτρα των γωνιών
του τριγώνου που έχει τα δοσµένα σηµεία A, B και C, ως κορυφές.

13. A(0,0),B(6,0),C(3,−3
√

3)

14. A(0,0),B(−3,4),C(4,0)

15. A(1,1),B(1,4),C(5,1)

16. A(−1,2),B(3,2),C(1,5)

Στις Ασκήσεις 17-22, για µη µηδενικά διανύσµατα u,v και t ∈ R2
, δείξτε ότι οι προτάσεις

είναι αληθής.

*17. Αν u ‖ v και v ‖ t, τότε u ‖ t.
*18. Αν u ⊥ v και v ⊥ t, τότε u ‖ t.
*19. Αν u ⊥ v, τότε και u ⊥ −v.
*20. Αν u ‖ v, τότε η γωνία µεταξύ των u και t είναι είτε ίση προς τη γωνία µεταξύ των v

και t ή το συµπλήρωµα αυτής της γωνίας.
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*21. Εαν u = rv, r > 0, τότε
u · v
‖u‖‖v‖

= 1.

*22. Αν u = rv, r < 0, τότε
u · v
‖u‖‖v‖

= −1.

*23. Αποδείξτε ότι αν u = (x1, y1) και v = (x2, y2), τότε −x1y2 + y1x2 = 0 αν και µόνο αν
ένα απο τα u και v είναι ένα αριθµητικό πολλαπλάσιο του άλλου(δηλ. πολλαπλάσιο
µε ένα αριθµό). Υπόδειξη : Για το ¨µόνο αν¨ µέρος της απόδειξης, ϑα εξετάσετε τις
ακόλουθες τρεις περιπτώσεις :

(1) x2 , 0, (2) x2 = 0 αλλά y2 , 0, (3) (x2, y2) = (0,0).

1.8. Ανάλυση ενός ∆ιανύσµατος

Το άθροισµα s + t = v δύο διανυσµάτων s και t συχνά ονοµάζεται η συνισταµένη των
s και t, και τα s και t ονοµάζονται τα διανυσµατικές συνιστώσες του διανύσµατος v.
Πολλές ϕορές είναι χρήσιµο να είµαστε σε ϑέση να εκφράσουµε ένα συγκεκριµένο διάνυ-
σµα v ως το άθροισµα δύο διανυσµατικών συνιστωσών µε συγκεκριµένες µη παράλληλες
κατευθύνσεις. Εκφράζοντας ένα διάνυσµα v ως το άθροισµα διανυσµατικών συνιστωσών
που είναι αριθµητικά πολλαπλάσια δυο δοθέντων µή παράλληλων διανυσµάτων s και t
ονοµάζεται ανάλυση του διανύσµατος v σε συνιστώσες παράλληλες µε τα s και t, ή να το
πούµε διαφορετικά, εκφράζοντας το v ως ένα γραµµικό συνδυασµό των s και t (Σχήµα
1.22).
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Σχήµα 1.22: Σχήµα 1.23:

Είναι δυνατόν να αναλύσουµε τυχόν δοθέντο διάνυσµα του R2 σε συνιστώσες που είναι
αριθµητικά πολλαπλάσια οποιονδήποτε µη µηδενικών, παράλληλων διανυσµάτων s και t·
Πράγµατι, αυτό µπορεί πάντοτε να γίνει απλά µε την επίλυση ενός συστήµατος δυο γραµ-
µικών εξισώσεων. Τα διανύσµατα s και t ονοµάζονται τότε µια ϐάση για το σύνολο, ή το
διανυσµατικό χώρο, των διανυσµάτων του R2.

Στην παρούσα ενότητα, η οποία ϑα εξετάσουµε µόνο την περίπτωση κατά την οποία
τα διανύσµατα της ϐάση είναι κάθετα (ορθογώνια) µεταξύ τους. ΄Ενα ιδιαίτερα σηµαντικό
Ϲεύγος ορθογώνιων µοναδιαίων διανυσµάτων είναι το Ϲεύγος i, j, όπου

i = (1,0) και j = (0,1).

Το Σχήµα 1.23 δείχνει τις κανονικές γεωµετρικές παραστάσεις των i και j.

Είναι εύκολο να εκφράσουµε ένα διάνυσµα v = (x, y) ως το άθροισµα αριθµητικών
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πολλαπλασίων των i και j. Από

(x, y) = (x,0) + (0, y),

και επειδή
(x,0) = x(1,0) και (0, y) = y(0,1),

έχετε
(x, y) = xi + yj (1)

Σε αυτήν την έκφραση του (x, y) ως ένα γραµµικό συνδυασµό των i και j, οι αριθµοί
x και y λέγονται αριθµητικές συνιστώσες του (x, y) παράλληλα µε τα i και j, και τα
διανύσµατα xi και yj είναι οι συνιστώσες του διανύσµατος (x, y) παράλληλα προς τα i και
j ( ϐλ. Σχήµα 1.23).

Κάθε διάνυσµα v του R2 µπορεί να γραφεί µε ένα και µόνο ένα τρόπος ως γραµµικό
συνδυασµό δυο δοσµένων ορθογώνιων µοναδιαίων διανσµάτων u = (u1, u2) και up =

(−u2, u1).

Σχήµα 1.24:
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∆ηλαδή, (ϐλ. Σχήµα 1.24), υπάρχει ένα και µόνο ένα Ϲεύγος αριθµών, a και b, τέτοιο
ώστε

v = au + bup. (2)

Για να καθορίσετε τα a και b, πρώτα ϑα πάρετε το εσωτερικό γινόµενο του κάθε µέλους
της Εξίσωσης 2 µε το u. ϑα λάβετε

u · v = u(au + bup

= a(u · u) + b(u · up).
(3)

Από u · u = ‖u‖2 = 1 και u · up = 0, η Εξίσωση 2 ισοδυναµεί µε

u · v = a. (4)

Στη συνέχεια, παίρνετε το εσωτερικό γινόµενο του κάθε µέλους της Εξίσωση ;; µε το up.
Παίρνετε,

up · v = up(au + bup

= a(up · u) + b(up · up).
= a(0) = b(1),

ή
up · v = b. (5)

΄Ετσι οι µόνοι πραγµατικοί αριθµοί που µπορούν να παίξουν τους ϱόλους των a και b
είναι οι u · v και up · v.

Μπορείτε να επιβεβαιώσετε ότι οι τιµές u · v = a και up · v = b πληρούν πράγµατι την
Εξίσωση 2 αναπτύσοντας την παράσταση (u · v)u + (up · v)up (ϐλ. ΄Ασκηση 30, σελ. 67).

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 61 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ετσι η εξίσωση

2

v = (u · v)u + (up · v)up (6)

µας δίνει τη µοναδική ανάλυση του οποιουδήποτε διανύσµατος ν̌ του R2 σε συνιστώσες
που είναι αριθµητικά πολλαπλάσια των µοναδιαίων ορθογώνιων διανυσµάτων u και up.

Θα συµβολίζουµε τις διανυσµατικές συνιστώσες του v παράλληλες προς τα u και up µε
Compuv και Compup

v, αντίστοιχα(το Comp ειναι απο το component=συνιστώσα). ΄Ετσι,

v = Compuv + Compup
v,

= (u · v)u + (up · v)up.

Παράδειγµα 1. Βρείτε τα Compuv και Compup
v εαν u =

(
1
√

2
,

1
√

2

)
και v =

(2,1).
Λύση: Παρατηρήστε πρώτα ότι το u είναι µια διανυσµατική µονάδα:

‖u‖ =

√(
1
√

2

)2

+

(
1
√

2

)2

=

√
1
2

+
1
2

= 1.

Από u =

(
1
√

2
,

1
√

2

)
, έχετε up =

(
−

1
√

2
,

1
√

2

)
. Μπορείτε να χρησιµο-

ποιήσετε την Εξίσωση 6, σελίδα 61, για να εκφράσετε το v ως άθροισµα
συνιστωσών παράλληλων προς τα u και up. ΄Εχετε

(2,1) = [
(

1
√

2
,

1
√

2

)
· (2,1)]u + [(−

1
√

2
,

1
√

2
) · (2,1)]up

=
3
√

2
u −

1
√

2
up.

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 62 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Οπότε,

Compuv =
3
√

2

(
1
√

2
,

1
√

2

)
=

(3
2
,
3
2

)
,

και
Compup

v = −
1
√

2
(−

1
√

2
,

1
√

2
) =

(1
2
,−

1
2

)
.

2

΄Ελεγχος :
(3
2
,
3
2

)
+

(1
2
,−

1
2

)
= (2,1).

Μπορείτε να εκφράσετε ένα διάνυσµα v ως άθροισµα αριθµητικών πολλαπλασίων (µη
µηδενικών) ορθογώνιων διανυσµάτων που δεν είναι µοναδιαία διανύσµατα τροποποιώντας
την Εξίσωσης 6, σελίδα 61. Υποθέστε, για παράδειγµα, ότι επιθυµείτε να εκφράσετε ένα
διάνυσµα v ως το άθροισµα ενός αριθµητικού πολλαπλασίου ενός µη µηδενικού διανύ-
σµατος t και ενός αριθµητικού πολλαπλασίου του tp. Θηµηθείτε (δες την παράγραφο πριν

την Εξίσωση 2, σελίδα 41) οτι η
t
‖t‖

είναι διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση

µε το tp. Κατόπιν παρατηρείστε (Ασκήσεις 27 και 28, σελίδα 66,) ότι
(

t
‖t‖

)
p

=
tp

‖t‖
και ότι

το
tp

‖t‖
είναι διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση µε το tp. Κατά συνέπεια το

t
‖t‖

µπορεί να αντικαταστήσει το u και το
tp

‖t‖
το up στην εξίσωση 6, σελίδα 61, για να πάρουµε

v =

(
t
‖t‖
· v

)
t
‖t‖

+

(
tp

‖t‖
· v

)
tp

‖t‖
, (7)

ή

v =

(
t · v
‖t‖2

)
t +

(
tp · v
‖t‖2

)
tp, (8)
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που είναι το Ϲητούµενο άθροισµα.

Οι αριθµητικοί συντελεστές
t · v
‖t‖

και
tp · v
‖t‖

των διανυσµατικών µονάδων
t
‖t‖

και
tp

‖t‖
στη

Εξίσωση 7 είναι οι αριθµητικές συνιστώσες του v παράλληλες προς τα t και tp, αντίστοιχα.

γράφουµε Comptv =
t · v
‖t‖

και Comptp v =
tp · v
‖t‖

. (Σηµειώστε ότι όταν έχουµε διανυσµατι-

κές συνιστώσες(δηλ. συνιστώσες που είναι διανύσµατα) τότε σηµειώνουµε το "Comp" µε
έντονα γράµµατα, ενώ όταν έχουµε αριθµητικές συνιστώσες(δηλ. συνιστώσες που είναι
αριθµοί) τότε σηµειώνουµε το "Comp" µε κανονικά γράµµατα.)

Παράδειγµα 2. Βρείτε τις αριθµητικές συνιστώσες του v = (−2,3) που είναι
παράλληλες µε το t = (1,1) και το tp.

Λύση: Πρώτα ϑα ϐρείτε οτι ‖t‖ =
√

2 και ότι tp = (−1,1). Στη συνέχεια, χρησι-
µοποιώντας την Εξίσωση 7 παραπάνω, έχετε

v =

(
(1,1)
√

2
· (−2,3)

)
t
‖t‖

+

(
(−1,1)
√

2
· (−2,3)

)
tp

‖t‖

=

(
−2 + 3
√

2

)
t
‖t‖

+

(
2 + 3
√

2

)
tp

‖t‖
,

ή

v =
1
√

2

t
‖t‖

+
5
√

2

tp

‖t‖
.

Συνεπώς,

Comptv =
1
√

2
και Comptp v =

5
√

2
.

2
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Το Σχήµα 1.25 απεικονίζει το γεγονός ότι τα

Comptv =

(
t·v
‖t‖2

)
t και Comptp

v =

(
tp·v
‖t‖2

)
tp

είναι διανύσµατα παράλληλα προς (αλλά οχι απαραίτητα στην ίδια κατεύθυνση µε) τα t
και tp, αντίστοιχα, και ότι το άθροισµα αυτών των διανυσµάτων είναι το v.

Σχήµα 1.25:

Ο αριθµός

Comptv =
t·v
‖t‖

=
t·v
‖t‖‖v‖

‖v‖

= ‖v‖ cosα(απο Εξίσωση 5, σελ. 54)

είναι είτε η νόρµα ή η νόρµα µε αντίθετο πρόσηµο απο το Comptv,

Comptv = ±‖Comptv‖,
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ανάλογα µε το αν τα t και Comptv έχουν την ίδια ή αντίθετη κατεύθυνση ( ΄Ασκηση 29,
σελίδα 66). Οµοίως,

Comptp v = ±‖Comptp
v‖.

Για τα διανύσµατα που απεικονίζονται στο Σχήµα 1.25, έχετε Comptv = −Comptv και
Comptp v = ‖Comptp

v.‖
Παρατηρήστε στην Εικόνα 1.25 ότι η γεωµετρική παράσταση του διανύσµατος Comptv

είναι η κάθετη προβολή της γεωµετρικής παράστασης του v στη γραµµή που περιέχει τη
γεωµετρική παράσταση του t. Για το λόγο αυτό, το Comptv µερικές ϕορές αποκαλείται το
διάνυσµα προβολής του v στο t, και το Comptv ονοµάζεται η αριθµητική προβολή του
v στο t.

Ασκήσεις 1.8

Στις Ασκήσεις 1-8, εκφράσετε κάθε διάνυσµα ως ένα γραµµικό συνδυασµό των (α) i και j·

β) των u και up, όπου u =

(
1
√

2
,

1
√

2

)
· και (γ) των t και tp, όπου t = (3,4).

1. (1,2)

2. (3,5)

3. (−1,0)

4. (−2,3)

5. (−3,−4)

6. (−5,−12)

7. (5,−6)

8. (4,−3)

Στις Ασκήσεις 9-12, βρείτε το µέτρο της γωνίας µεταξύ των διανυσµάτων στο πλησιέστερο
βαθµό. Χρησιµοποιήστε τον Πίνακα σελίδα 213, εαν απαιτείται.

9. u = −3i + 4j; v = 4i + 3j
10. u = 2i + 3j; v = 2i − 3j

11. u = 3i − 4j; v = 5i + 12j
12. u = 2i − 3j; v = −4i + 6j

Στις Ασκήσεις 13-16, βρείτε το διάνυσµα προβολής και τη αριθµητική προβολή του v στο
u.
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13. u = (3,2), v = (1,−2)

14. u = (−4,3), v = (2,−1)

15. u = (4,−2), v = (−3,−4)

16. u = (−2,−7), v − (−5,−12)

17. Βρείτε τη αριθµητική προβολή του v στο u εαν τα u και v είναι κάθετα.

18. Βρείτε τη αριθµητική προβολή του v στο u αν τα u και v (α) έχουν την ίδια κατεύθυνση,
και (ϐ) έχουν αντίθετη κατευθύνσεις.

Στις Ασκήσεις 19-22, βρείτε τη διανυσµατική µονάδα u για την οποία αληθεύει η δοθείσα
ισότητα.

19. (−5,10) = 5u + 10up

20. (−
√

2,5
√

2) = 4u + 6up

21. (0,2
√

5) = 4u + 2up

22. (−31,27) = 13u + 39up

Στις Ασκήσεις 23-26, δείξτε ότι η δοθείσα ισότητα είναι αληθής.

23. i · i = 1 24. j · j = 1 25. i · j = 0

26. (x1i + y1j).(x2′i + y2j) = x1x2 + y1y2

*27. Αποδείξτε ότι για κάθε διάνυσµα µη µηδενικό t ∈ R2
,(

t
‖t‖

)
p

=
t
‖t‖
.

*28. Αποδείξτε ότι το
tp

‖t‖
είναι η διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση όπως το

tp.
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*29. Αποδείξτε ότι για κάθε διάνυσµα v και για κάθε µη µηδενικό διάνυσµα t ∈ R2
,

Comptv = −
t
‖t‖
Comptv,

και, συνεπώς, ότι Comptv = ±‖Comptv‖ ανάλογα µε το αν τα t και Comptv έχουν την
ίδια ή την αντίθετη κατεύθυνση.

*30. Αποδείξτε ότι για κάθε διάνυσµα v ∈ R2 και κάθε διανυσµατική µονάδα u ∈ R2,

v = (u · v)u + (upp · v)upp.

[Υπόδειξη : ΄Εστω u = (u1, u2) και v = (v1, v2).]

*31. Αποδείξτε ότι για οποιαδήποτε διανύσµατα και v και t ∈ R2,

‖t‖2v = (t · v)t + (tp · v)tpp.

*32. Αποδείξτε ότι για οποιαδήποτε διανύσµατα και v και t ∈ R2
,

‖t‖2‖v‖2 = (t · v)2 + (tp · v)2

*33. Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα στην ΄Ασκηση 32 για να αποδείξετε ότι ‖u‖2‖v‖2 ≥
(u · v)2

.

Περίληψη Κεφαλαίου

1. Υπάρχει µια ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ του συνόλου των σηµείων του επιπέδου
και του συνόλου R × R, ή R2, των διατεταγµένων Ϲευγών πραγµατικών αριθµών.
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2. Ως συνέπεια της ένα προς ένα αντιστοιχίας που αναφέρθηκε παραπάνω, δυο διατε-
ταγµένα Ϲεύγη (a, b) και (c, d) αντιπροσωπεύουν το ίδιο σηµείο στο επίπεδο αν και
µόνο αν τα δύο Ϲεύγη είναι ίσα, δηλαδή, αν και µόνο αν a = c και b = d.

3. Η απόσταση µεταξύ δύο σηµείων A(x1, y1) και B(x2, y2) σε ένα ορθογώνιο σύστηµα
συντεταγµένων στο οποίο χρησιµοποιείται και στις δύο άξονες η ίδια κλίµακα δίνεται
από τον τύπο της απόστασης,

d(A,B) =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

4. ΄Ενα διάνυσµα στο R2 µπορεί να ερµηνευθεί ως µια µετάθεση, ή µετατόπιση, που
περιγράφεται από ενα διατεταγµένο Ϲεύγος πραγµατικών αριθµών. Το πρώτο στοιχείο
του Ϲεύγους δηλώνει µια µετατόπιση παράλληλη προς το x-άξονα· Το δεύτερο στοιχείο
δηλώνει µια µετατόπιση παράλληλη προς το y-άξονα.

5. Μια γεωµετρική παράσταση ενός διανύσµατος v στο R2, που ονοµάζεται ένα γεωµε-
τρικό διάνυσµα, είναι ένα ϐέλος ή κατευθυνόµενο ευθύγραµµο τµήµα, στο επίπεδο.
Κάθε διάνυσµα έχει άπειρα το πλήθος γεωµετρικές παραστάσεις, σε κάθε σηµείο του
επιπέδου ξεκινάει µια τέτοια. Η γεωµετρική παράσταση του v που έχει το αρχικό
σηµείο την αρχή των αξόνων λέγεται η κανονική παράσταση του v και τότε λέγεται
ότι το ϐέλος ϐρίσκεται στη κανονική ϑέση.

6. Εάν τα (a, b) και (c, d) είναι τα αρχικές και τελικά σηµεία, αντιστοίχως, του γεωµε-
τρικού διάνυσµατος που παριστά το (x, y), τότε

(c, d) = (a + x, b + y) και (x, y) = (c − a, d − b).

7. Αν v1 = (x1, y1) και
√

2 = (x2, y2), τότε, v1 + v2 = (x1 + x2, y1 + y2).
8. Είτε ο νόµος του παραλληλογράµµου ή ο νόµος του τριγώνου µπορούν να χρη-

σιµοποιηθούν για να ϐρείτε µια γεωµετρική παράσταση του αθροίσµατος δυο διανυ-
σµάτων.
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9. Το διάνυσµα (0,0), που συµβολίζεται µε 0, ονοµάζεται µηδενικό διάνυσµα· η γεω-
µετρική παράστασή του είναι ένα σηµείο.

10. Εαν v = (x, y), το διάνυσµα −v = (−x,−y) ονοµάζεται το αντίστροφο ως προς την
πρόσθεση,ή το αρνητικό του v. Η διαφορά των διανυσµάτων v1 και v2 είναι

v1 − v2 = v1 + (−v2).

Η κανονική γεωµετρική παράσταση του −v είναι συγραµµική µε αυτή του v, αλλά
έχει την αντίθετη κατεύθυνση. Υπάρχουν παραστάσεις των διανυσµάτων u, v και u−v
που σχηµατίζουν ένα τρίγωνο απο ϐέλη. Το ϐέλος που αντιστοιχεί στο u − v σε αυτό
το τρίγωνο µπορεί να περιγραφεί ως ῾῾το διάνυσµα από το v στο u᾿᾿· µπορούµε να το
ϐρούµε εφαρµόζοντας µια µορφή κανόνα του τριγώνου.

11. Η νόρµα ‖v‖ ενός διάνυσµατος v = (x, y) είναι ένα µοναδικός αριθµός που ορίζεται
από τον τύπο

‖v‖ =
√
x2 + y2.

Η νόρµα του κάθε διανύσµατος είναι µη αρνητική και µπορεί να ερµηνευθεί ως το
µήκος της αντίστοιχης γεωµετρικής παράστασής του.

12. Η κατεύθυνση ενός µη µηδενικού διανύσµατος v = (x, y) είναι το µέτρο της γωνίας
θ για την οποία

sin θ =
y

‖v‖
και cos θ =

x

‖v‖
και 0 ≤ m◦(θ) < 360 αν το θ µετριέται σε µοίρες, ή 0 < m

R(θ) < 2π αν θ µετριέται
σε ακτίνια. Με m◦(θ) ή mR(θ) συµβολίζουµε το µέτρο της θ σε µοίρες ή ακτίνια αντί-
στοιχα. Γεωµετρικά, η θ καθορίζεται από µια ακτίνα R2 που περιέχει µια γεωµετρική
παράσταση του v και έχει το ίδιο αρχικό σηµείο S, µε το v καθώς και µια ακτίνα R1,

που έχει επίσης το ίδιο αρχικό σηµείο S, και έχει την ίδια κατεύθυνση µε το ϑετικό
άξονα του x-άξονα. Η R1 είναι η αρχική πλευρά της θ και η R2 είναι η τελική πλευρά
της. Αν τα πρόσηµα του x και y λαµβάνονται υπόψη, και x , 0, τότε το µέτρο της θ
µπορεί να ϐρεθεί από τον τύπο tan θ = −

y

x
.
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13. Συµφωνούµε ότι στο µηδενικό διάνυσµα 0 µπορεί να αποδοθεί οποιαδήποτε κατεύ-
ϑυνση.

14. ∆ύο διανύσµατα είναι παράλληλα, αν και µόνο αν έχουν την ίδια ή τις αντίθετες
κατευθύνσεις. ∆ύο διανύσµατα µη µηδενικά είναι κάθετα (ορθογώνια), αν και µόνο
αν οι κανονικές γεωµετρικές παραστάσεις τους είναι µεταξύ τους σε ορθή γωνία.

15. Τα διανύσµατα (x, y) και (−y, x) είναι κάθετα.
16. Εάν r είναι ένας αριθµός και v = (x, y) ∈ R2

, τότε

rv = (rx, ry).

Το διάνυσµα rv ονοµάζεται αριθµητικό πολλαπλάσιο του v. Αν r > 0, τότε τα
rv και vέχουν την ίδια κατεύθυνση· αν r < 0, τότε έχουν αντίθετες κατευθύνσεις.
Τα διανύσµατα u και v, v , 0, είναι παράλληλα, αν και µόνο αν το u είναι ένας
αριθµητικό πολλαπλάσιο του v.

17. Ενα διάνυσµα του οποίου η νόρµα είναι 1 καλείται διανυσµατική µονάδα.
18. Κάθε διάνυσµα µπορεί να παρασταθεί ως γινόµενο ενος αριθµού και µια διανυσµα-

τικής µονάδας που έχει την ίδια κατεύθυνση µε το συγκεκριµένο διάνυσµα.
19. Κάθε διάνυσµα µπορεί να παρασταθεί µε την ϐοήθεια της νόρµας του και της γωνίας

κατεύθυνσης του. (Για το µηδενικό διάνυσµα, η παράσταση αυτή δεν είναι µοναδική.)

20. Αν u = (x1, y1) και v = (x−2, y2), τότε ο αριθµός x1x2+y1y2 ονοµάζεται το εσωτερικό
γινόµενο ή το αριθµητικό γινόµενο των u και v. Αυτό το γινόµενο συµβολίζεται
µε u · v.

21. Τα διανύσµατα u και v είναι κάθετα αν και µόνο αν u · v = 0.
22. Αν α είναι η γωνία µεταξύ δύο µη µηδενικών διανυσµάτων u και v, τότε

cosα =
u · v
‖u‖‖v‖

.
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23. ΄Ενα διάνυσµα µπορεί να εκφραστεί ως άθροισµα δύο διανυσµατικών συνιστωσών,
οι οποίες είναι αριθµητικά πολλαπλάσια δύο οποιοδήποτε δοθέντων µη µηδενικών
και µη παράλληλων διανυσµάτων. Σε αυτό το κεφάλαιο, τα δοθέντα διανύσµατα
λαµβάνονται να είναι κάθετα µεταξύ τους. Τα διανύσµατα i = (1,0) και j = (0,1)
χρησιµοποιούνται συχνά. ΄Ετσι, αν v = (x, y), τότε το v αναλύεται ως v = xi + yj.
Αν το u = (u1, u2) είναι µια διανυσµατική µονάδα, τότε το up = (−u2, u1) είναι µια
διανυσµατική µονάδα κάθετη προς το u, και το v αναλύεται ως

v = au + bup,

όπου a και b είναι αριθµοί που καθορίζεται από τους τύπους a = u · v και b = up · v.
24. Η αριθµητική προβολή του διανύσµατος v στο διάνυσµα u είναι η

Compuv =
u · v
‖u‖

= ‖v‖ cosa,

όπου a είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων.

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. Βρείτε τις τιµές των x και y ώστε (x + y,2x − y) = (6,3).
2. Βρείτε την απόσταση µεταξύ των σηµείων A(7,−5) και B(3,−2).
3. Ποιες είναι οι συντεταγµένες του τερµατικό σηµείο T της γεωµετρικής παράστασης

του διανύσµατος (2,−4) µε αρχικό σηµείο το S(0,5)?
4. Αν u = (1,2) και v = (5,4), ϐρείτε τα (α) u + v και (ϐ) 2v − 3u.
5. Βρείτε την νόρµα και την εφαπτοµένη της γωνίας κατεύθυνσης του διανύσµατος

(
√

5,3) + (0,−2).
6. Βρείτε τη διανυσµατική µονάδα µε την ίδια κατεύθυνση όπως το (−1,

√
3).

7. Βρείτε µια τιµή για το a ώστε τα (3, 4) και (8, a) να είναι κάθετα διανύσµατα.
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8. Βρείτε το συνηµίτονο της γωνίας µεταξύ των διανυσµάτων (3, - 4) και (12, 5).
9. Εκφράστε το v = (2,5) στη µορφή au + bup, όπου το u είναι η διανυσµατική µονάδα

στη κατεύθυνση του (3, 4).
10. Βρείτε την αριθµητική προβολή του v στο u, όπου v = (2,3) και u = (3,−1).
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1.9. Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Τα αποφασιστικά ϐήµατα στην απαρχή της αναλυτικής γεωµετρίας ξεκίνησαν δύο
Γάλλοι µαθηµατικοί : ο Pierre de Fermat (1601-1655) το 1629, και ο René Descartes
(1596-1650) το 1637.

Ο Descartes(Καρτέσιος) ήταν ιδιαίτερα σεβαστός ϕιλόσοφος και µαθηµατικός, και οι
εργασίες του διαβάστηκαν ευρέως και συζητήθηκαν πολύ. ∆ηµόσιευσε την τεξτλατιν Λα
Γέοµέτριε (Η Γεωµετρία) υπό µορφή τριών ϐιβλίων, ως ένα παράρτηµα σε µια άλλη ερ-

René Descartes Pierre de Fermat

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 74 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

γασία. Στο δεύτερο αυτών των τριών ϐιβλίων, που τιτλοφορήθηκαν De la nature des
lignes courbes (Στη ϕύση των κυρτών γραµµών), ασχολήθηκε µε τις µεθόδους αναλυ-
τικής γεωµετρίας. Οι µέθοδοι αυτοί χρησιµοποιούν συστηµατικά τους αριθµούς για να
παραστήσουν τα σηµεία και να µειώσουν τη µελέτη των γεωµετρικών ιδιοτήτων των επιπέ-
δων καµπυλών σε µια ανάλυση των εξισώσεων που αντιπροσωπεύουν τις καµπύλες αυτές·
αντίστροφα, ανοίγουν το δρόµο σε µια γεωµετρική ερµηνεία της µαθηµατικής ανάλυσης
των εξισώσεων.

Ο Καρτέσιος γνώριζε καλά την σπουδαιότητα αυτού που είχε κάνει. Στο ίδιο χρόνο, το
1637, έγραψε εκείνο το ¨ ΄Οτι έχω δώσει στο δεύτερο ϐιβλίο για τη ϕύση και τις ιδιότητες
των κυρτών γραµµών, και τη µέθοδο εξέτασης τους, µου ϕαίνεται, να είναι αρκετά ανώτερη
από την µεταχείρησή τους στη συνηθισµένη γεωµετρία όπως και η ϱητορική του Κικέρω-
να είναι αρκετά ανώτερη από το α, ϐ, γ των παιδιών.¨ Αυτή η υπερβολική αξιολόγηση,
τυχαία, επρόκειτο αργότερα να επαναληφθεί από το µεγάλο γάλλο µαθηµατικό Jacques
Hadamard (1865-1963).

Ο Fermat , αντίθετα από το Καρτέσιο, ενδιαφέρθηκε ελάχιστα για την έκδοση των
αποτελεσµάτων του. Σαν δικηγόρος και ερασιτέχνης µαθηµατικός, έκανε την επιστηµο-
νική εργασία του για διασκέδαση. Ευτυχώς για µας, εν τούτοις, έγραφε συχνά επιστολές
για αυτά που είχε κάνει. Η µέγαλύτερη εργασία του ήταν στη Θεωρία Αριθµών, αν και
µοιράστηκε τη δηµιουργία της ϑεωρίας πιθανότητας µε τον δηµιουργία της ϑεωρίας πι-
ϑανότητας µε τον Blaise Pascal(1623-1662) µε τον Sir Isaac Newton (1642-1727) και
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) τη δηµιουργία του διαφορικού υπολογισµού, και
µε το Καρτέσιο τη δηµιουργία της αναλυτικής γεωµετρίας.

Η εργασία του Fermat ήταν πραγµατικά συστηµατικότερη από αυτή Καρτεσίου, αλλά
δεν ήταν γνωστή σε άλλους µέχρι το 1636, και δεν είχε καµία επίδραση σε γεωµετρικές
έρευνες του Καρτέσιου. Από το 1629, ο Fermat είχε ϐρεί τη γενική εξίσωση µιας ευθείας
γραµµής, και επίσης τις εξισώσεις για τους κύκλους, τις παραβολές, τις ελλείψεις και τις
παραβολές.

Επιπλέον, ο Fermat είχε αναπτύξει µια αναλυτική µέθοδο για την εξίσωση της εφαπτο-
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µένης γραµµών σε µια δοσµένη καµπύλη και σε ένα δοσµένο σηµείο πάνω στην καµπύλη.
Το 1638 έγραψε στο Καρτέσιο περιγράφοντας αυτήν την µέθοδο, επειδή ήταν αρκετά ανώ-
τερη από αυτήν που ο Καρτέσιος είχε δώσει το 1637. Αν και ο Καρτέσιος δεν δέχτηκε την
ανωτερότητα της µεθόδου του Fermat , ο Newton, που δεν είχε γεννηθεί ακόµα, αργότερα
αναγνώρισε ότι ο ίδιος επηρεάστηκε στη ανάπτυξη του διαφορικού υπολογισµού από το
τρόπο ¨που ο Fermat σχεδίαζε εφαπτοµένες.¨

Ο Fermat και Καρτέσιος µε κανένα τρόπο δεν ήταν οι πρώτοι που χρησιµοποιήσαν τα
συστήµατα συντεταγµένων. Οι αστρονόµοι, παραδείγµατος χάριν, είχαν χρησιµοποιήσει
το γεωγραφικό µήκος και το γεωγραφικό πλάτος για αιώνες, τουλάχιστον πίσω απο την
εποχή του ΄Ιππαρχου (2ος αιώνας π.χ.) ή και πιθανόν νωρίτερα.

Ούτε ήταν οι πρώτοι που χρησιµοποίησαν αναλυτικές µεθόδους για να µελετήσουν
τις καµπύλες. Ο γεωµετρικός τόπος ενός σηµείου που κινείται µε σταθερή ταχύτητα
εξωτερικά κατά µήκος µιας ακτίνας, ενώ η ακτίνα περιστρέφεται µε σταθερό ϱυθµό γύρω
απο το τέλους της, καλείται τώρα η σπείρα του Αρχιµήδη. Ο Αρχιµήδης (287-212 π.χ.), ο
µεγαλύτερος µαθηµατικός και επιστήµονας του αρχαίου κόσµου, ϐρήκε πώς να καθορίσει
τη εφαπτοµένη γραµµή σε αυτή τη καµπύλη και σε οποιοδήποτε σηµείο της καµπύλης µε
τη χρησιµοποίηση γεωµετρικών µεθόδων ισοδύναµων των συντεταγµενικών εξισώσεων . Ο
Αρχιµήδης επινόησε επίσης µια µέθοδο για το εµβαδό που περικλείεται από µια καµπύλη,
όπως ένας κύκλος. Επειδή, µεταξύ άλλων, ο διαφορικός υπολογισµός ασχολείται µε
τις εφαπτοµένες, και ο ολοκληρωτικός λογισµός µε τα εµβαδά, ο Αρχιµήδης µπορεί να
ειπωθεί οτι πρόβλεψε την ανάπτυξη του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού πριν
απο περίπου 2000 έτη.

Ο όρος Καρτεσιανή συντεταγµένη προέρχεται από τη λατινοποιηµένη µορφή, Carte-
sius του ονόµατος Descartes. Είναι ενδιαφέρον να σηµειωθεί ότι ο Καρτέσιος δεν χρησι-

µοποίησε ενα δεύτερο άξονα στη µελέτη των ιδιοτήτων των επίπεδων καµπυλών. Μάλλον,
σκεφτόταν ανυψωµένο ένα τµήµα κατάλληλου µήκους, είτε κάθετα είτε σε µια ορισµένη
πλάγια κατεύθυνση (ο Καρτέσιος είχε µια σύγχρονη αντίληψη της έννοιας µιας συνάρτη-
σης), σε κάθε σηµείο ενός µοναδικού άξονα.

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 76 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Επίσης ο Καρτέσιος εξέταζε µόνο τις ϑετικές τιµές. Κατά συνέπεια, µε τη σύγχρονη
ορολογία δούλευε µόνο στο πρώτο τεταρτηµόριο. Ο Newton ήταν προφανώς ο πρώτος που
χρησιµοποίησε αρνητικές συντεταγµένες, και ο Leibniz εισήγαγε τη λέξη ¨συντεταγµένη¨
στη αναλυτική γεωµετρία.

Χρησιµοποιώντας Καρτεσιανές συντεταγµένες, ο Newton και ο Leibniz ανέπτυξαν το
διαφορικό και ολοκληρωτικό λογισµό, και πολλοί µαθηµατικοί όπως οι Carl Friedrich
Gauss (Γερµανός 1777-1855), Georg Friedrich Bernhard Riemann (Γερµανός 1826-
1866), και Hermann Minkowski (Ρώσος 1864-1909) ανέπτυξαν τη γεωµετρία σε ποικίλες
κατευθύνσεις, δίνοντας µια πολύ ϐαθύτερη κατανόηση του χώρου και των διαπλεκόµενων
κλάδων των µαθηµατικών, παρέχοντας τους ακρογωνιαιους λίθους επί των οποίων όλες τις
ϕυσικές επιστήµες στηρίζονται. Η ϑεωρία της σχετικότητας του ΄Αλµπερτ Αϊνστάιν (1879-
1955) µπορεί να ιχνηλατηθεί, µε µια σύµµειξη προτότυπων ιδεών διάσπαρτων κατά µήκος
του δρόµου, κατευθείαν πίσω σε αυτά τα πρώτα ξεκινήµατα.

Η διανυσµατική ανάλυση αναπτύχθηκε κάπως πιο αργά. Η ϑεωρία των quaternions
του Sir William Rowan Hamilton (Βρετανός 1805-1865) και η αλγεβρική ανάλυση του
Hermann Grassmann (Γερµανός 1809-1877), οι οποίες είχαν αναπτυχθεί στο πρώτο µι-
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σό του δέκατου ένατου αιώνα, ϕορµαρίστηκαν , στα πλαισια της αναλυτικής γεωµετρίας,
στη σύγχρονη διανυσµατική ανάλυση αρκετές δεκαετίες αργότερα από τον Josiah Willard
Gibbs (Αµερικάνος 1839-1903) και τον Oliver Heaviside (Αγγλος 1850-1925). Ειδικό-
τερα, ο Gibbs [που, σύµφωνα µε τον Max Planck (Γερµανός 1 858-1947), ήταν ¨ανάµε-
σα στους πιο ϕηµισµένους ϑεωρητικούς ϕυσικούς όλων των εποχών¨] σε µια ϕηµισµένη
πραγµατεία µε ηµεροµηνία 1881 εισήγαγε τα σύµβολα για τα αριθµητικά γινόµενα και
τα διανυσµατικά γινόµενα που χρησιµοποιούνται σήµερα.

Οι Fermat και Descartes ϑεωρούνται ως οι πρώτοι σύγχρονοι µαθηµατικοί. Εφευρί-
σκοντας την αναλυτική γεωµετρία έδωσαν το έναυσµα της έκρηξης ενός κύµατος µαθη-
µατικής δηµιουργικότητας που συνεχίζεται και σήµερα.

Josiah Willard Gibbs
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Κεφάλαιο 2

Ευθείες στο Επίπεδο

∆ιανυσµατικές Εξισώσεις Ευθειών

2.1. Ευθείες και Ευθύγραµµα τµήµατα στο Επίπεδο

Στην γεωµετρία του επιπέδου, µάθατε πως µια γραµµή είναι ένα σύνολο σηµείων του
επιπέδου. Στην άλγεβρα, ανακαλύψατε ότι ένα τέτοιο σύνολο σηµείων είναι το γράφηµα
του συνόλου λύσεων στο R2 µιας γραµµικής εξίσωσης δύο µεταβλητών, της οποίας η
Καρτεσιανή κανονική µορφή είναι η

Ax + By + C = 0,

όπου τα A και B δεν είναι συγχρόνως µηδέν. (Η συνθήκη ῾῾τα A και B δεν είναι συγ-
χρόνως µηδέν᾿᾿ συνήθως εκφράζεται ισοδύναµα ως εξής ῾῾A2 + B2 , 0᾿᾿). Αργότερα σ΄ αυτό
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το κεφάλαιο ϑα συζητήσουµε λεπτοµερειακά τέτοιες εξισώσεις, αλλά κατ΄ αρχήν ϑα εκµε-
ταλλευτούµε την σχέση µεταξύ των σηµείων και των διανυσµάτων που αναπτύξαµε στο
Κεφάλαιο 1.1 για να δείξουµε ότι µια ευθεία µπορεί επίσης να ορισθεί µε µια διανυ-
σµατική εξίσωση. Στη συζήτησή µας για σηµεία και διανύσµατα του επιπέδου, εάν ένα
σηµείο συµβολίζεται µε το κεφαλαίο γράµµα S, για παράδειγµα, τότε είναι ϐολικό να
συµβολίζουµε το γεωµετρικό διάνυσµα από την αρχή των αξόνων έως αυτό το σηµείο αυτό
µε το µικρό γράµµα s. ΄Οπως γνωρίζετε, δύο σηµεία ορίζουν µια ευθεία. Τώρα ϑα δείτε
πως αυτό το γεγονός µπορεί να χρησιµεύσει στην εύρεση µιας διανυσµατικής εξίσωσης
της ευθείας. Κοιτάξτε το Σχήµα 2.1, που δείχνει τα σηµεία S(4,2) και T(5,4) και την
γραµµή L που περιέχει αυτά τα σηµεία. Εάν οι κανονικές γεωµετρικές παραστάσεις των
διανυσµάτων s = (4,2) και t = (5,4) προστεθούν στην εικόνα, τότε το αποτέλεσµα

Σχήµα 2.1: Σχήµα 2.2:

είναι αυτό που ϐλέπετε στο Σχήµα 2.2. Παρατήρησε στο Σχήµα 2.2 ότι το διάνυσµα
v = t − s = (5,4) − (4,2) = (1,2) έχει µια γεωµετρική παράσταση που ϐρίσκεται πάνω
στην L.

Τώρα κοιτάξτε στο Σχήµα 2.3 που δείχνει την ίδια κατάσταση όπως στο Σχήµα 2.2
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εκτός του ότι το σηµείο U(x, y) προστέθηκε πάνω στην L όπως και το αντίστοιχο διάνυσµα
u (και, για λόγους απλότητας, το διάνυσµα t αφαιρέθηκε). Από το σχήµα µπορείτε να
δείτε ότι το διάνυσµα w = u − s έχει επίσης µια γεωµετρική παράσταση που ϐρίσκεται
πάνω στην L και άρα (δες ΄Ασκηση 27, σελίδα 87) το w είναι παράλληλο στο v.

Σχήµα 2.3: Σχήµα 2.4:

Το Σχήµα 2.4 δείχνει ουσιαστικά την ίδια κατάσταση όπως το Σχήµα 2.3 εκτός του ότι
αυτή τη ϕορά το σηµείο U(x, y) ϐρίσκεται εκτός της L. Σ΄ αυτήν την περίπτωση µπορείτε
να δείτε ότι η γεωµετρική παράσταση του w = u − s δεν ϐρίσκεται πάνω στην L και άρα
(δες ΄Ασκηση 28, σελ. 87) το w δεν είναι παράλληλο στο v. ΄Ετσι το U(x, y) ϐρίσκεται πάνω
στην L αν και µόνο αν το w είναι παράλληλο στο v, δηλαδή, αν και µόνο αν το u − s είναι
παράλληλο στο t− s. Από την Ενότητα 1.5, εντούτοις, γνωρίζεται ότι το w είναι παράλληλο
στο v εάν και µόνο εάν το w = rv, όπου το r είναι ένας αριθµός. Οπότε το U ϐρίσκεται
στην L εάν και µόνο εάν

w = rv,
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ή
u − s = r(t − s).

Επειδή u = (x, y), s = (4,2), και t = (5,4),w = u− s = (x −4, y−2) και, όπως σηµειώσαµε
νωρίτερα, v = t − s = (1,2). Οπότε, η τελευταία εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την

(x − 4, y − 2) = r(1,2), (x, y) − (4,2) = r(1,2),

ή
(x, y) = (4,2) + r(1,2).

Γενικά µε όµοιο συλλογισµό µπορείτε να συµπεράνετε ότι εάν τα S(x1, y1) και T(x −
2, y−2) είναι δύο σηµεία του επιπέδου (Σχήµα 2.5), τότε το σηµείο U(x, y) ϐρίσκεται στην
ευθεία που διέρχεται από τα S και T εάν και µόνο εάν

u − s = r(t − s),

ή

2 u = s + r(t − s), r ∈ R. (1)

Σχήµα 2.5:
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Το σύνολο των σηµείων που ϐρίσκονται στην L µπορεί να ορισθεί από το

{U : u = s + r(t − s), r ∈ R},

όπου t , s αφού T , S.
Επειδή το U ϐρίσκεται στην L εάν και µόνο εάν η Εξίσωση (1) ικανοποιείται, για αυτό

το λόγο λέµε ότι η Εξίσωση (1) είναι µια εξίσωση της L και ότι η L είναι το γράφηµα της
Εξισώσεως (1). Στην Εξίσωση (1), η µεταβλητή r καλείται µια παράµετρος, και η Εξίσωση
(1) καλείται η παραµετρική διανυσµατική εξίσωση της ευθείας που περνά από τα S
και T.

Παράδειγµα 1. Γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία
L που διέρχεται από τα S(3,−2) και T(4,4).

Λύση: Ας σχεδιάσουµε ένα σκίτσο. ΄Εχετε s =

(3,−2) και t = (4,4). Τότε

t − s = (4,4) − (3,−2)
= (1,6).

Οπότε, από την Εξίσωση (1), µια παραµε-
τρική διανυσµατική εξίσωση για την L είναι
η

u = (3,−2) + r(1,6).

2

Εάν περιορίσουµε τις τιµές της παραµέτρου r σε ένα κλειστό διάστηµα της µορφής
{r : a ≤ r ≤ b}, τότε το γράφηµα της Εξίσωσης (1) είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα. Σηµείωστε
ότι στην συγκεκριµένη περίπτωση που ϑέσουµε r = 0 στην Εξίσωση (1), τότε u = s και
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U(x, y) = S(x1, y1). Επίσης, εάν r = 1, τότε u = t και U(x, y) = T(x − 2, y − 2). Οπότε,
όπως δείχνει το Σχήµα 2.6, καθώς το r διατρέχει

Σχήµα 2.6:

το διάστηµα {r : 0 ≤ r ≤ 1}, το σηµείο U(x, y) διασχίζει το ευθύγραµµο τµήµα από το
S(x1, y1) έως το T(x − 2, y − 2). Τα υπόλοιπα σηµεία στην ευθεία αντιστοιχούν σε τιµές
της r που ικανοποιούν τις σχέσεις r < 0 και r > 1.

Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε την Εξίσωση (1), σελίδα 81, για να ϐρείτε τις συντε-
ταγµένες ενός σηµείου στο ευθύγραµµο τµήµα ST που ϐρίσκεται σε κάποιο σηµείο του
δρόµου µεταξύ των S και T. Για παράδειγµα, για να ϐρείτε τις συντεταγµένες του ενδιά-
µεσου σηµείου, ϑα µπορούσατε να ϑέσετε r = 1

2 .

Παράδειγµα 2. Βρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων που χωρίζουν στα τρία το
ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα S(3,4) και T(6,2).

Λύση: ΄Εχετε s = (3,−4) και t = (6,2). Οπότε, το διάνυσµα από το S στο T είναι
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το
t − s = (6,2) − (3,−4) = (3,6).

Τότε τα σηµεία του τµήµατος ST δίνονται από την

u = (3,−4) + r(3,6),0 ≤ r ≤ 1.

Οι συντεταγµένες του σηµείου που ϐρίσκεται στο ένα-τρίτο του δρόµου
από το S στο T είναι

(3,−4) +
1
3

(3,6) = (3,−4) + (1,2) = (4,−2),

και του σηµείου που ϐρίσκεται στα δύο-τρίτα του δρόµου από το S στο
T είναι

(3,−4) +
2
3

(3,6) = (3,−4) + (2,4) = (5,0).

΄Ετσι οι συντεταγµένες των σηµείων που τριχοτοµούν είναι (4,−2) και
(5,0). 2

Εάν η Εξίσωση (1), σελίδα 81, γραφτεί ισοδύναµα µε την ϐοήθεια των παραµέτρων r
και τις συντεταγµένες των S,T, και U, έχετε

(x, y) = (x1, y1) + r[(x2, y2) − (x1, y1)]
= (x1, y1) + r(x2 − x1, y2 − y1),

ή

(x, y) = (x1 + r(x2 − x1), y1 + r(y2 − y1)).

Αυτή η διανυσµατική εξίσωση είναι ισοδύναµη µε τις δύο εξισώσεις

2 x = x1 + r(x2 − x1) και y = y1 + r(y2 − y1), r ∈ R. (2)

Αυτές καλούνται ένα σύστηµα από παραµετρικές Καρτεσιανές εξισώσεις για το ευθύ-
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γραµµο τµήµα από τα S και T. Στην ενότητα ϑα δούµε πως ένα σύστηµα συσχετίζεται µε
τη κανονική Καρτεσιανή µορφή της εξίσωσης µιας ευθείας.

Παράδειγµα 3. Γράψτε ένα σύστηµα των παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων
για την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία S(2,−1) και T(5,3).

Λύση: Εάν στις Εξισώσεις (2) αντικαταστήσετε τις x1, y1, x2 και y2 µε 2, -1, 5,
και 3, αντίστοιχα, ϐρίσκετε

x = 2 + r(5 − 2) και y = −1 + r[3 − (−1)]
ή

x = 2 + 3r και y = −1 + 4r.
2

Ασκήσεις 2.1

Στις Ασκήσεις 1-10, γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση και ένα σύστηµα πα-
ραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων για την ευθεία που περιέχει τα δοθέντα σηµεία S και
T.

1. S(2,1),T(0,0)

2. S(3,2),T(1,1)

3. S(4,−2),T(4,3)

4. S(5,−6),T(2,−6)

5. S(−7,2),T(−3,−1)

6. S(−3,1),T(4,−2)

7. S(−6,−3),T(−4,−2)

8. S(−1,−7),T(−7,−1)

9. S(a, b),T(b, a)

10. S(2a, b),T(3a,2b)

Στις Ασκήσεις 11-18, βρείτε τις εξισώσεις των (α) του µέσου (ενδιάµεσου) σηµείου και (β)
τα σηµεία που τριχοτοµούν το τµήµα µε άκρα τα δοθέντα S και T.
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11. S(5,−1),T(−4,2)

12. S(6,−2),T(1,7)

13. S(−3,−5),T(3,10)

14. S(4,7),T(−5,3)

15. S(2,5),T(−10,−1)

16. S(−5,3),T(7,21)

17. S(−3,7),T(4,1)

18. S(5,−2),T(12,−5)

Στις Ασκήσεις 19-22, βρείτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για τα τµήµατα που
ενώνουν τα σηµεία.

19. R(2,5) και το µέσο του τµήµατος µε άκρα S(5,1) και T(7,−3).

20. R(−2,6) και το µέσο του τµήµατος µε άκρα S(0,3) και T(4,0).

21. Το µέσο του τµήµατος µε άκρα Q(−5,2) και R(1,6) και του σηµείου που ϐρίσκεται
στο ένα-τρίτο του δρόµου από το S(−2,6) στο T(1,9).

22. Του σηµείου στα δύο-τρίτα του δρόµου από το δρόµο από το Q(8,−2) στο R(2,7) και
του σηµείου στο ένα-τέταρτο του δρόµου από το S(1,6) στο T(9,10).

*23. ∆είξτε ότι οι συντεταγµένες (x0, y0) του µέσου του τµήµατος µε άκρα S(x1, y1) και
T(x2, y2) δίνεται από τους τύπους

x0 =
x1 + y2

2
, y0 =

y1 + y2

2
.

*24. ∆είξτε ότι οι συντεταγµένες (x ′, y′) και (x ′′, y′′) των σηµείων που τριχοτοµούν το
τµήµα µε άκρα S(x1, y1) και T(x − 2, y − 2) δίνονται από τους

x
′ =

2x1 + x − 2
3

, y
′ =

2y1 + y − 2
3

.
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και

x
′′ =

x1 + 2x − 2
3

, y
′′ =

y1 + 2y − 2
3

.

*25. ∆είξτε ότι οι διάµεσοι του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία R(6,1),S(−2,3), και
T(2,−7) συναντιούνται σ΄ ένα κοινό σηµείο που ϐρίσκεται στα δύο-τρίτα του δρόµου
από την κάθε κορυφή στην αντίθετη πλευρά. [Υπόδειξη : Προσδιορίσετε τις συντε-
ταγµένες του σηµείου που ϐρίσκεται στα δύο-τρίτα του δρόµου από κάθε κορυφή
στη µέση της απέναντι πλευράς.]

*26. Επαναλάβετε την ΄Ασκηση 25 για το τρίγωνο µε κορυφές O(0,0),S(x1, y1), και T(x2, y2).

*27. Αποδείξτε ότι εάν η ευθεία L είναι το γράφηµα της γραµµικής Καρτεσιανής εξίσωσης
Ax + By + C = 0, A2 + B

2 , 0, τότε όλα τα διανύσµατα που έχουν γεωµετρικές
παραστάσεις µε αρχικό σηµείο και τελικό σηµείο πάνω στην L είναι παράλληλα.
[Υπόδειξη : ΄Εστω S(x1, y1) και T(x2, y2) είναι δύο οποιαδήποτε σηµεία στην L. ∆είξτε
ότι A(x2 − x1) + B(y2 − y1) = 0, και συνεπώς (δείτε Ενότητα 1.6) ότι το διάνυσµα
(x2 − x1, y2 − y1) είναι κάθετο στο διάνυσµα (A, B).]

*28. ∆είξτε ότι εάν η γραµµή L είναι το γράφηµα για την γραµµική Καρτεσιανή εξίσωση
Ax + By + C = 0, A2 + B

2 , 0, και το v είναι ένα διάνυσµα που έχει γεωµετρική
παράσταση µε το ένα άκρο πάνω στην L και το άλλο έξω από την L, τότε το v δεν είναι
παράλληλο σε οποιοδήποτε µη µηδενικό διάνυσµα που έχει γεωµετρική παράσταση
µε τα δύο άκρα του πάνω στην L. [Υπόδειξη : ΄Εστω S(x1, y1) είναι ένα οποιοδήποτε
σηµείο πάνω στην L και T(x −2, y−2) ένα οποιοδήποτε σηµείο όχι στην L. ∆είξτε ότι
A(x − 2− x1) +B(y− 2− y1) , 0, και συνεπώς ότι το διάνυσµα (x − 2− x1, y− 2− y1)
δεν είναι κάθετο στο διάνυσµα (A, B).]
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2.2. Σηµεία πάνω σε Ευθείες

Στην Ενότητα 2.1, χρησιµοποιήσαµε τις παρακάτω αλήθειες, οι οποίες διαισθητικά
ϕαίνονται προφανείς, για την εύρεση µιας παραµετρικής διανυσµατικής εξίσωσης για την
ευθεία : Εάν ένα διάνυσµα vέχει µια γεωµετρική παράσταση µε το αρχικό σηµείο της
και το τελικό σηµείο της πάνω σε µια δοθείσα ευθεία L, τότε το v είναι παράλληλο σε
κάθε άλλο διάνυσµα που έχει µια τέτοια γεωµετρική παράσταση· όµως, µε εξαίρεση την
περίπτωση v = 0, το v δεν είναι παράλληλο µε το οποιοδήποτε διάνυσµα που έχει µια
διανυσµατική παράσταση µε το ένα άκρο στην L και το άλλο άκρο έξω από την L. (Για
ένα περίγραµµα των αποδείξεων, δείτε Ασκήσεις 27 και 28, σελίδα 87). Λέµε ότι η ευθεία
L είναι παράλληλη σε κάθε διάνυσµα v που έχει γεωµετρική παράσταση µε άκρα πάνω
στην L και ότι κάθε τέτοιο διάνυσµα v είναι παράλληλο µε την L. ΄Ενα µη µηδενικό

διάνυσµα v παράλληλο µε την L καλείται διάνυσµα κατεύθυνσης της L.

Είδατε στην Ενότητα 2.1 ότι µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση, ή ένα σύστηµα
παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων, µιας γραµµής L µπορεί να ϐρεθεί εάν οι συντεταγ-
µένες δύο σηµείων της L είναι γνωστές. Τέτοιες εξισώσεις µπορεί επίσης να ϐρεθούν εάν
οι συντεταγµένες ενός µοναδικού σηµείου στην L και ενός διανύσµατος κατεύθυνσης της
L είναι γνωστά. Πράγµατι ϑεώρησε την γραµµή L που διέρχεται από το σηµείο S(x1, y1)
και παράλληλη στο µη µηδενικό διάνυσµα v = (h, k).(∆είτε και Σχήµα 2.7.)
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Σχήµα 2.7:

Από τα παραπάνω σχόλια, ένα σηµείο U(x, y) ϐρίσκεται στην L εάν και µόνο εάν

u − s = rv,

ή

2
u = s + rv (1)

όπου το r είναι ένας αριθµός. Η Εξίσωση (1) καλείται η κανονική παραµετρική δια-
νυσµατική εξίσωση της γραµµής από το S παράλληλη στο v. Επειδή η Εξίσωση (1)
µπορεί να γραφτεί ισοδύναµα ως

(x, y = (x1, y1)) + r(h, k),

το αντίστοιχο σύστηµα των παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων για την L είναι
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2 x = x1 + rh, y = y1 + rk, r ∈ R. (2)

Παράδειγµα 1. Γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση και ένα σύ-
στηµα παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων για την ευθεία
που διέρχεται από το σηµείο S(7,−1) παράλληλο στο διάνυσµα
v = (−2,3).

Λύση: Κάντε ένα σχέδιο. ΄Αµµεσα από την Εξίσωση
(1), έχετε

u = (7,−1) + r(−2,3).

΄Οµοια, από την Εξίσωση (2), έχετε

x = 7 − 2r, y = −1 + 3r.

2

Φυσικά, κάθε ευθεία, έχει άπειρα το πλήθος διανύσµατα κατεύθυνσης, διότι κάθε έ-
να από τα άπειρα το πλήθος µη µηδενικά διανύσµατα παράλληλα στην ευθεία είναι ένα
διάνυσµα κατεύθυνσης για την ευθεία. Συγκεκριµένα, εάν τα P και Q είναι δύο σηµεία
πάνω στην ευθεία L, τότε τα p − q και q − p είναι διανύσµατα κατευθύνσεως της ευθείας.
Για να αποφασίσουµε εάν ένα σηµείο S(x1, y1) ϐρίσκεται πάνω σε µια ευθεία L µε Καρτε-
σιανή εξίσωση Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0, αντικαθιστάµε τις συντεταγµένες x1 και y1
στην εξίσωση και ϐλέπειτε εάν προκύπτει µια αληθινή πρόταση. Για µια παραµετρική δια-
νυσµατική εξίσωση ή ένα σύστηµα παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων, το πρόβληµα
είναι κάπως διαφορετικό. Για παράδειγµα, για να αποφασίσουµε εάν το T(3,6) ϐρίσκεται

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 91 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

σε µια γραµµή µε παραµετρική διανυσµατική εξίσωση

(x, y) = (1,3) + r(1,1),

µπορείτε να αντικαταστήσετε τις συντεταγµένες του T στα x και y της δοθείσας εξίσωσης
και στη συνέχεια να αποφασίσετε εάν ή όχι υπάρχει ένας αριθµός r για τον οποίο

(3,6) = (1,3) + r(1,1), (3)

δηλαδή, για τον οποίο

(3,6) = (1 + r,3 + r),

ή 3 = 1 + r και 6 = 3 + r, ή r = 2 και r = 3. Επειδή 2 , 3, δεν υπάρχει πραγµατικός
αριθµός r για τον οποίο η Εξίσωση (3) είναι αληθινή, οπότε µπορείτε να συµπεράνετε ότι
το T(3,6) δεν ϐρίσκεται πάνω στην L.
Υπάρχει, εντούτοις, ένας πιο εύκολος τρόπος για να ϕτάσουµε σε αυτό το συµπέρασµα.
Σηµειώστε κατ΄ αρχήν, ότι το αποτέλεσµα της Εξίσωσης (1) στη σελίδα 89 µπορεί να ειπωθεί
ως :

2 Εάν το v είναι το διάνυσµα κατεύθυνσης µιας γραµµής L που περιέχει ένα
σηµείο S, τότε ένα σηµείο U ϐρίσκεται πάνω στην L εάν και µόνο εάν το u− s
είναι παράλληλο στο v.

Στη συνέχεια ϑυµηθείτε (σελίδα 52) ότι τα διανύσµατα u = (x1, y1) και (x2, y2) είναι
παράλληλα αν και µόνον εάν u · vp = 0, όπου vp = (−y2, x2). Αυτά τα δύο αποτελέσµατα
µπορούν να συνδυαστούν για να πετύχουµε το παρακάτω απλό τέστ για να προσδιορίσουµε
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εάν ή όχι ένα σηµείο U ϐρίσκεται σε µια ευθεία L:

2 Εάν v είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για µια ευθεία L που περιέχει κάποιο
σηµείο S, τότε ένα σηµείο U ανήκει στην L εάν και µόνον εάν

(u − s) · vp = 0. (4)

Συγκεκριµένα, εάν γνωρίζετε ότι η L περιέχει δύο σηµεία S και T, τότε υπάρχει ένα
σηµείο U ανήκει στην L εάν και µόνον εάν

(u − s) · (t − s)p = 0. (5)

Σηµειώστε ότι αν και οι Εξισώσεις 4 και 5 περιέχουν διανύσµατα, ουσιαστικά είναι οι
αριθµητικές εξισώσεις για την L λόγω των εσωτερικών γινοµένουν που εµφανίζονται. Θα
επιστρέψουµε ξανά σάυτήν την παρατήρηση στην Ενότητα 2.4.

Παράδειγµα 2. ∆είξτε ότι εάν η L είναι η ευθεία µε παραµετρική διανυσµατική
εξίσωση

u = (3,2) + r(−1,2),

τότε (α) το σηµείο µε συντεταγµένες (6,1) δεν ϐρίσκεται στην L
και (ϐ) το σηµείο µε συντεταγµένες (5,−2) ανήκει στην L.

Λύση: Εξετάζοντας την δοθείσα εξίσωση για την L, µπορείτε να δείτε ότι η L
διέρχεται από το σηµείο S(3,2) και ότι το v = (−1,2) είναι ένα διάνυσµα
κατεύθυνσης για την L. Οπότε έχετε vp = (−2,−1).
(α) Για u = (6,1), έχετε

u − s = (6,1) − (3,2) = (3,−1),

και

(u − s) · vp = (3,−1) · (−2,−1)
= −6 + 1 = −5 , 0.
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Οπότε το u − s δεν είναι παράλληλο στο v, και άρα το σηµείο µε συντε-
ταγµένες (6,1) δεν ανήκει στην L.

(ϐ) Για u = (5,−2), έχετε

u − s = (5,−2) − (3,2) = (2,−4),

και

(u − s) · vp = (2,−4) · (−2,−1) = −4 + 4 = 0.

Οπότε, το u − s είναι παράλληλο στο v, και το σηµείο µε συντεταγµένες
(5,−2) δεν ϐρίσκεται πάνω στην L.

Σχήµα 2.8:

Εάν το διάνυσµα κατεύθυνσης v στην
εξίσωση

u = s + rv

είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα, τότε
για κάθε σηµείο U στο γράφηµα της
εξίσωσης, τότε το |r | είναι η απόσταση
µεταξύ των S και U (Σχήµα 2.8). Αυτό
προκύπτει από το γεγονός ότι

d(S,U) = ‖u − s‖ = ‖rv‖
= |r |‖v‖
= |r |(1)
= |r |.

2
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Παράδειγµα 3. Εάν L είναι η ευθεία µε εξίσωση u = (1,6) + r(3,4), ϐρείτε τις
συντεταγµένες των σηµείων της L που απέχουν 10 µονάδες από
τό S(1,6).

Λύση: Κατ΄ αρχήν ας ϐρούµε το µοναδιαίο διάνυσµα µε την ίδια κατεύθυνση
όπως το (3,4). Αυτό το διάνυσµα (δείτε σελίδα 1.5) είναι το(

3
√

9 + 16
,

4
√

9 + 16

)
=

(3
5
,
4
5

)
.

Οπότε µια άλλη εξίσωση για την L είναι

u = (1,6) + r(
3
5
,
4
5

).

Ζητάτε να ϐρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων U(x, y) για τα οποία
ισχύει |r | = 10, δηλαδή, για τα οποία ισχύει r = 10 ή r = −10. ΄Ετσι
έχετε :

r = 10

(x1, y1) = (1,6) + 10( 3
5 ,

4
5 )

= (1,6) + (6,8)
= (7,14)

r = −10

(x2, y2) = (1,6) − 10( 3
5 ,

4
5 )

= (1,6) − (6,8)
= (−5,−2)

Οπότε τα U1(7,14) και U2(−5,−2) είναι τα Ϲητούµενα σηµεία. 2

Ασκήσεις 2.2

Στις Ασκήσεις 1–8, γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση και ένα σύστηµα πα-
ραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων για την ευθεία L που διέρχεται απο το δοθέν σηµείο
S και παράλληλη στο δοθέν διάνυσµα v.
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1. S(3,2); v = (1,1)

2. S(5,7); v = (2,3)

3. S(4,−3); v = (−1,2)

4. S(1,−5); v = (3,−1)

5. S(−2,4); v = (−1,−2)

6. S(−5,2); v = (−3,1)

7. S(−6,−4); v = (−3,−2)

8. S(−3,−7); v = (4,−2)

Στις Ασκήσεις 9–16, απαντήστε εάν ή όχι το δοθέν σηµείο S ανήκει στην ευθεία µε την
δοθείσα παραµετρική διανυσµατική εξίσωση.

9. S(2,−1); u = (1,2) + r(−1,3)

10. S(−8,6); u = (−2,3) + r(2,−1)

11. S(3,2); u = (1,1) + r(2,−3)

12. S(−1,2); u = (4,7) + r(3,3)

13. S(−1,1); u = (−2,−3) + r(1,4)

14. S(2,−7); u = (−3,2) + r(2,1)

15. S(0,−1); u = (3,−4) + r(−6,2)

16. S(−4,0); u = (−1,−2) + r(3,−2)

Στις Ασκήσεις 17–24 βρείτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που
περιέχει το δοθέν σηµείο S και έχει το δοθέν διάνυσµα ως ένα διάνυσµα κατεύθυνσης.

17. S(2,3); v = 3i + 4j
18. S(4,1); v = 2i − 5j
19. S(3,−1); v = 5i + 2j
20. S(1,−5); v = −i − 3j

21. S(−6,2); v = 3i + j
22. S(−5,3); v = 4i − 2j
23. S(−1,−1); v = −2i + 7j
24. S(−3,−5); v = −4i − j
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Στις ασκήσεις 25–30, προσδιορίστε εάν ή όχι οι δύο δοθείσες παραµετρικές διανυσµατικές
εξισώσεις ορίζουν την ίδια ευθεία.

25. u = (2,1) + r(3,−1); u = (2,1) + r(−3,1)

26. u = (3,4) + r(2,−2); u = (3,4) + r(−2,2)

27. u = (2,3) + r(−1,2); u = (1,5) + r(2,−4)

28. u = (−3,1) + r(1,−3); u = (3,−1) + r(−1,3)

29. u = (−1,−2) + r(−2,4); u = (1,0) + r(1,−2)

30. u = (0,3) + r(−1,5); u = (−1,−2) + r(2,−10)

Στις Ασκήσεις 31–34, βρείτε τις συντεταγµένες των σηµείων U1 και U2 στην ευθεία µε την
δοθείσα παραµετρική διανυσµατική εξίσωση τα οποία βρίσκονται στην δοθείσα απόσταση
από το σηµείο S.

31. Στην ευθεία u = (4,−2) + r(1,1); 3
√

2 µονάδες µήκους απόσταση απο το σηµείο
S(4,−2)

32. Στην ευθεία u = (−3,−1) + r(6,8); 5 µονάδες µήκους απόσταση απο το σηµείο
S(−3,−1)

33. Στην ευθεία u = (0,4)+r(5,12); 26 µονάδες µήκους απόσταση απο το σηµείο S(5,16)

34. Στην ευθεία u = (−1,6) + r(1,4); 2
√

17 µονάδες µήκους απόσταση απο το σηµείο
S(1,14)

*35. ∆οθέντος ότι η ευθεία L µε παραµετρική διανυσµατική εξίσωση u = s + rv περιέχει
το σηµείο T, δείξτε ότι για κάθε σηµείο U στην L, υπάρχει ένας αριθµός k έτσι ώστε
u − t = kv.

*36. Χρησιµοποιείστε το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 35 για να δείξετε ότι (u− t) · vp = 0. Τι
συνεπάγεται αυτό για την ευθεία που διέρχεται από το T µε διάνυσµα κατεύθυνσης
το v; 2
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2.3. Η κλίση µιας Ευθείας: Παράλληλες και κάθετες Ευ-

θείες

΄Ισως να ϑυµάστε από άλλα µαθήµατα ότι ο λόγος του (κάθετου) ύψους ενός ευθύγραµ-
µου τµήµατος προς το (οριζόντιο) πλάτος του λέγεται η κλίση του ευθυγράµµου τµήµατος,
και αυτή η κλίση κανονικά συµβολίζεται µε το γράµµα m. ΄Ετσι έχετε

m =
ύψος
πλάτος

.

Εάν v = (h, k) είναι το διάνυσµα κατεύθυνσης για µια ευθεία L που περιέχει ένα σηµείο
S, τότε η L έχει µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση της µορφής

u = s + r(h, k), r ∈ R. (1)

Εάν η r πάρει τιµή 1, τότε µπορείτε να δείτε ότι οι συντεταγµένες ενός δεύτερου σηµείου
Q στην L µπορούν να ϐρεθούν προσθέτοντας το h στην πρώτη συντεταγµένη και το k στη
δεύτερη συντεταγµένη του δοθέντος σηµείου S. Οπότε, τα h και k είναι αντίστοιχα το
οριζόντιο πλάτος(run) και το κάθετο ύψος(rise) του τµήµατος SQ, και εάν h , 0, τότε ο
λόγος k

h
είναι η κλίση του SQ (Σχήµα 2.9α΄).
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(α΄) (β΄)

Σχήµα 2.9:

Ξανά, εάν h , 0, εάν δώσετε την τιµή 1
h

στο r, τότε µπορείτε να δείτε από την Εξίσωση
1 ότι οι συντεταγµένες ενός δεύτερου σηµείου, έστω T, στην L µπορεί να ϐρεθούν προ-
σθέτοντας το 1

h
(h, k) =

(
1, k

h

)
στο s, δηλαδή, προσθέτοντας 1 στην πρώτη συντεταγµένη

του S και k

h
στη δεύτερη συντεταγµένη του S. Επειδή η µονάδα προστίθεται στη πρώτη

συντεταγµένη του S και το k

h
στη δεύτερη συντεταγµένη µπορείτε να σκέφτεστε το k

h
ως το

ϱυθµό αλλαγής, κατά µήκος της ευθείας L, στη κάθετη κατεύθυνση ανά µονάδα µήκους
στην οριζόντια κατεύθυνση, όπως δείχνεται στο Σχήµα 2.9β΄.
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Σηµειώστε ότι ο αριθµός k

h
δεν εξαρτάται από την επιλογή του σηµείου S στην L

αλλά µόνο από το διάνυσµα κατεύθυνσης (h, k). Αλλά ούτε ο k

h
εξαρτάται από κάποιο

συγκεκριµένο διάνυσµα κατεύθυνσης (h, k) της L, επειδή κάθε διάνυσµα κατεύθυνσης
της L είναι της µορφής c(h, k) ή (ch, ck), όπου c , 0, και ck

ch
= k

h
. Ως συνέπεια, µπορείτε

να ορίσετε την κλίση µιας ευθείας ως εξής :

2 Εάν L είναι µια ευθεία µε διάνυσµα κατεύθυνσης (h, k), όπου h , 0, τότε η
κλίση m της L δίνεται από τον τύπο

m =
k

h
.

Προκύπτει από αυτόν τον ορισµό ότι το m είναι η κλίση της ευθείας L εάν και µόνο
εάν το (1, m), ή το (1, k

h
), είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L. ΄Ετσι, η Εξίσωση 1,

σελίδα 97, µπορεί να γραφτεί ως

u = s + r(1, m), r ∈ R.

Παράδειγµα 1. Προσδιορίσετε τη κλίση m µιας ευθείας που περιέχει τα σηµεία
S(5,1) και T(3,−2), και γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική
εξίσωση της µορφής u = s + r(1, m) για την ευθεία.

Λύση: ΄Ενα διάνυσµα κατεύθυνσης για την ευθεία είναι

t − s = (3,−2) − (5,1) = (−2,−3).

Οπότε, από τον ορισµό, m = −3
−2 = 3

2 . Επειδή το S(5,1) ϐρίσκεται στην
ευθεία, µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία είναι η
u = (5,1) + r(1, 3

2 ). 2
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Η µέθοδος της λύσης στο Παράδειγµα 1 µας υποδεικνύει ότι ϑα ήταν χρήσιµο να
έχουµε ένα τύπο για την κλίση µιας ευθείας που διέρχεται από δύο δοθέντα σηµεία ως
συνάρτηση των συντεταγµένων των σηµείων. Επειδή ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για την
ευθεία L που διέρχεται από τα σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) είναι

v = t − s = (x2, y2) − (x1, y1) = (x2 − x1, y2 − y1),

προκύπτει από τον ορισµό της κλίσης ότι εάν x2 , x1, τότε η κλίση της L δίνεται από τον
τύπο

2

m =
y2 − y1

x2 − x1
. (2)

Μια ευθεία µε ϑετική κλίση «ανεβαίνει» από τα αριστερά στα δεξιά· µια ευθεία µε αρνητική

κλίση «κατεβαίνει» από τα αριστερά στα δεξιά. Στο Σχήµα 2.10, η L1 έχει ϑετική κλίση
και η L2 αρνητική.

Σχήµα 2.10:

Μια ευθεία µε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της µορφής (h,0), h , 0, είναι µια οριζόντια
ευθεία και έχει κλίση 0

h
= 0. Επειδή το διάνυσµα (h,0) έχει µια γεωµετρική παράσταση
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που κείται στον x-άξονα, µια οριζόντια ευθεία είναι παράλληλη στον x-άξονα (δείτε ορισµό
παρακάτω). Μια ευθεία µε διάνυσµα κατεύθυνσης της µορφής (0, k), k , 0, είναι µια
κάθετη ευθεία. Οι κάθετες ευθείες δεν έχουν κλίση (επειδή ο λόγος k

0 δεν ορίζεται) και
είναι παράλληλες στον y-άξονα.

Είχατε συνηθίσει, από την µελέτη της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, να σκέφτεστε τις πα-
ϱάλληλες ευθείες ως ευθείες που ϐρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και οι οποίες δεν έχουν
κανένα σηµείο κοινό. Θυµηθείτε, όµως (σελίδα 29), ότι δύο διανύσµατα λέγονται παράλ-
ληλα αν και µόνο αν έχουν τις ίδιες ή τις αντίθετες κατευθύνσεις. Επίσης, (σελίδα 88),
µια ευθεία L και ένα µη µηδενικό διάνυσµα v λέγονται να είναι παράλληλα εάν και µόνο
εάν το vέχει µια γεωµετρική παράσταση που ϐρίσκεται πάνω στην L, δηλαδή, εάν και
µόνο εάν το v είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L. Είναι τώρα η κατάλληλη στιγµή για
µας να δώσουµε ένα νέο ορισµό των παράλληλων ευθειών µε ορολογία των διανυσµάτων
κατεύθυνσης. Ο νέος ορισµός είναι ισοδύναµος (Ασκήσεις 45 και ;;, σελίδα 106) µε τον
γνωστό γεωµετρικό ορισµό δηλ. ότι οι παράλληλες ευθείες είναι µη τεµνόµενες συνεπί-
πεδες γραµµές, εκτός από το γεγονός, όπως ϑα δείτε, ότι κάθε ευθεία του επιπέδου ϑα
ϑεωρείτε τώρα παράλληλη στον εαυτό της.

2 ∆ύο ευθείες L1 και L2 στο επίπεδο συντεταγµένων καλούνται παράλληλες
εάν και µόνο εάν ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L1 είναι παράλληλο σε ένα
διάνυσµα κατεύθυνσης της L2.

Φυσικά, επειδή όλα τα διανύσµατα κατεύθυνσης µιας δοθείσας ευθείας είναι παράλ-
ληλα (σελίδα 88), εάν οποιοδήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης της L1 είναι παράλληλο σε ένα
οποιοδήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης της L2, τότε όλα τα διανύσµατα κατεύθυνσης της L1
είναι παράλληλα σε όλα τα διανύσµατα κατεύθυνσης της L2. Ακόµα, επειδή κάθε µη
µηδενικό διάνυσµα παράλληλο σε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης µιας ευθείας είναι επίσης

και ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της ευθείας (σελίδα 88), προκύπτει ότι κάθε διάνυσµα
κατεύθυνσης της L1 είναι επίσης και ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L2. Οπότε οι ευθείες
L1 και L2 είναι παράλληλες εάν και µόνο εάν έχουν ένα κοινό διάνυσµα κατεύθυνσης
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(h, k). Θυµηθείτε, όµως, ότι µια ευθεία µε διάνυσµα κατεύθυνσης (h, k) είναι είτε κάθετη
(εάν h = 0) ή έχει κλίση k

h
(εάν h , 0). Οπότε οι ευθείες L1 και L2 είναι παράλληλες εάν

και µόνο εάν είτε (α) είναι και οι δύο κάθετες ή (ϐ) έχουν την ίδια κλίση k

h
.

Παράδειγµα 2. Εάν η L1 περιέχει το S(3,−1) και η L περιέχει το T(2,5), και
οι L1 και L2 έχουν το v = (1,2) ως ένα διάνυσµα κατεύθυνσης,
τότε άραγε οι L1 και L2 συµπίπτουν·

Λύση: Από τον ορισµό, οι γραµµές L1 και L2 είναι παράλληλες. Συµπίπτουν
εάν και µόνο εάν τα S και T ϐρίσκονται και στις δύο. Οπότε (δείτε και
το κείµενο που προηγείται της σχέσεως ;; σελίδα ;;), συµπίπτουν εάν και
µόνο εάν το t − s είναι παράλληλο και στις δύο, δηλαδή, εάν και µόνο
εάν (t − s)vp = [(2,5) − (3,−1)](−2,1) = (−1,6)(−2,1) = 8 , 0. Οπότε οι
L1 και L2 δεν συµπίπτουν. 2

Μόλις είδατε ότι οι παράλληλες ευθείες µπορούν να ορισθούν µε χρήση των διανυ-
σµάτων κατεύθυνσής τους. Μπορείτε όµοια να ορίσετε κάθετες ευθείες ως συνάρτηση των
διανυσµάτων κατεύθυνσής τους. Θυµηθείτε (σελίδα 29) ότι διανύσµατα που οι κατευθύν-
σεις τους διαφέρουν κατά ±90◦ ή ±270◦ λέγονται κάθετα, ή ορθογώνια, διανύσµατα.

2 Οι ευθείες L1 και L2 του διανυσµατικού επιπέδου λέγονται κάθετες, ή ορ-
ϑογώνιες, εάν και µόνο εάν ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L1 είναι κάθετο
σε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L2.

Αυτός ο ορισµός είναι ισοδύναµος στον γνωστό ορισµό από την Ευκλείδεια Γεωµετρία ότι
δύο συνεπίπεδες ευθείες είναι κάθετες εάν και µόνο εάν τέµνονται σε ορθές γωνίες.

Φυσικά, εάν ένα οποιοδήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης της L1 είναι κάθετο σε ένα ο-
ποιοδήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης της L2, τότε όλα τα διανύσµατα κατεύθυνσης της L1
είναι κάθετα σε όλα τα διανύσµατα κατεύθυνσης της L2. Οπότε, επειδή δύο διανύσµατα
είναι κάθετα αν και µόνο αν το εσωτερικό γινόµενό τους είναι 0, εάν το v1 είναι ένα ο-
ποιοδήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης της L1 και εάν το v2 είναι ένα οποιοδήποτε διάνυσµα
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κατεύθυνσης της L2, τότε οι L1 και L2 είναι κάθετες εάν και µόνο εάν v1 · v2 = 0.

Παράδειγµα 3. ∆είξτε ότι η ευθεία L1 µε παραµετρική διανυσµατική εξίσωση
u = (3,−1)+r(2,3) είναι κάθετη στην ευθεία L2 µε παραµετρική
διανυσµατική εξίσωση u = (2,−1) + r(6,−4).

Λύση: Από τις δοθείσες εξισώσεις, µπορείτε να δείτε ότι το (2,3) είναι ένα διά-
νυσµα κατεύθυνσης για την L1 και το (6,−4) είναι ένα διάνυσµα κατεύ-
ϑυνσης για την L2. Επειδή (2,3) · (6,−4) = 12 − 12 = 0, οι L1 και L2
είναι κάθετες. 2

Στη σελίδα 99, είδατε ότι κάθε µη κάθετη ευθεία έχει ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της
µορφής (1, m), όπου η m είναι η κλίση της ευθείας. Οπότε εάν η L1 είναι µια µη κάθετη
ευθεία µε κλίση m1 και η L2 είναι µια µη κάθετη ευθεία µε κλίση m2, τότε τα (1, m1)
και (1, m2) είναι διανύσµατα κατεύθυνσης των L1 και L2, αντίστοιχα. Τώρα, οι L1 και L2
είναι κάθετες εάν και µόνο εάν τα (1, m1) και (1, m2) είναι κάθετα, δηλαδή, εάν και µόνο
εάν

(1, m1) · (1, m2) = 0,
1 + (m1)(m2) = 0,

m1m2 = −1,

ή

m1 = −
1
m2

και m2 = −
1
m1

.

Οπότε :

2 ∆ύο µη-κάθετες (δηλ. µη παράλληλες ως προς τον y-άξονα) ευθείες είναι κά-
ϑετες µεταξύ τους εάν και µόνο εάν οι κλίσεις τους είναι αρνητικά αντίστροφες

µεταξύ τους, δηλαδή έχουν γινόµενο το -1.

Οι κάθετες ευθείες είναι κάθετες προς τις οριζόντιες. ΄Οπως συζητήσαµε νωρίτερα, οι
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πρώτες δεν έχουν κάποια κλίση ενώ οι δεύτερες έχουν κλίση ίση µε 0. Για τέτοιες ευθείες,
το παραπάνω τεστ του αρνητικού αντιστρόφου δεν εφαρµόζεται.

Ασκήσεις 2.3

Στις Ασκήσεις 1-8, βρείτε την κλίση της ευθείας που περιέχει τα δοθέντα διανύσµατα S
και T, και γράψτε µια διανυσµατική παραµετρική εξίσωση για την ευθεία της µορφής
u = s + r(1, m).

1. S(5,1) και T(−4,2)

2. S(0,7) και T(5,0)

3. S(3,−4) και T(−2,1)

4. S(2,1) και T(1,−2)

5. S(2,−3) και T(−4,−3)

6. S(−1,−5) και T(4,−5)

7. S(−2,−3) και T(−1,−7)

8. S(−5,−4) και T(2,5)

Στις Ασκήσεις 9-16, γράψτε µια διανυσµατική παραµετρική εξίσωση για την ευθεία που
διέρχεται από το δοθέν σηµείο S µε την δοθείσα κλίση m.

9. S(3,−4);m = 2

10. S(−2,1);m = −3

11. S(0,−5);m = 0

12. S(2 − 3); χωρίς κλίση

13. S(−2,−3);m = 2
3

14. S(1,−5);m = − 3
4

15. S(1,0); χωρίς κλίση

16. S(−3,4);m = 0

Στις Ασκήσεις 17-21, προσδιορίστε εάν οι ευθείες µε τις δοθείσες διανυσµατικές παρα-
µετρικές εξισώσεις είναι (α) παράλληλες, (β) κάθετες, ή (γ) ούτε παράλληλες ούτε κάθετες.

17. L1 : u = (2,−1) + r(3,2), L2 : u = (−3,1) + r(6,4)

18. L1 : u = (4,7) + r(−1,3), L2 : u = (−2,5) + r(6,2)
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19. L1 : u = (3,−5) + r(2,−3), L2 : u = (−1,1) + r(−6,9)

20. L1 : u = (1,−2) + r(−2,−3), L2 : u = (4,2) + r(4,−3)

21. L1 : u = (6,1) + r(−3,6), L2 : u = (−2,1) + r(4,2)

22. Προσδιορίστε ποιες από τις παράλληλες ευθείες στις Ασκήσεις 17-21 συµπίπτουν.

Στις Ασκήσεις 23-28, προσδιορίστε εάν ή όχι τα τρία δοθέντα σηµεία R, S και T, είναι
συγγραµικά.

23. R(2,1),S(−1,3),T(5,−1)

24. R(1,−2),S(7,1),T(−3,−4)

25. R(8,−3),S(−4,5),T(2,4)

26. R(3,−1),S(−2,−3),T(−1,−3)

27. R(1,0),S(0,−3),T(3,3)

28. R(2,0),S(0,−5),T(4,5)

Στις Ασκήσεις 29-36, γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που
διέρχεται από το δοθέν σηµείο S (α) και είναι παράλληλη και (β) κάθετη στην ευθεία µε
την δοθείσα παραµετρική διανυσµατική εξίσωση.

29. S(−2,1); u = (3,0) + r(2,−1)

30. S(1,2); u = (−3,−2) + r(3,4)

31. S(3,4); u = (1,5) + r(5,−2)

32. S(2,1); u = (−1,7) + r(1,3)

33. S(0,4); u = (2,2) + r(−3,3)

34. S(0,0); u = (1,−1) + r(4,3)

35. S(−2,−3); u = (3,3) + r(5,6)

36. S(4,−2); u = (1,2) + r(3,−4)

Στις Ασκήσεις 37-42, προσδιορίστε εάν η γραµµή L1 που περιέχει τα δοθέντα σηµεία Q
και R είναι (α) παράλληλη (β) κάθετη, ή (γ) ούτε παράλληλη ούτε κάθετη, στην ευθεία L2
που περιέχει τα δοθέντα σηµεία S και T.

37. L1 : Q(3,1) και R(4,3); L2 : S(2,4) και T(4,8)

38. L1 : Q(2,−5) και R(1,2); L2 : S(6,5) και T(−1,4)
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39. L1 : Q(−1,−2) και R(2,2); L2 : S(−5,7) και T(3,1)

40. L1 : Q(4,−5) και R(2,−1); L2 : S(6,−2) και T(−2,3)

41. L1 : Q(1,−1) και R(3,0); L2 : S(0,3) και T(1,5)

42. L1 : Q(2,0) και R(0,−2); L2 : S(−1,3) και T(2,−4)
43. ∆οθέντος ότι η L είναι το γράφηµα της παραµετρικής διανυσµατικής εξίσωσης u =

(a, b) + r(c, d), γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για τη ευθεία M που
είναι παράλληλη στην L και περιέχει το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα
τα S(x1, y1) και T(x2, y2).

44. Στην ΄Ασκηση 43, γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που
είναι κάθετη στην L και περιέχει το µέσο του δοθέντος τµήµατος.

*45. ΄Εστω L1 και L2 είναι µη συµπίπτουσες παράλληλες ευθείες µε διάνυσµα κατεύθυν-
σης v, και έστω S είναι ένα σηµείο στην L1 αλλά όχι στην L2 και το T είναι ένα
σηµείο της L2 αλλά όχι της L1. ∆είξτε ότι εάν υπήρχε ένα σηµείο R πάνω στις L1 και
L2, τότε ϑα είχατε (r − s) · vp = 0 και (r − t) · vp = 0. ∆είξτε στη συνέχεια, ότι αφού
(t − s) = (r − s) − (r − t), ϑα έχετε (t − s) · vp = 0 και συνεπώς ότι το T ϑα ϐρίσκεται
στην L1. Τι συµπέρασµα ϐγάζετε ;

*46. Αποδείξτε ότι εάν τα A,B και C είναι συγγραµικά σηµεία, τότε (b − a)(c − a)p = 0.

Καρτεσιανές Εξισώσεις Ευθειών

2.4. Κανονική Καρτεσιανή Μορφή µιας Εξίσωσης µιας

Ευθείας

Η κανονική Καρτεσιανή µορφή (σελίδα 78) µιας εξίσωσης µιας ευθείας L στο επίπεδο
συντεταγµένων,

Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0,
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µπορεί να προκύψει µε πολλούς τρόπους. ΄Ενας απ•αυτούς περιγράφεται στις Ασκήσεις
35 και 36 στη σελίδα 114. Σε τούτη την ενότητα, ϑα δείτε πως η κανονική Καρτεσιανή
µορφή µπορεί να προέλθει από µια διανυσµατική εξίσωση της L.

Κάθε µη µηδενικό διάνυσµα κάθετο σε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης µιας ευθείας L
λέγεται ότι ένα κανονικό διάνυσµα (normal vector) για την L Τ̇ο Σχήµα 2.11 δείχνει µια
ευθεία L που περιέχει ένα σηµείο S(x1, y1), µαζί µε ένα κανονικό διάνυσµα n = (A, B) της
L, όπου A και B παριστάνουν πραγµατικούς αριθµούς όχι συγχρόνως και οι δύο 0.

Σχήµα 2.11:

Εάν U(x, y) είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο στο επίπεδο συντεταγµένων, τότε το U ϐρίσκεται
στην L εάν και µόνο εάν το διάνυσµα u − s είναι παράλληλο στη L, δηλαδή, εάν και µόνο
εάν το u − s είναι κάθετο στο n. Προκύπτει (δείτε σελίδα 92) ότι µια εξίσωση της L είναι η

(u − s) · n = 0,
u · n − s · n = 0,
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ή

u · n = s · n.

Επειδή u = (x, y), s = (x1, y1), και n = (A, B), αυτή η τελευταία εξίσωση µπορεί να γραφτεί
ως

(x, y) · (A, B) = (x1, y1) · (A, B),

ή

Ax + By = Ax1 + By1.

Τώρα, επειδή τα x1, y1, A, και B είναι σταθερές, ο αριθµός Ax1 + By1 είναι επίσης µια
σταθερά, η οποία, για ευκολία ϑα την συµβολίζουµε µε −C. Τότε παίρνετε, ως εξίσωση
για την L,

2
Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0. (1)

Η Καρτεσιανή εξίσωση 1 καλείται συνήθως η αριθµητική εξίσωση (scalar equation) της
L επειδή δεν περιέχει διανύσµατα.

Παράδειγµα 1. Βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευ-
ϑεία L που περιέχει το σηµείο S(1,4) και έχει το v = (3,−2) ως
ένα διάνυσµα κατεύθυνσης.

Λύση(1): Επειδή ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για την L είναι το (3,−2), έχουµε ότι
το n = (2,3) είναι ένα κανονικό διάνυσµα για την L. Οπότε επειδή το
S(1,4) ϐρίσκεται στην L, εάν U(x, y) είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο στην
L, έχετε

(u − s)n = 0.
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Επειδή u = (x, y), s = (1,4), και n = (2,3), αυτή η εξίσωση είναι ισοδύ-
ναµη µε την

[(x, y) − (1,4)] · (2,3) = 0,
(x, y) · (2,3) − (1,4) · (2,3) = 0,

ή

2x + 3y − 14 = 0,

που είναι η Ϲητούµενη Καρτεσιανή εξίσωση.

Λύση(2): Παρατηρείστε ότι αφού το (3,−2) είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για
την L, ένα κανονικό διάνυσµα για την L είναι το n = (A, B) = (2,3).
Οπότε, αντικαθιστώντας στην Εξίσωση 1 παραπάνω, παίρνετε A = 2 και
B = 3, δηλαδή,

2x + 3y + C = 0.

Επειδή το S(1,4) ϐρίσκεται στην L, µπορείτε να αντικαταστήσετε το x µε
το 1 και το y µε το 4 σε αυτήν την εξίσωση και να πάρετε

2(1) + 3(4) + C = 0,

ή
C = −14.

Οπότε η Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την L είναι η

2x + 3y − 14 = 0.

2
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Επειδή τα διανύσµατα (A, B) και (−B, A) είναι κάθετα, τότε εάν υποθέσουµε ότι είναι
τα κανονικά διανύσµατα δύο ευθειών L1 και L2 στο επίπεδο, αντίστοιχα, τότε οι L1 και
L2 πρέπει να είναι κάθετες (Σχήµα 2.12). Προκύπτει ότι εξισώσεις της µορφής

Ax + By + C = 0,
−Bx + Ay + C′ = 0,

(2)

όπου A2 + B2 , 0, είναι Καρτεσιανές εξισώσεις για κάθετες ευθείες.

Σχήµα 2.12:

Παράδειγµα 2. Βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευ-
ϑεία που περιέχει το S(5,−1) και είναι κάθετη στην ευθεία µε
Καρτεσιανή εξίσωση

3x − 4y + 6 = 0.
Λύση: Από τις εξισώσεις 1, η Ϲητούµενη εξίσωση είναι της µορφής

4x + 3y + C′ = 0.
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Επειδή το S(5,−1) ϐρίσκεται στην ευθεία, µπορείτε να αντικαταστήσετε
το x µε το 5 και το y µε -1 και να πάρετε

4(5) + 3(−1) + C′ = 0,

ή
C
′ = −17.

Οπότε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία είναι
η

4x + 3y − 17 = 0.

2

Εάν το (A, B) είναι ένα κανονικό διάνυσµα για µια ευθεία L, τότε επίσης είναι ένα
κανονικό διάνυσµα για οποιαδήποτε ευθεία παράλληλη µε την L. Οπότε, οι εξισώσεις

Ax + By + C = 0,
Ax + By + C′ = 0,

(3)

όπου A2 + B2 , 0 είναι Καρτεσιανές εξισώσεις για παράλληλες ευθείες.

Παράδειγµα 3. Βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για µια
ευθεία η οποία περιέχει το σηµείο S(3,−2) και είναι παράλληλη
στην ευθεία µε Καρτεσιανή εξίσωση 2x − 5y − 4 = 0.

Λύση: Από τις Εξισώσεις ;;, η Ϲητούµενη εξίσωση είναι της µορφής

2x − 5y + C′ = 0.

Επειδή το S(3,−2) ϐρίσκεται στην ευθεία, µπορείτε να αντικαταστήσετε
το x µε το 3 και το y µε το -2 και να πάρετε

2(3) − 5(−2) + C′ = 0,
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ή
C
′ = −16.

Οπότε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία είναι
η

2x − 5y − 16 = 0.

2

Παρατηρείστε ότι όταν µια εξίσωση µιας ευθείας L δίνεται στη κανονική Καρτεσιανή
µορφή,

Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0,

τότε ένα κανονικό διάνυσµα για την L είναι το n = (A, B) και ένα διάνυσµα κατεύθυνσης
για την L είναι το v = (−B, A). Οπότε, η κλίση της L δίνεται από το

m = −
A

B
, εάν B , 0.

Ασκήσεις 2.4

Στις Ασκήσεις 1–8, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία που
περιέχει το δοθέν σηµείο S και έχει κανονικό διάνυσµα το δοθέν n.

1. S(4,2); n = (3,5)

2. S(3,7); n = (2,4)

3. S(2,−1); n = (1,−7)

4. S(5,−3); n = (−6,1)

5. S(−7,3); n = (−1,−2)

6. S(−6,−1); n = (−3,−3)

7. S(−2,−2); n = (1,1)

8. S(−8,−3); n = (−4,2)
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Στις Ασκήσεις 9–14, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
που περιέχει το δοθέν S και έχει ως διάνυσµα κατεύθυνσης το δοθέν v.

9. S(3,7); v = 5i − 2j
10. S(2,−1); v = 4i + 7j
11. S(−4,5); v = −6i + 3j

12. S(6,3); v = −3i + 5j
13. S(7,−5); v = 6i
14. S(0,5); v = −3j

Στις Ασκήσεις 15–20, βρείτε ποιά ζευγάρια ευθειών µε τις δοθείσες Καρτεσιανές εξισώσεις
είναι κάθετα και ποιά παράλληλα.

15. 2x − 3y + 7 = 0,4x − 6y − 15 = 0

16. 5x − 7y + 13 = 0,−15x + 21y + 25 = 0

17. 4x + 5y − 9 = 0,10x − 8y + 17 = 0

18. 6x − 8y + 19 = 0,4x + 3y + 5 = 0

19. 3x − 6y + 8 = 0,−2x + 4y − 7 = 0

20. 8x + 20y − 7 = 0,15x − 6y − 4 = 0

Στις Ασκήσεις 21–28, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
που περιέχει το δοθέν σηµείο S και είναι (α) κάθετη και (β) παράλληλη στην ευθεία µε την
δοθείσα Καρτεσιανή εξίσωση.

21. S(1,3); 2x − 5y + 7 = 0

22. S(5,2); 3x + 4y − 8 = 0

23. S(3,−2); 5x − 7y + 10 = 0

24. S(2,−4); 3x − 4y + 12 = 0

25. S(−6,2); 5x + 6y − 0 = 0

26. S(−3,5); 6x − 3y + 18 = 0

27. S(−1,−1); x − 2y − 7 = 0

28. S(−8,−3); 4x + 7y − 11 = 0

Στις Ασκήσεις 29–34, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία που περιέχει τα
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δοθέντα σηµεία S και T.

29. S(3,5) και T(2,6)

30. S(2,7) και T(5,1)

31. S(4,−5) και T(−2,3)

32. S(−4,2) και T(3,−7)

33. S(−1,−1) και T(0,−1)

34. S(3,−5) και T(3,2)

Στις Ασκήσεις 35 και 36, χρησιµοποιείστε την παρακάτω πρόταση της γεωµετρίας του
επιπέδου: Η ευθεία η οποία είναι η µεσοκάθετος του τµήµατος STείναι το σύνολο των
σηµείων που ισαπέχουν απο τα άκρα S και T.

*35. Αποδείξτε ότι κάθε ευθεία σε ένα επίπεδο συντεταγµένων είναι το γράφηµα κάποιας
γραµµικής Καρτεσιανής εξίσωσης Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0. [Υπόδειξη : ΄Εστω L
είναι µια ευθεία του επιπέδου και επιλέξτε δύο σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) έτσι ώστε
η L είναι η µεσοκάθετος του ST. ∆είξτε ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες :{

U(x, y) είναι πάνω στη και L
d(U,S) = d(U,T)

}
(4)

{ √
(x − x1)2 + (y − y1)2 =

√
(x − x2)2 + (y − y2)2

2(x2 − x1)x + 2(y2 − y1)y + (x2
1 + y2

1 − x
2
2 − y

2
2) = 0.

}
(5)

Είναι η τελευταία εξίσωση γραµµική ως προς τις µεταβλητές x και y; Με άλλα λόγια,
είναι της µορφής Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0;]

*36. Αποδείξτε ότι το γράφηµα µιας οποιασδήποτε γραµµικής Καρτεσιανής εξίσωσης δύο
µεταβλητών είναι ευθεία. [Υπόδειξη : ΄Εστω Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0, είναι µια
γραµµική εξίσωση ως προς x και y. Η Εξίσωση 5 της ΄Ασκησης 35 µας υποδεικνύει να
διαλέξουµε κατάλληλους αριθµούς x1, x2, y1, και y2, ως συντεταγµένες των σηµείων
S και T, έτσι ώστε

2(x2 − x1) = A,2(y2 − y1) = B, x
2
1 + y2

1 − x
2
2 − y

2
2 = C. (6)
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∆είξτε ότι αυτή η επιλογή είναι δυνατή µε το να λύσουµε τις δυο πρώτες εξισώσεις
στην 6 ως προς x2 και y2 και στην συνέχεια απαλοίφοντας τα x2, y2 από την τρίτη
εξίσωση στην 6. Η δοθείσα εξίσωση Ax + By + C = 0 είναι τώρα η ίδια µε την 5.
Χρησιµοποιείστε το γεγονός ότι οι Εξισώσεις 5 και 4 είναι ισοδύναµες για να δείξετε
ότι το γράφηµα της Ax + By + C = 0 είναι το {U : d(U,S) = d(U,T)}.]

*37. ΄Εστω L είναι η ευθεία µε Καρτεσιανή εξίσωση Ax +By +C = 0, A2 +B2 , 0. Γράψτε
µια Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία M που είναι παράλληλη στην L και περιέχει
το σηµείο S(a, b).

*38. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία M που είναι κάθετη στην L της
΄Ασκησης 37 και περιέχει το σηµείο S(a, b).

*39. ∆είξτε ότι εάν το σηµείο S(h, k) ϐρίσκεται σε µια ευθεία L µε Καρτεσιανή εξίσωση
Ax + By + C = 0, B , 0, τότε η L τέµνει τον y-άξονα στο Q(0, A

B
h + k).

*40. ∆είξτε ότι εάν το σηµείο S(h, k) ϐρίσκεται σε µια ευθεία L µε Καρτεσιανή εξίσωση
Ax + By + C = 0, A , 0, τότε η L τέµνει τον x-άξονα στο R(B

A
k + h,0).

2.5. ∆υο Μορφές των Εξισώσεων της Ευθείας: Σηµείο-

Κλίση-και ∆υο Σηµεία

Η κανονική Καρτεσιανή εξίσωση µιας ευθείας

Ax + By + C = 0, A
2 + B2 , 0,

µπορεί να γραφτεί ισοδύναµα µε ποικίλες διαφορετικές µορφές. Μερικές απ΄ αυτές έχουν
ιδιαίτερο ενδιαφέρον διότι µας δίνουν την δυνατότητα να πάρουµε µια εξίσωση απ΄ ευ-
ϑείας από συγκεκριµένα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της, ή αντίστροφα, µας δίνουν την
δυνατότητα να αποκαλύψουµε συγκεκριµένα γεωµετρικά χαρακτηριστικά µιας ευθείας
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απ΄ ευθείας απο την εξίσωσή της. ∆υο από αυτές τις χρήσιµες µορφές ϑα συζητηθούν στη
παρούσα ενότητα.

Σχήµα 2.13:

Το Σχήµα 2.13 δείχνει µια γραµµή L που διέρχεται από ένα δοθέν σηµείο S(x1, y1). Εάν
U(x, y) είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο στην L διαφορετικό από το S, τότε ένα διάνυσµα
κατεύθυνσης για την L είναι

u − s = (x, y) − (x1, y1)
= (x − x1, y − y1).

Επίσης είχατε δεί στην σελίδα ;; ότι εάν x , x1, τότε η κλίση m της L δίνεται από τον τύπο

y − y1

x − x1
= m, (1)

από την οποία παίρνετε

2 y − y1 = m(x − x1). (2)

Αυτή η Καρτεσιανή εξίσωση για την L καλείται η µορφή σηµείο-κλίση της εξίσωσης της
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ευθείας. Αν και η Εξίσωση 1 δεν έχει νόηµα για x = x1, η Εξίσωση ;; ικανοποιείται από
τις συντεταγµένες κάθε σηµείου (x, y) της L, επειδή για (x, y) = (x1, y1) παίρνετε

y1 − y1 = m(x1 − x1),

ή
0 = 0.

Εάν είναι γνωστή η κλίση µιας ευθείας και ένα σηµείο της, τότε µπορείτε να γράψετε
κατευθείαν µια εξίσωση της µορφής 2 και στη συνέχεια να την µετασχηµατίσετε σε µια
ισοδύναµη Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω παρά-
δειγµα.

Παράδειγµα 1. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευ-
ϑεία που διέρχεται από το σηµείο S(7,−1) και έχει κλίση ίση µε
3.

Λύση: Εάν ϑέσετε x1 = 7, y= − 1, και m = 3 στην Εξίσωση 2, παίρνετε
y − (−1) = 3(x − 7).

Οπότε έχετε,
y + 1 = 3x − 21,

ή
3x − y − 22 = 0.

2

Εάν µια ευθεία L περιέχει τα σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2), µε x2 , x1, τότε, όπως
έχετε δεί, η κλίση m της L δίνεται από τον τύπο

m =
y2 − y1

x2 − x − 1
.

Εάν αντικαταστήσετε αυτήν την έκφραση για το m στην Εξίσωση 2 παραπάνω, παίρνετε
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την ισοδύναµη εξίσωση

2 y − y1 =
y2 − y1

x2 − x − 1
(x − x1). (3)

Αυτή η Καρτεσιανή εξίσωση καλείται η µορφή δύο σηµείων της εξίσωσης για την L.

Παράδειγµα 2. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευ-
ϑεία που περιέχει τα σηµεία S(2,3) και T(4,−7).

Λύση: Εάν αντικαταστήσετε τα x1 και y1 µε τις συντεταγµένες του S(2,3) και τα
x2 και y2 µε τις συντεταγµένες του T(4,−7) στην Εξίσωση 3, παίρνετε

y − 3 =
−7 − 3
4 − 2

(x − 2),

y − 3 = −5(x − 2),
y − 3 = −5x + 10,

ή
5x + y − 13 = 0.

2

Εάν οι x–συντεταγµένες δυο δοθέντων σηµείων είναι ίσες, τότε η ευθεία που περιέχει
αυτά τα σηµεία είναι κάθετη (Σχήµα 2.14), και η κλίση της δεν ορίζεται. ΄Οµως, επειδή
κάθε σηµείο στην ευθεία πρέπει να έχει την ίδια x– συντεταγµένη, ας πούµε x1, η ευθεία
ορίζεται πλήρως µε το να γνωρίζουµε αυτή την συντεταγµένη, και κατά συνέπεια µια
Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία είναι η

x = x1.
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Σχήµα 2.14: Σχήµα 2.15:

Αντίθετα, εάν οι y–συντεταγµένες δύο δοθέντων σηµείων είναι ίσες, τότε η ευθεία που τα
περιέχει είναι οριζόντια (Σχήµα 2.15), και η ευθεία έχει κλίση 0. προκύπτει αµέσως από
την Εξίσωση 2, σελίδα 116, ότι

y − y − 1 = 0,

και συνεπώς η

y = y1

είναι η Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία. Στις Ενότητες 2.1 και 2.2, ϐρήκατε δυο
µορφές ενος συστήµατος παραµετρικών εξισώσεων για την ευθεία :

x = x1 + r(x2 − x1)
y = y1 + r(y2 − y − 1) και x = x1 + rh

y = y1 + rk

Μπορείτε τώρα να δείτε πως συσχετίζονται αυτά τα συστήµατα συντεταγµένων µε τις εξισώ-
σεις του παρόντος κεφαλαίου. Σε κάθε περίπτωση, λύνουµε τις πρώτες εξισώσεις ως προς
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το r:
r =

x − x1

x2 − x1
r =

x − x1

h
.

Στην συνέχεια αντικαταστήσετε το r στη δεύτερες εξισώσεις :

y = y1 +
x − x1

x2 − x1
(y2 − y1) y = y1 +

x − x1

h
(k),

ή

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x − 1
(x − x − 1) y − y1 =

k

h
(x − x1). (4)

Επειδή ο λόγος k

h
είναι η κλίση για την ευθεία εάν h , 0, µπορείτε να συµπεράνετε ότι οι

εξισώσεις 4 αντιστοιχούν στις µορφές που αναπτύξαµε σε τούτη την ενότητα.

Ασκήσεις 2.5

Στις Ασκήσεις 1-10, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
που περιέχει το δοθέν σηµείο S και έχει την δοθείσα κλίση m.

1. S(2,5);m = 2

2. S(6,1);m = 4

3. S(3,−4);m = −1

4. S(7,−2);m = 5

5. S(−1,5);m = −3

6. S(−4,6);m = −2

7. S(−1,−1);m = 1
2

8. S(−3,−5);m = − 2
3

9. S(2,−6);m = − 3
5

10. S(−4,−1);m = 0

Στις Ασκήσεις 11-22, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
που περιέχει τα δοθέντα δυο σηµεία S και T.
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11. S(1,5) και T(3,2)

12. S(4,1) και T(2,6)

13. S(2,−4) και T(−1,2)

14. S(3,−7) και T(1,−4)

15. S(−6,2) και T(7,−2)

16. S(−4,3) και T(−2,1)

17. S(−3,4) και T(−1,−1)

18. S(−2,−3) και T(−5,−4)

19. S(4,−3) και T(7,−3)

20. S(−3,2) και T(6,2)

21. S(3,5) και T(3,−2)

22. S(−4,6) και T(−4,−3)

Στις Ασκήσεις 23-26, δίνονται οι συντεταγµένες των κορυφών ενός τριγώνου. Σε κάθε
άσκηση, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για τις ευθείες των πλευρών
του τριγώνου.

23. A(0,0),B(4,2),C(−2,6)

24. A(0,0),B(−6,2),C(2,4)

25. A(−1,3),B(3,7),C(7,3)

26. A(−3,−3),B(−3,3),C(5,0)

27-30. Επαναλάβετε τις Ασκήσεις 23-26 για τις ευθείες που περιέχουν τους διαµέσους
του τριγώνου.

31-34. Επαναλάβετε τις Ασκήσεις 23-26 για τις ευθείες που περιέχουν τα ύψη του τρι-
γώνου.
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DE‖AB
CF διχοτοµεί το DE

Στις Ασκήσεις 35 και 36, θυµηθείτε από την γεωµετρία ότι το ευθύ-
γραµµο τµήµα µε άκρα τα µέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου είναι
παράλληλο στη τρίτη πλευρά και έχει µήκος ίσο µε το ένα τρίτο της
τρίτης πλευράς, και αυτό το τµήµα διχοτοµείται απο µια διάµεσο του
τριγώνου.

35. Βρείτε τις Καρτεσιανές εξισώσεις στη κανονική µορφή για τις ευθείες που περιέχουν
τους διαµέσους του τριγώνου που έχει S(2,6),T(5,2), και O(0,0) ως µέσα των πλευ-
ϱών του.

36. Επαναλάβετε την ΄Ασκηση 35 για το τρίγωνο που έχει τα R(0,5),S(2,3), και T(−3,−3)
ως µέσα των πλευρών του.

*37. Χρησιµοποιείστε την µέθοδο του Παραδείγµατος 3 σελίδα 94, για να ϐρείτε τις συν-
τεταγµένες των κορυφών του τριγώνου που ορίζεται στην ΄Ασκηση 35.

*38. Χρησιµοποιείστε την µέθοδο του Παραδείγµατος 3 σελίδα 94, για να ϐρείτε τις συν-
τεταγµένες των κορυφών του τριγώνου που ορίζεται στην ΄Ασκηση 36.

*39. Χρησιµοποιείστε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκησης 37 για να ϐρείτε Καρτεσιανές εξισώ-
σεις για τις ευθείες που περιέχουν τα ύψη του τριγώνου που ορίζεται στην ΄Ασκηση
35.

*40. Χρησιµοποιείστε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκησης 38 για να ϐρείτε Καρτεσιανές εξισώ-
σεις για τις ευθείες που περιέχουν τα ύψη του τριγώνου που ορίζεται στην ΄Ασκηση
36.
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2.6. Άλλες Μορφές των Εξισώσεων της Ευθείας: Κλίση–

Τέµνουσα και Τέµνουσας

Τώρα έχετε εξικοιωθεί µε τις µορφές

Ax + by + C = 0,

y − y1 = m(x − x1),

και

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x − x1)

(όπου A2 + B2 , 0 και x2 , x1) Καρτεσιανών εξισώσεις ευθειών. ∆υο άλλες

Σχήµα 2.16:

διαφορετικές µορφές ϑα µελετήσουµε στην ενότη-
τα αυτή. ΄Οπως δείχνει το Σχήµα 2.16, εάν µια
γραµµή L δεν είναι παράλληλη στον y-άξονα, τό-
τε ϑα πρέπει να τέµνει τον y-άξονα σε κάποιο ση-
µείο T (δείτε ΄Ασκηση 39, σελίδα 115). Επειδή
η x-συντεταγµένη κάθε σηµείου στον y-άξονα εί-
ναι 0, οι συντεταγµένες του T πρέπει να είναι της
µορφής (0, b), b ∈ R. Ο αριθµός b καλείται η y-
τέµνουσα(intercept) της L. Εάν αντικαταστήσετε
το x1 µε το 0 και το y1 µε το b στην Εξίσωση 2
σελίδα 116, παίρνετε

y − b = m(x − 0),
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ή

2 y = mx + b. (1)

Αυτή η µορφή της εξίσωσης καλείται η µορφή κλίση-τέµνουσα, επειδή m είναι η κλίση
της L και b είναι η y-τέµνουσα της L.

Εάν η κανονική Καρτεσιανή µορφή µιας εξίσωσης µιας µή κάθετης ευθείας L λύνεται
ως προς την y µε όρισµα την x, έχετε

Ax + By + C = 0 (B , 0),
By = −Ax − C,

y = −
A

B
x −

C

B
.

Συγκρίνοντας αυτήν την εξίσωση µε την Εξίσωση 1 παραπάνω, µπορείτε να δείτε ότι

m = −
A

B
και b = −

C

B
.

Αυτή η έκφραση για το m, συµφωνεί, ϕυσικά, µε αυτή που είδαµε στην Ενότητα 2.4.

Παράδειγµα 1. Προσδιορίστε την κλίση και την y-τέµνουσα της ευθείας µε Καρ-
τεσιανή εξίσωση 3x − 4y = 12.

Λύση: Γράφετε την εξίσωση ισοδύναµα σε µορφή κλίση-τέµνουσα. ΄Εχετε

3x − 4y = 12,
−4y = −3x + 12,

y =
3
4
x − 3.

΄Οπως ϐλέπετε, η κλίση είναι 3
4 και η y-τέµνουσα -3. 2
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Εάν µια ευθεία L δεν είναι παράλληλη στον x-άξονα, τότε ϑα πρέπει να τέµνει τον
x-άξονα σε κάποιο σηµείο. Αυτό το σηµείο έχει συντεταγµένες της µορφής (a,0), a ∈ R,
επειδή η y-συντεταγµένη κάθε σηµείου του x-άξονα είναι 0. (∆είτε το Σχήµα 2.16.) Ο
αριθµός a καλείται η x-τέµνουσα της L.

Εάν µια ευθεία L έχει x-τέµνουσα το a και y-τέµνουσα το b, µε a , 0 και b ,
0, µπορείτε να χρησιµοποιείσετε τις συντεταγµένες των σηµείων τοµής της L µε τους
ορθογώνιους άξονες, (a,0) και (0, b) αντίστοιχα, στην µορφή δύο σηµείων της εξίσωσης
µιας ευθείας (Εξίσωση 3 σελίδα 118) για να πάρετε

y − 0 =
b − 0
0 − a

(x − a),

−ay = bx − ab,

bx + ay = ab,

ή, πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε 1
ab
,

2
x

a
+
y

b
= 1. (2)

Αυτή η εξίσωση καλείται η µορφή τέµνουσα της εξίσωσης της L.

Παράδειγµα 2. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή της ευθείας
µε x-τέµνουσα 3 και y-τέµνουσα -5.

Λύση: Χρησιµοποιώντας την Εξίσωση 2 παραπάνω, µε a = 3 και b = −5, έχετε

x

3
+
y

−5
= 1,

απο την οποία παίρνετε

−5x + 3y = −15,
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ή

5x − 3y − 15 = 0.

Αυτή είναι η Ϲητούµενη Καρτεσιανή εξίσωση για την ευθεία L. 2

΄Οταν η εξίσωση µιας ευθείας L δίνεται στη µορφή Ax + By + C = 0, όπου A, B, και C
είναι όλα µή µηδενικά, τότε µπορείτε να προσδιορίσετε τα a και b, τις x- και y- τέµνουσες
της L, απλά αντικαθιστώντας τα y και x, αντίστοιχα, µε το 0. ΄Εχετε

a = −
C

A
και b = −

C

B
.

Ασκήσεις 2.6

Στις Ασκήσεις 1–8, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία µε
την δοθείσα κλίση m και y-τέµνουσα b.

1. m = 2; b = 5

2. m = −3; b = 2

3. m = 4; b = −4

4. m = −2; b = −1

5. m = 2
3 ; b = 0

6. m = − 1
2 ; b = 0

7. m = − 4
5 ; b = 4

8. m = 0; b = −5

Στις Ασκήσεις 9–16, βρείτε την κλίση m και την y-τέµνουσα της ευθείας µε την δοθείσα
Καρτεσιανή εξίσωση.
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9. 3x − 4y + 8 = 0

10. 2x − 5y + 10 = 0

11. 5x + 4y − 16 = 0

12. x + 3y + 9 = 0

13. 7x − 2y − 4 = 0

14. 3x + 4y + 5 = 0

15. 3y + 6 = 0

16. 5y − 4 = 0

Στις Ασκήσεις 17–24, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
µε την δοθείσα x-τέµνουσα a και y-τέµνουσα b.

17. a = 2, b = 3

18. a = 5, b = 1

19. a = −3, b = 2

20. a = −4, b = 4

21. a = 7, b = −2

22. a = 5, b = −3

23. a = −1, b = −2

24. a = −5, b = −4

Στις Ασκήσεις 25–32, βρείτε την x-τέµνουσα a και την y-τέµνουσα b της ευθείας µε την
δοθείσα Καρτεσιανή εξίσωση.

25. 3x + 4y − 12 = 0

26. 2x + 3y − 18 = 0

27. 5x − 3y + 15 = 0

28. x − 7y − 14 = 0

29. 5x − 2y + 10 = 0

30. 8x + 3y − 12 = 0

31. 3x − 5y + 8 = 0

32. 4x + 6y + 7 = 0

Στις Ασκήσεις 33–40, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή της ευθείας µε
τα δοθέντα χαρακτηριστικά:

33. Περιέχει την αρχή των αξόνων, και είναι κάθετη στην ευθεία µε x-τέµνουσα 5 και
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y-τέµνουσα − 2
3 .

34. Περιέχει το σηµείο S(3,−2), και κάθετη στην ευθεία που διέρχεται από το σηµείο
T(1,1) και κλίση 3

2 . Το άθροισµα των τεµνουσών είναι 7, και η κλίση είναι - 11
3 .

(Υπόδειξη : Θέστε b

a
= −m.)

35. Το άθροισµα των τεµνουσών είναι 2, και η κλίση είναι 9
5 .

36. Το άθροισµα των τεµνουσών είναι 0, και η ευθεία περιέχει το σηµείο S(2,4).

37. Το άθροισµα των τεµνουσών είναι -1, και η ευθεία περιέχει το σηµείο S(2,2). (∆ύο
λύσεις)

*38. Το γινόµενο των τεµνουσών είναι 12, και η ευθεία περιέχει το σηµείο S(3,1).

*39. Το γινόµενο των τεµνουσών είναι 6, και η ευθεία περιέχει το σηµείο S( 3
2 ,−3). (∆ύο

λύσεις)

*40. Για ποιά τιµή της a είναι κάθετες οι ευθείες µε τις παρακάτω εξισώσεις ;

x

a
+
y

−2
= 1 και

x

−4
+
y

−2
= 1

*41. Για ποιά τιµή της b είναι κάθετες οι ευθείες µε τις παρακάτω εξισώσεις ;

x

2
+
y

b
= 1 και

x

2
−
y

4
= 1

2.7. Συµµετρική Μορφή της Εξίσωσης µιας Ευθείας

Οι συντεταγµένες h και k ενός διανύσµατος κατεύθυνσης (h, k) για µιά ευθεία L
λέγονται αριθµοί κατεύθυνσης για την ευθεία L. Αυτοί οι αριθµοί πάιζουν σηµαντικό
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ϱόλο σε µια άλλη χρήσιµη µορφή µιας εξίσωσης µιας ευθείας η οποία δεν είναι παράλληλη
µε κανένα από τους κάθετους συντεταγµενικούς άξονες.

Ας ϑεωρήσετε µια ευθεία L από το σηµείο S(x1, y1) µε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης
v = (h, k). Μια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την L είναι

(x, y) = (x1, y1) + r(h, k), r ∈ R,

από την οποία παίρνετε τις παραµετρικές Καρτεσιανές εξισώσεις

x = x1 + rh και y = y1 + rk. (1)

Εάν h , 0 και k , 0, τότε µπορείτε να λύσετε κάθε µια από τις παραπάνω εξισώσεις ως
πρός r και να πάρετε

x − x1

h
= r =

y − y1

k
,

από την οποία έχετε

2
x − x1

h
=
y − y1

k
. (2)

Η Εξίσωση 2 καλείται η συµµετρική µορφή της εξίσωσης της L.
Εάν κάποιο από τα h ή k είναι 0, τότε η L είναι παράλληλη σε ένα από τους συντε-

ταγµενικούς άξονες, δηλαδή, η L είναι κάθετη ή οριζόντια. Σε αυτές τις περιπτώσεις η
συµµετρική µορφή δεν ορίζεται. ΄Οµως, από τις Εξισώσεις 1 παραπάνω, παίρνετε x = x1
ή y = y1, αντίστοιχα, ως µια εξίσωση της L.

΄Ενα Ϲευγάρι από αριθµούς κατεύθυνσης για την L µπορεί να προσδιορισθεί αφού
εντοπίσουµε δύο οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) της L και πα-
ϱατηρώντας από την Εξίσωση 1 ότι

x2 = x1 + ch, y2 = y1 + ck,
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όπυ c είναι µια σταθερά. Κατά συνέπεια, έχετε

(x2 − x1, y2 − y1) = c(h, k),

και συνεπώς τα x2 − x1 και y2 − y1 είναι ένα Ϲευγάρι από αριθµούς κατεύθυνσης για την
L.

Παράδειγµα 1. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε συµµετρική µορφή για την
ευθεία L που διέρχεται από τα σηµεία S(3,−3) και T(6,1).

Λύση: ΄Ενα Ϲευγάρι από αριθµούς κατεύθυνσης είναι

h = x2 − x1 = 6 − 3 = 3

και
k = y2 − y1 = 1 − (−3) = 4.

Τότε, αντικαθιστώντας τα x1 και y1 της Εξίσωσης 2 παραπάνω, µε τις
αντίστοιχες συντεταγµένες του S(3,−3), ή του T(6,1), έχετε

x − 3
3

=
y + 3

4
ή
x − 6

3
=
y − 1

4
.

Μπορείτε να ϐεβαιωθείτε ότι κάθε µια από αυτές τις εξισώσεις στην
πραγµατικά παριστάνει την ίδια ευθεία µε την αναγωγή κάθε εξίσωσης
στην κανονική Καρτεσιανή µορφή. 2

∆οθέντος µιας Καρτεσιανής εξίσωσης σε κανονική µορφή Ax +By+C = 0 µιας ευθείας
L, εάν A και B , 0, τότε µπορείτε να γράψετε µια ισοδύναµη εξίσωση σε συµµετρική
µορφή ϐρίσκοντας απλά ένα σηµείο S(x1, y1) στην Ax + By + C = 0, και στην συνέχεια
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παρατηρώντας ότι το v = (−B, A) είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για την ευθεία. Οπότε,
σε συµµετρική µορφή, έχετε ότι η

x − x1

−B
=
y − y1

A

είναι µια εξίσωση της L.

Παράδειγµα 2. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε συµµετρική µορφή για την
ευθεία µε εξίσωση 3x − 4y + 7 = 0.

Λύση: Κατ΄ αρχήν ας ϐρούµε µια λύση της 3x − 4y + 7 = 0 δίνοντας µια τιµή,
ας πούµε 1, στο x και λύνοντας ως προς y. ΄Εχετε

3(1) − 4y + 7 = 0,
−4y = −10,

y =
5
2
.

Οπότε το S(1, 5
2 ) είναι ένα σηµείο που ανήκει στην ευθεία µε την δοθείσα

εξίσωση. Επειδή A = 3 και B = −4, ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για την
ευθεία είναι το v = (4,3). Οπότε µια εξίσωση σε συµµετρική µορφή είναι
η

x − 1
4

=
y − 5

2

3
.

2

΄Ενα διάνυσµα κατεύθυνσης για µιά ευθεία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να προσ-
διορίσουµε την γωνία κατεύθυνσης της ευθείας. Θυµηθείτε ότι η γωνία κατεύθυνσης ενός
διανύσµατος v = (h, k) ικανοποιεί τις συνθήκες 0 ≤ m◦

(θ) < 360. Εάν v είναι ένα διάνυ-
σµα κατεύθυνσης για µια ευθεία L, τότε όπως παρατηρήσαµε νωρίτερα, το −v είναι ένα
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διάνυσµα κατεύθυνσης της L, και −v έχει αντίθετη κατεύθυνση µε εκείνη του v. Κατά
συνέπεια, είτε η γωνία κατεύθυνσης του vή η γωνία κατεύθυνσης του -v ικανοποιεί την
συνθήκη 0 ≤ m◦(θ) < 180, και η γωνία που ικανοποιεί την συνθήκη ορίζεται να είναι η
γωνία κατεύθυνσης θ της L. (∆είτε το Σχήµα 2.17.)

Σχήµα 2.17:

Εάν h = 0, τότε m◦(θ) = 90. Αλλιώς, επειδή −k

−h
= k

h
, η θ µπορεί να προσδιορισθεί από

την εξίσωση

tan θ =
k

h
, 0 ≤ m◦(θ) < 180.

Σηµειώστε ότι η tan θ είναι απλά η κλίση της L.
΄Ενα διάνυσµα κατεύθυνσης για την ευθεία L µε εξίσωση Ax +By+C = 0, A2 +B2 , 0,

είναι το (−B, A). Συνεπώς, εάν B , 0, τότε µια γωνία κατεύθυνσης θ της L δίνεται από την
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σχέση

2 tan θ = −
A

B
, 0 ≤ m◦(θ) < 180.

Ασκήσεις 2.7

Στις Ασκήσεις 1–12, γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε συµµετρική µορφή για την ευθεία
L που περιέχει τα δοθέντα σηµεία S και T, και βρείτε την γωνία κατεύθυνσης της L µε
ακρίβεια (του κοντυνότερου) βαθµού.

1. S(5,2) και T(3,6)

2. S(6,4) και T(2,3)

3. S(5,9) και T(3,−2)

4. S(−1,3) και T(4,−3)

5. S(−3,4) και T(−1,−3)

6. S(2,−4) και T(−3,−2)

7. S(4,−5) και T(2,−1)

8. S(3,−8) και T(−3,−7)

9. S(−1,−3) και T(2,3)

10. S(−6,−4) και T(4,−1)

11. S(−2,−3) και T(−3,−5)

12. S(−1,−7) και T(7,−1)

Στις Ασκήσεις 13–20, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε συµµετρική µορφή ισοδύναµη µε
την δοθείσα εξίσωση.

13. 2x − y + 4 = 0

14. x + 3y − 6 = 0

15. 2x + 5y − 10 = 0

16. 3x + 4y − 24 = 0

17. 2x + 3y − 7 = 0

18. 7x + 3y − 5 = 0

19. 2x − 7y + 3 = 0

20. 5x − 9y + 45 = 0
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Στις Ασκήσεις 21–24, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε συµµετρική µορφή για την ευθεία
L µε τα δοθέντα χαρακτηριστικά.

21. Περιέχει το σηµείο S(−5,3), και έχει γωνία κατεύθυνσης ίση µε 60◦.

22. Περιέχει το σηµείο S(2,6), και έχει γωνία κατεύθυνσης ίση µε 45◦.

23. Περιέχει το σηµείο S(3,−2), και είναι κάθετη σε µια ευθεία µε γωνία κατεύθυνσης
ίση µε 30◦.

24. Περιέχει το σηµείο S(−4,3), και είναι κάθετη σε µια ευθεία µε γωνία κατεύθυνσης
ίση µε 135◦.

*25. ∆είξτε ότι οι γωνίες µε συµµετρικές εξισώσεις

x − x1

h
=
y − y1

k
και

x − x1

k
= −

y − y1

h

είναι κάθετες.

*26. ∆είξτε ότι εάν οι ευθείες µε συµµετρικές εξισώσεις

x − x1

h1
=
y − y1

k1
και

x − x1

h2
= −

y − y1

k2

είναι παράλληλες, τότε h1k2 = h2k1.

*27. ∆είξτε ότι οι x και y-τέµνουσες της ευθείας µε συµµετρική εξίσωση

x − x1

h
=
y − y1

k

είναι οι
kx1 − hy1

k
και

hy1 − kx1

h
,

αντίστοιχα.
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Περίληψη Κεφαλαίου

1. Οι ευθείες του επιπέδου έχουν και διανυσµατικές και Καρτεσιανές εξισώσεις. Η
παραµετρική διανυσµατική εξίσωση

u = s + r(t − s), r ∈ R,

ορίζει την ευθεία του επιπέδου που περιέχει τα (διαφορτετικά) σηµεία S και T. Η
µεταβλητή r στην εξίσωση είναι µια παράµετρος. Εάν αντικαταστήσουµε την r µε
τιµές που ανήκουν σε ένα κλειστό διάστηµα, τότε το γράφηµα της εξίσωσης είναι ένα
ευθύγραµµο τµήµα. ΄Ενα σύστηµα από παραµετρικές Καρτεσιανές εξισώσεις για
την ευθεία που περιέχει τα σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) είναι

x = x1 + r(x2 − x1) και y = y1 + r(y2 − y1).

2. ΄Ενα σηµείο U ϐρίσκεται στην ευθεία L που περιέχει το σηµείο S(x1, y1) και έχει
διάνυσµα κατεύθυνσης v = (h.k) εάν και µόνον εάν το u − s είναι παράλληλο µε το
v. Μια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την L είναι η u = s + rv, και ένα
σύστηµα παραµετρικών Καρτεσιανών εξισώσεων για την L είναι

x = x1 + rh, y = y1 + rk.

΄Ενα σηµείο U(x, y) ϐρίσκεται στην L εάν και µόνον εάν (u − s) · vp = 0.
3. Εάν (h, k), µε h , 0, είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για µια ευθεία L, τότε η κλίση

m της L είναι ίση µε k

h
. Αυτός ο αριθµός είναι επίσης ο λόγος του ύψους προς το

πλάτος(οριζόντιας απόστασης) οποιουδήποτε ευθυγράµµου τµήµατος της L. Για την
ευθεία L που περιέχει τα σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2), µε x2 , x1, έχετε κλίση ίση
µε

m =
y2 − y1

x2 − x1
.
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4. Μή κάθετες παράλληλες ευθείες έχουν την ίδια κλίση. Το γινόµενο των κλίσεων
παράλληλων ευθειών, που καµµιά τους δεν είναι κάθετη, είναι ίσο µε -1.

5. ΄Ενα µή µηδενικό διάνυσµα κάθετο σε ένα διάνυσµα κατεύθυνσης v µιας ευθείας L
είναι ένα κανονικό διάνυσµα της L. Εάν το (A, B) όπου A2 + B

2 , 0, είναι ένα
κανονικό διάνυσµα της L, τότε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για
την L είναι η

Ax + By + C = 0,

όπου C είναι µια κατάλληλη σταθερά. Μια ευθεία µε εξίσωση Ax + By + C′ = 0 είναι
παράλληλη στην L, και µια ευθεία µε εξίσωση −Bx + Ay + C′ = 0 είναι κάθετη στην
L. Η κλίση της L είναι ίση µε −A

B
εάν B , 0.

6. Η µορφή σηµείο-κλίση της εξίσωσης της ευθείας L που περιέχει το σηµείο S(x1, y1)
και έχει κλίση m είναι η

y − y1 = m(x − x1).

Η δύο-σηµείων µορφή της εξισώσεως µιας µή κάθετης ευθείας L που περιέχει τα
σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) είναι η

y − y1 =
y2 − y1

x2 − x1
(x − x1).

7. Η µορφή κλίση-τέµνουσα της εξίσωσης της ευθείας L που έχει κλίση m και y-
τέµνουσα b είναι

y = mx + b.

Η µορφή τέµνουσας της εξίσωσης της ευθείας L µε x- και y-τέµνουσες τα a και b,
αντίστοιχα, µε a , 0 και b , 0, είναι

x

a
+
y

b
= 1.
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8. Εάν v = (h, k) είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για µια ευθεία L, τότε τα h και k
καλούνται οι αριθµοί κατεύθυνσης της L. Η γωνία κατεύθυνσης θ της L ικανοποιεί
την σχέση 0 ≤ m◦(θ) < 180· εάν h , 0, τότε η m◦(θ) µπορεί να προσδιοριστεί από
την εξίσωση

tan θ =
k

h
= m, 0 ≤ m◦(θ) < 180,

όπου m είναι η κλίση της L. Εάν h , 0 και k , 0, και η L περιέχει το σηµείο
S(x1, y1), τότε η συµµετρική µορφή της εξισώσεως της ευθείας της L είναι

x − x1

h
=
y − y1

k
.

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. Βρείτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση και ένα σύστηµα παραµετρικών Καρ-
τεσιανών εξισώσεων της ευθείας που περιέχει τα σηµεία S(3,−2) και T(−1,5).

2. Βρείτε τις συντεταγµένες του µέσου του τµήµατος µε άκρα τα S(1,7) και T(3,−9).
3. Γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που περιέχει το

S(5,−1) και έχει το v = (3,1) ως ένα διάνυσµα κατεύθυνσης.
4. Προσδιορίστε εάν ή όχι το σηµείο T(1,−8) ϐρίσκεται στην ευθεία µε παραµετρική

διανυσµατική εξίσωση u = (3,2) + r(1,5), r ∈ R.
5. Γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που περιέχει το

S(2,−5) και έχει κλίση − 2
3 .

6. Γράψτε µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την ευθεία που περιέχει το
S(−5,7) και είναι κάθετη στην ευθεία µε διανυσµατική παραµετρική εξίσωση u =

(1,4) + r(−2,3), r ∈ R.
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7. Βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία που περιέχει το
σηµείο S(4,−1) και έχει διάνυσµα κατεύθυνσης το v = (1,3).

8. Γράψτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία που περιέχει τα
σηµείο S(−5,7) και T(0,3).

9. Βρείτε την κλίση και την y-τέµνουσα της ευθείας µε εξίσωση 4x − 2y + 7 = 0.
10. Γράψτε µια εξίσωση σε συµµετρική µορφή της ευθείας που περιέχει τα σηµεία S(7,1)

και T(−1,9).
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2.8. Κατασκευές µε Κανόνα και ∆ιαβήτη

Οι αρχαίοι ΄Ελληνες µαθηµατικοί ϱώτησαν και εκτεταµένα διερεύνησαν το πρόβλη-
µα του προσδιορισµού των γεωµετρικών σχηµάτων που κατασκευάζονται µε κανόνα και
διαβήτη.

Πρέπει να κατανοήσουµε, κατ΄ αρχήν, ποιά είναι η ϕύση του προβλήµατος. ΄Ενας
κανόνας είναι ένα όργανο µε την ϐοήθεια του οποίου µπορείτε να προσδιορίσετε µια
ευθεία, ή ένα ευθύγραµµο τµήµα µε κάποιο αόριστο µήκος, που διέρχεται από δύο
οποιαδήποτε δοσµένα σηµεία του επιπέδου–τίποτα παραπάνω. ΄Οµοια, ένας διαβήτης
είναι ένα όργανο µε το οποίο µπορείτε να προσδιορίσετε ένα κύκλο, ή ένα τόξο ενός
κύκλου, που έχει κέντρο ένα οποιδήποτε δοσµένο σηµείο και ακτίνα την απόσταση δύο
οποιοδήποτε σηµείων του επιπέδου–τίποτα παραπάνω.

Η ῾ἑυθεία᾿᾿ και ῾ὁ κύκλος᾿᾿ δεν είναι τα σηµάδια που σχεδιάσατε σε ϕύλλο χαρτιού, τα
οποία είναι ϐασικά τα τρισδιάστατα σύνολα από µόρια µε τα ηλεκτρόνια τους να στριφο-
γυρίζουν γύρω τους, αλλά είναι η ιδεατή ευθεία και κύκλος της γεωµετρίας.

Η κατασκευή ξεκινάει µε µια αρχική σύνθεση που περιέχει ένα πεπερασµένο πλήθος
από σηµεία, ευθείες και κύκλους. Πρέπει να ολοκληρωθεί σε ένα πεπερασµένο πλήθος
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ϐηµάτων, και να είναι µαθηµατικά ορθή.

Από τα κριτήρια που ϑέσαµε, ίσως εµφανίζεται ότι ϕυσικώς το πρόβληµα της κατα-
σκευής µε κανόνα και διαβήτη δεν είναι και ιδιαίτερα πρακτικό. Θα ήταν προτιµότερο
να χρησιµοποιήσετε ένα χάρακα και ένα µοιρογνωµόνιο, ή κάποια άλλα πιό σοφιστικέ
όργανα, ώστε να προσδιορίσετε τα µήκη των ευθυγράµων τµηµάτων ή το µέτρο των γωνιών
µε µεγάλη ακρίβεια.

΄Οµως το πρόβληµα είναι ιστορικά σηµαντικό, διότι ϐοήθησε τους µαθηµατικούς να
συγκεντρώσουν την προσοχή τους σε ϐασικά ερωτήµατα. Η γνώση των ϐασικών αρχών των
µαθηµατικών και της επιστήµης είναι ϐασική για πρακτική επιστηµονική πρόοδο χωρίς
λάθη. Παρακάτω σχεδιάζονται κάποιες πολύ γνωστές και απλές κατασκευές µε κανόνα
και διαβήτη.
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΄Ισα τµήµατα ΄Ισες γωνίες
Τριχοτόµηση
τµήµατος

∆ιχοτόµηση
γωνίας

Κάθετη σε ευθεία
σε κάποιο σηµείο

Ισόπλευρο
τρίγωνο
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Οι απλές αρχικές συνθέσεις που ϑα ασχοληθείτε σε τούτο το απλό δοκίµιο καθώς σε
αυτό που ϑα ϐρείτε στο τέλος του Κεφαλαίου 3, και συγκεκριµένα ο κύκλος και η γωνία µε
µέτρο 60◦, µπορούν να κατασκευαστούν µε απλές συνθέσεις που περιλαµβάνουν µόνο δύο
σηµεία και µε χρήση του κανόνα και του διαβήτη. ΄Ετσι, ένας κύκλος µπορεί να σχεδιαστεί
όταν δίνονται το κέντρο του και ένα σηµείο του· και µια γωνία 60◦µπορεί να ϐρεθεί µε
την κατασκευή ενός ισοσκελούς τριγώνου, όπως σχεδιάζεται παραπάνω. Κατά συνέπεια,
κάθε κατασκευή που µπορεί να γίνει ξεκινώντας µε κάποια απ΄ αυτές τις συνθέσεις µπορεί
επίσης να γίνει ξεκινώντας από µια σύνθεση που περιέχει µόνο δύο σηµεία. Εν συντοµία,
ϑα λέµε ότι µια σύνθεση µπορεί να κατασκευαστεί, ή ότι η σύνθεση είναι κατασκευάσιµη,
εάν µπορεί να κατασκευαστεί µε την ϐοήθεια του κανόνα και του διαβήτη ξεκινώντας µόνο
από δύο σηµεία.

Ας υποθέσουµε ότι, ξεκινώντας από µια σύνθεση που περιέχει δύο µόνο σηµεία A

και B, και χρησιµοποιώντας το d(A, B) ως µονάδα µήκους, µπορείτε να ορίσετε ένα ευ-
ϑύγραµµο τµήµα µήκους p µε χρήση κανόνα και διαβήτη. Τότε λέµε ότι ο αριθµός

p είναι κατασκευάσιµος(µε κανόνα και διαβήτη). Κάθε ϑετικός ακέραοις αριθµός είναι
κατασκευάσιµος, όπως δείχνεται στο (α) παρακάτω. Εάν ένας ϑετικός αριθµός p είναι
κατασκευάσιµος, τότε είναι το ίδιο και οι 1

p
και
√
p, όπως ϕαίνεται στο (ϐ) και (γ), αντί-

στοιχα.
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d(A, B) = 1
d(A, C) = 2
d(A,D) = 3

(α)

x

1 = 1
p

(ϐ) (γ)

Εάν οι ϑετικοί αριθµοί p και q είναι κατασκευάσιµοι, τότε όµοια είναι και οι p + q, p −

q(εάν p > q), pq και p

q
:
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Προκύπτει ότι αριθµοί όπως οι

x =

√
5 − 1
2

, y =

√√
1
7

+ 2, και z =

√
3 +

√
9 −
√

6

είναι κατασκευάσιµοι.
Σηµειώστε, για παράδειγµα, ότι η δεύτερη απο τους κατασκευάσιµους αριθµούς που

δίνονται παραπάνω ικανοποιεί τις σχέσεις

y
2 =

√
1
7

+ 2,

y
2 − 2 =

√
1
7
,

y
4 − 4y2 + 4 =

1
7
,

7y4 − 28y2 + 27 = 0.

Εάν ένας αριθµός k είναι µιά ϱίζα µιας πολυωνιµικής εξίσωσης µε ακέραιους συντελε-
στές, τότε ο k λέγεται ότι είναι ένας αλγεβρικός αριθµός. Για παράδειγµα, ο ϱητός αριθµός
2
3 και ο άρρητος αριθµός

√
3 είναι αλγεβρικοί επειδή είναι ϱίζες των εξισώσεων 3x −2 = 0

και x2 − 3 = 0, αντίστοιχα. Εάν ο ελάχιστος από τους ϐαθµούς όλων των πολυωνύµων µε
ακέραιους συντελεστές που ικανοποιούνται από το αλγεβρικό αριθµό k είναι n, τότε το k
λέγεται να είναι ένας αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού n. Οπότε το

√
3 είναι ϐαθµού 2 αν και

το
√

3 είναι επίσης µια ϱίζα της τετραγωνικής εξίσωσης x4 − 6x2 + 9 = 0.
Τα παραπάνω παραδείγµατα κατασκευάσιµων αριθµών µας υποδεικνύουν το παρα-

κάτω αληθινό αποτέλεσµα, που δεν πρόκειται να το αποδείξουµε εδώ:

Εάν ο ϑετικός αριθµός k είναι κατασκευάσιµος, τότε ο k είναι ένας αλγεβρικός
αριθµός ϐαθµού 2n, όπου το n είναι ένας ϑετικός ακέραιος αριθµός.
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Ο αριθµός π είναι ένας υπερβατικός, ή µή αλγεβρικός, αριθµός· δηλαδή, δεν υπάρχει
πολυωνυµική εξίσωση µε ακέραιους συντελεστές η οποία έχει ϱίζα το π. Αυτό το εκ-
πληκτικό αποτέλεσµα αποδείκτηκε σχετικά αργά το 1882, από τον Γερµανό µαθηµατικό
Carl Louis Ferdinand von Lindemann(1852-1939). Προκύπτει ότι ο π δεν είναι ένας
κατασκευάσιµος αριθµός. Το διάγραµµα παρακάτω δείχνει ένα σωστό(αλλά όχι πρακτικό
τρόπο) για την κατασκευή µιας σχετικά καλής προσέγγισης του π, αλλά όχι του ίδιου του
π.

Το αποτέλεσµα του Lindenmann που αναφέραµε, ξεκαθάρισε ένα από τα τρία περίφη-
µα κατασκευαστικά προβλήµατα µε κανόνα και διαβήτη των αρχαίων Ελλήνων, δηλαδή
του ῾῾τετραγωνισµού του κύκλου᾿᾿, δηλαδή την κατασκευή ενός

τετραγώνου που έχει το ίδιο εµβαδόν µε εκείνο ενός δοθέντος κυκλικού δίσκου. Εάν πά-
ϱουµε ως ακτίνα του δοθέντος κύκλου την µονάδα µέτρησης του µήκους, τότε το εµβαδόν
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του κυκλικού δίσκου είναι π, και το υπό κατασκευή τετράγωνο ϑα έπρεπε να έχει πλευρές
µήκους

√
π. Εάν όµως το

√
π ήταν κατασκευάσιµος, τότε και το π ϑα ήταν κατασκευά-

σιµος. Οπότε, δεν υπάρχει κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη για τον τετραγωνισµό του
κύκλου.

΄Ενα άλλο από τα τρία περίφηµα κατασκευαστικά προβλήµατα των αρχαίων Ελλήνων
ήταν του ῾῾διπλασιασµού του κύβου,᾿᾿ δηλαδή της κατασκευής ενός κύβου που ο όγκος του
είναι ακριβώς ο διπλάσιος ενός δοθέντος κύβου.

Εάν τα µήκη των πλευρών του κύβου τα πάρουµε µοναδιαία, τότε ο υπό κατασκευή
κύβος ϑα είχε µήκη πλευρών ίσα µε 3

√
2. Επειδή η 3

√
2 είναι µια ϱίζα της εξίσωσης

x
3 − 2 = 0, η 3

√
2 είναι ένας αλγεβρικός αριθµός και ϐαθµού το πολύ 3. Μπορεί αν

αποδειχθεί σχετικά εύκολα ότι η ϱίζα 3
√

2 δεν είναι ϱίζα µιας γραµµικής εξίσωσης ή µιας
τετραγωνικής µε ακέραιους συντελεστές, δηλ. η 3

√
2 δεν έχει ϐαθµό 1 ή 2. Οπότε η 3

√
2

είναι ένας αλγεβρικός αριθµός ϐαθµού 3. Επειδή το 3 δέν είναι της µορφής 2n, για
κάποιο ακέραιο ϑετικό n, η 3

√
2 δεν είναι κατασκευάσιµη. Οπότε δεν µπορεί να υπάρχει

κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη για τον διπλασιασµό του κύβου.
Το τρίτο περίφηµο πρόβληµα της αρχαιότητος ήταν η τριχοτόµηση µιας οποιασδήποτε

δοθείασς γωνίας µε κανόνα και διαβήτη. Αυτό το πρόβληµα ϑα συζητηθεί στο µικρό
δοκίµιο στο τέλος του Κεφαλαίου 3.
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Κεφάλαιο 3

Εφαρµογές των Ευθειών

Προβλήµατα που εµπλέκουν Ευθείες

3.1. Απόσταση µεταξύ ενός Σηµείου και µιας Ευθείας

Στην επίπεδη γεωµετρία, µάθατε ότι η απόσταση µεταξύ ενός σηµείου S και µιας
ευθείας L, που συµβολίζεται µε d(S,L), ορίζεται να είναι το µήκος του κάθετου τµήµατος
µεταξύ του S και της L (Σχήµα 3.1).
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Σχήµα 3.1: Σχήµα 3.2:

Μπορείτε να προσδιορίσετε την d(S,L) µε διανυσµατικές µεθόδους εάν γνωρίζετε τις
συντεταγµένες του S, και τις συντεταγµένες κάθε σηµείου T στην L, και ένα διάνυσµα
κατεύθυνσης v της L. Για να την ϐρούµε, παρατηρείστε από το Σχήµα 3.2 ότι η Ϲητούµενη
απόσταση είναι η απόλυτη τιµή της αριθµητικής συνιστώσας του s − t παράλληλη στο vp.
∆ηλαδή,

d(S,L) = |Compvp (s − t)|,

ή (ϑυµηθείτε από σελίδα 63 και ΄Ασκηση 37 σελίδα 51).

2 d(S,L) =
|(s − t) · vp|

‖vp‖
. (1)

Η απόσταση µεταξύ του S και της L δεν εξαρτάται από την επιλογή του συγκεκριµένου
σηµείου T της L. Για να δείτε ότι αυτό αληθεύει, ϑεωρείστε οποιαδήποτε δύο σηµεία T1
και T2 στην L. Από το Σχήµα 3.3, µπορείτε να δείτε ότι

s − t1 = (t2 − t1) + (s − t2).
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Σχήµα 3.3:

Οπότε παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο κάθε µέλους αυτής της εξίσωσης και του vp,
παίρνετε

(s − t1) · vp = (t2 − t1) · vp + (s − t2) · vp = 0 + (s − t2) · vp.

Οπότε,

|(s − t1) · vp|

‖vp‖
=
|(s − t2) · vp|

‖vp‖

Παράδειγµα 1. Βρείτε την απόσταση µεταξύ του S(6,2) και της ευθείας L που
διέρχεται από το σηµείο T(4,2) µε κλίση 1

5 .

Λύση: Επειδή η κλίση της L είναι 1
5 , το διάνυσµα v = 5(1, 1

5 ) = (5,1) είναι
ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της L. Οπότε vp = (−1,5), και το s − t, το
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διάνυσµα από το T στο S, είναι ίσο µε (6,2) − (4,2) = (2,0). Οπότε

d(S,L) =
|(s − t) · vp|

‖vp‖

=
|(2,0) · (−1,5)|

‖vp‖
=
| − 2|
√

26
=

2
√

26
.

2

Για να ϐρούµε την d(S,L) όταν η εξίσωση για την L δίνεται στη κανονική Καρτεσιανή
µορφή

Ax + By + C = 0, (2)

µπορείτε να ξεκινήσετε µετασχηµατίζοντας την εξίσωση σε µια ειδική µορφή η οποία
συστηµατικά επεξεργάστηκε από τον Γερµανό γεωµέτρη Ludwig Otto Hesse (1811-1874)
και που ίδιος την αποκάλεσε κανονική µορφή. Για να ϐρούµε την κανονική µορφή, ϑα
χρησιµοποιήσουµε την έννοια µιας κατευθυνόµενης ευθείας: Εάν το v είναι ένα οποιο-
δήποτε διάνυσµα κατεύθυνσης για µια ευθεία M του επιπέδου, τότε η M µπορεί να
ϑεωρηθεί ότι έχει δύο κατευθύνσεις : της v και της -v. ΄Οταν µια διεύθυνση σηµειώνεται
σε µια ευθεία, τότε η ευθεία λέγεται να είναι µια κατευθυνόµενη ευθεία. Εάν S και T
είναι δύο οποιαδήποτε σηµεία σε µια κατευθυνόµενη ευθεία M, τότε η l(S,T), δηλαδή η
κατευθυνόµενη απόσταση από το S στο T, είναι ίση µε d(S,T) ή −d(S,T) ανάλογα µε
το εάν η M και το γεωµετρικό διάνυσµα από το S στο T έχουν ίδιες ή αντίθετες κατευθύν-
σεις. Οπότε η κατευθυνόµενη απόσταση από το S στο T είναι η αριθµητική συνιστώσα
του διανύσµατος s − t παράλληλο στην M.

Τώρα, για µια δοθείσα ευθεία L, έστω M είναι µια κατευθυνόµενη ευθεία από την αρχή
των αξόνων O κάθετη προς την L· έστω α είναι η γωνία από την ϑετική x-κατεύθυνση του
οριζόντιου άξονα προς την ϑετική κατεύθυνση της M, 0 ≤ m◦(α) < 360· ΄Εστω P είναι το
σηµείο της τοµής της L και M· και έστω p είναι η κατευθυνόµενη απόσταση από το O στο
P, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 3.4.
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Σχήµα 3.4: Σχήµα 3.5:

(Σηµειώστε ότι εάν η M και το διάνυσµα από το O στο P έχουν την ίδια κατεύθυνση, τότε η
κατευθυνόµενη απόσταση από το O στο P είναι ϑετική και η κατευθυνόµενη απόσταση από
το P στο O είναι αρνητική). Από το Σχήµα 3.4, µπορείτε να δείτε ότι η L προσδιορίζεται
από τα α και p.

Το Σχήµα 3.5 δείχνει τρεις ευθείες L1, L2, και L3 µε m◦(α) = 30 και p = −1,0, και
2, αντίστοιχα. Γι΄ αυτές τις ευθείες ϑα µπορούσατε ισοδύναµα να επιλέξετε m◦(α) = 210
και p = 1,0, και -2, αντίστοιχα.

Από τον ορισµό των cos(α) και sin(α), οι συντεταγµένες του P στο Σχήµα 3.4 είναι
(p cos(α), p sin(α)). Επειδή το σηµείο O ϐρίσκεται επίσης στην M, το διάνυσµα από το
O στο P, (p cos(α), p sin(α)), είναι παράλληλο στη M· οπότε το διάνυσµα (cos(α), sin(α))
είναι επίσης παράλληλο στην M και οπότε είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης της M. Κάθε
σηµείο S(x, y) του επιπέδου ϐρίσκεται στην L εάν και µόνο εάν το διάνυσµα

s − p = (x − p cosα, y − p sinα)
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είναι κάθετο στην M· δηλαδή, εάν και µόνο εάν

(x − p cosα, y − p sinα) · (cosα, sinα) = 0,

(x cosα − p cos2
α) + (y sinα − p sin2

α) = 0,

x cosα + y sinα − p(cos2
α + sin2

α) = 0,

ή

2
x cosα + y sinα − p = 0 (3)

Η Εξίσωση 3 είναι η κανονική µορφή της εξίσωσης της L.
Εάν οι Εξισώσεις 2 και 3 παριστάνουν την ίδια ευθεία L, τότε οι συντελεστές στις δύο

εξισώσεις πρέπει να είναι ανάλογες :

A = k cosα, B = k sinα, C = −kp, (4)

όπου k είναι µια σταθερά. Για να προσδιορίσετε το k, παρατηρείστε ότι

A
2 + B2 = k

2 cos2
α + k2 sin2

α = k
2(cos2

α + sin2
α) = k

2
,

Οπότε
k = ±

√
A2 + B2.

Οπότε, από τις Εξισώσεις 4,

cosα =
A

±
√
A2 + B2

, sinα =
B

±
√
A2 + B2

, p =
−C

±
√
A2 + B2

(5)

΄Ετσι µπορείτε να ανάγετε την Εξίσωση 2 στη κανονική µορφή διαιρώντας και τα δύο µέλη
µε το ±

√
A2 + B2. ∆ηλαδή, µπορείτε να γράψετε τις Εξισώσεις 2 για την L σε κανονική
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µορφή ως είτε

2

A
√
A2 + B2

x +
B

√
A2 + B2

y +
C

√
A2 + B2

= 0 (6)

ή
A

−
√
A2 + B2

x +
B

−
√
A2 + B2

y +
C

−
√
A2 + B2

= 0 (7)

Παράδειγµα 2. Γράψτε µια εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία L µε
Καρτεσιανή εξίσωση

2x + 2y + 3 = 0,

και προσδιορίστε τα α, 0 ≤ m◦(α) < 360, και p, κατ΄ αρχήν (α)
µε p > 0 και στη συνέχεια (ϐ) µε p < 0. Κάντε ένα σκίτσο σε
κάθε περίπτωση.

Λύση: Επειδή A = 2 και B = 2, έχετε k = ±
√

22 + 22 = ±2
√

2.
(α) Επειδή C = 3, που είναι ϑετικό, και C = −kp, για να πάρετε p > 0
επιλέγετε k = −2

√
2. Οπότε, η κανονική µορφή είναι η

2

−2
√

2
x +

2

−2
√

2
y +

3

−2
√

2
= 0,

ή

−
1
√

2
x −

1
√

2
y −

3

2
√

2
= 0.

Επειδή cosα = − 1
√
α
, sinα = − 1

√
al
, και −p = − 3

2
√

2
, έχετε m◦(α) = 225

και p = 3
2
√

2
= 3

4

√
2 .

= 1.06.
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(ϐ) Για να πάρετε p < 0, επιλέγετε k = 2
√

2 και έχετε την κανονική
µορφή

1
√

2
x +

1
√

2
y +

3

2
√

2
= 0.

Επειδή cosα = 1
√

2
, sinα = 1

√
2

και −p = 3
2
√

2
έχετε m◦(α) = 45 και

p = − 3
2
√

2
= − 3

4

√
2 .

= −1.06. 2

Για να προσδιορίσετε την απόσταση µεταξύ του σηµείου S(x1, y1) και της ευθείας L µε
κανονική εξίσωση

x cosα + y sinα − p = 0,

παρατηρείστε πρώτα ότι η ευθεία L′ που είναι παράλληλη στην L και περιέχει το S έχει
µια κανονική εξίσωση της µορφής

x cosα + y sinα − p′ = 0,
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όπου p′ είναι η κατευθυνόµενη απόσταση από το O στην L′ (Σχήµα 3.6).

Σχήµα 3.6:

Επειδή το S(x1, y1) ϐρίσκεται στην L′, έχετε

x1 cosα + y1 sinα − p′ = 0,

Οπότε,
p
′ = x1 cosα + y1 sinα.

Τώρα η κατευθυνόµενη απόσταση από την L στην L΄ είναι p′ − p, και αυτή είναι επίσης η
κατευθυνόµενη απόσταση από την L στο S. Οπότε,

2 d(S,L) = |p − p′| = |x1 cosα + y1 sinα − p|. (8)

Οπότε, η απόσταση µεταξύ του S και της L προσδιορίζεται παίρνοντας την απόλυτη τιµή
του τύπου που προκύπτει µε την αντικατάσταση των συντεταγµένων του S στο αριστερό
µέλος µιας κανονικής εξίσωσης για την L.

Προκύπτει από τις Εξισώσεις 5 και 8 ότι η απόσταση µεταξύ του σηµείου S(x1, y1) και
της ευθείας L µε καρτεσιανή Εξίσωση

Ax + By + C = 0, A2 + B2 , 0,

δίνεται από τον τύπο

2 d(S,L) = |
Ax1 + By1 + C
√
A2 + B2

|.
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Παράδειγµα 3. Για τα σηµεία S(1,1) και T(1,2) και την ευθεία L µε Καρτεσιανή
εξίσωση 3x + 4y − 8 = 0, προσδιορίστε µια εξίσωση σε κανονική
µορφή για την L, την διαφορά p′ − p για τα S και T, και τις
αποστάσεις d(S,L) και d(T,L).

Λύση: Επειδή A = 3 και B = 4, έχετε k = ±
√

32 + 42 = ±5. Υποθέστε ότι
επιλέγετε k = 5. Η κανονική µορφή της εξίσωσης της L είναι τότε

3
5
x +

4
5
y −

8
5

= 0.

Για το S, έχετε

p
′ − p =

3
5

(1) +
4
5

(1) −
8
5

= −
1
5
,

και

d(S,L) = | −
1
5
| =

1
5
.

Για το T, έχετε

p
′ − p =

3
5

(1) +
4
5

(2) −
8
5

=
3
5
,

και

d(T,L) = |
3
5
| =

3
5
.
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2

Παρατηρείστε στην προηγούµενη λύση ότι p′ − p < 0 για το S και p′ − p > 0 για το T.
Αυτό δείχνει ότι τα S και T ϐρίσκονται στις απέναντι πλευρές της L, και, επειδή p > 0,
τα S και O ϐρίσκονται στην ίδια πλευρά της L.

Ασκήσεις 3.1

Στις Ασκήσεις 1–12, βρείτε την απόσταση µεταξύ του δοθέντος σηµείου S και της ευθείας
που έχει το δοθέν διάνυσµα κατεύθυνσης vή κλίση το m και διέρχεται από το δοθέν σηµείο
T.
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1. S(3,4); v = (2,1),T(4,7)

2. S(2,5); v = (3,−1),T(1,3)

3. S(−1,3); v = (2,2),T(4,−2)

4. S(4,−7); v = (−5,−6),T(1,0)

5. S(−5,1); v = (4,−6),T(0,−1)

6. S(−6,−2); v = (1,5),T(0,0)

7. S(1,6);m = 2,T(3,3)

8. S(5,1);m = −3,T(2,−1)

9. S(4,−2);m = 1
2 ,T(5,−3)

10. S(−3,7);m = −2
3 ,T(−4,6)

11. S(−3,−4);m = − 1
7 ,T(2,3)

12. S(−4,0);m = −4,T(0,4)

Στις Ασκήσεις 13-20, βρείτε την απόσταση µεταξύ του σηµείου S και της ευθείας L µε
την δοθείσα εξίσωση.

13. S(5,7); 3x + 4y + 12 = 0

14. S(3,6); 2x − 3y + 6 = 0

15. S(−2,4); 5x − 4y − 10 = 0

16. S(−3,7); 6x − 5y − 15 = 0

17. S(4,−3); x − 8y + 5 = 0

18. S(5,−8); 4x + y − 3 = 0

19. S(−1,−5); 5x − 12y + 7 = 0

20. S(−3,−6); 4x − 3y + 6 = 0

Στις Ασκήσεις 21-24, βρείτε τα µήκη των υψών του τριγώνου που οι κορυφές του R, S,
και T δίνονται.

21. R(0,4),S(4,−3),T(−3,1)

22. R(1,0),S(2,5),T(−2,2)

23. R(7,0),S(−1,0),T(1,−1)

24. R(4,−1),S(1,7),T(−3,3)

25-28. Βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου που οι κορυφές του R, S και T δίνονται στις
Ασκήσεις 21-24.

Στις Ασκήσεις 29 και 30, βρείτε την απόσταση µεταξύ των παράλληλων ευθειών µε τις
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δοθείσες εξισώσεις.

29. 3x − y − 8 = 0 και 3x − y − 15 = 0

30. x − 3y + 12 = 0 και x − 3y − 18 = 0

31. Βρείτε ένα k έτσι ώστε το σηµείο (2, k) είναι ισαπέχων από τις ευθείες µε εξισώσεις
x + y − 2 = 0 και x − 7y + 2 = 0.

32. Βρείτε ένα k έτσι ώστε το σηµείο (k,4) είναι ισαπέχων από τις ευθείες µε εξισώσεις
13x − 9y − 10 = 0 και x + 3y − 6 = 0.

Στις Ασκήσεις 33-36, βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόµων των γωνιών που οι πλευρές του
βρίσκονται στις ευθείες µε τις δοθείσες εξισώσεις.

Παράδειγµα.. x + 2y − 3 = 0 και 2x + y − 5 = 0

Λύση: Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι κάθε σηµείο
της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τις
πλευρές. ΄Εστω (x ′, y′) είναι οι συντεταγ-
µένες ενός σηµείου που ισαπέχει από τις
δοθείσες ευθείες. Τότε έχετε

|x ′ + 2y′ − 3|
√

5
=
|2x ′ + y′ − 5|

√
5

Από τον ορισµό της απόλυτης τιµής, αυτή η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε
τις

x
′ + 2y′ − 3
√

5
=

2x ′ + y′ − 5
√

5
ή
x
′ + 2y′ − 3
√

5
= −

2x ′ + y′ − 5
√

5
,
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x
′ + 2y′ − 3 = 2x ′ + y′ − 5 ή x

′ + 2y′ − 3 = −2x ′ − y′ + 5,

x
′ − y′ − 2 = 0 ή 3x ′ + 3y′ − 8 = 0.

Οπότε οι εξισώσεις των διχοτόµων της γωνίας είναι

x − y − 2 = 0 και 3x + 3y − 8 = 0.

2

33. 3x + 4y − 2 = 0 και 4x + 3y + 2 = 0

34. 3x − 4y + 1 = 0 και 5x + 12y − 2 = 0

35. x + 3y − 2 = 0 και 2x − 6y + 5 = 0

36. x + y − 6 = 0 και 3x − 3y + 5 = 0

*37. Βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόµων της γωνίας του τριγώνου µε κορυφές R(6,2),S(−2,−4),
και T(− 42

5 ,8). (Υπόδειξη : Κάντε ένα σκίτσο για ϐοήθεια ώστε να διαλέξετε τις Ϲητού-
µενες εξισώσεις).

*38. Βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόµων της γωνίας που οι πλευρές ϐρίσκονται στις ευθείες
µε εξισώσεις x + 2y − 4 = 0, x − 2y + 2 = 0, και 2x − y − 8 = 0.

*39. Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες στην ευθεία L µε εξίσωση
3x − 4y + 10 = 0 και ϐρίσκονται σε απόσταση 5 µονάδων από την L.

*40. Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που είναι παράλληλες στην ευθεία L µε εξίσωση
15x + 8y − 34 = 0 και ϐρίσκονται σε απόσταση 4 µονάδων από την L.

*41. Βρείτε την απόσταση µεταξύ του σηµείου S(b, a) και της ευθείας µε x και y-τέµνουσες
µε τους ορθογώνιους άξονες τα a και b, αντίστοιχα.

*42. Βρείτε την απόσταση µεταξύ του σηµείου S(b,−a) και της ευθείας µε x και y-
τέµνουσες µε τους ορθογώνιους άξονες τα a και b, αντίστοιχα.

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 161 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

*43. ∆είξτε ότι το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές R(x1, y1),S(x2, y2), και T(x2, y2) είναι

1
2
|x1(y2 − y3) + x2(y3 − y1) + x3(y1 − y2)|

3.2. Τοµή δύο Ευθειών

Από παλαιότερα µαθήµατα, µάθατε στα µαθηµατικά ότι η τοµή των συνόλων A και B
(που συµβολίζεται µε A

⋂
B) ορίζεται να είναι το σύνολο όλων των σηµείων που είναι κοινά

στα A και B. Μια συγκεκριµένη ιδιότητα των συνόλων των σηµείων που καλούµε ευθείες,
είναι ότι η τοµή δύο διαφορετικών ευθειών του επιπέδου είναι είτε κενή (εάν οι ευθείες
είναι παράλληλες) ή διαφορετικά περιέχει ένα µοναδικό σηµείο (εάν οι ευθείες δεν είναι
παράλληλες). Εάν µε «L1» και «L2» παριστάνουµε την ίδια ευθεία, τότε οι L1 και L2 είναι
παράλληλες και, ϕυσικά, η τοµή τους είναι ολόκληρη η ευθεία.

Μπορείτε να προσδιορίσετε εάν ή όχι δύο ευθείες είναι παράλληλες συγκρίνοντας απλά
τα διανύσµατα κατεύθυνσης, ή, ισοδύναµα, τα κανονικά διανύσµατα, των ευθειών. Εάν
οι ευθείες είναι παράλληλες, τότε συµπίπτουν εάν και µόνο εάν έχουν ένα κοινό σηµείο
(δείτε ΄Ασκηση ;; σελίδα ;;)

Παράδειγµα 1. Εάν οι L1 και L2 είναι ευθείες που ορίζονται από τους τύπους

L1 = {(x, y) : 3x − 4y = 5}

και
L2 = {(x, y) : −6x + 8y + 9 = 0},

ϐρείτε την τοµή τους L1
⋂

L2.
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Λύση: Ελέγχοντας τις δοθείσες εξισώσεις, ϐλέπετε ότι το (3,−4) είναι ένα κα-
νονικό διάνυσµα της L1 και το (−6,8) = −2(3,−4) είναι ένα κανονικό
διάνυσµα της L2. Οπότε το (4,3) είναι ένα διάνυσµα κατεύθυνσης για
την L1 και L2, συγχρόνως, και συνεπώς οι L1 και L2 είναι παράλληλες.

Μπορείτε να ϐρείτε τις συντεταγµένες (x, y) του σηµείου S της L1 µε
το να δώσετε αυθαίρετα µια τιµή στο x και στη συνέχεια λύνοντας την
δοθείσα εξίσωση της L1 ως προς y. Για παράδειγµα, εάν x = 3, τότε

y = −
1
4

(5 − 9) = 1,

και το S(3,1) είναι ένα σηµείο στην L1. Αντικαθιστώντας τις συντεταγµέ-
νες του S στην εξίσωση της L2, παίρνετε −6(3)+8(1)+9 = −18+8+9 , 0.
Οπότε το S δεν ϐρίσκεται στην L2, και συνεπώς L1

⋂
L2 = ∅. 2

Σε µαθήµατα άλγεβρας, είδατε ότι οι Καρτεσιανές µέθοδοι µπορούν να χρησιµοποιη-
ϑούν για να αποδείξετε ότι δύο µη πα-
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Σχήµα 3.7:

ϱάλληλες ευθείες στο επίπεδο τέµνονται σε ένα µο-
ναδικό σηµείο. Μπορείτε επίσης να χρησιµοποι-
ήσετε διανυσµατικές µεθόδους για να αποδείξετε
αυτό το αποτέλεσµα. Κοιτάξτε το Σχήµα 3.7, που
δείχνει την ευθεία L1 που διέρχεται από τα σηµεία
Q(−3,−2) και R(0,2) και την ευθεία L2 που διέρ-
χεται από τα σηµεία S(5,0) και T(6,−3); σ΄ αυτό το
σχήµα, οι L1 και L2 εµφανίζονται να τέµνονται σε
ένα µοναδικό σηµείο. Για να το αποδείξετε αυτό,
πρέπει να δείξετε αναλυτικά (1) ότι υπάρχει ένα και
µόνον σηµείο που µπορεί να ϐρίσκεται και στις δύο
ευθείες και (2) ότι αυτό το σηµείο πράγµατι ϐρίσκε-
ται και στις δύο ευθείες.

Από τις δοθείσες πληροφορίες, µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την L1
είναι

(x, y) = (−3,−2) + r1[(0,2) − (−3,−2)], r1 ∈ R,

ή
(x, y) = (−3,−2) + r1(3,4)·

και µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση για την L2 είναι

(x, y) = (5,0) + r2[(6,−3) − (5,0)], r2 ∈ R,

ή
(x, y) = (5,0) + r2(1,−3).
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Υποθέστε ότι το U(a, b) είναι ένα σηµείο που ανήκει και στις δύο ευθείες. Οπότε ϑα
πρέπει να ικανοποιούνται συγχρόνως

(a, b) = (−3,−2) + r1(3,4) και (a, b) = (5,0) + r2(1,−3),

οπότε

(−3,−2) + r1(3,4) = (5,0) + r2(1,−3). (1)

Μπορείτε να λύσετε την Εξίσωση 0 ως προς r1 και r2 όπως ακολουθεί : Επειδή για κάθε
διάνυσµα v, v · vp = 0, µπορείτε να απαλοίψετε το r1 παίρνοντας το εσωτερικό γινόµε-
νο κάθε αριθµού στην 0(ϑυµηθείτε την Επιµεριστική Ιδιότητα στην Ενότητα 1.6) µε το
διάνυσµα (3,4)p ώστε να πάρετε

(−3,−2) · (−4,3) + r1(3,4) · (−4,3) = (5,0) · (−4,3) + r2(1,−3) · (−4,3)
6 + r1(0) = −20 + r2(−13),

26 = −13r2,
r2 = −2.

΄Οµοια, µπορείτε να απαλοίψετε το r2 παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο κάθε αριθµού
στην 0 µε το (1,−3)p = (3,1). Παίρνετε :

(−3,−2) · (3,1) + r1(3,4) · (3,1) = (5,0) · (3,1) + r2(1,−3) · (3,1)
−11 + r1(13) = 15 + r2(0),

13r1 = 26,
r1 = 2.

Κατά συνέπεια, εάν υπάρχει ένα σηµείο U(a, b) που ϐρίσκεται και στις δύο ευθείες, τότε
γιάυτό ϑα πρέπει να πάρετε r1 = 2 και r2 = −2. Αντικαθιστώντας αυτές τις τιµές στις
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εξισώσεις για τις L1 και L2, έχετε, αντίστοιχα,

(a, b) = (−3,−2) + 2(3,4) = (−3,−2) + (6,8) = (3,6)

και

(a, b) = (5,0) − 2(1,−3) = (5,0) + (−2,6) = (3,6).

Οπότε, οι L1 και L2 τέµνονται σε ένα µοναδικό σηµείο U(3,6). Επειδή η ίδια µέθοδος
µπορεί να εφαρµοστεί σε δύο οποιεσδήποτε δοθείσες µή παράλληλες ευθείες, µπορείτε
να συµπεράνετε ότι δύο µή παράλληλες ευθείες του επιπέδου τέµνονται σε ακριβώς ένα
σηµείο.

Εάν δύο ευθείες του επιπέδου προσδιορίζονται από ένα σύστηµα δύο γραµµικών εξισώ-
σεων δύο µεταβλητών, τότε το σηµείο της τοµής των µπορεί να προσδιοριστεί λύνοντας τις
δύο εξισώσεις συγχρόνως. Στην ΄Αλγεβρα, µάθατε ότι µπορείτε να λύσετε ένα σύστηµα δύο
εξισώσεων δύο µεταβλητών µε ῾῾ αντικατάσταση᾿᾿ αλλά και µε ῾῾ απαλοιφή µαις µεταβλητής᾿᾿,
µια µέθοδος που ονοµάζεται µερικές ϕορές η µέθοδος του ῾῾γραµµικού συνδυασµού᾿᾿. Και
οι δύο τεχνικές, όπως και µια διανυσµατική µέθοδος που παραλληλίζεται µε την µέθοδο
της ῾ἁπαλοιφής᾿᾿ ϕαίνονται στο παράδειγµα που ακολουθεί.

Παράδειγµα 2. Λύστε το σύστηµα:

3x − 5y = 1 (2)
4x + 3y = 11 (3)

Λύση µε αντικατάσταση:

Λύνετε την Εξίσωση 2 ως προς y µε παράµετρο x:

y =
3
5
x −

1
5
. (4)
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Αντικαθιστούµε το y στην Εξίσωση 3 µε 3
5x −

1
5 και λύνετε ως προς x:

4x = 3(
3
5
x −

1
5

) = 11,

x = 2.

Αντικαθιστούµε στην Εξίσωση 4 το x µε το 2 και λύνουµε ως προς y:

y =
3
5

(2) −
1
5

= 1.

Οπότε, η µόνη δυνατή λύση του συστήµατος είναι η (2,1). Για να τη
επιβεβαιώσετε, µπορείτε να αντικαταστήσετε το x µε το 2 και το y µε 1 σε
κάθε µιά από τις αρχικές εξισώσεις :

3(2) − 5(1) = 1 και 4(2) + 3(1) = 11.

Οπότε, η (2,1) είναι η µοναδική λύση του συστήµατος.

Λύση µε απαλοιφή:

Πολλαπλασιάζουµε κάθε µέλος της Εξίσωσης 2 µε το 3 και κάθε µέλος
της Εξίσωσης 3 µε το 5 και παίρνουµε το ισοδύναµο σύστηµα:

9x − 15y = 3
20x + 15y = 55

Προσθέτοντας τις εξισώσεις πάιρνουµε

29x = 58,
x = 2.
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Τώρα µπορείτε να αντικαταστήσετε µε το 2 σε κάποια από τις εξισώσεις
και να λύσετε ως προς , όπως κάναµε και στη λύση µε αντικατάσταση,
ή διαφορετικά να επιστρέψετε στις αρχικές εξισώσεις και να απαλοίψετε
το όπως ακολουθεί : Πολλαπλασιάζουµε κάθε µέλος της Εξίσωσης µε το
-4 και κάθε µέλος της Εξίσωσης µε το 3 ώστε να πάρουµε το ισοδύναµο
σύστηµα:Προσθέτονατς τις εξισώσεις παίρνετε Οπότε, όπως προηγουµέ-
νως, η µοναδική δυνατή λύση είναι η (2,1), και µπορείτε να ελένξετε ότι
η (2,1) είναι πράγµατι µια λύση αντικαθιστώντας στις αρχικές εξισώσεις.

Λύση χρησιµοποιώντας διανύσµατα:

Το δοθέν σύστηµα εξισώσεων, δηλαδή, η σύζευξη των προτάσεων

2x − 5y = 1 και 4x + 3y = 11

είναι ισοδύναµη µε την διανυσµατική εξίσωση

(3x − 5y,4x + 3y) = (1,11),

που, µε την σειρά της, είναι ισοδύναµη µε την

x(3,4) − y(5,−3) = (1,11). (5)

Μπορείτε να λύσετε αυτή την εξίσωση µε την µέθοδο που χρησιµοποιή-
ϑηκε στη σελίδα 164. ∆ηλαδή, µπορείτε να απαλοίψετε την y παίρνοντας
το εσωτερικό γινόµενο κάθε µέλους της Εξίσωσης 5 µε το (5,−3)p = (3,5).
΄Εχετε

x(3,4) · (3,5) − y(5,−3) · (3,5) = (1,11) · (3,5),
29x − 0y = 58,

x = 2.
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Μπορείτε στη συνέχεια να απαλοίψετε το x παίρνοντας το εσωτερικό κάθε
µέλους µε το (3,4)p = (−4,3). ΄Εχετε

x(3,4) · (−4,3) − y(5,−3) · (−4,3) = (1,11) · (−4,3),
0x + 29y = 29,

y = 1.

Οπότε, η µόνη δυνατή λύση του συστήµατος είναι η (2,1), και, όπως
προηγουµένως, µπορείτε να ελένξετε ότι πράγµατι η (2,1) είναι µια λύση
αντικαθιστώντας στις αρχικές Εξισώσεις 2 και 3.

Εάν συγκρίνετε την λύση µε απαλοιφή και την λύση µε διανύσµατα, ϑα δείτε εύκολα
ότι είναι αλγεβρικά ισοδύναµες. Η µοναδική διανυσµατική εξίσωση 5 είναι ισοδύναµη
µε δύο Καρτεσιανές εξισώσεις 2 και 3. Για να απαλοίψετε το y, ϑα πολλαπλασιάσετε
κάθε µέλος της Εξίσωσης 2 µε το 3 και κάθε µέλος της 3 µε το 5 και ϑα προσθέσετε, ή
ισοδύναµα σχηµατίζοντας το εσωτερικό γινόµενο κάθε µέλους της 5 µε το (3,5). ΄Οµοια,
για να απαλοίψετε το x, πολλαπλασιάζετε κάθε µέλος των 2 και 3 µε -4 και 3, αντίστοιχα,
και προσθέτοντας, ή ισοδύναµα σχηµατίζοντας το εσωτερικό γινόµενο κάθε µέλους της 5
µε το (-4,3).

Ασκήσεις 3.2

Στις Ασκήσεις 1–6, βρείτε την L1
⋂

L2 εάν οι L1 και L2 έχουν τις δοθείσες εξισώσεις. (Οι
παράµετροι r1, r2, t1, t2 παριστάνουν πραγµατικούς αριθµούς.)

1. L1 : (x, y) = (3,4) + r1(1,1); L2 : (x, y) = (1,2) + r2(1,−3)

2. L1 : (x, y) = (2,−3) + r1(4,−2); L2 : (x, y) = (−2,1) + r2(−1,−2)

3. L1 : x − 2y = 3; L2 : 2x + y = 1

4. L1 : 3x − y = 4; L2 : x + 3y = 8
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5. L1 : (x, y) = (3 − 2t1,1 − t1); L2 : (x, y) = (4 + 5t2,2 + 3t2)

6. L1 : (x, y) = (6 + 3t1,3 − 2t1); L2 : (x, y) = (3 − 3t2,5 + 2t2)

Στις Ασκήσεις 7–10, λύστε το δοθέν σύστηµα µε αντικατάσταση.

7. x + 3y = 7,2x + y = −1

8. 3x − 2y = 19,2x + 5y = 0

9. x − 2y = 7,−2x + 4y = −14

10. 4x − 3y = −2,3x + 2y = 7

Στις Ασκήσεις 11–16, λύστε το δοθέν σύστσηµα µε απαλοιφή.

11. x + 3y = 7, x − y = 3

12. x − 3y = −8,2x + y = 5

13. 2x − 5y = 3,3x + y = 13

14. 3x + 2y = 4,2x − 7y = 11

15. 3x − 2y = 8,6x − 4y = 3

16. 5x + y = −9, x − 3y = −5

17-26. Λύστε τα συστήµατα στις Ασκήσεις 7–16 χρησιµοποιώντας διανύσµατα.

Στις Ασκήσεις 27–30, βρείτε τις κορυφές του τριγώνου που οι πλευρές του περιέχονται
στις ευθείες µε τις δοθείσες εξισώσεις.

27. 2x + y = 4, x − 3y = −5,4x − 5y = 8.

28. x − y = −1, x + 3y = 7, x + y = −1.

29. (x, y) = (3,1) + r1(1,−2), (x, y) = (5,7) + r2(3,4), (x, y) = (−3,−7) + r3(1,3).

30. (x, y) = (2,4) + r1(0,1), (x, y) = (5,4) + r2(2,1), (x, y) = (3,3) + r3(−1,1).

Στις Ασκήσεις 31–36, βρείτε µια Καρτεσιανή εξίσωση σε κανονική µορφή για την ευθεία
µε τα δοθέντα χαρακτηριστικά:

31. Που περιέχει το σηµείο S(4, 8
3 ) και το σηµείο της τοµής των ευθειών µε εξισώσεις

3x − 4y − 2 = 0 και 12x − 15y − 8 = 0.
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32. Που περιέχει το σηµείο S(1,1) και το σηµείο της τοµής των ευθειών µε εξισώσεις
2x − 5y + 9 = 0 και 4x + y + 7 = 0.

33. Που περιέχει το σηµείο τοµής των ευθειών µε εξισώσεις 3x+y−16 = 0 και 2x−7y−3 =

0, και είναι παράλληλη στην ευθεία µε εξίσωση x − 3y + 2 = 0.
34. Που περιέχει το σηµείο τοµής των ευθειών µε εξισώσεις 2x + y = 13 και 7x − y = 2,

και είναι παράλληλη στην ευθεία µε εξίσωση x − y = 2.
35. Που περιέχει το σηµείο τοµής των ευθειών µε εξισώσεις x+2y = 12 και 3x−4y = 26,

και είναι κάθετη στην ευθεία µε εξίσωση x + y = 1.
36. Που περιέχει το σηµείο τοµής των ευθειών µε εξισώσεις 3x + 4y + 10 = 0 και 5x −

12y − 12 = 0, και είναι κάθετη στην ευθεία µε εξίσωση x − 2y + 6 = 0.
37. Βρείτε κάποιες εξισώσεις για τις ευθείες που περιέχουν τις διαγώνιες ενός τετραπλεύ-

ϱου µε πλευρές που περιέχονται στις ευθείες µε εξισώσεις x−3y+13 = 0,7x−y+31 =

0, x − 3y − 7 = 0, και x + y − 11 = 0.
38. Οι ευθείες µε εξισώσεις 3x − 8y − 2 = 0 και 3x − 8y − 44 = 0 περιέχουν τις απέ-

ναντι πλευρές ενός παραλληλογράµµου, και µια διαγώνιος του παραλληλογράµµου
ϐρίσκεται στην ευθεία µε εξίσωση x + 2y + 4 = 0. Εάν η άλλη διαγώνιος του παραλ-
ληλογράµµου περιέχει το σηµείο (4, 1

5 ), ϐρείτε τις κορυφές του παραλληλογράµµου.

39. ∆είξτε ότι για a1b2 − a2b1 , 0, το σύστηµα

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2

έχει µια µοναδική λύση που δίνεται απο τις σχέσεις

x =
c1b2 − c2b1

a1b2 − a2b1
, y =

a1c2 − a2c1

a1b2 − a2b1
.
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40. Χρησιµοποιήσετε τις σχέσεις της ΄Ασκησης 39 για να λύσετε το σύστηµα:

4x − 3y = 5
2x + 5y = 35

Αναλυτικές Μέθοδοι

3.3. Ορίζουσες

Οι ορίζουσες είναι χρήσιµες για την λύση συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων, και
επίσης έχουν πολλές άλλες εφαρµογές στην αναλυτική γεωµετρία.

Θυµηθείτε ότι µια ορθογώνια παράταξη απο σύµβολα που παριστάνουν αριθµούς(τέτοια
σύµβολα ονοµάζονται αριθµητικά)

στήλη
1 2 3

γραµµή 1
2

[
3 2 5
1 0 6

]
όπως αυτή που ϐλέπετε στα δεξιά παριστάνει ένα πί-
νακα µε τον ίδιο τρόπο που µια αράδα απο διαδοχι-
κά ψηφία παριστάνει ένα αριθµό. Παρατηρείστε ότι
µια τέτοια παράταξη µπαίνει σε αγκύλες. Κεφαλαία
γράµµατα, όπως τα M και N , χρησιµοποιούνται για
να παραστήσουµε τους πίνακες.

Κάθε αριθµητικό σύµβολο στη παράταξη παριστάνει ένα στοιχείο του πίνακα. Το
πλήθος των (οριζόντιων) γραµµών και το πλήθος των (καθέτων) στηλών στην παράσταση
ενός πίνακα προσδιορίζουν τις διαστάσεις του. Για παράδειγµα, ο παραπάνω πίνακας έχει
δύο γραµµές και τρείς στήλες και συνεπώς καλείται ένας 2×3(διαβάζουµε ῾῾δύο επί τρία᾿᾿)
πίνακας. Σηµειώστε ότι πρώτα δίνουµε το πλήθος των γραµµών και µετά το πλήθος των
στηλών. ΄Ενα στοιχείο ενός πίνακα προσδιορίζεται δίνοντας τον αριθµό της γραµµής και
της στήλης του. Για παράδειγµα, στον πίνακα που παρουσιάσαµε παραπάνω, το στοιχείο
στη πρώτη γραµµή και στην τρίτη στήλη είναι το 5.
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Εάν ένας πίνακας έχειτο ίδιο πλήθος από n γραµµές και στήλες, τότε λέγεται ένας
τετραγωνικός πίνακας τάξεως n. Σε κάθε τετραγωνικό πίνακαM µε στοιχεία πραγµατικούς
αριθµούς µπορούµε να αντιστοιχήσουµε ένα συγκεκριµµένο πραγµατικό αριθµό, που
καλείται η ορίζουσα του M και συµβολίζεται µε detM (διαβάζουµε ῾῾ η ορίζουσα του M ᾿᾿).

Οι ορίζουσες παριστάνονται πολλές ϕορές όπως οι πίνακες, µε την διαφορά ότι αντί
αγκύλες χρησιµοποιούνται κάθετες γραµµές. Για παράδειγµα,

det
[
a1 b1
a2 b2

]
=

∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣ .
Τα στοιχεία, οι γραµµές και οι στήλες του πίνακα καλούνται τότε τα στοιχεία, οι γραµµές
και οι στήλες της αντίστοιχης ορίζουσας, και η τάξη του πίνακα λέγεται επίσης η τάξη της
ορίζουσας.

Η ορίζουσα του 1 × 1 πίνακα [a1] είναι απλά ο ίδιος ο αριθµός a1. Για παράδειγµα,

det[−7] = −7.

(∆εν ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσετε κάθετες για να συµβολίσετε µια ορίζουσα πρώτου
ϐαθµού, διότι σε αυτή την περίπτωση µε κάθετες γραµµές συµβολίζουµε ως γνωστό, την
απόλυτη τιµή.)

Η ορίζουσα ενός 2 × 2 πίνακα ορίζεται ως εξής :∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1. (1)

Για παράδειγµα, det
[

4 2
−2 7

]
=

∣∣∣∣∣∣ 4 2
−2 7

∣∣∣∣∣∣ = 28 − (−4) = 32. Η ορίζουσα ενός πίνακα 3 × 3

ορίζεται ως εξής :∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − a1b3c2 − a2b1c3 − a3b2c1. (2)
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Τα αθροίσµατα από γινόµενα αριθµών που ϐλέπετε στις παραπάνω ισότητες λέγονται
αναπτύγµατα των οριζουσών.

Η ορίζουσα ενός πίνακα µεγαλύτερης τάξης από 3 ορίζεται µε την ϐοήθεια των ορι-
Ϲουσών της αµέσως προηγούµενης τάξεως µε την χρήση ελασσόνων. Η ελάσσονα ενός
στοιχείου µιας ορίζουσας ορίζεται να είναι η ορίζουσα που προκύπτει όταν απαλοίψουµε
την γραµµή και την στήλη που το περιέχει στην (αρχική) ορίζουσα. Για παράδειγµα,

η ελάσσονα του 4 στην

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 2 3
1 0 −7
−6 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ είναι
∣∣∣∣∣∣0 −7
5 3

∣∣∣∣∣∣ .
΄Οµοια, η ελάσσονα του 0 είναι

∣∣∣∣∣∣ 4 3
−6 3

∣∣∣∣∣∣ , και η ελάσσονα του -7 είναι
∣∣∣∣∣∣ 4 2
−6 5

∣∣∣∣∣∣ .
Στο δεξιό µέλος της Εξίσωσης 2, µπορείτε να παραγοντοποιήσετε τους όρους κατά

Ϲεύγη µε πολλούς τρόπους. ΄Ενας τρόπος είναι ο :

a1(b2c3 − b3c2) − b1(a2c3 − a3c2) + c1(a2b3 − a3b2).

Προκύπτει ότι εάν συµβολίσετε µε A1, B1 και C1 τους ελάσσονες των στοιχείων a1, b1 και
c1 αντίστοιχα, τότε µπορείτε να γράψετε∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a1A1 − b1B1 + c1C1.

Το δεξί µέλος της τελευταίας εξίσωσης καλείται το αναπτύγµα της ορίζουσας ως προς τα
στοιχεία της πρώτης γραµµής.

Με κατάλληλη ανακατάταξη των όρων στο δεξί µέλος της Εξίσωσης 2, µπορείτε να δεί-
ξετε ότι µια ορίζουσα τρίτου ϐαθµού µπορεί να αναπτυχθεί µε τις ελάσσονες των στοιχείων
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οποιασδήποτε γραµµής ή στήλης µε τον εξής τρόπο:

2 1. Επέλεξε µια γραµµή ή στήλη και σχηµάτισε το γινόµενο κάθε στοιχείου
της γραµµής ή της στήλης µε την ελάσσονά της.
2. Αν το άθροισµα του αριθµού της γραµµής µε του αριθµού της στήλης που
περιέχει το στοιχείο είναι άρτιος τότε το γινόµενο παραµένει ως έχει αλλιώς
παίρνει αρνητικό πρόσηµο(δηλαδή πολλαπλασιάζεται µε -1).
3. Το άθροισµα των αριθµών που προκύπτουν είναι η τιµή της ορίζουσας.

Η ίδια διαδικασία µπορεί να εφαρµοστεί για να πάρουµε οριζουσών τετάρτης τάξεως
(ή και ανωτέρας). Για παράδειγµα, έχετε∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1
a2 b2 c2 d2
a3 b3 c3 d3
a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −b1B1 + b2B2 − b3B3 + b4B4,

όπου, B1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 c2 d2
a3 c3 d3
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , B2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 c1 d1
a3 c3 d3
a4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣ , κ.ο.κ.
Παράδειγµα 1. Αναπτύξατε την

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2
2 0 −3
4 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ µε ελάσσονες της δεύτερης γραµ-

µής.

Λύση: Τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής είναι τα 2, 0, και -3. Το στοιχεί-
ο 2 είναι στη δεύτερη γραµµή και στη πρώτη στήλη· επειδή 2 + 1 =

3(περιττός), χρησιµοποιούµε το αντίθετο του γινοµένου του στη ελάσσο-
να του. ΄Οµοια, χρησιµοποιούµε το αντίθετο του γινοµένου του -3 στη
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ελάσσονά του. Οπότε,∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2
2 0 −3
4 5 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2
∣∣∣∣∣∣3 −2
5 1

∣∣∣∣∣∣ + 0
∣∣∣∣∣∣1 −2
4 1

∣∣∣∣∣∣ − (−3)

∣∣∣∣∣∣1 3
4 5

∣∣∣∣∣∣
= −2(13) + 0(9) + 3(−7) = −47

2

Στην ΄Ασκηση 39, σελίδα 170, είδατε ότι εάν a1b2 − a2b − 1 , 0 τότε το σύστηµα των
εξισώσεων

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2
(3)

έχει µια µοναδική λύση, που δίνεται από τις σχέσεις

x =
c1b2 − c2b1

a1b2 − a2b1
, y =

a1c2 − a2c1

a1b2 − a2b1
.

Αυτή η λύση µπορεί να γραφτεί µε χρήση των οριζουσών ως

x =

∣∣∣∣∣∣c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣
, y =

∣∣∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣
.

΄Εστω µε M συµβολίζουµε τον πίνακα
[
a1 b1
a2 b2

]
των συντελεστών των x και y, και έστω

D = detM, και παρατηρείστε ότι οι ορίζουσες του αριθµητή, που ϑα τις συµβολίζουµε
µε Dx και Dy, αντίστοιχα, είναι οι ορίζουσες που παίρνουµε από τον µε αντικατάσταση
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των συντελεστών των αντίστοιχων µεταβλητών x και y στις Εξισώσεις 2 µε τους σταθερούς
όρους c1 και c2. ΄Ετσι, εάν D , 0 , τότε το σύστηµα των εξισώσεων 2 έχει µια µοναδική
λύση, που δίνεται από τους τύπους

x =
Dx

D
, y =

Dy

D
.

Για κάθε ϑετικό ακέραιο n, οι παραπάνω τύποι µπορούν να γενικευθούν για να εκφρά-
σουν την µοναδική λύση οποιουδήποτε συστήµατος συστήµατος γραµµικών εξισώσεων µε
n αγνώστους για τα οποία η ορίζουσα D του πίνακα M των συντελεστών των µεταβλητών
δεν είναι 0. Η περιγραφή των λύσεων µε χρήση των οριζουσών ονοµάζεται κανόνας του
Cramer.

Συγκεκριµένα, για το σύστηµα

a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

έχετε

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , Dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
d1 b1 c1
d2 b2 c2
d3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
Dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 d1 c1
a2 d2 c2
a3 d3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ , Dz =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 d1
a2 b2 d2
a3 b3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
και εάν D , 0, τότε η λύση είναι µοναδική και δίνεται από τους τύπους

x =
Dx

D
, y =

Dy

D
. z =

Dz

D
.
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Σε εφαρµογές στη Αναλυτική γεωµετρία, η παρακάτω ιδιότητα των οριζουσών (δείτε Α-
σκήσεις 12, 13 σελίδα 178) είναι αρκετά χρήσιµη.

2 Εάν δύο γραµµές(ή δύο στήλες) µιας ορίζουσας έχουν τα αντίστοιχά τους
στοιχεία ίσα, τότε η ορίζουσα είναι ίση µε 0.

Παράδειγµα 2. ∆είξτε ότι για κάθε δύο (διαφορτεικά) σηµεία S(x1, y1) και
T(x2, y2) του επιπέδου, η∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4)

είναι µια εξίσωση για την ευθεία που περιέχει τα S, T.
Λύση: Εάν αντικαταστήσετε το x µε x1 και το y µε y−1 στην Εξίσωση 4 παίρνετε∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

που είναι αλήθεια επειδή οι δύο πρώτες γραµµές έχουν ίσα τα αντίστοιχα
στοιχεία. Οπότε το S ανήκει στην ευθεία που έχει την παραπάνω εξίσωση.
Το ανάπτυγµα της ορίζουσας στην Εξίσωση 4 είναι

x(y1 − y2) − y(x1 − x2) + (x1y2 − x2y1).

Επειδή S , T, οι συντελεστές των x και y δεν είναι συγχρόνως 0. Οπότε
η Εξίσωση 4 είναι µια γραµµική εξίσωση ως προς x και y, και επειδή το
γράφηµά της περιέχει τα S και T, το γράφηµά της είναι η η ευθεία που
περιέχει τα S και T. 2
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Ασκήσεις 3.3

Στις Ασκήσεις 1–16, εάν M είναι ο δοθέν πίνακας, βρείτε την ορίζουσα του M.

1.

∣∣∣∣∣∣4 7
2 −3

∣∣∣∣∣∣
2.

∣∣∣∣∣∣5 −1
6 2

∣∣∣∣∣∣
3.

∣∣∣∣∣∣6 3
4 2

∣∣∣∣∣∣
4.

∣∣∣∣∣∣2 6
1 3

∣∣∣∣∣∣

5.

∣∣∣∣∣∣0 0
7 −4

∣∣∣∣∣∣
6.

∣∣∣∣∣∣ 2 0
−5 0

∣∣∣∣∣∣
7.

∣∣∣∣∣∣ 3
5

4
5

− 4
5

3
5

∣∣∣∣∣∣
8.

∣∣∣∣∣∣ 5
4

3
4

3
4

5
4

∣∣∣∣∣∣

9.

∣∣∣∣∣∣ a 1
−b 1

∣∣∣∣∣∣
10.

∣∣∣∣∣∣a b

b a

∣∣∣∣∣∣
11.

∣∣∣∣∣∣ a b

−b a

∣∣∣∣∣∣
12.

∣∣∣∣∣∣a b

a b

∣∣∣∣∣∣
13.

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

a b c

s p q

∣∣∣∣∣∣∣∣
14.

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 7 2
1 0 0
6 9 2

∣∣∣∣∣∣∣∣

15.

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 5 6
2 4 3
0 7 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
16.

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 1
−4 3 7
2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
Στις Ασκήσεις 17 και 18, υπολογίστε την ορίζουσα αναπτύσσοντας την ως προς τα στοιχεία

της δεύτερης στήλης.

17.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2
4 −2 3
5 0 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ 18.

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 2
3 0 1
4 2 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
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19-20. Κάντε τις Ασκήσεις 17 και 18 αναπτύσσοντας ως προς τα στοιχεία της τρίτης
σειράς.

Στις Ασκήσεις 21–24, βρείτε το σύνολο των λύσεων για το δοθέν σύστηµα εξισώσεων
χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Cramer.

21. 4x−3y = 5
2x+ y = 5

22. x+2y = 0
x+ z = 1

3y−2z = −3

23. 3x+2y = 1
x+ y = −1

24. 2x − 3y +z = 1
6x − 6y −z = 0
4x + 6y−2z = 2

Στις Ασκήσεις 25 και 26, χρησιµοποιείστε µια ορίζουσα τάξεως 3 για να βρείτε µια εξίσωση
της ευθείας που περιέχει τα δοθέντα σηµεία S και T.

25. S(2,−1),T(3,0) 26. S(−3,4),T(5,2)

*27. ∆είξτε ότι τα σηµεία (µή αναγκαία διαφορετικά) R(x1, y1),S(x2, y2), και T(x3, y3) είναι
συγραµµικά αν και µόνον αν ∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

*28. Βρείτε µια εξίσωση σε µορφή οριζουσας για την ευθεία που περιέχει το σηµείο
S(x1, y1) και έχει y-τέµνουσα ίση µε b.

*29. Βρείτε µια εξίσωση σε µορφή οριζουσας για την ευθεία που έχει x-τέµνουσα το a και
y-τέµνουσα το b.

*30. ∆είξτε ότι η
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∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1
x1 y1 1
1 m 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

είναι µια εξίσωση για την ευθεία που περιέχει το σηµείο S(x1, y1) και έχει κλίση m.

*31. ∆είξτε ότι η µορφή κλίση–τέµνουσας της εξίσωσης µιας ευθείας µπορεί να γραφτεί
σε µορφή ορίζουσας ως ∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 1
0 b 1
1 m 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

*32. ∆είξτε ότι η ευθεία που διέρχεται απο την αρχή των αξόνων και περιέχει το σηµείο
S(x1, y1) έχει µια εξίσωση της µορφής∣∣∣∣∣∣ x y

x1 y1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

*33. ∆είξτε ότι τα σηµεία S(x1, y1) και T(x2, y2) είναι συγραµµικά µε την αρχή των αξόνων
εάν και µόνον εάν ∣∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

*34. ∆είξτε ότι το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές R(x1, y1),S(x2, y2), και T(x3, y3) είναι
ίσο µε

±

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

(Υπόδειξη : ∆είτε ΄Ασκηση 43, σελίδα 161)

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 181 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

*35. ∆είξτε ότι εάν τα διανύσµατα s = (x,y1) και t = (x2, y2) δεν είναι παράλληλα, τότε
κάθε διάνυσµα v = (x, y) µπορεί να εκφραστεί ως ένα γραµµικός συνδυασµός των s
και t,

v = as + bt,

όπου τα δίνονται από τους τύπους

a =

∣∣∣∣∣∣x x2
y y2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣∣∣
και b =

∣∣∣∣∣∣x1 x

y1 y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣∣∣
.

(Υπόδειξη : Η διανυσµατική εξίσωση (x, y) = a(x1, y1) + b(x2, y2) είναι ισοδύναµη µε
ένα σύστηµα δύο Καρτεσιανών εξισώσεων ως προς τις µεταβλητές a και b. )

3.4. Αναλυτικές Αποδείξεις

Οι αναλυτικές µέθοδοι µπορούν να χρησιµοποιηθούν πολύ αποτελεσµατικά στην α-
πόδειξη ϑεωρηµάτων απο την Ευκλείδια επίπεδη γεωµετρία. Οι αποδείξεις µπορούν να
δοθούν µε την χρήση των Καρτεσιανών συντεταγµένων των σηµείων ή, διαφορετικά, µε
χρήση των διανυσµάτων.

΄Οταν οι συντεταγµένες χρησιµοποιούνται για την απόδειξη ενός ϑεωρήµατος, τότε
µερικές ϕορές µπορείτε να κάνετε ευκολότερη την απόδειξη εάν οι συντεταγµενικοί άξονες
κατευθύνονται µε ένα συγκεκριµένο τρόπο ως προς το επίπεδο σχήµα που µελετάµε· αυτό
δεν σηµαίνει ότι ϑυσιάσαµε την γενικότητα των αποτελεσµάτων µας διότι η ϑέση των
συντεταγµενικών αξόνων στο επίπεδο είναι αυθαίρετη. ΄Οµως, όταν χρησιµοποιούνται
διανυσµατικές µέθοδοι, η ϑέση του σχήµατος ως προς τους συντεταγµενικούς άξονες
δεν είναι κάτι σηµαντικό· πράγµατι, η ακριβής ϑέση του σχήµατος συνήθως δεν µπαίνει
καθόλου µέσα στη συζήτηση.
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Θεώρηµα. Τα µήκη των απέναντι πλευρών ενός παραλληλογράµµου είναι ίσα.

Απόδειξη µε χρήση συντεταγµένων:

Για ένα παραλληλόγραµµο ABCD (δείτε το παρακάτω διάγραµµα), οι
συντεταγµενικοί άξονες µπορούν να επιλεγούν µε αρχή των αξόνων το A
και η ϑετική κατεύθυνση του x-άξονα κατά µήκος του AD.

Τότε οι συντεταγµένες του A είναι (0,0) και οι συντεγµένες του D είναι της
µορφής (a,0), µε a > 0. ΄Εστω το B έχει συντεταγµένες (b, c), µε c , 0,
όπως δείχνεται στο σχήµα. Μπορείτε να ϐρείτε τα (x, y), τις συντεταγµένες
του C, ως εξής :

Επειδή BC‖AD, και η κλίση του AD είναι 0, προκύπτει ότι η κλίση
του BC είναι 0. Οπότε έχετε y−c

x−b
= 0, ώστε

y = c.

Επειδή CD‖AB, η κλίση CD = κλίση AB. Οπότε, εάν x , a,

y − 0
x − a

=
c − 0
b − 0

.
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΄Οµως, επειδή y = c, όπως ήδη είχαµε ϐρεί, έχετε

c − 0
x − a

=
c − 0
b − 0

,

ή

x = a + b.

Εάν x = a, οπότε το CD είναι κάθετο, τότε το AB πρέπει να είναι επίσης
κάθετο, και άρα b = 0· οπότε και σ΄ αυτήν την περίπτωση έχετε επίσης
x = a + b.

Αφότου οι συντεταγµένες (a + b, c) του C είναι γνωστές, µπορείτε
να χρησιµοποιήσετε τον τύπο της απόστασης για να ϐρείτε τα µήκη των
πλευρών:

d(AB) =
√

(b − 0)2 + (c − 0)2 =
√
b2 + c2

d(CD) =
√

(a + b − a)2 + (c − 0)2 =
√
b2 + c2

d(BC) =
√

(a + b − b)2 + (c − c)2 =
√
a2 = a

d(AD) =
√

(a − 0)2 + (0 − 0)2 =
√
a2 = a

΄Οπότε τα µήκη των απέναντι πλευρών είναι ίσα.

Απόδειξη χρησιµοποιώντας διανύσµατα:

΄Εστω ABCD είναι ένα παραλληλόγραµµο, και έστω τα (αντίστοιχα) έντονα
πεζά γράµµατα να αναφέρονται σε διανύσµατα από την αρχή των αξόνων
στα αντίστοιχα σηµεία.
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Επειδή CD‖AB και BC‖AD, έχετε

c − d = k1(b − a) και c − d = k2(d − a), k1, k2 ∈ R. (1)

Επειδή
c − a = (c − b) + (b − a)

και
c − a = (c − d) + (d − a),

έχετε
(c − b) + (b − a) = (c − d) + (d − a).

Οπότε, από τις Εξισώσεις 1,

k2(d − a) + (b − a) = k1(b − a) + (d − a),

ή
(k2 − 1)(d − a) = (k1 − 1)(b − a). (2)

Λόγω των υποθέσεων, κανένα εκ των d − a ή b − a δεν είναι το µηδενι-
κό διάνυσµα. Οπότε εάν k1 − 1 , 0 και k1 − 1 , 0, τότε η Εξίσωση 2
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συνεπάγεται ότι τα d − a και b − a είναι µη µηδενικά αριθµητικά πολ-
λαπλάσια µεταξύ τους και άρα είναι παράλληλα (σελίδα 36). αλλά αυτό
είναι αδύνατον, διότι οι διπλανές πλευρές ενός παραλληλόγραµµου δεν

είναι παράλληλες. Οπότε µπορείτε να συµπεράνετε ότι k2 − 1 = 0 και
k1 − 1 = 0, δηλαδή, ότι k2 = 1 και k1 = 1. Τότε από την Εξίσωση 1
παραπάνω, έχετε

c − d = b − a και c − d = d − a, (3)

Κατά συνέπεια,

‖c − d‖ = ‖b − a‖

και

‖c − b‖ = ‖d − a‖,

και η απόδειξη είναι πλήρης.

Για µια επιπλεόν διασάφηση των δύο µεθόδων, δίνουµε άλλο ένα παράδειγµα.

Θεώρηµα. Οι διαγώνιοι ενός παραλληλογράµµου διχοτοµούνται µεταξύ τους.

Απόδειξη µε χρήση συντεταγµένων:

Στην απόδειξη στη σελίδα 182, είδατε ότι οι κορυφές του παραλληλο-
γράµµου ABCD µπορούν να πάρουν συντεταγµένες όπως αυτές που ϐλέ-
πετε παρακάτω.
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Από την ΄Ασκηση 23 σελίδα 86, οι συν-
τεταγµένες του µέσου του ευθυγράµµου
τµήµατος που συνδέει δύο σηµεία µε
συντεταγµένες (x1, y1) και (x2, y2) δίνον-
ται απο τις σχέσεις ( x1+x2

2 ,
y1+y2

2 ). Κατά
συνέπεια, το µέσο M του AC έχει συντε-
ταγµένες και το µέσο του BD έχει συντε-
ταγµένες ( a+b

2 ,
c

2 ).
Οπότε, M = N. Επειδή τα µέσα κάθε διαγώνιου ϐρίσκονται στην άλλη
διαγώνιο, οι διαγώνιες διχοτοµούνται.

Απόδειξη χρησιµοποιώντας διανύσµατα:

΄Εστω το ABCD είναι ένα παραλληλόγραµµο, µε M και N να είναι τα
µέσα των διαγωνίων AC και BD, αντίστοιχα, όπως ϕαίνεται παρακάτω.
Οπότε,

m − a =
1
2

(c − a)

ώστε
m =

1
2

(c + a)

΄Οµοια, έχετε

n =
1
2

(b + d).

Από την Εξίσωση 3 στη σελίδα 185, έχετε

c − d = b − a.
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Οπότε

c − d + (d + a) = b − a + (d + a),
c + a = b + d,

1
2

(c + a) =
1
2

(b + d).

΄Αρα m = n, δηλαδή, M = N και το ϑεώρηµα απεδείχθη.

Ασκήσεις 3.4

Στις Ασκήσεις1–10, αποδείξτε το δοθέν θεώρηµα χρησιµοποιώντας Καρτεσιανές συντεταγ-
µένες.

1. Οι διαγώνιες ενός παραλληλογράµµου έχουν ίδιο µήκος.

2. Οι διαγώνιες ενός τετραγώνου είναι κάθετες µεταξύ τους.

3. Οι διαγώνιες ενός ϱόµβου είναι κάθετες µεταξύ τους.

4. Το µέσο της υποτείνουσας ενός ορθογωνίου τριγώνου ισαπέχει από τις τρείς κορυφές.

5. Οι διχοτόµοι των γωνιών ενός τριγώνου τέµνονται στο ίδιο σηµείο.

6. Το άθροισµα των τετραγώνων των µηκών των τεσσάρων πλευρών ενός παραλληλο-
γράµµου είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων των µηκών των δύο διαγωνίων.

7. Οι διαγώνιοι ενός ισοσκελούς τραπεζοειδούς είναι ίσου µήκους.

8. Οι διαγώνιοι ενός τραπεζοειδούς και της ευθείας που ενώνει τα µέσα των παραλλήλων
πλευρών συναντιώνται στο ίδιο σηµείο.
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9. Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα των µή παράλληλων πλευρών ενός τρα-
πεζοειδούς είναι παράλληλο στη ϐάση, και το µήκος του είναι ίσο µε το µισό του
αθροίσµατος των µηκών των ϐάσεων.

10. Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών ενός τριγώνου είναι παράλ-
ληλο στην τρίτη πλευρά και έχει µήκος το µισό του µήκους της τρίτης πλευράς.

Στις Ασκήσεις 11–16, αποδείξετε τα δοθέντα θεωρήµατα χρησιµοποιώντας διανύσµατα.

*11. Οι διάµεσοι στις δύο ίσες πλευρές ενός ισοσκελούς τριγώνου έχουν ίσο µήκος.

*12. Η κάθετος διχοτόµος της ϐάσης ενός ισοσκελούς τριγώνου διέρχεται από την κορυφή
του τριγώνου.

*13. Τα µέσα των πλευρών ενός τυχαίου τετραπλεύρου είναι κορυφές ενός παραλληλο-
γράµµου.

*14. Σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο, κάθε διάµεσος είναι και ένα ύψος.

*15. Οι διάµεσοι ενός τριγώνου τέµνονται σε ένα σηµείο που η απόστασή του από κάθε
κορυφή είναι ίση µε τα δύο–τρίτα του µήκους της διαµέσου απο αυτή την κορυφή.

*16. Οι κάθετες διχοτόµοι των πλευρών ενός τριγώνου συναντιώνται στο ίδιο σηµείο.
*17-21. Χρησιµοποιείστε διανύσµατα για να αποδείξετε τα ϑεωρήµατα στις Ασκήσεις

2,3,6,9, και 9.
*22-25. Χρησιµοποιείστε Καρτεσιανές συντεταγµένες για να αποδείξετε τα ϑεωρήµατα στις

Ασκήσεις 12, 13, 15 και 16.
*26. ∆είξτε ότι εάν οι ευθείες που περιέχουν δύο απέναντι πλευρές ενός τετραπλεύρου

συναντιώνται σε ένα σηµείο S και οι ευθείες που περιέχουν τις δύο άλλες πλευρές
συναντιώνται σε ένα σηµείο T, τότε το µέσο του τµήµατος ST είναι συγραµµικό µε το
µέσο που περιέχει τα µέσα των διαγωνίων του τερταπλεύρου. (Υπόδειξη : Θέστε την
αρχή των αξόνων να είναι µια κορυφή του παραλληλογράµµου.)
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Περίληψη Κεφαλαίου

1. Η απόσταση µεταξύ ενός σηµείου S(x1, y) και µιας ευθείας L που έχει διάνυσµα
κατεύθυνσης v και περιέχει ένα δοθέν σηµείο T δίνεται από τον τύπο

d(S,L) =
|(s − t)·vp|

‖vp‖
.

Εάν η Lέχει εξίσωση Ax + By + C = 0,, τότε

d(S,L) =
|Ax1 + By1 + C|
√
A2 + B2

.

2. Η τοµή δύο ευθειών L1 και L2 είναι είτε ένα µοναδικό σηµείο έαν δεν είναι παράλ-
ληλες, µια ευθεία εάν οι L1 και L2 συµβολίζουν την ίδια ευθεία, ή το κενό σύνολο
εάν οι L1 και L2 είναι παράλληλες και διαφορετικές.

3. det[a1] = a1· det
[
a1 b1
a2 b2

]
=

∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1. Οι ορίζουσες ανωτέρου ϐαθµού

µπορούν να αναπτυχθούν µε την ϐοήθεια ελασσόνων, για παράδειγµα:

det

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 = a1A1 − b1B1 + c1C1

όπου A1 =

∣∣∣∣∣∣b2 c2
b3 c3

∣∣∣∣∣∣ , B1 =

∣∣∣∣∣∣a2 c2
a3 c3

∣∣∣∣∣∣ , και C1 =

∣∣∣∣∣∣a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣∣∣ . Τα συστήµατα γραµµικών

εξισώσεων µπορούν να λυθούν µε αντικατάσταση ή µε απαλοιφή. Επίσης µπορούν
να λυθούν µε µια διανυσµατική µέθοδο ή µε τον κανόνα του Cramer.
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4. Για ένα σύστηµα δύο γραµµικών εξισώσεων δύο µεταβλητών,

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2

στο οποίο a1b2 − a2b1 , 0, , ο κανόνας του Cramer ϐεβαιώνει ότι η µοναδική λύση
δίνεται από τις σχέσεις

x =
Dx

D
, y =

Dy

D
,

όπου

D =

∣∣∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣∣ , Dx =

∣∣∣∣∣∣c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣∣∣ , Dy =

∣∣∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣∣∣ .
5. Οι εξισώσεις των ευθειών µπορούν να γραφτούν µε µορφή οριζουσών. Η µορφή δύο

σηµείων είναι ∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

6. Οι αποδείξεις των γεωµετρικών ϑεωρηµάτων µπορούν να διατυπωθούν µε χρήση των
Καρτεσιανών συντεταγµένων των σηµείων ή µε χρήση διανυσµάτων

Επαναληπτικές Ασκήσεις

1. Βρείτε την απόσταση µεταξύ του σηµείου S(4,−1) και της ευθείας L µε εξίσωση
5x + 12y − 2 = 0.

2. Βρείτε την απόσταση µεταξύ των παραλλήλων ευθειών µε εξισώσεις

3x − 4y − 15 = 0 και 3x − 4y + 10 = 0.
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3. Βρείτε την τοµή των ευθειών L1 και L2 µε τις παρακάτω παραµετρικές διανυσµατικές
εξισώσεις :

L1 : (x, y) = (−2,2) + r1(2,3),L2 : (x, y) = (4,2) + r2(1,−1).
4. Λύστε το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων

x−3y = 4
2x+5y = −3

µε απαλοιφή.
5. Λύστε το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων

4x−2y = 3
3x+5y = 6

µε χρήση διανυσµάτων.
6. Λύστε το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων

2x + 3y = 7
3x − 2z = 1
y + 3z = 2

µε τον κανόνα του Cramer
7. Υπολογίστε την ορίζουσα ∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 3
0 4 2
−3 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
αναπτύσσοντας την ως προς τις ελάσσονες της δεύτερης γραµµής.

8. Χρησιµοποιείστε µια ορίζουσα τρίτης τάξης για να γράψετε µια εξίσωση της ευθείας
που έχει x-τέµνουσα 7 και y-τέµνουσα -3.

9. Βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές O(0,0),S(3,5), και T(6,4).
10. Αποδείξτε ότι οι απέναντι γωνίες των δύο ίσων πλευρών ενός ισοσκελούς τριγώνου

είναι ίσες.
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Κατασκευάσιµες και Μή Κατασκευάσιµες Γωνίες

Υπάρχουν πολλές γωνίες που µπορούν να τριχοτοµηθούν µε µια κατασκευή µε κανόνα
και διαβήτη. Για παράδειγµα, µια ορθή γωνία µπορεί να τριχοτοµηθεί διότι, όπως είδατε
στην σελίδα 142, ένα ισόπλευρο τρίγωνο µπορεί να κατασκευαστεί ξεκινώντας µε µία
σύνθεση δύο µόνο σηµείων, και, ϕυσικά, κάθε µία απο τις 60◦ µοιρών γωνίες του µπορεί
να διχοτοµηθεί. ΄Οµως, µια γωνία 60◦ δεν µπορεί να τριχοτοµηθεί µε µια κατασκευή µε
κανόνα και διαβήτη· δηλ. µια γωνία 20◦ δεν µπορεί να κατσκευαστεί µε την µέθοδο αυτή.
Για να δούµε τον λόγο, παρατηρείστε
ότι εάν µια γωνία 20◦ µπορούσε να κατασκευαστεί,
τότε ϑα µπορούσε να κατασκευαστεί και ο αριθµός
cos 20◦. Θυµηθείτε τώρα την τριγωνοµετρική ταυ-
τότητα

cos 3θ = 4 cos3
θ − 3 cos θ

Επειδή cos 60◦ = 1
2 , προκύπτει ότι το cos 20◦ ικανοποιεί την εξίσωση

1
2 = 4x3 − 3x

ή
8x3 − 6x − 1 = 0. (1)

Οπότε το cos 20◦ είναι ένας αλγεβρικός αριθµός, ϐαθµού το πολύ 3. Μπορεί να αποδειχθεί
ότι δεν υπάρχει λύση της Εξίσωσης 1 η οποία να είναι συγχρόνως λύση µιας γραµµικής ή
τετραγωνικής εξίσωσης µε ακέραιους συντελεστές. Οπότε ο cos 20◦ είναι ένας αλγεβρικός
αριθµός ϐαθµού 3, και κατά συνέπεια δεν είναι κατασκευάσιµος. Οπότε δεν υπάρχει
κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη για την τριχοτόµηση µιας γωνίας των 60◦.

΄Εχουν αναπτυχθεί πολλές κατασκευές για την τριχοτόµηση µιας τυχαίας γωνίας, αλ-
λά ϕυσικά από την παραπάνω συζήτηση κάθε τέτοια κατασκευή είτε δεν ικανοποιεί τα

http://www.math.aegean.gr


∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 193 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

κριτήρια µιας κατασκευής µε κανόνα και διαβήτη ή δεν είναι ορθή για όλες τις γωνίες.

Μια κατασκευή ϱουτίνας για µία προσεγγιστική τριχοτόµηση είναι η παρακάτω: Επει-
δή κάθε γωνία µπορεί να διχοτοµηθεί, και µία οποιαδήποτε απο τις προκύπτουσες γωνίες
µπορεί ξανά να διχοτοµηθεί, συµπεραίνουµε ότι για µια οποιαδήποτε γωνία θ µπορούµε
να κατασκευάσουµε γωνίες µε τα εξής µεγέθη σε µοίρες

1
4
m
◦(θ), (

1
4

+
1
15

)m◦(θ), (
1
4

+
1
15

+
1
64

)m◦(θ),

κ.ο.κ. Επειδή η γεωµετρική σειρά

1
4

+
1
15

+
1
64

+ · · · +
1
4n

+ · · ·

συγκλίνει στο 1
3 , συνεχίζοντας αυτή την διαδιακασία µπορείτε σε κάποιο πεπερασµένο

αριθµό ϐηµάτων να κατασκευάσετε µια γωνία µε µέγεθος που είναι όσο ϑέλουµε κοντά
στην τιµή 1

3m
◦(θ)· µετά από το nιοστό-ϐήµα, το σφάλµα ϑα είναι ακριβώς ίσο µε 1

3·4nm
◦(θ).

΄Αλλες ῾῾τριχοτοµήσεις᾿᾿ που έχουν κατά καιρούς αναφερθεί, αποκρύβουν έξυπνα κά-
ποιο µικρό λάθος στην κατασκευή. Απλά να ϑυµούµαστε δύο πράγµατα: (α) σε κάθε
῾῾τριχοτόµηση᾿᾿ η υποχρέωση της απόδειξης επιβαρύνει το πρόσωπο που ισχυρίζεται την
λύση, και (ϐ) µια ορθή απόδειξη µε κανόνα και διαβήτη δεν είναι δυνατή.

Μια σύνθεση που οφείλεται στον Αρχιµήδη, που στην πραγµατικότητα δεν είναι κα-
τασκευή µε κανόνα και διαβήτη, πράγµατι κάνει τριχοτόµηση µιας τυχαίας γωνίας . Η
σύνθεση σχεδιάζεται ως εξής :
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Για µια δοθείσα γωνία AOB, σχεδιάζουµε τον µοναδιαίο κύκλο µε κέντρο το O, και
έστω αυτός ο κύκλος τέµνει την ακτίνα OB στο σηµείο C. Επεκτείνετε την ακτίνα OA προς
τα πίσω ξεκινώντας από το O. Κρατείστε µια άκρη ενός διαβήτη σταθερά σε ένα σηµείο
D ενός κανόνα και στη συνέχεια τοποθετείστε αυτό το σηµείο πανω στην επέκταση της
OA. Θέστε επίσης κατάλληλα τον κανόνα ώστε να διέρχεται και απο το σηµείο C. Τώρα
ϑέστε την άλλη άκρη του διαβήτη στο σηµείο E του κανόνα σε µοναδιαία απόσταση από
το D µε κατεύθυνση προς το C, και προσαρµόστε τον κανόνα µε τέτοιο τρόπο ώστε το E
να ϐρίσκεται πάνω στον κύκλο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. (∆ιαφορετικά, ϑα µπορούσατε
να κρατήσετε το E πάνω στον κύκλο, να τοποθετήσετε τον κανόνα ώστε να διέρχεται και
απο το σηµείο C, και να προσαρµόσετε τον κανόνα µε τέτοιο τρόπο ώστε το σηµείο D να
διέρχεται από την επέκταση της OA.) Επειδή τα τρίγωνα είναι ισοσκελή, έχετε

m
◦(∠EDO) = m

◦(∠EOD),

και
m
◦(∠CEO) = m(∠OCE). (2)

Οπότε, επειδή το µέγεθος της εξωτερικής γωνίας ενός τριγώνου είναι ίση µε το άθροισµα
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των απέναντι εσωτερικών γωνιών, έχετε

m
◦(∠CEO) = 2m◦(∠EDO), (3)

και
m
◦(∠AOB) = m

◦(∠EDO) +m◦(∠OCE). (4)

Οπότε, από τις Εξισώσεις 2 και 3 παραπάνω,

2m◦(∠EDO) = m
◦(∠OCE).

Αντικαθιστώντας αυτό το τελευταίο αποτέλεσµα στην Εξίσωση 4, παίρνετε

m
◦(∠AOB) = 3m◦(∠EDO). (5)

Από το διάγραµµα παραπάνω, µπορείτε να δείτε ότι τα σηµεία A,O και D και επίσης τα
C, E και D είναι συγραµµικά, οπότε

m
◦(∠EDO) = m

◦(∠ADC),

και άρα η Εξίσωση 5 είναι ισοδύναµη µε την

m
◦(∠ADC =

1
3

(∠AOB).

΄Οµως, ϑα πρέπει να σηµειώσουµε ότι αν και κάποιος µπορεί να ικανοποιηθεί οπτικά
ότι η σύνθεση του Αρχιµήδη έχει σχεδιαστεί µε ακρίβεια και ορθότητα, οι κατάλληλες
τοποθετήσεις και προσαρµογές του κανόνα δεν συµβιβάζονται µε τα κριτήρια που ϑέσαµε
για µία κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη.

Επειδή, όπως είδατε προηγουµένως, µια γωνία µε µέτρο δεν είναι κατασκευάσιµη,
οµοίως δεν µπορεί να κατασκευαστεί και ένα κανονικό εννεάγωνο δηλαδή ένα κανονικό
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πολύγωνο µε εννέα πλευρές όπως ϕαίνεται στο σχήµα παρακάτω. Για τον ίδιο λόγο, κα-
νονικά πολύγωνα µε κ.ο.κ. πλευρές δεν είναι κατασκευάσιµα. Ούτε είναι κατασκευάσιµο
ένα κανονικό επτάγωνο (µε 7 πλευρές) και άρα ούτε τα κανονικά πολύγωνα µε πλευρές
κ.ο.κ.

Αντίθετα, ένα ισόπλευρο τρίγωνο και το τετράγωνο είναι κατασκευάσιµα και άρα είναι
και τα κανονικά εξάγωνα και τα κανονικά οκτάγωνα κ.ο.κ.

Το 1796, σε ηλικία µόλις δεκαοκτώ χρονών, ο µεγάλος Γερµανός µαθηµατικός Carl
Fredrich Gauss (1777-1855) απέδειξε το πραγµατικά απρόβλεπτο αποτέλεσµα ότι ένα
κανονικό πολύγωνο µε 17 πλευρές είναι κατασκευάσιµο.

Με την ϐοήθεια της ϑεωρίας των αλγεβρικών αριθµών, είναι σήµερα γνωστό ότι ένα
πολύγωνο µε k πλευρές µπορεί να κατασκευασθεί εάν και µόνον εάν το k είναι ένας
πρώτος αριθµός του Fermat (δηλαδή, ένας πρώτος της µορφής 22n ) ή µια δύναµη του 2, ή
το γινόµενο διαφορετικών αριθµών αυτής της µορφής. ∆υστυχώς γνωρίζουµε µόνο λίγους
πρώτους του Fermat. Οι πρώτοι απ΄ αυτούς είναι οι 3, 5, 17, και 257. Μεταξύ αυτών των
κανονικών πολυγώνων που µπορεί να κατασκευαστούν είναι πεντάγωνο και το δεκάγωνο,
όπως ϑα δείξουµε τώρα.
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Κατασκευή Κανονικού ∆εκαγώνου

(Αφότου κατασκεάσατε ένα κανονικό δεκάγωνο, µπορείτε να ενώσετε διαδοχικές µη
γειτονικές κορυφές για να ϕτιάξετε ένα κανονικό πεντάγωνο.)

Αρχίζοντας µε τον µοναδιαίο κύκλο, µπορείς να εγγράψεις ένα κανονικό δεκάγωνο
εάν µπορείς να κατασκευάσεις ένα ευθύγραµµο τµήµα µε µήκος ίσο µε το µήκος της
πλευράς του δεκαγώνου.

Στο παραπάνω σχήµα τα ισοσκελή τρίγωνα OAB και BAC είναι όµοια. Οπότε, έχετε
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Έξοδος

κεντρο

1
x

=
x

1 − x
, (6)

x
2 + x − 1 = 0,

x =
1
2

(
√

5 − 1)

Επειδή το x είναι ένας αλγεβρικός αριθµός τάξεως 2, ο x µπορεί να κατασκευαστεί, αυτό
που ϑέλουµε.

Από την Εξίσωση 6, ένα σηµείο πάνω σε ένα µοναδιαίο ευθύγραµµο τµήµα που ϐρί-
σκεται σε απόσταση x ή 1

2 (
√

5 − 1) από το ένα άκρο του τµήµατος διαιρεί το τµήµα σε
µια ενδιαφέρουσα αναλογία. Ο λόγος 1

x
είναι γνωστός στα µαθηµατικά ως ο λόγος της

χρυσής τοµής. ΄Ενα ορθογώνιο µε πλευρές που έχουν µήκος αυτόν τον λόγο καλείται ένα
χρυσό ορθογώνιο από τους αρχαίους ΄Ελληνες λόγω του ευχάριστου αισθητικά σχήµατος
του. Εάν ένα τετράγωνο αποκόβεται από την µία άκρη ενός χρυσού ορθογωνίου, τότε το
υπόλοιπο ορθογώνιο είναι επίσης χρυσό.
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Είναι επίσης ενδιαφέρον και συγχρόνως διασκεδαστικό να παρατηρήσετε ότι αυτή η
διαδιακασία αποκοπής τετραγώνων ώστε να παραµείνουν χρυσά ορθογώνια µπορεί να
συνεχιστεί ϑεωρητικά επ΄ άπειρο.
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Κεφάλαιο 4

Απαντήσεις στις Ασκήσεις µε

Περιττό Αριθµό

4.1. Απαντήσεις στις Ασκήσεις µε Περιττό Αριθµό

Ασκήσεις 1.1, σελίδες 6–7

1. −4

9. 3
√

2

3. 1

11. 4

5. x = 1, y = 5

13.
√

8 + 2
√

3

7. 3

25. (3,4)
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1.

7.

3.

9.

5.

11. (α) (1,6)
(β) (4,8)
(γ) (5,5)
(δ) (−12,13)
(ε) (−5,1)

13. (α) (−3,5) (β) (0,7) (γ) (1,4) (δ) (−6,12) (ε) (−9,0)

15. (α) (7,−8) (β) (10,−6) (γ) (11,−9) (δ) (4,−1) (ε) (1,−13)

17. (α) (−3,−4) (β) (0,−2) (γ) (1,−5) (δ) (−6,3) (ε) (−9,−9)

19. (α) (−2,0) (β) (1,2) (γ) (2,−1) (δ) (−5,7) (ε) (−8,−5)

21. (4,2) 23. (−5,3) 25. (−15,9) 27. (6,0)

29. ( 7
2 ,

3
2 ) 31. ( 11

2 ,3) 33. (7,−10)

Ασκήσεις 1.3, σελίδες 21–23
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1. (6,−2) 3. (−1,6) 5. (5,−3)

7. (4,3) 9. (2,−4) 11. (6,1)

13. (−4,2) 15. (−2,5) 17. (1,−4)

Ασκήσεις 1.4, σελίδες 34–34

1. 3
√

2· 45◦ 3. 2· 30◦ 5. 5·126◦50′

7. 2· 180◦ 9. 10· 233◦10′ 11. 5·306◦50′

13. 2
√

5· 26◦30′ 15. 3
√

2· 45◦ 17. (4.35,2.5)

19. (0,6) 21. (1,−1.73) 23. (−6.06,−3.5)

25. (α) 3, (β) − 16
3 27. (α) − 9

2 ,(β) 2 29. (α)
6
5 , (β) − 10

3

31. ( 15
√

58
58 ,

35
√

58
58 ) 33. (− 6

√
29

29 ,
15
√

29
29 ) 35. ( 5

2 ,
5
2 ,

5
√

3
2 )

Ασκήσεις 1.5, σελίδες 42–44
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1. (7,−1) 3. (−1,−3)

5. 5
√

2 7. 4
√

29 − 4

9. (−
√

5
5 ,

2
√

5
5 ) 11. (

√
5

5 ,
2
√

5
5 )

13. (− 2
√

5
5 ,−

√
5

5 ) 15. ναί

17. όχι 19. ναί

21. 2(cos 30◦, sin 30◦) 23.
√

34(cos 301◦, sin 301◦)

25.
√

53(cos 254◦, sin 30◦) 27.
√

34(cos 301◦, sin 301◦)

29.
√

53(cos 254◦, sin 254◦) 31. (−
√

2
2 ,

√
2

2 )

33. (− 7
√

58
,

3
58 ) 35. (0,1)

37. (− b
√
a2+b2

,
a

√
a2+b2

)
Ασκήσεις 1.6, σελίδες 49–51

1. −1 3. 0 5. 15 −
√

2

7. 16 9. (− 4
5 ,

3
5 ) 11. (− 7

4 ,−
3
4 )

13. ( 1
√

10
,

3
√

10
) 15. (0,−1) 17. − 5

3

19. 6 21. 3 23. − 3
2

25. 4
√

3 27. 0 29. 6
√

3
Ασκήσεις 1.7, σελίδες 56–57

1. κάθετα 3. παράλληλα 5. κανένα απ΄ αυτά, m◦(a) ≈ 143

7. κανένα απ΄ αυτά, m◦(a) = 30 9. κάθετα 11. κανένα απ΄ αυτά, m◦(a) ≈ 25
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13. m
◦(∠A) = 60, m◦(∠B) = 60, m◦(∠C) = 60

15. m
◦(∠A) = 90, m◦(∠B) ≈ 53, m◦(∠C) ≈ 37

Ασκήσεις 1.8, σελίδες 65–67

1. (α) i + 2j (β)
3
√

2
u + 1

√
2

up (γ)
11
25 t + 2

25 tp

3. (α) −i (β) − 1
√

2
u + 1

√
2

up (γ) − 3
25 t + 4

25 tp

5. (α)−3i − 4j (β) − 7
√

2
u − 1

√
2

up (γ) −t

7. (α) 5i + −6j (β) − 1
√

2
u − 11

√
2

up (γ) − 9
25 t − 38

25 tp

9. 90◦ 11. 120◦ 13. (− 3
13 ,−

2
13 )· −1

√
13

15. (− 4
5 ,

2
5 )· −2

√
5

17. 0 19. ( 3
5 ,

4
5 )

21. (
√

5
5 ,

2
√

5
5 )

Ασκήσεις Επαναληπτικές Κεφαλαίου, σελίδες 71–72

1. x = 3, y = 3 3. (2,1) 5. νόρµα= 2·tanα = 1
√

3

7. −6 9. 26
5 u + 7

5 up

Ασκήσεις 2.1, σελίδες 85–87
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1. u = (2,1) + r(−2,−1)·x = 2 − 2r, y = 1 − r

3. u = (4,−2) + r(0,5)·x = 4, y = −2 + 5r

5. u = (−7,2) + r(4,−3)·x = −7 + 4r, y = 2 − 3r

7. u = (−6,−3) + r(2,1)·x = −6 + 2r, y = −3 + r

9. u = (a, b) + r(b − a, a − b)·x = a + r(b − a), y = b + r(a − b)

11. (α) ( 1
2 ,

1
2 ) (β) (−1,1), (2,0)

13. (α) (0, 5
2 ) (β) (−1,0), (1,5)

15. (α) (−4,2) (β) (−6,1), (−2,3)

17. (α) ( 1
2 ,4) (β) (− 2

3 ,5), ( 5
3 ,3)

19. v = (2,5) + r(4,−6),0 ≤ r ≤ 1

21. v = (−2,4) + r(1,3),0 ≤ r ≤ 1

Ασκήσεις 2.2, σελίδες 94–96

1. u = (3,2) + r(1,1)· x = 3 + r, y = 2 + r

3. u = (4,−3) + r(−1,2)· x = 4 − r, y = −3 + 2r

5. u = (−2,4) + r(−1,2)· x = −2 − r, y = 4 − 2r

7. u = (−6,−4) + r(−3,−2)· x = −6 − 3r, y = −4 − 2r
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Έξοδος

9. ναί 11. όχι

13. ναί 15. όχι

17. u = (2,3) + r(3,4) 19. u = (3,−1) + r(5,2)

21. u = (−6,2) + r(3,1) 23. u = (−1,−1) + r(−2,7)

25. ναί 27. ναί

29. όχι 31. U1(7,1),U2(1,−5)

33. U1(15,40),U(−5,−8)

Ασκήσεις 2.3, σελίδες 104–106

1. m = − 1
9 · u = (5,1) + r(1,− 1

9 )

3. m = −1· u = (3,−4) + r(1,−1)

5. m = 0· u = (2,−3) + r(1,0)

7. m = −4· u = (−2,−3) + r(1,−4)
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9. u = (3,−4) + r(1,2) 11. u = (0,−5) + r(1,0)

13. u = (−2,−3) + r(1, 2
3 ) 15. u = (1,0) + r(0,1)

17. παράλληλα 19. παράλληλα

21. κάθετα 23. συγραµµικά

25. µή συγραµµικά 27. µή συγραµµικά

29. (α) u = (−2,1) + r(2,−1) (β) u = (−2,1) + r(1,2)

31. (α) u = (3,4) + r(5,−2) (β) u = (3,4) + r(2,5)

33. (α) u = (0,4) + r(−3,3) (β) u = (0,4) + r(−3,−3)

35. (α) u = (−2,−3) + r(5,6) (β) u = (−2,−3) + r(−6,5)

37. παράλληλα 39. κάθετα 41. κανένα απ΄ αυτά

43. u = ( x1+x2
2 ,

y1+y2
2 ) + r(c, d)

Ασκήσεις 2.4, σελίδες 112–115

1. 3x + 5y − 22 = 0 3. x − 7y − 9 = 0 5. −x − 2y − 1 = 0

7. x + y + 4 = 0 9. 2x + 5y − 41 = 0 11. x + 2y − 6 = 0

13. y + 5 = 0 15. παράλληλες 17. κάθετες

19. παράλληλες
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Έξοδος

21. (α)5x + 2y − 11 = 0 (β)2x − 5y + 13 = 0

23. (α)7x + 5y − 11 = 0 (β) 5x − 7y − 29 = 0

25. (α) −6x + 5y − 46 = 0 (β)5x + 6y + 18 = 0

27. (α) 2x + y + 3 = 0 (β)x − 2y − 1 = 0

29. x + y − 8 = 0

31. 4x + 3y − 1 = 0

33. y + 1 = 0

Ασκήσεις 2.5, σελίδες 120–122

1. 2x − y + 1 = 0 3. x + y + 1 = 0

5. 3x + y − 2 = 0 7. x − 2y − 1 = 0

9. 3x + 5y + 24 = 0 11. 3x + 2y − 13 = 0

13. 2x + y = 0 15. 4x + 13y − 2 = 0

17. 5x + 2y + 7 = 0 19. y + 3 = 0

21. x − 3 = 0
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Έξοδος

23. x − 2y = 0·3x + y = 0·2x + 3y − 14 = 0

25. x − y + 4 = 0·x + y − 10 = 0·y − 3 = 0

27. 5x + 4y − 14 = 0·4x − y = 0·x + 5y − 14 = 0

29. x + 3y − 16 = 0·x − 3y + 10 = 0·x − 3 = 0

31. 2x + y − 2 = 0· 3x − 2y − 0·x − 3y + 2 = 0

33. x − y + 4 = 0· x − 3 = 0·x + y − 10 = 0

35. 10x + y − 26 = 0·x + 4y − 13 = 0·8x − 7y = 0

37. (3,−4), (−3,4), (7,8)

39. 3x − 4y + 11 = 0· x + 3y − 9 = 0· 5x + 2y − 7 = 0
Ασκήσεις 2.6, σελίδες 126–128

1. 2x − y + 5 = 0 3. 4x − y − 4 = 0 5. 2x − 3y = 0

7. 4x + 5y − 20 = 0 9. m = 3
4 · b = 2 11. m = − 5

4 ·b = 4

13. m = 7
2 ·b = −2 15. m = 0·b = −2 17. 3x + 2y − 6 = 0

19. 2x − 3y + 6 = 0 21. 2x − 7y − 14 = 0 23. 2x + y + 2 = 0

25. a = 4, b = 3 27. a = −3, b = 5 29. a = −2, b = 5

31. a = − 8
3 , b = 8

5 33. 15x + 2y = 0 35. 22x + 6y − 33 = 0

37. x − y + 2 = 0 39. x + 3y − 6 = 0 41. a = 1

Ασκήσεις 2.7, σελίδες 133–134
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Το ιστορικό Ξεκίνηµα
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Σελίδα 210 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

1. x−5
2 =

y−2
−4 ·m◦(θ) ≈ 117 3. x−5

2 =
y−9
11 ·m◦(θ) ≈ 80

5. x+3
−2 =

y−4
7 ·m◦(θ) ≈ 106 7. x−4

2 =
y+5
−4 ·m◦(θ) ≈ 117

9. x+1
−3 =

y+3
−6 ·m◦(θ) ≈ 63 11. x + 2 =

y+3
2 ·m◦(θ) ≈ 63

13. x =
y−4

2 15. x

−5 =
y−2

2

17. x−1
−3 =

y− 5
3

2 19. x−1
7 =

y− 5
7

2

21.
√

3x − y + (3 + 5
√

3) = 0 23. 3x +
√

3y + (2
√

3 − 9) = 0

Ασκήσεις Επαναληπτικές Κεφαλαίου, σελίδες 137–138

1. u = (3,−2) + r(−4,7)· x = 3 − 4r, y = −2 + 7r

3. u = (5,−1) + r(3,1) 5. u = (2,−5) + r(−3,2)

7. −3x + y + 13 = 0 9. m = 2· b = 7
2

Ασκήσεις 3.1, σελίδες 157–161

1. 5
√

5
3. 10

√
2

5. 11
√

13

7. 7
√

5
9. 3

√
5

11. 54
5
√

2

13. 11 15. 36
√

41
17. 33

√
65

19. 62
13 21. 33

√
65

, 33
√

65
, 11
√

2
23. 8

√
5
, 8
√

37
,1

25. 33
2 27. 4 29. 7

√
10
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JJ II
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Σελίδα 211 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

31. k = 1
3 ή k = 2

33. x − y + 4 = 0 και x + y = 0

35. 4y − 3 = 0 και 4x + 1 = 0

37. x − 8y + 10 = 0,9x − 2y + 10 = 0,10x + 11y − 4 = 0

39. 3x − 4y + 35 = 0 και 3x − 4y − 15 = 0

41. | b
2+a2−ab
√
a2+b2

|

Ασκήσεις 3.2, σελίδες 168–171

1. (1,2) 3. (1,−1) 5. (−1,−1)

7. (−2,3) 9. οι ευθείες συµπίπτουν 11. (4,1)

13. (4,1) 15. ∅ 17. (−2,3)

19. οι ευθείες συµπίπτουν 21. (4,1) 23. (4,1)

25. ∅ 27. (1,2), (2,0), και (7,4)

29. (−1,−1), (1,5) και (2,3) 31. 12x − 15y − 8 = 0

33. x − 3y − 2 = 0 35. x − y − 9 = 0

37. x + 7y − 17 = 0, x − y + 1 = 0

Ασκήσεις 3.3, σελίδες 178–181
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JJ II

J I

Σελίδα 212 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

1. −26 3. 0 5. 0 7. 1

9. a + b 11. a2 + b2 13. 0 15. 0

17. −19 19. −19 21. (2,1) 23. (−2,1,3)

25. x − y − 3 = 0 29.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

a 0 1

0 b 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Ασκήσεις Επαναληπτικές Κεφαλαίου, σελίδες 190– 191

1. 6
13 3. (2,4) 5. ( 27

26 ,
15
26 )

7. 66 9. 9
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∆ιανύσµατα στο Επίπεδο
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JJ II

J I

Σελίδα 213 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Κεφάλαιο 5

Τιµές Τριγωνοµετρικών

Συναρτήσεων

5.1. Τιµές Τριγωνοµετρικών Συναρτήσεων

Γωνία Sin Cos Tan Cot Sec Csc

0◦00΄ .0000 1.0000 .0000 . . . 1.000 . . . 90◦00΄
10΄ .0029 1.0000 .0029 343.8 1.000 343.8 50΄
20΄ .0058 1.0000 .0058 171.9 1.000 171.9 40΄
30΄ .0087 1.0000 .0087 114.6 1.000 114.6 30΄
40΄ .0116 .9999 .0116 85.94 1.000 85.95 20΄
50΄ .0145 .9999 .0145 68.75 1.000 68.76 10΄

1◦00΄ .0175 .9998 .0175 57.29 1.000 57.30 89◦00΄
10΄ .0204 .9998 .0204 49.10 1.000 49.11 50΄
20΄ .0233 .9997 .0233 42.96 1.000 42.98 40΄
30΄ .0262 .9997 .0262 38.19 ι :οοο 38.20 30΄
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Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

40΄ .0291 .9996 .0291 34.37 1.000 34.38 20΄
50΄ .0320 .9995 .0320 31.24 1.001 31.26 10΄

2◦00΄ .0349 .9994 .0349 28.64 1.001 28.65 88◦00΄
10΄ .0378 .9993 .0378 26.43 1.001 26.45 50΄
20΄ .0407 .9992 .0407 24.54 1.001 24.56 40΄
30΄ .0436 .9990 .0437 22.90 1.001 22.93 30΄
40΄ .0465 .9989 .0466 21.47 1.001 21.49 20΄
50΄ .0494 .9988 .0495 20.21 1.001 20.23 10΄

3◦00΄ .0523 .9986 .0524 19.08 1.001 19.11 87◦00΄
30΄ .1132 .9936 .1139 8.777 1.006 8.834 30΄
40΄ .1161 .9932 .1169 8.556 1.007 8.614 20΄
50΄ .1190 .9929 .1198 8.345 1.007 8.405 10΄

7◦00΄ .1219 .9925 .1228 8.144 1.008 8.206 83◦00΄
10΄ .1248 .9922 .1257 7.953 1.008 8.016 50΄
20΄ .1276 .9918 .1287 7.770 1.008 7.834 40΄
30΄ .1305 .9914 .1317 7.596 1.009 7.661 30΄
40΄ .1334 .9911 .1346 7.429 1.009 7.496 20΄
50΄ .1363 .9907 .1376 7.269 1.009 7.337 10΄

8◦00΄ .1392 .9903 .1405 7.115 1.010 7.185 82◦00΄
10΄ .1421 .9899 .1435 6.968 1.010 7.040 50΄
20΄ .1449 .9894 .1465 6.827 1.011 6.900 40΄
30΄ .1478 .9890 .1495 6.691 1.011 6.765 30΄
40΄ .1507 .9886 .1524 6.561 1.012 6.636 20΄
50΄ .1536 .9881 .1554 6.435 1.012 6.512 10΄

9◦00΄ .1564 .9877 .1584 6.314 1.012 6.392 81◦00΄
Cos Sin Cot Tan Csc Sec Γωνία
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∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις
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Πρώτη Σελίδα

JJ II
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Σελίδα 215 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Γωνία Sin Cos Tan Cot Sec Csc

9◦00΄ .1564 .9877 .1584 6.314 1.012 6.392 81◦00΄
10΄ .1593 .9872 .1614 6.197 1.013 6.277 50΄
20΄ .1622 .9868 .1644 6.084 1.013 6.166 40΄
30΄ .1650 .9863 .1673 5.976 1.014 6.059 30΄
40΄ .1679 .9858 .1703 5.871 1.014 5.955 20΄
50΄ .1708 .9853 .1733 5.769 1.015 5.855 10΄

10◦00΄ .1736 .9848 .1763 5.671 1.015 5.759 80◦00΄
10΄ .1765 .9843 .1793 5.576 1.016 5.665 50΄
20΄ .1794 .9838 .1823 5.485 1.016 5.575 40΄
30΄ .1822 .9833 .1853 5.396 1.017 5.487 30΄
40΄ .1851 .9827 .1883 5.309 1.018 5.403 20΄
50΄ .1880 .9822 .1914 5.226 1.018 5.320 10΄

11◦00΄ .1908 .9816 .1944 5.145 1.019 5.241 79◦00΄
10΄ .1937 .9811 .1974 5.066 1.019 5.164 50΄
20΄ .1965 .9805 .2004 4.989 1.020 5.089 40΄
30΄ .1994 .9799 .2035 4.915 1.020 5.016 30΄
40΄ .2022 .9793 .2065 4.843 1.021 4.945 20΄
50΄ .2051 .9787 .2095 4.773 1.022 4.876 10΄

12◦00΄ .2079 .9781 .2126 4.705 1.022 4.810 78◦00΄
10΄ .2108 .9775 .2156 4.638 1.023 4.745 50΄
20΄ .2136 .9769 .2186 4.574 1.024 4.682 40΄
30΄ .2164 .9763 .2217 4.511 1.024 4.620 30΄
40΄ .2193 .9757 .2247 4.449 1.025 4.560 20΄
50΄ .2221 .9750 .2278 4.390 1.026 4.502 10΄

13◦00΄ .2250 .9744 .2309 4.331 1.026 4.445 77
◦00΄

10΄ .2278 .9737 .2339 4.275 1.027 4.390 50΄
20΄ .2306 .9730 .2370 4.219 1.028 4.336 40΄
30΄ .2334 .9724 .2401 4.165 1.028 4.284 30΄
40΄ .2363 .9717 .2432 4.113 1.029 4.232 20΄
50΄ .2391 .9710 .2462 4.061 1.030 4.182 10΄

14◦00΄ .2419 .9703 .2493 4.011 1.031 4.134 76◦00΄
10΄ .2447 .9696 .2524 3.962 1.031 4.086 50΄
20΄ .2476 .9689 .2555 3.914 1.032 4.039 40΄
30΄ .2504 .9681 .2586 3.867 1.033 3.994 30΄
40΄ .2532 .9674 .2617 3.821 1.034 3.950 20΄
50΄ .2560 .9667 .2648 3.776 1.034 3.906 10΄

15◦00΄ .2588 .9659 .2679 3.732 1.035 3.864 75◦00΄
10΄ .2616 .9652 .2711 3.689 1.036 3.822 50΄
20΄ .2644 .9644 .2742 3.647 1.037 3.782 40΄
30΄ .2672 .9636 .2773 3.606 1.038 3.742 30΄
40΄ .2700 .9628 .2805 3.566 1.039 3.703 20΄
50΄ .2728 .9621 .2836 3.526 1.039 3.665 10΄

16◦00΄ .2756 .9613 .2867 3.487 1.040 3.628 74◦00΄
10΄ .2784 .9605 .2899 3.450 1.041 3.592 50΄
20΄ .2812 .9596 .2931 3.412 1.042 3.556 40΄
30΄ .2840 .9588 .2962 3.376 1.043 3.521 30΄
40΄ .2868 .9580 .2994 3.340 1.044 3.487 20΄
50΄ .2896 .9572 .3026 3.305 1.045 3.453 10΄

17◦00΄ .2924 .9563 .3057 3.271 1.046 3.420 73◦00΄
10΄ .2952 .9555 .3089 3.237 1.047 3.388 50΄
20΄ .2979 .9546 .3121 3.204 1.048 3.356 40΄
30΄ .3007 .9537 .3153 3.172 1.049 3.326 30΄
40΄ .3035 .9528 .3185 3.140 1.049 3.295 20΄
50΄ .3062 .9520 .3217 3.108 1.050 3.265 10΄

18◦00΄ .3090 .9511 .3249 3.078 1.051 3.236 72◦00΄
Cos Sin Cot Tan Csc Sec Γωνία
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Έξοδος
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18◦00΄ .3090 .9511 .3249 3.078 1.051 3.236 72◦00΄
10΄ .3118 .9502 .3281 3.047 1.052 3.207 50΄
20΄ .3145 .9492 .3314 3.018 1.053 3.179 40΄
30΄ .3173 .9483 .3346 2.989 1.054 3.152 30΄
40΄ .3201 .9474 .3378 2.960 1.056 3.124 20΄
50΄ .3228 .9465 .3411 2.932 1.057 3.098 10΄

19◦00΄ .3256 .9455 .3443 2.904 1.058 3.072 71◦00΄
10΄ .3283 .9446 .3476 2.877 1.059 3.046 50΄
20΄ .3311 .9436 .3508 2.850 1.060 3.021 40΄
30΄ .3338 .9426 .3541 2.824 1.061 2.996 30΄
40΄ .3365 .9417 .3574 2.798 1.062 2.971 20΄
50΄ .3393 .9407 .3607 2.773 1.063 2.947 10΄

20◦00΄ .3420 .9397 .3640 2.747 1.064 2.924 70◦00΄
10΄ .3448 .9387 .3673 2.723 ;.065 2.901 50΄
20΄ .3475 .9377 .3706 2.699 1.066 2.878 40΄
30΄ .3502 .9367 .3739 2.675 1.068 2.855 30΄
40΄ .3529 .9356 .3772 2.651 1.069 2.833 20΄
50΄ .3557 .9346 .3805 \ 2.628 1.070 2.812 10΄

21◦00΄ .3584 .9336 .3839 \2.605 1.071 2.790 69◦00΄
10΄ .3611 .9325 .3872 \2.583 1.072 2.769 50΄
20΄ .3638 .9315 .3906 ;.560 1.074 2.749 40΄
30΄ .3665 .9304 .3939 2.539 1.075 2.729 30΄
40΄ .3692 .9293 .3973 2.517 1.076 2.709 20΄
50΄ .3719 .9283 .4006 2.496 1.077 2.689 10΄

22◦00΄ .3746 .9272 .4040 2.475 1.079 2.669 68◦00΄
10΄ .3773 .9261 .4074 2.455 1.080 2.650 50΄
20΄ .3800 .9250 .4108 2.434 1.081 2.632 40΄
30΄ .3827 .9239 .4142 2.414 1.082 2.613 30΄
40΄ .3854 .9228 .4176 2.394 1.084 2.595 20΄
50΄ .3881 .9216 .4210 2.375 1.085 2.577 10΄

23◦00΄ .3907 .9205 .4245 2.356 1.086 2.559 67◦00΄
10΄ .3934 .9194 .4279 2.337 1.088 2.542 50΄
20΄ .3961 .9182 .4314 2.318 1.089 .2525 40΄
30΄ .3987 .9171 .4348 2.300 1.090 .2508 30΄
40΄ .4014 .9159 .4383 2.282 1.092 .2491 20΄
50΄ .4041 .9147 .4417 2.264 1.093 .2475 10΄

24◦00΄ .4067 .9135 .4452 2.246 1.095 2.459 66◦00΄
10΄ .4094 .9124 .4487 2.229 1.096 2.443 50΄
20΄ .4120 .9112 .4522 2.211 1.097 2.427 40΄
30΄ .4147 .9100 .4557 2.194 1.099 2.411 30΄
40΄ .4173 .9088 .4592 2.177 1.100 2.396 20΄
50΄ .4200 .9075 .4628 2.161 1.102 2.381 10΄

25◦00΄ .4226 .9063 .4663 2.145 1.103 2.366 65◦00΄
10΄ .4253 .9051 .4699 2.128 1.105 2.352 50΄
20΄ .4279 .9038 .4734 2.112 1.106 2.337 40΄
30΄ .4305 .9026 .4770 2.097 1.108 2.323 30΄
40΄ .4331 .9013 .4806 2.081 1.109 2.309 20΄
50΄ .4358 .9001 .4841 2.066 1.111 2.295 10΄

26◦00΄ .4384 .8988 .4877 2.050 1.113 2.281 64◦00΄
10΄ .4410 .8975 .4913 2.035 1.114 2.268 50΄
20΄ .4436 .8962 .4950 2.020 1.116 2.254 40΄
30΄ .4462 .8949 .4986 2.006 1.117 2.241 30΄
40΄ .4488 .8936 .5022 1.991 1.119 2.228 20΄
50΄ .4514 .8923 .5059 1.977 1.121 2.215 10΄

27◦00΄ .4540 .8910 .5095 1.963 1.122 2.203 63◦00΄
Cos Sin Cot Tan Csc Sec Γωνία
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Έξοδος
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27◦00΄ .4540 .8910 .5095 1.963 1.122 2.203 63◦00΄
10΄ .4566 .8897 .5132 1.949 1.124 2.190 50΄
20΄ .4592 .8884 .5169 1.935 1.126 2.178 40΄
30΄ .4617 .8870 .5206 1.921 1.127 2.166 30΄
40΄ .4643 .8857 .5243 1.907 1.129 2.154 20΄
50΄ .4669 .8843 .5280 1.894 1.131 2.142 10΄

28◦00΄ .4695 .8829 .5317 1.881 1.133 2.130 62◦00΄
10΄ .4720 .8816 .5354 1.868 1.134 2.118 50΄
20΄ .4746 .8802 .5392 1.855 1.136 2.107 40΄
30΄ .4772 .8788 .5430 1.842 1.138 2.096 30΄
40΄ .4797 .8774 .5467 1.829 1.140 2.085 20΄
50΄ .4823 .8760 .5505 1.816 1.142 2.074 10΄

29◦00΄ .4848 .8746 .5543 1.804 1.143 2.063 61◦00΄
10΄ .4874 .8732 .5581 1.792 1.145 2.052 50΄
20΄ .4899 .8718 .5619 1.780 1.147 2.041 40΄
30΄ .4924 .8704 .5658 1.767 1.149 2.031 30΄
40΄ .4950 .8689 .5696 1.756 1.151 2.020 20΄
50΄ .4975 .8675 .5735 1.744 1.153 2.010 10΄

30◦00΄ .5000 .8660 .5774 1.732 1.155 2.000 60◦00΄
10΄ .5025 .8646 .5812 1.720 1.157 1.990 50΄
20΄ .5050 .8631 .5851 1.709 1.159 1.980 40΄
30΄ .5075 .8616 .5890 1.698 1.161 1.970 30΄
40΄ .5100 .8601 .5930 1.686 1.163 1.961 20΄
50΄ .5125 .8587 .5969 1.675 1.165 1.951 10΄

31◦00΄ .5150 .8572 .6009 1.664 1.167 1.942 59◦00΄
10΄ .5175 .8557 .6048 1.653 1.169 1.932 50΄
20΄ .5200 .8542 .6088 1.643 1.171 1.923 40΄
30΄ .5225 .8526 .6128 1.632 1.173 1.914 30΄
40΄ .5250 .8511 .6168 1.621 1.175 1.905 20΄
50΄ .5275 .8496 .6208 1.611 1.177 1.896 10΄

32◦00΄ .5299 .8480 .6249 1.600 1.179 1.887 58◦00΄
10΄ .5324 .8465 .6289 1.590 1.181 1.878 50΄
20΄ .5348 .8450 .6330 1.580 1.184 1.870 40΄
30΄ .5373 .8434 .6371 1.570 1.186 1.861 30΄
40΄ .5398 .8418 .6412 1.560 1.188 1.853 20΄
50΄ .5422 .8403 .6453 1.550 1.190 1.844 10΄

33◦00΄ .5446 .8387 .6494 1.540 1.192 1.836 57◦00΄
10΄ .5471 .8371 .6536 1.530 1.195 1.828 50΄
20΄ .5495 .8355 .6577 1.520 1.197 1.820 40΄
30΄ .5519 .8339 .6619 1.511 1.199 1.812 30΄
40΄ .5544 .8323 .6661 1.501 1.202 1.804 20΄
50΄ .5568 .8307 .6703 1.492 1.204 1.796 10΄

34◦00΄ .5592 .8290 .6745 1.483 1.206 1.788 56◦00΄
10΄ .5616 .8274 .6787 1.473 1.209 1.781 50΄
20΄ .5640 .8258 .6830 1.464 1.211 1.773 40΄
30΄ .5664 .8241 .6873 1.455 1.213 1.766 30΄
40΄ .5688 .8225 .6916 1.446 1.216 1.758 20΄
50΄ .5712 .8208 .6959 1.437 1.218 1.751 10΄

35◦00΄ .5736 .8192 .7002 1.428 1.221 1.743 55◦00΄
10΄ .5760 .8175 .7046 1.419 1.223 1.736 50΄
20΄ .5783 .8158 .7089 1.411 1.226 1.729 40΄
30΄ .5807 .8141 .7133 1.402 1.228 1.722 30΄
40΄ .5831 .8124 .7177 1.393 1.231 1.715 20΄
50΄ .5854 .8107 .7221 1.385 1.233 1.708 10΄

36◦00΄ .5878 .8090 .7265 1.376 1.236 1.701 54◦00΄
Cos Sin Cot Tan Csc Sec Γωνία
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∆ιανύσµατα στο Επίπεδο

Το ιστορικό Ξεκίνηµα

Ευθείες στο Επίπεδο

Κατασκευές µε Κανόνα

και ∆ιαβήτη

Εφαρµογές των Ευθειών

Απαντήσεις

Τριγωνοµετρικοί Πινακες

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 218 από 218

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Γωνία Sin Cos Tan Cot Sec Csc

36◦00΄ .5878 .8090 .7265 1.376 1.236 1.701 54◦00΄
10΄ .5901 .8073 .7310 1.368 1.239 1.695 50΄
20΄ .5925 .8056 .7355 1.360 1.241 1.688 40΄
30΄ .5948 .8039 .7400 1.351 1.244 1.681 30΄
40΄ .5972 .8021 .7445 1.343 1.247 1.675 20΄
50΄ .5995 .8004 .7490 1.335 1.249 1.668 10΄

37◦00΄ .6018 .7986 .7536 1.327 1.252 1.662 53◦00΄
10΄ .6041 .7969 .7581 1.319 1.255 1.655 50΄
20΄ .6065 .7951 .7627 1.311 1.258 1.649 40΄
30΄ .6088 .7934 .7673 1.303 1.260 1.643 30΄
40΄ .6111 .7916 .7720 1.295 1.263 1.636 20΄
50΄ .6134 .7898 .7766 1.288 1.266 1.630 10΄

38◦00΄ .6157 .7880 .7813 1.280 1.269 1.624 52◦00΄
10΄ .6180 .7862 .7860 1.272 1.272 1.618 50΄
20΄ .6202 .7844 .7907 1.265 1.275 1.612 40΄
30΄ .6225 .7826 .7954 1.257 1.278 1.606 30΄
40΄ .6248 .7808 .8002 1.250 1.281 1.601 20΄
50΄ .6271 .7790 .8050 1.242 1.284 1.595 10΄

39◦00΄ .6293 .7771 .8098 \235 1.287 1.589 51◦00΄
10΄ .6316 .7753 .8146 1.228 1.290 1.583 50΄
20΄ .6338 .7735 .8195 1.220 1.293 1.578 40΄
30΄ .6361 .7716 .8243 1.213 1.296 1.572 30΄
40΄ .6383 .7698 .8292 1.206 1.299 1.567 20΄
50΄ .6406 .7679 .8342 1.199 1.302 1.561 10΄

40◦00΄ .6428 .7660 .8391 1.192 1.305 1.556 50◦00΄
10΄ .6450 .7642 .8441 1.185 1.309 1.550 50΄
20΄ .6472 .7623 .8491 1.178 1.312 1.545 40΄
30΄ .6494 .7604 .8541 1.171 1.315 1.540 30΄
40΄ .6517 .7585 .8591 1.164 1.318 1.535 20΄
50΄ .6539 .7566 .8642 1.157 1.322 1.529 10΄

41◦00΄ .6561 .7547 .8693 1.150 1.325 1.524 49◦00΄
10΄ .6583 .7528 .8744 1.144 1.328 1.519 50΄
20΄ .6604 .7509 .8796 1.137 1.332 1.514 40΄
30΄ .6626 .7490 .8847 1.130 1.335 1.509 30΄
40΄ .6648 .7470 .8899 1.124 1.339 1.504 20΄
50΄ .6670 .7451 .8952 1.117 1.342 1.499 10΄

42◦00΄ .6691 .7431 .9004 1.111 1.346 1.494 48◦00΄
10΄ .6713 .7412 .9057 1.104 1.349 1.490 50΄
20΄ .6734 .7392 .9110 1.098 1.353 1.485 40΄
30΄ .6756 .7373 .9163 1.091 1.356 1.480 30΄
40΄ .6777 .7353 .9217 1.085 1.360 1.476 20΄
50΄ .6799 .7333 .9271 1.079 1.364 1.471 10΄

43◦00΄ .6820 .7314 .9325 1.072 1.367 1.466 47◦00΄
10΄ .6841 .7294 .9380 1.066 1.371 1.462 50΄
20΄ .6862 .7274 .9435 1.060 1.375 1.457 40΄
30΄ .6884 .7254 .9490 1.054 1.379 1.453 30΄
40΄ .6905 .7234 .9545 1.048 1.382 1.448 20΄
50΄ .6926 .7214 .9601 1.042 1.386 1.444 10΄

44◦00΄ .6947 .7193 .9657 1.036 1.390 1.440 46◦00΄
10΄ .6967 .7173 .9713 1.030 1.394 1.435 50΄
20΄ .6988 .7153 .9770 1.024 1.398 1.431 40΄
30΄ .7009 .7133 .9827 1.018 1.402 1.427 30΄
40΄ .7030 .7112 .9884 1.012 1.406 1.423 20΄
50΄ .7050 .7092 .9942 1.006 1.410 1.418 10΄

45◦00΄ .7071 .7071 1.000 1.000 1.414 1.414 45◦00΄
Cos Sin Cot Tan Csc Sec Γωνία
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