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Κεφάλαιο 1

Αόριστο Ολοκλήρωµα

1.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 1.1.1 ΄Εστω f : I → R µια συνάρτηση. Αν F : I → R είναι µια συνάρτηση

τέτοια ώστε

∀ x ∈ I, F ′(x) = f (x),

τότε η F λέγεται αντιπαράγωγος της f και συµβολίζεται µε

∫
f (x)dx. ∆ηλαδή F (x) =∫

f (x)dx.

Παρατήρηση. Αν η F (x) είναι αντιπαράγωγος της f (x) τότε είναι και η H(x) = F (x)+c,

c σταθερά. Η συνάρτηση H(x) = F (x) + c λέγεται αόριστο ολοκλήρωµα της f .

Ολοκληρώµατα στοιχειωδών συναρτήσεων

1)
∫

xndx = xn+1

n+1 + c, n ∈ N

2)
∫

dx
x = ln(x) + c

3)
∫

xadx = xa+1

a+1 + c, a ∈ R

http://www.math.aegean.gr
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4)
∫

sin(x)dx = − cos(x) + c

5)
∫

cos(x)dx = sin(x) + c

6)
∫

dx
cos2(x) = tan(x) + c

7)
∫

dx
sin2(x) = − cot(x) + c

8)
∫

axdx = ax

ln(a) + c

9)
∫

exdx = ex + c

10)
∫

dx
√

1−x2
= arcsin(x) + c

11)
∫

dx
√

1+x2
= arctan(x) + c

12)
∫

sinh(x)dx = cosh(x) + c

12)
∫

cosh(x)dx = sinh(x) + c

Πρόταση 1.1.2 Αν για τις συναρτήσεις f 1, f 2 : I → R υπάρχουν τα αόριστα ολοκληρώ-

µατα τότε υπάρχει και το αόριστο ολοκλήρωµα της h(x) = c1f1(x) + c2f2(x) όπου c1, c2 ∈ R
και ισχύει ∫

(c1f1(x) + c2f2(x)) = c1

∫
f1(x)dx + c2

∫
f2(x)dx

Πρόταση 1.1.3 ΄Εστω ∆1, ∆2 δυο διαστήµατα και φ : ∆1 → ∆2 , f : ∆2 → R δύο συναρτή-

σεις έτσι ώστε φ′(t) , 0. Τότε ∫
f (x)dx =

∫
f (φ(t))φ′(t)dt

Μεθοδολογία :

Αν η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι πηλίκο δύο συναρτήσεων, έτσι ώστε ο αριθµητής να

είναι η παράγωγος του παρανοµαστή, τότε το αόριστο ολοκλήρωµα είναι η παράγωγος του

παρανοµαστή.

Αν το ολοκλήρωµα περιέχει τη παράσταση

√
a2 − x2 τότε ϑέτουµε x = |a| sin(u) η

x = |a| cos(u).
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Αν το ολοκλήρωµα περιέχει τη παράσταση

√
a2 + x2 τότε ϑέτουµε x = |a| tan(u) η

x = |a| cot(u).
Αν το ολοκλήρωµα περιέχει τη παράσταση

√
x2 − a2 τότε ϑέτουµε x = |a| 1

cos(u) η x =
±|a| cosh(u).

Αν το ολοκλήρωµα περιέχει τη παράσταση

√
ax + b τότε ϑέτουµε t = ax + b.

Αν το ολοκλήρωµα περιέχει τη παράσταση

√
2ax − x2 τότε ϑέτουµε x = a(1 − cos(u)).

Παραγοντική ολοκλήρωση

Πρόταση 1.1.4 ΄Εστω f, g : ∆ → R , δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις τέτοιες ώστε η

συνάρτηση f ′, g′ έχει αντιπαράγωγο στο διάστηµα ∆ και ισχύει∫
f (x)g′(x)dx = f (x)g(x) −

∫
f ′(x)g(x)dx, x ∈ ∆

Μεθοδολογία :

Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής I =
∫

P(x)eaxdx, a ∈ R, P(x) πολυώνυµο έχουµε

I =

∫
P(x)eaxdx =

1
a

∫
P(x)deax

=
1
a

P(x)eax −
1
a

∫
P ′(x)eaxdx.

Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής I =
∫

P(x) cos(ax + b)dx, a, b ∈ R, P(x) πολυώνυµο

έχουµε

I =

∫
P(x) cos(ax + b)dx =

1
a

∫
P(x)d sin(ax + b)

=
1
a

P(x) sin(ax + b) −
1
a

∫
P ′(x) sin(ax + b)dx.

(΄Οµοια αν αντί του cos έχουµε sin.)
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Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής I =
∫

P(x)ekx cos(ax + b)dx, a, b ∈ R, P(x) πολυώ-

νυµο ϑέτουµε f (x) =
∫

ekx sin(ax + b)dx και I =
∫

P(x)df (x) = P(x)f (x) −
∫

f (x)P ′(x)dx.

(΄Οµοια αν αντί cos έχουµε sin.)

Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής

I =

∫
ekx cos(ax + b) sin(ax + b)dx ή I =

∫
ekx sin(ax + b) sin(ax + b)dx

ή I =
∫

ekx cos(ax + b) cos(ax + b)dx, a, b ∈ R χρησιµοποιούµε τις ταυτότητες

2 sin(a) sin(b) = cos(a − b) − cos(a + b),
2 sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a − b),

2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a − b).

Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής I =
∫

f (x) ln(φ(x))dx ή I =
∫

f (x) arcsin(φ(x))dx ή

I =
∫

f (x) arccos(φ(x))dx ή

∫
f (x) arctan(φ(x))dx, υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα της f ,

F =
∫

f και

∫
f (x) ln(φ(x))dx =

∫
ln(φ(x))df (x) = F (x) ln(φ(x)) −

∫
F (x) φ′(x)

φ(x) dx.

Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής I =
∫

f (x)
φ2(x) dx, ϐρίσκουµε τη παράγωγο της

1
φ(x) και

µετασχηµατίζουµε κατάλληλα το ολοκλήρωµα.

Ορισµός 1.1.5 Μια συνάρτηση f : R → R λέγεται ϱητή αν και µόνο αν f (x) = p(x)
q(x) όπου

p, q πολυόνυµα.

Μεθοδολογία :

Αν R µια ϱητή συνάρτηση, R(x) = P(x)
Q(x) όπου m ≥ 0 ο ϐαθµός του P(x) και n ο

ϐαθµός του Q(x) ≥ 0. Αν m ≥ n έχουµε P(x) = P1(x)Q(x) + P2(x) για κάποια πολυώνυµα

P1(x) P2(x). Τότε
P(x)
Q(x) = P1(x) + P2(x)

Q(x) , όπου deg(P2(x)) ≤ n. Εποµένως αναγόµαστε στη

παρακάτω περίπτωση :
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Αν m ≤ n παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή Q(x) και διασπάµε τη ϱητή συνάρτηση

R(x) σε άθροισµα ϱητών συναρτήσεων που έχουν για παρανοµαστή τους παράγοντες της

Q(x). Αν το Q(x) έχει πραγµατικές απλές ϱίζες έχουµε
P(x)
Q(x) =

A1
(x−r1) +

A2
(x−r1) + . . . An

(x−rn ) .

Αν το Q(x) έχει πολλαπλές ϱίζες τότε χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα

∫
P(x)
Q(x) dx = φ(x)

Q1(x) +∫
φ1(x)
Q2(x) dx,όπου Q1(x) = ΜΚ∆(Q(x), Q′(x)), Q2(x) = Q(x)

Q1(x) και deg(φ(x)) ≤ deg(Q1(x)) − 1,

deg(φ1(x)) ≤ deg(Q2(x)) − 1. (Οι συντελεστές των φ(x) και φ1(x) υπολογίζονται µε παρα-

γώγιση της σχέσης

∫
P(x)
Q(x) dx = φ(x)

Q1(x) +
∫

φ1(x)
Q2(x) dx.

Ολοκλήρωση άρρητων συναρτήσεων

Μερικοί τύποι ολοκληρωµάτων αλγεβρικών άρρητων παραστάσεων ανάγονται µε κατάλ-

ληλη αντικατάσταση, σε ολοκληρώµατα ϱητών συναρτήσεων.

Μεθοδολογία :

Για το ολοκλήρωµα της µορφής

∫
R

(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx, (

ax+b
cx+d > 0 αν n άρτιος) ϑέτουµε

ax+b
cx+d =

tn.
Για ένα ολοκλήρωµα της µορφής

∫
R

(
x,
√

ax2 + bx + c
)
dx έχουµε :

Αν a > 0 ϑέτουµε

√
ax2 + bx + c = t −

√
ax ή

√
ax2 + bx + c = t +

√
ax.

Αν a < 0 και ∆ = b2 − 4ac > 0 ϑέτουµε

√
ax2 + bx + c = t |x − r1| όπου r1 ϱίζα της

ax2 + bx + c = 0.

Αν a < 0 και c > 0 ϑέτουµε

√
ax2 + bx + c = tx −

√
c ή

√
ax2 + bx + c = tx +

√
c.

1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.2.1 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
(
√

(x) + 1)(x +
√

(x) + 1)dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.2 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x2ex3

dx. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 1.2.3 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

ex+1 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x+2
2x−1 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

sin(x) dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ √
1 − x2dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.7 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

√
(x−a)(b−x)

dx για a < b.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.8 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ √
(x − a)(b − x)dx για a < b .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
ex

e2x+1 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

3+x2 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.11 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ √
x2 − 5dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.12 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x

√
x−x2

dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.13 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
cos(ax + b)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.14 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
5x+3

x2+2x−3 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.15 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

1+cos(x) dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.16 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x

√
4+x2

dx. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 1.2.17 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1
√

x
cos(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.18 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
2x2+5x−1
x3+x2−2x dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.19 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x2+2x+3

(x−1)(x+1)2 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.20 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
3x2+2x−2

x3−1 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.21 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

(x3−1)2 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.22 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x2exdx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.23 Αν a και b είναι δύο πραγµατικές σταθερές να υπολογιστούν τα ολοκλη-

ϱώµατα C(x) =
∫

eax cos(bx)dx και S(x) =
∫

eax sin(bx)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.24 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
x2 cos(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.25 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

x ln(x) dx, x > 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.26 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
ln(x)

x dx, x > 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.27 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
ln(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.28 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
(x2 − 1) cos(3x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.29 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
xex cos(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.30 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
ex sin(2x) cos(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 1.2.31 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
3x2−1
2x
√

x
arctan(x)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.32 Εάν In =
∫

1
(ax2+bx+c)n dx δείξτε ότι

In+1 =
2ax+b

n(4ac−b2)(ax2+bx+c)n +
2(2n−1)a
n(4ac−b2) In. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.33 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ (
1+x
1−x

) 1
2 dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.34 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

√
4−3x−x2

dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.35 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫
1

x+
√

x2−x−1
dx. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 2

Ολοκλήρωµα Riemann

2.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 2.1.1 ΄Εστω I = [a. b] κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα και f : I → R συνεχής

συνάρτηση. Κάθε σύνολο σηµείων P = {x0, x1, x2, . . . , xn} µε a = x0 < x1 < x2 < . . . <
xi−1 < xi < . . . xn = b. λέγεται διαµέριση του [a, b].

• Το άθροισµα S(P, f, E) = f (ξ1)(x1 − x0) + . . . + f (ξn)(xn − xn−1) =
∑n

i=1 f (xi)(xi − xi−1),
εξαρτάται από την επιλογή των xi , xi ∈ [xi−1, xi].
• ΄Εστω P διαµέριση του [a, b], i = 1, . . . n

mi = min{f (x) :∈ [xi−1, xi]}
Mi = max{f (x) :∈ [xi−1, xi]}
Το άθροισµα Lp(f ) =

∑n
i=1 mi(xi − xi−1) λέγεται κάτω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη

διαµέριση P.

Το άθροισµα Up(f ) =
∑n

i=1 Mi(xi − xi−1) λέγεται άνω άθροισµα της f που αντιστοιχεί στη

διαµέριση P.
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Ορισµός 2.1.2 Αν για κάθε (Pn)n∈N, ακολουθία διαµερίσεων µε lim |Pn | = 0 όπου |Pn | =

max{(xi − xi−1), i = 1 . . . n} και για κάθε σύνολο επιλογής σηµείων (En)n∈N από τα στοιχεία

της διαµέρισης Pn η αντίστοιχη ακολουθία S(Pn , En)n∈N συγκλίνει πάντα στον ίδιο αριθµό τον

οποίο συµβολίζουµε µε

∫ b

a
f (x)dx, τότε ο αριθµός

∫ b

a
f (x)dx είναι το ολοκλήρωµα Riemann

της f από το a µέχρι το b.

Πρόταση 2.1.3 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση, m = min f και M = max f .

Αν P = {a = x0 < x1 < x2 < . . . < xi−1 < xi < . . . < xn = b} διαµέριση του [a, b] και

E = {ξ1, . . . ξn} µια επιλογή σηµείων τότε

m(b − a) ≤ L(P, f ) ≤ S(P, f, E) ≤ U (P, f ) ≤ M(b − a).

Ορισµός 2.1.4 Αν P, P ′ δύο διαµερίσεις του [a, b] αν P ′ ⊃ P τότε η P ′ λεπτότερη της P.

Πρόταση 2.1.5 ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής και P, P ′, P ′ ⊃ P δυο διαµερίσεις του [a, b]
τότε,L(P ′, f ) ≥ L(P, f ), U (P ′, f ) ≤ U (P, f ).

Πρόταση 2.1.6 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής και P1, P2, δυο διαµερίσεις του [a, b]
τότε,L(P1, f ) ≤ U (P2, f ).

Πρόταση 2.1.7 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση τότε για κάθε > 0, υπάρχει

δ > 0 έτσι ώστε για |P | < δ =⇒ |L(P, f ) − U (P, f )| <

Πρόταση 2.1.8 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση τότε το ολοκλήρωµα Riemann,∫ b

a
f (x)dx, υπάρχει.

• Ιδιότητες ολοκληρώµατος Riemann

Πρόταση 2.1.9 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και c ∈ R τότε

∫ b

a
cf (x)dx =

c
∫ b

a
f (x)dx.
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Πρόταση 2.1.10 ΄Εστω f, g : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση τότε∫ b

a
g(x) + f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx +

∫ b

a
g(x)dx.

Πρόταση 2.1.11 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και c ∈ R τότε

∫ b

a
f (x)dx =∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx.

Πρόταση 2.1.12 ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση τότε |
∫ b

a
f (x)dx | ≤

∫ b

a
|f (x)|dx.

Πρόταση 2.1.13 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση τότε η συνάρτηση F (x) =∫ x

a
f (t)dt είναι συνεχής

Πρόταση 2.1.14 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) µε∫ b

a
f (x)dx = f (ξ )(b − a).

Πρόταση 2.1.15 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και F (x) =
∫ x

a
f (t)dt τότε για

κάθε x ∈ [a, b] F ′(x) = f (x).

Πρόταση 2.1.16 ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής και H : [a, b] → R αντιπαράγωγος της f

(H ′ = f, x ∈ [a, b]), τότε

∫ b

a
f (t)dt = H(a) − H(b).

• Βασικές µέθοδοι υπολογισµού ορισµένου ολοκληρώµατος

Πρόταση 2.1.17 ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχής συναρτήσεις τότε

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx =

f (x)g(x)|ba −
∫ b

a
f (x)g′(x)dx

Πρόταση 2.1.18 ΄Εστω g : [a, b] → R συνεχής και παραγωγίσιµη συνάρτηση και f :
[g(a), g(b)]→ R τότε

∫ g(b)
g(a) f (x)dx =

∫ b

a
f (g(x))g′(x)dx.

• Θεώρηµα µέσης τιµής.
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Πρόταση 2.1.19 ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχής συναρτήσεις. Αν η g έχει σταθερό

πρόσηµο τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] µε f (ξ )
∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
f (x)g(x)dx.

Πρόταση 2.1.20 ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής τότε η G(x) =
∫ b

x
f (t)dt είναι παραγωγίσιµη

µε G′(x) = −f ′(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Πρόταση 2.1.21 ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις. Αν η g έχει σταθερό

πρόσηµο και η f είναι µονότονη τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] µε

∫ b

a
f (x)dx = f (a)

∫ ξ

a
g(x)dx +

f (b)
∫ b

ξ
g(x)dx.

• Θεώρηµα Bonnet

Πρόταση 2.1.22 ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις. Αν η f είναι ϕθίνουσα,

ϑετική και g έχει σταθερό πρόσηµο τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

∫ b

a
f (x)g(x)dx =

f (a)
∫ ξ

a
g(x)dx.

Πρόταση 2.1.23 ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις. Αν η f είναι αύξουσα,

ϑετική και η g έχει σταθερό πρόσηµο τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

∫ b

a
f (x)g(x)dx =

f (b)
∫ b

ξ
g(x)dx.

• Προσεγγιστική ολοκλήρωση

Κανόνας ορθογωνίου∫ b

a
f (x)dx ' ∆x

∑n
i=1 yi , µε yi = f (xi) = f (a + i b−a

n )

Κανόνας Τραπεζίου∫ b

a
f (x)dx ' ∆x

2 (y0 + 2y1 + 2y2 + . . . + 2yn−1 + yn).
Κανόνας Simpson∫ b

a
f (x)dx ' ∆x

3 {(y0 + yn) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1) + 2(y2 + y4 + . . . + yn)}.
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• Εµβαδόν επίπεδου χωρίου

Αν f ≥ 0, f : [a, b] → R συνεχής τότε το εµβαδόν A του χωρίου που περικλείεται από τη

γραφική παράσταση της f τον xx ′ και τις x = a, x = b δίνεται A =
∫ b

a
f (x)dx.

Αν η f δεν είναι µη αρνητική τότε A =
∫ b

a
|f (x)|dx.

΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις µε 0 ≤ g(x) ≤ f (x) τότε το εµβαδόν A(R) του

χωρίου R = {f, g, x = a, x = b} είναι A =
∫ b

a
f (x)dx −

∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
[f (x) − g(x)]dx.

Αν x = g(t), y = f (t), t ∈ [t1, t2] και g′(t) , 0 τότε οι x = g(t), y = f (t) ορίζουν το y
σαν συνάρτηση του x

Πρόταση 2.1.24 ΄Εστω g(x) : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και x = g(t), y = f (t) τότε

E =
∫ b

a
g(x)dx =

∫ t2
t1

f (t)g′(t)dt, αρκεί g(t1) = a, g(t2) = b και f, g′ συνεχείς στο [t1, t2]

• Μήκος τόξου καµπύλης

Πρόταση 2.1.25 ΄Εστω γ καµπύλη µε παραµετρική εξίσωση x = g(t), y = f (t), t ∈ [a, b]
αν g′, f ′ συνεχείς στο [a, b] τότε η γ έχει µήκος S = L(γ) =

∫ b

a

√
g′(t)2 + f ′(t)2dt.

• Εµβαδόν επιφάνειας από περιστροφή

Πρόταση 2.1.26 ΄Εστω γ καµπύλη µε παραµετρική εξίσωση x = g(t), y = f (t), t ∈ [a, b]
αν g′, f ′ συνεχείς στο [a, b] τότε το εµβαδόν από περιστροφή της γ γύρω από τον xx ′ δίνεται

B = 2π
∫ b

a
|f (t)|

√
g′(t)2 + f ′(t2)dt.

Αν η γ δίνεται από την y = f (x), x ∈ [a, b] τότε B = 2π
∫ b

a
|f (t)|

√
1 + f ′(x)2dx

• ΄Ογκος στερεών από περιστροφή

΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής και R = {f, Ox, x = a, x = b} είναι ο όγκος από περιστροφή
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του γραφήµατος της f γύρω από τον Ox µεταξύ των ευθειών x = a, και x = b, τότε

V = π
∫ b

a
f (x)2dx

• Αν f, g : [a, b] → R και 0 ≤ g(x) ≤ f (x) τότε ο όγκος στερεού που παράγεται από

περιστροφή των γραφηµάτων των f και g, R = {f, g, Ox, x = a, x = b} είναι

V = π
∫ b

a
{f (x)2 − g(x)2}dx.

• Αν x = g(t), y = f (t), t = [t1, t2] τότε V = π
∫ t2

t1
{f (t)2g′(t)}dt για g(t1) = a, g(t2) = b.

2.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.2.1 Να εκφραστεί το παρακάτω όριο ως ολοκλήρωµα Riemann κατάλληλης

συνάρτησης

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

n√
ek

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 ΄Εστω f, g, h : [a, b] → R συναρτήσεις µε f (t) ≤ g(t) ≤ h(t), ∀t ∈ [a, b].
∆είξτε ότι αν οι f, h ∈ R([a, b]), όπου R([a, b]) είναι το σύνολο των συναρτήσεων που είναι

Riemann ολοκληρώσιµες στο [a, b], και

∫ b

a
fdx =

∫ b

a
hdx τότε η g είναι Riemann ολοκλη-

ϱώσιµη συνάρτηση, g ∈ R([a, b]) και

∫ b

a
gdx =

∫ b

a
fdx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 Να αποδειχθεί ότι αν f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και Riemann

ολοκληρώσιµη τότε ισχύει η συνεπαγωγή

∫ b

a
|f (t)|dt = 0⇒ f = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.4 Αποδείξτε ότι για κάθε n = 1, 2, · · · ισχύουν οι ανισότητες

1
2
+

1
3
+ · · · +

1
n

<

∫ n

1

1
x

dx ≤ 1 +
1
2
+ · · ·

1
n − 1

.
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Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 Να αποδείξετε ότι∫ b

a
sin xdx = cos a − cos b

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ b

a
xmdx για b > a > 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.7 Αν f : [a, b]→ R είναι συνεχής τότε να αποδείξετε ότι

lim
n→∞

b − a

n

n∑
k=1

f
(
a + k

b − a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.8 Αν f : [a, b] → R είναι συνεχής να εκφράσετε το όριο limn→∞
1
n

∑n
i=1 f ( i

n )
σαν ορισµένο ολοκλήρωµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 Να υπολογίσετε το όριο της ακολουθίας

an =
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · +
1

n + n

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.10 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 exdx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.11 Αν για µια συνεχή και µη αρνητική συνάρτηση f στο [a, b] υπάρχει c ∈

[a, b] µε f (c) > 0, τότε

∫ b

a
f (x)dx > 0. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.12 Να υπολογιστούν το ολοκληρώµατα

α)

∫ 1
0 x2dx

ϐ)

∫ 1
0 x3dx

γ)

∫ π

0 cos(x)dx

δ)

∫ 1
−1(2x2 − x3)dx

ε)

∫ 3
2 e−x/2dx

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.13 Να εξετάσετε αν ισχύουν οι υποθέσεις του πρώτου ϑεωρήµατος µέσης τιµής

για το ολοκλήρωµα

∫ π

0 (x + π) sin(x)dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.14 Βρείτε άνω ϕράγµα για το ολοκλήρωµα

∫ b

a
sin(x)

x dx, 0 < a < b ≤ 0
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.15 Να υπολογιστεί το εµβαδόν χωρίου που ϐρίσκεται µεταξύ των συναρτή-

σεων f (x) = x3 − x2 − x + 1, g(x) = x + 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.16 Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που ορίζει η γραφική παράσταση

της συνάρτησης y =
√

1 − sin(x) στο διάστηµα [0, 2π]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.17 Να υπολογιστεί το εµβαδόν χωρίου που ϐρίσκεται µεταξύ της παραβολής

y = x2
, και της ευθείας x + y = 2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.18 Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που ϐρίσκεται έξω από τον κύκλο r =
−6 sin(θ) και µέσα στην καρδιοειδή r = 2(1 − cos(θ)) Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.19 Να υπολογιστεί το µήκος τόξου της παραβολής y = x2
, για 0 ≤ x ≤ 1.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.20 Να υπολογιστεί το µήκος τόξου της καµπύλης

x = cos(t)(1 + cos(t)), y = sin(t)(1 + cos(t)), t ∈ [0, 2π]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.21 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 4
1 (2x3 −5x)dx χρησιµοποιώντας τον ορισµό

του ολοκληρώµατος Riemann Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.22 Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 4
0

√
3x + 4dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.23 Βρείτε το εµβαδόν της περιοχής που ϕράσσεται από τις καµπύλες y =
sin(x), y = cos(x), x = 0,x = π/2 Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.24 Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας του ελλειψοειδούς εκ περιστροφής

µε άξονες a, b, b που παράγεται από την περιστροφή της ηµιελλείψεως x = a cos(t),
y = b sin(t), t ∈ [0, π], (a > b) γύρω από τον x-άξονα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.25 Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή

της κυκλοειδούς x = a(t − sin(t)), y = a(1 − cos(t)), t ∈ [0, 2π] γύρω από τον x-άξονα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.26 Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή

της καµπύλης x = t2
, y = t

3 (t2 − 3), µεταξύ των σηµείων τοµής της καµπύλης και τον

x-άξονα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.27 Να υπολογιστεί ο όγκος που παράγεται από την περιστροφή του χωρίου,

που ορίζεται από τη παραβολή y = x2
και την ευθεία y = x + 2, γύρω από τον x - άξονα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.28 Να υπολογιστεί ο όγκος που παράγεται από τη περιστροφή του χωρίου,

που ορίζεται από την έλλειψη
x2

a2 +
y2

a2 = 1 γύρω από τον x - άξονα. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.29 Να υπολογιστεί ο όγκος που παράγεται από τη περιστροφή του αστεροει-

δούς, x = a cos3(t), y = a sin3(t) γύρω από τον x - άξονα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.30 Να υπολογιστεί προσεγγιστικά το ολοκλήρωµα

∫ 1
0

√
1 + x4dx µε τη µέ-

ϑοδο του τραπεζίου Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.31 Να υπολογιστεί προσεγγιστικά το ολοκλήρωµα

∫ 1
0

√
1 + x4dx µε τη µέ-

ϑοδο του Simpson Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 3

Σειρές

3.1. Στοιχεία Θεωρίας

• ΄Εστω (aν)ν∈N ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Το άθροισµα Gν =
∑ν

i=1 ai και (Gν)ν∈N

είναι η ακολουθία µερικών αθροισµάτων.

Ορισµός 3.1.1 ΄Εστω (aν)ν∈N ∈ R και (Gν)ν∈N η ακολουθία µερικών αθροισµάτων. Το

σύνολο (aν, Gν) λέγεται σειρά και συµβολίζεται µε
∑∞

ν=1 aν.

Ορισµός 3.1.2 Η
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει στο l ∈ R, αν
∑∞

ν=1 aν = l ⇔ limν→∞ Gν = l
Αν l = +∞ η σειρά απειρίζεται ϑετικά.

Αν l = −∞ η σειρά απειρίζεται αρνητικά.

Αν δεν υπάρχει όριο η σειρά αποκλίνει.

• Βασικές ιδιότητες

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 21 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Πρόταση 3.1.3 Αν η
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει τότε η (Gν)ν∈N είναι ϕραγµένη και η (aν)ν∈N είναι

µηδενική.

Πρόταση 3.1.4 Αν η
∑∞

ν=1 aν = l και
∑∞

ν=1 bν = m, l, m ∈ R τότε
∑∞

ν=1 ξaν +nbν = ξl +nm.

Αν στην
∑∞

ν=1 aν προσθέσουµε η παραλείψουµε k πρώτους όρους τότε η σειρά είναι

της ίδιας ϕύσης µε την αρχική

• Σειρές µε ϑετικούς όρους

Η
∑∞

ν=1 aν λέγεται σειρά µε ϑετικούς όρους αν aν > 0, ∀ν ∈ N είναι ϕραγµένη.

Πρόταση 3.1.5 Μια σειρά ϑετικών όρων είναι συγκλίνουσα αν η (Gν)ν∈N είναι ϕραγµένη.

Πρόταση 3.1.6 Αν
∑∞

ν=1 aν είναι σειρά ϑετικών όρων και f : [1, +∞)→ R συνεχής ϑετική

και ϕθίνουσα τέτοια ώστε f (ν) = aν, ∀ ν ∈ N τότε η
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει αν και µόνο αν το∫ ∞
1 f (x)dx συγκλίνει.

• Κριτήριο σύγκλισης.

Πρόταση 3.1.7 Αν η
∑∞

ν=1 aν, και
∑∞

ν=1 bν είναι σειρές ϑετικών όρων µε aν ≤ bν, ∀ ν ∈ N
τότε

1) Αν
∑∞

ν=1 aν ≤ +∞ ⇒ η
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει

2) Αν
∑∞

ν=1 aν ≤ +∞ ⇒ η
∑∞

ν=1 bν συγκλίνει.

Πρόταση 3.1.8 Αν η
∑∞

ν=1 aν, είναι σειρά ϑετικών όρων και l = limν→∞
aν+1
aν

τότε αν

1) l < 1⇒ η
∑∞

ν=1 aν συγκλίνει

2) l > 1⇒ η
∑∞

ν=1 aν απειρίζεται ϑετικά.

• Σειρές µε αρνητικούς όρους.

Μια σειρά µε µόνο αρνητικούς όρους αντιµετωπίζεται σαν σειρά ϑετικών όρων.
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Ορισµός 3.1.9 Η
∑∞

ν=1 aν λέγεται εναλλάσσουσα σειρά αν έχει εναλλασσόµενα ϑετικούς

και αρνητικούς όρους.

Πρόταση 3.1.10 Η
∑∞

ν=1 aν, συγκλίνει αν η (aν)ν∈N είναι ϕθίνουσα και limν→∞ aν = 0.

Ορισµός 3.1.11 Η
∑∞

ν=1 aν λέγεται απόλυτα συγκλίνουσα αν η
∑∞

ν=1 |aν | συγκλίνει.

Πρόταση 3.1.12 Κάθε απόλυτα συγκλίνουσα σειρά είναι συγκλίνουσα.

Πρόταση 3.1.13 (Κριτήριο ν-οστής ϱίζας)

Αν η σειρά
∑∞

ν=1 aν είναι σειρά ϑετικών όρων τότε αυτή συγκλίνει αν ∃ν0 ∈ N : ν
√

aν ≤ q <
1, ∀ν > ν0, και απειρίζεται ϑετικά αν

ν
√

aν ≥ q > 1, ∀ν > ν0.

3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 Να δειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1
n

2n (n+3) συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
3n

n!
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 Να δειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1
1
√

n
αποκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 Εξετάστε για ποιους αριθµούς p ∈ Z και x ∈ R συγκλίνει η σειρά
∑∞

n=1
npxn

n! .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.5 Να µελετηθεί η σειρά
∑∞

n=1

√
n+2
n3 , ως προς τη σύγκλιση.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.6 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
3n

n10 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.7 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
n

5n/2 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.8 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
9n

n! .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.9 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
nn

(3n+1)n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.10 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
1+cos2(nx)

2n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.11 Να αποδειχθεί ότι limn→∞
(n!)n

nn2 = 0.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.12 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
1

1+2n−1 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.13 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
2n−1

n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.14 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
1

2n−1 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.15 Να δείξετε ότι η σειρά
∑∞

n=1
1

na συγκλίνει µόνο όταν a > 1.

Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 24 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 3.2.16 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
n
2n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.17 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
nn

n! .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.18 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1

(
1 + 1

n

)n2

.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.19 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1

(
1
2n +

1
3n

)
και αν συ-

γκλίνει να υπολογιστεί το άθροισµα της.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.20 Να δειχθεί ότι limn→∞
n

1·3·5·7···(2n−1) = 0
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.21 ΄Εστω ακολουθία (an)n∈N µε 0 ≤ an ≤ 9, ∀n ∈ N. Τότε η σειρά
∑∞

n=1
an

10n

συγκλίνει σε ένα αριθµό a µε 0 ≤ a ≤ 1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.22 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
5n

7nn
3
2
.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.23 Να µελετηθεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 sin( 1
n ).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.24 Να δείξετε ότι η σειρά
∑∞

n=1
1

n(ln(n))a συγκλίνει µόνο αν a > 1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.25 Εξετάστε ως προς την απόλυτη ή υπό συνθήκη σύγκλιση τη σειρά
∑∞

n=1(−1)n n2+1
2n3+n−1 .

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.26 Εξετάστε ως προς την απόλυτη ή υπό συνθήκη σύγκλιση τη σειρά
∑∞

n=1
(−1)n+1

2n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.27 Εξετάστε ως προς την σύγκλιση τη σειρά
∑∞

n=1
2+(−1)n

2n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.28 Να δειχθεί ότι η εναλλάσσουσα σειρά

1 − ln(
2
1

) +
1
2
− ln(

3
2

) + · · · +
1
n
− ln(

n + 1
n

)

συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

4.1. Στοιχεία Θεωρίας

• Γενικευµένο ολοκλήρωµα Α΄ είδους

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω f : [a,+∞) → R συνεχής. Ορίζουµε το γενικευµένο ολοκλήρωµα

της f από το a έως το +∞,∫ ∞
a

f (x)dx = limx→∞

∫ x

a
f (t)dt.

Αν το limx→∞

∫ x

a
f (t)dt υπάρχει τότε λέµε ότι το ολοκλήρωµα f της συγκλίνει.

Αν το limx→∞

∫ x

a
f (t)dt είναι +∞ (−∞) τότε λέµε ότι το ολοκλήρωµα f απειρίζεται ϑετικά

(αρνητικά).

Αν δεν υπάρχει το όριο τότε λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει.

΄Οµοια ορίζεται το

∫ b

−∞
f (x)dx = limx→−∞

∫ b

x
f (t)dt και

∫ ∞
−∞

f (x)dx = limx→∞

∫ x

c
f (t)dt +

limx→−∞

∫ c

x
f (t)dt
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Πρόταση 4.1.2 Αν τα

∫ ∞
a

f (t)dt+
∫ ∞

a
g(t)dt υπάρχουν⇒

∫ ∞
a

lf (t)+mg(t)dt = l
∫ ∞

a
f (t)dt+

m
∫ ∞

a
g(t)dt.

• Κριτήρια σύγκλισης γενικευµένων ολοκληρωµάτων Α΄ είδους.

Πρόταση 4.1.3 ΄Εστω f : [a,+∞) → R συνεχής συνάρτηση τότε το

∫ ∞
a

f (x)dx υπάρχει

⇔ για κάθε > 0, υπάρχει δ > 0 έτσι ώστε για κάθε y1, y2 ∈ [a,+∞),και x1, x2 > δ,

|
∫ x2

x1
f (x)dx | <

Πρόταση 4.1.4 ΄Εστω f, g : [a,+∞)→ R συνεχής συναρτήσεις έτσι ώστε 0 ≤ f (x) ≤ g(x),
a ≤ x < ∞ τότε

1)

∫ ∞
a

g(x)dx < ∞ ⇒
∫ ∞

a
f (x)dx < ∞.

2)

∫ ∞
a

g(x)dx = ∞ ⇒
∫ ∞

a
g(x)dx = ∞

Πρόταση 4.1.5 ΄Εστω f, g : [a,+∞)→ R συνεχής συναρτήσεις έτσι ώστε f (x) ≥ 0, g(x) ≥
0 για κάθε x ∈ [a,+∞) αν limx→∞

f (x)
g(x) = l τότε

1) Αν 0 < l < ∞ τότε

∫ ∞
a

f (x)dx < ∞,

∫ ∞
a

g(x)dx < ∞

2) Αν l = 0
∫ ∞

a
g(x)dx < ∞,

∫ ∞
a

f (x)dx < ∞

3) Αν l = ∞ τότε

∫ ∞
a

f (x)dx = ∞,

∫ ∞
a

g(x)dx = ∞.

• Απόλυτη και υπό συνθήκη σύγκλιση γενικευµένου ολοκληρώµατος Α΄ είδους.

Ορισµός 4.1.6 ΄Εστω f : [a,+∞)→ R συνεχής. Το

∫ ∞
a

f (x)dx συγκλίνει απόλυτα αν και

µόνο αν

∫ ∞
a
|f (x)|dx.

Αν

∫ ∞
a

f (x)dx < ∞ και

∫ ∞
a
|f (x)|dx = ∞ τότε λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει

υπό συνθήκη και η f είναι υπό συνθήκη ολοκληρώσιµη.

Πρόταση 4.1.7 ΄Εστω f : [a,+∞)→ R συνεχής αν

∫ ∞
a
|f (x)|dx συγκλίνει τότε το

∫ ∞
a

f (x)dx
συγκλίνει.
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Πρόταση 4.1.8 ΄Εστω f : [a,+∞) → R συνεχής αν F (x) =
∫ x

a
|f (t)|dt ϕραγµένη τότε∫ ∞

a
|f (x)|dx < ∞.

• Γενικευµένο ολοκλήρωµα Β΄ είδους

Ορισµός 4.1.9 Αν η f δεν ορίζεται στο [a, b] αλλά στο (a, b] ή [a, b) ή (a, b) τότε ορίζουµε

: ΄Εστω f : (a, b]→ R, g : [a, b)→ R, h : (a, b)→ R∫ b

a
f (x)dx = limx→a+

∫ b

x
f (t)dt∫ b

a
g(x)dx = limx→b−

∫ b

x
g(t)dt∫ b

a
h(x)dx =

∫ c

a
h(x)dx +

∫ b

c
h(x)dx

Ορισµός 4.1.10 ΄Εστω f : [a, b] − c → R συνεχής αλλά όχι ϕραγµένη σε µια περιοχή

του c και το όριο l = lim→0

(∫ c−

a
f (x)dx +

∫ b

c+
f (x)dx

)
υπάρχει, τότε λέµε ότι το l είναι η

πρωτεύουσα τιµή κατά Cauchy και το συµβολίζουµε µε CPV
∫ b

a
f (x)dx.

• Κριτήρια σύγκλισης γενικευµένου ολοκληρώµατος Β΄ είδους

Πρόταση 4.1.11 ΄Εστω f : [a,+∞) → R συνεχής αν τότε το

∫ ∞
a

f (x)dx συγκλίνει ⇔ για

κάθε > 0, υπάρχει δ > 0 έτσι ώστε για κάθε q1, q2 ∈ [a, b],και |x1 − b| < δ, |x2 − b| < δ
τότε |

∫ x2

x1
f (x)dx | < .

Πρόταση 4.1.12 ΄Εστω f : [a,+b) → R+ συνεχής αν F (x) =
∫ x

a
|f (t)|dt ϕραγµένη τότε το

γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ b

a
f (x)dx συγκλίνει.

Πρόταση 4.1.13 ΄Εστω f, g : [a,+b)→ R συνεχής συναρτήσεις έτσι ώστε 0 ≤ f (x) ≤ g(x),
a ≤ x < b τότε

1)

∫ b

a
g(x)dx < ∞ ⇒

∫ b

a
f (x)dx < ∞.

2)

∫ b

a
g(x)dx = ∞ ⇒

∫ b

a
g(x)dx = ∞
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Πρόταση 4.1.14 ΄Εστω f, g : [a,+∞) → R συνεχής συναρτήσεις έτσι ώστε f (x) ≥ 0,

g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a,+b) αν limx→∞
f (x)
g(x) = l τότε

1) Αν 0 < l < ∞ τότε

∫ b

a
f (x)dx < ∞,

∫ b

a
g(x)dx < ∞

2) Αν l = 0
∫ b

a
g(x)dx < ∞,

∫ b

a
f (x)dx < ∞

3) Αν l = ∞ τότε

∫ b

a
f (x)dx = ∞,

∫ b

a
g(x)dx = ∞.

• ∆υναµοσειρές

Ορισµός 4.1.15 Η σειρά
∑∞

n=0 anxn
µε an σταθερές λέγεται δυναµοσειρά ως προς x.

΄Οµοια η σειρά
∑∞

n=0 an(x − a)n
µε an σταθερές λέγεται δυναµοσειρά ως προς x − a

Ορισµός 4.1.16 Το διάστηµα I τέτοιο ώστε για τα x ∈ I η δυναµοσειρά να συγκλίνει λέγεται

διάστηµα σύγκλισης.

• Σύγκλιση και οµοιόµορφη σύγκλιση δυναµοσειρών.

Ορισµός 4.1.17 Το άθροισµα Sn(x) =
∑n−1

m=0 amxm
ονοµάζεται µερικό άθροισµα δυναµο-

σειράς και η σειρά Rn(x) =
∑∞

m=n amxm
ονοµάζεται υπόλοιπο της δυναµοσειράς.

΄Εχουµε

∞∑
n=0

anxn = Sn(x) + Rn(x).

Ορισµός 4.1.18 Αν για x = x0 η δυναµοσειρά
∑∞

n=0 anxn
συγκλίνει τότε λέµε ότι συγκλίνει

στο S(x0) = limn→∞ Sn(x).
Η δυναµοσειρά

∑∞
n=0 anxn

για x = x0 αν και µόνο αν ∀ > 0, ∃δ > 0 : ∀n ≥ n0 για κάποιο

n0 έχουµε Rn(x0) < 0.
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4.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.2.1 Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα I =
∫ ∞

a
dx
xk , a > 0 συγκλίνει για k > 1 και

αποκλίνει για k ≤ 1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.2 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ 0
−∞

1
1+x2 dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.3 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ ∞
−∞

1
1+x2 dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.4 Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα ολοκληρώµατα

α)

∫ ∞
1

x
√

1+x2

ϐ)

∫ ∞
0 cos(x)dx

γ)

∫ ∞
0 e−xdx

δ)

∫ ∞
1

ln(x)
x

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.5 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0 e−x2

dx συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.6 ∆είξτε ότι τα ολοκληρώµατα

∫ ∞
1

sin(x)
xa dx και

∫ ∞
1

cos(x)
xa dx συγκλίνουν απο-

λύτως για a > 1 και συγκλίνουν για a > 0.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.7 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

∫ ∞
3

dx
x2+x−2 .

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.8 Να αποδείξετε ότι

∫ ∞
1

√
x

(1+x2) dx = 1
2 +

π
2 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.9 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
a

sin(x)
x dx συγκλίνει χρησιµοποιώντας το κρι-

τήριο Cauchy
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.10 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
a

1
1+x4 dx, για a > 0 συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.11 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0

1
(1+x3)1/3 dx, συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.12 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0

x2

2x4−x2+1 dx, συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.13 ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0 x sin(x4)dx, συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.14 Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα

∫ b

a
dx

(x−a)k συγκλίνει για k < 1 και αποκλί-

νει k > 1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.15 Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα

∫ b

a
dx

√
(x−a)(b−x)

συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.16 Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 sin( 1

x )dx συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.17 Να διερευνηθεί για ποιες τιµές του p συγκλίνει το ολοκλήρωµα

∫ π

0
dx

sinp(x) .

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.18 Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt,

συγκλίνει για x > 0. (Συνάρτηση Γάµµα)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.19 Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt,

συγκλίνει για x > 0, y < 1. (Συνάρτηση Βήτα)

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.20 Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

0

cos(x)
√

x
dx,

συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.21 Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ 1
0

1
√

1−x2
dx συγκλίνει.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.22 Να ϐρεθεί το διάστηµα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
n+1
n2+1 (x−

2)n
.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.23 Να ϐρεθεί το διάστηµα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
3n

2n+4 xn
.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.24 Να ϐρεθεί το διάστηµα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
xn

n! .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.25 Να ϐρεθεί το διάστηµα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1 nn(x−
1)n

.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.26 Να ϐρεθεί το διάστηµα και η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1(−1)n+1 xn

n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.27 Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
xn ln(x)

n .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.28 ∆είξτε ότι αν limn→∞
n
√

an = a, τότε η ακτίνα σύγκλισης της σειράς∑∞
n=1 anxn

είναι R = 1
a .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.29 ΄Εστω an ακολουθία. Αν η σειρά
∑∞

n=0 an συγκλίνει και

2
∞∑

n=0

an +

∞∑
n=1

nanxn = 0,

τότε να ϐρεθεί το an.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.30 Αν υποθέσουµε ότι η ακτίνα σύγκλισης της σειράς
∑∞

n=0 anxn
είναι R

τότε ποια είναι η ακτίνα σύγκλισης της σειράς
∑∞

n=0 anx2n
·

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.31 Να εξεταστεί ως προς την σύγκλιση η δυναµοσειρά
∑∞

n=1 naxn
.

Υπόδειξη-Λύση
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Υπόδειξη : Κάνουµε τις πράξεις και ολοκληρώνουµε κάθε παράγοντα ξεχωριστά.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Υπόδειξη : Πολλαπλασιάζουµε µε µία κατάλληλη σταθερά έτσι ώστε να ϕέρουµε το ολο-

κλήρωµα στη µορφή

∫
φ′(x)eφ(x)dx �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Υπόδειξη : Θέτουµε
1

ex+1 = 1 − ex

1+ex . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Υπόδειξη : Για κατάλληλα a και b ϑέτουµε
x+2
2x−1 = a + b

2x−1 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα sin(x) = 2 sin( x
2 ) cos( x

2 ).
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x = sin(y). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x = a + (b − a) sin2(u). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x = a + (b − a) sin2(u). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό ex = y. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 44 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x =
√

3 tan(u). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 45 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x =
√

5 cosh(u). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 46 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x = 1
2 (1 − cos(u)). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 47 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό t = ax + b. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 48 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρίσκουµε a και b έτσι ώστε
5x+3

x2+2x−3 =
a

x−1 +
b

x+3 και µετά υπολογίζουµε τα

ολοκληρώµατα που προκύπτουν. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.14

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 49 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό x = 2 arctan(t). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.15

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 50 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε τον µετασχηµατισµό x = 2 tan(u). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.16

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 51 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε τον µετασχηµατισµό
√

x = t. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.17

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 52 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή και προσδιορίζουµε τα a, b, c έτσι ώστε

2x2+5x−1
x3+x2−2x =

a
x +

b
x−1 +

c
x+2 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 53 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή και προσδιορίζουµε τα a, b, c έτσι ώστε

x2+2x+3
(x−1)(x+1)2 =

a
x−1 +

b
x+1 +

c
(x+1)2 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.19

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 54 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παραγοντοποιούµε τον παρανοµαστή και προσδιορίζουµε τα a, b, c έτσι ώστε

3x2+2x−2
x3−1 = 3x2+2x−2

(x−1)(x2+x+1) =
a

x−1 +
bx+c

x2+x+1 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.20

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 55 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα

∫
P(x)
Q(x) dx = φ(x)

Q1(x) +
∫

φ1(x)
Q2(x) dx για κατάλληλα φ(x),

φ1(x), Q1(x), Q2(x). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.21

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 56 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.22

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 57 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση ώστε να καταλήξουµε σε ένα αλγεβρι-

κό σύστηµα µε αγνώστους τα S(x), C(x). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.23

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 58 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.24

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 59 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.25

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 60 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.26

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 61 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση ϑέτοντας 1 = (x)′. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.27

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 62 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.28

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 63 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θέτουµε f (x) =
∫

ex cos(x)dx και χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.29

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 64 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα sin(2x) cos(x) = 1
2 (sin(3x) + sin(x)), και κατόπιν

εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση στα ολοκληρώµατα που προκύπτουν. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.30

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 65 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫
3x2−1
2x
√

x
dx και κατόπιν εφαρµόζουµε παραγοντι-

κή ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.31

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 66 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.32

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 67 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πολλαπλασιάζουµε µε
√

(1+x) αριθµητή και παρανοµαστή έτσι ώστε :

(
1+x
1−x

) 1
2
=

1+x
√

(1−x)(1−x)
= 1√

(1−x2)
+ x√

(1−x2)
και υπολογίζουµε τα ολοκληρώµατα που προκύπτουν ξε-

χωριστά. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.33

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 68 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θέτουµε

√
4 − 3x − x2 = t(x + 4). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.34

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 69 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θέτουµε

√
x2 − x − 1 = t − x. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.35

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 70 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πρέπει να σκεφτούµε µια συνάρτηση της οποίας γνωρίζουµε ότι υπάρχει το

ολοκλήρωµα. Τότε παίρνουµε µια διαµέριση Pn και δείχνουµε π.χ. ότι το U (f, Pn) είναι η

Ϲητούµενη σειρά. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 71 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε διαµέριση Pn µε limn→∞[U (f, Pn) − L(g, Pn)] = 0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 72 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι αν f , 0 τότε το

∫ b

a
|f |dt δεν µπορεί να µηδενίζεται. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 73 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε κατάλληλη διαµέριση Pn έτσι ώστε π.χ. U ( 1
x , Pn) = 1 + 1

2 + · · ·
1

n−1 . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 74 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για κατάλληλη διαµέριση σχηµατίστε το άθροισµα Riemann και υπολογίστε το

όριο του. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 75 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για κατάλληλη διαµέριση σχηµατίστε το άθροισµα Riemann και υπολογίστε το

όριο του. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 76 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για κατάλληλη διαµέριση σχηµατίστε το άθροισµα Riemann. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx. για κα-

τάλληλα a και b. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 78 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 79 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για κατάλληλη διαµέριση εκφράστε το ολοκλήρωµα σαν όριο αθροίσµατος

Riemann. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 80 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Επειδή η f είναι συνεχής f (x) > 0 σε περιοχή του c. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα απειροστικού λογισµού. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.12

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 82 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θέτουµε f (x) = x +π, g(x) = sin(x) και εξετάζουµε αν ισχύουν οι προϋποθέσεις

του ϑεωρήµατος για τις f και g. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.13

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 83 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το δεύτερο ϑεώρηµα µέσης τιµής �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 84 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε τα σηµεία τοµής των συναρτήσεων f (x) και g(x) και υπολογίστε την

επιφάνεια της f (x) − g(x) ανάµεσα σε αυτά. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.15

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 85 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 2π

0

√
1 − sin(x)dx. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.16

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 86 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε τα σηµεία τοµής της παραβολής y = x2
, και της ευθείας x + y = 2 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.17

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 87 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε τα σηµεία τοµής των δυο καµπυλών. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 88 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εκφράστε την παραβολή σε παραµετρική µορφή και υπολογίστε το ολοκλή-

ϱωµα

∫ b

a

√
x ′(t)2 + y′(t)2dt. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.19

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 89 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ b

a

√
x ′(t)2 + y′(t)2dt. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.20

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 90 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.21

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 91 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τον µετασχηµατισµό u = 3x + 4. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.22

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 92 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε τα σηµεία τοµής των καµπυλών και υπολογίστε το ολοκλήρωµα του

απόλυτου της διαφοράς των δυο καµπυλών από x = 0 έως x = π/2. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.23

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 93 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή γύρω από τον x - άξονα δίνεται

από τη σχέση E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t),

l ≤ t ≤ m. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.24
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 94 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή γύρω από τον x - άξονα δίνεται

από τη σχέση E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t),

l ≤ t ≤ m. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.25

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 95 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή γύρω από τον x - άξονα δίνεται

από τη σχέση E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t),

l ≤ t ≤ m. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.26

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 96 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή δύο συνεχών συναρτήσεων

f , g, f (x) ≥ g(x) ≥ 0, x ∈ [a, b] είναι V = π
∫ b

a
{f (x2) − g(x)2}dx. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.27
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 97 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή µιας συνάρτησης f , για

x ∈ [a, b] είναι V = π
∫ b

a
f (x)2dx. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.28
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 98 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή του γραφήµατος µιας συ-

νάρτησης x = g(t), y = f (t), t ∈ [t1, t2] είναι V = π
∫ t2

t1
f (t)2g′(t)dt. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.29
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 99 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε µια διαµέριση του [0, 1] σε 10 ίσα µέρη και χρησιµοποιήστε τη µέ-

ϑοδο του τραπεζίου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.30
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 100 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε µια διαµέριση του [0, 1] σε 10 ίσα µέρη και χρησιµοποιήστε τη µέ-

ϑοδο του Simpson. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.31

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 101 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 102 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 103 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 104 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 105 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκλισης για τη σειρά
∑∞

n=1
1

nk . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 106 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 107 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.7

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 108 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 109 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 110 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 111 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι η
∑∞

n=1
(n!)n

nn2 συγκλίνει εφαρµόζοντας το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 112 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.12

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 113 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.13

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 114 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 115 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το ολοκληρωτικό κριτήριο. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.15

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 116 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.16

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 117 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.17

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 118 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 119 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.19

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 120 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αρκεί να δειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1
n

1·3·5·7···(2n−1) συγκλίνει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.20

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 121 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.21

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 122 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.22

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 123 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.23

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 124 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το ολοκληρωτικό κριτήριο . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.24

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 125 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο για τις εναλλάσσουσες σειρές. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.25

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 126 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο για τις εναλλάσσουσες σειρές. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.26

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε την ακολουθία µερικών αθροισµάτων Sn =
∑n

k=1
2
2k +

∑n
k=1

(−1)k

2k . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.27

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 128 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο για τις εναλλάσσουσες σειρές. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.28

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 129 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 130 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 131 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 133 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 134 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Παρατηρείστε ότι
| sin(x)|

xa ≤ 1
xa και

| cos(x)|
xa ≤ 1

xa για x ≥ 1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 135 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ t

3
dx

x2+x−2 και κατόπιν υπολογίστε το όριο για t → ∞
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.7

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 136 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε παραγοντική ολοκλήρωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.8

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 137 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Βρείτε δ > 0 έτσι ώστε για x1, x2 > δ να έχουµε |
∫ x2

x1

sin(x)
x dx | < �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.9

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 138 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.10

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 139 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 140 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.12

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 141 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο Cauchy. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.13

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 142 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό των γενικευµένων ολοκληρωµάτων Β΄ είδους. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.14

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 143 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ΄Εχουµε ότι για κατάλληλο k < 1 αν limx→a(x − a)kf (x) = A < +∞ τότε το

ολοκλήρωµα

∫ b

a
f (x)dx συγκλίνει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.15

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 144 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το µετασχηµατισµό x = 1
t και εξετάστε αν συγκλίνει απόλυτα

το ολοκλήρωµα που προκύπτει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.16

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 145 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.17

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 146 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 147 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.19

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 148 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.20

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 149 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του γενικευµένου ολοκληρώµατος Β΄ είδους. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.21

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 150 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.22

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 151 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.23

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 152 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο λόγου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.24

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 153 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.25

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 154 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.26

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 155 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο σύγκρισης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.27

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 156 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε το κριτήριο ϱίζας. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.28

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 157 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για f (x) =
∑∞

n=0 an προσδιορίστε την f (x) από τη σχέση 2f (x) + f ′(x) = 0 και

εκφράστε την σαν δυναµοσειρά. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.29

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 158 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πρέπει να έχουµε |x2| < R. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.30

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 159 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το κριτήριο λόγου �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.31

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 160 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε (
√

x + 1)(x +
√

x + 1) = 2x + 2
√

x + x
3
2 + 1. ΄Αρα∫

(
√

x + 1)(x −
√

x + 1)dx =

∫
(2x + 2

√
x + x

3
2 + 1)dx

=

∫
2xdx +

∫
2
√

xdx +

∫
x

3
2 dx +

∫
dx

= x2 +
1
√

x
+

2
5

x
5
2 + x + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 161 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ∫
x2ex3

dx =
1
3

∫
φ′(x)eφ(x)dx,

όπου y = φ(x) = x3
, άρα∫

x2ex3
dx =

∫
eydy =

ey

3
+ C =

ex3

3
+ C

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

1
1 + ex

= 1 −
ex

1 + ex
= 1 −

(1 + ex )′

1 + ex
,

άρα ∫
1

ex + 1
dx =

∫
dx −

∫
(1 + ex )′

1 + ex
dx = x − ln(1 + ex ) + C

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Απόδειξη : ΄Εχουµε

x + 2
2x − 1

=
1
2

2x + 4
2x − 1

=
1
2

2x − 1 + 5
2x − 1

=
1
2
+

5
2

1
2x − 1

.

΄Αρα ∫
x + 2
2x − 1

dx =

∫
(
1
2
+

5
2

1
2x − 1

)dx

=
1
2

∫
dx +

5
2

∫
1

2x − 1
dx

=
x

2
+

5
4

ln |2x − 1| + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 164 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

∫
1

sin(x)
dx =

∫
1

2 sin( x
2 ) cos( x

2 )
dx

=

∫ cos( x
2 )

sin( x
2 ) cos2( x

2 )
d(

x

2
) =

∫
1

tan( x
2 ) cos2( x

2 )
d(

x

2
)

=

∫ (tan( x
2 ))′

tan( x
2 )

d(
x

2
) = ln(tan(

x

2
)) + C,

για kπ < x < kπ + π, k ∈ Z . �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5

Απόδειξη : Θέτουµε x = g(y) = sin(y), για x ∈ [−1, 1] οπότε y = arcsin(x), (y ∈ [− π
2 , π

2 ])
άρα cos(y) ≥ 0 . ΄Εχουµε∫

√
1 − x2dx =

∫ √
1 − g(y)2g′(y)dy =

∫
cos(y)(sin(y))′dx

=

∫
cos2(y)dy =

∫
1 + cos(2y)

2
dy

=
y

2
+

sin(2y)
4

+ c =
y

2
+

sin(y) cos(y)
2

+ c

=
arcsin(x)

2
+

x
√

1 − x2

2
+ c. (4.1)

�
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Έξοδος

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6

Απόδειξη : Για να ορίζεται το κλάσµα πρέπει (x − a)(b − x) < 0 οπότε a < x < b άρα

0 < x−a
b−a < 1. Θέτουµε

x−a
b−a = sin2(u) δηλαδή

x = g(u) = a + (b − a) sin2(u), u ∈ (0,
π

2
),

έχουµε b − x = (b − a) − (x − a) = (b − a) − (b − a) sin2(u) = (b − a) cos2(u), άρα√
(x − a)(b − x) = (b − a) sin(u) cos(u).

Εποµένως∫
1

√
(x − a)(b − x)

dx =

∫
1

√
(g(u) − a)(b − g(u))

du =

=

∫
1

(b − a) sin(u) cos(u)
(b − a) 2 sin(u) cos(u))du

= 2
∫

du = 2u + c = 2 arcsin
(x − a

b − x

) 1
2
+ c.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7

Απόδειξη : Θέτουµε x = a + (b − a) sin2(u) και έχουµε∫ √
(x − a)(b − x)dx =

∫
(b − a) sin(u) cos(u)(b − a)2 sin(u) cos(u)du

= 2(b − a)2
∫

sin2(u) cos2(u)du =
(b − a)2

2

∫
sin2(2u)du.
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Έξοδος

Αλλά ∫
sin2(2u)du =

1
2

∫
sin2(v)dv (2u = v)

=
1
4

∫
(1 − cos(2v))dv =

1
4

v −
1
8

sin(2v) + c

=
1
2

u −
1
8

sin(4u) + c =
1
2

u −
1
4

sin(2u) cos(2u) + c.

=
1
2

u −
1
2

sin(u) cos(u)(1 − 2 sin2(u)) + c.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση
√

(x − a)(b − x) = (b − a) sin(u) cos(u) έχουµε

I =

∫ √
(x − a)(b − x)dx

=
(b − a)2

2

∫
sin2(2u)du

=
(b − a)2

4
u −

(b − a)2

4
sin(u) cos(u)(1 − 2 sin2(u)) + c =

=
(b − a)2

4
arcsin

√x − a

b − a

 − (b − a)2

4

√
(x − a)(b − x)

b − a
(a − 2

x − a

b − a
) + c

=
(b − a)2

4
arcsin

√x − a

b − a

 − 1
4

√
(x − a)(b − x)(b − a − 2(x − a)) + c

=
(b − a)2

4
arcsin

√x − a

b − a

 + 1
2

√
(x − a)(b − x)

(
x −

b + a

2

)
+ c.

�
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Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8

Απόδειξη : Θέτουµε ex = y. ΄Αρα exdx = dy και έχουµε

∫
ex

e2x + 1
dx =

∫
y

y2 + 1
1
y

dy

=

∫
1

y2 + 1
dy.

Για y = tan(u) έχουµε dy = 1
cos2(u) du. ΄Αρα∫

1
y2 + 1

dx =

∫
1

tan2(u) + 1
1

cos2(u)
du

=

∫
du = u + C = arctan(ex ) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9

Απόδειξη : Θέτουµε x =
√

3 tan(u). ΄Αρα dx =
√

3 1
cos2(u) du και έχουµε

∫
1

3 + x2 dx =

∫
1
√

3
1

tan2(u) + 1
1

cos2(u)
du

=
1
√

3

∫
du =

1
√

3
u + C =

1
√

3
arctan(

x
√

3
) + C.

�
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Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10

Απόδειξη : Θέτουµε x =
√

5 cosh(u). ΄Εχουµε∫
√

x2 − 5dx =

∫
√

5 sinh(u)
√

5 sinh(u)du

=

∫
5 sinh2(u)du = 5

∫
cosh(2z) − 1

2
du =

5
4

sinh(2u) −
5
2

u

=
1
2

√
5 sinh(u)

√
5 sinh(u) −

5
2

u

=
x
√

x2 − 5
2

−
5
2

ln
x +

√
x2 − 5
√

5

 + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11

Απόδειξη : Θέτουµε x = 1
2 (1 − cos(u)). ΄Εχουµε∫

x
√

x − x2
dx =

∫
x√

2 1
2 x − x2

dx

=

∫ 1
2 (1 − cos(u))

1
2 sin(u)

1
2

sin(u)du =
1
2

∫
(1 − cos(u))du =

1
2

(u − sin(u))

=
1
2

arccos(1 − 2x) −
√

x − x2 + C.

�
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Έξοδος

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12

Απόδειξη : Θέτουµε t = ax + b. ΄Εχουµε∫
cos(ax + b)dx =

1
a

∫
cos(t)dt

=
1
a

sin(t) = −
1
a

cos(at + b) + C..

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13

Απόδειξη : Αναζητούµε σταθερές a και b έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

5x + 3
x2 + 2x − 3

=
a

x − 1
+

b

x + 3
,

για x , 1 και x , −3. Ισοδύναµα έχουµε 5x +3 = a(x +3)+b(x −1). Για να ισχύει αυτή

η ισότητα για κάθε x, x , 1 και x , −3 πρέπει να έχουµε a = 2, b = 3.

Εποµένως

∫
5x + 3

x2 + 2x − 3
dx = 2

∫
1

x − 1
dx + 3

∫
1

x + 3
dx

= 2 ln |x − 1| + 3 ln |x + 3| + c = ln |(x − 1)2(x + 3)3| + c.

�
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Έξοδος

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.14

Απόδειξη :

Θέτουµε
x
2 = arctan(t) και dx = 2

1+t2 dt. ΄Εχουµε∫
1

1 + cos(x)
dx =

∫
1

1 + 1−t2

1+t2

2
1 + t2 dt

=

∫
1

1+t2+1−t2

1+t2

2
1 + t2 dt =

∫
1 + t2

2
2

1 + t2 dt

=

∫
dt = t + C = tan(

x

2
) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.15

Απόδειξη : Θέτουµε x = 2 tan(u) και έχουµε

∫
x

√
4 + x2

dx =

∫
2 tan(u)

2
cos(u)

2
cos2(u)

du =

∫
tan(u)
cos(u)

du

=

∫
sin(u)

cos2(u)
du

= −

∫
(cos(u))′

cos2(u)
= 2

1
cos(u)

=
√

4 + x2 + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.16
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε
√

x = t και έχουµε

∫
1
√

x
cos(
√

x)dx =

∫
1
t

cos(t)2tdt = 2
∫

cos(t)dt

= 2 sin(t) + C = 2 sin(
√

x) + C

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.17

Απόδειξη : Αναζητούµε σταθερές a, b και c έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

2x2 + 5x − 1
x3 + x2 − 2x

=
a

x
+

b

x − 1
+

c

x + 2
,

για x , 0, x , 1 και x , −2. Για να ισχύει αυτή η ισότητα πρέπει να έχουµε a = 1
2 , b = 2,

c = − 1
2 .

Εποµένως

∫
2x2 + 5x − 1
x3 + x2 − 2x

dx =
1
2

∫
1
x

dx + 2
∫

1
x − 1

dx −
1
2

∫
1

x + 2
dx

=
1
2

ln |x | + 2 ln |x − 1| −
1
2

ln |x + 2| + C = ln |(x − 1)2
√

x

x + 2
| + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 172 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αναζητούµε σταθερές a, b και c έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

x2 + 2x + 3
(x − 1)(x + 1)2 =

a

x − 1
+

b

x + 1
+

c

(x + 1)2 ,

για x , 1,−1, Για να ισχύει αυτή η ισότητα πρέπει να έχουµε a = 3
2 , b = 1

2 , c = −1.

Εποµένως

∫
x2 + 2x + 3

(x − 1)(x + 1)2 dx =
3
2

∫
1

x − 1
dx +

1
2

∫
1

x + 1
dx −

∫
1

(x + 1)2 dx

=
3
2

ln |x − 1| +
1
2

ln |x + 1| +
1

x + 1
+ C = ln |

√
(x − 1)3

x + 1
| + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.19

Απόδειξη : Αναζητούµε σταθερές a, b και c έτσι ώστε να ισχύει η ισότητα

3x2 + 2x − 2
x3 − 1

=
3x2 + 2x − 2

(x − 1)(x2 + x + 1)
=

a

x − 1
+

bx + c

x2 + x + 1
.

Για να ισχύει αυτή η ισότητα πρέπει να έχουµε a = 1, b = 2, c = 3.

Εποµένως

∫
3x2 + 2x − 2

x3 − 1
dx =

∫
1

x − 1
dx +

∫
2x + 3

x2 + x + 1
dx

= ln |x − 1| +
∫

2x + 1
x2 + x + 1

dx + 2
∫

1
x2 + x + 1

dx

= ln |x − 1| + ln(x2 + x + 1) + 2
∫

1
x2 + x + 1

dx
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Έξοδος

Για το ολοκλήρωµα

∫
1

x2+x+1 dx παρατηρούµε ότι x2 + x + 1 = (x + 1
2 )2 + 3

4 =
3
4 (y2 + 1)

όπου y = f (x) = 2
√

(3)
(x + 1

2 ) άρα f ′(x) = 2
√

3
.∫

1
x2 + x + 1

dx =

∫
1

(x + 1
2 )2 + 3

4

dx =

∫
f ′(x)

3
4 (f (x)2 + 1)

dx

=
2
√

3

∫
1

y2 + 1
dx =

2
√

3
arctan(y) + c.

Τελικά∫
3x2 + 2x − 2

x3 − 1
dx = ln |x − 1| + ln(x2 + x + 1) +

4
√

3
arctan(

2x + 1
√

3
) + C

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.20

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα

∫
P(x)
Q(x) dx = φ(x)

Q1(x)+
∫

φ1(x)
Q2(x) dx. ΄Εχουµε Q1(x)=ΜΚ∆

{
(x3 − 1)2, 6x2(x3 − 1)

}
=

x3 − 1. Επίσης φ(x) = Ax2 + Bx + Γ, Q2(x) = x3 − 1, φ1(x) = ∆x2 + Ex + Z . ΄Αρα∫
1

(x3 − 1)2 dx =
Ax2 + Bx + Γ

x3 − 1
+

∫
∆x2 + Ex + Z

x3 − 1
dx.

έχουµε

1
(x3 − 1)2 =

(2Ax + B)(x3 − 1) − 3x2(Ax2 + Bx + Γ)
(x3 − 1)2 +

∆x2 + Ex + Z

x3 − 1
,

ή (2Ax + B)(x3 − 1) − 3x2(Ax2 + Bx + Γ) + (∆x2 + Ex + Z )(x3 − 1) = 1. ΄Αρα έχουµε

A = Γ = ∆ = E = 0, B = − 1
3 , Z = − 2

3 . Εποµένως

1
(x3 − 1)2 = −

x

3(x3 − 1)
−

2
3

∫
1

x3 − 1
dx.
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Πίσω
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Κλείσε

Έξοδος

Για το ολοκλήρωµα

∫
1

x3−1 dx έχουµε
1

x3−1 =
l

x−1 +
mx+n

x2+x+1 , όπου l = 1
3 , m = − 1

3 , n = − 2
3 .

∫
1

x3 − 1
dx =

1
3

∫
1

x − 1
dx −

1
3

∫
x + 2

x2 + x + 1
dx

=
1
3

ln(x − 1) −
1
6

ln(x2 + x + 1) −
1
√

3
arctan(

2x + 1
√

3
) + C.

Τελικά∫
1

(x3 − 1)2 dx = −
x

3(x3 − 1)
+

1
9

ln
(
x2 + x + 1
(x − 12)

)
+

2
3
√

3
arctan(

2x + 1
√

3
) + C

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.21

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫
x2ex3

dx =

∫
x2(ex )′dx = x2ex −

∫
(x2)′exdx = x2ex − 2

∫
xexdx

= x2ex − 2
∫

x(ex )′dx = x2ex − 2xex + 2
∫

(x)′exdx

= x2ex − 2xex + 2
∫

1exdx = x2ex − 2xex + 2ex + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.22
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Απόδειξη : Ολοκληρώνουµε κατά µέρη και ϐρίσκουµε

aC(x) =

∫
aeax cos(bx)dx =

∫
(eax )′ cos(bx)dx

= eax cos(bx) −
∫

eax (cos(bx))′dx = eax

∫
eax (−b sin(bx))dx

= eax cos(bx) + bS(x) + C1

Εποµένως

aC(x) − bS(x) = eax cos(bx) + C1 (4.2)

όµοια bC(x) + aS(x) = eax sin(bx) + C2. (4.3)

Λύνοντας το σύστηµα των εξισώσεων (4.2) και (4.3) έχουµε

C(x) =
a cos(bx) + b sin(bx)

a2 + b2 eax + C3 S(x) =
a sin(bx) − b cos(bx)

a2 + b2 eax + C4.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.23

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε παραγοντική ολοκλήρωση. ΄Εχουµε∫
x2 cos(x)dx =

∫
x2(sin(x))′dx

= x2 sin(x) − 2
∫

x sin(x)dx = x2 sin(x) − 2
∫

x(cos(x))′dx

= x2 sin(x) + 2x cos(x) − 2
∫

(x)′ cos(x)dx

= x2 sin(x) + 2x cos(x) − 2 sin(x) + C.
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�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.24

Απόδειξη : ΄Εχουµε ∫
1

x ln(x)
dx =

∫
(ln(x))′

ln(x)
dx

= ln (ln(x)) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.25

Απόδειξη : ΄Εχουµε

I =

∫
ln(x)

x
dx =

∫
1
x

ln(x)dx

=

∫
(ln(x))′ln(x)dx = ln2(x) −

∫
ln(x)

x
dx = ln2(x) − I.

΄Αρα 2I = ln2(x) + C ⇒ I =
∫

ln(x)
x dx = ln2(x)

2 + c �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.26

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫
ln(x)dx =

∫
(x)′ln(x)dx

= x ln(x) −
∫

x(ln(x))′dx = x ln(x) −
∫

dx = x ln(x) − x + C.

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 177 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.27

Απόδειξη : ΄Εχουµε

∫
(x2 − 1) cos(3x)dx =

1
3

(x2 − 1) sin(3x) −
∫

sin(3x)2xdx

=
1
3

(x2 − 1) sin(3x) +
2
9

∫
x(cos(3x))′dx

=
1
3

(x2 − 1) sin(3x) +
2
9

x cos(3x) −
2
9

∫
cos(3x)dx

=
1
3

(x2 − 1) sin(3x) +
2
9

x cos(3x) −
2
27

sin(3x) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.28
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Απόδειξη : ΄Εχουµε

I =

∫
xex cos(x)dx

=

∫
x

(
ex

2
(sin(x) − cos(x))

)′
dx

=
xex

2
(sin(x) − cos(x)) −

1
2

∫
ex sin(x)dx +

1
2

∫
ex (sin(x))′dx

=
xex

2
(sin(x) − cos(x)) −

1
2

∫
ex sin(x)dx +

1
2

ex (sin(x)) −
1
2

∫
ex sin(x)dx

=
xex

2
(sin(x) − cos(x)) +

1
2

ex cos(x) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.29

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη ταυτότητα sin(2x) cos(x) = 1
2 (sin(3x) + sin(x)) και έχουµε :

∫
ex sin(2x) cos(x)dx =

1
2

∫
ex sin(3x)dx +

1
2

∫
ex sin(x)dx.
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Αλλά

I1 =

∫
ex sin(3x)dx = −

1
3

∫
ex (cos(3x))′dx

=
1
3

ex cos(3x) +
1
3

∫
(ex )′ cos(3x)dx =

1
3

ex cos(3x) +
1
9

∫
ex (sin(3x))′dx

=
1
3

ex cos(3x) +
1
9

ex sin(3x) −
1
9

∫
(ex )′ sin(3x)dx

=
1
3

ex cos(3x) +
1
9

ex sin(3x) − I1.

΄Αρα I1 =
1
10 ex sin(3x) − 3cos(3x). ΄Οµοια I2 =

∫
ex sin(x) = ex

2 (sin(x) − cos(x)). Τελικά

∫
ex sin(2x) cos(x)dx =

1
20

ex sin(3x) − 3cos(3x) +
ex

4
(sin(x) − cos(x)) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.30

Απόδειξη : Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫
3x2−1
2x
√

x
dx. ΄Εχουµε :

∫
3x2 − 1
2x
√

x
dx =

∫ (3
2
√

x −
1
2

x−
3
2

)
dx = x

3
2 + x−

1
2 =

x2 + 1
√

x
.
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΄Αρα ∫
3x2 − 1
2x
√

x
arctan(x)dx =

∫ (
x2 + 1
√

x

)′
arctan(x)dx

=
x2 + 1
√

x
arctan(x) −

∫
x2 + 1
√

x
arctan′(x)dx

=
x2 + 1
√

x
arctan(x) −

∫
x2 + 1
√

x

1
1 + x2 dx

=
x2 + 1
√

x
arctan(x) − 2

√
(x) + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.31

Απόδειξη : ΄Εχουµε :

In+1 =

∫
1

(ax2 + bx + c)n+1 dx =
4a

4ac − b2

∫
ax2 + bx + c − a(x + b

2a )
(ax2 + bx + c)n+1 dx

=
4a

4ac − b2 In −

∫
(2ax + b)2

(ax2 + bx + c)n+1 dx

=
4a

4ac − b2 In −
1

n(4ac − b2)

∫
(2ax + b)

(
1

(ax2 + bx + c)n

)′
dx

Εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση

=
4a

4ac − b2 In +
1

n(4ac − b2)
2ax + b

(ax2 + bx + c)n
−

2a

n(4ac − b2)

∫
1

(ax2 + bx + c)n
dx

=
4a

4ac − b2 In +
1

n(4ac − b2)
(2ax + b)

1
(ax2 + bx + c)n

−
2a

n(4ac − b2)n
In
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�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.32

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫ (1 + x

1 − x

) 1
2

dx =

∫
1 + x

√
(1 − x)(1 − x)

dx

=

∫
1√

(1 − x2)
dx +

∫
x√

(1 − x2)
dx.

Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫
1√

(1−x2)
dx. ΄Εχουµε

∫
x√

(1 − x2)
dx = −

1
2

∫
(1 − x2)′√

(1 − x2)
dx =

= −
1
2

∫
1
√

y
dy (y = 1 − x2)

= −
√

y + c = −
√

1 − x2 + c.

Επίσης

∫
1√

(1−x2)
dx = arcsin(x). ΄Αρα

∫ (1 + x

1 − x

) 1
2

dx = arcsin(x) −
√

1 − x2 + c

�
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Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.33

Απόδειξη : ΄Εχουµε ολοκλήρωµα της µορφής

∫
R

(
x,
√

ax2 + bx + c
)
dx µε a < 0 και c > 0

άρα ϑέτουµε

√
4 − 3x − x2 = t(x + 4) και έχουµε :∫

1
√

4 − 3x − x2
dx =

∫
− 10t

(1+t2)2

5t
1+t2

dt =

= −2
∫

1
1 + t2 dt = −2 arctan(t) + C

= −2 arctan

√1 − x

x + 4

 + C.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.34

Απόδειξη : ΄Εχουµε ολοκλήρωµα της µορφής

∫
R

(
x,
√

ax2 + bx + c
)
dx µε a > 0 άρα

ϑέτουµε

√
x2 − x − 1 = t − x και έχουµε :∫

1

x +
√

x2 − x − 1
dx =

∫
2t2 − 2t + 2
t(2t − 1)2 dt =

=

∫ (
2
t
−

3
2t − 1

+
3

(2t − 1)2

)
dt

= 2 ln(|t |) −
3
2

ln(|2t − 1|) −
3
2

1
2t − 1

= 2 ln(|x +
√

x2 − x + 1|) −
3
2

ln(|2x − 1 + 2
√

x2 − x + 1|)

−
3
2

ln(
1

2x − 1 + 2
√

x2 − x + 1
) + C.
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�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.35
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Απόδειξη : Πρέπει να σκεφτούµε µια συνάρτηση της οποίας γνωρίζουµε ότι υπάρχει το

ολοκλήρωµα. Τότε παίρνουµε µια διαµέριση Pn και δείχνουµε π.χ. ότι το U (f, Pn) είναι η

Ϲητούµενη σειρά.

΄Εχουµε ότι

1
n

n∑
k=1

n√
ek =

1
n

n
√

e +
1
n

n√
e2 + · · · +

1
n

n√
en

=
1
n

e
1
n +

1
n

e
2
n + · · · +

1
n

e
n
n

Θεωρούµε την διαµέριση του [0, 1], Pn = {x0 = 0, x1 =
1
n , x1 =

1
n , · · · , xn = 1} και τη

συνάρτηση f :→ R µε f (x) = ex
. Τότε

∫ 1
0 exdx = [ex ]1

0 = e − e0 = e − 1.

Υπολογίζουµε το U (f, Pn). U (f, Pn) = 1
n

∑n
k=1

n√
ek άρα limn→∞ U (f, Pn) = limn→∞

1
n

∑n
k=1

n√
ek

και e − 1 = limn→∞
1
n

∑n
k=1

n√
ek.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να ϐρεθεί διαµέριση Pn µε limn→∞[U (f, Pn) − L(g, Pn)] = 0. ΄Εχουµε

f ∈ R([a, b]) άρα υπάρχει διαµέριση Pn τέτοια ώστε

∫ b

a
fdx = limn→∞ L(f, Pn). ΄Οµοια

υπάρχει διαµέριση P ′n τέτοια ώστε

∫ b

a
hdx = limn→∞ U (h, Pn). Θεωρούµε την Qn = Pn ∪ P ′n

(η Qn είναι εκλέπτυνση της Pn ) οπότε

L(f, Pn) ≤ L(f, Qn) ≤ L(g, Qn) ≤ U (g, Qn) ≤ U (h, Qn) ≤ U (h, P ′n),

επειδή f (t) ≤ g(t) ≤ h(t). ΄Αρα 0 ≤ U (g, Qn)−L(f, Qn) ≤ U (h, P ′n)−L(f, Pn) και limn→∞[U (h, Qn)−
L(f, Qn)] =

∫ b

a
hdx −

∫ b

a
fdx = 0. Από το ϑεώρηµα για τις ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες

έχουµε

lim
n→∞

[U (g, Qn) − L(g, Qn)] = 0

΄Αρα g ∈ R([a, b]) και

∫ b

a
gdx limn→∞ U (g, Qn) =

∫ b

a
fdx.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Απόδειξη : Θέλουµε να δείξουµε ότι αν f , 0 τότε το

∫ b

a
|f (t)|dt δεν µπορεί να µηδενίζεται.

Εάν f , 0 τότε υπάρχει ένα t0 ∈ [a, b] : |f (t0)| = δ , 0. ΄Αρα επειδή η f είναι συνεχής

συνάρτηση υπάρχει µια περιοχή U του t0 έτσι ώστε |f (t)| > δ
2 , t ∈ U . ΄Αρα αν f , 0∫ b

a
|f (t)|dt ≥

∫
U
|f (t)|dt ≥ δ

2 × µήκος της U > 0.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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Απόδειξη : Θέλουµε να ϐρούµε κατάλληλη διαµέριση Pn για την f (x) = 1
x έτσι ώστε

U ( 1
x , Pn) = 1 + 1

2 + · · ·
1

n−1 καιL( 1
x , Pn) = 1

2 + · · ·
1
n .

ϑεωρούµε τη διαµέριση Pn = {1 < 2 < ... < n} του [1, n]. ΄Εχουµε

L(f, Pn) =
n∑

k=2

mk(tk − tk−1) =
n∑

k=2

mk =

n∑
k=2

1
k

,

U (f, Pn) =
n∑

k=2

Mk(tk − tk−1) =
n∑

k=2

Mk =

n∑
k=2

1
k − 1

.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι η συνάρτηση sin x είναι συνεχής στο [a, b] άρα ϑα είναι και ολο-

κληρώσιµη.

∆ιαλέγουµε τη διαµέριση Pn = {a, a+h, a+2h, · · ·a+nh = b}, για h = b−a
n . Σχηµατίζουµε

το κάτω άθροισµα Riemann, L(sin x, Pn). Ξέρουµε ότι limn→∞ L(sin x, Pn) =
∫ b

a
sin xdx, και

έχουµε

L(sin x, Pn) =
n∑

k=1

sin(a + (k − 1)h)h = h
n∑

k=1

sin(a + (k − 1)h) = h
cos(a − h

2 ) − cos(b − h
2 )

2 sin( h
2 )

.

΄Οµως limh→0
h

2 sin( h
2 )
= 1, άρα limn→∞ L(sin x, Pn) =

∫ b

a
sin xdx = cos b − cos a. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι η συνάρτηση είναι συνεχής στο [a, b] άρα ϑα είναι και ολοκληρώ-

σιµη.

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις α) m , −1, ϐ) m = −1.

α) ∆ιαλέγουµε τη διαµέριση Pn = {a, ah, ah2, · · ·ahn}, µε h = n

√
b
a . ΄Εχουµε ότι h → 1

καθώς n → ∞.

Σχηµατίζουµε το άθροισµα Riemann µε ενδιάµεσα σηµεία τα αριστερά άκρα των τµηµάτων

της διαµέρισης Pn. ΄Εχουµε

Sn(f, Pn) = (ah − a)am + (ah2 − ah)amhm + · · · + (ahn − ahn−1)amh(n−1)m

= am+1(h − 1) + am+1hm+1(h − 1) + · · · + am+1h(n−1)(m−1)(h−1)

= am+1(h − 1){1 + hm+1 + · · · (hm+1)n−1}

= am+1(h − 1)
(hm+1)n − 1

hm+1 − 1
{1 + hm+1 + · · · (hm+1)n−1} =

h − 1
hm+1 − 1

(bm+1 − am+1).

΄Οµως limn→1
h−1

hm+1−1 =
1

m+1 . ΄Αρα

∫ b

a
xmdx = limn→∞ Sn(f, Pn) = bm+1−am+1

m+1 .

ϐ) Αν m = −1 τότε m + 1 = 0 και Sn(f, Pn) = n(h − 1). Επίσης ahn = b ⇒ n = ln b−ln a
lnh , άρα∫ b

a
x−1dx = lim

n→∞
Sn(f, Pn) = lim

h→1

h − 1
ln h

(ln b − ln a).
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Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την ακολουθία διαµερίσεων

Pn = {a, a +
b − a

n
, a +

2(b − a)
n

, · · · , a +
n(b − a)

n
= b}.

΄Εχουµε ότι ||Pn || =
b−a

n → 0. Σχηµατίζουµε το άθροισµα Riemann µε ενδιάµεσα σηµεία

τα δεξιά άκρα των τµηµάτων της Pn

S(Pn , f,Ξ) =
n∑

k=1

f
(
a + k

b − a

n

)
||Pn ||.

΄Αρα έχουµε

lim
n→∞

S(Pn , f,Ξ) = lim
n→∞

n∑
k=1

f
(
a + k

b − a

n

)
||Pn || =

∫ b

a
f (x)dx.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx. και για a = 0,

b = 1 έχουµε

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

f (
i

n
).
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Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Η ακολουθία an γράφεται

an =
1
n
{

1
1 + 1

n

+ · · · +
1

1 + n
n

}.

Αυτή η ακολουθία προκύπτει από τη συνάρτηση f (x) = 1
x+1 για x = 1

n , · · · , n
n . Για n → ∞,

1
n → 0 και

n
n → 1. Θεωρούµε το διάστηµα [0, 1] στο οποίο η f είναι ολοκληρώσιµη

επειδή είναι συνεχής. Παίρνουµε την ακολουθία διαµερίσεων Pn = {0, 1
n , 2

n , · · · , n
n = 1}

και χρησιµοποιώντας τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx, έχουµε

lim
n→∞

an = lim
n→∞
{
1
n
{

1
1 + 1

n

+ · · · +
1

1 + n
n

}} =

∫ 1

0

1
1 + x

dx
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Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση f (x) = ex
είναι συνεχής στο R και άρα είναι ολοκληρώσιµη στο

[0, 1]. Θεωρούµε τη διαµέριση

Pn = {x0 = 0, x1 = h, x2 = 2h, · · · , xn = nh = 1},

όπου h = 1
n . Παίρνοντας ενδιάµεσα σηµεία τα ξ = {0, h, 2h, · · · , (n − 1)h} έχουµε∫ 1

0
exdx = lim

n→∞

h n−1∑
k=0

f (kh)

 = lim
n→∞

he0
n−1∑
k=0

ehk


= lim

n→∞

(
h

ehn
− 1

eh − 1

)
= (e − 1) lim

n→∞

h

eh − 1
= (e − 1).
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω C µε 0 < C < f (c). Τότε επειδή η f είναι συνεχής υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε για κάθε x ∈ [c − δ, c + δ] ∩ [a, b] να ισχύει f (c) > C. Εποµένως∫ b

a
f (x)dx > 0 =

∫ c−δ

a
f (x)dx +

∫ c+δ

c−δ
f (x)dx +

∫ b

c+δ
f (x)dx ≥ 0 + 2δC + 0 > 0.

Αν c = a (αντίστοιχα c = b) παίρνουµε το διάστηµα [a, a + δ] (αντίστοιχα [b − δ, b]). �
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Έξοδος

Απόδειξη :

α) ΄Εχουµε ∫ 1

0
x2dx =

x3

3
|10 =

1
3
−

0
3
=

1
3

ϐ) ΄Εχουµε ∫ 1

0
x3dx =

x4

4
|10 =

1
4
−

0
4
=

1
4

γ) ΄Εχουµε ∫ π

0
cos(x)dx = sin(x)|π0 = sin(π) − sin(0) = 1 − 0 = 1.

δ) ΄Εχουµε∫ 1

−1
(2x2 − x3)dx = 2

∫ 1

−1
x2dx −

∫ 1

−1
x3dx = 2

x3

3
|1−1 −

x4

4
|1−1 = 2(

1
3
−
−1
3

) − (
1
4
−

1
4

) =
4
3

ε)΄Εχουµε ∫ 3

2
e−x/2dx = −2e−x/2|32 = −2(e−3/2 − e−1) =

2
e

(1 − e−1/2).
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε f (x) = x + π και g(x) = sin(x) για x ∈ [0, π]. ΄Εχουµε ότι η f είναι

συνεχής και η g σταθερού προσήµου αφού g(x) ≥ 0 στο [0, π]. Συνεπώς από το πρώτο

ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, π] τέτοιο ώστε∫ π

0
(x + π) sin(x)dx = (ξ + π)

∫ π

0
sin(x)dx
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το δεύτερο ϑεώρηµα µέσης τιµής ϑέτοντας f (x) = 1
x και g(x) =

sin(x) για x ∈ [a, b]. ΄Εχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιες ώστε∫ b

a

sin(x)
x

dx =
1
a

∫ ξ

a
sin(x)dx +

1
�

∫ b

ξ
sin(x)dx.

Επειδή

∫ ξ

a
sin(x)dx = cos(a) − cos(ξ ),

∫ b

ξ
sin(x)dx = cos(ξ ) − cos(b) και |

∫ ξ

a
sin(x)dx | ≤ 2,

|
∫ b

ξ
sin(x)dx | ≤ 2, έχουµε

|

∫ b

a

sin(x)
x

dx | ≤
2
b
+

2
a
≤

2
a
+

2
a
=

4
a

.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής, λύνοντας την εξίσωση f (x) = g(x) δηλαδή x3 −

x2 − x + 1 = x + 1. Αυτά είναι τα σηµεία (−1, 0), (0, 1), (2, 3). ΄Εχουµε ότι g(x) ≤ f (x) για

−1 ≤ x ≤ 0 και f (x) ≤ g(x) για 0 ≤ x ≤ 2. ΄Αρα

E =

∫ 2

−1
|f (x)−g(x)|dx =

∫ 0

−1
[(x3−x2−x+1)−(x+1)]dx+

∫ 2

0
[(x+2)−(x3−x2−x+1)]dx =

37
12
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Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫ 2π

0

√
1 − sin(x)dx.

E =

∫ 2π

0

√
(1 − sin(x))dx =

∫ 2π

0

√
1 + cos(x +

π

2
)dx,

για t = x + π
2 έχουµε

E =

∫ 5π
4

π
2

√
1 + cos(2t)dt = 2

√
2
∫ 5π

4

π
2

| cos(t)|dt = 2
√

2[
∫ π

2

π
4

cos(t)dt−

∫ 5π
4

π
2

cos(t)dt] = 4
√

(2).
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής της παραβολής y = x2
, και της ευθείας x + y = 2,

δηλαδή λύνουµε την εξίσωση x2 = 2 − x και x = 1 ή x = 4. Τα σηµεία τοµής είναι τα

(1, 1) και (4, 2). Στο διάστηµα 0 ≤ x ≤ 1 έχουµε ως άνω και κάτω καµπύλη τη παραβολή

ενώ στο διάστηµα 1 ≤ x ≤ 4 έχουµε ως άνω καµπύλη την ευθεία και κάτω τη παραβολή.

΄Αρα

E =

∫ 1

0
[
√

x − (−
√

x)]dx +

∫ 4

1
[(2 − x) − (−

√
x)]dx =

9
2

.

Εναλλακτικά µπορούµε να ολοκληρώσουµε ως προς y και

E =

∫ 1

−2
[(2 − y) − y2]dy =

9
2

.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για 0 ≤ θ ≤ π οι καµπύλες τέµνονται στον πόλο και στο σηµείο (3, 2π
3 ).

Παρατηρούµε ότι το σηµείο (3, 2π
3 ) έχει τις ίδιες συντεταγµένες και στην καρδιοειδή και

στον κύκλο, ενώ ο πόλος έχει συντεταγµένες (0, 0) στην καρδιοειδή και (0, π
2 ) στον κύκλο.

΄Αρα

E = 2

∫ 2π
3

0
(2 − 2 cos(θ))2dθ −

1
2

∫ 2π
3

π
2

(−6 cos(θ))2dθ


=

∫ 2π
3

0
(6 − 8 cos(θ) + 2 cos(2θ))dθ −

∫ 2π
3

π
2

(1 + cos(2θ))dθ

= [6θ − 8 sin(θ) + sin(2θ)]2π/3
0 − 18[θ +

sin(2θ)
2

]2π/3
π/2 = π.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εκφράζουµε την εξίσωση της παραβολής y = x2
σε παραµετρική µορφή x = t2

,

y = 2t, t ∈ [0, 1] έχουµε

S =

∫ 1

0

√
(2t)2 + 4dt = 2

∫
√

t2 + 1dt

= 2[
1
2

t
√

t2 + 1 +
1
2

ln |t +
√

t2 + 1|]1
0 =
√

2 + ln(1 +
√

2).
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

S =

∫ 2π

0

√
x ′(t)2 + y′(t)2dt =

∫ 2π

0

√
(− sin(t) − sin(2t))2 + (cos(t) + cos(2t))2dt

=

∫ 2π

0

√
2(1 + cos(t))dt = 2

∫ 2π

0

√
cos2(

t

2
)dt

= 2
∫ 2π

0
| cos(

t

2
)|dt = 2

∫ π

0
cos(

t

2
)dt − 2

∫ 2π

π
cos(

t

2
)dt = 8
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 204 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιούµε τη σχέση limn→∞
b−a

n

∑n
k=1 f

(
a + k b−a

n

)
=

∫ b

a
f (x)dx. και έ-

χουµε∫ 4

1
(2x3 − 5x)dx = lim

n→∞

3
n

n∑
i=1

f
(
1 +

3i

n

)
= lim

n→∞

3
n

n∑
i=1

[
2
(
1 +

3i

n

)3
− 5

(
1 +

3i

n

)]

= lim
n→∞

3
n

n∑
i=1

[
−3 + 3

i

n
+ 54

i2

n2 + 54
i3

n3

]

= lim
n→∞

3
n

n∑
i=1

(−3) +
9
n2

n∑
i=1

i +
162
n3

n∑
i=1

i2 +
162
n4

n∑
i=1

i3


= lim
n→∞

3
n

(−3)n +
9
n2

n(n + 1)
2

+
162
n3

n(n + 1)(2n + 1)
6

+
162
n4

(
n(n + 1)

2

)2


= lim
n→∞

{
−9 +

9
2

1(1 +
1
n

) + 27(1 +
1
n

)(2 +
1
n

) +
81
2

(1 +
1
n

)2
}

= −9 +
9
2
+ 27 · 2 +

81
2
= 90
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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Πρώτη Σελίδα
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J I

Σελίδα 205 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε u = 3x + 4 και du = 3dx. Επίσης για x = 0, u = 4 και για x = 4,

u = 16. ∫ 4

0

√
3x + 4dx =

1
3

∫ 1

4
6
√

udu =
1
3

2
3

[u3/2]1
46

=
2
9

(163/2 − 43/2) =
112
9

.
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Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το σηµείο τοµής των καµπυλών y = sin(x) και y = cos(x) στο [0, π/2] είναι το

pi/4,
√

(2)/2. Παρατηρούµε ότι cos(x) ≥ sin(x) για 0 ≤ x ≤ π/4 και cos(x) ≤ sin(x) για

π/4 ≤ x ≤ π/2. Συνεπώς το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι

E =

∫ π/2

0
| cos(x) − sin(x)|dx

=

∫ π/4

0
(cos(x) − sin(x))dx +

∫ π/2

π/4
(sin(x) − cos(x))dx

= [sin(x) + cos(x)]π/4
0 + [− cos(x) − sin(x)]π/2

π/4

= (
1
√

2
+

1
√

2
− 0 − 1) + (−0 − 1 +

1
√

2
+

1
√

2
) = 2

√
2 − 2.
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Αόριστο Ολοκλήρωµα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή δίνεται από τη σχέση

E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t), l ≤ t ≤ m. ΄Αρα

ϑέτοντας e = a2−b2

a2 < 1 και e cos(t) = u έχουµε

E = 2πab

∫ π

0
sin(

√
1 − e2 cos2(t))dt = 2π

ab

e

∫ e

−e

√
1 − u2du

= 2πab[
arcsin(e)

e
+
√

1 − e2].
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή δίνεται από τη σχέση

E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t), l ≤ t ≤ m. ΄Αρα

E = 2π

∫ 2π

0
a2(1 − cos(t))

√
2(1 − cos(t))dt

= 4πa2
∫ 2π

0
(1 − cos(t)) sin(

t

2
)dt =

64
3

πa2.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι το εµβαδόν της επιφάνειας από περιστροφή δίνεται από τη σχέση

E = 2π
∫ m

l
|f (t)|

√
f (t)2 + g′(t)2dt για µια καµπύλη µε x = f (t), y = g(t), l ≤ t ≤ m. Για

να προσδιορίσουµε σε αυτή την περίπτωση τα l, m πρέπει να ϐρούµε τα σηµεία τοµής της

καµπύλης µε τον x άξονα. Θέτουµε y = 0 οπότε t = 0 ή t = ±
√

3. Τότε x = 0 ή x = 3.

Αυτό σηµαίνει ότι η καµπύλη τέµνει τον x- άξονα στα σηµεία (0, 0) και (3, 0). Επίσης η

καµπύλη είναι συµµετρική ως προς τον x - άξονα. ΄Αρα

E = 2π

∫ √
3

0
|y(t)|

√
x ′(t) + y′(t)dt

= 2π

∫ √
3

0
−

t

3
(t2 − 3)

√
(4t2 + (t2 − 1)2)dt

= 2π

∫ √
3

0
−

t

3
(t2 − 3)(1 + t2)dt = 3π.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή δύο συνεχών συναρτήσεων

f , g, f (x) ≥ g(x) ≥ 0, x ∈ [a, b] είναι V = π
∫ b

a
{f (x2) − g(x)2}dx. Σε αυτή την περίπτωση

παίρνουµε

V = π

∫ 2

−1
{(x + 2)2 − x4}dx =

72π

5
�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή του γραφήµατος µιας συ-

νάρτησης f , για x ∈ [a, b] είναι V = π
∫ b

a
f (x)2dx. ΄Αρα

V = π

∫ a

−a
y2dx = π

∫ a

−a
b2

(
1 −

x2

a2

)
dx =

4
3

πab2
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Σελίδα 212 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο όγκος που ορίζεται από περιστροφή του γραφήµατος µιας συ-

νάρτησης x = g(t), y = f (t), t ∈ [t1, t2] είναι V = π
∫ t2

t1
f (t)2g′(t)dt. ΄Εχουµε

V = 2π

∫ a

0
y2dx

΄Οµως x(t1) = 0 και t = π
2 ενώ x(t2) = a και t = 0 άρα

V = 2π

∫ 2π

0
y2dx = 2π

∫ 0

π/2
a2 sin6(t)(−3a cos2(t) sin(t))

= 6πa3[
∫ π/2

0
sin7(t)dt −

∫ π/2

0
sin9(t)dt]

= 6πa3
(6
7

4
5

2
3
+

8
9

6
7

4
5

2
3

)
=

32
105

πa3.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆ιαιρούµε το διάστηµα [0, 1] σε 10 ίσα µέρη. Τότε xi =
i

10 , για i = 1, · · · , 10
και ϐρίσκουµε : f (0) = 1, f (x1) = 1.00005, f (x2) = 1.00080, f (x3) = 1.00404, f (x4) =
1.01272, f (x5) = 1.03078, f (x6) = 1.026283, f (x7) = 1.11360, f (x8) = 1.18727, f (x9) =
1.28690, f (x10) = 1.41421. ΄Ετσι

T10 =
1
20

[f (0) + 2f (x1) + · · · + 2f (9) + f (1)] = 1.09061

. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆ιαιρούµε το διάστηµα [0, 1] σε 10 ίσα µέρη. Τότε xi =
i

10 , για i = 1, · · · , 10
και ϐρίσκουµε : f (0) = 1, f (x1) = 1.00005, f (x2) = 1.00080, f (x3) = 1.00404, f (x4) =
1.01272, f (x5) = 1.03078, f (x6) = 1.026283, f (x7) = 1.11360, f (x8) = 1.18727, f (x9) =
1.28690, f (x10) = 1.41421. ΄Ετσι

S =
1
30

[f (0) + {f (
1
10

) + f (
3
10

) + f (
5
10

) + f (
7
10

) + f (
9
10

)}

+{f (
2
10

) + f (
4
10

) + f (
6
10

) + f (
8
10

)} + f (1)]

=
32.68473

30
= 1.08949.
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Σελίδα 215 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι
n

n+3 < 1 άρα
n

2n (n+3) < 1
2n , ∀n ∈ N. Η σειρά όµως

∑∞
n=1

1
2n

συγκλίνει στο 1, επειδή είναι γεωµετρική µε λόγο λ = 1
2 και συγκλίνει στο

λ
1−λ = 1.

Συνεπώς από το κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι η
∑∞

n=1
n

2n (n+3) συγκλίνει.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι an =
3n

n! , 0 και

limn→∞ |
an+1
an
| = limn→∞ |

3n+1
(n+1)!

3n
n!
| = limn→∞

3
n+1 = 0. Εποµένως από το κριτήριο λόγου η σειρά

συγκλίνει. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι
1
n < 1

√
n
, ∀n ∈ N. Αφού

∑∞
n=1

1
n = +∞ έπεται από το κριτήριο

σύγκρισης ότι
∑∞

n=1
1
√

n
= +∞.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι

|
an+1
an
| = |

(n+1)pxn+1
(n+1)!
npxn

n!
| = |x |( n+1

n )p 1
n+1 → 0 < 1 για n → ∞, ∀x ∈ R και p ∈ Z.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ξέρουµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
1

nk συγκλίνει αν k > 1 και αποκλίνει αν k ≤ 1.

΄Εχουµε

√
n+2
n3 =

√
n

n3 + 2 1
n3 =

1
n5/2 + 2 1

n3 . ΄Αρα
∑∞

n=1

√
n+2
n3 =

∑∞
n=1

1
n5/2 + 2

∑∞
n=1

1
n3 . Επειδή

5
2 > 1 και 3 > 1 έχουµε ότι η σειρά

∑∞
n=1

√
n+2
n3 είναι συγκλίνουσα.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 220 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου. Θέτουµε an =
3n

n10 , an , 0 ∀ ∈ N.

limn→∞ |
an+1
an
| = limn→∞ |

3n+1

(n+1)10
3n

n10
| = limn→∞

3n10

(n+1)10 = 3 limn→∞
n10

(n+1)10 = 3 limn→∞
1

( n+1
n )10 =

3 limn→∞
1

(1+ 1
n )10 = 3 > 1.

΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1
3n

n10 αποκλίνει. �
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 221 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας. Θέτω an =
n

5n/2 ≥ 0 άρα limn→∞ |an |
1
n =

limn→∞ a
1
n
n = limn→∞

(
n

5n/2

) 1
n
= limn→∞

n
1
n

5
1
2
= 1
√

5
limn→∞ n1/n = 1

√
5

< 1. ΄Αρα η
∑∞

n=1
n

5n/2

συγκλίνει. �
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 222 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου. Θέτω an =
9n

n! , 0 άρα |
an+1
an
| = |

9n+1
(n+1)!

9n
n!
| =

| 9n+1n!
9n (n+1)! | = |

9
n+1 | =

9
n+1 → 0 καθώς n → N. Εποµένως από το κριτήριο λόγου η σειρά∑∞

n=1
9n

n! συγκλίνει. �
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 223 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας. Θέτω an =
nn

(3n+1)n άρα limn→∞ |an |
1
n =

limn→∞ a
1
n
n = limn→∞

(
n√nn

n√(3n+1)n

)
= limn→∞

|n|
|3n+1| = limn→∞

n
3n+1 = limn→∞

1
3n+1

n
= limn→∞

1
3+ 1

n
=

1
3 . ΄Αρα από το κριτήριο ϱίζας έπεται ότι η

∑∞
n=1

nn

(3n+1)n συγκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 224 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας. Θέτουµε an =
1+cos2(nx)

2n άρα |an |
1
n = a

1
n
n =

n
√

1+cos2(nx)
2 . Ισχύει ότι

1
2 ≤

n
√

an ≤
1
2

n
√

2, επειδή η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να πάρει η

παράσταση
n
√

1 + cos2(nx) είναι
n
√

2. Από το ϑεώρηµα για τις ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες

έχουµε
n
√

an →
1
2 . ΄Αρα η

∑∞
n=1

1+cos2(nx)
2n συγκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 225 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη σειρά
∑∞

n=1
(n!)n

nn2 και ϑέτουµε an =
(n!)n

nn2 . Αρκεί να δείξουµε ότι η

σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει. ΄Εχουµε an > 0 ∀n ∈ N και |an | = an. Εφαρµόζουµε το κριτήριο

ϱίζας.

limn→∞ |an |
1/n = limn→∞

n√(n!)n

n√nnn
= limn→∞

|n!|
nn = limn→∞

n!
nn = p ∈ R

⋃
{−∞,+∞}. Αρκεί να

δείξουµε ότι 0 ≤ p < 1 διότι τότε η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει και an =
(n!)n

nn2 → 0 για n → ∞.

Συνεπώς πρέπει p = 0 ή ότι limn→∞
n!
nn = p = 0.

Θεωρούµε bn =
n!
nn . Αρκεί η σειρά

∑∞
n=1 bn να συγκλίνει οπότε limn→∞ bn = 0.

Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου. Ισχύει bn , 0, ∀n ∈ N.

bn+1
bn
= |

(n+1)!
(n+1)n+1

n!
nn
| = |

nn (n+1)n!
(n+1)n+1n! | =

nn

(n+1)n =

(
1

1+ 1
n

)n

= 1
(1+ 1

n )n →
1
e < 1 για n → ∞. ΄Αρα η

∑∞
n=1 an

συγκλίνει και limn→∞
(n!)n

nn2 = 0.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 226 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη σειρά
∑∞

n=1
1

2n−1 , για την οποία έχουµε

Sn = 1 +
1
2
+

1
22 +

1
23 + · · · +

1
2n − 1

=
1 − ( 1

2 )n

1 − ( 1
2 )n
→

1
1
2

= 2 για n → ∞,

ως άθροισµα n όρων γεωµετρικής προόδου µε λόγο
1
2 . ΄Αρα

∑∞
n=1

1
2n−1 = 2. Επίσης

0 ≤ 1
1+2n−1 ≤

1
2n−1 . Εποµένως από το ϑεώρηµα σύγκρισης η σειρά

∑∞
n=1

1
1+2n−1 συγκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 227 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη σειρά
∑∞

n=1
1
n , (αρµονική σειρά) για την οποία γνωρίζουµε ότι∑∞

n=1
1
n = +∞

Ισχύει ότι 0 ≤ 1
n ≤

2n−1

n και από το κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
2n−1

n
αποκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 228 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τις ακολουθίες bn =
1

2n−1 και an =
1
n . Γνωρίζουµε ότι η σειρά

∑∞
n=1

1
n

αποκλίνει. Εφαρµόζουµε το οριακό κριτήριο σύγκρισης και έχουµε

lim
n→∞

an

bn
= lim

n→∞

1
n
1

2n−1

= lim
n→∞

(2 −
1
n

) = 2.

΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1
1

2n−1 αποκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 229 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για a ≤ 0 η σειρά συγκλίνει στο +∞ γιατί είναι ϑετικών όρων και
1

na →, 0.

Ενώ για a = 1 η σειρά είναι αρµονική και συγκλίνει στο +∞. Για a > 0 η συνάρτηση

f (x) = 1
xa είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα [1,+∞) και για a , 1 ισχύει

lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

∫ n

1
t−adt = lim

n→∞
[

1
1 − a

n1−a −
1

1 − a
] =

{
∞ a < 1
1

1−a a > 1

Εποµένως σύµφωνα µε το ολοκληρωτικό κριτήριο, η σειρά συγκλίνει µόνον, όταν a > 1.

Από την απόδειξη του κριτηρίου προκύπτει ότι
∑∞

n=1
1

na ≤
1

a−1 + 1 = a
a−1 .
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 230 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑέτουµε an =
n
2n . Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας

n
√
|an | =

n

√
|
n

2n
| =

n
√

n

2
→

1
2

για n → ∞.

΄Αρα η
∑∞

n=1
n
2n συγκλίνει. �
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 231 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑέτουµε an =
nn

n! , 0. Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου.

|
an+1

an
| = |

(n+1)n

(n+1)!
nn

n!

| = |
n!(n + 1)n+1

n!(n + 1)nn
| = |

(n + 1)n

nn
| =

(n + 1
n

)n

=

(
1 +

1
n

)n

→ e > 1,

για n → ∞. Εποµένως η
∑∞

n=1
nn

n! αποκλίνει.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 232 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ϑέτουµε an =
(
1 + 1

n

)n2

. Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας.

|an |
1
n = a

1
n
n =

n

√(
1 +

1
n

)n2

=

(
1 +

1
n

)n

→ e > 1,

για n → ∞. Εποµένως η
∑∞

n=1

(
1 + 1

n

)n2

αποκλίνει.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.18

http://www.math.aegean.gr


Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 233 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε 3n ≥ 2n ⇔ 1
3n ≤

1
2n . Προσθέτουµε

1
2n και στα δυο µέλη και έχουµε

0 ≤ 1
2n +

1
3n ≤

2
2n , ∀n ∈ N.

Χρησιµοποιούµε το κριτήριο ϱίζας για τη σειρά
∑∞

n=1
2
2n .

n

√
|
2
2n
| =

n

√
2
2n
=

n
√

2
2
→

1
2

< 1 για n → ∞.

΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1

(
1
2n +

1
3n

)
συγκλίνει. Επίσης

Sn =

(1
2
+

1
22 +

1
23 + · · · +

1
2n

)
+

(1
3
+

1
32 +

1
33 + · · · +

1
3n

)
=

1
2

( 1
2 )n − 1
1
2 − 1

+
1
3

( 1
3 )n − 1
1
3 − 1

→
3
2

για n → ∞.
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 234 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
n

1·3·5·7···(2n−1) συγκλίνει. Θέτουµε an =
n

1·3·5·7···(2n−1) , 0. Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου.

|
an+1

an
| =

an+1

an
=

n+1
1·3·5·7···(2n+1)

n
1·3·5·7···(2n−1)

=
n + 1

n(2n + 1)
→ 0 για n → ∞.

΄Αρα η
∑∞

n=1
n

1·3·5·7···(2n−1) συγκλίνει και limn→∞
n

1·3·5·7···(2n−1) = 0.

�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 235 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε 0 ≤ an ≤ 9 η 0 ≤ an

10n ≤
9

10n .

Η σειρά
∑∞

n=1
9

10n = 9
∑∞

n=1
1

10n = 9 1
9 = 1, επειδή είναι γεωµετρική µε λόγο λ = 1

10 < 1.

Από το κριτήριο σύγκρισης έπεται ότι η σειρά
∑∞

n=1
an

10n συγκλίνει και µάλιστα σε έναν

αριθµό που ανήκει στο [0, 1].
�
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 236 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε an =
5n

7nn
3
2
, 0 ∀n ∈ N και εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου.

|
an+1

an
| =

5n+1

7n+1(n+1)
3
2

5n

7n (n)
3
2

=
5n+17nn

3
2

5n7n+1(n + 1)
3
2
=

5n
3
2

7(n + 1)
3
2
=

5
7

( n

n + 1

) 3
2
=

5
7

 1
n+1

n

 3
2

=
5
7

 1
1 + 1

n

 3
2

→
5
7

< 1 για n → ∞.
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε an = sin( 1
n ). Θεωρούµε τη σειρά

∑∞
n=1

1
n και ϑέτουµε bn =

1
n . Εφαρµό-

Ϲουµε το οριακό κριτήριο σύγκρισης. ΄Εχουµε bn > 0, an ∀n ∈ N και
an

bn
=

sin( 1
n )

1
n
→ 1 > 0.

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1
1
n = +∞ αποκλίνει έχουµε από το κριτήριο σύγκρισης ότι και η σειρά∑∞

n=1 sin( 1
n ) αποκλίνει.
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Αόριστο Ολοκλήρωµα

Ασκήσεις

Ολοκλήρωµα Riemann

Ασκήσεις

Σειρές

Ασκήσεις
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση f (x) = 1
x(ln(x))a , για a > 0 και x ∈ [2,+∞) ικανοποιεί τις προϋπο-

ϑέσεις του ολοκληρωτικού κριτηρίου. Εξάλλου για a , 1 ισχύει

lim
n→∞

F (n) = lim
n→∞

∫ n

2

1
t(ln(t))a

dt =
1

1 − a
lim
n→∞

[ln(n)1−a − ln(2)1−a]

=

{ 1
a−1 (ln(2))1−a , a > 1
+∞, a < 1.

Για a = 1 έχουµε limn→∞ F (n) = limn→∞[ln(ln(n)) − ln(ln(2))] = +∞.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι η σειρά
∑∞

n=1(−1)n n2+1
2n3+n−1 είναι εναλλάσσουσα. Θεωρούµε

την an =
n2+1

2n3+n−1 . Η an είναι ϕθίνουσα και an → 0 για n → ∞. Συνεπώς η σειρά συγκλίνει.

Στη συνέχεια παίρνουµε τη σειρά των απόλυτων όρων, δηλαδή τη σειρά
∑∞

n=1
n2+1

2n3+n−1 .

Συγκρίνουµε αυτή τη σειρά µε την αρµονική και παρατηρούµε ότι

n2 + 1
2n3 + n − 1

≥
n2

2n3 + n − 1
≥

2n2

2n3 + 2n3 + 2n3 =
1

4n
.

΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1
n2+1

2n3+n−1 αποκλίνει και η σειρά
∑∞

n=1(−1)n n2+1
2n3+n−1 συγκλίνει κατά συν-

ϑήκη. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
(−1)n+1

2n είναι εναλλάσσουσα. Θεωρούµε την

an =
1
2n . Η an =

1
2n είναι ϕθίνουσα και an → 0 για n → ∞. Συνεπώς η σειρά συγκλίνει.

Στη συνέχεια παίρνουµε τη σειρά των απόλυτων όρων, δηλαδή τη σειρά
∑∞

n=1
1
2n . Αυτή

είναι η γεωµετρική σειρά και ο λόγος δύο διαδοχικών όρων της είναι r = 1/2 < 1 άρα η

σειρά συγκλίνει απόλυτα. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε την ακολουθία µερικών αθροισµάτων Sn =
∑n

k=1
2+(−1)k

2k , τότε Sn =∑n
k=1

2
2k +

∑n
k=1

(−1)k

2k . ΄Εχουµε limn→∞
∑n

k=1
1

2k−1 =
1

1− 1
2
= 2. Τώρα όσων αφορά την ακο-

λουθία Tn =
∑n

k=1
(−1)k

2k έχουµε

Tn =

n∑
k=1

(−
1
2

)k = −
1
2
+ (−

1
2

)2 + · · · + (−
1
2

)n

= −
1
2

[1 + (−
1
2

) + · · · + (−
1
2

)n−1] = −
1
2

(− 1
2 )n − 1

− 1
2 − 1

.

΄Αρα Tn =
(− 1

2 )−1
3 , και limn→∞ Tn =

1
3 limn→∞(− 1

2 ) − 1
3 = −

1
3

Εποµένως
∞∑

n=1

2 + (−1)n

2n
=

∞∑
n=1

2
2n
+

∞∑
n=1

(−1)n

2n
= 2 −

1
3
=

5
3

.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η εναλλάσσουσα σειρά συγκλίνει αφού limn→∞
1
n = 0, limn→∞ ln( n+1

n ) = ln(1) =
0, και είναι ϕθίνουσα

1
n > ln( n+1

n ) > 1
n+1 . (Το άθροισµα της c ονοµάζεται σταθερά Euler,

c = 0.577215).
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για s > a και για k , 1 έχουµε

lim
s→∞

∫ s

a

dx

xk
=

1
1 − k

lim
s→∞

[s1−k − a1−k] =
{ 1

1−k a1−k k > 1
+∞ k < 1.

΄Αρα το ολοκλήρωµα συγκλίνει για k > 1 και αποκλίνει για k < 1.

Για k = 1 το ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει γιατί

lim
s→∞

∫ s

a

dx

x
= lim

s→∞
[ln(s) − ln(a)] = +∞.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫ 0

−∞

1
1 + x2 dx = lim

t→−∞

∫ 0

t

1
1 + x2 dx = − lim

t→−∞
arctan(t) =

π

2
.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫ ∞

−∞

1
1 + x2 dx =

∫ 0

−∞

1
1 + x2 dx +

∫ ∞

0

1
1 + x2 dx

= lim
t→−∞

∫ 0

t

1
1 + x2 dx + lim

s→∞

∫ s

0

1
1 + x2 dx

= − lim
t→−∞

arctan(t) + − lim
s→∞

arctan(s) = −(−
π

2
) +

π

2
= π.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) ΄Εχουµε

lim
t→∞

∫ t

1

x
√

1 + x2
dx = lim

t→∞
[
√

1 + t2 −
√

2] = +∞.

΄Αρα το ολοκλήρωµα αυτό δεν συγκλίνει.

ϐ) ΄Εχουµε

lim
t→∞

∫ t

0
cos(t) = lim

t→∞
sin(t).

Το όριο limt→∞ sin(t) δεν υπάρχει. ΄Αρα το ολοκλήρωµα αυτό δεν συγκλίνει.

γ) ΄Εχουµε

lim
t→∞

∫ t

0
e−xdx = lim

t→∞
[1 − e−t] = 1.

΄Αρα το ολοκλήρωµα αυτό συγκλίνει.

δ) ΄Εχουµε

lim
t→∞

∫ t

1

ln(x)
x

dx = lim
t→∞

(
1
2

ln(t)2) = +∞.

΄Αρα το ολοκλήρωµα αυτό δεν συγκλίνει.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι η συνάρτηση e−x2
είναι συνεχής στο [0,+∞]. Το ολοκλήρωµα∫ ∞

1 e−x2
dx συγκλίνει αφού για κάθε t ∈ [1,+∞] έχουµε e−t2

< e−t
και F (t) =

∫ t

1 e−x2
dx ≤∫ t

1 e−xdx όµως το ολοκλήρωµα

∫ ∞
1 e−xdx συγκλίνει γιατί

lim
t→∞

∫ t

0
e−xdx = lim

t→∞
[1 − e−t] = 1.

΄Αρα και το ολοκλήρωµα

∫ ∞
1 e−x2

dx συγκλίνει. Εποµένως επειδή∫ ∞

0
e−x2

dx =

∫ 1

0
e−x2

dx +

∫ ∞

1
e−x2

dx,

και το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 e−x2

dx υπάρχει το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0 e−x2

dx συγκλίνει.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι
| sin(x)|

xa ≤ 1
xa και

| cos(x)|
xa ≤ 1

xa για x ∈ [a, b]. ΄Οµως το ολοκλή-

ϱωµα

∫ ∞
1

1
xa dx συγκλίνει για a > 1 και άρα τα ολοκληρώµατα

∫ ∞
1

sin(x)
xa dx και

∫ ∞
1

cos(x)
xa dx

συγκλίνουν απολύτως για a > 1.

Επίσης για t > 1 έχουµε∫ t

1

sin(x)
xa

dx =

[
−

cos(x)
xa

]t

1
− a

∫ t

1

cos(x)
x1+a

dx.

Το ολοκλήρωµα

∫ t

1
cos(x)
x1+a dx συγκλίνει για 1 + a > 1 ή a > 0 παίρνουµε∫ ∞

1

sin(x)
xa

dx = lim
t→∞

[
−

cos(x)
xa

]t

1
− a lim

t→∞

∫ t

1

cos(x)
x1+a

dx = cos(1) − a

∫ ∞

1

cos(x)
x1+a

.

Εποµένως για a > 0 τα ολοκληρώµατα συγκλίνουν.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα

∫ t

3
dx

x2+x−2 , t > 3 και έχουµε∫ t

3

dx

x2 + x − 2
= −

1
3

∫ t

3

dx

x + 2
+

1
3

∫ t

3

dx

x − 1
=

1
3

ln(
5
2

t − 1
t + 2

).

Παίρνουµε το όριο για t → ∞ και έχουµε∫ ∞

3

dx

x2 + x − 2
=

1
3

ln(
5
2

).
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε παραγοντική ολοκλήρωση και έχουµε∫ ∞

1

√
x

(1 + x2)
dx = −

∫ ∞

1

√
xd

1
(1 + x2)

= − lim
x→∞

( √
x

1 + x
−

1
2

)
+

∫ ∞

1

dx

2
√

x(1 + x)

=
1
2
+

1
2

∫ ∞

1

dx

2
√

x(1 + x)

=
1
2
+

1
2

∫ ∞

1

2tdt

t(1 + t2)

=
1
2
+ lim

x→∞
(arctan

√
(x) −

π

4
)

=
1
2
+

π

2
−

π

4
=

1
2
+

π

4
.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε το κριτήριο Cauchy για a < x1 < x2 έχουµε∫ x2

x1

sin(x)
x

dx = −

∫ x2

x1

1
x

d cos(x) =
cos(x1)

x1
−

cos(x2)
x2

−

∫ x2

x1

cos(x)
x2 dx.

Συνεπώς

|

∫ x2

x1

sin(x)
x

dx | ≤
1
x1
+

1
x2
+ |

∫ x2

x1

cos(x)
x2 dx |

≤
1
x1
+

1
x2
+

∫ x2

x1

1
x2 dx =

2
x1

< . (4.4)

΄Αρα µπορούµε να διαλέξουµε δ = 2
και από το κριτήριο Cauchy το ολοκλήρωµα

∫ ∞
a

sin(x)
x dx

συγκλίνει.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε f (x) = 1
x4+1 και έχουµε

0 < f (x) =
1

1 + x4 <
1
x4 = g(x),

για x ∈ [a,+∞]. Το ολοκλήρωµα όµως

∫ ∞
a

1
x4 dx συγκλίνει (έχουµε p = 4 > 1) και από το

κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι και το ολοκλήρωµα

∫ ∞
a

1
1+x4 dx συγκλίνει. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε f (x) = 1
(1+x3)1/3 και έχουµε

f (x) =
1

(1 + x3)1/3
>

1
1 + x

= g(x),

για x ∈ [0,+∞]. Το ολοκλήρωµα όµως

∫ ∞
a

1
1+x dx = +∞ και από το κριτήριο σύγκρισης

έχουµε ότι και το ολοκλήρωµα

∫ ∞
a

1
(1+x3)1/3 dx = +∞
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Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε f (x) = x2

2x4−x2+1 και διαλέγουµε g(x) = x2

x4 =
1
x2 (παίρνουµε από την

f τις µεγαλύτερες δυνάµεις του αριθµητή και του παρανοµαστή). Επειδή limx→∞ f (x)
g(x)
= 1

2

και

∫ ∞
1

dx
x2 < +∞ άρα από το οριακό κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι

∫ ∞
0

x2

2x4−x2+1 dx < +∞
�
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Πίσω
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε το κριτήριο Cauchy ϑέλουµε δ > 0 έτσι ώστε για x1, x2 > δ να

έχουµε |
∫ x2

x1
x sin(x4)dx | < για κάθε > 0. ΄Εχουµε

∫ ∞
0 x sin(x4)dx =

∫ 1
0 x sin(x4)dx +∫ ∞

1 x sin(x4)dx και∫ x2

x1

x sin(x4)dx =
1
4

∫ x4
2

x4
1

sin(t)
√

t
dt

= −
1
4

cos(t)
√

t
|
x4

2

x4
1
−

1
8

∫ x4
2

x4
1

cos(t)
t3/2

dt

= −
1
4

[
cos(x2

2 )
x2

2
−

cos(x2
1 )

x2
1

]
−

1
8

∫ x4
2

x4
1

cos(t)
t3/2

dt.

΄Αρα

|

∫ x2

x1

x sin(x4)dx | ≤
1
4

(
1
x2

2
+

1
x2

1
) +

1
8

∫ x4
2

x4
1

dt

t3/2

=
1
4

(
1
x2

2
+

1
x2

1
) −

1
4

(
1
x2

2
−

1
x2

1
) =

1
2x2

1
< . (4.5)

∆ιαλέγοντας δ = 1
√

2
από το κριτήριο Cauchy συµπεραίνουµε ότι το ολοκλήρωµα

∫ ∞
0 x sin(x4)dx,

συγκλίνει.
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Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση
1

(x−a)k είναι συνεχής και δεν είναι ϕραγµένη στο (a, b]. Για

a < t < b και k , 1 έχουµε∫ b

t

dx

(x − a)k
=

1
1 − k

[
1

(b − a)k−1 −
1

(t − a)k−1

]
,

οπότε

lim
t→a

∫ b

t

dx

(x − a)k
=

{ 1
1−k (b − a)1−k k < 1
+∞ k > 1.

΄Αρα το ολοκλήρωµα

∫ b

a
dx

(x−a)k συγκλίνει για k < 1 και αποκλίνει k > 1. Για k = 1 έχουµε

limt→a

∫ b

t
dx

x−a = limt→a[ln |b − a| − ln |t − a|] = −∞, δηλαδή αποκλίνει.
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να αποδείξουµε ότι συγκλίνουν τα ολοκληρώµατα

∫ c

a
dx

√
(x−a)(b−x)

,

∫ b

c
dx

√
(x−a)(b−x)

.

Αυτό πράγµατι ισχύει αφού

lim
x→a

(x − a)1/2

√
(x − a)(b − x)

=
1

√
(b − a)

,

και

lim
x→b

(b − x)1/2

√
(x − a)(b − x)

=
1

√
(b − a)

.

Επίσης αν ϑέσουµε x = a cos2(t) + b sin2(t) έχουµε∫ b

a

dx
√

(x − a)(b − x)
= 2

∫ π/2

0
dt = π.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε x = 1
t και έχουµε∫ 1

0
sin(

1
x

)dx =

∫ ∞

l

sin(t)
t2 dt.

Το ολοκλήρωµα

∫ ∞
l

sin(t)
t2 dt συγκλίνει απόλυτα αφού

|

∫ ∞

l

sin(t)
t2 dt |≤

∫ ∞

l

1
t2 dt < +∞.

Εποµένως το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 sin( 1

x )dx συγκλίνει.
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Έξοδος

Απόδειξη : Το ολοκλήρωµα γράφεται∫ π

0

dx

sinp(x)
=

∫ π/2

0

dx

sinp(x)
+

∫ π

π/2

dx

sinp(x)
.

Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = π − t έχουµε ότι το ολοκλήρωµα

∫ π

π/2
dx

sinp(x) είναι

το ίδιο µε το

∫ π/2
0

dx
sinp(x) . Επίσης limx→0+ xp 1

sinp(x) = 1 και από αυτό συµπεραίνουµε,από

το οριακό κριτήριο σύγκρισης, ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει για 0 < p < 1.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε

Γ(x) =
∫ 1

0
tx−1e−tdt +

∫ +∞

1
tx−1e−tdt.

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις α) x ≥ 1 ϐ)x < 1 και έχουµε

α) x ≥ 1 : Σε αυτή τη περίπτωση το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 tx−1e−tdt είναι ορισµένο και όσων

αφορά το ολοκλήρωµα

∫ +∞
1 tx−1e−tdt εφαρµόζουµε το οριακό κριτήριο σύγκρισης και

έχουµε

lim
t→∞

tx−1e−t

1
t2

= lim
t→∞

tx+1

et
= 0,

και

∫ ∞
1

1
t2 dt < ∞. Εποµένως και το ολοκλήρωµα

∫ +∞
1 tx−1e−tdt συγκλίνει και άρα και η

Γ(x) για x ≥ 1
ϐ) x > 1 : Σε αυτή τη περίπτωση το ολοκλήρωµα

∫ +∞
1 tx−1e−tdt συγκλίνει όπως και στη

περίπτωση α). Το ολοκλήρωµα

∫ 1
0 tx−1e−tdt είναι γενικευµένο ολοκλήρωµα Β΄ είδους.

Θέτουµε t = 1
s και έχουµε ∫ 1

0
tx−1e−tdt =

∫ +∞

1
t−s−1e−1/sds.

Επειδή όµως

lim
s→∞

t−s−1e−1/s

s−x−1 = 1,

και

∫ ∞
1 s−x−1ds < ∞ για x > 0 από το οριακό κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι και το

ολοκλήρωµα

∫ 1
0 tx−1e−tdt συγκλίνει και άρα και η Γ(x) για x > 1.
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1 − t)y−1dt =

∫ c

0
tx−1(1 − t)y−1dt +

∫ 1

c
tx−1(1 − t)y−1dt,

για 0 < c < 1.

Επειδή έχουµε για f (t) = tx−1(1 − t)y−1

lim
t→∞

t1−x f (t) = lim
t→∞

(1 − t)y−1 = 1,

και

lim
t→∞

(1 − t)1−yf (t) = lim
t→∞

tx−1 = 1.

Εποµένως από το οριακό κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι το ολοκλήρωµα

∫ c

0 tx−1(1−t)y−1dt

συγκλίνει για 0 < 1 − x < 1 και το ολοκλήρωµα

∫ 1
c

tx−1(1 − t)y−1dt συγκλίνει για 0 <
1 − y < 1. ΄Αρα το B(x, y) συγκλίνει αν 0 < x < 1 και 0 < y < 1.
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ∫ ∞

0

cos(x)
√

x
dx =

∫ 1

0

cos(x)
√

x
dx +

∫ ∞

1

cos(x)
√

x
dx.

Το ολοκλήρωµα I1 =
∫ 1
0

cos(x)
√

x
dx είναι γενικευµένο ολοκλήρωµα Β΄ είδους ενώ το ολοκλή-

ϱωµα I2 =
∫ ∞
1

cos(x)
√

x
dx είναι γενικευµένο ολοκλήρωµα Α΄ είδους. ΄Οσων αφορά το I1 έχουµε

|
cos(x)
√

x
|≤ 1
√

x
, για x ∈ (0, 1]. ΄Οµως∫ 1

0

1
√

x
dx = lim

k→0+

∫ 1

k

1
√

x
dx = lim

k→0+
2(1 −

√
k) = 2,

και άρα το ολοκλήρωµα I1 συγκλίνει.

Επίσης για το ολοκλήρωµα I2 έχουµε

I2 =

∫ ∞

1

cos(x)
√

x
dx ≤

∫ ∞

1

1
√

x
dx < ∞.

΄Αρα το I2 συγκλίνει.

Εποµένως αφού τα I1 και I2 συγκλίνουν έχουµε ότι και το ολοκλήρωµα I1+I2 =
∫ ∞
0

cos(x)
√

x
dx

συγκλίνει.
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε∫ 1

0

1
√

1 − x2
dx = lim

t→1−

∫ t

0

1
√

1 − x2
dx = lim

t→1−
[arcsin(t) − arcsin(0)] =

π

2
.

΄Αρα πράγµατι το ολοκλήρωµα

∫ 1
0

1
√

1−x2
dx συγκλίνει. �
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου. Αν x = 2 τότε η σειρά συγκλίνει (είναι ίση µε

µηδέν). Θεωρούµε ότι x , 2 και έχουµε

lim
n→∞

n + 2
(n + 1)2 + 1

|(x − 2)n |.
n2 + 1
n + 1

1
|x − 2|n

= |x − 2|.

Εποµένως η σειρά συγκλίνει απόλυτα και συνεπώς συγκλίνει αν |x − 2| < 1 ή ισοδύναµα

αν 1 < x < 3 και αποκλίνει αν x < 1 ή x > 3. Πρέπει να διερευνήσουµε τη συµπεριφορά

της σειράς για x = 1 ή x = 3. Για x = 1 η σειρά γίνεται
∑∞

n=1
n+1
n2+1 (−1)n

, η οποία από

το κριτήριο για τις εναλλάσσουσες σειρές (η ακολουθία an =
n+1
n2+1 είναι ϕθίνουσα και

µηδενική) έχουµε ότι η σειρά συγκλίνει. Αν x = 3 η σειρά γίνεται
∑∞

n=1
n+1
n2+1 η οποία

αποκλίνει.

Εποµένως η δυναµοσειρά
∑∞

n=1
n+1
n2+1 (x − 2)n

έχει διάστηµα σύγκλισης το [1, 3) και ακτίνα

σύγκλισης R = 3−1
2 = 1.
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας και έχουµε

lim
n→∞

n

√
3n

2n+4 |x
n | =

3
2
|x |.

΄Αρα η σειρά συγκλίνει απόλυτα για |x | < 2
3 ή για − 2

3 < x < 2
3 και αποκλίνει για x > 2

3 ή

για x < − 2
3 . Πρέπει να εξετάσουµε τις περιπτώσεις όπου x = − 2

3 και x = 2
3 .

Για x = − 2
3 η σειρά γίνεται

∑∞
n=1

1
8 (−1)n

. Αυτή είναι εναλλάσσουσα σειρά η οποία απο-

κλίνει.

Για x = 2
3 η σειρά γίνεται

∑∞
n=1

1
8 . Η σειρά αυτή επίσης αποκλίνει.

Εποµένως η δυναµοσειρά
∑∞

n=1
3n

2n+4 xn
έχει διάστηµα σύγκλισης το (− 2

3 , 2
3 ) και ακτίνα

σύγκλισης R = 2
3 .
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο λόγου και έχουµε

lim
n→∞

xn+1

(n+1)!
xn

n!

= lim
n→∞

x

n + 1
= 0,

για x , 0 και
∑∞

n=1
xn

n! = 0 για x = 0. ΄Αρα η σειρά συγκλίνει για κάθε x ∈ R και έχει

διάστηµα σύγκλισης το (−∞,+∞) και ακτίνα σύγκλισης R = +∞.
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας για x , 1 και έχουµε

lim
n→∞

n
√

nn(x − 1)n = lim
n→∞

n|x − 1| = +∞.

Αν x = 1 έχουµε
∑∞

n=1 nn(x − 1)n = 0 και η δυναµοσειρά συγκλίνει. Εποµένως η δυναµο-

σειρά έχει διάστηµα σύγκλισης το [1, 1] και ακτίνα σύγκλισης R = 0.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε fn(x) = (−1)n+1 xn

n και έχουµε για x ∈ [0, a] µε a < 1,

|fn(x)| = |(−1)n+1 xn

n
| =

xn

n
≤

an

n
.

΄Οµως η σειρά
∑∞

n=1
an

n για 0 ≤ a < 1 συγκλίνει και από το κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι

η δυναµοσειρά συγκλίνει για x ∈ (−1, 1) και η ακτίνα σύγκλισης είναι R = 1.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε fn(x) = xn ln(x)
n και έχουµε για x ∈ [0, 1] ότι η σειρά συγκλίνει. Πράγ-

µατι για κάθε x ∈ [0, 1] έχουµε ότι |fn(x)| = −fn(x) και η συνάρτηση −fn(x) έχει µέγιστο

στο σηµείο xm =
1
n√e

και −fn(xm) = 1
n2e άρα

|fn(x)| = −
xn ln(x)

n
≤

1
n2e

.

΄Οµως η σειρά
∑∞

n=1
1

n2e συγκλίνει και από το κριτήριο σύγκρισης έχουµε ότι η σειρά

συγκλίνει για x ∈ [0, 1].
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το κριτήριο ϱίζας και έχουµε

lim
n→∞

n
√

anxn = lim
n→∞

a|x | = a|x |.

Εποµένως για να συγκλίνει η σειρά πρέπει να έχουµε a|x | < 1 η |x | < 1
a . ΄Αρα η δυναµο-

σειρά έχει διάστηµα σύγκλισης το (− 1
a , 1

a ) και ακτίνα σύγκλισης R = 1
a .
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω η συνάρτηση f : (−R, R) → R µε τύπο f (x) =
∑∞

n=0 anxn
. Τότε έχουµε

ότι f ′(x) =
∑∞

n=0 nanxn
. Από τη υπόθεσή µας έχουµε

2f (x) + f ′(x) = 0⇔ 2e2x f (x) + e2x f ′(x) = 0⇔ (e2x )′f (x) + e2x f ′(x) = 0
⇔ (e2x f (x))′ = 0⇔ e2x f (x) = c ⇔ f (x) = ce−2x .

Γνωρίζουµε ότι ex =
∑∞

n=0
xn

n! άρα e−2x =
∑∞

n=0
(−2x)n

n! και f (x) = c
∑∞

n=0
(−2)n

n! xn
. Εποµένως

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

(
c

(−2)n

n!

)
xn.

Εποµένως an = c (−2)n

n! .
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι η ακτίνα σύγκλισης της σειράς
∑∞

n=0 anxn
είναι R, δηλαδή η σειρά

συγκλίνει για |x | < R. Εποµένως για τη σειρά
∑∞

n=0 anx2n =
∑∞

n=0 an(x2)n
συµπεραίνουµε

ότι συγκλίνει για |x2| < R ή |x | <
√

R. ΄Αρα η ακτίνα σύγκλισης της σειράς
∑∞

n=0 anx2n

είναι

√
R.
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Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιώντας το κριτήριο λόγου έχουµε

lim
n→∞

(n + 1)axn+1

naxn
= lim

n→∞
(
(n + 1)

n
)ax = x.

΄Αρα η ακτίνα σύγκλισης της σειράς είναι R = 1. Για x = −1 η σειρά γίνεται
∑∞

n=1 na(−1)n

η οποία για a < 0 συγκλίνει. Για x = 1 η σειρά γίνεται
∑∞

n=1 na
η οποία συγκλίνει για

a < −1.

Εποµένως για a < −1 το διάστηµα σύγκλισης είναι [−1, 1], για −1 ≤ a < 0 το διάστηµα

σύγκλισης είναι [−1, 1) και τέλος για a ≥ 0 το διάστηµα σύγκλισης είναι (−1, 1).
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