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Κεφάλαιο 1

Πραγµατικοί Αριθµοί

1.1. Φυσικοί, ακέραιοι, ϱητοί αριθµοί

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών συµβολίζεται µε N και αποτελείται από τους αριθµούς :

N = {1, 2, 3, . . .}.

Το άθροισµα και το γινόµενο δύο ϕυσικών αριθµών είναι ϕυσικός αριθµός. Αν στους

ϕυσικούς αριθµούς επισυνάψουµε το 0 και τους αντίθετούς τους, παίρνουµε το σύνολο Z
των ακεραίων αριθµών:

Z = {0,±1,±2,±3, . . .}.

Το άθροισµα, το γινόµενο και η διαφορά δύο ακεραίων αριθµών είναι ακέραιος αριθ-

µός. Στην συνέχεια ορίζουµε το σύνολο Q των ϱητών αριθµών, ως το σύνολο όλων των

κλασµάτων της µορφής
m
n , όπου m ∈ Z και n ∈ Z \ {0}. ∆ηλαδή έχουµε:

Q = {
m

n
| m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}}.

http://www.math.aegean.gr
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Το άθροισµα, το γινόµενο, η διαφορά και το πηλίκο δύο ϱητών αριθµών είναι ϱητός αριθ-

µός.

1.2. Πραγµατικοί αριθµοί

Ορισµός 1.2.1 ΄Ενα µη κενό σύνολο k εφοδιασµένο µε δύο πράξεις (+), (·) ονοµάζεται

σώµα αν ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες :

1. Για κάθε x, y ∈ k, x + y ∈ k.

1(i) Για κάθε x, y, z ∈ k,(x + y) + z = x + (y + z).
1(ii) Υπάρχει ένα στοιχείο του k, που συµβολίζεται µε το 0, τέτοιο ώστε : για κάθε x ∈ k,

0 + x = x + 0 = 0.

1(iii) Για κάθε x ∈ k, υπάρχει ένα στοιχείο του k, που συµβολίζεται µε −x, τέτοιο ώστε :

x + (−x) = (−x) + x = 0.

1(iv) Για κάθε x, y ∈ k, x + y = y + x.

2. Για κάθε x, y ∈ k, x · y ∈ k.

2(i) Για κάθε x, y, z ∈ k,(x · y) · z = x · (y · z).
2(ii) Υπάρχει ένα στοιχείο του k, που συµβολίζεται µε 1, τέτοιο ώστε 1 · x = x · 1 = x.

2(iii) Για κάθε x ∈ k µε x , 0 υπάρχει ένα στοιχείο του k, που συµβολίζεται µε x−1
,

τέτοιο ώστε : x · x−1 = x−1 · x = 1.

2(iv) Για κάθε x, y ∈ k, x · y = y · x.

2(v) Για κάθε x, y, z ∈ k, x · (y + z) = x · y + x · z.

Ορισµός 1.2.2 ΄Ενα σύνολο k ονοµάζεται διατεταγµένο σώµα αν είναι σώµα και επι-

πλέον ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες :

3. Υπάρχει ένα υποσύνολο P του k, που ονοµάζεται σύνολο των ϑετικών στοιχείων του

k, τέτοιο ώστε :

3(i) Για κάθε x ∈ k ισχύει ακριβώς µία από τις τρεις σχέσεις : x ∈ P, −x ∈ P, x = 0.

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Φυσικοί, ακέραιοι, . . .

Πραγµατικοί αριθµοί

Άρρητοι αριθµοί

Αρχιµήδεια ιδιότητα

∆ιαστήµατα στο R

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 4 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

3(ii) Αν x, y ∈ P, τότε x + y ∈ P και x · y ∈ P.

Παρατήρηση 1.2.3 Οι ιδιότητες 3(i), 3(ii) καθορίζουν τη διάταξη του συνόλου k µε τον

παρακάτω τρόπο : x < y αν και µόνον αν y − x ∈ P.

Παράδειγµα 1.2.4 Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών είναι ένα διατεταγµένο σώµα.

Παρατηρούµε ότι ικανοποιούνται οι ιδιότητες 1, 1(i), 1(ii), 1(iii), 1(iv), 2(i), 2(ii),
2(iii), 2(iv), 2(v), 3(i), 3(ii).

Ορισµός 1.2.5 ΄Ενα υποσύνολο A του k ονοµάζεται άνω ϕραγµένο αν υπάρχει a ∈ k
τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει, x ≤ a. Κάθε τέτοιο a ονοµάζεται άνω ϕράγµα του A.

Αν το άνω ϕράγµα a του A ανήκει στο σύνολο, τότε το a ονοµάζεται µέγιστο του συνόλου

A (συµβολισµός a = max A).

Ορισµός 1.2.6 ΄Ενα υποσύνολο A του k ονοµάζεται κάτω ϕραγµένο αν υπάρχει a ∈ k
τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει, a ≤ x. Κάθε τέτοιο a ονοµάζεται κάτω ϕράγµα του A.

Αν το κάτω ϕράγµα του A ανήκει στο σύνολο, τότε το a ονοµάζεται ελάχιστο του συνόλου

A (συµβολισµός a = min A).

Ορισµός 1.2.7 ΄Ανω πέρας ή supremum ενός άνω ϕραγµένου συνόλου A λέγεται ένα

άνω ϕράγµα a του A το οποίο έχει την ιδιότητα : a ≤ a′ για κάθε άνω ϕράγµα a′ του A
(συµβολισµός a = sup A).

Ορισµός 1.2.8 Κάτω πέρας ή infimum ενός κάτω ϕραγµένου συνόλου A λέγεται ένα

κάτω ϕράγµα a του A το οποίο έχει την ιδιότητα : a′ ≤ a για κάθε κάτω ϕράγµα a′ του A
(συµβολισµός a = inf A).

Είναι ϕανερό ότι το supremum, αν υπάρχει, είναι µοναδικό. Πραγµατικά, αν a, a′

είναι δύο suprema ενός συνόλου A τότε a ≤ a′ και a′ ≤ a, δηλαδή a = a′. ΄Οµοια

αποδεικνύουµε και την µοναδικότητα του infimum.

http://www.math.aegean.gr
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Παρατήρηση 1.2.9 Για µη κενά σύνολα A που δεν είναι άνω ϕραγµένα, γράφουµε sup A =
+∞.

Ορισµός 1.2.10 Ονοµάζουµε σύνολο των πραγµατικών αριθµών, το µη κενό σύνολο R µε

τις εξής ιδιότητες :

(a) Το R είναι διατεταγµένο σώµα.

(b) Κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R έχει supremum (αξίωµα συνέ-

χειας).

Παραδείγµατα 1.2.11 Εξετάζουµε τα σύνολα:

A = {0, 1, 3}, B = {x ∈ R | x < 0}.

Τα A, B είναι άνω ϕραγµένα. Γι΄ αυτά τα σύνολα ϐλέπουµε ότι το 3 είναι ένα ϕράγµα τους.

Επίσης ϐλέπουµε ότι max A = 3. ∆είχνουµε ότι sup B = 0. Αν x ∈ B, τότε x ≤ 0 άρα το 0
είναι ένα άνω ϕράγµα του B. Αν a είναι ένα άλλο ϕράγµα του B, τότε αποκλείεται a < 0
(διότι τότε

a
2 < 0, άρα και

a
2 ∈ B, και ϑα έπρεπε

a
2 < a, οπότε (αφού a < 0) και

1
2 > 1, που

ϕυσικά είναι άτοπο). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι 0 ≤ a, που αποδεικνύει τον ισχυρισµό

µας.

Πρόταση 1.2.12 ΄Εστω A ένα άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Αν sup A < A, τότε για

κάθε a′ < sup A υπάρχουν άπειρα στοιχεία x ∈ A µε

a′ < x < sup A,

δηλαδή αν το supremum ενός συνόλου A δεν είναι maximum, τότε το σύνολο A έχει άπειρα

στοιχεία. Απόδειξη

http://www.math.aegean.gr
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1.3. ΄Αρρητοι αριθµοί

΄Ηδη από την αρχαιότητα ήταν γνωστή η ύπαρξη πραγµατικών αριθµών που δεν ήταν ϱη-

τοί. Για παράδειγµα το µήκος της διαγωνίου ενός τετραγώνου µε πλευρά 1 δεν είναι ϱητός

αριθµός :

Πρόταση 1.3.1 Ο

√
2 δεν είναι ϱητός αριθµός. Απόδειξη

Προφανώς ισχύουν οι εγκλισµοί :

N & Z & Q & R.

Οι δύο πρώτοι εγκλισµοί είναι προφανείς ενώ ο τελευταίος είναι η πρόταση 1.3.1.

Ορισµός 1.3.2 Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών που δεν είναι ϱητοί ϑα ονοµάζονται

άρρητοι αριθµοί.

1.4. Αρχιµήδεια ιδιότητα

Πρώτα απ΄ όλα ϑα παραθέσουµε δύο ταυτότητες που ϑεωρούµε απαραίτητες για τη συνέ-

χεια του µαθήµατος :

• ∆ιώνυµο του Νεύτωνα: Για κάθε a, b ∈ R και n ∈ N, ισχύει :

(a + b)n =

(
n
0

)
an +

(
n
1

)
an−1b +

(
n
2

)
an−2b2 + · · · +

(
n
n

)
bn

=

n∑
i=0

n!
i!(n − i)!

an−ibi ,

http://www.math.aegean.gr
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όπου

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! , µε k! = 1 · 2 · 3 · . . . · k και 0! = 1.

• Ανισότητα Bernoulli:
(α) Για κάθε ϕυσικό αριθµό n ≥ 2 και για κάθε x > −1 µε x , 0 ισχύει :

(1 + x)n > 1 + nx.

(ϐ) Για κάθε ϕυσικό αριθµό n και για κάθε x > −1 ισχύει :

(1 + x)n ≥ 1 + nx.

Εφαρµογή 1.4.1 Για κάθε x ∈ R και n ∈ N µε x , 0, n + x > 0 ισχύει :(
1 +

x

n

)n

<
(
1 +

x

n + 1

)n+1
.

Απόδειξη

Θεώρηµα 1.4.2 (Αρχιµήδεια ιδιότητα) Αν α > 0 και � ∈ R, τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός

n0 τέτοιος ώστε, για κάθε n ∈ N µε n ≥ n0 να ισχύει � < nα. Ειδικότερα, για κάθε � ∈ R
υπάρχει ϕυσικός αριθµός n µε � < n. Απόδειξη

Πόρισµα 1.4.3 (Θεώρηµα Ευδόξου) Για κάθε > 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε

n > n0, ισχύει
1
n < . Απόδειξη

Παρατήρηση 1.4.4 Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Ευδόξου, όπως ϑα δούµε στο επόµενο

κεφάλαιο, η ακολουθία
1
n έχει όριο το 0.

Πρόταση 1.4.5 Μεταξύ δύο άνισων πραγµατικών αριθµών α, � υπάρχουν άπειροι ϱητοί

και άρρητοι αριθµοί. Απόδειξη

http://www.math.aegean.gr
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1.5. ∆ιαστήµατα στο R

Αν α, � ∈ R, α ≤ �, τότε ονοµάζουµε διάστηµα του R ή απλά διάστηµα µε άκρα τα α και

� κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα:

•I1 = (α, �) := {x ∈ R | α < x < �} ανοικτό διάστηµα.

•I2 = [α, �] := {x ∈ R | α ≤ x ≤ �} κλειστό διάστηµα.

•I3 = [α, �) := {x ∈ R | α ≤ x < �} κλειστό αριστερά και ανοικτό δεξιά διάστηµα.

•I4 = (α, �] := {x ∈ R | α < x ≤ �} ανοικτό αριστερά και κλειστό δεξιά διάστηµα.

Βλέπουµε ότι : sup I1 = �, sup I2 = max I2 = �, sup I3 = � και sup I4 = max I4 = �.

Ορισµός 1.5.1 Μήκος του διαστήµατος µε άκρα α και � ονοµάζουµε το µη αρνητικό αριθ-

µό � − α.

Είναι ϕανερό ότι αν α = � τότε (α, �) = ∅ (το κενό σύνολο) και [α, �] = {α} = {�}
(µονοσύνολα).

Ορισµός 1.5.2 Για α ∈ R ονοµάζουµε µη ϕραγµένο διάστηµα του R µε άκρο α κάθε ένα

από τα µη ϕραγµένα σύνολα:

•J1 = (−∞, α) := {x ∈ R | x < α} ανοικτό άνω ϕραγµένο διάστηµα.

•J2 = (−∞, α] := {x ∈ R | x ≤ α} κλειστό άνω ϕραγµένο διάστηµα.

•J3 = (α,+∞) := {x ∈ R | α < +∞} ανοικτό κάτω ϕραγµένο διάστηµα.

•J4 = [α,+∞) := {x ∈ R | α ≤ +∞} κλειστό κάτω ϕραγµένο διάστηµα.

Είναι ϕανερό ότι sup J1 = α, sup J2 = max J2 = α ενώ sup J3 = sup J4 = +∞.

http://www.math.aegean.gr
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Κεφάλαιο 2

Ακολουθίες

2.1. Ορισµός ακολουθίας πραγµατικών αριθµών

Ορισµός 2.1.1 Με τον όρο ακολουθία πραγµατικών αριθµών ή πραγµατική ακο-

λουθία ονοµάζουµε µια πραγµατική συνάρτηση α µε πεδίο ορισµού το σύνολο των ϕυσικών

αριθµών N. ∆ηλαδή

α : N −→ R.

Η τιµή της ακολουθίας α στο n ∈ N συµβολίζεται αn (αντί α(n)). Η ακολουθία συµβο-

λίζεται

(αn)n∈N ή απλά (αn),

ή αναλυτικότερα

α1, α2, α3, . . . , αn , . . .

Συνήθως για να οριστεί η ακολουθία δίνεται η έκφραση του γενικού όρου της ακολου-

ϑίας αn από την οποία προκύπτουν οι όροι της ακολουθίας για τις διάφορες τιµές του

http://www.math.aegean.gr
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n ∈ N.

Παράδειγµα 2.1.2 Η ακολουθία (αn)n∈N µε γενικό όρο αn = 2(n + 1) − 3 έχει τους παρα-

κάτω όρους :

1, 3, 5, . . . , 2(n + 1) − 3, . . .

Ορισµός 2.1.3 Μια ακολουθία (αn)n∈N λέγεται γνησίως αύξουσα, αν και µόνον αν για

κάθε ϕυσικό n ∈ N είναι αn < αn+1.

Μια ακολουθία (αn)n∈N λέγεται αύξουσα, αν και µόνον αν για κάθε ϕυσικό n ∈ N είναι

αn ≤ αn+1.

Μια ακολουθία (αn)n∈N λέγεται γνησίως ϕθίνουσα, αν και µόνον αν για κάθε ϕυσικό

n ∈ N είναι αn+1 < αn.

Μια ακολουθία (αn)n∈N λέγεται ϕθίνουσα, αν και µόνον αν για κάθε ϕυσικό n ∈ N
είναι αn+1 ≤ αn.

Αν µια ακολουθία είναι ή γνησίως αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα τότε λέγεται γνησίως

µονότονη.

Αν µια ακολουθία είναι ή αύξουσα ή ϕθίνουσα τότε λέγεται µονότονη.

Παρατήρηση 2.1.4 Είναι ϕανερό ότι, αν οι όροι µιας ακολουθίας είναι εναλλάξ ϑετικοί

και αρνητικοί, τότε η ακολουθία δεν είναι µονότονη. Π.χ. η ακολουθία αn = (−1)n =

1,−1, 1, . . . , (−1)n , . . . δεν είναι µονότονη.

2.2. ΄Οριο ακολουθίας

΄Ισως η σηµαντικότερη έννοια του Απειροστικού Λογισµού είναι η έννοια του ορίου. Μπο-

ϱούµε να πούµε ότι ο Απειροστικός Λογισµός µελετάει εκείνες τις ιδιότητες των πραγµα-

τικών συναρτήσεων που έµµεσα ή άµεσα συνδέονται µε τα όρια. Στην παράγραφο αυτή

ϑα δώσουµε τον ορισµό του ορίου µιας ακολουθίας. Πιο συγκεκριµένα:
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Ορισµός 2.2.1 Μια ακολουθία (αn) λέµε ότι έχει όριο το ` ∈ R ή ότι συγκλίνει στο ` ∈ R,

όταν για κάθε > 0 υπάρχει ϕυσικός n0 τέτοιος ώστε :

∀n ∈ N, n ≥ n0 ⇒ |an − `| < .

Θα γράφουµε limn→+∞ an = ` ή an → `. Οι ακολουθίες µ΄ αυτή την ιδιότητα ϑα λέγονται

συγκλίνουσες ακολουθίες. Ειδικότερα οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο 0 ϑα λέγονται

µηδενικές ακολουθίες. Μια ακολουθία (αn) η οποία δεν είναι συγκλίνουσα ϑα λέγεται

αποκλίνουσα.

Ορισµός 2.2.2 Μια ακολουθία (αn) λέµε ότι έχει όριο το +∞ (αντίστοιχα το −∞), αν για

κάθε M ∈ R υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ∈ N µε n ≥ n0 να έχουµε an > M
(αντιστ. an < M ).

Θα γράφουµε limn→+∞ an = +∞ (αντιστ. −∞) ή an → +∞ (αντιστ. an → −∞.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι για µια αποκλίνουσα ακολουθία µπορούν να

συµβούν τα ακόλουθα:

• να έχει όριο το +∞ ή το −∞,

• να µην έχει όριο.

Παράδειγµα 2.2.3 Η ακολουθία µε γενικό όρο an =
1
n έχει όριο το 0. Απόδειξη
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y

x
-

6

.

.
. . . .
•
n0 =

[
1
]
+ 1

0
−

Σχηµα 1

Παράδειγµα 2.2.4 ΄Εστω (an), µε an = k µια σταθερή ακολουθία. Τότε limn→+∞ an = k.

Απόδειξη

Παράδειγµα 2.2.5 Θεωρούµε την ακολουθία an = λn µε λ ∈ R*
. Τότε το όριο της (an)

είναι :

lim
n→+∞

an =


0 , λ = 0
+∞ , λ > 0
−∞ , λ < 0

Απόδειξη

Πρόταση 2.2.6 Το όριο µιας συγκλίνουσας ακολουθίας είναι µοναδικό. Απόδειξη

Ορισµός 2.2.7 Μια ακολουθία (an) λέγεται άνω ϕραγµένη αν και µόνον αν (συντ. ανν)

υπάρχει M ∈ R τέτοιο ώστε an ≤ M για κάθε n ∈ N.

Η (an) λέγεται κάτω ϕραγµένη ανν υπάρχει m ∈ R τέτοιο ώστε m ≤ an για κάθε n ∈ N.

Αν η ακολουθία (an) είναι άνω και κάτω ϕραγµένη τότε λέγεται ϕραγµένη.
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Παρατηρήσεις 2.2.8 1) Μια ακολουθία (an) είναι άνω (αντιστ. κάτω) ϕραγµένη αν το

σύνολο τιµών της ακολουθίας {an | n ∈ N} είναι άνω (αντιστ.) κάτω ϕραγµένο.

2) Μια ακολουθία (an) είναι ϕραγµένη αν και µόνον αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

|an | ≤ M για κάθε n ∈ N.

Πρόταση 2.2.9 Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία (an) είναι ϕραγµένη. Απόδειξη

Πρόταση 2.2.10 Αν (an) είναι µια συγκλίνουσα ακολουθία µε limn→+∞ an = `, τότε

limn→+∞ |an | = |`|. Απόδειξη

Παρατηρήσεις 2.2.11 1) Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει εν γένει.

Πράγµατι, έστω γn = (−1)n
. Τότε έχουµε limn→+∞ |γn | = limn→+∞ |1| = 1, όµως η (γn) δεν

συγκλίνει.

2) Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης ισχύει στην περίπτωση όπου ` = 0. ∆ηλαδή

έχουµε

lim
n→+∞

an = 0⇐⇒ lim
n→+∞

|an | = 0.

2.3. Ιδιότητες ορίων ακολουθιών

Στην παράγραφο αυτή ϑα αποδείξουµε ότι απλές πράξεις πάνω στους όρους συγκλινουσών

ακολουθιών οδηγούν στα αναµενόµενα αποτελέσµατα στα όριά τους.

Πρώτα ϑα δείξουµε ότι το όριο του αθροίσµατος δύο ακολουθιών ισούται µε το άθροι-

σµα των ορίων τους :

Πρόταση 2.3.1 ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες τέτοιες ώστε limn→+∞ an = `1 και

limn→+∞ bn = `2. Τότε

lim
n→+∞

(an + bn) = lim
n→+∞

an + lim
n→+∞

bn = `1 + `2.

Απόδειξη

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Ορισµός ακολουθίας . . .

Όριο ακολουθίας

Ιδιότητες ορίων . . .

Σύγκλιση και διάταξη

Η έννοια της . . .

Πράξεις µεταξύ . . .

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 14 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Παρατήρηση 2.3.2 Αν το άθροισµα δύο ακολουθιών συγκλίνει τότε οι ακολουθίες δεν

συγκλίνουν απαραίτητα. Αν ϑέσουµε an = (−1)n
και bn = (−1)n+1

τότε an + bn = 0, άρα

limn→+∞(an + bn) = 0, ενώ οι (an) και (bn) δεν συγκλίνουν.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι το όριο του γινοµένου δύο ακολουθιών ισούται µε το

γινόµενο των ορίων τους :

Πρόταση 2.3.3 ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες τέτοιες ώστε limn→+∞ an = `1 και

limn→+∞ bn = `2. Τότε

lim
n→+∞

(anbn) = ( lim
n→+∞

an)( lim
n→+∞

bn) = `1`2.

Απόδειξη

Λήµµα 2.3.4 ΄Εστω (an) µια ακολουθία τέτοια ώστε limn→+∞ an = ` , 0. Τότε υπάρχει

k ≥ 0 και n0 ∈ N τέτοιο ώστε |an | ≥ k για κάθε n ≥ n0. Απόδειξη

Πρόταση 2.3.5 ΄Εστω (bn) µια ακολουθία τέτοια ώστε limn→+∞ bn = ` , 0. Τότε

lim
n→+∞

1
bn
=

1
limn→+∞ bn

=
1
`

.

Απόδειξη

Στην επόµενη πρόταση αποδεικνύουµε ότι το όριο του πηλίκου δύο ακολουθιών ισού-

ται µε το πηλίκο των ορίων τους.

Πρόταση 2.3.6 ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες τέτοιες ώστε limn→+∞ an = `1 και

limn→+∞ bn = `2 , 0. Τότε

lim
n→+∞

an

bn
=

limn→+∞ an

limn→+∞ bn
=

`1

`2
.

Απόδειξη
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Πρόταση 2.3.7 Το γινόµενο µιας µηδενικής και µιας ϕραγµένης ακολουθίας είναι µηδενι-

κή ακολουθία. Απόδειξη

Παρατηρήσεις 2.3.8 1) Το γινόµενο µηδενικής ακολουθίας µε πραγµατικό αριθµό είναι

µηδενική ακολουθία.

2) Το γινόµενο δύο µηδενικών ακολουθιών είναι µηδενική ακολουθία.

2.4. Σύγκλιση και διάταξη

Στην παράγραφο αυτή µελετάµε τη συµβατότητα της δίαταξης των όρων µιας ακολουθίας

µε τη διάταξη των αντίστοιχων ορίων τους.

Πρόταση 2.4.1 ΄Εστω (an) συγκλίνουσα ακολουθία µε limn→+∞ an = ` , 0. Τότε, υπάρχει

n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 το an είναι οµόσηµο του `. Απόδειξη

΄Αµεση συνέπεια της παραπάνω πρότασης είναι το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 2.4.2 ΄Εστω (an) και (bn) δύο συγκλίνουσες ακολουθίες και έστω ότι υπάρχει

k ∈ N τέτοιο ώστε an ≤ bn για κάθε n ≥ k. Τότε

lim
n→+∞

an ≤ lim
n→+∞

bn.

Απόδειξη

Θεώρηµα 2.4.3 (ισοσυγκλινουσών) ΄Εστω (an) και (γn) δύο συγκλίνουσες ακολουθίες µε

limn→+∞ an = limn→+∞ γn = `. ΄Εστω ότι υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ k να

ισχύει an ≤ bn ≤ γn. Τότε

lim
n→+∞

bn = `.

Απόδειξη
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Στις επόµενες δύο εφαρµογές ϑα υπολογίσουµε τα όρια τριών χαρακτηριστικών ακο-

λουθιών.

Εφαρµογή 2.4.4 ΄Εστω a > 0 ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Τότε

lim
n→+∞

n
√

a = 1.

Απόδειξη

Εφαρµογή 2.4.5 ΄Εστω (an) > 0 µια ακολουθία ϑετικών όρων. Αν limn→+∞ an = a > 0
τότε

lim
n→+∞

n
√

an = 1.

Απόδειξη

Εφαρµογή 2.4.6 ΄Εχουµε ότι :

lim
n→+∞

n
√

n = 1.

Απόδειξη

2.5. Η έννοια της υπακολουθίας

Αν (αn) είναι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών και (kn) είναι µια γνησίως αύξουσα

ακολουθία ϕυσικών αριθµών, δηλαδή µια απεικόνιση kn µε πεδίο ορισµού το N και τιµές

στο N έτσι ώστε kn+1 > kn για κάθε n ∈ N. Τότε η σύνθεσή τους akn = (α ◦ k)(n) είναι µια

ακολουθία

αk1 , αk2 , . . . , αkn , . . .

πραγµατικών αριθµών που ονοµάζεται υπακολουθία της (αn ) και συµβολίζεται µε (αkn )n∈N.

Είναι προφανές ότι οι όροι της υπακολουθίας (αkn )n∈N είναι και όροι της ακολουθίας (αn).
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Παράδειγµα 2.5.1 ΄Εστω αn =
1
n για κάθε n ∈ N, µε όρους

1,
1
2

,
1
3

,
1
4

, . . . ,
1
n

, . . . .

Θεωρώ την γνησίως αύξουσα ακολουθία των ϕυσικών αριθµών kn = 2n. Από την σύνθεση

αυτών των δύο προκύπτει η υπακολουθία αkn µε όρους :

1
2

,
1
4

,
1
6

, . . . ,
1

2n
, . . .

Πρόταση 2.5.2 Αν η ακολουθία (αn)n∈N συγκλίνει στο α, τότε κάθε υπακολουθία της

(αkn )n∈N συγκλίνει στο α. Απόδειξη

Πρόταση 2.5.3 ΄Εστω η ακολουθία an = an
, n ∈ N, a ∈ R. Τότε

lim
n→+∞

an =


0 , αν |a| < 1
1 , αν a = 1
+∞ , αν a > 1

Αν a ≤ −1 τότε δεν υπάρχει το όριο της (an). Απόδειξη

Πρόταση 2.5.4 Κάθε µονότονη και ϕραγµένη ακολουθία (αn)n∈N συγκλίνει στο αντίστοιχο

supremum ή infimum του πεδίου τιµών της ακολουθίας. Απόδειξη

Θεώρηµα 2.5.5 (Bolzano-Weirstrass) Κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει µια συγκλίνουσα

υπακολουθία. Απόδειξη

Πρόταση 2.5.6 ΄Εστω (an) ακολουθία. Αν για κάθε > 0 υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για

κάθε n, m ≥ n0 να ισχύει |an − am | < , τότε η ακολουθία συγκλίνει. Απόδειξη
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Μια ακολουθία που ικανοποιεί τη συνθήκη της παραπάνω πρότασης ονοµάζεται ϐα-

σική ακολουθία ή ακολουθία Cauchy. Από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης

προκύπτει ότι κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει. Επίσης είναι εύκολο να αποδειχθεί το

αντίστροφο, δηλαδή ότι κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ακολουθία Cauchy, αν χρησι-

µοποιήσουµε την τριγωνική ανισότητα |an −am | ≥ |an −a|+ |am −a|. Εποµένως στο σύνολο

των πραγµατικών αριθµών το σύνολο των συγκλινουσών ακολουθιών είναι ταυτόσηµο µε

το σύνολο των ακολουθιών Cauchy.

Εφαρµογή 2.5.7 (Ο αριθµός e) Ο αριθµός e, που ονοµάζεται αριθµός Euler, είναι το

κοινό όριο των ακολουθιών µε γενικούς όρους :

αn = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · +

1
n!

, �n =

(
1 +

1
n

)n

, n ∈ N,

και αποτελεί τη ϐάση των Νεπέρειων λογαρίθµων. Απόδειξη

Παρατήρηση 2.5.8 Σύµφωνα µε τον τύπο του Euler που προέκυψε από τις εργασίες του A.
de Moivre έχουµε ότι για κάθε x ∈ R

eix = cos x + i sin x.

Συνεπώς για x = π προκύπτει η σχέση µεταξύ των αριθµών e και π:

eiπ + 1 = 0.

2.6. Πράξεις µεταξύ ακολουθιών στο R ∪ {±∞}

Στον παρακάτω πίνακα ϑα παραθέσουµε εποπτικά τις πράξεις µεταξύ ακολουθιών που

συγκλίνουν ή έχουν όριο το ±∞. Η απόδειξή τους αφήνεται στον αναγνώστη.
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an → ±∞ και bn → ±∞ =⇒ (an + bn)→ ±∞
an → a ∈ R και bn → ±∞ =⇒ (an + bn)→ ±∞
an → ±∞ και bn → ±∞ =⇒ (anbn)→ ±∞
an → −∞ και bn → +∞ =⇒ (anbn)→ −∞

an → a ∈ R και bn → ±∞ =⇒ (anbn)→
{
±∞ , αν a > 0
∓∞ , αν a < 0

an → a ∈ R και bn → ±∞ =⇒
an

bn
→ 0

an → a ∈ R \ {0} και bn → 0 (bn > 0) =⇒
an

bn
→

{
+∞ , αν a > 0
−∞ , αν a < 0

an → a ∈ R \ {0} και bn → 0 (bn < 0) =⇒
an

bn
→

{
−∞ , αν a > 0
+∞ , αν a < 0

an → +∞ και xn → +∞ =⇒ axn
n → +∞

an → +∞ και xn → −∞ =⇒ axn
n → 0

an → a και xn → +∞ =⇒ axn
n →

{
+∞ , αν a > 1
0 , αν 0 < a < 1

an → 0 και xn → +∞ =⇒ axn
n → 0

an → +∞ και xn → x =⇒ axn
n →

{
+∞ , αν x > 0
0 , αν x < 0

Από τον παραπάνω πίνακα δεν προκύπτει κανένα συµπέρασµα για το όριο :

• Του αθροίσµατος (an + bn), όταν limn→+∞ an = +∞ και limn→+∞ bn = −∞. Σ΄ αυτή

την περίπτωση λέµε ότι η (an + bn) παρουσιάζει την απροσδιόριστη µορφή (+∞) + (−∞).
• Του γινοµένου (anbn) όταν limn→+∞ an = 0 και limn→+∞ bn = ±∞. Θα λέµε ότι

έχουµε την απροσδιόριστη µορφή 0 · ±∞.

• Του πηλίκου
an

bn
όταν limn→+∞ an = ±∞ και limn→+∞ bn = ±∞ (απροσδιόριστη µορφή

±∞

±∞
) ή limn→+∞ an = 0 και limn→+∞ bn = 0 (απροσδιόριστη µορφή

0
0 ).

• Της εκθετικής axn
n όταν limn→+∞ an = 1 και limn→+∞ xn = +∞ (απροσδιόριστη µορφή

1+∞)
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΄Οπως ϕένεται στα επόµενα παραδείγµατα, από τις ακολουθίες που παρουσιάζουν µια

από τις παραπάνω απροσδιόριστες µορφές, άλλες δεν έχουν όριο και άλλες έχουν όριο,

όχι όλες το ίδιο, πεπερασµένο ή άπειρο.

Παραδείγµατα 2.6.1 1) ΄Εστω οι ακολουθίες µε γενικούς όρους an = 5n και bn = −n.

Είναι limn→+∞ an = +∞, limn→+∞ bn = −∞ και limn→+∞(an + bn) = limn→+∞ 4n = +∞.

Αν an = n και bn = (−1)n − n είναι πάλι limn→+∞ an = +∞, limn→+∞ bn = −∞, αλλά

τώρα η (an + bn) = (−1)n
δεν έχει όριο.

2) Αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες an =
1
n και bn = 3n. Είναι λοιπόν limn→+∞

1
n = 0,

limn→+∞ bn = +∞ και limn→+∞(anbn) = 3.

Ας πάρουµε όµως την an =
2
n3 και την bn = 3n, έχουµε πάλι limn→+∞ an = 0,

limn→+∞ bn = +∞ και limn→+∞(anbn) = limn→+∞
6
n2 = 0.
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Κεφάλαιο 3

Συναρτήσεις-΄Ορια Συναρτήσεων

3.1. Γενικά

Οι συναρτήσεις µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε στα επόµενα είναι πραγµατικές συναρ-

τήσεις πραγµατικής µεταβλητής, δηλαδή f : A −→ R, όπου A µη κενό υποσύνολο του

R.

Το σύνολο A ονοµάζεται πεδίο ορισµού της συνάρτησης f . Επίσης το σύνολο των

εικόνων των στοιχείων του A συµβολίζεται µε f (A) και λέγεται εικόνα του A. ∆ηλαδή

f (A) := {y ∈ R | ∃x ∈ A τέτοιο ώστε f (x) = y}.

Μια συνάρτηση f : A −→ R λέγεται συνάρτηση ᾿᾿ επί ᾽᾽, όταν f (A) = B.

Μια συνάρτηση f : A −→ R λέγεται συνάρτηση ᾿᾿ 1-1 ᾽᾽, όταν :

∀ x1, x2 ∈ A, x1 , x2 =⇒ f (x1) , f (x2)
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ή, µε αντιθετοαντιστροφή:

∀ x1, x2 ∈ A, f (x1) = f (x2) =⇒ x1 = x2.

΄Εστω f1, f2 δύο πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες στα A και B αντιστοίχως. Εάν

f1(A) ⊆ B τότε ορίζουµε την σύνθεση f2 ◦ f1 τη συνάρτηση:

f2 ◦ f1 : A −→ R µε (f2 ◦ f1)(x) = f2(f1(x)).

Παράδειγµα 3.1.1 ΄Εστω οι συναρτήσεις f1 και f2 µε f1(x) =
√

1 − x2 και f2(x) = 3x + 2
που είναι ορισµένες στο A = [−1, 1] και B = R αντιστοίχως. Θα εξετάσουµε αν ορίζονται οι

συναρτήσεις f2 ◦ f1 και f1 ◦ f2.

΄Εχουµε: f1(A) ⊆ R και εποµένως ορίζεται η f2 ◦ f1 και είναι : (f2 ◦ f1)(x) = f2(f1(x)) =
3
√

1 − x2 + 2 µε x ∈ A.

Επίσης αν περιορίσουµε την f2 στο B′ = [−1,− 1
3 ] τότε f2(B′) = [−1, 1] κι έτσι µπορούµε

να ορίσουµε την σύνθεση: f1 ◦ f2(x) = f1(f2(x)) =
√

1 − (3x + 2)2 µε x ∈ B′. Είναι ϕανερό

ότι f2 ◦ f1 , f1 ◦ f2.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η f είναι µία ᾿᾿ 1-1 ᾽᾽ συνάρτηση τέτοια ώστε f (A) = B.

Ορίζουµε τη συνάρτηση f −1 : B −→ R που σε κάθε στοιχείο y ∈ B αντιστοιχούµε το

µοναδικό στοιχείο x ∈ A για το οποίο ισχύει f (x) = y. Η συνάρτηση f −1
ονοµάζεται

αντίστροφη της f . Η αντίστροφη συνάρτηση ικανοποιεί τις παρακάτω εξισώσεις :

(1) f −1(f (x)) = x για κάθε x ∈ A.

(2) f (f −1(y)) = y για κάθε y ∈ B.

Παρατήρηση 3.1.2 Αν σε µια ᾿᾿ 1-1 ᾽᾽ συνάρτηση f : A −→ R µας δίνεται ο τύπος της, τότε

µπορούµε πολλές ϕορές τον τύπο της αντίστροφής της ως εξήσ:

Λύνουµε την εξίσωση y = f (x) ως προς x (αν αυτό είναι δυνατό), οπότε παίρνουµε την

εξίσωση x = g(y), που δίνει την εξίσωση της αντίστροφης. Κατόπιν αντικαθιστούµε στην

x = g(y) το x µε το y και το y µε το x, οπότε παίρνουµε την y = g(x).
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Πρόταση 3.1.3 ΄Εστω f : A −→ R µια συνάρτηση γνησίως µονότονη. Τότε υπάρχει η f −1

µε πεδίο ορισµού το B = f (A), η οποία έχει το ίδιο είδος µονοτονίας. Απόδειξη

3.2. Είδη συναρτήσεων

(1) Πολυωνυµικές συναρτήσεις: Με τον όρο αυτό εννοούµε τις συναρτήσεις f : R −→ R
που ορίζονται από τους τύπους της µορφής:

f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn , x ∈ R,

όπου a0, a1, . . . an είναι δεδοµένοι πραγµατικοί αριθµοί και an , 0. Ο αριθµός n λέγεται

ϐαθµός της πολυωνυµικής συνάρτησης. Αν a1 = a2 = · · · = an = 0, δηλαδή αν f (x) = a0
για κάθε x ∈ R, η συνάρτηση λέγεται σταθερά και ο ϐαθµός της είναι 0 αν a0 , 0, ενώ

δεν ορίζεται ϐαθµός αν a0 = 0. Οι πολυωνυµικές συναρτήσεις πρώτου ϐαθµού λέγονται

συνήθως γραµµικές.

(2) Ρητές συναρτήσεις: Με το όρο αυτό εννοούµε συναρτήσεις f : A −→ R που

ορίζονται από τους τύπους της µορφής:

f (x) =
P(x)
Q(x)

=
a0 + a1x + · · · + anxn

b0 + b1x + · · · + bmxm
,

δηλαδή είναι πηλίκα δύο πολυωνύµων. Το A εδώ είναι το σύνολο των πραγµατικών x για

τους οποίους Q(x) , 0 και υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο Q δεν είναι ταυτοτικά ίσο µε

µηδέν. Αποδεικνύεται ότι υπάρχουν το πολύ m πραγµατικοί αριθµοί x για τους οποίους

ισχύει Q(x) = 0. Οι αριθµοί αυτοί λέγονται ϱίζες του Q.

(3) Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: Θεωρούµε δύο κάθετους άξονες x ′Ox, y′Oy στο

επίπεδο και ϑυµόµαστε ότι σε κάθε (διατεταγµένο) Ϲευγάρι πραγµατικών αριθµών (x, y)
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αντιστοιχεί µονοσήµαντα ένα σηµείο του επιπέδου µε τετµηµένη x (δηλ. προσηµασµένη

προβολή στον άξονα x ′Ox) και τεταγµένη (δηλ. προσηµασµένη προβολή στον άξονα y′Oy)

y.

Θεωρούµε επίσης µια περιφέρεια µε κέντρο 0 και ακτίνα 1 διαγραµµένη µε ϕορά

αντίθετη µε τη ϕορά των δεικτών του ωρολογίου. Παρατηρούµε κατ΄ αρχήν ότι για κάθε

πραγµατικό θ υπάρχει ένα σηµείο M(x, y) πάνω στην περιφέρεια τέτοιο ώστε το τόξο AM
να είναι θ ακτίνια. Φυσικά σε δύο διαφορετικούς αριθµούς φ, θ είναι δυνατόν να αντι-

στοιχεί το ίδιο σηµείο M . Η ικανή και αναγκαία συνθήκη γι΄ αυτό είναι : ᾿᾿ θ − φ=ακέραιο

πολλαπλάσιο του 2π ᾽᾽.

Οι συναρτήσεις sin (ηµίτονο), cos (συνηµίτονο) και tan (εφαπτοµένη) ορίζονται τώρα ως

εξής :

sin θ = y, θ ∈ R

cos θ = x, θ ∈ R

tan θ = y/x, θ ∈ R \ {(2k + 1)
π

2
| k ∈ Z}.

(4) Εκθετικές συναρτήσεις: Για κάθε a > 0 µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση

f η οποία σε κάθε x ∈ R αντιστοιχεί το ϑετικό αριθµό ax
. ∆ηλαδή µπορούµε να ορίσουµε

µια συνάρτηση f του R στο R µε

f (x) = ax .

Η f λέγεται εκθετική συνάρτηση µε ϐάση a. ΄Οταν η ϐάση είναι το e, τότε η συνάρτηση

f (x) = ex

ονοµάζεται εκθετική συνάρτηση (χωρίς να αναφέρεται η ϐάση).

Για την εκθετική συνάρτηση µε ϐάση a αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες :

(i) Αν a > 1, τότε η f (x) = ax
είναι γνησίως αύξουσα.

(ii) Αν a < 1, τότε η f (x) = ax
είναι γνησίως ϕθίνουσα.
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(iii) Αν a = 1, τότε η f (x) = ax
είναι σταθερή συνάρτηση µε τιµή 1.

(iv) Αν x > 0, τότε a > b ⇒ ax > bx

(v) Αν x < 0, τότε a > b ⇒ ax < bx
.

(5) Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: Η συνάρτηση f (x) = sin x έχει πε-

δίο ορισµού όλο το R και σύνολο τιµών το [−1, 1]. Αν περιορίσουµε την f στο [−π/2, π/2]
τότε είναι ᾿᾿ 1-1 ᾽᾽ και έχει σύνολο τιµών πάλι το [−1, 1]. Εποµένως ορίζεται η αντίστροφη

απεικόνιση της f , στο [−1, 1], που ονοµάζεται τόξο ηµιτόνου και συµβολίζεται µε arcsin x.

∆ηλαδή για έναν αριθµό x ∈ [−1, 1] µε arcsin x συµβολίζουµε το τόξο από −π/2 ως π/2
που έχει ηµίτονο το x. ΄Οµοια ο περιορισµός της συνάρτησης g(x) = cos x στο [0, π] είναι

᾿᾿ 1-1 ᾽᾽ και έχει σύνολο τιµών το [−1, 1]. ΄Αρα ορίζεται η αντίστροφη απεικόνιση της g, στο

[−1, 1] η οποία ονοµάζεται τόξο συνηµιτόνου και συµβολίζεται µε arccos x. ∆ηλαδή για

έναν αριθµό x ∈ [−1, 1] µε arccos x συµβολίζουµε το τόξο από 0 ως π που έχει συνηµίτονο

το x. Κατά τον ίδιο τρόπο ορίζουµε τις αντίστροφες συναρτήσεων των συναρτήσεων tan x
και cot x. ∆ηλαδή arctan = tan−1 : R −→ R είναι η συνάρτηση τόξο εφαπτοµένης και

arccot = cot−1 : R −→ R είναι η συνάρτηση τόξο συνεφαπτοµένης.

(6) Λογαριθµικές συναρτήσεις: Η εκθετική συνάρτηση f (x) = ax
είναι γνησίως

µονότονη για a > 0, a , 1. Εποµένως σύµφωνα µε την πρόταση ;;; ορίζεται η αντίστροφη

συνάρτηση f −1
στο f (R) = R*

+ και έχει το ίδιο είδος µονοτονίας µε την f . Την αντίστροφη

της εκθετικής συνάρτησης µε ϐάση a τη συµβολίζουµε f (x) = loga(x) και την ονοµάζουµε

λογαριθµική συνάρτηση µε ϐάση a. ΄Οταν η ϐάση είναι το e τότε η αντίστροφη συνάρτηση

της f (x) = ex
ονοµάζεται λογαριθµική συνάρτηση και συµβολίζεται µε f (x) = log(x).

Για τη λογαριθµική συνάρτηση µε ϐάση a αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες :

(i) Αν a > 1, τότε η f (x) = loga(x) είναι γνησίως αύξουσα.

(ii) Αν a < 1, τότε η f (x) = loga(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.

(iii) Αν a = 1, τότε η f (x) = ax
είναι σταθερή συνάρτηση µε τιµή 1.

(iv) Για κάθε x1, x2 ∈ R
*
+,

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2.
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(v) Για κάθε x1, x2 ∈ R
*
+,

loga(
x1

x2
) = loga x1 − loga x2.

(7) Υπερβολικές συναρτήσεις: Στη συνέχεια ϑα όρίσουµε τις υπερβολικές συναρ-

τήσεις οι οποίες έχουν ιδιότητες παρόµοιες µε αυτές των τριγονοµετρικών συναρτήσεων.

Οι συναρτήσεις αυτές είναι :

sinh x =
ex − e−x

2
, υπερβολικό ηµίτονο

cosh x =
ex + e−x

2
, υπερβολικό συνηµίτονο

tanh x =
ex − e−x

ex + e−x
, υπερβολική εφαπτοµένη.

Οι υπερβολικές συναρτήσεις ορίζονται για όλα τα x ∈ R. Παραθέτουµε µερικές ιδιότητες

των υπερβολικών συναρτήσεων (οι αποδείξεις είναι απλές και αφήνονται στον αναγνώστη):

cosh2 x − sinh2 x = 1,

sinh(−x) = − sinh x,

cosh(−x) = cosh x,

tanh x =
sinh x

cosh x
,

sinh 2x = 2 sinh x cosh x,

cosh 2x = sinh2 x + cosh2 x.

3.3. ΄Ορια συναρτήσεων

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε το ᾿᾿ όριο ᾽᾽ µιας συνάρτησης f (x) όταν το x τείνει

σε έναν πραγµατικό αριθµό ή στο ±∞. Η διαισθητική εικόνα που έχουµε στο µυαλό µας
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είναι η εξής : ᾿᾿ Η f (x) συγκλίνει στον αριθµό a, όταν το x τείνει στο x0, αν και µόνον αν

η παράσταση |f (x) − a| µπορεί να γίνει όσο ϑέλουµε µικρή, όταν το x είναι αρκετά κοντά

στο x0. Πιο συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 3.3.1 ΄Εστω x0 ∈ R και f µια συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού A περιέχει

τουλάχιστον ένα ανοικτό διάστηµα µε άκρο x0. Θα λέµε ότι η f έχει στο x0 όριο:

• το ` ∈ R, όταν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε 0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − `| < ε.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→x0

f (x) = `.

• το +∞, όταν για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε 0 < |x − x0| < δ =⇒ f (x) > M.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→x0

f (x) = +∞.

• το −∞, όταν για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε 0 < |x − x0| < δ =⇒ f (x) < −M.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→x0

f (x) = −∞.

Στη συνέχεια ϑα δώσουµε τον ορισµό του ορίου µιας συνάρτησης στο +∞:
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Ορισµός 3.3.2 ΄Εστω f συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού A δεν είναι ϕραγµένο άνω.

Θα λέµε ότι f έχει στο +∞ όριο :

• το ` ∈ R, όταν για κάθε ε > 0 υπάρχει X0 > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε x > X0 =⇒ |f (x) − `| < ε.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→+∞

f (x) = `.

• το +∞, όταν για κάθε M > 0 υπάρχει X0 > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε x > X0 =⇒ f (x) > M.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→+∞

f (x) = +∞.

• το −∞, όταν για κάθε M > 0 υπάρχει X0 > 0, τέτοιο ώστε

∀x ∈ A, µε x > X0 =⇒ f (x) < −M.

Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→+∞

f (x) = −∞.

Πρόταση 3.3.3 Αν µια συνάρτηση f : A −→ R έχει στο σηµείο x0 όριο, τότε αυτό είναι

µοναδικό. Απόδειξη

3.4. Πλευρικά όρια

Στην παράγραφο αυτή ϑα εξετάσουµε την συµπεριφορά µιας συνάρτησης f που δεν έχει

όριο στο x0 ∈ R. Πιο συγκεκριµένα, εξετάζουµε το όριο του περιορισµού της f σ΄ ένα

διάστηµα της µορφής (x0, b) ή της µορφής (a, x0). Γενικά δίνουµε τον επόµενο ορισµό:
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Ορισµός 3.4.1 ΄Εστω x0 ∈ R και µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού A.

• Αν το A περιέχει τουλάχιστον ένα διάστηµα της µορφής (x0, b) και ο περιορισµός f1
της f στο (x0, b) έχει στο x0 όριο `, ϑα λέµε ότι η f έχει στο x0 όριο από δεξιά το `. Στην

περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→x+0

f (x) = `.

• Αν το A περιέχει τουλάχιστον ένα διάστηµα της µορφής (a, x0) και ο περιορισµός f2
της f στο (a, x0) έχει στο x0 όριο `, ϑα λέµε ότι η f έχει στο x0 όριο από αριστερά το `.
Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

lim
x→x−0

f (x) = `.

Παράδειγµα 3.4.2 Θεωρούµε τη συνάρτηση

f (x) =
|x |

x
.

Υπολογίστε το limx→0+ f (x) και το limx→0− f (x).

Ο περιορισµός f1 της f στο (0,+∞) είναι η σταθερή συνάρτηση µε τιµή 1 και συνεπώς

limx→0+ f (x) = 1. Επίσης ο περιορισµός f2 της f στο (−∞, 0) είναι σταθερή συνάρτηση −1
και συνεπώς limx→0− f (x) = −1.

Σχετικά µε τα πλευρικά όρια µιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 3.4.3 ΄Εστω f µια συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού A περιέχει ένα σύνολο

της µορφής (a, x0)∪(x0, b). Η f έχει στο x0 όριο ` ∈ R∪{+∞,−∞}, αν και µόνον αν υπάρχουν

τα πλευρικά της όρια στο x0 και είναι ίσα µε `. Απόδειξη

Ας εξετάσουµε τώρα για λίγο τη σχέση µεταξύ υπάρξεως ορίου και υπάρξεως πλευρικών

ορίων.
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Παράδειγµα 3.4.4 Η συνάρτηση f (x) = tan x δεν έχει όριο στο π/2 γιατί :

lim
x→ π

2
+
f (x) = −∞ και lim

x→ π
2
−
f (x) = +∞.

Είναι κατ΄ αρχήν τετριµµένο ότι « η ύπαρξη του limx→x0 f (x) (πεπερασµένου ή απεί-

ϱου) συνεπάγεται και την ύπαρξη των limx→x+0 f (x) και limx→x−0 f (x)». Το αντίστροφο

δεν ισχύει, όπως µπορεί κανείς να διαπυστώσει εξετάζοντας τα παρακάτω παραδείγµατα:

Παραδείγµατα 3.4.5 1) ΄Εστω f (x) = [x] και x0 ∈ Z. Για να υπολογίσουµε το όριο της f
στο x0 ∈ Z ϑεωρούµε τα ανοικτά διαστήµατα (x0 −1, x0) και (x0, x0 +1) αντίστοιχα αριστερά

και δεξιά του σηµείου x0. Εποµένως έχουµε :

lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x+0

f (x)|(x0−1,x0) = lim
x→x0

x = x0,

ενώ

lim
x→x+0

f (x) = lim
x→x+0

f (x)|(x0,x0+1) = lim
x→x0

(x + 1) = x0 + 1,

άρα το limx→x0 f (x) δεν υπάρχει.

2) ΄Εστω

f (x) =
{

0 , x ≤ 0
sin 1

x , x > 0

Εύκολα δείχνουµε ότι limx→0− f (x) = 0. Θα δείξουµε ότι το όριο από δεξιά limx→0+ f (x) δεν

υπάρχει. ∆ιαισθητικά, κοιτώντας τη γραφική παράσταση (σχήµα ;;;), ϐλέπουµε ότι όταν το

x → 0+ από δεξιά, η f (x) πλησιάζει όλο το ευθύγραµµο τµήµα: x = 0,−1 ≤ y ≤ 1.

Ας υποθέσουµε λοιπόν, για να ϕτάσουµε σε άτοπο, ότι το limx→0+ f (x) υπάρχει και ισούται

µε a. Θα υπάρχει τότε δ > 0 τέτοιο ώστε

0 < x < δ =⇒ |f (x) − a| <
1
2

.
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Αν πάρουµε τώρα k = [ 1
δ ] + 1, τότε

1
kπ < δ και

1
kπ+π/2 < δ. ΄Αρα στο διάστηµα (0, δ)

υπάρχουν x1, x2 τέτοια ώστε
1
x1
= kπ και

1
x2
= 2kπ + π/2. Τότε, f (x1) = 0, f (x2) = 1 και

εποµένως |0 − a| < 1
2 , |1 − a| < 1

2 οπότε και

1 = |(0 − a) − (1 − a)| ≤ |0 − a| + |1 − a| <
1
2
+

1
2
= 1,

που είναι ϕυσικά άτοπο.

3.5. Μελέτη του ορίου συνάρτησης µε ακολουθίες

Στη συνέχεια ϑα παραθέσουµε µια πρόταση που ανάγει την µελέτη του ορίου συνάρτησης,

στη µελέτη ακολουθιών και αποτελεί ένα εύχρηστο κριτήριο κυρίως για την µη ύπαρξη

ενός ορίου.

Πρόταση 3.5.1 Μια συνάρτηση f : A −→ R έχει στο σηµείο x0 ∈ R ∪ {+∞,−∞} όριο

` ∈ R ∪ {+∞,−∞}, αν και µόνον αν, για κάθε ακολουθία (xn) (xn ∈ A και xn , x0), µε

xn → x0, ισχύει limn→+∞ f (xn) = `. Απόδειξη

Παρατήρηση 3.5.2 Για να ισχύει η πρόταση 3.5.1 ϑα πρέπει για κάθε ακολουθία xn → x0
να ισχύει f (xn) → `. ΄Ετσι, αν υπάρχουν δύο ακολουθίες (xn) → x0 και (x ′n) → x0 για τις

οποίες

lim
n→+∞

f (xn) , lim
n→+∞

f (x ′n)

τότε το όριο της f στο x0 δεν υπάρχει.

Παράδειγµα 3.5.3 Θεωρούµε τη συνάρτηση

f (x) =
{

sin 1
x , x , 0

0 , x = 0 .
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Θα δείξουµε ότι το limx→0 f (x) δεν υπάρχει. Θα χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω πρόταση:

Θεωρούµε τις ακολουθίες του R \ {0}, xn =
1

2πn+ π
2

και x ′n =
1

2πn . ΄Εχουµε limn→+∞ xn =

limn→+∞ x ′n = 0. ΄Οµως, limn→+∞ f (xn) = limn→+∞ sin(2πn + π
2 ) = 1 και limn→+∞ f (x ′n) =

limn→+∞ sin(2πn) = 0. ΄Αρα σύµφωνα µε την πρόταση 3.5.1 και την παρατήρηση 3.5.2 το

limx→0 f (x) δεν υπάρχει.

3.6. Ιδιότητες ορίων

Στην παράγραφο αυτή ϑα µελετήσουµε κάποιες ιδιότητες των ορίων.

Πρόταση 3.6.1 ∆ίνονται οι συναρτήσεις f, g και h, ορισµένες στο A και υπάρχουν τα όρια

στο x0, limx→x0 f (x), limx→x0 g(x).
(i) Αν για κάποιο δ > 0 και κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ ισχύει f (x) ≤ g(x), τότε

limx→x0 f (x) ≤ limx→x0 g(x). Ειδικότερα, αν f (x) = c (αντ. g(x) = c′) σταθερή συνάρτηση,

τότε c ≤ limx→x0 g(x) (αντ. limx→x0 ≤ c′).
(ii) Αν για κάποιο δ > 0 και κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ ισχύει f (x) ≤ h(x) ≤ g(x) και

limx→x0 f (x) = limx→x0 g(x), τότε υπάρχει το limx→x0 h(x) στο x0 και τα τρία όρια είναι ίσα.

Παραδείγµατα 3.6.2 1) ∆είξτε ότι ισχύει :

lim
x→x0

sin x

x
= 1.

Για κάθε x ∈
(
−π
2 , π

2

)
ισχύουν | sin x | ≤ |x | ≤ | tan x |, οπότε για κάθε x , 0 έχουµε

| cos x |

| sin x |
≤

1
|x |
≤

1
| sin x |

και κατά συνέπεια πολλαπλασιάζοντας µε | sin x | έχουµε

| cos x | ≤
| sin x |

|x |
≤ 1.

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Γενικά

Είδη συναρτήσεων

Όρια συναρτήσεων

Πλευρικά όρια

Μελέτη του ορίου . . .

Ιδιότητες ορίων

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 33 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Επειδή όµως limx→0 | cos x | = 1, από την πρόταση 3.6.1(ιι) παίρνουµε τη Ϲητούµενη σχέση.

2) Υπολογίστε το όριο : limx→0(1 + x)
1
x .

Θέτουµε y = 1
x . Αν x → 0+, τότε y → +∞. Συνεπώς, limx→0+ (1 + x)

1
x = limy→+∞(1 +

1
y )y = e. Αντίστοιχα, αν x → 0−, τότε y → −∞ και κατά συνέπεια limx→0− (1 + x)

1
x =

limy→−∞(1 + 1
y )y = e. (σεε εξαµπλε ;;;)

3) Υπολογίστε το όριο limx→0
log(1+x)

x .

Από τις ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης έχουµε :
log(1+x)

x = log((1 + x)
1
x ). ΄Αρα

lim
x→0

log(1 + x)
x

= lim
x→0

log((1 + x)
1
x )

= log(lim
x→0

(1 + x)
1
x ) (pr ′otash???)

= log e

= 1.

4) Για κάθε a > 0, υπολογίστε το όριο : limx→0
ax−1

x .

Θέτουµε y = ax − 1. Αν x → 0, τότε y→ 0. Επίσης

y = ax − 1 ↔ y + 1 = ax

↔ log(y + 1) = log(ax )
↔ log(y + 1) = x log(a)

↔ x =
log(y + 1)

log a
(1).
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Τελικά έχουµε

lim
x→0

ax − 1
x

= lim
y→0

y
log(y+1)

log a

= lim
y→0

y log a

log(y + 1)

= lim
y→0

y

log(y + 1)
log a

= log a.

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Γενικά

Είδη συναρτήσεων

Όρια συναρτήσεων

Πλευρικά όρια

Μελέτη του ορίου . . .

Ιδιότητες ορίων

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 35 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

f (x) = xa , a > 0, A = [0,+∞)
limx→x0 xa = xa

0 , x0 ∈ [0,+∞)
limx→+∞ xa = +∞

f (x) = xa , a < 0, A = (0,+∞)
limx→x0 xa = xa

0 , x0 ∈ (0,+∞)
limx→+∞ xa = 0
limx→0 xa = +∞

f (x) = ax , a > 1, A = R
limx→x0 ax = ax0 , x0 ∈ R
limx→+∞ ax = +∞

limx→−∞ ax = 0

f (x) = ax , (0 < a < 1), A = R
limx→x0 ax = ax0 , x0 ∈ R
limx→+∞ ax = 0
limx→−∞ ax = +∞

f (x) = log x, A = (0,+∞)
limx→x0 log x = log x0, x0 ∈ (0,+∞)
limx→+∞ log x = +∞
limx→−∞ log x = −∞

f (x) = log x
xa , (a > 0), A = (0,+∞)

limx→x0
log x
xa =

log x0
xa

0
, x0 ∈ (0,+∞)

limx→+∞
log x
xa = 0

limx→−∞ log x = −∞

f (x) = ex

xa , (a > 0), A = (0,+∞)
limx→x0

ex

xa =
ex0

xa
0

, x0 ∈ (0,+∞)
limx→+∞

ex

xa = +∞

f (x) = ex

x , (a > 0), A = R \ {0}
limx→+∞

ex

x = +∞

limx→0+
ex

x = +∞ limx→0−
ex

x = −∞

limx→−∞
ex

x = 0
f (x) =

(
1 + 1

x

)x
limx→±∞

(
1 + 1

x

)x
= e

Λήµµα 3.6.3 Αν υπάρχει το limx→x0 f (x), τότε υπάρχουν δ > 0 και M ∈ R τέτοια ώστε

|f (x)| < M για κάθε x του πεδίου ορισµού της f για το οποίο ισχύει 0 < |x − x0| < δ.

Απόδειξη

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Γενικά

Είδη συναρτήσεων

Όρια συναρτήσεων

Πλευρικά όρια

Μελέτη του ορίου . . .

Ιδιότητες ορίων

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 36 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Λήµµα 3.6.4 Αν limx→x0 g(x) = b , 0, τότε υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x στο πεδίο

ορισµού της g,

0 < |x − x0| < δ =⇒ |g(x)| >
|b|

2
> 0.

Απόδειξη

Πρόταση 3.6.5 ΄Εστω f, g δύο συναρτήσεις ορισµένες στο A και limx→x0 f (x) = `1 και

limx→x0 g(x) = `2, µε `1, `2 ∈ R ∪ ±∞, τότε ισχύουν :

(i) limx0 (f (x) ± g(x)) = limx0 f (x) ± limx0 g(x).
(ii) limx0 (f (x) · g(x)) = limx0 f (x) · limx0 g(x) και limx0 (af (x)) = a limx0 f (x), όπου a ∈ R.

(iii) limx0
f (x)
g(x) =

limx0 f (x)
limx0 g(x) , µε limx0 g(x) , 0.

(iv) limx0 (f (x))g(x) = (limx0 f (x))limx0 g(x)
, όταν f (x) ≥ 0 και το δεύτερο µέλος έχει νόηµα.

(v) lim k
√

f (x) = k
√

lim f (x) (k ∈ N), όταν f (x) ≥ 0 σε µια περιοχή του x0. Απόδειξη

Στην συνέχεια ϑα εφαρµόσουµε την παραπάνω προτάση για να υπολογίσουµε τα όρια

ενός πολυωνύµου και µιας ϱητής συνάρτησης.

Εφαρµογή 3.6.6 Να µελετηθούν τα όρια του πολυωνύµου

P(x) = xk + a1xk−1 + · · · + ak

(α) στο x0 ∈ R και (ϐ) στα σηµεία x0 = +∞ και x0 = −∞. Απόδειξη

Εφαρµογή 3.6.7 Να µελετηθούν τα όρια της ϱητής συνάρτησης

R(x) =
P(x)
Q(x)

=
xn + a1xn−1 + · · · + an

xm + a1xm−1 + · · · + am

στα σηµεία x0 = ±∞ και στις ϱίζες του πολυωνύµου Q(x). Απόδειξη
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Κεφάλαιο 4

Συνέχεια Συναρτήσεων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε τη συνέχεια πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατικής

µεταβλητής.

4.1. Ορισµός Συνέχειας

∆ιαισθητικά η έννοια της συνέχειας µιας συνάρτησης f συνδέεται µε την γεωµετρική έννοια

της αδιάκοπα συνεχιζόµενης καµπύλης της γραφικής παράστασης της f . Πιο συγκεκρι-

µένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω f : A −→ R µια πραγµατική συνάρτηση και x0 ∈ A. Η f είναι

συνεχής στο x0 αν και µόνον αν limx→x0 f (x) = f (x0).

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ορίου 3.3.1, ο παραπάνω ορισµός γράφεται ως εξής :
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Η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνον αν

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω ∀x ∈ A µε |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < .

Αν µια συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο x0 τότε λέγεται ασυνεχής στο x0.

Η συνέχεια µιας συνάρτησης f σ΄ ένα σηµείο x0 ∈ A ερµηνεύεται γεωµετρικά ως εξής :

Για κάθε > 0 µπορούµε να ϐρούµε κατάλληλο δ > 0 έτσι ώστε αν πάρουµε οποιοδήποτε

x µεταξύ του x0 − δ και του x0 + δ η εικόνα του (το f (x)) ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του f (x0) −
και του f (x0) + (ϐλ. σχήµα 1):

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Ορισµός Συνέχειας

Είδη Ασυνέχειας- . . .

Αρχή της µεταφοράς

Ιδιότητες Συνεχών . . .

Οµοιόµορφη Συνέχεια

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 39 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Παρατήρηση 4.1.2 Παρατηρούµε ότι στον παραπάνω ορισµό της συνέχειας γράφουµε |x−
x0| < δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < ενώ από τον ορισµό του ορίου έχουµε 0 < |x − x0| < δ =⇒

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Ορισµός Συνέχειας

Είδη Ασυνέχειας- . . .

Αρχή της µεταφοράς

Ιδιότητες Συνεχών . . .

Οµοιόµορφη Συνέχεια

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 40 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

|f (x) − f (x0)| < . ΄Οµως για την συνέχεια έχουµε x0 ∈ A και ισχύει 0 = |x0 − x0| < δ =⇒
|f (x0) − f (x0)| = 0 < . ΄Αρα, το 0 παραλείπεται.

Αν η f δεν είναι συνεχής σ΄ ένα σηµείο x0 τότε συµβαίνει ένα από τα παρακάτω:

(i) ∆εν υπάρχει το limx→x0 f (x).

(ii) Υπάρχει το limx→x0 f (x) αλλά είναι διαφορετικό από το f (x0).

Ορισµός 4.1.3 Μια συνάρτηση f : A −→ R είναι συνεχής από δεξιά σ΄ ένα σηµείο x0
του πεδίου ορισµού της ανν limx→x+0 = f (x0) ή ισοδύναµα χρησιµοποιώντας τον ορισµό :

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, µε x0 ≤ x < x0 + δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < .

Η f είναι συνεχής από αριστερά ανν limx→x−0 = f (x0) ή ισοδύναµα χρησιµοποιώντας τον

ορισµό :

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, µε x0 − δ < x ≤ x0 =⇒ |f (x) − f (x0)| < .

Πρόταση 4.1.4 Μια συνάρτηση f : (a, b) −→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ (a, b), ανν είναι

συνεχής από δεξιά και από αριστερά στο x0. Απόδειξη

Στο παρακάτω σχήµα (σχ. 1α) διακρίνουµε µια συνάρτηση όπου είναι συνεχής στο x1,

συνεχής από δεξιά στο x2, ασυνεχής στο x3 και δεν ορίζεται στο x4:
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Σχετικά µε τις πράξεις µεταξύ συνεχών συναρτήσεων ισχύει η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 4.1.5 Θεωρούµε τις συναρτήσεις f, g : A −→ R. Αν οι f, g είναι συνεχείς στο

σηµείο x0 ∈ A, τότε και οι συναρτήσεις :

(i)f + g, (ii)f · g,
(iii) f

g αν g(x0) , 0, (iv) k
√

f ∀k ∈ N, αν f (x) ≥ 0 σε µια περιοχή του x0

είναι συνεχείς στο x0. Απόδειξη
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Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι η σύνθεση δύο συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής

συνάρτηση:

Θεώρηµα 4.1.6 (σύνθεση συνεχών, συνεχής) ΄Εστω f : A −→ R συνεχής στο x0 ∈ A και

g : B −→ R µε f (A) ⊆ B, συνεχής στο f (x0) ∈ B. Τότε η συνάρτηση g ◦ f : A −→ R είναι

συνεχής στο x0 ∈ R. Απόδειξη

Μια γενίκευση του παραπάνω ϑεωρήµατος είναι η παρακάτω πρόταση. Η απόδειξη

είναι ανάλογη µε την απόδειξη του παραπάνω ϑεωρήµατος :

Πρόταση 4.1.7 ΄Εστω f : A −→ R, x0 ∈ A και limx→x0 f (x) = b ∈ B. ΄Εστω g : B −→ R µε

f (A) ⊆ B, συνεχής στο b ∈ B. Τότε

lim
x→x0

g(f (x)) = g(b) = g( lim
x→x0

(f (x))).

Απόδειξη

Παράδειγµα 4.1.8 Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = sin(x2+x). Για να ϐρούµε το limx→0 f (x),
χρησιµοποιώντας την παραπάνω πρόταση έχουµε :

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

sin(x2 + x)

= sin(lim
x→0

(x2 + x))

= 0.

Παρατήρηση 4.1.9 Η παραπάνω πρόταση µπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί και στην αλ-

λαγή µεταβλητής για την εύρεση ορίου. Πιο συγκεκριµένα, έστω ότι αναζητούµε το όριο

µιας συνάρτησης h σ΄ ένα σηµείο x0. Μετατρέπουµε την h σε σύνθεση g ◦ f δύο άλλων
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συναρτήσεων έτσι ώστε να υπάρχει το limx→x0 f (x) = x1 (µε f (x) , x1 για x , x0) καθώς και

το limy→x1 g(y). Τότε σύµφωα µε την πρόταση 4.1.7, αν ϑέσουµε f (x) = y, έχουµε

lim
x→x0

g(f (x)) = g( lim
x→x0

f (x))

= g(x1)
= lim

y→x1
g(y),

άρα το Ϲητούµενο limx0 h = limx0 g ◦ f ανάγεται στο limx1 g(y).

Παράδειγµα 4.1.10 Υπολογίστε το limx→+∞ x sin 1
x . Πρώτα απ΄ όλα έχουµε :

x sin
1
x
=

sin 1
x

1
x

.

Αν ϑέσουµε f (x) = 1
x και g(y) = sin y

y , ϑα έχουµε x sin 1
x = g(f (x)). Επειδή limx→+∞

1
x = 0 και

limy→0
sin y

y = 1, από την παραπάνω παρατήρηση ϑα έχουµε limx→+∞ g(f (x)) = 1. ∆ηλαδή,

lim
x→+∞

x sin
1
x
= 1.

Στην συνέχεια δίνουµε τον ορισµό της συνέχειας µιας συνάρτησης σ΄ ένα σύνολο:

Ορισµός 4.1.11 ΄Εστω f : A −→ R. Αν B ⊆ A, τότε η f λέγεται συνεχής στο B ανν η f
είναι συνεχής για κάθε x0 ∈ B. Ειδικότερα η f λέγεται συνεχής ανν η f είναι συνεχής για

κάθε σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της A.

Παράδειγµα 4.1.12 Θεωρούµε την εκθετική συνάρτηση f (x) = ex
. Η f είναι συνεχής για

κάθε x ∈ R, συνεπώς η f είναι συνεχής.
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Παράδειγµα 4.1.13 ∆ίνεται η συνάρτηση

f (x) =


√

x−α�
3√x−1 , x ∈ [0, 1)

� − 1
2 , x = 1

sin(x−1)+γx−γ
x2−4x+3 , x ∈ (1, 3)

.

Θα υπολογίσουµε τα α, �, γ ∈ R, ώστε η συνάρτηση f (x) να είναι συνεχής στο x0 = 1.

Παρατηρούµε ότι limx→1− f (x) = limx→1−
√

x−α�
3√x−1 . Εποµένως, αν 1−α� , 0, τότε limx→1− f (x) =

±∞. ΄Αρα η περίπτωση 1 − α� , 0 δεν µπορεί να γίνει δεκτή.

(i) Αν 1 = α�, τότε έχουµε limx→1− f (x) = limx→1−
√

x−1
3√x−1 . Χρησιµοποιούµε τον µετα-

σχηµατισµό: y = 6
√

x. Συνεπώς έχουµε
√

x = y3
και

3
√

x = y2
. Επίσης παρατηρούµε ότι

αν x → 1−, τότε y→ 1−. Εποµένως,

lim
x→1−

f (x) = lim
y→1−

y3 − 1
y2 − 1

= lim
x→1−

(y − 1)(y2 + y + 1)
(y − 1)(y + 1)

=
3
2

. (1)
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Για το όριο από δεξιά έχουµε:

lim
x→1+

f (x) = lim
x→1+

sin(x − 1) + γx − γ

x2 − 4x + 3

= lim
x→1+

sin(x − 1) + γx − γ

(x − 1)(x − 3)

= lim
x→1+

(
sin(x − 1)

(x − 1)(x − 3)
+

γ

x − 3

)
= lim

x→1+

sin(x − 1)
(x − 1)

lim
x→1+

1
(x − 3)

+ lim
x→1+

γ

(x − 3)
.

Εποµένως limx→1+ f (x) = 1
(
−1
2

)
−

γ
2 = −

γ+1
2 . Πρέπει να έχουµε limx→1− f (x) = limx→1+ f (x) =

f (1). ∆ηλαδή από την (1) προκύπτει :
3
2 = −

γ+1
2 ή γ + 1 = −3, δηλαδή γ = −4. Από τη

σχέση limx→1 = f (1), προκύπτει ότι
3
2 = �− 1

2 ή � = 2. Από τη σχέση α� = 1, έχουµε α = 1
2 .

4.2. Είδη Ασυνέχειας-Συνεχής Επέκταση

Αν µια συνάρτηση f : A −→ R δεν είναι συνεχής σ΄ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της,

τότε λέγεται ασυνεχής στο x0 και το x0 λέγεται σηµείο ασυνέχειας της f . ∆ηλαδή µια

συνάρτηση f είναι ασυνεχής στο x0 ∈ A, αν και µόνον αν :

1) Το όριο της f στο x0 δεν είναι πραγµατικός αριθµός ή

2) Το limx→x0 f (x) είναι πραγµατικός αριθµός αλλά είναι διαφορετικός από το f (x0).
Υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση f είναι ασυνεχής σ΄ ένα σηµείο x0 ∈ A. Αν τα όρια της

f από δεξιά και από αριστερά στο σηµείο αυτό υπάρχουν τότε η ασυνέχεια ονοµάζεται

ασυνέχεια πρώτου είδους. Αν επιπλεόν τα πλευρικά όρια είναι ίσα, δηλαδή έχουµε

limx→x+0 f (x) = limx→x−0 f (x) (, f (x0)), τότε η ασυνέχεια ονοµάζεται εξουδετερώσιµη.

Αν τα πλευρικά όρια είναι διαφορετικά µεταξύ τους (limx→x+0 f (x) , limx→x−0 f (x)) τότε η
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ασυνέχεια δεν είναι εξουδετερώσιµη και ϑα λέµε ότι η f παρουσιάζει στο x0 άλµα. Αν

τώρα ένα ή και τα δύο όρια limx→x+0 f (x), limx→x−0 f (x) δεν υπάρχουν τότε η ασυνέχεια

στο x0 λέγεται δευτέρου είδους. ΄Οταν µια συνάρτηση f παρουσιάζει εξουδετερώσιµη

ασυνέχεια σ΄ ένα σηµείο x0, τότε µπορούµε να κατασκευάσουµε µια επέκταση f̃ της f η

οποία είναι συνεχής στο x0. Πιο συγκεκριµένα έχουµε:

Ορισµός 4.2.1 ΄Εστω f : A \ {x0} −→ R, µε limx→x0 f (x) = ` ∈ R. Ορίζουµε τη συνάρτηση

f̃ : A −→ R µε

f̃ (x) =
{

f (x) , x , x0
` , x = x0

.

Τότε η f̃ είναι συνεχής στο x0 και ονοµάζεται συνεχής επέκταση της f στο x0.

Παραδείγµατα 4.2.2 1) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R \ {1} −→ R µε f (x) = x2
για κάθε

x ∈ R \ {1}. Μπορούµε να ϐρούµε µια συνάρτηση f̃ , επέκταση της f , η οποία είναι συνεχής

στο x0 = 1 (ϐλ. σχήµα 2a και 2b). Πράγµατι, επειδή έχουµε limx→1 f (x) = 1, αρκεί να

ϑέσουµε

f̃ (x) =
{

f (x) , x , 1
1 , x = 1 ,
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2) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R \ {0} −→ R, µε f (x) = sin x
x . ∆είχνουµε ότι η f

επεκτείνεται συνεχώς στο 0. Πράγµατι έχουµε limx→0
sin x

x = 1. ΄Αρα, αν ϑέσουµε

f̃ (x) =
{ sin x

x , x , 0
1 , x = 0 ,

η f̃ είναι συνεχής επέκταση της f στο 0.

4.3. Αρχή της µεταφοράς

Στην συνέχεια ϑα παραθέσουµε ένα κριτήριο για τη συνέχεια µιας συνάρτησης σ΄ ένα

σηµείο x0 µε τη ϐοήθεια ακολουθιών. Αυτό το κριτήριο ϐασίζεται στην πρόταση 3.5.1.

Πιο συγκεκριµένα:
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Πρόταση 4.3.1 ΄Εστω f : A −→ R και x0 ∈ A. Η f είναι συνεχής στο x0 ανν για κάθε

ακολουθία (xn) ∈ A µε limn→+∞ xn = x0 έχουµε limn→+∞ f (xn) = f (x0). Απόδειξη

Παρατήρηση 4.3.2 Η παραπάνω πρόταση χρησιµοποιείται τις περισσότερες ϕορές ως κρι-

τήριο για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f δεν είναι συνεχής σ΄ ένα σηµείο x0. Πράγµατι, για

να ισχύει η πρόταση 4.3.1 ϑα πρέπει για κάθε ακολουθία xn → x0 να ισχύει f (xn)→ f (x0).
΄Ετσι, αν υπάρχει ακολουθία (xn) µε xn → x0 για την οποία

lim
n→+∞

f (xn) , f (x0)

τότε η f δεν είναι συνεχής στο x0.

Παραδείγµατα 4.3.3 1) Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στο x0 = 0 τη συνάρτηση

f (x) =
{ 1

x , x , 0
0 , x = 0 .

Θα χρησιµοποιήσουµε την αρχή της µεταφοράς : Θεωρούµε την ακολουθία του R \ {0},
xn =

1
n . ΄Εχουµε limn→+∞ xn = 0. ΄Οµως, limn→+∞ f (xn) = limn→+∞ n = +∞ , f (0). ΄Αρα

η f δεν είναι συνεχής στο x0 = 0.

2) Εξετάστε ως προς τη συνέχεια στο x0 = 0 τη συνάρτηση

f (x) =
{

sin 1
x , x , 0

0 , x = 0 .

Θα χρησιµοποιήσουµε την αρχή της µεταφοράς : Θεωρούµε την ακολουθία του R \ {0}, xn =
1

2πn+ π
2
. ΄Εχουµε limn→+∞ xn = 0. ΄Οµως, limn→+∞ f (xn) = limn→+∞ sin(2πn+ π

2 ) = 1 , f (0).
΄Αρα η f δεν είναι συνεχής στο x0 = 0.

2) ∆είξτε ότι η συνάρτηση Dirichlet:

f (x) =
{

0 , αν x ϱητός

1 , αν x άρρητος
,
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δεν είναι συνεχής σε κανένα σηµείο του πεδίου ορισµού της.

Για τη µελέτη της συνάρτησης Dirichlet, χρειαζόµαστε το παρακάτω σηµαντικό αποτέλε-

σµα:

Το σύνολο των ϱητών Q και των άρρητων R \Q είναι πυκνά υποσύνολα του R:

(a) Για κάθε πραγµατικό αριθµό x ∈ R, υπάρχει ακολουθία ϱητών αριθµών (an) ∈ Q τέτοια

ώστε

lim
n→+∞

an = x.

(b) Για κάθε πραγµατικό αριθµό y ∈ R, υπάρχει ακολουθία άρρητων αριθµών (bn) ∈ R \ Q
τέτοια ώστε

lim
n→+∞

bn = y.

Θεωρούµε τώρα x0 ∈ R ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της f . Υποθέτουµε πρώτα ότι x0 ∈ Q.

Από την ιδιότητα (b) υπάρχει ακολουθία bn ∈ R \ Q τέτοια ώστε limn→+∞ bn = x0. ΄Οµως

από τον ορισµό της f έχουµε, limn→+∞ f (bn) = limn→+∞ 1 = 1 , 0 = f (x0). Αντίστοιχα,

αν υποθέσουµε ότι x0 ∈ R \ Q, τότε από την ιδιότητα (a) υπάρχει ακολουθία an ∈ Q τέτοια

ώστε limn→+∞ an = x0. ΄Οµως από τον ορισµό της f έχουµε, limn→+∞ f (an) = limn→+∞ 0 =
0 , 1 = f (x0). Εποµένως, είτε το x0 είναι ϱητός είτε είναι άρρητος, µπορούµε να ϐρούµε

ακολουθία γn ∈ R µε γn −→ x0 καθώς n → +∞ και limn→+∞ f (γn) , f (x0) ΄Αρα από την

αρχή της µεταφοράς (ϐλ. παρατήρηση 4.3.2), η f είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου

ορισµού της.

4.4. Ιδιότητες Συνεχών συναρτήσεων σε κλειστό διά-

στηµα

Θεώρηµα 4.4.1 (Θεώρηµα Bolzano-Weirstrass) ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής και επι-

πλέον ισχύει : f (α) · f (�) < 0. Τότε υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε f (ξ ) = 0. Απόδειξη
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Θεώρηµα 4.4.2 (Ενδιάµεσων τιµών). ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής συνάρτηση. Τότε η f
παίρνει κάθε τιµή µεταξύ της f (α) και f (�). Απόδειξη

Παρατήρηση 4.4.3 Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης 4.4.2 δεν ισχύει. ∆ηλαδή

αν η f παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των α και � δεν συνεπάγεται ότι η f είναι συνεχής.

Πράγµατι ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : [0, 1] −→ R τέτοια ώστε :

f (x) =
{

x , αν x ϱητός

1 − x , αν x άρρητος
.

΄Εχουµε f (0) = 0 και f (1) = 1. Η f παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ 0 και 1 (γιατι ;). ΄Οµως η

f είναι συνεχής µόνο για x = 1
2 (γιατί ;).

Εφαρµογή 4.4.4 (Θεώρηµα σταθερού σηµείου). ΄Εστω f : [α, �] −→ [α, �] συνεχής συ-

νάρτηση. Τότε υπάρχει ξ ∈ [α, �] τέτοιο ώστε f (ξ ) = ξ . Απόδειξη

Θεώρηµα 4.4.5 (Μεγίστης και ελαχίστης τιµής). ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής. Τότε

υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ [α, �], τέτοια ώστε για κάθε x ∈ [α, �] να ισχύει :

f (ξ1) ≤ f (x) ≤ f (ξ2).

Απόδειξη

Εφαρµογή 4.4.6 Να αποδειχτεί ότι κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθµού µε πραγµατικούς

συντελεστές, έχει µια τουλάχιστον πραγµατική ϱίζα. Απόδειξη

Παραδείγµατα 4.4.7 1) Να δείξετε ότι η εξίσωση x4+5x3−x2+x−1 = 0 έχει τουλάχιστον

µία ϱίζα στο διάστηµα (0, 1). Θέτουµε P(x) = x4 + 5x3 − x2 + x − 1. ΄Εχουµε P(0) = 1 και

P(1) = −5. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα 4.4.1 στο διάστηµα (0, 1).
2) Αν f, g είναι δύο συναρτήσεις ορισµένες και συνεχείς στο διάστηµα [0, 1], τέτοιες ώστε

f (0) = g(1), f (1) = g(0) και g(0) , g(1). Να δείξετε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε
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f (ξ ) = g(ξ ). Θεωρούµε τη συνάρτηση h(x) = f (x) − g(x). Η h είναι συνεχής και επιπλέον

έχουµε :

και
h(0) = f (0) − g(0)
h(1) = f (1) − g(1)

}
=⇒

h(0) · h(1) = (f (0) − g(0))(f (1) − g(1))
= f (0)f (1) − g(0)f (1) − f (0)g(1) + g(0)g(1)
= 2f (1)g(1) − (f (1))2 − (g(1))2

= −(f (1) + g(1))2 < 0.

΄Αρα υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε h(ξ ) = 0, δηλαδή f (ξ ) = g(ξ ).

4.5. Οµοιόµορφη Συνέχεια

Η οµοιόµορφη συνέχεια αφορά την συµπεριφορά µιας συνάρτησης σ΄ ένα σύνολο κι όχι

σ΄ ένα σηµείο όπως στη συνέχεια. Πιο συγκεκριµένα:

Ορισµός 4.5.1 ΄Εστω f : A −→ R και X ⊆ A. Θα λέµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής

στο X αν και µόνον αν

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x, x ′ ∈ X µε |x − x ′| < δ =⇒ |f (x) − f (x ′)| < .

Παράδειγµα 4.5.2 ΄Εστω f (x) = x2
. Εξετάζουµε αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.

Για κάθε x, x ′ ∈ R
|f (x) − f (x ′)| = |x2 − x ′2| = |x + x ′||x − x ′|.

Αυτή η ποσότητα δεν µπορεί να είναι < για κάθε x, x ′ ∈ R. Αν όµως περιορίσουµε τη

συνάρτηση f (x) = x2
σ΄ ένα κλειστό και ϕραγµένο σύνολο [a, b], τότε

|x + x ′| ≤ |x | + |x ′| ≤ b + b = 2b.
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΄Αρα

∀ > 0,∃δ = /2b τ.ω. ∀x, x ′ ∈ [a, b] µε |x − x ′| < δ =⇒
|x2 − x ′2| ≤ (|x | + |x ′|)|x − x ′| < 2b · (/2b) = .

Ορισµός 4.5.3 Μια συνάρτηση f : A −→ R ϑα λέµε ότι ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz
στο X ⊆ A ανν ∃M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, x ′ ∈ X µε |x−x ′| < δ να έχουµε |f (x)−f (x ′)| <
M · |x − x ′|.

Είναι προφανές ότι αν η f ικανοποιεί τη συνθήκη Lipschitz στο X τότε η f είναι

οµοιόµορφα συνεχής στο X . Πράγµατι αρκεί να επιλέξουµε δ = /M.

Πρόταση 4.5.4 Αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο X , τότε η f είναι συνεχής στο X .

Απόδειξη

Παρατήρηση 4.5.5 Το αντίστροφο της παραπάνω πρότασης δεν ισχύει πάντα.

Τέλος, παραθέτουµε ένα κριτήριο οµοιόµορφης συνέχειας :

Θεώρηµα 4.5.6 Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής σ΄ ένα κλειστό και ϕραγµένο σύνολο

[a, b], τότε είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a, b]. Απόδειξη
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Κεφάλαιο 5

Παράγωγος Συναρτήσεων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετήσουµε την παράγωγο πραγµατικών συναρτήσεων πραγµατι-

κής µεταβλητής.

5.1. Ορισµός και γεωµετρική ερµηνεία Παραγώγου

΄Εστω f : A → R. ΄Εστω ότι το πεδίο ορισµού A της f περιέχει τουλάχιστον ένα ανοικτό

διάστηµα µε άκρο το x0. ∆ίνουµε το ακόλουθο ορισµό:

Ορισµός 5.1.1 Η f λέγεται παραγωγίσιµη στο x0 ανν το limx→x0
f (x)−f (x0)

x−x0
υπάρχει και

είναι πραγµατικός αριθµός.

Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 τότε ο αριθµός

f ′(x0) := lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0
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λέγεται παράγωγος της f στο x0.

Παρατήρηση 5.1.2 Αν στον παραπάνω ορισµό της παραγώγου ϑέσουµε h = x − x0, τότε

έχουµε h → 0 και ο παραπάνω ορισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης σ΄ ένα σηµείο x0
γράφεται :

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)
h

.

Στη συνέχεια δίνουµε τη γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου.
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Η τέµνουσα ευθεία που περνά από τα σηµεία A,Γ έχει εξίσωση:

y − f (a) =
f (a + h) − f (a)

h
(x − a).

Αν υποθέσουµε ότι h −→ 0, τότε το Γ τείνει να συµπέσει µε το A οπότε η τέµνουσα γίνεται

εφαπτοµένη της f στο a. Η παράγωγος µιας συνάρτησης f σ΄ ένα σηµείο a, είναι ο

συντελεστής διεύθυνσης της f στο σηµείο (a, f (a)).
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5.2. Πλευρικές Παράγωγοι

Αν στο σηµείο x0 υπάρχουν τα πλευρικά όρια της
f (x)−f (x0)

x−x0
, τότε µπορούµε να ορίσουµε

τις πλευρικές παραγώγους της f στο x0. Πιο συγκεκριµένα,

Ορισµός 5.2.1 Αν το limx→x+0
f (x)−f (x0)

x−x0
υπάρχει, τότε λέµε ότι η f παραγωγίζεται στο x0 από

δεξιά και ο αριθµός

f ′+(x0) := lim
x→x+0

f (x) − f (x0)
x − x0

λέγεται δεξιά παράγωγος της f στο x0. Αντίστοιχα, αν το limx→x−0
f (x)−f (x0)

x−x0
υπάρχει, τότε

ο αριθµός

f ′−(x0) := lim
x→x−0

f (x) − f (x0)
x − x0

λέγεται αριστερή παράγωγος της f στο x0.

Παρατήρηση 5.2.2 Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 3.4.3 από τις ιδιότητες των ορίων, η f παρα-

γωγίζεται στο x0 αν και µόνον αν υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι της f στο x0 και είναι

ίσες.

Παράδειγµα 5.2.3 ΄Εστω f : R −→ R τέτοια ώστε f (x) = |x | + |x + 1|. Η f γράφεται :

f (x) =


−2x − 1 , αν x ≤ −1

1 , αν − 1 < x < 0
2x + 1 , αν x ≥ 0

.
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Για x < −1 έχουµε

f ′−(−1) = lim
x→−1−

f (x) − f (−1)
x + 1

= lim
x→−1

−2x − 1 − 1
x + 1

= lim
x→−1

−2(x + 1)
x + 1

= −2

ενώ

f ′+(−1) = lim
x→−1+

f (x) − f (−1)
x + 1

= lim
x→−1

1 − 1
x + 1

= 0.

∆ηλαδή, f ′−(−1) , f ′+(−1) και συνεπώς η f ′(−1) δεν υπάρχει. ΄Οµοια δείχνουµε ότι η f ′(0)
δεν υπάρχει.

Θεώρηµα 5.2.4 ΄Εστω f : A −→ R και x0 ∈ A. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε η f
είναι συνεχής στο x0. Απόδειξη

Παρατήρηση 5.2.5 Το αντίστροφο του παραπάνω ϑεωρήµατος δεν ισχύει πάντα. Για πα-

ϱάδειγµα, έστω f (x) = |x |. Η f είναι συνεχής στο 0. Πράγµατι,

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0−

f (x) = f (0) = 0.
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΄Οµως,

f ′+(0) = lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

x

x
= 1,

ενώ

f ′−(0) = lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

−x

x
= −1.

∆ηλαδή f ′+(0) , f ′−(0) και η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.

΄Εστω f : A −→ R και A′ το σύνολο των στοιχείων του A όπου η f είναι παραγωγίσιµη

(δηλ. το f ′(x0) υπάρχει για κάθε x0 ∈ A′). Τότε µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση

f ′ : A′ −→ R, η οποία αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο x την παράγωγο της f στο σηµείο αυτό.

Ορισµός 5.2.6 Θα λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη σ΄ ένα σύνολο A ανν η f είναι

παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ A.

Ειδικότερα στον παραπάνω ορισµό αν έχουµε A = [a, b], ϑα λέµε ότι η f είναι παρα-

γωγίσιµη στο [a, b] ανν:

(i) η f είναι παραγωγίσιµη στο (a, b),
(ii) υπάρχει η δεξιά παράγωγος της f στο a, και

(iii) υπάρχει η αριστερή παράγωγος της f στο b.
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5.3. Ιδιότητες Παραγώγου-Κανόνας αλυσίδας

Πρόταση 5.3.1 ΄Εστω f : A −→ R και g : A −→ R, x0 ∈ A και f, g παραγωγίσιµες

συναρτήσεις στο x0 ∈ A. Τότε :

(α) Αν k ∈ R, τότε η συνάρτηση kf είναι παραγωγίσιµη στο x0 και (kf )′(x0) = kf ′(x0).
(ϐ) Η f + g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0).

(γ) Η f · g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0).

(δ) Αν g(x0) , 0, τότε η
f
g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0) − f (x0)g′(x0)
g(x0)2 .

Απόδειξη

Θεώρηµα 5.3.2 (Κανόνας αλυσίδας) ΄Εστω f : A −→ R και g : B −→ R µε f (A) ⊆ B. Αν η

f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και η g είναι παραγωγίσιµη στο f (x0), τότε η σύνθεσή τους g ◦ f
είναι παραγωγίσιµη στο x0 και επιπλέον έχουµε :

(g ◦ f )′(x0) = g′(f (x0)) · f ′(x0).

Απόδειξη

Στη συνέχεια ϑα εφαρµόσουµε το παραπάνω ϑεώρηµα για να υπολογίσουµε την πα-

ϱάγωγο της αντίστροφης απεικόνισης.
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Πρόταση 5.3.3 ΄Εστω I ⊆ R ένα διάστηµα και f : I −→ R «1-1». Αν η f είναι παραγω-

γίσιµη στο x0 ∈ I και f ′(x0) , 0, τότε η αντίστροφή της συνάρτηση f −1 : f (I) −→ R είναι

παραγωγίσιµη στο y0 = f (x0) και επιπλέον έχουµε :

(f −1)(y0) =
1

f ′(x0)
.

Απόδειξη

Παράδειγµα 5.3.4 ∆ίνεται η συνάρτηση f (x) = x3 + x. Βρείτε την παράγωγο της f −1
στο

σηµείο y0 = 10.

Η f (x) = x3 + x είναι «1-1»:

f (x) = f (y) =⇒ x3 + x = y3 + y

=⇒ x3 − y3 = y − x

=⇒ (x − y)(x2 + xy + y2) + x − y = 0
=⇒ (x − y)(x2 + xy + y2 + 1) = 0
=⇒ x = y.

Αν y0 = 10 τότε x3
0 + x0 = 10, συνεπώς x0 = 2. Επίσης έχουµε f ′(x) = 3x2 + 1. ΄Αρα από

την παραπάνω πρόταση παίρνουµε

(f −1)′(10) =
1

f ′(2)
=

1
13

.

5.4. Παράγωγοι στοιχειωδών συναρτήσεων

Στην παράγωγο αυτή ϑα υπολογίσουµε την παράγωγο µερικών στοιχειωδών συναρτήσεων.

1) Παράγωγος πολυωνυµικής συνάρτησης. Αν f (x) = a0 + a1x + · · · + anxn

τότε f ′(x) = a1 + 2a2x + · · · + nanxn−1
. Γενικότερα αν f (x) = xa

µε a ∈ R, τότε
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f ′(x) = (xa)′ = axa−1
. Π.χ. (

√
x)′ = (x1/2)′ = 1

2 x−1/2 = 1
2
√

x
. Η απόδειξη αφήνεται

ως άσκηση.

2) Παράγωγος εκθετικής συνάρτησης. Αν f (x) = ax
, µε a > 0, τότε f ′(x) = ax log a.

Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.

3) Παράγωγος λογαριθµικής συνάρτησης. Αν g(x) = log x µε x > 0, τότε (log)′(x) =
1
x . Ως γνωστόν, η g(x) = log x είναι η αντίστροφη συνάρτηση της f (x) = ex

. Από την

πρόταση 5.3.3 ξέρουµε ότι η παράγωγος της αντίστροφης απεικόνισης δίνεται από τον

τύπο

(f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)
ή (f −1)′(x) =

1
f ′(f −1(x))

.

΄Αρα (log)′(x) = (f −1)′(x) = 1
elog x =

1
x .

4) Παράγωγος τριγωνοµετρικών συναρτήσεων.

• (sin x)′ = cos x, ∀x ∈ R. Πράγµατι,

(sin x)′ = lim
h→0

sin(x + h) − sin x

h

= lim
h→0

2 sin h
2 cos(x + h

2 )
h

= lim
h→0

sin h
2

h
2

lim
h→0

cos(x +
h

2
)

= 1 · cos x

= cos x.
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• (cos x)′ = − sin x, ∀x ∈ R. Πράγµατι,

(cos x)′ =
(
sin(

π

2
− x)

)′
=

(
cos(

π

2
− x)

)
· (

π

2
− x)′

= sin x · (−1)
= − sin x.

• (tan x)′ = 1
cos2 x = 1 + tan2 x, ∀x, µε cos x , 0. Πράγµατι,

(tan x)′ =
(

sin x

cos x

)′
=

(sin x)′ cos x − sin x(cos x)′

cos2 x

=
1

cos2 x
= 1 + tan2 x.

• (cot x)′ = − 1
sin2 x

, ∀x, µε sin x , 0. Πράγµατι,

(cot x)′ =
( 1
tan x

)′
= −

(tan x)′

tan2 x

= −

1
cos2 x

sin2 x
cos2 x

= −
1

sin2 x
.

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Ορισµός και . . .

Πλευρικές Παράγωγοι

Ιδιότητες Παραγώγου- . . .

Παράγωγοι . . .

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

>Επόµενες Ενότητες<

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 63 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

5) Παράγωγος αντίστροφων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων.

• (arcsin x)′ = 1
√

1−x2
, ∀x ∈ (−1, 1). Θέτουµε arcsin x = y ⇔ x = sin y. Εποµένως

έχουµε,

(arcsin x)′ = (sin−1 x)′

=
1

cos y

=
1√

1 − sin2 y

=
1

√
1 − x2

.

• (arccos x)′ = − 1
√

1−x2
, ∀x ∈ (−1, 1). Θέτουµε arccos x = y ⇔ x = cos y. Εποµένως

έχουµε,

(arccos x)′ = (cos−1 x)′

= −
1

sin y

= −
1√

1 − cos2 y

= −
1

√
1 − x2

.

• (arctan x)′ = 1
1+x2 , ∀x ∈ R. Θέτουµε arctan x = y ⇔ x = tan y. Εποµένως επειδή
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(tan x)′ = 1 + tan2 x, έχουµε,

(arctan x)′ = (tan−1 x)′

=
1

1 + tan2 y

=
1

1 + x2 .

6) Παράγωγος υπερβολικών συναρτήσεων.

• (sinh x)′ = cosh x, ∀x ∈ R.

• (cosh x)′ = sinh x, ∀x ∈ R.

• (tanh x)′ = 1
cosh2 x

, ∀x ∈ R.

• (coth x)′ = − 1
sinh2 x

, ∀x ∈ R \ {0}.

5.5. Παράγωγοι ανωτέρας τάξης

Η παράγωγος f ′ µιας συνάρτησης f είναι µια νέα συνάρτηση. Εποµένως είναι δυνατό να

είναι κι αυτή παραγωγίσιµη σ΄ ένα υποσύνολο του πεδίου ορισµού της. ΄Ετσι, ϑα ορίζεται

µια άλλη συνάρτηση, η παράγωγος της f ′, που λέγεται δεύτερη παράγωγος της f και

συµβολίζεται µε f ′′. ΄Οµοια η παράγωγος της f ′′ λέγεται τρίτη παράγωγος της f κ.ο.κ.

Γενικά ορίζουµε :

Ορισµός 5.5.1 Η παράγωγος συνάρτηση της συνάρτησης f ′, αν υπάρχει, λέγεται δεύτερη

παράγωγος της f και συµβολίζεται µε f ′′. Επαγωγικά ορίζεται η n-οστή παράγωγος της f
(συµβ. f (n)

), ως η παράγωγος της συνάρτησης f (n−1)
.
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Παραδείγµατα 5.5.2 1) Αν f (x) = (x − a)m
, m ∈ R, τότε f (n)(x) = m(m − 1) . . . (m − n +

1)(x − a)m−n
για n ≤ m.

Η απόδειξη γίνεται µε επαγωγή στο n. Για n = 1 έχουµε f ′(x) = m(x−1)m−1
, που ισχύει.

΄Εστω ότι ισχύει για n. Θα δείξω ότι ισχύει για n + 1:

f (n+1)(x) = (f (n)(x))′

= [m(m − 1) . . . (m − n + 1)(x − a)m−n]′ (από υπόθεση επαγωγής)

= m(m − 1) . . . (m − n + 1)(m − n)(x − a)m−n−1

= m(m − 1) . . . (m − n + 1)(m − (n + 1) + 1)(x − a)m−(n+1).

2) Να υπολογιστεί η n-οστή παράγωγος της f (x) = log(x).

Βρίσκουµε ενδεικτικά τις 4 πρώτες παραγώγους :

f ′(x) =
1
x

, f ′′(x) = −
1
x2 , f ′′′(x) =

2
x3 , f (4)(x) = −

2 · 3
x4 .

Εποµένως µπορούµε να εικάσουµε ότι

f (n)(x) = (−1)n−1 (n − 1)!
xn

.

Το αποδεικνύουµε µε επαγωγή στο n: Για n = 1, έχουµε f ′(x) = 1
x , που ισχύει. ΄Εστω ότι
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ισχύει για n: f (n) = (−1)n−1 (n−1)!
xn . Θα δείξουµε ότι ισχύει για n + 1:

f (n+1)(x) = (f (n)(x))′

=

(
(−1)n−1 (n − 1)!

xn

)
= (−1)n−1(n − 1)!

( 1
xn

)′
= (−1)n−1(n − 1)!(x−n)′

= (−1)n−1(n − 1)!(−nx−n−1)

= (−1)n−1(n − 1)!
−n

xn+1

= (−1)n n!
xn+1 .

5.6. Τα ϐασικά ϑεωρήµατα του διαφορικού λογισµού

Στην αρχή της παραγράφου αυτής ϑα δώσουµε τους ορισµούς των τοπικών και ολικών

ακροτάτων µιας συνάρτησης f .

Ορισµός 5.6.1 ΄Εστω f : A −→ R. Θα λέµε ότι η f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο, σ΄ ένα

σηµείο x0 ∈ A, όταν υπάρχει δ > 0 τ.ω ∀x ∈ A µε |x − x0| < δ να έχουµε f (x) ≤ f (x0).
Θα λέµε ότι η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, σ΄ ένα σηµείο x0 ∈ A, όταν υπάρχει

δ > 0 τ.ω ∀x ∈ A µε |x − x0| < δ να έχουµε f (x0) ≤ f (x).
Θα λέµε ότι η f παρουσιάζει ολικό µέγιστο, σ΄ ένα σηµείο x0 ∈ A, ανν f (x) ≤ f (x0)

∀x ∈ A.

Θα λέµε ότι η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, σ΄ ένα σηµείο x0 ∈ A, ανν f (x0) ≤ f (x)
∀x ∈ A.
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Πρόταση 5.6.2 ΄Εστω f : [a, b] −→ R και f παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, b). Τότε :

a) Αν f ′(x0) > 0, τότε ∃δ > 0 τ.ω. f (x) > f (x0) ∀x ∈ (x0, x0 + δ) και f (x) < f (x0)
∀x ∈ (x0 − δ, x0).

b) Αν f ′(x0) < 0, τότε ∃δ > 0 τ.ω. f (x) < f (x0) ∀x ∈ (x0, x0 + δ) και f (x) > f (x0)
∀x ∈ (x0 − δ, x0). Απόδειξη

Στη συνέχεια παραθέτουµε τα ϐασικά ϑεωρήµατα του διαφορικού λογισµού.

Θεώρηµα 5.6.3 (Fermat) ΄Εστω ότι η f : (α, �) −→ R, παρουσιάζει ακρότατο στο x0 ∈

(α, �). Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, τότε f ′(x0) = 0. Απόδειξη

Παρατηρήσεις 5.6.4 1) Η υπόθεση ότι η f ορίζεται σ΄ ένα ανοικτό διάστηµα είναι ανα-

γκαία. Π.χ. η συνάρτηση f : [0, 1] −→ R µε f (x) = 2x + 1 έχει µέγιστο στο x0 = 1, διότι για

κάθε x ∈ [0, 1] είναι f (x) = 2x + 1 < 3 = f (1), αλλά f ′(1) = 2 , 0.

2) Το αντίστροφο του ϑεωρήµατος δεν ισχύει πάντα. ∆ηλαδή ο µηδενισµός της παραγώ-

γου µιας συνάρτησης δεν εξασφαλίζει την ύπαρξη τοπικού ακροτάτου της συνάρτησης στο

σηµείο αυτό. Π.χ. για την συνάρτηση f (x) = x3
έχουµε f ′(0) = 0, αλλά f (x) > 0 ∀x > 0

και f (x) < 0 ∀x < 0.

3) Μια συνάρτηση µπορεί να έχει ακρότατο σ΄ ένα σηµείο του πεδίου ορισµού της, χωρίς

να είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό. Π.χ. η f (x) = |x | δεν είναι παραγωγίσιµη στο

x0 = 0, αλλά παρουσιάζει ελάχιστο στο σηµείο αυτό.

4) Από το ϑεώρηµα Fermat προκύπτει ότι τα τοπικά ακρότατα µιας συνάρτησης ϑα ανα-

Ϲητηθούν µεταξύ των λύσεων της εξίσωσης f ′(x) = 0.

Θεώρηµα 5.6.5 (Rolle) ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής, παραγωγίσιµη στο (α, �) και

f (α) = f (�). Τότε υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε f ′(ξ ) = 0. Απόδειξη

Εφαρµογή 5.6.6 Να δειχθεί ότι η εξίσωση x2n +αx +� = 0 δεν έχει περισσότερες από δύο

πραγµατικές ϱίζες.
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΄Εστω ότι η x2n + αx + � = 0 έχει τρεις πραγµατικές ϱίζες ρ1 < ρ2 < ρ3. ΄Ετσι για τη

συνάρτηση f (x) = x2n + αx + �, η οποία είναι παραγωγίσιµη στο R, ϑα έχουµε :

και
f (ρ1) = f (ρ2) (= 0)
f (ρ2) = f (ρ3) (= 0) .

Τότε από το ϑεώρηµα Rolle για την f στα διαστήµατα (ρ1, ρ2) και (ρ2, ρ3), υπάρχουν ξ1 ∈

(ρ1, ρ2) και ξ2 ∈ (ρ2, ρ3) τέτοια ώστε f ′(ξ1) = 0 και f ′(ξ2) = 0. ∆ηλαδή, αφού f ′(x) =
2nx2n−1 + a, η εξίσωση 2nx2n−1 + a = 0 ϑα έχει δύο διαφορετικές πραγµατικές ϱίζες ξ1
και ξ2. ΄Ατοπο, διότι η εξίσωση xn = α περιττού ϐαθµού έχει µια µόνο ϱίζα στο R. ΄Αρα η

x2n + αx + � = 0 έχει το πολύ δύο πραγµατικές ϱίζες.

Θεώρηµα 5.6.7 (Μέσης Τιµής (Θ.Μ.Τ.) ) ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής και παραγωγί-

σιµη στο (α, �). Τότε υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε

f ′(ξ ) =
f (�) − f (α)

� − α
.

Απόδειξη

Πρόταση 5.6.8 ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής και παραγωγίσιµη στο (α, �), µε f ′(x) = 0
για κάθε x ∈ (α, �). Τότε η f είναι σταθερή στο [α, �]. Απόδειξη

Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ένα ϐασικό κριτήριο µονοτονίας µιας συνάρτησης χρη-

σιµοποιώντας ιδιότητες της παραγώγου.

Θεώρηµα 5.6.9 ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνεχής και παραγωγίσιµη στο (α, �).
(i) Η f είναι αύξουσα στο [α, �] ανν f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ [α, �].
(ii) Η f είναι ϕθίνουσα στο [α, �] ανν f ′(x) ≤ 0 ∀x ∈ [α, �]. Απόδειξη

Τελειώνοντας την παράγραφο αυτή ϑα δούµε κάποιες εφαρµογές του ϑωρήµατος του

Fermat για την εύρεση ακροτάτων µιας συνάρτησης.
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Θεώρηµα 5.6.10 ΄Εστω f : [a, b] −→ R µια συνεχής συνάρτηση και x0 ∈ (a, b). Υποθέ-

τουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο (a, x0) και στο (x0, b). Τότε :

i) αν υπάρχει µια περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ [a, b] τ.ω.:

και
f ′(x) ≥ 0 για x0 − δ < x < x0
f ′(x) ≤ 0 για x0 < x < x0 + δ,

τότε η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό µέγιστο.

ii) αν υπάρχει µια περιοχή (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ [a, b] τ.ω.:

και
f ′(x) ≤ 0 για x0 − δ < x < x0
f ′(x) ≥ 0 για x0 < x < x0 + δ,

τότε η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό ελάχιστο. Απόδειξη

Παράδειγµα 5.6.11 Βρείτε τα ακρότατα της f : R −→ R µε

f (x) =
{

x2 , x ≤ 1
2 − x , x > 1

Αν x < 1, τότε f ′(x) = 2x. Αν x > 1, τότε f ′(x) = −1. Αν x = 1, τότε

f ′+(1) = limx→1+
f (x)−f (1)

x−1 = limx→1
2−x−1

x−1 = −1
f ′−(1) = limx→1−

f (x)−f (1)
x−1 = limx→1

x2−1
x−1 = 2.

΄Αρα η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 1. ΄Εχουµε :

x −∞ 0 1 +∞

f ′ − + −

f ↘ ↗ ↘

΄Αρα η f παρουσιάζει στο 0 τοπικό ελάχιστο και στο 1 τοπικό µέγιστο.
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Πώς ϐρίσκουµε τα τοπικά ακρότατα:

i) Βρίσκουµε όλα τα σηµεία όπου µηδενίζεται η παράγωγος.

ii) Παίρνουµε τα σηµεία όπου δεν ορίζεται η παράγωγος.

iii) Εξετάζουµε το πρόσηµο της f ′ δεξιά και αριστερά από τα παραπάνω σηµεία :

- Αν αλλάξει πρόσηµο η παράγωγος, τότε είναι τοπικό ακρότατο.

- Αν δεν αλλάξει πρόσηµο η παράγωγος, τότε δεν είναι τοπικό ακρότατο.

Θεώρηµα 5.6.12 ΄Εστω f : [a, b] −→ R µια συνεχής συνάρτηση και x0 ∈ (a, b). Υποθέ-

τουµε ότι η f ′′ υπάρχει και είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα (x0 − δ, x0 + δ) (δ > 0) και ακόµα

f ′(x0) = 0 και f ′′(x0) , 0. Τότε αν f ′′(x0) > 0, η f έχει τοπικό ελάχιστο και αν f ′′(x0) < 0,

η f έχει τοπικό µέγιστο. Απόδειξη

5.7. Ο τύπος του Taylor

΄Ενα χρήσιµο «εργαλείο» για την µελέτη των συναρτήσεων στην Ανάλυση είναι ο τύπος του

Taylor. Πιο συγκεκριµένα µε τον τύπο αυτό «προσεγγίζουµε» τοπικά µια οποιαδήποτε

συνάρτηση µ΄ ένα πολυώνυµο. Ο τύπος του Taylor έχει πολλές εφαρµογές σε κλάδους της

ανάλυσης. Στη παράγραφο αυτή ϑα παραθέσουµε τον τύπο και αρκετές εφαρµογές.

Ο τύπος του Taylor είναι µια γενίκευση του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής σε παραγώγους

ανώτερης τάξης. Πιο συγκεκριµένα ϑα ασχοληθούµε µε το παρακάτω πρόβληµα:

Πρόβληµα: ΄Εστω f µια συνάρτηση που έχει παραγώγους n τάξης σ΄ ένα σηµείο x0.

Να ϐρεθεί ένα πολυώνυµο Pn n-οστού ϐαθµού τέτοιο ώστε :

Pn(x0) = f (x0) και P (k)
n (x0) = f (k)(x0), για k = 1, 2, . . . n (*).

Απάντηση στο παραπάνω πρόβληµα δίνει το ϑεώρηµα του Taylor:

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

>Προηγούµενες Ενότητες<

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

Ο τύπος του Taylor

Εύρεση ορίου . . .

Κυρτές και κοίλες . . .

Ασύµπτωτες-Μελέτη . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 71 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Θεώρηµα 5.7.1 (Τύπος του Taylor) ΄Εστω f : [α, �] −→ R συνάρτηση τέτοια ώστε η f
έχει παραγώγους n-οστής τάξης σ΄ ένα διάστηµα (x0 − δ, x0 + δ). Τότε για οποιδήποτε

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), ∃ξ µεταξύ x και x0 τέτοιο ώστε :

f (x) = f (x0) + x−x0
1! f ′(x0) + (x−x0)2

2! f ′′(x0) + · · · + (x−x0)n−1

(n−1)! f (n−1)(x0) + Rn(x),

όπου Rn(x) = (x−x0)n

n! f (n)(ξ ) ονοµάζεται υπόλοιπο Lagrange. Απόδειξη

Το πολυώνυµο που εµφανίζεται στον τύπο του Taylor:

P(x) = f (x0) +
x − x0

1!
f ′(x0) +

(x − x0)2

2!
f ′′(x0) + · · · +

(x − x0)n−1

(n − 1)!
f (n−1)(x0)

ονοµάζεται προσεγγιστικό πολυώνυµο της f στο x0 τάξης n − 1.

Στο σηµείο x0 = 0, ο τύπος του Taylor λέγεται και τύπος του Mac Laurin και έχει την

εξής µορφή:

f (x) = f (0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) + · · · +

xn−1

(n − 1)!
f (n−1)(0) + Rn(x),

όπου Rn(x) = xn

n! f (n)(ξ ). Επειδή κάθε αριθµός ξ µεταξύ 0 και x µπορεί να γραφεί ξ = θx

µε 0 < θ < 1, τότε το υπόλοιπο γράφεται Rn(x) = (x)n

n! f (n)(θ).

Παράδειγµα 5.7.2 (Ο τύπος του Mac Laurin της εκθετικής συνάρτησης) Υπολογίστε

τον τύπο του Mac Laurin για τη συνάρτηση f (x) = ex
. ΄Εχουµε f (0) = 1 και f (n)(x) = ex

για

κάθε n ∈ N. Συνεπώς έχουµε f (n)(0) = 1 για κάθε n ∈ N. ΄Αρα

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn−1

(n − 1)!
+ Rn(x),

όπου Rn(x) = (x)n

n! eθx
.
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Πρόταση 5.7.3 Για την εκθετική συνάρτηση ισχύει

lim
n→+∞

Rn(x) = 0.

Απόδειξη

Παραδείγµατα 5.7.4 (Ο τύπος του Mac Laurin τριγωνοµετρικών συναρτήσεων)

Υπολογίστε τον τύπο του Mac Laurin του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου.

΄Εχουµε,

f (x) = sin x ⇒ f (0) = 0
f ′(x) = cos x ⇒ f ′(0) = 1
f ′′(x) = − sin x ⇒ f ′′(0) = 0
f (3)(x) = − cos x ⇒ f (3)(0) = −1
...
f (2n−1)(0) = (−1)n+1.

΄Αρα ο τύπος του ηµιτόνου παίρνει την µορφή:

sin x =
x

1!
−

x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n+1 x2n−1

(2n − 1)!
+ R2n(x).

΄Οµοια ϐρίσκουµε και τον τύπο του συνηµιτόνου :

cos x = 1 −
x2

2!
+

x4

4!
− · · · + (−1)n x2n−2

(2n − 2)!
+ R2n−1(x).

Παράδειγµα 5.7.5 (Ο τύπος του Mac Laurin λογαριθµικής συνάρτησης) Υπολογίστε

τον τύπο του Mac Laurin της συνάρτησης f (x) = log(1 + x), για x > −1.

΄Εχουµε,

f (x) = log(1 + x) ⇒ f (0) = log 1
f ′(x) = 1

x+1 ⇒ f ′(0) = 1.
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΄Ασκηση: Βρείτε ότι

f (n)(x) = (−1)n−1 (n−1)!
(1+x)n ⇒ f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!.

΄Αρα

log(1 + x) = 0 +
x

1!
· 1 +

x2

2!
(−1) +

x3

3!
2! + · · ·

xn−1

(n − 1)!
(−1)n−2(n − 2)! + Rn(x)

= x −
x2

2
+

x3

3
+ · · · + (−1)n−2 xn−1

n − 1
+ Rn(x),

όπου Rn(x) = (−1)n−1 xn

n!
1

(1+θx)n .

Εφαρµογή 5.7.6 Θεωρούµε την πολυωνυµική συνάρτηση f (x) = 5x2 + 3x + 2. Υπολογί-

Ϲουµε τον τύπο Mac Laurin της f :

f (x) = 5x2 + 3x + 2 ⇒ f (0) = 2
f ′(x) = 10x + 3 ⇒ f ′(0) = 3

f ′′(x) = 10 ⇒ f ′′(0) = 10
f (3)(x) = 0 ⇒ f (3)(0) = 0

...
...

...
f (n)(x) = 0 ⇒ f (n)(0) = 0.

΄Αρα

f (x) = 2 +
x

1!
· 3 +

x2

2!
· 10 + 0 + · · · + 0

= 2 + 3x + 5x2.

∆ηλαδή, ο τύπος Mac Laurin της f είναι ο ίδιος µε τον τύπο της f .
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Στη συνέχεια υπολογίζουµε τον τύπο του Taylor της f στο x0 = 1:

f (x) = 5x2 + 3x + 2 ⇒ f (1) = 10
f ′(x) = 10x + 3 ⇒ f ′(1) = 13

f ′′(x) = 10 ⇒ f ′′(0) = 10
f (3)(x) = 0 ⇒ f (3)(1) = 0

...
...

...
f (n)(x) = 0 ⇒ f (n)(1) = 0.

΄Αρα έχουµε

f (x) = 10 +
x − 1

1!
· 13 +

(x − 1)2

2!
· 10 + 0 + · · · + 0

= 5(x − 1)2 + 13(x − 1) + 10
= 5(x2 − 2x + 1) + 13(x − 1) + 10
= 5x2 + 3x + 2.

Συµπέρασµα: ΄Εστω f (x) = a0 + a1x + a2x2 + · · · + anxn
µια πολυωνυµική συνάρτηση.

Μπορούµε να αναπτύξουµε το πολυώνυµο f (x) σε δυνάµεις του (x − x0) ϐρίσκοντας το

ανάπτυγµα Taylor της f στο x0.

Παράδειγµα 5.7.7 ∆είξτε ότι ο αριθµός e είναι άρρητος.

Από το ανάπτυγµα Mac Laurin έχουµε :

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · +

xn−1

(n − 1)!
+

xn

n!
eθx , µε 0 < θ < 1.

Για x = 1 παίρνουµε,

e = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · +

1
(n − 1)!

+
1
n!

eθ.
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΄Εστω ότι ο e είναι ϱητός. Τότε e = p
q , µε p, q ∈ Z, q , 0. ΄Αρα 1+ 1

1! +
1
2! + · · ·+

1
(n−1)! +

1
n! e

θ =
p
q . Θεωρούµε n ≥ q + 1 και n ≥ 3. Τότε από την παραπάνω εξίσωση παίρνουµε,

(n − 1)!
p

q
− (n − 1)!

(
1 +

1
1!
+

1
2!
+ · · · +

1
(n − 1)!

)
=

1
n

eθ.

Παρατηρούµε ότι το αριστερό µέλος της εξίσωσης είναι ακέραιος. Θα δείξουµε ότι το δεξί

µέλος δεν είναι ακέραιος, οπότε ϑα καταλείξουµε σε άτοπο. Επειδή 0 < θ < 1, έχουµε

e0 < eθ < e1
και κατά συνέπεια e0 < eθ < e < 3. Για n ≥ 3 έχουµε 0 < 1

n < eθ

n < 3
n ≤ 1.

΄Αρα το
eθ

n δεν µπορεί να είναι ακέραιος. ∆ηλαδή άτοπο. ΄Αρα ο e είναι άρρητος.

Παράδειγµα 5.7.8 Να ϐρεθεί ένα προσεγγιστικό πολυώνυµο ϐαθµού 2 για τη συνάρτηση

f (x) = 3
√

1 + x κοντά στο x0 = 0. ΄Εχουµε,

f (0) = 1
f ′(x) = 1

3 (1 + x)−
2
3 ⇒ f ′(0) = 1

3
f ′′(x) = − 2

9 (1 + x)−
5
3 ⇒ f ′′(0) = − 2

9
f (3)(x) = 10

27 (1 + x)−
8
3 .

΄Αρα

f (x) = f (0) +
x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f ′′(0) + R3(x)

= 1 +
x

3
−

2
9
·

x2

2
+ R3(x),

όπου

R3(x) =
x3

3!
·

10
27

(1 + ξ )−
8
3 =

5x3

3 · 27
(1 + ξ )−

8
3 .
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5.8. Εύρεση ορίου απροσδιόριστης µορφής-Κανόνας De
l’Hospital

Στην αρχή αυτής της παραγράφου ϑα παραθέσουµε µια εφαρµογή του τύπου του Taylor
για την εύρεση ορίου απροσδιόριστης µορφής.

΄Εστω ότι Ϲητείται να ϐρεθεί όριο της µορφής:

lim
x→x0

P(x)
Q(x)

,

το οποίο το οποίο οδηγεί στην απροσδιόριστη µορφή
0
0 ή

±∞

±∞
. Τότε αναπτύσουµε το

αριθµητή P(x) και τον παρονοµαστή Q(x) µε τον τύπου του Taylor τάξης 1 κοντά στο x0 και

αντικαθιστούµε στο αρχικό πηλίκο. Υπολογίζουµε το όριο του καινούργιου πηλίκου. Αν

αυτό υπάρχει τότε αυτό ϑα ισούται και µε το όριο του αρχικού πηλίκου. Αν οδηγούµαστε

πάλι σε απροσδιόριστη µορφή τότε αναπτύσουµε το αριθµητή P(x) και τον παρονοµαστή

Q(x) µε τον τύπου του Taylor τάξης 2 κοντά στο x0 και εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία.

Παραδείγµατα 5.8.1 1) Υπολογίστε το όριο

lim
x→0

ex − 1
x

.

Αναπτύσουµε τον αριθµητή µε τον τύπο του Taylor τάξης 1 στο x0 = 0. ΄Εχουµε,

ex = 1 + x + R2(x),

µε R2(x) = x2

2! eθx
. Είναι προφανές ότι limx→0

R2(x)
x = 0. Εποµένως αντικαθιστώντας στο

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

>Προηγούµενες Ενότητες<

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

Ο τύπος του Taylor

Εύρεση ορίου . . .

Κυρτές και κοίλες . . .

Ασύµπτωτες-Μελέτη . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

αρχικό πηλίκο παίρνουµε :

lim
x→0

ex − 1
x

= lim
x→0

1 + x + R2(x) − 1
x

= lim
x→0

x

x
+ lim

x→0

R2(x)
x

= 1 + 0
= 1.

2) Υπολογίστε το όριο

lim
x→0

sin x

x
.

Αναπτύσουµε τον αριθµητή µε τον τύπο του Taylor τάξης 1 στο x0 = 0. ΄Εχουµε,

sin x = x + R2(x),

µε R2(x) = − x2

2! sin ξ . Είναι προφανές ότι limx→0
R2(x)

x = 0. Εποµένως όµοια µε το παρά-

δειγµα 1) παίρνουµε :

lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

x + R2(x)
x

= lim
x→0

x

x
+ lim

x→0

R2(x)
x

= 1 + 0
= 1.

Στη συνέχεια ϑα παραθέσουµε τον κανόνα De l’Hospital για την εύρεση ορίου απροσ-

διόριστης µορφής
0
0 ή

±∞

±∞
.
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Θεώρηµα 5.8.2 Κανόνας De l’Hospital ΄Εστω f, g συνεχείς στο [x0, a] και παραγωγίσι-

µες στο (x0, a), όπου g′(x) , 0 ∀x ∈ (x0, a). ΄Εστω limx→x+0 f (x) = limx→x+0 g(x) = 0 ή

limx→x+0 f (x) = limx→x+0 g(x) = ±∞. Αν το limx→x+0
f ′(x)
g′(x) = ` ∈ R∪{±∞}, τότε limx→x+0

f (x)
g(x) = `.

Απόδειξη

Παρατήρηση 5.8.3 Προσοχή: Ο παραπάνω κανόνας ισχύει γενικότερα και όταν εχουµε

να υπολογίσουµε όριο x → x0 (δηλ. όχι µόνο για x → x+0 ).

Παράδειγµα 5.8.4 Να ϐρεθεί το όριο limx→0+
sin x
√

x
. ΄Εχουµε

lim
x→0+

sin x
√

x
= lim

x→0+

cos x
1

2
√

x

= lim
x→0+

2 cos x
1
√

x

= lim
x→0+

2
√

x cos x

= 0.

5.9. Κυρτές και κοίλες συναρτήσεις-Σηµεία καµπής

΄Εστω x1, x2 ∈ R και (x1, x2) το ανοικτό διάστηµα µε άκρα τα x1, x2. Τότε το (x1, x2)
γράφεται ως εξής :

(x1, x2) = {λx1 + (1 − λ)x2 | 0 < λ < 1}.

Στην παράγραφο αυτή ϑα ασχοληθούµε µε τις κυρτές συναρτήσεις οι οποίες έχουν την

εξής ιδιότητα : το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο οποιαδήποτε σηµεία της γραφικής

παράστασης της συνάρτησης ϐρίσκεται «πάνω» από την γραφική παράσταση (ϐλ. σχήµα

1). Αντίστοιχα οι κοίλες συναρτήσεις έχουν την ιδιότητα : το ευθύγραµµο τµήµα που
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ενώνει δύο οποιαδήποτε σηµεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ϐρίσκεται

«κάτω» από την γραφική παράσταση. Πιο συγκεκριµένα διατυπώνουµε τις ιδιότητες αυτές

µε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 5.9.1 ΄Εστω I διάστηµα του R. Μια συνάρτηση f : I −→ R λέγεται κυρτή στο I
ανν

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf (x1) + (1 − λ)f (x2),

για κάθε λ, µε 0 < λ < 1 και για κάθε x1, x2 ∈ I.

Αντίστοιχα µια συνάρτηση f : I −→ R λέγεται κοίλη στο I ανν η −f είναι κυρτή στο I.
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Παράδειγµα 5.9.2 Η συνάρτση f (x) = x2
είναι κυρτή στο R. Πράγµατι, για κάθε λ, µε

0 < λ < 1 και για κάθε x1, x2 ∈ R έχουµε :

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf (x1) + (1 − λ)f (x2)
⇐⇒ λ2x2

1 + (1 − λ)x2
2 + 2λ(1 − λ)x1x2 ≤ λx2

1 + (1 − λ)x2
2

⇐⇒ 0 ≤ λx2
1 + (1 − λ)x2

2 − λ2x2
1 − (1 − λ)x2

2 − 2λ(1 − λ)x1x2

⇐⇒ 0 ≤ λ(1 − λ)(x1 + x2)2,

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

>Προηγούµενες Ενότητες<

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

Ο τύπος του Taylor

Εύρεση ορίου . . .

Κυρτές και κοίλες . . .

Ασύµπτωτες-Μελέτη . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

που ισχύει για κάθε λ ∈ (0, 1). ΄Αρα η f είναι κυρτή.

Πρόταση 5.9.3 Μια συνάρτηση f : I −→ R είναι κυρτή στο διάστηµα I ανν ∀x1, x2 ∈ I ,
ισχύει :

f (x) ≤ f (x2) +
f (x1) − f (x2)

x1 − x2
(x − x2), ∀x ∈ [x, x2]. (1)

Απόδειξη

Στη συνέχεια παραθέτουµε µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι µια συνάρ-

τηση κυρτή.

Θεώρηµα 5.9.4 ΄Εστω f : I −→ R παραγωγίσιµη στο I. Η f είναι κυρτή στο I ανν η f ′

είναι αύξουσα στο I. Απόδειξη

Παρατήρηση 5.9.5 Από το παραπάνω ϑεώρηµα είναι προφανές ότι µια συνάρτηση f είναι

κοίλη σ΄ ένα διάστηµα I αν και µόνον αν η f ′ είναι ϕθίνουσα στο I.

Παράδειγµα 5.9.6 Να ϐρεθεί σε ποιό διάστηµα είναι κυρτή και σε ποιό διάστηµα είναι

κοίλη η συνάστηση f (x) = xe−x2
, x ∈ R.

΄Εχουµε f ′(x) = e−x2
+ xe−x2

(−x2)′ = e−x2
(1 − 2x2) και f ′′(x) = −2xe−x2

(3 − 2x2).

Συνεπώς η f είναι κυρτή στο (−
√

3
2 , 0) ∪ (

√
3
2 ,+∞) και κοίλη στο (−∞,−

√
3
2 ) ∪ (0,

√
3
2 ).

Στη συνέχεια δίνουµε τον ορισµό του σηµείου καµπής µιας συνάρτησης :

Ορισµός 5.9.7 ΄Εστω I ⊆ R ανοικτό διάστηµα και f : I −→ R δυο ϕορές παραγωγίσιµη.

΄Ενα σηµείο x0 ∈ I λέγεται σηµείο καµπής της f , ανν

(i) f ′′(x0) = 0
(ii) f ′′(x0 − h)f ′′(x0 + h) < 0 για h > 0 (δηλαδή η f ′′ αλλάζει πρόσηµο στο x0).

Παράδειγµα 5.9.8 Θεωρούµε τη συνάρτση f (x) = x3
. ΄Εχουµε f ′(x) = 3x2

, f ′′(x) = 6x,

f ′′(0) = 0 και f ′′(h)f ′′(−h) < 0. ΄Αρα το 0 είναι σηµείο καµπής της f .
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5.10. Ασύµπτωτες-Μελέτη συναρτήσεων

Ορισµός 5.10.1 Μια ευθεία λέγεται ασύµπτωτη µιας συνάρτησης f αν η απόσταση ενός

µεταβλητού σηµείου της καµπύλης από την ευθεία τείνει στο 0, όταν αυτό πλησιάζει το

άπειρο κινούµενο κατά µήκους κάποιου κλάδου της καµπύλης.

Υπάρχουν τριών ειδών ασύµπτωτες : α) η οριζόντια, ϐ) η κατακόρυφη και γ) η πλάγια.

α) Οριζόντια ασύµπτωτη:

Ορισµός 5.10.2 Η ευθεία y = y0 λέγεται οριζόντια ασύµπτωτη µιας συνάρτησης f ανν

lim
x→±∞

f (x) = y0.

Παράδειγµα 5.10.3 Η f (x) = e
1
x , x , 0 έχει οριζόντια ασύµπτωτη την y = 1, αφού

limx→±∞ e
1
x = 1.

ϐ) Κατακόρυφη ασύµπτωτη:

Ορισµός 5.10.4 Η ευθεία x = x0 λέγεται κατακόρυφη ασύµπτωτη µιας συνάρτησης f
ανν

lim
x→x0

f (x) = ±∞.

Παράδειγµα 5.10.5 Η f (x) = 2x+3
4x−8 , x , 2 έχει κατακόρυφη ασύµπτωτη την x = 2, αφού

limx→2+ f (x) = +∞ και limx→2− f (x) = −∞.

γ) Πλάγια ασύµπτωτη:

Ορισµός 5.10.6 Η ευθεία y = ax + b ϑα λέγεται πλάγια ασύµπτωτη µιας συνάρτησης f
ανν:

lim
x→+∞

f (x)
x
= a και lim

x→+∞
(f (x) − ax) = b (Ασύµπτωτη στο +∞),
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ή

lim
x→−∞

f (x)
x
= a και lim

x→−∞
(f (x) − ax) = b (Ασύµπτωτη στο −∞).

Παράδειγµα 5.10.7 ΄Εστω f : R \ {0} −→ R µε f (x) = 1
x + x + e−x

. Τότε

lim
x→+∞

f (x)
x
= lim

x→+∞

(
1
x2 + 1 +

e−x

x

)
= 1,

lim
x→−∞

f (x)
x
= lim

x→−∞

(
1
x2 + 1 +

e−x

x

)
= +∞, και

lim
x→+∞

(f (x) − x) = lim
x→+∞

(1
x
− e−x

)
= 0.

Εποµένως η ευθεία y = x είναι πλάγια ασύµπτωτη της f .

Στη συνέχεια καταγράφουµε τα ϐήµατα που ακολουθούµε για τη µελέτη και τη γρα-

ϕική παράσταση µιας συνάρτησης :

1. Βρίσκουµε το πεδίο ορισµού της f , εφόσων αυτό δε δίνεται.

2. Εξετάζουµε την f ως προς τη συνέχεια.

3. Εξετάζουµε αν η f είναι περιοδική ή συµµετρική (άρτια ή περιττή). Τότε η µελέτη

περιορίζεται σ΄ ένα υποσύνολο του πεδίου ορισµού της f .

4. Εξετάζουµε την παραγωγισιµότητα της f πρώτης και δεύτερης τάξης.

5. Εξετάζουµε την f ως προς τη µονοτονία και τα ακρότατα.
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6. Βρίσκουµε τα διαστήµατα όπου η f είναι κυρτή ή κοίλη. Βρίσκουµε τα σηµεία

καµπής.

7. Βρίσκουµε τις ασύµπτωτες της f .
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Αποδείξεις
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Απόδειξη : Αν a′ < sup A τότε υπάρχει πάντα ένα x ∈ A τέτοιο ώστε a′ < x, γιατί διαφορε-

τικά το a′ ϑα ήταν το supremum του A. ΄Αρα το σύνολο B = {x ∈ A | a′ < x < sup A}, είναι

µη κενό. Αν το B έχει πεπερασµένου πλήθους στοιχεία, τότε ϑα έχει ένα maximum, έστω

το M . Για κάθε στοιχείο a ∈ A από την υπόθεση έχουµε ότι sup A < A, δηλαδή a < sup A,

συνεπώς a ≤ M . Από το οποίο συµπεραίνουµε ότι το M είναι ένα άνω ϕράγµα του A, άρα

sup A ≤ M το οποίο είναι άτοπο διότι M ∈ B. � Πίσω στην Πρόταση 1.2.12
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Απόδειξη : Ας υποθέσουµε λοιπόν, για να οδηγηθούµε σε άτοπο, ότι ο

√
2 είναι ϱητός

αριθµός, δηλαδή

√
2 = m

n όπου m, n ακέραιοι, µε n , 0. Απλοποώντας µπορούµε να

ϑεωρίσουµε ότι οι m, n είναι πρώτοι µεταξύ τους. ΄Εχουµε λοιπόν

2 =
m2

n2 ή m2 = 2n2

και εποµένως ο m2
είναι Ϲυγός, άρα και ο m είναι Ϲυγός. ∆ηλαδή m = 2m1 για κάποιο

ακέραιο m1. Τότε όµως

2n2 = 4m2
1 ή n2 = 2m2

1

και εποµένως ο n2
, άρα και ο n είναι Ϲυγός. Το οποίο είναι άτοπο διότι οι m, n είναι

πρώτοι µεταξύ τους. ΄Αρα ο

√
2 δεν είναι ϱητός. � Πίσω στην Πρόταση 1.3.1
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Απόδειξη : Αν συµβολίσουµε µε �n =
(
1 + x

n

)n
, αρκεί τότε να αποδείξουµε ότι για κάθε

n > 1 ισχύει �n−1 < �n.

�n

�n−1
=

(
1 +

x

n − 1

) ( 1 + x
n

1 + x
n−1

)n

=
n + x − 1

n − 1

(
1 −

x

n(n + x − 1)

)n

≥
n + x − 1

n − 1

(
1 −

nx

n(n + x − 1)

)
ανισότητα Bernoulli

= 1.

� Πίσω στην Εφαρµογή 1.4.1
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Απόδειξη : Για � ≤ 0 η πρόταση είναι προφανής και ισχύει για κάθε n ∈ N. ΄Εστω � > 0.

Υποθέτουµε ότι η πρόταση δεν ισχύει. Τότε για κάθε k ∈ N ϑα ισχύει kα ≤ �, που σηµαίνει

ότι το σύνολο X := {kα | k ∈ N} είναι άνω ϕραγµένο και έστω γ = sup X . Επειδή γ −α < γ,

από την πρόταση 1.2.12 υπάρχει k0α ∈ X τέτοιο ώστε γ − α < k0α, δηλαδή γ < (k0 + 1)α.

Αυτό όµως δεν είναι δυνατόν διότι γ = sup X . Συνεπώς υπάρχει n0 ∈ N µε � < n0α τέτοιο

ώστε για κάθε n ≥ n0 ισχύει επίσης � < nα. Η ειδική περίπτωση ισχύει για α = 1. �
Πίσω στο Θεώρηµα 1.4.2
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Απόδειξη : ΄Αµεση συνέπεια της Αρχιµήδειας ιδιότητας για � = 1. � Πίσω στο Πόρισµα

1.4.3
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Απόδειξη : Βλ. Γ. Παντελίδη, Ανάλυση Ι, κεφ. 2, πρόταση 3.4. � Πίσω στην Πρόταση

1.4.5
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Απόδειξη : ΄Εστω > 0. ΄Εχουµε

1
n

< ⇔
1

< n. (1)

Αν εκλέξουµε ως n0 το

[
1
]
+1 (ϐλ. Σχηµα 1), τότε για κάθε n ≥ n0 έχουµε n > 1

και λόγω

της (1),
1
n < . ∆ηλαδή limn→+∞ an = 0. � Πίσω στο Παράδειγµα 2.2.3
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Απόδειξη : ΄Εστω > 0. Αν n0 = 1, τότε για κάθε n ≥ n0 έχουµε |an − k| = |k − k| = 0 < .

� Πίσω στο Παράδειγµα 2.2.4
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Απόδειξη : Πρώτα απ΄ όλα αν λ = 0, έχουµε λn = 0 και άρα limn→+∞ λn = 0. Στη συνέχεια,

αν λ > 0, για έναν οποιονδήποτε αριθµό M > 0, έχουµε:

λn > M ⇔ n >
M

λ
. (1)

Θέτουµε n0 =
[

M
λ

]
+ 1 τότε για κάθε n ≥ n0 έχουµε n > M

λ και λόγω της (1) λn > M, άρα

limn→+∞ an = +∞. ΄Οµοια υπολογίζουµε το limn→+∞ λn, αν λ < 0. � Πίσω στο

Παράδειγµα 2.2.5
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Απόδειξη : ΄Εστω ότι limn→+∞ an = `1 και limn→+∞ an = `2. Θα δείξουµε ότι `1 = `2. Αρκεί

να δείξουµε ότι για κάθε > 0 έχουµε |`1 − `2| < . Επειδή limn→+∞ an = `1 για = /2
έχουµε ότι υπάρχει n1 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n1 να έχουµε |an − `1| < /2. Επειδή

limn→+∞ an = `2 για = /2 έχουµε ότι υπάρχει n2 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n2 να

έχουµε |an − `2| < /2. Θέτουµε n0 = max{n1, n2} και συνεπώς για κάθε n ≥ n0 έχουµε:

|`1 − `2| = |(`1 − an) + (an − `2)| ≤ |`1 − an | + |an − `2| < 2
+

2
= .

� Πίσω στην Πρόταση 2.2.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή η (an) είναι συγκλίνουσα, υπάρχει ` ∈ R τέτοιο ώστε limn→+∞ an = `,
εποµένως για = 1 έχουµε:

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ no ⇒ |an − `| < 1.

΄Αρα, από την τριγωνική ανισότητα έχουµε ||an | − |`|| ≤ |an − `| < 1, εποµένως

−1 < |an | − ` < 1 ∀n ≥ n0,

άρα |an | < |`| + 1 για κάθε n ≥ n0. Αν ϑέσουµε M = max{|a1|, |a2|, · · · , |an |, |`| + 1}
παρατηρούµε ότι |an | ≤ M για κάθε n ∈ N, δηλαδή η (an) είναι ϕραγµένη. � Πίσω

στην Πρόταση 2.2.9
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω > 0. Επειδή limn→+∞ an = `, έχουµε ότι

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ no ⇒ |an − `| < . (1)

Επειδή όµως ||an | − |`|| ≤ |an − `| (τριγωνική ανισότητα), από την (1) έχουµε

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ no ⇒ ||an | − |`|| < .

΄Αρα limn→+∞ |an | = |`|. � Πίσω στην Πρόταση 2.2.10
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή limn→+∞ an = `1, για = /2

∃n1 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n1 ⇒ |an − `1| < 2
(1).

Επειδή limn→+∞ bn = `2, για = /2

∃n2 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n2 ⇒ |bn − `2| < 2
(2).

΄Εστω n0 = max{n1, n2}. Τότε από την (1) και (2) για n ≥ n0 έχουµε:

|(an + bn) − (`1 + `2)| = |(bn − `2) + (an − `1)|
≤ |bn − `2| + |an − `1|

<
2
+

2
= .

΄Αρα limn→+∞(an + bn) = `1 + `2. � Πίσω στην Πρόταση 2.3.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πρέπει να δείξουµε ότι

∀ > 0, ∃n0 ∈ N, τέτοιο ώστε ∀n ≥ n0 ⇒ |anbn − `1`2| < .

Επειδή η (an) είναι συγκλίνουσα και συνεπώς ϕραγµένη (πρόταση 2.2.9), δηλαδή υπάρχει

M > 0 τέτοιο ώστε |an | ≤ M . Επειδή limn→+∞ an = `1, για = /2|`2|

∃n1 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n1 ⇒ |an − `1| < 2|`2|
(1).

Επειδή limn→+∞ bn = `2, για = /2M

∃n2 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n2 ⇒ |bn − `2| < 2M
(2).

΄Αρα για > 0 έχουµε:

|anbn − `1`2| = |anbn − an`2 + an`2 − `1`2|

= |(an(bn − `2) + `2(an − `1)|
≤ |(an ||bn − `2| + |`2||an − `1|

≤ M |bn − `2| + |`2||an − `1|

< M
2M
+ |`2|2|`2|

( από (2) και (1))

= .

� Πίσω στην Πρόταση 2.3.3

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Ορισµός ακολουθίας . . .

Όριο ακολουθίας

Ιδιότητες ορίων . . .

Σύγκλιση και διάταξη

Η έννοια της . . .

Πράξεις µεταξύ . . .

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 100 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή limn→+∞ an = ` από την πρόταση 2.2.10 έχουµε ότι limn→+∞ |an | = |`|.
Τότε για = |`/2| έχουµε ότι

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n0 ⇒ ||an | − |`|| <
`

2

και κατά συνέπεια για κάθε n ≥ n0

−
|`|

2
< |an | − |`| <

|`|

2

άρα |`|/2 < |an |. Συνεπώς για k = |`|/2 έχουµε το αποτέλεσµα που ϑέλουµε. � Πίσω

στο Λήµµα 2.3.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω > 0. Από το λήµµα 2.3.4 υπάρχει k ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n
µεγαλύτερο ή ίσο από κάποιον ϕυσικό n1, έχουµε |bn | ≥ k. ΄Αρα έχουµε∣∣∣∣∣ 1

bn
−

1
`

∣∣∣∣∣ = |bn − `|

|bn ||`|

≤
|bn − `|

k||`|
∀n ≥ n1 (1)

και επειδή limn→+∞ bn = `, για = k|`| > 0,

∃n0 ∈ N τέτοιο ώστε ∀n ≥ n0 ⇒ |bn − `| < k|`|. (2)

΄Εστω n0 = max{n1, n2}. Από (1) και (2) έχουµε ότι∣∣∣∣∣ 1
bn
−

1
`

∣∣∣∣∣ <
1

k|`|
k|`| = .

� Πίσω στην Πρόταση 2.3.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προκύπτει άµεσα από την πρόταση 2.3.3 και την πρόταση 2.3.5. � Πίσω

στην Πρόταση 2.3.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε (an) και (bn) δυο ακολουθίες µε limn→+∞ an = 0 και (bn) ϕραγµένη.

Αφού η (bn) είναι ϕραγµένη από τον ορισµό υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε

|bn | ≤ M ∀n ∈ N. (1)

Τώρα επειδή η (an) είναι µηδενική, για κάθε > 0 υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε

n ≥ n0 έχουµε

|an | <
M

(2).

΄Αρα από τις (1) και (2) για κάθε n ≥ n0 παίρνουµε

|anbn | ≤ |an ||bn | < M
M
= .

∆ηλαδή limn→+∞(anbn) = 0. � Πίσω στην Πρόταση 2.3.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή limn→+∞ an = `, για =
|`|
2 υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0

ισχύει

|an − `| <
|`|

2

⇒ −
|`|

2
< an − ` <

|`|

2

⇒ ` −
|`|

2
< an < ` +

|`|

2
. (1)

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : (i) Αν ` > 0, τότε η (1) γίνεται

`

2
< an <

3`

2

από την οποία συµπεραίνουµε ότι για κάθε n ≥ n0 είναι an > `
2 > 0, δηλαδή οι όροι µε

δείκτη n ≥ n0 είναι οµόσηµοι προς το `. (ii) Αν ` < 0, τότε η (1) γίνεται

3`

2
< an <

`

2
.

Ωστε για κάθε n ≥ n0 είναι an < `
2 < 0, δηλαδή οι όροι είναι οµόσηµοι µε το `. Εποµένως

η πρόταση ισχύει σε κάθε περίπτωση. � Πίσω στην Πρόταση 2.4.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη. � Πίσω στο Πόρισµα 2.4.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αφού an ≤ bn ≤ γn, σηµαίνει ότι 0 ≤ bn − an ≤ γn − an και |bn − an | ≤ |γn − an |.

Επίσης έχουµε

lim
n→+∞

|γn − an | = lim
n→+∞

(γn − an) = 0,

άρα

lim
n→+∞

(bn − an) = lim
n→+∞

|bn − an | = 0.

Επειδή bn = an + (bn − an) συµπεραίνουµε ότι

lim
n→+∞

bn = lim
n→+∞

an + lim
n→+∞

(bn − an) = lim
n→+∞

an.

� Πίσω στο Θεώρηµα 2.4.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (i) Αν a ≥ 1, αρκεί να δείξω ότι η bn =
n
√

a − 1 συγκλίνει στο 0. ΄Εχουµε

n
√

a = 1 + bn, συνεπώς χρησιµοποιώντας την ανισότητα Bernoulli παίρνουµε:

a = (1 + bn)n ≥ 1 + nbn > nbn.

΄Αρα bn < 1
n a, συνεπώς limn→+∞ bn = 0. (ii) Αν 0 < a < 1, τότε

1
a > 1 και από το

(i) έχουµε limn→+∞
n

√
1
a = 1, άρα limn→+∞

1
n√a
= 1 και από την πρόταση 2.3.5 έχουµε

limn→+∞
n
√

a = 1. � Πίσω στην Εφαρµογή 2.4.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή limn→+∞ an = a > 0, έπεται ότι για = a
2 ότι |an − a| < a/2, δηλαδή

a

2
< an <

3a

2

και συνεπώς

n

√
a

2
< n
√

an < n

√
3a

2
.

Από την προηγούµενη εφαρµογή όµως έχουµε ότι limn→+∞
n
√

a
2 = limn→+∞

n

√
3a
2 = 1 και

συνεπώς από το ϑεώρηµα ισοσυγκλινουσών ;;; συµπεραίνουµε ότι limn→+∞
n
√

an = 1 �
Πίσω στην Εφαρµογή 2.4.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ισχύει
n
√

n = 1 + n
√

n − 1 και συνεπώς

n = (1 + n
√

n − 1)n

=

(
n
0

)
+

(
n
1

)
( n
√

n − 1) +
(

n
2

)
( n
√

n − 1)2 + · · ·

>

(
n
2

)
( n
√

n − 1)2

=
n!

2!(n − 2)!
( n
√

n − 1)2

=
n(n − 1)

2
( n
√

n − 1)2.

Κατά συνέπεια
2n

n(n−1) > ( n
√

n − 1)2
και παίρνοντας την τετραγωνική ϱίζα στα δύο µέλη,

έχουµε √
2

n − 1
> ( n
√

n − 1) ≥ 0.

Παίρνοντας τα όρια έχουµε:

lim
n→+∞

√
2

n − 1
> lim

n→+∞
( n
√

n − 1) ≥ 0.

Επειδή όµως limn→+∞

√
2

n−1 = 0, συµπεραίνουµε ότι limn→+∞( n
√

n−1) = 0 και limn→+∞
n
√

n =

1. � Πίσω στην Εφαρµογή 2.4.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω > 0 και (αkn )n∈N µια υπακολουθία της (αn)n∈N. Αφού limn→+∞ = α,

υπάρχει n0() ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n > n0() να ισχύει |αn − α| < . Εποµένως και για

κάθε kn > n0() ϑα έχουµε |αkn − α| < , που σηµαίνει ότι η υπακολουθία συγκλίνει στο α.

� Πίσω στην Πρόταση 2.5.2
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Έξοδος

Απόδειξη : ∆ιακρίνουµε περιπτώσεις. (i) Αν a = 0 τότε an = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Αρα

limn→+∞ an = 0. (ii) Αν a = 1 τότε an = 1 για κάθε n ∈ N. ΄Αρα limn→+∞ an = 1. (iii)
Αν 0 < a < 1. Θα αποδείξουµε ότι limn→+∞ an = 0. ΄Εστω > 0. Πρέπει να ϐρούµε ένα

n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0, an < . ΄Εχουµε(1
a

)n

=

(
1 + (

1
a
− 1)

)n

≥

(
1 + n(

1
a
− 1)

)
από ανισότητα Bernoulli

> n(
1
a
− 1) ∀n ∈ N. (1)

Επειδή ( 1
a − 1) > 0 και

1 > 0 γνωρίζουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

n0(
1
a
− 1) >

1
. (2)

Από τις (1) και (2) έχουµε ότι αν n ≥ n0(1
a

)n

> n(
1
a
− 1) ≥ n0(

1
a
− 1) >

1
.

΄Αρα an < για κάθε n ≥ n0, δηλαδή limn→+∞ an = 0. (iv) Αν −1 < a < 0, τότε γράφουµε

a = (−1)(−a). Από την προηγούµενη παράγραφο (iii), επειδή 0 < −a < 1 έχουµε ότι

limn→+∞(−a)n = 0. Επειδή η (−1)n
είναι ϕραγµένη, έχουµε ότι limn→+∞ an = 0. (v) Αν

a > 1, έστω M > 0. ΄Εχουµε

an = (1 + (a − 1))n ≥ 1 + n(a − 1) > n(a − 1). (1)

Επειδή n > 0 και a − 1 > 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

n0(a − 1) > M. (2)
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Από τις (1) και (2) για n ≥ n0 έχουµε

an > n(a − 1) ≥ n0(a − 1) > M,

που σηµαίνει ότι limn→+∞ an = +∞. (vi) Αν a = −1, ϑεωρούµε τις υπακολουθίες της (an),
την (a2n) και την (a2n+1). Βλέπουµε ότι limn→+∞(−a)2n = 1 και limn→+∞(−a)2n+1 = −1.

Εποµένως το όριο της (an) δεν υπάρχει. (vii) Αν a < −1, τότε γράφουµε a = (−1)(−a).
Από την παράγραφο (v), επειδή −a > 1 έχουµε ότι limn→+∞(a)2n = limn→+∞(−a)2n = +∞

ενώ limn→+∞(a)2n+1 = limn→+∞ −(−a)2n = −∞. Συνεπώς το όριο της (an) δεν υπάρχει,

όταν το a είναι µικρότερο του 1. � Πίσω στην Πρόταση 2.5.3
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε την πρόταση για αύξουσες ακολουθίες. Η απόδειξη για ϕθί-

νουσες ακολουθίες είναι ανάλογη. ΄Εστω > 0. Επειδή η ακολουθία (αn)n∈N είναι άνω

ϕραγµένη, υπάρχει το

sup{αn | n ∈ N} = α.

Σύµφωνα µε την ϑεώρηµα 1.4.2 υπάρχει n0() ∈ N τέτοιο ώστε

α − < αn0 ≤ α + .

Επειδή όµως η ακολουθία είναι αύξουσα έπεται ότι για κάθε n > n0 ισχύει α − < αn0 <
αn ≤ α + , που σηµαίνει ότι η ακολουθία (αn)n∈N συγκλίνει στο α. � Πίσω στην

Πρόταση 2.5.4
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Έξοδος

Απόδειξη : Βλ. Γ. Παντελίδη, Ανάλυση Ι, κεφ. 2, ϑεώρηµα 2.5. � Πίσω στο Θεώρηµα

2.5.5
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ∆είχνουµε πρώτα ότι η ακολουθία (an) είναι ϕραγµένη. Πράγµατι για = 1
και για κάθε n ≥ n0 ϑα ισχύει |an | ≤ |an − an0 | + |an0 |, οπότε για κάθε n ∈ N ισχύει

|an | ≤ max{1 + |an0 |, |a1|, |a2|, · · · , |an0 |}, που σηµαίνει ότι η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Εποµένως από το παραπάνω ϑεώρηµα 2.5.5 έχει µια υπακολουθία (akn ) που συγκλίνει,

έστω στο a. ΄Εστω > 0. Τότε από την υπόθεση υπάρχει n0 τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 να

ισχύει |an − an0 | < /2. Επίσης από τη σύγκλιση της (akn ) υπάρχει k0 τέτοιο ώστε για κάθε

kn ≥ k0 να ισχύει |akn − a| < /2. Εποµένως για N0 = max{n0, k0} και n ≥ N0 ισχύει

|an − a| ≤ |an − akn | + |akn − a| <
2
+

2
= ,

που σηµαίνει ότι η ακολουθία (an) συγκλίνει. � Πίσω στην Πρόταση 2.5.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η ακολουθία (αn) είναι προφανώς αύξουσα και ϕραγµένη, γιατί για κάθε n ∈ N
ισχύουν :

2 ≤ αn = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · +

1
n!
≤ 1 + 1 +

1
2
+

1
22 + · · · +

1
2n−1 < 1 + 2 < 3

(λάβαµε υπόςη µας ότι 2n−1 < n!). Εποµένως η ακολουθία συγκλίνει, έστω στο α, και

µάλιστα ισχύει 2 ≤ α = lim αn ≤ 3. Η ακολουθία (�n), σύµφωνα µε την εφαρµογή στην

ανισότητα Bernoulli για x = 1, είναι αύξουσα. Είναι επίσης ϕραγµένη, αφού για κάθε

n ∈ N ισχύει :

�n =

(
1 +

1
n

)n

= 1 +
n

1
·

1
n
+

n(n − 1)
1 · 2

·
1
n2 + · · · +

1
nn

= 1 + 1 +
1
2!

(
1 −

1
n

)
+ · · · +

1
n!

(
1 −

1
n

) (
1 −

2
n

)
· · ·

(
1 −

1
n − 1

)
≤ 1 +

1
1!
+

1
2!
+ · · · +

1
n!
= αn < 3.

΄Ετσι η �n είναι αύξουσα και ϕραγµένη, οπότε συγκλίνει έστω στο �, και για κάθε n ∈ N
ισχύει 2 ≤ �n ≤ αn < 3, που σηµαίνει 2 ≤ � = lim �n ≤ lim αn = α < 3. Εξάλλου, για

κάθε k, n ∈ N µε n > k κάνοντας χρήση των τελευταίων σχέσεων) ισχύει :

�n ≥ 1 +
n

1
·

1
n
+

n(n − 1)
1 · 2

·
1
n2 + · · · +

n(n − 1) . . . (n − k + 1)
k!

·
1
nk

= 1 + 1 +
1
2!

(
1 −

1
n

)
+ · · · +

1
k!

(
1 −

1
n

) (
1 −

2
n

)
· · ·

(
1 −

k − 1
n

)
,

οπότε

lim
n→+∞

�n ≥ lim
n→+∞

[
2 +

1
2!

(
1 −

1
n

)
+ · · · +

1
k!

(
1 −

1
n

)
· · ·

(
1 −

k − 1
n

)]
= αk.

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Ορισµός ακολουθίας . . .

Όριο ακολουθίας

Ιδιότητες ορίων . . .

Σύγκλιση και διάταξη

Η έννοια της . . .

Πράξεις µεταξύ . . .

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 117 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Εποµένως ισχύει α = limk→+∞ αk ≤ limn→+∞ �n = �, που µαζί µε την � = limn→+∞ �n ≤

limn→+∞ αn = α σηµαίνει ότι α = �. Το κοινό αυτό όριο συµβολίζεται µε e και είναι ο

αριθµός 2, 718 · · · . � Πίσω στην Εφαρµογή 2.5.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι η συνάρτηση f : A −→ R είναι γνησίως αύξουσα. Τότε αν x1 < x2 ϑα

είχαµε f (x1) < f (x2) και αν x1 > x2 ϑα είχαµε f (x1) > f (x2). ∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση

αν x1 , x2, τότε f (x1) , f (x2), συνεπώς η f είναι ᾿᾿ 1-1 ᾽᾽. ΄Αρα υπάρχει η f −1
και ϑα

δείξουµε ότι είναι γνησίως αύξουσα. ΄Εστω ότι η f −1
δεν είναι γνησίως αύξουσα, δηλαδή

υπάρχουν y1, y2 ∈ f (A) τέτοια ώστε y1 < y2 και f −1(y1) ≥ f −1(y2). Τότε αφού η f είναι

γνησίως αύξουσα, ϑα είναι : f (f −1(y1)) ≥ f (f −1(y2)) και (f ◦ f −1)(y1) ≥ (f ◦ f −1)(y2), άρα

y1 ≥ y2 το οπίο είναι άτοπο. �
Πίσω στην Πρόταση 3.1.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δώσουµε την απόδειξη για την περίπτωση όπου το όριο είναι πραγµατικός

αριθµός. Ανάλογη είναι και η απόδειξη όπου το όριο είναι ±∞.

΄Εστω `1, `2 δύο διαφορετικά όρια της f στο x0. Τότε για

<
1
2
|`1 − `2|,

υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ1 να ισχύει |f (x) − `1| < ε
και δ2 > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ2 να ισχύει |f (x) − `2| < ε. Αυτό

σηµαίνει ότι για κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ. όπου δ = min{δ1, δ2}, ϑα πρέπει να

ισχύουν συγχρόνως |f (x) − `1| < ε και |f (x) − `2| < ε, που είναι άτοπο, διότι

2ε < |`1 − `2| ≤ |f (x) − `1| + |f (x) − `2| < ε + ε = 2ε.

�
Πίσω στην Πρόταση 3.3.3
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Έξοδος

Απόδειξη : Αν limx→x0 f (x) = `, τότε και ο περιορισµός της f στο διάστηµα (x0, b) ή (a, x0)
έχει επίσης όριο το `. Είναι δηλαδή

lim
x→x+0

f (x) = ` και lim
x→x−0

f (x) = `. (*)

Αντιστρόφως, αν ισχύει η (*). Υποθέτουµε ότι το ` είναι πραγµατικός, τότε για κάθε > 0
ϑα υπάρχουν δ1 > 0 και δ2 > 0, τέτοια ώστε :

∀ x ∈ (x0, b), 0 < x − x0 < δ1 ⇒ |f (x) − `| <

∀ x ∈ (a, x0), 0 < x0 − x < δ2 ⇒ |f (x) − `| < .

Τότε αν πάρουµε δ = min{δ1, δ2} ϑα έχουµε

∀ x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f (x) − `| < ,

που σηµαίνει ότι limx→x0 f (x) = `.
΄Οµοια γίνεται η απόδειξη για ` = +∞ ή −∞. �

Πίσω στο Θεώρηµα 3.4.3
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Έξοδος

Απόδειξη : Θα παποδείξουµε την πρόταση για x0 ∈ R και ` ∈ R. ΄Οµοια αποδεικνύονται

και οι άλλες περιπτώσεις.

΄Εστω limn→+∞ f (xn) = ` και limn→+∞ xn = x0 µε xn ∈ A και xn , x0. ΄Εχουµε ότι για

κάθε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ, να ισχύει

|f (x) − `| < . Επειδή xn → x0 για το ϑετικό δ υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n > n0
να ισχύει 0 < |xn − x0| < δ. Εποµένως, για κάθε n > n0 ισχύει |f (xn)− `| < , που σηµαίνει

ότι limn→+∞ f (xn) = `.
Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι για κάθε ακολουθία (xn) (xn ∈ A και xn , x0), µε xn → x0,

ισχύει limn→+∞ f (xn) = `. Θα αποδείξουµε ότι limn→+∞ f (x) = `. Αν το ` δεν ήταν το όριο

της f στο x0, τότε (άρνηση του ορισµού) υπάρχει > 0 τέτοιο ώστε για κάθε δ > 0 υπάρχει

x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ, για το οποίο ισχύει |f (x) − `| ≥ . Αν ϑέσουµε

δ = 1,
1
2

, . . . ,
1
n

, . . . ,

τότε τα αντίστοιχα x του τελευταίου συλλογισµού αποτελούν µια ακολουθία (xn) που

συγκλίνει στο x0, ενώ η αντίστοιχη ακολουθία (f (xn)) δε συγκλίνει στο `, αφού |f (xn −`| ≥ .

Εποµένως ισχύει limn→+∞ f (x) = `. �
Πίσω στην Πρόταση 3.5.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω limx→x0 f (x) = a και έστω = 1 στον ορισµό του ορίου. Τότε ϑα υπάρχει

δ > 0 τέτοιο ώστε

0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − a| < 1,

για κάθε x του πεδίου ορισµού, εποµένως και |f (x)| < |a| + 1. Αρκεί λοιπόν να πάρουµε

M = |a| + 1. �
Πίσω στο Λήµµα 3.6.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τον ορισµό του οριου για =
|b|
2 παίρνουµε:

0 < |x − x0| < δ =⇒ |g(x) − b| <
|b|

2
,

και κατά συνέπεια ||g(x)| − |b|| ≤ |g(x) − b| < |b|
2 , απ΄ όπου παίρνουµε ότι |b| − |b|2 < |g(x)|,

δηλαδή αυτό που ϑέλουµε να δείξουµε. �
Πίσω στο Λήµµα 3.6.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η απόδειξη της πρότασης είναι ανάλογη µε την αντίστοιχη για ακολουθίες. Η

περίπτωση f (x) + g(x) είναι η πιο εύκολη κα την παραλείπουµε.

Ας εξετάσουµε το limx0 (f (x) · g(x)). Υποθέτουµε ότι limx0 f (x) = a, limx0 g(x) = b και

> 0. Θέλουµε ένα δ > 0 τέτοιο ώστε 0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x)g(x) − ab| < . ΄Εχουµε

|f (x)g(x) − ab| ≤ |f (x)g(x) − ag(x)| + |ag(x) − ab|

= |g(x)||f (x) − a| + |a||g(x) − b|.

Στην απόδειξη του λήµµατος 3.6.3 δείξαµε ότι υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε

0 < |x − x0| < δ1 =⇒ |g(x)| < |b| + 1.

Υπάρχουν επίσης δ2, δ3 > 0 τέτοια ώστε

0 < |x −x0| < δ2 =⇒ |f (x)−a| <
2(|b| + 1)

και 0 < |x −x0| < δ3 =⇒ |g(x)−b| <
2(|a| + 1)

.

Αν λοιπόν πάρουµε δ = min{δ1, δ2, δ3} το οποίο προφανώς είναι > 0, ϑα έχουµε

0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x)g(x) − ab| < (|b| + 1)
2(|b| + 1)

+ (|a| + 1)
2(|a| + 1)

< ,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό µας.

Για την περίπτωση του πηλίκου αποδεικνύουµε ότι limx0
1

g(x) =
1

limx0 g(x) . Από την

υπόθεση έχουµε ότι η g έχει πεδίο ορισµού µια περιοχή του x0. Εποµένως µπορούµε να

υποθέσουµε ότι η g ορίζεται στο διάστηµα (x0 − δ, x0 + δ) έτσι ώστε από το λήµµα 3.6.3

έχουµε

|g(x)| >
|b|

2
για x0 − δ < x < x0 + δ.

΄Εστω > 0. ΄Εχουµε∣∣∣∣∣ 1
g(x)

−
1
b

∣∣∣∣∣ = |b − g(x)|
|b||g(x)|

≤
2
|b|2
|g(x) − b|, |x − x0| < δ.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε

0 < |x − x0| < δ1 =⇒ |g(x) − b| <
|b|2

2

και εποµένως

0 < |x − x0| < min{δ, δ2} =⇒

∣∣∣∣∣ 1
g(x)

−
1
b

∣∣∣∣∣ < .

Συµπεραίνουµε έτσι ότι limx0
1

g(x) =
1

limx0 g(x) και το Ϲητούµενο αποτέλεσµα προκύπτει από

την αντίστοιχη ιδιότητα για γινόµενο δύο συναρτήσεων (εφαρµόστε την στις συναρτήσεις f
και

1
g ). �

Πίσω στην Πρόταση 3.6.5
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Σελίδα 126 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :(α) Θα δείξουµε ότι limx→x0 P(x) = P(x0). Από την πρόταση 3.6.5 έχουµε

lim
x→x0

P(x) = lim
x→x0

(xk + a1xk−1 + · · · + ak)

= ( lim
x→x0

x)k + a1( lim
x→x0

x)k−1 + · · · + ak)

= xk
0 + a1xk−1

0 + · · · + ak

= P(x0).

(ϐ) Για κάθε x , 0 µπορούµε να γράψουµε:

P(x) = xk + a1xk−1 + · · · + ak = xk
(
1 + a1

1
x
+ · · · + ak

1
xk

)
.

Επειδή για κάθε n ∈ N ισχύει limx→+∞
1
xn = limx→−∞

1
xn = 0 έχουµε

lim
x→+∞

P(x) = lim
x→+∞

xk
(
1 + a1

1
x
+ · · · + ak

1
xk

)
= lim

x→+∞
xk = ∞,

και όµοια,

lim
x→−∞

P(x) = lim
x→−∞

xk =

{
+∞ , αν k άρτιος

−∞ , αν k περιττός

Εποµένως το όριο του P(x) στο x0 = ±∞ είναι ίσο µε το όριο του µεγιστοβάθµιου όρου του

πολυωνύµου. �
Πίσω στην Εφαρµογή 3.6.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Πρώτα µελετάµε την περίπτωση όπου x0 = ±∞. Για κάθε x , 0 µπορούµε να

γράψουµε

R(x) =
1 + a1

1
x + · · · + an

1
xn

1 + b1
1
x + · · · + bm

1
xm

οπότε limx→±∞ R(x) = limx→+∞ xn −m και τα όρια δίνονται στον παρακάτω πίνακα:

limx→+∞ R(x) limx→−∞ R(x)
n = m 1 1
n < m 0 0
n > m +∞ (−1)n−m(+∞)

Το πολυώνυµο Q(x) ορίζεται σ΄ ένα ανοικτό διάστηµα µε άκρο το x0, οπότε έχει νόηµα

η µελέτη του ορίου της ϱητής συνάρτησης στο x0.

Αν x0 είναι ϱίζα του πολυωνύµου P(x) και Q(x) ϐαθµού πολλαπλότητας ` και k αντί-

στοιχα, τότε P(x) = (x − x0)`Π(x) και Q(x) = (x − x0)kT (x), όπου Π(x0) , 0 και T (x0) , 0,

οπότε η ϱητή συνάρτηση γράφεται µε τη µορφή

R(x) = (x − x0)`−kΠ(x)
T (x)

.

Επειδή limx→x0
Π(x)
T (x) =

Π(x0)
T (x0) ϑα είναι limx→x0

P(x)
T (x) =

Π(x0)
T (x0) limx→x0 (x − x0)`−k

, οπότε τα όρια

για τις τιµές των ` και k δίνονται από τον παρακάτω πίνακα

` = k =⇒ limx→x0 R(x) = Π(x0)
T (x0)

` > k =⇒ limx→x0 R(x) = 0
` < k k − ` άρτιος =⇒ limx→x0 R(x) = (+∞)sign

(
Π(x0)
T (x0)

)
` < k k − ` περιττός =⇒

∆εν έχει όριο στο σηµείο x0.

limx→+x+0 R(x) = (+∞)sign
(
Π(x0)
T (x0)

)
limx→+x−0 R(x) = (−∞)sign

(
Π(x0)
T (x0)

)
όπου sign(A) συµβολίζει το πρόσηµο της ποσότητας A. �

Πίσω στην Πρόταση 3.6.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Αµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος 3.4.3. �
Πίσω στην Πρόταση 4.1.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Προκύπτει άµεσα από την πρόταση 3.6.5. �
Πίσω στην Πρόταση 4.1.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή η f είναι συνεχής στο x0, από τον ορισµό έχουµε:

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < . (1)

Επειδή η g είναι συνεχής στο f (x0), από τον ορισµό έχουµε:

∀ > 0,∃δ1 > 0 τ.ω. ∀f (x) ∈ f (A), |f (x) − f (x0)| < δ1 =⇒

|(g(f (x)) − g(f (x0))| = |(g ◦ f )(x) − (g ◦ f )(x0)| < . (2)

Από την εξίσωση (1) για = δ1 έχουµε:

∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < δ1
(2)
=⇒

|(g ◦ f )(x) − (g ◦ f )(x0)| < .

΄Αρα η g ◦ f : A −→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ R. �
Πίσω στο Θεώρηµα 4.1.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή limx→x0 f (x) = b, από τον ορισµό έχουµε:

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, 0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − b| < . (1)

Επειδή η g είναι συνεχής στο b, από τον ορισµό έχουµε:

∀ > 0,∃δ1 > 0 τ.ω. ∀f (x) ∈ f (A), |f (x) − b| < δ1 =⇒ |(g(f (x)) − g(b)| < . (2)

Από την εξίσωση (1) για = δ1 έχουµε:

∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A, 0 < |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − b| < δ1
(2)
=⇒ |g(f (x)) − g(b)| < .

΄Αρα limx→x0 g(f (x)) = g(b). �
Πίσω στην Πρόταση 4.1.7

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Ορισµός Συνέχειας

Είδη Ασυνέχειας- . . .

Αρχή της µεταφοράς

Ιδιότητες Συνεχών . . .

Οµοιόµορφη Συνέχεια

Παράγωγος Συναρτήσεων

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0 ∈ A. Τότε από τον ορισµό έχουµε

ότι limx→x0 f (x) = f (x0). ΄Αρα από την πρόταση 3.5.1, για κάθε ακολουθία (xn) ∈ A µε

xn , x0 και limn→+∞ xn = x0 έχουµε limn→+∞ f (xn) = f (x0). Επίσης και στην περίπτωση

όπου xn = x0 ∀n ∈ N έχουµε προφανώς limx→x0 f (xn) = limx→x0 f (x0) = f (x0).
Αντίστροφα, επειδή limn→+∞ f (xn) = f (x0) για κάθε ακολουθία (xn) ∈ A µε limn→+∞ xn =

x0, από την πρόταση 3.5.1 συµπεραίνουµε ότι limx→x0 f (x) = f (x0), δηλαδή η f είναι συ-

νεχής στο x0 �
Πίσω στην Πρόταση 4.3.1
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Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Χωρίς απόδειξη. �
Πίσω στο Θεώρηµα 4.4.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν f (α) = f (�), το ϑεώρηµα είναι προφανές. Υποθέτουµε ότι f (α) < f (�) (όµοια

αποδεικνύεται και όταν f (�) < f (α)), και κ ένας πραγµατικός αριθµός µε

f (α) < κ < f (�).

Θεωρούµε τη συνάρτηση

g(x) = f (x) − κ.

Η g είναι συνεχής και επιπλέον ισχύει :

g(α) < 0 < g(�).

Εποµένως από το ϑεώρηµα 4.4.1 υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε

g(ξ ) = f (ξ ) − κ = 0.

΄Αρα f (ξ ) = κ. �
Πίσω στο Θεώρηµα 4.4.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αν f (α) = α ή f (�) = �, τότε το Ϲητούµενο σηµείο είναι το α ή το � αντίστοιχα.

Υποθέτουµε τώρα ότι f (α) , α και f (�) , �. Τότε από την υπόθεση ϑα έχουµε α < f (α)
και f (�) < �. Θεωρούµε τη συνάρτηση

g(x) = f (x) − x.

Η g είναι συνεχής και επιπλέον ισχύει :

g(α) · g(�) = (f (α) − α)(f (�) − �) < 0.

΄Αρα από την πρόταση 4.4.1 υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε

g(ξ ) = f (ξ ) − ξ = 0,

κατά συνέπεια f (ξ ) = ξ . �
Πίσω στην Εφαρµογή 4.4.4
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Έξοδος

Απόδειξη : Χωρίς απόδειξη. �
Πίσω στο Θεώρηµα 4.4.5
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω P(x) = xn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0, όπου n περιττός. Τότε έχουµε

lim
x→+∞

P(x) = lim
x→+∞

xn = +∞ και lim
x→−∞

P(x) = lim
x→−∞

xn = −∞.

΄Αρα υπάρχουν α, � ∈ R τέτοια ώστε P(α) < 0 και P(�) > 0. Τότε σύµφωνα µε το ϑεώ-

ϱηµα 4.4.1, υπάρχει x0 ∈ (α, �) τέτοιο ώστε P(x0) = 0, δηλαδή το x0 είναι ϱίζα του P.

�
Πίσω στην Εφαρµογή 4.4.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x0 ∈ X . Τότε

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ X µε |x − x0| < δ =⇒ |f (x) − f (x0)| < .

�
Πίσω στην Πρόταση 4.5.4
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Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε ∃ > 0 τέτοιο ώστε

∀δ > 0 ∃x, x ′ ∈ [a, b] µε |x − x ′| < δ έτσι ώστε |f (x) − f (x ′)| ≥ . Για δ = 1, 1
2 , · · · , 1

n , · · ·
τα αντίστοιχα x, x ′ αποτελούν δύο ακολουθίες (xn) και (x ′n) από στοιχεία του [a, b], για τις

οποίες ισχύουν

και
|xn − x ′n | < δ (1)
|f (xn) − f (x ′n)| ≥ (2)

}
.

Επειδή το σύνολο [a, b] είναι κλειστό και ϕραγµένο έπεται ότι η (xn) είναι ϕραγµένη,

άρα από το ϑεώρηµα (Bolzano-Weirstrass) 2.5.5 υπάρχει µία υπακολουθία (xnk ) που

συγκλίνει. ΄Εστω limk→+∞ xnk = ξ ∈ [a, b]. Από την (1) η αντίστοιχη υπακολουθία (x ′nk
) ϑα

συγκλίνει και αυτή στο ξ ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής ϑα έχουµε:

lim
k→+∞

f (xnk ) = f (ξ ) και lim
k→+∞

f (x ′nk
) = f (ξ ),

ενώ παράλληλα από τη (2) έχουµε ότι |f (xnk ) − f (x ′nk
)| ≥ . Αυτό όµως είναι άτοπο και

εποµένως η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. �
Πίσω στο Θεώρηµα 4.5.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, έπεται ότι το limx→x0
f (x)−f (x0)

x−x0
υπάρχει.

΄Αρα από τον ορισµό του ορίου 3.3.1 έχουµε:

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. ∀x ∈ A µε 0 < |x − x0| < δ =⇒
∣∣∣∣∣ f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣∣ < (1).

Ορίζουµε τη συνάρτηση gx0 : A \ {x0} −→ R µε

gx0 (x) =
f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0) (2).

Από την (1) είναι προφανές ότι limx→x0 gx0 (x) = 0. Επίσης από την εξίσωση (2), πολλα-

πλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε (x − x0), παίρνουµε:

f (x) − f (x0) = gx0 (x)(x − x0) + f ′(x0)(x − x0).

Παίρνοντας το όριο και στα δύο µέλη της ισότητας, έχουµε

lim
x→x0

(f (x) − f (x0)) = lim
x→x0

gx0 (x) lim
x→x0

(x − x0) + f ′(x0) lim
x→x0

(x − x0) = 0 + 0 = 0.

΄Αρα limx→x0 (f (x) − f (x0)) = 0 απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι limx→x0 f (x) = f (x0). �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.2.4
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Έξοδος

Απόδειξη : Αποδεικνύουµε ενδεικτικά το (γ): Θέτουµε

h1(x) =
f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0) και h2(x) =

g(x) − g(x0)
x − x0

− g′(x0).

Κατά συνέπεια έχουµε

f (x)g(x) − f (x0)g(x0) = [f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + h1(x)(x − x0)]
[g(x0) + g′(x0)(x − x0) + h2(x)(x − x0)] − f (x0)g(x0) =
[f (x0)g′(x0) + f ′(x0)g(x0)](x − x0) + [f (x0)h2(x) + f ′(x0)g′(x0)](x − x0) +
[f ′(x0)h2(x) + h1(x)g(x0) + h2(x)g′(x0)(x − x0) + h1(x)h2(x)(x − x0)](x − x0),

όπου προφανώς,

lim
x→x0

[f (x0)h2(x) + f ′(x0)g′(x0)](x − x0) +

[f ′(x0)h2(x) + h1(x)g(x0) + h2(x)g′(x0)(x − x0) + h1(x)h2(x)(x − x0)] = 0.

Συνεπώς, (f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f (x0)g′(x0).
Οι υπόλοιπες αποδείξεις των (α), (ϐ), (δ), αφήνονται ως άσκηση στον αναγνώστη. �

Πίσω στην Πρόταση 5.3.1
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Έξοδος

Απόδειξη : Για x , x0, ϑέτουµε

λ(x) =
(g ◦ f )(x) − (g ◦ f )(x0)

x − x0
(1).

(i) ΄Εστω f (x) , f (x0). Αν ϑέσουµε f (x) = y και f (x0) = y0, έχουµε y , y0 και

λ(x) =
g(y) − g(y0)

x − x0
=

g(y) − g(y0)
y − y0

·
y − y0

x − x0
(2).

Θεωρούµε τη συνάρτηση F ορισµένη στο f (A) µε

F (y) =
{ g(y)−g(y0)

y−y0
, y , y0

g′(y0) , y = y0
.

Τότε η (2) γράφεται :

λ(x) = F (f (x)) ·
f (x) − f (x0)

x − x0
(3).

(ii) ΄Εστω f (x) = f (x0), δηλαδή y = y0. Τότε F (f (x)) = g′(y0) και η (3) εξακολουθεί να

ισχύει επειδή τα µέλη της µηδενίζονται, το πρώτο λόγω της (1) και το δεύτερο λόγω της

g(x) = g(x0). Υπολογίζουµε το limx→x0 λ(x) από την (3):

lim
x→x0

λ(x) = lim
x→x0

[
F (f (x)) ·

f (x) − f (x0)
x − x0

]
.

΄Οµως η F είναι συνεχής στο y0 = f (x0), διότι

lim
y→y0

F (y) = lim
y→y0

g(y) − g(y0)
y − y0

= g′(y0) = F (y0).

Συνεπώς χρησιµοποιώντας την πρόταση 4.1.7 έχουµε:

lim
x→x0

F (f (x)) = f ( lim
x→x0

f (x)) = F (f (x0)) = F (y0).
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Έξοδος

΄Αρα

(g ◦ f )′(x0) = lim
x→x0

λ(x) = g′(f (x0)) · f ′(x0).

�
Πίσω στο Θεώρηµα 5.3.2
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Έξοδος

Απόδειξη : Αν y = f (x) και y0 = f (x0) ϑα έχουµε για y , y0, f −1(y) , f −1(y0) και αν

y→ y0 τότε f −1(y)→ f −1(y0), άρα x → x0. Κατά συνέπεια έχουµε:

(f −1)(y0) = lim
y→y0

f −1(y) − f −1(y0)
y − y0

= lim
x→x0

x − x0

f (x) − f (x0)

=
1

limx→x0
f (x)−f (x0)

x−x0

=
1

f ′(x0)
.

�
Πίσω στην Πρόταση 5.3.3
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Έξοδος

Απόδειξη : α) Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο x0, έπεται ότι υπάρχει η f ′(x0), δηλ.

υπάρχει το limx→x0
f (x)−f (x0)

x−x0
= f ′(x0). ΄Αρα

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω ∀x ∈ A µε |x − x0| < δ =⇒
∣∣∣∣∣ f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣∣ < .

Για = 1
2 |f
′(x0)|, έχουµε

−
1
2
|f ′(x0)| <

f (x) − f (x0)
x − x0

− f ′(x0) <
1
2
|f ′(x0)|,

ή ισοδύναµα προσθέτοντας f ′(x0),

f ′(x0) −
1
2
|f ′(x0)| <

f (x) − f (x0)
x − x0

< f ′(x0) +
1
2
|f ′(x0)| (1).

i) Αν f ′(x0) > 0, τότε από την (1) παίρνουµε,
1
2 f ′(x0) < f (x)−f (x0)

x−x0
< 3

2 f ′(x0). ΄Αρα, ∀x ∈
(x0, x0 + δ) έχουµε f (x) − f (x0) > 0, δηλαδή f (x) > f (x0) και ∀x ∈ (x0 − δ, x0) έχουµε

f (x) − f (x0) < 0, δηλαδή f (x) < f (x0).
ii) Αν f ′(x0) < 0, τότε από την (1) παίρνουµε,

3
2 f ′(x0) < f (x)−f (x0)

x−x0
< 1

2 f ′(x0). ΄Αρα,

∀x ∈ (x0, x0 + δ) έχουµε f (x)− f (x0) < 0, δηλαδή f (x) < f (x0) και ∀x ∈ (x0 − δ, x0) έχουµε

f (x) − f (x0) > 0, δηλαδή f (x) > f (x0). �
Πίσω στην Πρόταση 5.6.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι f ′(x0) , 0, έστω f ′(x0) > 0. Τότε από την προηγούµενη

πρόταση 5.6.2, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε ∀x ∈ (x0, x0 + δ) έχουµε f (x) > f (x0) και

∀x ∈ (x0 − δ, x0) έχουµε f (x) < f (x0). ΄Αρα αν x1 ∈ (x0 − δ, x0) και x2 ∈ (x0, x0 + δ) τότε

έχουµε x1 < x2 και f (x1) < f (x0) < f (x2). ΄Ατοπο, διότι η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο

στο x0. ΄Οµοια καταλήγουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι f ′(x0) < 0. ΄Αρα f ′(x0) = 0. �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.3
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Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή η f είναι συνεχής στο [α, �] από το ϑεώρηµα µεγίστης-ελαχίστης τι-

µής 4.4.5, ϑα υπάρχουν ξ1, ξ2 ∈ [α, �] τέτοια ώστε το f (ξ1) να είναι ελάχιστη τιµή και το

f (ξ2) να είναι µέγιστη τιµή της f στο [α, �].
(i) Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση όπου ένα τουλάχιστον από τα x1, x2 ανήκει στο

(α, �). ΄Εστω ξ το σηµείο αυτό. Επειδή η f παρουσιάζει ακρότατο στο ξ , τότε από το

ϑεώρηµα του Fermat ϑα έχουµε ότι f ′(ξ ) = 0.

(ii) Αν τώρα τα ξ1, ξ2 είναι τα άκρα του διαστήµατος, τότε επειδή f (α) = f (�), η µέγιστη

και ελάχιστη τιµή της f συµπίπτουν και συνεπώς η f είναι σταθερή συνάρτηση στο [α, �].
΄Αρα f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (α, �). �

Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω g(x) = f (x) − f (�)−f (α)
�−α . Η g ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του ϑεωρήµατος

Rolle αφού g(α) = f (α) = g(�). Εποµένως υπάρχει ξ ∈ (α, �) τέτοιο ώστε g′(ξ ) = f ′(ξ ) −
f (�)−f (α)

�−α = 0. ΄Αρα f ′(ξ ) = f (�)−f (α)
�−α . �

Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι f (x) = f (α), για κάθε x ∈ [α, �]. Πράγµατι, αν x ∈ [α, �], x > α
εφαρµόζοντας το Θ.Μ.Τ. στο διάστηµα [α, x], έχουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (α, x) τέτοιο ώστε

f ′(ξ ) = f (x)−f (α)
x−α . ΄Οµως από την υπόθεση, f ′(ξ ) = 0. ΄Αρα f (x) = f (α) για κάθε x ∈ [α, �].

�
Πίσω στην Πρόταση 5.6.8
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (i) (⇐=) Υποθέτουµε ότι f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ [α, �]. ΄Εστω x1, x2 ∈ [α, �] µε x1 < x2.

Εφαρµόζουµε το Θ.Μ.Τ στο [x1, x2]: ∃ξ ∈ (x1, x2) τέτοιο ώστε

f (x2) − f (x1) = (x2 − x1)f ′(ξ ).

Επειδή f ′(ξ ) ≥ 0 και x2 > x1, συµπεραίνουµε ότι f (x2) ≥ f (x1). Συνεπώς η f είναι

αύξουσα στο [α, �].
(=⇒) ΄Εστω f παραγωγίσιµη και αύξουσα στο [α, �], από τον ορισµό, για κάθε c ∈ [α, �]

ϑα έχουµε
f (x)−f (c)

x−c ≥ 0. Παίρνοντας το όριο έχουµε limx→c
f (x)−f (c)

x−c = f ′(c) ≥ 0. Αφού το c
είναι τυχαίο, ϑα έχουµε f ′(x) ≥ 0 ∀x ∈ [α, �].

(ii) ΄Οµοια µε το (i). �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.9
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : i) Αν x ∈ (x0 − δ, x0), δηλαδή x0 − δ < x < x0, από το Θ.Μ.Τ. ∃ξx ∈ (x, x0),
δηλαδή x < ξx < x0, τ.ω.

f (x0) − f (x) = (x0 − x)︸   ︷︷   ︸ f ′(ξx ).︸ ︷︷ ︸
> 0 ≥ 0

΄Αρα f (x0) ≥ f (x) ∀x ∈ (x0 − δ, x0) (1).
Αντίστοιχα αν x ∈ (x0, x0 + δ), δηλαδή x0 < x < x0 + δ, από το Θ.Μ.Τ. ∃ξ ′x ∈ (x0, x),

τ.ω.

f (x0) − f (x) = (x0 − x)︸   ︷︷   ︸ f ′(ξ ′x ).︸ ︷︷ ︸
< 0 ≤ 0

΄Αρα f (x0) ≥ f (x) ∀x ∈ (x0, x0 + δ) (2).
Συνεπώς, από (1) και (2) έχουµε ότι f (x0) ≥ f (x) ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), δηλαδή η f στο

x0 έχει τοπικό µέγιστο.

ii) ΄Οµοια µε το i). �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.10
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή f ′(x0) = 0 έχουµε ότι

f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)
x − x0

.

Αν f ′′(x0) > 0, τότε limx→x0
f ′(x)
x−x0

> 0. Απο το Λήµµα 3.6.4, έχουµε ότι ∃δ > 0 τ.ω.

∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) µε x , x0, ισχύει
f ′(x)
x−x0

> 0. Εποµένως αν x ∈ (x0 − δ, x0), τότε

f ′(x) < 0 ∀x ∈ (x0 − δ, x0), δηλαδή f ↘ ∀x ∈ (x0 − δ, x0) και αν x ∈ (x0, x0 + δ), τότε

f ′(x) > 0 ∀x ∈ (x0, x0 + δ), δηλαδή f ↗ ∀x ∈ (x0, x0 + δ).
΄Οµοια αν f ′′(x0) < 0, ϐρίσκουµε ότι το x0 είναι τοπικό µέγιστο της f . �

Πίσω στο Θεώρηµα 5.6.12
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Έξοδος

Απόδειξη : Χωρίς απόδειξη (ϐλ. Ντούγια Σ., «Απειροστικός Λογισµός 1», Θ. 5.21.). �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.7.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το υπόλοιπο Lagrange της f (x) = ex
είναι Rn(x) = xn

n! eθx
µε 0 < θ < 1. ΄Εστω

an =
xn

n! eθx
. ΄Εχουµε

lim
n→+∞

∣∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

|x |n+1

(n+1)! e
θx

|x |n

n! eθx

=
|x |

n + 1
= 0 < 1.

΄Αρα από το κριτήριο του λόγου limn→+∞ Rn(x) = limn→+∞ an = 0. �
Πίσω στην Πρόταση 5.7.3

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

>Προηγούµενες Ενότητες<

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

Ο τύπος του Taylor

Εύρεση ορίου . . .

Κυρτές και κοίλες . . .

Ασύµπτωτες-Μελέτη . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 155 από 158

Πίσω
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Έξοδος

Απόδειξη : Υποθέτουµε πρώτα ότι limx→x+0 f (x) = limx→x+0 g(x) = 0 και ` ∈ R. Επειδή

limx→x+0
f ′(x)
g′(x) = `, από τον ορισµό έχουµε,

∀ > 0,∃δ > 0 τ.ω. για x0 < x < x0 + δ =⇒
∣∣∣∣∣ f ′(x)
g′(x)

∣∣∣∣∣ < (1).

΄Εστω x ∈ (x0, x0 + δ). Από το Θ.Μ.Τ., ∃ξx ∈ (x0, x) τέτοιο ώστε

f (x) − f (x0)
g(x) − g(x0)

=
f ′(ξx )
g′(ξx )

.

Επειδή οι f, g είναι συνεχείς στο x0 από δεξιά και limx→x+0 f (x) = limx→x+0 g(x) = 0, έπεται

ότι f (x0) = g(x0) = 0. Εποµένως η παραπάνω εξίσωση γίνεται :

f (x)
g(x)

=
f ′(ξx )
g′(ξx )

.

Αφού x0 < ξx < x < x0 + δ, από τις (1) και (2), έχουµε για κάθε x µε x0 < x < x0 + δ:∣∣∣∣∣ f (x)
g(x)

− `
∣∣∣∣∣ < .

΄Αρα limx→x+0
f (x)
g(x) = `.

΄Οµοια αποδεικνύεται και η περίπτωση όπου limx→x+0 f (x) = limx→x+0 g(x) = ±∞. �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.8.2
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (=⇒) ΄Εστω f κυρτή στο I. ΄Εστω x1, x2 ∈ I και x ∈ [x1, x2]. Το x γράφεται

x = λx1 + (1 − λ)x2 για κάποιο λ ∈ [0, 1]. Εποµένως λ = x−x2
x1−x2

. ΄Αρα,

f (x) = f (λx1 + (1 − λ)x2)
≤ λf (x1) + (1 − λ)f (x2)
= f (x2) + λ(f (x1) − f (x2))

= f (x2) +
(

x − x2

x1 − x2

)
(f (x1) − f (x2)).

(⇐=) ΄Εστω ότι ισχύει η (1). Θεωρούµε x1, x2 ∈ I. ΄Εστω x ∈ [x1, x2], δηλαδή x =
λx1 + (1 − λ)x2 για κάποιο λ ∈ [0, 1]. ΄Εχουµε λ = x−x2

x1−x2
.

(i) Αν x1 = x2, τότε x = x1 = x2 και f (x) = λf (x) + (1 − λ)f (x).
(ii) Υποθέτουµε τώρα ότι x1 , x2. Αν x1 < x2, τότε x1 < x < x2 και από την (1)

παίρνουµε

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ f (x2) +
f (x1) − f (x2)

x1 − x2
(x − x2)

= f (x2) + λ(f (x1) − f (x2))
= λf (x1) + (1 − λ)f (x2).

΄Οµοια ϐρίσκουµε αν x2 < x1. �
Πίσω στην Πρόταση 5.9.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (⇐=) Υποθέτουµε ότι η f ′ είναι αύξουσα στο I. Αν x1 < x2 και x1 < x < x2.

Από το Θ.Μ.Τ. στο [x1, x], ∃ξ1 ∈ (x1, x) τ.ω. f ′(ξ1) = f (x)−f (x1)
x−x1

. Επίσης από το Θ.Μ.Τ. στο

[x, x2], ∃ξ2 ∈ (x, x2) τ.ω. f ′(ξ2) = f (x2)−f (x)
x2−x . Κατά συνέπεια, επειδή η f ′ είναι αύξουσα

έχουµε f ′(ξ1) ≤ f ′(ξ2) και άρα
f (x)−f (x1)

x−x1
≤

f (x2)−f (x)
x2−x . Απαλοίφοντας τους παρονοµαστές

έχουµε (x2 − x)(f (x) − f (x1)) ≤ (x − x1)(f (x2) − f (x)) απ΄ όπου συνεπάγεται

x2f (x) − x2f (x1) − xf (x) + xf (x1) ≤ xf (x2) − xf (x) − x1f (x2) + x1f (x)
⇒ f (x)(x2 − x1) ≤ x2f (x1) − xf (x1) + xf (x2) − x1f (x2) + f (x1)x1 − f (x1)x1

⇒ f (x)(x2 − x1) ≤ f (x1)(x2 − x1) + (f (x1) − f (x2))(x1 − x)

⇒ f (x) ≤ f (x1) +
f (x2) − f (x1)

x2 − x1
(x1 − x).

΄Αρα σύµφωνα µε την πρόταση 5.9.3 η f είναι κυρτή.

(=⇒) ΄Εστω ότι η f είναι κυρτή στο I και x1 < x < x2, τότε από την πρόταση 5.9.3

έχουµε

f (x) ≤ f (x2) +
f (x1) − f (x2)

x1 − x2
(x − x2)

δηλαδή,

f (x1) − f (x)
x1 − x

≤
f (x2) − f (x)

x2 − x
.

Παίρνοντας τα όρια και στα δύο µέλη της παραπάνω ανισότητας για x → x+1 και για

x → x−2 έχουµε αντίστοιχα:

lim
x→x+1

f (x1) − f (x)
x1 − x

≤ lim
x→x+1

f (x2) − f (x)
x2 − x

και

lim
x→x−2

f (x1) − f (x)
x1 − x

≤ lim
x→x−2

f (x2) − f (x)
x2 − x

http://www.math.aegean.gr


Πραγµατικοί Αριθµοί

Ακολουθίες

Συναρτήσεις-Όρια . . .

Συνέχεια Συναρτήσεων

Παράγωγος Συναρτήσεων

>Προηγούµενες Ενότητες<

Παράγωγοι ανωτέρας . . .

Τα βασικά θεωρήµατα . . .

Ο τύπος του Taylor

Εύρεση ορίου . . .

Κυρτές και κοίλες . . .

Ασύµπτωτες-Μελέτη . . .

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 158 από 158

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

απ΄ όπου συνεπάγεται αντίστοιχα ότι

f ′(x1) ≤
f (x2) − f (x1)

x2 − x1
και

f (x2) − f (x1)
x2 − x1

≤ f ′(x2).

΄Αρα έχουµε f ′(x1) ≤ f ′(x2), δηλαδή η f ′ είναι αύξουσα. �
Πίσω στο Θεώρηµα 5.9.4
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