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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 

 

1.1 Το πρόβληµα του µαθηµατικού προγραµµατισµού 

 

Το γενικό πρόβληµα του µαθηµατικού προγραµµατισµού µπορεί να διατυπωθεί 

ως εξής: 

Να βρεθούν οι τιµές των µεταβλητών x1, x2, …, xn που ικανοποιούν m ανισότητες 

(ή ισότητες): 

 gi(x1, …, xn) {≤, =, ≥} bi, i = 1, 2, …, m (1.1) 

και που επιπλέον µεγιστοποιούν ή ελαχιστοποιούν τη συνάρτηση: 

 z = f(x1, …, xn) (1.2) 

Οι συνθήκες (1.1) λέγονται περιορισµοί, η συνάρτηση (1.2) ονοµάζεται 

αντικειµενική συνάρτηση, οι µεταβλητές xi καλούνται µεταβλητές απόφασης, οι 

σταθερές bi θεωρούνται γνωστές και για κάθε i ισχύει ή ανισότητα ή ισότητα. Κάθε 

x ∈ Rn, x = (x1, …, xn)T που ικανοποιεί τους περιορισµούς καλείται εφικτή λύση του 

προβλήµατος και κάθε εφικτή λύση που βελτιστοποιεί (ελαχιστοποιεί ή µεγιστοποιεί) 

την αντικειµενική συνάρτηση f, ονοµάζεται βέλτιστη εφικτή λύση. 

Το πρόβληµα του µαθηµατικού προγραµµατισµού είναι κατά συνέπεια ένα 

πρόβληµα µεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης. Ανάλογα µε τα ιδιαίτερα 

χαρακτηριστικά των συναρτήσεων gi των περιορισµών (1.1) ή της αντικειµενικής 

συνάρτησης f (1.2) το πρόβληµα του µαθηµατικού προγραµµατισµού µπορεί να 

χαρακτηρισθεί σαν ακέραιος, κυρτός, τετραγωνικός, δυναµικός, στοχαστικός, 

γραµµικός προγραµµατισµός κ.λ.π. 

Στον γραµµικό προγραµµατισµό οι περιορισµοί και η αντικειµενική συνάρτηση 

δίδονται από: 

 gi(x1, …, xn) = ∑
=

n

j
jij xa

1

{≤, =, ≥} bi, i = 1, 2, …, m (1.3) 

 z = f(x1, …, xn) = ∑
=

n

j
jj xc

1

 (1.4) 
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όπου οι aij και cj είναι δοσµένες πραγµατικές σταθερές και µάλιστα οι σταθερές cj 

καλούνται συντελεστές της αντικειµενικής συνάρτησης ή συντελεστές κέρδους (ή 

κόστους). Για λόγους ευκολίας και χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να 

προσθέσουµε τους ακόλουθους περιορισµούς µη αρνητικότητας: 

 xj ≥ 0, j = 1, 2, …, n (1.5) 

Συνεπώς το γενικό πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού (ΠΓΠ) έχει τη µορφή: 

z = {max, min}(c1x1 + c2x2 + … + cnxn) 

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn ≤, =, ≥ b1 

 a21x1 + a22x2 + … + a2nxn ≤, =, ≥ b2 (1.6) 

      

am1x1 + am2x2 + … + amnxn ≤, =, ≥ bm 

x1, x2,…, xn ≥0 

Αν όλοι οι περιορισµοί είναι εξισώσεις ή ανισώσεις της ίδιας φοράς το παραπάνω 

πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µπορεί να γραφεί πιο συνοπτικά µε µορφή 

πινάκων: 

z = {max, min} cTxT 

 Ax {≤, =, ≥} b (1.7) 

x ≥ 0 

όπου x = (x1, …, xn)Τ, c = (c1, …, cn)Τ, b = (b1, …, bm)Τ, 0 = (0, …, 0)Τ ∈ Rm και  

A = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

21

22221

11211

 

 

1.2 Παραδείγµατα φυσικών προβληµάτων που εκφράζονται σαν προβλήµατα 

γραµµικού προγραµµατισµού (ΠΓΠ) 

 

Υπάρχει πληθώρα πρακτικών προβληµάτων που µπορούν να διατυπωθούν 

µαθηµατικά σαν προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού. Πριν προχωρήσουµε στη 
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θεωρητική θεµελίωση και παρουσίαση των βασικών µεθοδολογιών επίλυσης τέτοιων 

προβληµάτων παρουσιάζουµε µερικά παραδείγµατα φυσικών προβληµάτων που 

µπορούν να παρασταθούν ως ΠΓΠ. 

 

Παράδειγµα 1.1 

Ένας αγρότης βρίσκει στην αγορά δύο είδη τροφής για τα ζώα του. Γνωρίζει ότι 

αυτά χρειάζονται τουλάχιστον 60, 84 και 72 µονάδες από τα θρεπτικά συστατικά Α, 

Β και Γ αντίστοιχα, κάθε ηµέρα. Ο πίνακας που ακολουθεί συνοψίζει την 

περιεκτικότητα σε θρεπτικά συστατικά και το κόστος της κάθε τροφής. 

 

 Θρεπτικά συστατικά (µονάδες/Kg)   

 Α Β Γ Κόστος (€/Kg) 

Τροφή 1 3 7 3 3 

Τροφή 2 2 2 6 1.2 

 

Ο αγρότης επιθυµεί να εκτιµήσει ποιες είναι οι καθηµερινές ποσότητες από κάθε 

είδος τροφής που ελαχιστοποιούν το ηµερήσιο κόστος τροφής ενώ συγχρόνως 

εξασφαλίζουν ότι τα ζώα παίρνουν τις απαιτούµενες ποσότητες θρεπτικών 

συστατικών. Περιγράψτε το πρόβληµα ως πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. 

Λύση 

Έστω x1 η ποσότητα τροφής 1 που θα χρησιµοποιείται ανά ζώο και ανά ηµέρα. 

Έστω x2 η ποσότητα τροφής 2 που θα χρησιµοποιείται ανά ζώο και ανά ηµέρα. 

Προφανώς x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. Τα ζώα θα πάρουν 3x1 +2x2 µονάδες από το συστατικό 

Α, 7x1 +2x2 µονάδες από το συστατικό Β και 3x1 +6x2 µονάδες από το συστατικό Γ. 

Συνεπώς θα πρέπει: 

3x1 + 2x2 ≥ 60 

7x1 + 2x2 ≥ 84 

3x1 + 6x2 ≥ 72 

Το κόστος δίδεται από την z = 3x1 + 1.2x2. Έτσι η µαθηµατική διατύπωση του 

προβλήµατος ως ΠΓΠ είναι: 

 

z = min(3x1 + 1.2x2) 

3x1 + 2x2 ≥ 60 
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7x1 + 2x2 ≥ 84 

3x1 + 6x2 ≥ 72 

x1, x2 ≥ 0 

 

Παράδειγµα 1.2 

Ένα τµήµα ενός µεγάλου εργοστασίου κατασκευάζει δύο µέρη που χρειάζονται 

στο τελικό προϊόν του εργοστασίου. Το τµήµα διαθέτει 4 γραµµές παραγωγής που 

είναι δυνατό να κατασκευάζουν τα δύο µέρη χρησιµοποιώντας διαφορετικά ποσά 

εργασίας και δύο είδη πρώτης ύλης, την Α και την Β. Ο πίνακας που ακολουθεί 

παρουσιάζει τις εισροές-εκροές της κάθε γραµµής παραγωγής για λειτουργία µιας 

ώρας: 

 

 ΕΙΣΡΟΗ ΕΚΡΟΗ 

Γραµµή Εργασία 

(Ανθρ-ώρες) 

Πρώτη Ύλη Α 

(Kg) 

Πρώτη Ύλη Β

(Kg) 

Μονάδες 

Μέρους 1 

Μονάδες 

Μέρους 2

1 20 160 30 35 55 

2 30 100 35 45 42 

3 10 200 60 70 0 

4 25 75 80 0 90 

 

Το τµήµα πρέπει να κατασκευάζει 2100 µονάδες του µέρους 1 την εβδοµάδα και 

1800 µονάδες του µέρους 2 την εβδοµάδα. Στη διάθεση του τµήµατος βρίσκονται 

κάθε εβδοµάδα 4 τόνοι της πρώτης ύλης Α, 2 τόνοι της πρώτης ύλης Β και 1000 

ανθρωποώρες εργασίας. Το κόστος της Α είναι 3 €/Kg και της Β 7 €/Kg. Το κόστος 

του εργατικού δυναµικού είναι δοσµένο (σταθερό) ακόµη κι αν δεν χρησιµοποιηθούν 

οι διαθέσιµες ανθρωποώρες. Τέλος η νοµοθεσία επιτρέπει επιπλέον υπερωρίες µέχρι 

200 ανθρωποώρες την εβδοµάδα µε κόστος 8 €/Ανθρωποώρα. 

α) Περιγράψτε το πρόβληµα ως ΠΓΠ αν ζητείται το ελάχιστο κόστος παραγωγής. 

β) Εξετάστε πως αλλάζει το πρόβληµα η χρήση υπερωριών. 

Λύση 

Έστω xj j = 1, …, 4 ο αριθµός των ωρών εβδοµαδιαίως που χρησιµοποιείται η 

γραµµή παραγωγής j. Οι περιορισµοί εργασίας και πρώτων υλών εκφράζονται ως 

εξής: 
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20x1 + 30x2 + 10x3 + 25x4 ≤ 1000 

160x1 + 100x2 + 200x3 + 75x4 ≤ 4000 

30x1 + 35x2 + 60x3 + 80x4 ≤ 2000 

Οι απαιτήσεις παραγωγής που θέτει το εργοστάσιο στο τµήµα συνοψίζονται στους 

περιορισµούς: 

35x1 + 45x2 + 70x3           ≥ 2100 

55x1 + 42x2 +           90x4 ≥ 1800 

Τέλος πρέπει να ικανοποιούνται οι περιορισµοί µη αρνητικότητας xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4. 

Το κόστος της παραγωγής δίδεται από: 

z = 3(160x1 + 100x2 + 200x3 + 75x4) + 7(30x1 + 35x2 + 60x3 + 80x4) 

                 = 690x1 + 545x2 + 1020x3 + 755x4 

Εποµένως το ΠΓΠ που περιγράφει το εν λόγω πρόβληµα παραγωγής είναι: 

z = min(690x1 + 545x2 + 1020x3 + 755x4) 

                          20x1 +   30x2 +     10x3 +   25x4 ≤ 1000 

                        160x1 + 100x2 +   200x3 +   75x4 ≤ 4000 

                          30x1 +   35x2 +     60x3 +   80x4 ≤ 2000 

                          35x1 +   45x2 +     70x3              ≥ 2100 

                          55x1 +   42x2 +                  90x4 ≥ 1800 

xj ≥ 0, j = 1, …, 4. 

Εξετάζουµε τώρα το ερώτηµα (β). Έστω x5 ο αριθµός των ωρών υπερωρίας που 

θα χρησιµοποιηθούν. Σε αυτή την περίπτωση λόγω των νοµικών περιορισµών πρέπει: 

0 ≤ x5 ≤ 200 

Η χρήση υπερωριών οδηγεί επίσης στην αλλαγή του πρώτου περιορισµού που 

αφορά το σύνολο των διαθέσιµων ανθρωποωρών και ο οποίος διαµορφώνεται ως 

εξής: 

20x1 + 30x2 + 10x3 + 25x4 ≤ 1000 + x5 

Τέλος αλλάζει η συνάρτηση κόστους στην οποία πρέπει να προσθέσουµε το 

κόστος υπερωριών που είναι ίσο µε 8x5. Έτσι το ΠΓΠ µε την προσθήκη των 

υπερωριών διαµορφώνεται ως ακολούθως: 

z = min(690x1 + 545x2 + 1020x3 + 755x4 + 8x5) 
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                         20x1 +   30x2 +     10x3 +   25x4 −   x5 ≤ 1000 

                       160x1 + 100x2 +   200x3 +   75x4          ≤ 4000 

                         30x1 +   35x2 +     60x3 +   80x4          ≤ 2000 

                         35x1 +   45x2 +     70x3                       ≥ 2100 

                         55x1 +   42x2 +                  90x4          ≥ 1800 

                                                                                x5 ≤   200 

xj ≥ 0, j = 1, …, 5. 

 

Παράδειγµα 1.3 

Μια εταιρεία παραγωγής χαρτιού που διαθέτει 2 εργοστάσια, πρέπει να 

προµηθεύει τυπογραφικό χαρτί σε τρία πιεστήρια κάθε εβδοµάδα. Το εργοστάσιο 

1παράγει 350 τόνους και το εργοστάσιο 2 550 τόνους τυπογραφικού χαρτιού την 

εβδοµάδα. Τα πιεστήρια 1, 2 και 3 ζητούν 300 τόνους/εβδοµάδα, 400 

τόνους/εβδοµάδα και 200 τόνους/εβδοµάδα αντίστοιχα. Ο παρακάτω πίνακας 

παρουσιάζει τα κόστη µεταφοράς σε €/τόνο. 

Πιεστήριο  

Εργοστάσιο 1 2 3 

1 17 22 15

2 18 16 12

Το ζητούµενο είναι ο καθορισµός των ποσοτήτων χαρτιού που θα πρέπει να 

σταλούν από κάθε εργοστάσιο σε κάθε πιεστήριο έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το 

κόστος µεταφοράς. 

 

Λύση 

Έστω xij η ποσότητα χαρτιού (σε τόνους) που µεταφέρεται από το εργοστάσιο i 

στο πιεστήριο j. Έτσι προκύπτουν οι περιορισµοί προσφοράς: 

x11 + x12 + x13 = 350 

x21 + x22 + x23 = 550 

οι περιορισµοί ικανοποίησης της ζήτησης: 

x11 + x21 = 300 

x12 + x22 = 400 
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x13 + x23 = 200 

και οι περιορισµοί µη αρνητικότητας: 

xij ≥ 0, i =1, 2, j = 1, 2, 3 

Το κόστος που πρέπει να ελαχιστοποιηθεί είναι: 

z = 17x11 + 22x12 + 15x13 + 18x21 + 16x22 + 12x23 

Το ΠΓΠ που καταλήγουµε είναι το ακόλουθο: 

z = min(17x11 + 22x12 + 15x13 + 18x21 + 16x22 + 12x23) 

x11 + x12 + x13 = 350 

x21 + x22 + x23 = 550 

x11 + x21 = 300 

x12 + x22 = 400 

x13 + x23 = 200 

xij ≥ 0, i =1, 2, j = 1, 2, 3. 

 

1.3 Η γραφική µέθοδος επίλυσης ΠΓΠ 

 

Όταν σε ένα ΠΓΠ υπάρχουν δύο µεταβλητές απόφασης είναι εφικτή η γραφική 

επίλυση του. Αν και η πρακτική σηµασία της γραφικής µεθόδου είναι πολύ µικρή, 

εντούτοις η εξέταση της γεωµετρικής απεικόνισης του ΠΓΠ σε δύο διαστάσεις οδηγεί 

σε πολύ χρήσιµες παρατηρήσεις για τα χαρακτηριστικά της βέλτιστης λύσης και µας 

προσφέρει µια διαισθητική εικόνα του ΠΓΠ. Θα περιγράψουµε αυτή τη µέθοδο µε τη 

βοήθεια δυο παραδειγµάτων. 

 

Παράδειγµα 1.4 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ: 

z = max(x1 + x2) 

x1 + 2x2 ≤ 3 

2x1 + x2 ≤ 3 

x1, x2 ≥ 0 
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Λύση 

Στο δυσδιάστατο χώρο κάθε µια από τις ανισώσεις ορίζει ένα ηµιεπίπεδο. Η τοµή 

όλων των ηµιεπιπέδων είναι το σύνολο όλων των εφικτών λύσεων S που 

παρουσιάζεται ως η σκιασµένη περιοχή στο Σχήµα 1.1.  

Για να υπολογίσουµε τη βέλτιστη λύση προχωράµε ως εξής. Για κάθε πραγµατική 

σταθερά z το σύνολο των σηµείων µε κέρδος ίσο µε z είναι µια γραµµή µε εξίσωση 

z = x1 + x2 = cTx, όπου cT = (1, 1) και xT = (x1, x2). ∆ιαφορετικές τιµές του z µας 

δίδουν διαφορετικές γραµµές παράλληλες µεταξύ τους και κάθετες στο διάνυσµα c. Η 

µετατόπιση των γραµµών αυτών προς την κατεύθυνση του διανύσµατος των 

συντελεστών κέρδους c οδηγεί στη µεγιστοποίηση της τιµής της αντικειµενικής 

συνάρτησης. Συνεπώς για να µεγιστοποιήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση 

µετακινούµαστε προς την κατεύθυνση του c χωρίς όµως να εγκαταλείπουµε την 

περιοχή εφικτών λύσεων S, δηλαδή θα πρέπει η γραµµή που αντιστοιχεί στην 

αντικειµενική συνάρτηση να έχει σηµεία τοµής µε την περιοχή εφικτών λύσεων. Στην 

περίπτωση µας βλέπουµε ότι το κέρδος µας µεγιστοποιείται όταν η ευθεία της 

αντικειµενικής συνάρτησης διέρχεται από το σηµείο (x1, x2) = (1, 1) της περιοχής 

εφικτών λύσεων. Συνεπώς αυτή είναι η βέλτιστη λύση του ΠΓΠ που εξετάζουµε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.1 Χώρος εφικτών λύσεων Παραδείγµατος 1.4. 

 

(1,1)

(3,0)

(0,1.5) 

(0,3) 

(1.5,0)

2x1 + x2 ≤ 3

x1 + 2x2 ≤ 3

x1 + x2 = 2 

x1 + x2 = z x1 + x2 = 0 

S

c

x1 ≥ 0 

X2 ≥ 0
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Παράδειγµα 1.5 

Έστω το ΠΓΠ όπου η περιοχή εφικτών λύσεων καθορίζεται από τους 

περιορισµούς: 

− x1 + x2 ≤ 1 

x1, x2 ≥ 0 

α) Να βρεθεί η βέλτιστη λύση για τις ακόλουθες τιµές του cT: (1, 1), (1, 0), (0,1) 

και (− 1, − 1) όταν ζητείται η ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης 

z = cTx. 

β) Ποια είναι η περιοχή εφικτών λύσεων αν προσθέσουµε τον περιορισµό 

x1 + x2 ≤ − 0.1; 

 

Λύση 

(α) Η περιοχή εφικτών λύσεων φαίνεται στο Σχήµα 1.2. 

Όταν το διάνυσµα των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

c = (1, 1)T τότε η βέλτιστη λύση είναι το σηµείο (0, 0). Εδώ αξίζει να σηµειωθεί, ότι 

στην περίπτωση που έχουµε ελαχιστοποίηση, όπως εδώ, η βελτιστοποίηση 

επιτυγχάνεται µε την µετακίνηση της ευθείας της αντικειµενικής συνάρτησης στην 

αντίθετη κατεύθυνση από αυτή του διανύσµατος c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.2 Χώρος εφικτών λύσεων Παραδείγµατος 1.5. 

 

c = (1,1)T
(0,1) 

S

c = (1,0)T

c = (0,1)T

c = (−1,−1)
T

x1 + x2 ≤ −0.1 

− x1 + x2 ≤ 1 
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Όταν το cT = (1, 0), έχουµε άπειρες βέλτιστες λύσεις. Σε αυτή την περίπτωση κάθε 

διάνυσµα xT = (0, x2) όπου το x2 ικανοποιεί την συνθήκη 0 ≤ x2 ≤ 1, δηλαδή κάθε 

σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία (0, 0) και (0, 1) είναι βέλτιστη 

λύση. Αυτό οφείλεται στο ότι η ευθεία της αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

παράλληλη στην ευθεία που αποτελεί το σύνορο του περιορισµού x1 ≥ 0. 

Αντίστοιχα όταν c = (0, 1)T, έχουµε επίσης άπειρες βέλτιστες λύσεις. Πιο 

συγκεκριµένα εδώ βέλτιστη λύση είναι κάθε διάνυσµα x = (x1, 0)T όπου το x1 

ικανοποιεί την συνθήκη 0 ≤ x1. Σε αυτή την περίπτωση το σύνολο των βέλτιστων 

λύσεων δεν είναι φραγµένο. 

Όταν c = (−1, −1)T για κάθε εφικτή λύση x = (x1, x2)T µπορούµε να βρούµε µια 

άλλη λύση µε µικρότερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, απλά αυξάνοντας την 

τιµή της x1, άρα δεν υπάρχει βέλτιστη λύση. Σε αυτή την περίπτωση το βέλτιστο 

κόστος τείνει στο − ∞. Ο λόγος που συµβαίνει αυτό είναι ότι η περιοχή εφικτών 

λύσεων δεν είναι φραγµένη. 

(β) Αν προσθέσουµε τον περιορισµό x1 + x2 ≤ − 0.1 είναι προφανές ότι δεν 

υπάρχουν εφικτές λύσεις και το σύνολο των εφικτών λύσεων είναι S = ∅.  

 

Από τη µελέτη των δύο παραπάνω παραδειγµάτων µπορεί κανείς να οδηγηθεί στις 

ακόλουθες διαισθητικές παρατηρήσεις: 

Παρατήρηση 1.1: 

Γενικά φαίνεται ότι υπάρχουν τα παρακάτω ενδεχόµενα σχετικά µε την ύπαρξη 

και τη µορφή των βέλτιστων λύσεων ενός ΠΓΠ: 

α) Υπάρχει µία µοναδική βέλτιστη λύση. 

β) Υπάρχουν άπειρες βέλτιστες λύσεις. 

γ) Το βέλτιστο κόστος (ή κέρδος) είναι − ∞ (ή + ∞) και δεν υπάρχει βέλτιστη 

λύση. 

δ) Το σύνολο των εφικτών λύσεων είναι κενό. 

Παρατήρηση 1.2:  

Η περιοχή εφικτών λύσεων φαίνεται ότι αν υπάρχει είναι ένα κυρτό πολύγωνο. Αν 

υπάρχει βέλτιστη λύση αυτή είναι µια από τις κορυφές του πολυγώνου, ή µια από τις 

ακµές του, οπότε έχουµε άπειρες βέλτιστες λύσεις. 
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Στη συνέχεια θα δούµε ότι οι παραπάνω παρατηρήσεις γενικεύονται και σε 

προβλήµατα µεγαλύτερης διάστασης. 

 

1.4. Η κανονική µορφή του ΠΓΠ 

 

Όπως έχουµε δει υπάρχει µια ποικιλία στον τρόπο µε τον οποίο παρουσιάζονται 

τα διάφορα ΠΓΠ. Για λόγους ευκολίας κυρίως στην ανάπτυξη µιας γενικής 

µεθοδολογίας επίλυσης τέτοιων προβληµάτων θα θέλαµε να τυποποιήσουµε κατά το 

δυνατόν τη µορφή παρουσίασης τους. 

Ορισµός 1.1: Ένα ΠΓΠ είναι σε κανονική µορφή όταν παρουσιάζεται ως εξής 

z = max(c1x1 + c2x2 + … + cnxn) 

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn = b1 

 a21x1 + a22x2 + … + a2nxn = b2 (1.6) 

#     #  

am1x1 + am2x2 + … + amnxn = bm 

x1, x2,…, xn ≥0 

Παρατήρηση 1.3.1:  

Κάθε ΠΓΠ µπορεί να τεθεί σε κανονική µορφή. Αυτό επιτυγχάνεται ως εξής: 

α) Με την εισαγωγή περιθώριων µεταβλητών οι ανισοτικοί περιορισµοί 

µετατρέπονται σε ισοτικούς. Γενικά περιορισµοί της µορφής i
n

i jij bxa ≤∑ =1
 

µπορούν να γραφούν ως in
n

i jij bxxa =+ +=∑ 11
 και οι περιορισµοί της µορφής 

i
n

i jij bxa ≥∑ =1
 µπορούν να παρουσιαστούν ως in

n

i jij bxxa =− +=∑ 11
, όπου η xn+1 

είναι µια νέα µεταβλητή που καλείται περιθώρια µεταβλητή για την οποία 

βέβαια ισχύει ότι xn+1 ≥ 0. Με την προσθήκη των περιθωρίων µεταβλητών δεν 

αλλάζει ουσιαστικά η αντικειµενική συνάρτηση αφού θέτουµε cn+1 = 0. 

β) Πολλαπλασιάζοντας την αντικειµενική συνάρτηση µε − 1 µετατρέπουµε ένα 

πρόβληµα από πρόβληµα ελαχιστοποίησης σε πρόβληµα µεγιστοποίησης. 

γ) Στην περίπτωση που κάποια µεταβλητή xi δεν ικανοποιεί τον περιορισµό µη 

αρνητικότητας, δηλαδή xi ≤ 0 ή xi ∈ R, την αντικαθιστούµε. Στην πρώτη 

περίπτωση µε µια νέα µεταβλητή xi1 για την οποία ισχύει ότι xi1 = − xi και στην 
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δεύτερη περίπτωση µε δύο νέες µη αρνητικές µεταβλητές xi1, xi2 για τις οποίες 

έχουµε ότι xi = xi1 − xi2 
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Κεφάλαιο 2 

Γεωµετρική εικόνα του ΠΓΠ 

 

Πριν προχωρήσουµε στην παρουσίαση των βασικών µεθοδολογιών επίλυσης 

ΠΓΠ είναι απαραίτητο να µελετήσουµε τη γεωµετρική εικόνα αυτών των 

προβληµάτων. Αυτή η µελέτη µας προσφέρει τις βασικές θεωρητικές αρχές πάνω στις 

οποίες στηριζόµαστε για να αναπτύξουµε τις µεθοδολογίες επίλυσης των 

προβληµάτων που εξετάζουµε εδώ. 

 

2.1. Πολύεδρα και κυρτά σύνολα 

 

Σε αυτή την παράγραφο εισάγουµε µερικές βασικές έννοιες που είναι απαραίτητες 

για τη µελέτη της γεωµετρίας των ΠΓΠ.  

Ορισµός 2.1: Ονοµάζουµε πολύεδρο το σύνολο που µπορεί να περιγραφεί στη 

µορφή {x ∈ Rn | Ax ≥ b}, όπου Α είναι ένας πίνακας m × n και το b είναι ένα 

διάνυσµα που ανήκει στο Rn. 

Όπως είδαµε στο Κεφάλαιο 1, το σύνολο των εφικτών λύσεων ενός ΠΓΠ µπορεί 

να περιγραφεί µε τη µορφή Ax ≥ b και συνεπώς είναι πολύεδρο.  

Ορισµός 2.2: Ένα σύνολο S ⊂ Rn είναι φραγµένο αν υπάρχει σταθερά Κ τέτοια ώστε 

η απόλυτη τιµή κάθε στοιχείου του S είναι µικρότερη ή ίση της σταθεράς Κ. 

Ορισµός 2.3: Έστω a ένα µη µηδενικό διάνυσµα του Rn και έστω b µια πραγµατική 

σταθερά.  

α) Το σύνολο {x ∈ Rn | aΤx = b} ονοµάζεται υπερεπίπεδο. 

β) Το σύνολο {x ∈ Rn | aΤx ≥ b} ονοµάζεται ηµίχωρος. 

Παρατηρείστε ότι ένα υπερεπίπεδο είναι το σύνορο του αντίστοιχου ηµιχώρου. 

Επιπλέον το διάνυσµα a είναι κάθετο στο υπερεπίπεδο. Τέλος αξίζει να σηµειωθεί ότι 

ένα πολύεδρο είναι ίσο µε την τοµή ενός πεπερασµένου πλήθους ηµιχώρων. 

Πολύ σηµαντική για το πρόβληµα του γραµµικού προγραµµατισµού είναι η 

έννοια του κυρτού συνόλου. 
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Ορισµός 2.4: Ένα σύνολο S ⊂ Rn είναι κυρτό αν ∀ x1, x2 ∈ S και ∀ λ ∈ [0, 1] έχουµε 

ότι λx1 +(1 − λ) x2 ∈ S. 

Όταν λ ∈ [0, 1] το στοιχείο λx1 +(1 − λ) x2 ανήκει στο ευθύγραµµο τµήµα που 

ενώνει τα διανύσµατα x1 και x2. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί σε έναν εναλλακτικό 

ορισµό του κυρτού συνόλου. Ένα σύνολο είναι κυρτό, όταν το ευθύγραµµο τµήµα, 

που ενώνει δύο οποιαδήποτε από τα στοιχεία του, περιέχεται στο σύνολο αυτό. 

Ορισµός 2.5: Έστω x1, x2, ..., xk ∈ Rn  κι ακόµη λ1, λ2, ..., λk πραγµατικές σταθερές 

τέτοιες ώστε ∑=

k

i i1
λ = 1. 

α) Το διάνυσµα i
k

i i x∑=1
λ  καλείται κυρτός συνδυασµός των x1, x2, ..., xk. 

β) Η κυρτή θήκη των διανυσµάτων x1, x2, ..., xk είναι το σύνολο όλων των κυρτών 

συνδυασµών των διανυσµάτων αυτών. 

Το θεώρηµα που ακολουθεί παρουσιάζει µερικά σηµαντικά αποτελέσµατα 

σχετικά µε την κυρτότητα. 

Θεώρηµα 2.1: 

α) Η τοµή κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο. 

β) Κάθε πολύεδρο είναι κυρτό σύνολο. 

γ) Ο κυρτός συνδυασµός ενός πεπερασµένου πλήθους στοιχείων ενός κυρτού 

συνόλου ανήκει επίσης στο κυρτό σύνολο. 

δ) Η κυρτή θήκη πεπερασµένου πλήθους διανυσµάτων είναι κυρτό σύνολο. 

Απόδειξη 

 

Όπως έχουµε δει ένα πολύεδρο ορίζεται ως η τοµή ενός συνόλου γραµµικών 

περιορισµών. Το επόµενο θεώρηµα, του οποίου την απόδειξη θα παραλείψουµε 

επειδή είναι αρκετά µακροσκελής, µας προσφέρει έναν εναλλακτικό ορισµό και 

τρόπο αναπαράστασης των πολυέδρων. 

Θεώρηµα 2.2: Ένα µη κενό και φραγµένο πολύεδρο είναι η κυρτή θήκη των 

ακρότατων του. 

Στο Σχήµα 2.1 δίδεται ένα µικρό παράδειγµα αυτού του εναλλακτικού ορισµού. 

Το πολύεδρο P µπορεί να προκύψει ως το σύνολο των κυρτών συνδυασµών των 

κορυφών του z, u και v. Το τυχαίο σηµείο x είναι κυρτός συνδυασµός των σηµείων z 
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και w. Το z είναι ακρότατο του P ενώ το w είναι κυρτός συνδυασµός των άλλων δύο 

ακρότατων του P, u και v. 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.1. 

 

2.2. Ακρότατα, κορυφές και βασικές εφικτές λύσεις 

 

Στην Παράγραφο 1.3 παρατηρήσαµε ότι η βέλτιστη λύση σε ένα ΠΓΠ φαίνεται να 

συναντάται συνήθως σε κάποια «κορυφή» του πολυέδρου των εφικτών λύσεων. Σε 

αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε την έννοια των κορυφών ενός πολυέδρου τόσο 

γεωµετρικά όσο κι αλγεβρικά. 

Ορισµός 2.6: Έστω ένα πολύεδρο P. Ένα διάνυσµα x ∈ P καλείται ακρότατο του P 

αν δεν υπάρχουν δύο διανύσµατα z1, z2 ∈ P διαφορετικά του x και µια πραγµατική 

σταθερά λ ∈ [0, 1] τέτοια ώστε x = λ z1 + (1 − λ) z2  

Ορισµός 2.7: Έστω ένα πολύεδρο P. Ένα διάνυσµα x ∈ P καλείται κορυφή του P αν 

υπάρχει κάποιο c τέτοιο ώστε cΤx < cΤz για κάθε z ∈ P και z ≠ x. 

Με άλλα λόγια το x είναι κορυφή του P αν και µόνο αν το P βρίσκεται στον ένα 

ηµίχωρο, που ορίζει το υπερεπίπεδο cΤx = cΤz και η τοµή του P µε το υπερεπίπεδο 

είναι το x. 

Οι γεωµετρικοί ορισµοί που δόθηκαν παραπάνω δεν είναι αλγοριθµικά εύχρηστοι. 

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να ορίσουµε αλγεβρικά αυτές τις έννοιες πράγµα 

που θα µας βοηθήσει στην προσπάθεια να αναπτύξουµε αλγοριθµικά εργαλεία για 

την εύρεση των κορυφών ενός πολυέδρου.  

Έστω ένα πολύεδρο P ⊂ Rn το οποίο ορίζεται από τις σχέσεις 

αi
Τx ≥ bi, i = 1, …, k 

αi
Τx ≤ bi, i = k + 1, …, l 

αi
Τx = bi, i = l + 1, …, m 

z

w vu

P
x



 18

όπου τα αi είναι διανύσµατα του Rn και τα bi, είναι πραγµατικές σταθερές 

Ορισµός 2.8: Αν ένα διάνυσµα x΄ ικανοποιεί τις σχέσεις αi
Τx΄ = bi για κάποια i, οι 

αντίστοιχοι περιορισµοί ονοµάζονται ενεργοί στο x΄.  

Αν υπάρχουν n περιορισµοί που είναι ενεργοί σε ένα διάνυσµα x΄, τότε το x΄ 

ικανοποιεί ένα γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους. Το σύστηµα έχει µια 

και µοναδική λύση αν και µόνο αν αυτές οι n εξισώσεις είναι γραµµικά ανεξάρτητες.  

Θεώρηµα 2.3: Έστω x΄ ένα στοιχείο του Rn κι έστω Ι = {i | αi
Τx΄ = bi}, όπου Ι το 

σύνολο των δεικτών των περιορισµών που είναι ενεργοί στο x΄. Τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα: 

α) Υπάρχουν n διανύσµατα στο σύνολο {αi | i ∈ I}, που είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

β) Τα διανύσµατα αi, i ∈ I, παράγουν τον Rn, δηλαδή κάθε διάνυσµα του Rn µπορεί να 

εκφρασθεί ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων αυτών. 

γ) Το σύστηµα των γραµµικών εξισώσεων αi
Τx = bi,  i ∈ I, έχει µία και µοναδική 

λύση. 

Απόδειξη 

 

Οι έννοιες που ακολουθούν αποτελούν τις αλγεβρικές εκφράσεις των 

γεωµετρικών εννοιών της κορυφής και του ακρότατου.  

Ορισµός 2.9: Έστω ένα πολύεδρο P που ορίζεται από γραµµικούς ισοτικούς και 

ανισοτικούς περιορισµούς και x΄ ένα στοιχείο του Rn. 

α) Το διάνυσµα x΄ είναι βασική λύση αν: 

1. Όλοι οι ισοτικοί περιορισµοί είναι ενεργοί και, 

2. Από τους περιορισµούς που είναι ενεργοί στο x΄ οι n είναι γραµµικά 

ανεξάρτητοι. 

β) Αν x΄ είναι µια βασική λύση που ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς, τότε 

καλείται βασική εφικτή λύση. 

Εδώ όταν λέµε ότι οι περιορισµοί i ∈ I είναι γραµµικά ανεξάρτητοι εννοούµε ότι 

τα αντίστοιχα διανύσµατα αi, i ∈ I είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

Στο Σχήµα 2.2 βλέπουµε ένα παράδειγµα του παραπάνω ορισµού. Η σκιασµένη 

περιοχή που περικλείεται από τα σηµεία A, B, D και E είναι η περιοχή εφικτών 

λύσεων ενός ΠΓΠ. Τα σηµεία A, B, C, D, E είναι όλα βασικές λύσεις αφού υπάρχουν 



 19

τουλάχιστον δύο περιορισµοί που είναι ενεργοί για κάθε µια από αυτές. Το σηµείο C 

όµως δεν είναι βασική εφικτή λύση αφού δεν ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς και 

είναι εκτός της περιοχής εφικτών λύσεων. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.2. 

 

Το ακόλουθο θεώρηµα επιβεβαιώνει ότι η βασικές εφικτές λύσεις είναι οι 

αλγεβρικές έκφρασεις των κορυφών και των ακρότατων ενός πολυέδρου. 

Θεώρηµα 2.4: Έστω ένα πολύεδρο P και x΄ ένα στοιχείο του. Τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα: 

α) το x΄ είναι κορυφή του P, 

β) το x΄ είναι ακρότατο του P, 

γ) το x΄ είναι βασική εφικτή λύση του P. 

Απόδειξη 

 

Θεώρηµα 2.5: Το σύνολο των βασικών εφικτών λύσεων ενός πολύεδρου είναι 

πεπερασµένο. 

Απόδειξη 

 

2.3. Πολύεδρα σε κανονική µορφή 

 

Οι ορισµοί των βασικών λύσεων που δόθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο 

αναφέρονται σε γενικά πολύεδρα. Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε τις ίδιες 

έννοιες σε πολύεδρα που βρίσκονται στην κανονική µορφή (όλοι οι περιορισµοί είναι 

ισοτικοί εκτός από τους περιορισµούς µη αρνητικότητας). Όπως έχουµε δει όλα τα 

ΠΓΠ και συνεπώς κι όλα τα πολύεδρα µπορούν να µετασχηµατιστούν στην κανονική 

 

Α

Β

C

D

E
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µορφή. Η χρήση της κανονικής µορφής είναι απαραίτητη για την ανάπτυξη ενός 

αλγορίθµου επίλυσης ΠΓΠ. 

Έστω P = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0} ένα πολύεδρο σε κανονική µορφή, κι ακόµη 

έστω m × n οι διαστάσεις του πίνακα A, όπου m είναι το πλήθος των ισοτικών 

περιορισµών. Από εδώ και πέρα θα κάνουµε την υπόθεση ότι οι m περιορισµοί είναι 

γραµµικά ανεξάρτητοι. Αυτό συνεπάγεται ότι m ≤ n µιας και οι γραµµές του A 

ανήκουν στον Rn. Στη συνέχεια θα δούµε ότι όταν το P ≠ ∅ οι γραµµικά εξαρτηµένοι 

περιορισµοί είναι πλεοναστικοί και µπορούν να παραληφθούν. 

2.3.1 Η υπόθεση πλήρους βαθµού του πίνακα Α 

Ορισµός 2.10: Το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών ή στηλών 

ενός πίνακα A λέγεται βαθµός του A και συµβολίζεται r(A). Όταν ο βαθµός ενός 

πίνακα A, r(A) = min{m, n}, λέµε ότι ο A είναι πλήρους βαθµού 

Θεώρηµα 2.6: Έστω P = {x | Ax = b, x ≥ 0} ένα µη κενό πολύεδρο, όπου A ένας 

πίνακας διαστάσεων m × n, µε γραµµές α1
Τ, ..., αm

Τ. Υποθέτουµε ότι r(A) = k < m και 

ότι οι γραµµές T
i

T
i k

aa
11

, ,… είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Θεωρούµε ακόµη το πολύεδρο 

Q = {x |
kk i

T
ii

T
i bxabxa == , ,

11
… , x ≥ 0} 

Τότε έχουµε P = Q. 

Απόδειξη 

 

Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι έχουµε υποθέσει πως το πλήθος των περιορισµών 

m είναι µικρότερο ή ίσο από το πλήθος των µεταβλητών n (m ≤ n). Αν n ≤ m τότε 

προφανώς r(A) = k ≤ n ≤ m, m − k περιορισµοί είναι πλεοναστικοί και το πρόβληµα 

ανάγεται στην προηγούµενη περίπτωση. Αν r(A) = n = m, τότε υπάρχει µια µοναδική 

λύση του προβλήµατος. 

2.3.2 Ανάπτυξη αλγορίθµου εύρεσης βασικών λύσεων 

Παρατηρούµε ότι σε κάθε βασική λύση πρέπει να υπάρχουν n γραµµικά 

ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί. Επιπλέον κάθε βασική λύση πρέπει να ικανοποιεί 

όλους τους ισοτικούς περιορισµούς Ax = b, από τους οποίους παίρνουµε m ενεργούς 

περιορισµούς, που είναι επίσης γραµµικά ανεξάρτητοι λόγω της υπόθεσης ότι ο 

πίνακας A είναι πλήρους βαθµού. Για να βρεθούν οι υπόλοιποι n − m περιορισµοί, 
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θέτουµε n − m από τις µεταβλητές xi ίσες µε το µηδέν οπότε γίνονται ενεργοί οι 

αντίστοιχοι περιορισµοί µη αρνητικότητας xi ≥ 0. Η επιλογή αυτών των n − m 

µεταβλητών που θα πρέπει να τεθούν ίσες µε το µηδέν δεν είναι αυθαίρετη όπως 

φαίνεται από το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.7: Έστω οι περιορισµοί Ax = b και x ≥ 0 και ας υποθέσουµε ότι ο 

διαστάσεων m × n πίνακας A αποτελείται από γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές 

(δηλαδή r(A) = m). Ένα διάνυσµα x ∈ Rn είναι βασική λύση αν και µόνο Ax = b και: 

α) Υπάρχουν m στήλες AB(1), …, AB(m) του πίνακα A που είναι γραµµικά ανεξάρτητες, 

β) αν i ≠ B(1), …, B(m), τότε xi = 0. 

Απόδειξη 

 

Με βάση το προηγούµενο αποτέλεσµα µπορούµε να διατυπώσουµε έναν 

αλγόριθµο για την εύρεση βασικών λύσεων: 

Αλγόριθµος εύρεσης βασικών λύσεων 

1. Επιλέγουµε m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες AB(1), …, AB(m) του πίνακα A. 

2. Θέτουµε xi = 0 για κάθε i ≠ B(1), …, B(m). 

3. Λύνουµε το σύστηµα m εξισώσεων bxAm

i iBiB =∑ =1 )()(  για τους αγνώστους 

xB(1), …, xB(m). 

 

Αν µια βασική λύση x είναι και µη αρνητική, δηλαδή x ≥ 0, τότε είναι βασική 

εφικτή λύση. Αν x είναι βασική λύση τότε οι xB(1), …, xB(m), καλούνται βασικές 

µεταβλητές, ενώ οι υπόλοιπες λέγονται µη βασικές. Οι στήλες AB(1), …, AB(m) 

καλούνται βασικές στήλες και αποτελούν βάση του Rm. Αναδιατάσσοντας τις βασικές 

στήλες έτσι ώστε να όλες µαζί, σχηµατίζεται ένας m × m πίνακας Β που καλείται 

βασικός πίνακας ή βάση επειδή οι στήλες του είναι βάση του Rm. Το διάνυσµα xΒ 

 = [xB(1), …, xB(m)]Τ, περιέχει τις βασικές µεταβλητές οι οποίες καθορίζονται από την 

επίλυση της εξίσωσης BxB = b της οποίας η µοναδική λύση δίδεται από 

xB = B−1 b 
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Παράδειγµα 2.1 

Έστω το πολύεδρο που προκύπτει από τους περιορισµούς σε κανονική µορφή 

Ax = b και x ≥ 0, όπου  

A = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000010
0100001
0010610
0001211

 και b = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6
4

12
8

 

α) Βρείτε δυο διαφορετικές βασικές λύσεις. 

β) Τι θα γινόταν αν προσθέταµε µια ακόµη στήλη στον πίνακα A ίση µε την 

έβδοµη στήλη; 

 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι οι τέσσερις τελευταίες στήλες του A, A4, A5, A6 και A7 

σχηµατίζουν τον µοναδιαίο πίνακα 4 × 4 και προφανώς είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 

Επιλέγουµε αυτές ως βασικές και επιλύοντας το αντίστοιχο σύστηµα οδηγούµαστε 

στη βασική λύση x1
Τ= [0, 0, 0, 8, 12, 4, 6] η οποία είναι και µη µηδενική άρα είναι και 

βασική εφικτή λύση. Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι επειδή ο βασικός πίνακας είναι ο 

µοναδιαίος το διάνυσµα των βασικών µεταβλητών xΒ είναι ίσο µε το b. Μια άλλη 

βάση προκύπτει να πάρουµε τις στήλες A3, A5, A6 και A7 που είναι επίσης γραµµικά 

ανεξάρτητες. Η αντίστοιχη βασική λύση είναι η x1
Τ= [0, 0, 4, 0, − 12, 4, 6], που δεν 

είναι εφικτή αφού x5 = − 12 < 0. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει και µια όγδοη στήλη 

στον πίνακα A, η A8 τέτοια ώστε A8 = A7. Σε αυτή την περίπτωση οι βάσεις 

Β2 = [A3, A5, A6, A7] και Β3 = [A3, A5, A6, A8] ενώ είναι ίσες αντιστοιχούν σε 

διαφορετικές βασικές στήλες και µας δίνουν διαφορετικές βασικές λύσεις. 

 

∆ιαφορετικές βασικές λύσεις πρέπει να αντιστοιχούν σε διαφορετικές βάσεις, 

διότι µια βάση ορίζει µε µοναδικό τρόπο µια βασική λύση. Παρόλα αυτά δύο 

διαφορετικές βάσεις µπορεί να οδηγήσουν στην ίδια βασική λύση. Το φαινόµενο 

αυτό έχει σηµαντικές αλγοριθµικές συνέπειες και θα µελετηθεί στην επόµενη 

παράγραφο. 

Όπως έχουµε δει, δυο διαφορετικές βασικές λύσεις λέµε ότι είναι γειτονικές, όταν 

υπάρχουν n − 1 γραµµικά ανεξάρτητοι περιορισµοί, που είναι ενεργοί και στις δύο. 
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Σε προβλήµατα στην κανονική τους µορφή δύο βασικές λύσεις είναι γειτονικές όταν 

έχουν τις ίδιες βασικές στήλες εκτός από µία.  

 

2.4. Εκφυλισµένες βασικές λύσεις 

 

Σύµφωνα µε τον ορισµό σε µια βασική λύση πρέπει να υπάρχουν n γραµµικά 

ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί. Στην περίπτωση που υπάρχουν περισσότεροι από n 

ενεργοί περιορισµοί λέµε ότι έχουµε µια εκφυλισµένη βασική λύση. 

Ορισµός 2.11: Μια βασική λύση x ∈ Rn καλείται εκφυλισµένη όταν περισσότεροι 

από n περιορισµοί είναι ενεργοί στο x. 

Στις δύο διαστάσεις µια εκφυλισµένη βασική λύση συναντάται στην τοµή τριών ή 

περισσότερων γραµµών, ενώ στις τρεις διαστάσεις έχουµε µια εκφυλισµένη λύση 

όταν τέµνονται τέσσερα διαφορετικά επίπεδα. Στο Σχήµα 2.3 βλέπουµε ένα 

γεωµετρικό παράδειγµα εκφυλισµένων βασικών λύσεων. Τα σηµεία Α και C είναι 

βασικές εφικτές λύσεις ενώ τα σηµεία B και D είναι εκφυλισµένες βασικές εφικτές 

λύσεις. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.3. 

 

Παράδειγµα 2.2 

Έστω το πολύεδρο που ορίζεται από τους περιορισµούς 

x1 + x2 + 2x3 ≤ 8 

x2 + 6x3 ≤ 12 

x1 ≤ 4 

x2 ≤ 6 

x1, x2, x3 ≥ 0 

 

Α

B
C

D
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Να βρεθεί µια µη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση του προβλήµατος και µια 

εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση, αν υπάρχει τέτοια. 

 

Λύση 

Το διάνυσµα x1
T = [2, 6, 0] είναι µια µη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση επειδή 

υπάρχουν ακριβώς τρεις ενεργοί γραµµικά ανεξάρτητοι στο σηµείο αυτό, ο πρώτος ο 

τέταρτος και ο περιορισµός µη αρνητικότητας x3 ≥ 0. Η λύση x2
T = [4, 0, 2] είναι 

εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση αφού τέσσερις περιορισµοί είναι ενεργοί στο 

σηµείο αυτό, από τους οποίους οι τρεις είναι γραµµικά εξαρτηµένοι. Πιο 

συγκεκριµένα είναι ενεργοί οι τρεις πρώτοι περιορισµοί και ο περιορισµός µη 

αρνητικότητας x2 ≥ 0. 

 

2.4.1 Εκφυλισµένες βασικές λύσεις σε προβλήµατα εκφρασµένα σε κανονική 

µορφή 

Σε µια βασική εφικτή λύση ενός πολυέδρου που βρίσκεται σε κανονική µορφή οι  

m ισοτικοί περιορισµοί είναι πάντα ενεργοί. Συνεπώς για να υπάρχουν περισσότεροι 

από n ενεργοί περιορισµοί θα πρέπει να υπάρχουν περισσότερες από n − m 

µεταβλητές ίσες µε το µηδέν. Έτσι οδηγούµαστε στον επόµενο ορισµό, που είναι 

ειδική περίπτωση του προηγούµενου ορισµού. 

Ορισµός 2.12: Έστω ένα πολύεδρο σε κανονική µορφή P = {x ∈ Rn
 | Ax = b, x ≥ 0} 

κι έστω ακόµη µια βασική λύση x΄. Αν το πλήθος των γραµµών του A είναι m, το 

διάνυσµα x΄ είναι εκφυλισµένη βασική λύση αν περισσότερες από n − m µεταβλητές 

του x΄ είναι µηδέν. 

Παράδειγµα 2.3 

Έστω το πολύεδρο του προηγούµενου παραδείγµατος (2.4). Εισάγοντας τις 

περιθώριες µεταβλητές x4, x5, x6, x7, µετασχηµατίζουµε το πολύεδρο στην κανονική 

µορφή P = {xT = [x1, …, x7] | Ax = b, x ≥ 0}, όπου 

A = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1000010
0100001
0010610
0001211

 και b = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

6
4

12
8
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Να βρεθεί µια εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση του προβλήµατος, αν υπάρχει 

τέτοια. 

 

Λύση 

Θεωρούµε τη βάση B1 που αποτελείται από τις γραµµικά ανεξάρτητες στήλες A1, 

A2, A3 και A7 του πίνακα A. Για την εκτίµηση της αντίστοιχης βασικής λύσης 

µηδενίζουµε τις µη βασικές µεταβλητές x4, x5 και x6 και στη συνέχεια επιλύουµε το 

σύστηµα Ax = b, για την εκτίµηση των υπολοίπων µεταβλητών. Η λύση που 

καταλήγουµε είναι η x1
T = [4, 0, 2, 0, 0, 0, 6]. Η λύση αυτή είναι µια εκφυλισµένη 

βασική λύση διότι έχουµε συνολικά τέσσερις µηδενικές µεταβλητές ενώ 

n − m =7 − 4 = 3. Η λύση του συστήµατος ικανοποιεί έναν ακόµη περιορισµό, τον 

περιορισµό x2 ≥ 0, ισοτικά. 

 

Σε µια µη εκφυλισµένη βασική λύση ακριβώς n − m περιορισµοί µη 

αρνητικότητας είναι ενεργοί και οι αντίστοιχες µεταβλητές είναι µη βασικές. Όταν 

έχουµε µια εκφυλισµένη βασική λύση, περισσότεροι από n − m περιορισµοί µη 

αρνητικότητας είναι ενεργοί και υπάρχουν πολλοί δυνατοί συνδυασµοί επιλογής των 

n − m µη βασικών µεταβλητών. Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν πολλές 

διαφορετικές βάσεις που αντιστοιχούν στην ίδια βασική λύση.  

 

2.5. Ύπαρξη ακρότατων και η σχέση τους µε τις βέλτιστες λύσεις 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες ώστε 

ένα πολύεδρο να έχει ακρότατα κι επίσης τη σχέση που έχουν αυτά µε τις βέλτιστες 

λύσεις των ΠΓΠ. Αρχικά πρέπει να παρατηρήσουµε ότι δεν έχουν όλα τα πολύεδρα 

ακρότατα. Για παράδειγµα ένας ηµίχωρος στον Rn όπου n > 1 είναι ένα πολύεδρο 

χωρίς ακρότατα. Αποδεικνύεται όπως θα δούµε στη συνέχεια ότι η ύπαρξη 

ακρότατων εξαρτάται από το αν ένα πολύεδρο περιέχει ευθείες γραµµές ή όχι. Ένα 

πολύ καθαρό παράδειγµα φαίνεται στο Σχήµα 2.4. Το πολύεδρο P περιέχει 

τουλάχιστον µια (στην πραγµατικότητα περιέχει άπειρες ευθείες γραµµές) και δεν 

διαθέτει ακρότατα, ενώ το πολύεδρο S δεν περιέχει ευθείες γραµµές αλλά διαθέτει 

ένα ακρότατο.  
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Σχήµα 2.4. 

Ορισµός 2.12: Ένα πολύεδρο P ⊂ Rn λέµε ότι περιέχει µια ευθεία γραµµή αν 

υπάρχει ένα διάνυσµα x ∈ P και ένα µη µηδενικό διάνυσµα d ∈ Rn τέτοιο ώστε 

x + λd ∈ P για κάθε πραγµατικό λ. 

Αποδεικνύεται ότι ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.8: Έστω ότι το πολύεδρο P = {x ∈ Rn | ai
Tx ≥ bi, i = 1, …, m} είναι µη 

κενό. Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

α) Το πολύεδρο P έχει τουλάχιστον ένα ακρότατο. 

β) Το πολύεδρο P δεν περιέχει ευθείες γραµµές. 

γ) Υπάρχουν n διανύσµατα από τα a1, …, am, που είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

Απόδειξη 

 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ένα φραγµένο πολύεδρο δεν περιέχει ευθεία γραµµή. 

Όµοια το υποσύνολο S = {x | x ≥ 0} του Rn δεν περιέχει ευθεία γραµµή. Αφού ένα 

πολύεδρο σε κανονική µορφή περιέχεται από το S δεν περιέχει ούτε αυτό ευθεία 

γραµµή. Από τις προηγούµενες παρατηρήσεις προκύπτει το ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 2.1: Κάθε µη κενό φραγµένο πολύεδρο και κάθε µη κενό πολύεδρο σε 

κανονική µορφή έχει τουλάχιστον µια βασική εφικτή λύση. 

Στη συνέχεια θα επιβεβαιώσουµε την διαισθητική παρατήρηση που κάναµε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο ότι κάποια (ή κάποιες) από τις κορυφές του πολυέδρου 

(εφόσον υπάρχουν) της περιοχής εφικτών λύσεων ενός ΠΓΠ είναι βέλτιστη λύση. 

Θεώρηµα 2.9: Θεωρούµε ένα ΠΓΠ όπου ζητείται η µεγιστοποίηση της 

αντικειµενικής συνάρτησης cTx στο πολύεδρο P. Υποθέτουµε ότι το P έχει 

τουλάχιστον µια κορυφή (ακρότατο) κι ότι υπάρχει βέλτιστη λύση. Τότε υπάρχει 

βέλτιστη λύση που είναι κορυφή του P. 

Απόδειξη 

 

 

P S
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Το επόµενο αποτέλεσµα είναι ακόµη πιο ισχυρό αφού µας δείχνει ότι υπάρχει 

βέλτιστη λύση αρκεί η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτηση να είναι 

φραγµένη. 

 

Θεώρηµα 2.10: Θεωρούµε ένα ΠΓΠ όπου ζητείται η µεγιστοποίηση της 

αντικειµενικής συνάρτησης cTx στο πολύεδρο P. Υποθέτουµε ότι το P έχει 

τουλάχιστον µια κορυφή. Τότε είτε η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 

είναι + ∞, είτε υπάρχει µια κορυφή που είναι βέλτιστη λύση. 

Απόδειξη 

 

Όπως είδαµε υπάρχουν προβλήµατα στα οποία ο χώρος των εφικτών λύσεων είναι 

ένα πολύεδρο χωρίς ακρότατα. Σε αυτή την περίπτωση η τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης απειρίζεται. Αυτή η παρατήρηση µας οδηγεί στο επόµενο πόρισµα. 

Πόρισµα 2.2: Θεωρούµε ένα ΠΓΠ όπου ζητείται η µεγιστοποίηση της αντικειµενικής 

συνάρτησης cTx στο µη κενό πολύεδρο P. Τότε είτε η βέλτιστη τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι + ∞ είτε υπάρχει τουλάχιστον µία βέλτιστη λύση. 

Μάλιστα θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι όταν το πολύεδρο των εφικτών λύσεων 

είναι φραγµένο και µη κενό υπάρχει πάντα µια τουλάχιστον βέλτιστη λύση. 

Ακολουθεί ένα παράδειγµα που παρουσιάζει πως µπορούµε να βρούµε της 

βέλτιστη λύση ενός ΠΓΠ αξιοποιώντας τα προηγούµενα αποτελέσµατα. 

 

Παράδειγµα 2.4 

Να λυθεί το παρακάτω ΠΓΠ 

z = max(3x1 + 2x2 − 2x3 + x4) 

  x1 − x2 +   x3 +   x4 =   5 

2x1 + x2 + 2x3          =   1 

4x1 − x2 + 4x3 + 2x4 = 11 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι οι περιορισµοί είναι γραµµικά εξαρτηµένοι. Αν 

πολλαπλασιάσουµε επί δύο τον πρώτο και τον προσθέσουµε στον δεύτερο παίρνουµε 
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τον τρίτο. Άρα ένας από τους τρεις περιορισµούς είναι περιττός. Αφού οι δύο πρώτοι 

είναι γραµµικά ανεξάρτητοι τους κρατάµε και διαγράφουµε τον τρίτο. Έτσι έχουµε το 

ισοδύναµο πρόβληµα 

z = max(3x1 + 2x2 − 2x3 + x4) 

  x1 − x2 +   x3 +   x4 = 5 

2x1 + x2 + 2x3          = 1 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

που είναι πρόβληµα βαθµού r = 2. 

Αρχικά εξετάζουµε αν η περιοχή εφικτών λύσεων είναι φραγµένη, που είναι ικανή 

συνθήκη για να έχει το πρόβληµα βέλτιστη λύση. Από τον δεύτερο περιορισµό και 

τους περιορισµούς µη αρνητικότητας έχουµε ότι 

0 ≤ x1 ≤ 1/2, 0 ≤ x2 ≤ 1, 0 ≤ x3 ≤ 1/2. 

Ακόµη προσθέτοντας κατά µέλη τους περιορισµούς και χρησιµοποιώντας τους 

περιορισµούς µη αρνητικότητας, προκύπτει ότι 

0 ≤ x4 ≤ 6. 

Από τα παραπάνω είναι προφανές ότι η περιοχή εφικτών λύσεων στο πρόβληµα 

µας είναι φραγµένη. Αυτό σηµαίνει ότι για να λύσουµε το πρόβληµα αρκεί να βρούµε 

τις κορυφές της περιοχής εφικτών λύσεων. Αφού ο βαθµός του πίνακα Α είναι r = 2 

παίρνουµε τις στήλες του πίνακα Α ανά δύο. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα επειδή 

έχουµε τέσσερις µεταβλητές και δύο περιορισµούς θα υπάρχουν το πολύ 4!/2!2! = 6 

κορυφές. 

α) Οι στήλες Α1 και Α2 είναι γραµµικά ανεξάρτητες, οπότε βρίσκουµε τη λύση του 

συστήµατος 

Α1x1 + Α2x2 = b ⇔ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
5

1
1

2
1

21 xx  

 το οποίο έχει λύση x1 = 2, x2 = − 3. Βλέπουµε ότι αυτή η λύση είναι βασική αλλά 

όχι εφικτή αφού δεν ικανοποιεί τους περιορισµούς µη αρνητικότητας, άρα δε 

µπορεί να είναι κορυφή της περιοχής εφικτών λύσεων. 

β) Οι στήλες Α1 και Α3 είναι γραµµικά εξαρτηµένες. 

γ) Οι στήλες Α1 και Α4 είναι γραµµικά ανεξάρτητες, οπότε λύνουµε το ακόλουθο 

σύστηµα 
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Α1x1 + Α4x4 = b ⇔ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1
5

0
1

2
1

41 xx  

 κι έχουµε ότι x1 = 1/2 και x4 = 9/2, που γίνεται δεκτή άρα η xT
1 = [1/2, 0, 0, 9/2] 

είναι µια κορυφή της περιοχής εφικτών λύσεων. 

δ) Οι στήλες Α2 και Α3 είναι γραµµικά ανεξάρτητες, οπότε έχουµε 

Α2x2 + Α3x3 = b ⇔ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
1
5

2
1

1
1

32 xx  

 απ’ όπου προκύπτει ότι x2 = − 3 και x3 = 2, που δεν είναι εφικτή λύση. 

ε) Οι στήλες Α2 και Α4 είναι γραµµικά ανεξάρτητες, οπότε από το σύστηµα 

Α2x2 + Α4x4 = b ⇔ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
1
5

0
1

1
1

42 xx  

 έχουµε ότι x2 = 1 και x4 = 6, που γίνεται δεκτή άρα η xT
2 = [0, 1, 0, 6] είναι µια 

κορυφή της περιοχής εφικτών λύσεων. 

στ) Τέλος αφού οι στήλες Α3 και Α4 είναι γραµµικά ανεξάρτητες, από το σύστηµα 

Α3x3 + Α4x4 = b ⇔ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
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⎡
1
5

0
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43 xx  

 έχουµε ότι x3 = 1/2 και x4 = 9/2, που είναι αποδεκτή άρα η xT
3 = [0, 0, 1/2, 9/2] 

είναι µια κορυφή της περιοχής εφικτών λύσεων. 

Άρα υπάρχουν τρεις βασικές εφικτές λύσεις στη περιοχή εφικτών λύσεων. Η 

βέλτιστη λύση θα πρέπει να αναζητηθεί µεταξύ αυτών. Οι αντίστοιχες τιµές της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι 

z1 = cTx1 = 6, z2 = cTx2 = 11, z3 = cTx3 = 3.5. 

Συνεπώς η βέλτιστη λύση είναι η xT
2 = [0, 1, 0, 6] αφού αυτή µεγιστοποιεί την 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. 
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Κεφάλαιο 3 

Η µέθοδος Simplex για την επίλυση του ΠΓΠ 

 

Όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, αν ένα ΠΓΠ έχει βέλτιστη λύση, τότε 

υπάρχει κάποια βασική εφικτή λύση, που είναι βέλτιστη. Ο αλγόριθµος της Simplex 

στηρίζεται σε αυτό το γεγονός. Η Simplex ψάχνει για τη βέλτιστη λύση 

µεταπηδώντας από βασική εφικτή λύση σε βασική εφικτή λύση της περιοχής εφικτών 

λύσεων, έτσι ώστε σε κάθε βήµα να βελτιώνεται η τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης. Όταν καταλήξει σε κορυφή (βασική εφικτή λύση), από την οποία δεν 

µπορεί να µεταβεί σε κάποια γειτονική κορυφή µε καλύτερη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης τερµατίζει, καθώς αυτή είναι η βέλτιστη λύση. Σε αυτό το κεφάλαιο 

παρουσιάζουµε αναλυτικά τον αλγόριθµο της Simplex. Σε όλο το κεφάλαιο θεωρούµε 

ότι τα ΠΓΠ που µελετάµε βρίσκονται σε κανονική µορφή δηλαδή 

z = max(cTx) 

 Ax = b  

x ≥ 0 

όπου µε P συµβολίζουµε το σύνολο των εφικτών λύσεων, ο πίνακας A είναι ένας 

πίνακας m × n και θεωρούµε ότι είναι πλήρους βαθµού δηλαδή r(A) = m. 

 

3.1. Συνθήκες βελτιστότητας 

 

Συνήθως οι αλγόριθµοι βελτιστοποίησης έχουν την ακόλουθη δοµή. Ξεκινώντας 

από µια εφικτή λύση αναζητούν στη «γειτονιά» τους µια εφικτή λύση µε καλύτερη 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Αν δεν υπάρχει γειτονικό σηµείο, που να 

βελτιώνει την αντικειµενική συνάρτηση, είµαστε σε τοπικό βέλτιστο. Στην περίπτωση 

του γραµµικού προγραµµατισµού τα τοπικά βέλτιστα είναι και ολικά λόγω της 

κυρτότητας της αντικειµενικής συνάρτησης και του συνόλου εφικτών λύσεων. Σε 

αυτή την παράγραφο θα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα της αναζήτησης βελτιωµένων 

γειτονικών λύσεων και των συνθηκών βελτιστότητας, εκείνων δηλαδή των συνθηκών 

που µας εξασφαλίζουν ότι η λύση που έχουµε βρει είναι βέλτιστη. 



 31

Υποθέτουµε ότι είµαστε αρχικά σε ένα σηµείο x ∈ P κι ότι σχεδιάζουµε να 

µετακινηθούµε µακριά από το x προς την κατεύθυνση ενός διανύσµατος d ∈ Rn. 

Προφανώς θα πρέπει να εξετάσουµε τα διανύσµατα εκείνα που δε µας µεταφέρουν 

άµεσα εκτός της περιοχής εφικτών λύσεων, έτσι οδηγούµαστε στον ακόλουθο 

ορισµό. 

Ορισµός 3.1: Έστω ένα σηµείο x του πολυέδρου P. Ένα διάνυσµα d ∈ Rn λέµε ότι 

ορίζει µια εφικτή κατεύθυνση στο x, αν υπάρχει θετικός πραγµατικός θ τέτοιος ώστε 

x + θd∈ P. 

Έστω x µια βασική εφικτή λύση ενός ΠΓΠ σε κανονική µορφή. Αν xB(1), …, xB(m), 

είναι οι βασικές µεταβλητές, ο πίνακας B = [AB(1), …, AB(m)] είναι ο αντίστοιχος 

βασικός πίνακας. Προφανώς xi = 0 για κάθε µη βασική µεταβλητή, ενώ το διάνυσµα 

τιµών των βασικών µεταβλητών δίδεται, όπως έχουµε δει, από 

xB = B−1b 

Μελετάµε τη δυνατότητα µετακίνησης από το σηµείο x, σε ένα νέο διάνυσµα 

x + θd, επιλέγοντας µια µη βασική µεταβλητή xj και µεταβάλλοντας την τιµή της από 

µηδέν σε µια θετική τιµή θ. Οι υπόλοιπες µη βασικές µεταβλητές παραµένουν ίσες µε 

το µηδέν. Αυτό σηµαίνει ότι οι αντίστοιχες µεταβλητές του διανύσµατος d παίρνουν 

τις τιµές dj = 1 και di = 0 για όλες τις µη βασικές µεταβλητές xi εκτός της xj. Το 

διάνυσµα των βασικών µεταβλητών γίνεται xΒ + θdΒ, όπου dΒΤ = [dB(1), …, dB(m)] είναι 

το διάνυσµα των µεταβλητών του d που αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές.  

Αφού µας ενδιαφέρουν µόνο οι εφικτές λύσεις απαιτούµε A(x + θd) = b και 

δεδοµένου ότι η x είναι εφικτή λύση έχουµε ότι Ax = b. Για να ικανοποιούνται οι 

περιορισµοί δεδοµένου ότι θ > 0, θα πρέπει να ισχύει ότι Ad = 0. Αφού dj = 1 και 

di = 0 για όλες τις άλλες µη βασικές µεταβλητές xi, έχουµε 

0 = Ad = ∑ ∑
= =

+=+=
n

i
jBj

m

i
iBiBii ABdAdAdA

1 1
)()(  

Ο πίνακας Β αποτελείται από γραµµικά ανεξάρτητες στήλες άρα είναι αντιστρέψιµος 

κι έτσι από την προηγούµενη εξίσωση παίρνουµε 

 dΒ = − B−1Aj (3.1) 

Με αυτό τον τρόπο εξασφαλίζουµε ότι η νέα λύση ικανοποιεί τους περιορισµούς 

Ax = b. Τι γίνεται όµως µε τους περιορισµούς µη αρνητικότητας; Στη νέα λύση οι µη 
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βασικές µεταβλητές xi εκτός της xj παραµένουν µηδέν, ενώ η xj γίνεται θετική, άρα θα 

πρέπει να εξετάσουµε τι γίνεται µε τις τιµές των βασικών µεταβλητών. ∆ιακρίνουµε 

δυο περιπτώσεις: 

α) Υποθέτουµε ότι η x είναι µια µη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση. Σε αυτή την 

περίπτωση xB > 0 και τελικά έχουµε ότι xB + θ dΒ ≥ 0 για αρκετά µικρές τιµές 

του θ, δηλαδή το d ορίζει µια εφικτή κατεύθυνση. 

β) Αν όµως η βασική εφικτή λύση από την οποία ξεκινάµε είναι εκφυλισµένη τότε 

το d δεν ορίζει πάντα µια εφικτή κατεύθυνση. Είναι δυνατό µια βασική 

µεταβλητή xΒ(i) να είναι µηδέν, ενώ η αντίστοιχη µεταβλητή dΒ(i) του 

dB = − B−1Aj να είναι αρνητική. Σε αυτή την περίπτωση ο περιορισµός µη 

αρνητικότητας παραβιάζεται για οποιαδήποτε θετική τιµή του θ. 

Έστω ότι το d ορίζει µια εφικτή κατεύθυνση. Αν το d µας οδηγεί στην j-οστή 

κατεύθυνση, δηλαδή µεταβάλει την τιµή της µεταβλητής xj που ήταν αρχικά 

µηδενική, τότε ο ρυθµός µεταβολή της αντικειµενικής συνάρτησης cTd θα είναι ίσος 

µε cΒTdΒ + cj, όπου cΒT = [cB(1), …, cB(m)] είναι το διάνυσµα των συντελεστών της 

αντικειµενικής συνάρτησης, που αντιστοιχούν στις βασικές µεταβλητές. 

Χρησιµοποιώντας την (3.1) έχουµε ότι cTd = cj − cΒTB−1Aj. Η ποσότητα αυτή είναι 

αρκετά σηµαντική. Η παράµετρος cj εκφράζει τη µοναδιαία µεταβολή της 

αντικειµενικής συνάρτησης αν αυξηθεί η µεταβλητή xj, ενώ ο όρος − cΒTB−1Aj 

εκφράζει τη µεταβολή της αντικειµενικής συνάρτησης που προκαλείται από την 

αλλαγή των τιµών των βασικών µεταβλητών και αντισταθµίζει την µεταβολή λόγω 

της xj.  

Ορισµός 3.2: Αν x µια βασική εφικτή λύση του πολυέδρου P, B ο αντίστοιχος 

βασικός πίνακας και cΒ το διάνυσµα των συντελεστών αντικειµενικής συνάρτησης 

των βασικών µεταβλητών, τότε για κάθε j ορίζουµε ως µοναδιαία αύξηση του 

κέρδους c–j  της xj την ποσότητα 

c–j = cj − cΒTB−1Aj. 

 

Παράδειγµα 3.1 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4) 

 x1 + x2 +  x3 +   x4 = 2 
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2x1 +       3x3 + 4x4 = 2 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

α) Βρείτε µια βασική εφικτή λύση. 

β) Υπολογίστε το διάνυσµα βασικής κατεύθυνσης κατά τη διεύθυνση µιας από τις 

µη βασικές µεταβλητές και την αντίστοιχη µοναδιαία αύξηση κέρδους. 

 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι οι δύο πρώτες στήλες του A, A1
Τ = [1, 2] και A2

Τ = [1, 0] είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες οπότε µπορούµε να επιλέξουµε τις x1, x2 ως βασικές 

µεταβλητές. Ο αντίστοιχος βασικός πίνακας είναι ο  

B = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
02
11

 

Θέτουµε τις x3 = x4 = 0, κι επιλύοντας ως προς x1, x2 προκύπτει ότι x1 = 1 και x2 = 1. 

Το διάνυσµα βασικής κατεύθυνσης, που αντιστοιχεί στη µεταβολή της µη βασικής 

µεταβλητής x3 υπολογίζεται ως ακολούθως. Όπως έχουµε δει θα πρέπει d3 = 1 και 

d4 = 0. Η κατεύθυνση µεταβολής των βασικών µεταβλητών εκτιµάται µε τη χρήση 

της Εξίσωσης (3.1) 

⎥
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Η µοναδιαία αύξηση κέρδους που προκύπτει αν µετακινηθούµε σε αυτή την 

κατεύθυνση είναι c–3 = c3 − cΒTB−1A3 = 2.5. 

 

Ας ξαναδούµε λίγο τον ορισµό της µοναδιαίας αύξησης κέρδους για την 

περίπτωση των βασικών µεταβλητών. Προφανώς B−1[AB(1), …, AB(m)] = I, όπου I είναι 

ο m × m µοναδιαίος πίνακας. Από τα προηγούµενα έχουµε ότι B−1AB(i), είναι η i-στη 

στήλη του µοναδιαίου πίνακα, που είναι το i-στο µοναδιαίο διάνυσµα ei. Συνεπώς για 

κάθε βασική µεταβλητή xB(i) θα έχουµε 

c–B(i) = cB(i) − cΒTB−1AB(i) = cB(i) − cΒTei = cB(i) − cB(i) = 0, 

πράγµα που σηµαίνει ότι η µοναδιαία αύξηση κέρδους για τις βασικές µεταβλητές 

είναι µηδέν. 

Το επόµενο θεώρηµα µας δίδει τις απαραίτητες συνθήκες βελτιστότητας. 
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Θεώρηµα 3.1: Έστω µια βασική εφικτή λύση x που αντιστοιχεί σε ένα βασικό 

πίνακα B κι ακόµη έστω c– το αντίστοιχο διάνυσµα µοναδιαίων αυξήσεων κέρδους.  

α) Αν c– ≤ 0, τότε το x είναι βέλτιστη λύση. 

β) Αν το x είναι βέλτιστη και µη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση τότε c– ≤ 0. 

Απόδειξη 

 

Σηµειώστε ότι το προηγούµενο θεώρηµα επιτρέπει τη δυνατότητα c–j > 0 για 

κάποια µη βασική µεταβλητή xj αν x είναι µια εκφυλισµένη βέλτιστη βασική εφικτή 

λύση. 

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα, ένα κριτήριο απόφασης σχετικά µε τη 

βελτιστότητα µιας µη εκφυλισµένης βασικής εφικτής λύσης είναι ο έλεγχος µη 

θετικότητας, όλων των µοναδιαίων αυξήσεων κερδών των n − m µη βασικών 

µεταβλητών. Ένας εναλλακτικός τρόπος διατύπωσης των συνθηκών βελτιστότητας 

είναι ο ακόλουθος. 

Ορισµός 3.3: Ένας βασικός πίνακας B καλείται βέλτιστος αν ισχύουν:  

α) B−1b ≥ 0, και 

β) c–T = cT − cB
TB−1A ≤ 0T 

Προφανώς ένας βέλτιστος βασικός πίνακας µας οδηγεί στην αντίστοιχη βασική 

εφικτή λύση που επειδή ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστότητας είναι βέλτιστη. 

 

3.2. Ανάπτυξη αλγορίθµου Simplex 

 

Ο βασικός µας στόχος σε αυτή την παράγραφο είναι ο καθορισµός των 

λεπτοµερειών ενός βήµατος µετάβασης από µια βασική εφικτή λύση σε µια καλύτερη 

βασική εφικτή λύση. Αυτό αποτελεί το βασικό κορµό της µεθόδου Simplex. 

Πριν ξεκινήσουµε υποθέτουµε ότι κάθε βασική εφικτή λύση είναι µη 

εκφυλισµένη. Υποθέτουµε ακόµη ότι στην αρχή βρισκόµαστε σε µια βασική εφικτή 

λύση x κι ότι έχουµε εκτιµήσει τις µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους c–j των µη βασικών 

µεταβλητών. Αν είναι όλες µικρότερες ή ίσες του µηδενός σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

3.1 η x είναι βέλτιστη λύση και µπορούµε να τερµατίσουµε τον αλγόριθµο. Αν όµως 

υπάρχει κάποιο c–j κάποιας µη βασικής µεταβλητής xj που είναι µεγαλύτερο του 

µηδενός η j-στη κατεύθυνση d είναι εφικτή κατεύθυνση και αν την ακολουθήσουµε 
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οδηγούµαστε σε εφικτές λύσεις µε βελτιωµένο κέρδος. Η κατεύθυνση d είναι αυτή 

που προκύπτει αν θέσουµε dj = 1, di = 0, για κάθε xi που δεν είναι βασική µεταβλητή, 

ενώ για τις βασικές µεταβλητές έχουµε δει ότι dB = −B−1Aj. Καθώς µετακινούµαστε 

κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος d, η µη βασική µεταβλητή xj γίνεται θετική, 

ενώ όλες οι άλλες µη βασικές µεταβλητές παραµένουν µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση 

λέµε ότι η µεταβλητή xj εισέρχεται στη βάση ή γίνεται βασική. 

Καθώς µετακινούµαστε από το σηµείο x κατά την κατεύθυνση του διανύσµατος d, 

οδηγούµαστε σε σηµεία που ικανοποιούν την x + θd, όπου θ ≥ 0. Αφού το κέρδος µας 

αυξάνει όσο µετακινούµαστε σε αυτή την κατεύθυνση, επιθυµούµε να µετακινηθούµε 

σε αυτή όσο το δυνατόν περισσότερο. Έτσι οδηγούµαστε στο σηµείο x + θ΄d, όπου 

θ΄ = max{θ ≥ 0| x + θd ∈ P} 

όπου P βέβαια το πολύεδρο των εφικτών λύσεων. Η µεταβολή του κέρδους που 

προκύπτει είναι θ΄cTd, που είναι ίση µε θ΄c–j. Το ερώτηµα είναι πως προκύπτει η τιµή 

του θ΄. Έχουµε δει ότι Ad = 0, που σηµαίνει ότι A(x + θd) = Ax = b για κάθε θ και 

συνεπώς οι ισοτικοί περιορισµοί δεν παραβιάζονται ποτέ. Η µόνη περίπτωση το 

σηµείο x + θd να µην είναι εφικτή λύση είναι να παραβιάζει τους περιορισµούς µη 

αρνητικότητας. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις: 

α) Αν d ≥ 0, τότε x + θd ≥ 0, για κάθε θ ≥ 0, και το διάνυσµα x + θd θα είναι εφικτή 

λύση για κάθε τιµή του θ. Σε αυτή την περίπτωση βέβαια θ΄ = + ∞ και το κέρδος 

µας απειρίζεται. 

β) Αν di < 0, για κάποιο i, ο περιορισµός µη αρνητικότητας xi + θdi ≥ 0, γίνεται 

θ ≤ − xi /di. Αυτοί οι περιορισµοί πρέπει να ικανοποιούνται για κάθε i, µε di < 0. 

Συνεπώς η µέγιστη δυνατή τιµή του θ είναι 

θ΄ = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

<
i

i

di d
x

i }0|{
min . 

Σηµειώστε ότι αν η µεταβλητή xi δεν είναι βασική τότε αν εισέρχεται στη βάση 

di = 1 αλλιώς di = 0. Γι’ αυτό το λόγο εξετάζουµε µόνο τις βασικές µεταβλητές και η 

προηγούµενη σχέση γίνεται 

  θ΄ = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

<=
)(

)(

}0|,...,1{ )(
min

iB

iB

dmi d
x

iB
. (3.2) 
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Εδώ θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι λόγο της υπόθεσης, που έχουµε κάνει, ότι 

όλες µας οι βασικές εφικτές λύσεις δεν είναι εκφυλισµένες, θα πρέπει xΒ(i) > 0 για όλα 

τα i και συνεπώς θ΄ > 0. 

 

Παράδειγµα 3.2 

Έχουµε το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(− 2x1) 

 x1 + x2 +  x3 +   x4 = 2 

2x1 +       3x3 + 4x4 = 2 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

α) Βρείτε µια βασική εφικτή λύση. 

β) Υπολογίστε το διάνυσµα βασικής κατεύθυνσης κατά τη διεύθυνση µιας από τις 

µη βασικές µεταβλητές και την αντίστοιχη µοναδιαία αύξηση κέρδους. 

γ) Βρείτε ένα νέο εφικτό σηµείο που µεγιστοποιεί το κέρδος σε αυτή την 

κατεύθυνση µετακίνησης. 

 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι οι µε εξαίρεση την αντικειµενική συνάρτηση έχουµε το ίδο 

πρόβληµα µε το Παράδειγµα 3.1. ∆ηλαδή ο χώρος εφικτών λύσεων είναι ο ίδιος. 

Ξεκινάµε λοιπόν µε την βασική εφικτή λύση του προηγούµενου παραδείγµατος που 

είχαµε δει ότι ήταν η xT = [1, 1, 0, 0]. Επίσης είχαµε δει ότι 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
=−= −

2/1
2/3

3
1 ABd B  

Ακόµη είδαµε ότι η µοναδιαία αύξηση κέρδους που προκύπτει αν µετακινηθούµε σε 

αυτή την κατεύθυνση είναι c–3 = c3 − cΒTB−1A3, που στην περίπτωση µας που έχουµε 

c3 = 0 και cΒT = [− 2, 0] είναι c–3 = 3. Αφού το c–3 > 0 µπορούµε µετακινούµενοι κατά 

την εφικτή κατεύθυνση d = [− 3/2, 1/2, 1, 0] να βελτιώσουµε την τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης. Οι λύσεις που προκύπτουν από αυτή την µετακίνηση 

είναι τα στοιχεία x + θd µε θ ≥ 0. Όσο αυξάνει το θ η µοναδική µεταβλητή του x που 

µειώνεται είναι η πρώτη αφού d1 < 0. Η µέγιστη δυνατή τιµή του θ είναι η 

θ΄ = −(x1/d1) = 2/3. Έτσι οδηγούµαστε στο σηµείο w = x + 2/3d = [0, 4/3, 2/3, 0]T. 

Παρατηρούµε ότι οι µη µηδενικές µεταβλητές αντιστοιχούν στις στήλες A2, και A3, 
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του πίνακα A οι οποίες είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Αυτό σηµαίνει ότι το w είναι 

βασική εφικτή λύση. Πιο συγκεκριµένα είδαµε ότι έγινε βασική µεταβλητή η x3 κι 

έγινε µη βασική η x1. Η µε άλλα λόγια µπήκε στη βάση η x3 και βγήκε από αυτήν η 

x1. 

 

Από τη στιγµή που έχουµε επιλέξει το θ΄ κι εφόσον είναι πεπερασµένο, 

µετακινούµαστε στο νέο σηµείο z = x + θ΄d. Είδαµε ότι στο προηγούµενο παράδειγµα 

το σηµείο z = x + θ΄d, που οδηγηθήκαµε είναι επίσης βασική εφικτή λύση, όπως και 

το αρχικό σηµείο x, θα δούµε στη συνέχεια ότι αυτό ισχύει γενικά. Στη γενική 

περίπτωση έχουµε ότι xj = 0 και dj = 1, άρα zj = θ΄ > 0. Έστω xB(l) η βασική µεταβλητή 

για την οποία ικανοποιείται η Εξίσωση 3.2, δηλαδή 

)(

)(

lB

lB

d
x

− = θ΄ = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

<=
)(

)(

}0|,...,1{ )(
min

iB

iB

dmi d
x

iB
 

ισχύει ότι dB(l) < 0 κι ότι xB(l) + θ΄dB(l) = 0. Παρατηρούµε ότι ενώ η µη βασική 

µεταβλητή xj έγινε θετική η xB(l) µηδενίστηκε. Αυτό σηµαίνει ότι η xj θα πρέπει να 

αντικατέστησε την xB(l) στη βάση και να έγινε βασική µεταβλητή. Όσον αφορά τον 

βασικό πίνακα αυτό σηµαίνει ότι ο νέος βασικός πίνακας B΄ προέκυψε από τον 

αρχικό βασικό πίνακα B αφαιρώντας την στήλη AB(l) και τοποθετώντας στην θέση της 

τη νέα βασική στήλη Aj 

 B΄ = [ΑΒ(1), ..., ΑΒ(l−1), Αj, ΑΒ(l+1), …, ΑΒ(m)]. (3.3) 

Για να είναι βέβαια το νέο σηµείο βασική εφικτή λύση θα πρέπει ο νέος πίνακας 

B΄ να είναι αντιστρέψιµος δηλαδή θα πρέπει οι στήλες του να είναι γραµµικά 

ανεξάρτητες. Αυτό επαληθεύεται από το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.2:  

α) Οι στήλες AB(i), i ≠ l και Αj, είναι γραµµικά ανεξάρτητες και συνεπώς ο πίνακας B΄ 

είναι βασικός πίνακας. 

β) Το διάνυσµα z = x + θ΄d είναι η βασική εφικτή λύση που αντιστοιχεί στον βασικό 

πίνακα B΄. 

Απόδειξη 

 

Με τον τρόπο που περιγράψαµε παραπάνω µπορούµε να µετακινηθούµε από µια 

βασική εφικτή λύση σε µια άλλη βασική εφικτή λύση µε βελτιωµένη τιµή της 
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αντικειµενικής συνάρτησης. Η διαδικασία αυτή αποτελεί το βασικό «βήµα» της 

µεθόδου Simplex κι ονοµάζεται «οδήγηση» (pivot). Ακολουθεί µια συνοπτική 

περιγραφή του αλγορίθµου της Simplex. 

 

Αλγόριθµος Simplex:  

1. Ξεκινάµε από µια αρχική βασική εφικτή λύση x και τον αντίστοιχο βασικό πίνακα 

B που αποτελείται από τις στήλες AB(i), i = m του πίνακα Α, οι οποίες είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες και συνεπώς ο πίνακας B΄ είναι βασικός πίνακας. 

2. Υπολογίζουµε τη µοναδιαία αύξηση κέρδους c–j = cj − cΒTB−1Aj για όλες τις µη 

βασικές µεταβλητές. Αν είναι όλες µη θετικές η υπάρχουσα βασική εφικτή λύση 

είναι βέλτιστη και ο αλγόριθµος τερµατίζει. ∆ιαφορετικά επιλέγουµε κάποια 

µεταβλητή xj µε c–j > 0 για να γίνει βασική.  

3. Υπολογίζουµε το διάνυσµα u = − dΒ = B−1Aj. Εάν καµία από τις µεταβλητές του u 

δεν είναι θετική έχουµε ότι θ΄ = ∞ το βέλτιστο κέρδος είναι ∞ κι ο αλγόριθµος 

τερµατίζει. 

4. Αν υπάρχουν µεταβλητές του u που είναι θετικές τότε  

θ΄ = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
>=

i

iB

umi u
x

i

)(

}0|,...,1{
min . 

5. Έστω l τέτοιο ώστε θ΄ = xΒ(l)/ul. Ο νέος βασικός πίνακας B΄ προκύπτει από τον 

προηγούµενο αν αντικαταστήσουµε την στήλη AB(l), µε τη στήλη Aj. Αν z είναι η 

νέα βελτιωµένη βασική εφικτή λύση οι τιµές των νέων βασικών µεταβλητών 

δίδονται από zj = θ΄ και zΒ(i) = xΒ(i) − θ΄ui, i ≠ l 

6. Επιστρέφουµε στο βήµα 1. 

 

Το επόµενο θεώρηµα εξασφαλίζει την καλή λειτουργία της Simplex και τον 

τερµατισµό της σε πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων. 

Θεώρηµα 3.3: Υποθέτουµε ότι το σύνολο εφικτών λύσεων δεν είναι κενό κι ότι όλες 

οι βασικές εφικτές λύσεις του είναι µη εκφυλισµένες. Τότε η µέθοδος Simplex 

τερµατίζει µετά από πεπερασµένο πλήθος επαναλήψεων. Στον τερµατισµό της 

µεθόδου υπάρχουν δυο ενδεχόµενα: 

α) Η µέθοδος καταλήγει σε µια βασική εφικτή λύση που είναι βέλτιστη. 
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β) Καταλήγει σε ένα διάνυσµα d, που ικανοποιεί τις Ad = 0, d ≥ 0 και cTd > 0, και το 

βέλτιστο κέρδος είναι + ∞. 

Απόδειξη 

 

3.2.1 Η περίπτωση των εκφυλισµένων λύσεων 

Ο αλγόριθµος που αναπτύξαµε στις προηγούµενες παραγράφους στηρίχθηκε στην 

υπόθεση ότι δεν υπάρχουν εκφυλισµένες βασικές εφικτές λύσεις. Αν εφαρµόσουµε 

τον παραπάνω αλγόριθµο ενώ υπάρχουν εκφυλισµένες βασικές εφικτές λύσεις στο 

πρόβληµα µας είναι δυνατόν να έρθουµε αντιµέτωποι µε τα ακόλουθα ενδεχόµενα: 

α) Αν η τρέχουσα βασική εφικτή λύση x είναι εκφυλισµένη τότε το θ΄ µπορεί να είναι 

µηδέν, οπότε η νέα βασική εφικτή λύση z είναι η ίδια µε την x. Αυτό συµβαίνει 

όταν κάποια βασική µεταβλητή xΒ(l) = 0 και η αντίστοιχη συνιστώσα dΒ(l) του 

διανύσµατος κατεύθυνσης d είναι αρνητική. Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να 

πάρουµε έναν νέο βασικό πίνακα αντικαθιστώντας τη στήλη AΒ(l) µε την στήλη Aj 

και το Θεώρηµα 3.2 εξακολουθεί να ισχύει. 

β) Ακόµη κι αν το θ΄ είναι θετικό µπορεί περισσότερες από µία βασικές µεταβλητές 

να µηδενίζονται στη νέα βασική λύση z. Αφού µόνο η µία βγαίνει από τη βάση η 

άλλη παραµένει βασική µε συνέπεια η νέα λύση να είναι εκφυλισµένη. 

Η αλλαγή βασικού πίνακα µπορεί να µας βγάλει από τη δύσκολη θέση όµως και 

πάλι µπορεί να οδηγηθούµε στον αρχικό βασικό πίνακα, οπότε ο αλγόριθµος µπορεί 

να πέσει σε ατέρµονα βρόγχο και να µην τερµατίσει ποτέ. Στη συνέχεια θα δούµε πως 

µπορούµε να αντιµετωπίσουµε αυτό το πρόβληµα. 

3.2.2 Η επιλογή κανόνων οδήγησης 

Ο αλγόριθµος της Simplex όπως τον έχουµε δει έχει κάποιους βαθµούς 

ελευθερίας. Στο βήµα 2 µπορούµε να διαλέξουµε οποιαδήποτε µη βασική µεταβλητή 

xj µε c–j > 0. Ακόµη στο βήµα 5, µπορεί να υπάρχουν περισσότερες από µία βασικές 

µεταβλητές xΒ(l) για τις οποίες επιτυγχάνεται η ελάχιστη τιµή του θ΄ κι έχουµε τη 

δυνατότητα να επιλέξουµε όποιο θέλουµε. Οι κανόνες που καθορίζουν τον τρόπο µε 

τον οποίο γίνονται αυτές οι επιλογές καλούνται κανόνες οδήγησης. 

Οι κυριότεροι κανόνες επιλογής των µεταβλητών που θα γίνουν βασικές είναι οι 

δύο που ακολουθούν: 
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α) Επιλέγουµε τη στήλη Aj µε c–j > 0 και c–j = maxi{c–i}. Αφού η µοναδιαία αύξηση 

κέρδους µας δίνει το ρυθµό µεταβολής της αντικειµενικής συνάρτησης, µε αυτό 

τον κανόνα επιλέγουµε την κατεύθυνση µετακίνησης µε τον µεγαλύτερο ρυθµό 

αύξησης του κέρδους. Βέβαια η πραγµατική βελτίωση που θα έχουµε εξαρτάται 

από το πόσο θα προχωρήσουµε προς αυτή την κατεύθυνση. 

β) Επιλέγουµε τη στήλη µε c–j > 0 για την οποία η πραγµατική αύξηση κέρδους θ΄|c–j| 

είναι η µέγιστη. Αυτός ο κανόνας φαίνεται ότι µπορεί να επιτυγχάνει ταχύτερη 

σύγκλιση του αλγορίθµου. Το βασικό µειονέκτηµα του είναι ότι απαιτείται 

µεγαλύτερο πλήθος υπολογισµών σε κάθε επανάληψη, αφού πρέπει να 

εκτιµήσουµε το θ΄ για κάθε στήλη µε c–j > 0. 

Σχετικά µε τον κανόνα επιλογής της εξερχόµενης από τη βάση µεταβλητής, σε 

περίπτωση ισοπαλίας, υπάρχουν διάφοροι κανόνες, από τους οποίους ο συνηθέστερα 

χρησιµοποιούµενος είναι ο κανόνας του µικρότερου δείκτη, όπου επιλέγουµε τη 

µεταβλητή xΒ(l) µε τον µικρότερο δείκτη Β(l). 

 

3.3. Η εκδοχή του αλγορίθµου Simplex µε πλήρες tableau 

 

Η µέθοδος Simplex µπορεί να εκτελεστεί πιο εύκολα µε τη βοήθεια µιας σειράς 

πινάκων που είναι γνωστοί σαν tableaux Simplex. Σε αυτή την παράγραφο θα 

ασχοληθούµε µε την παρουσίαση αυτής της εκδοχής της Simplex, που είναι όχι µόνο 

απλούστερη αλλά κι αλγοριθµικά αποδοτικότερη.  

Η µέθοδος Simplex όπως παρουσιάστηκε στην προηγούµενη παράγραφο έχει 

διάφορα µειονεκτήµατα. Το βασικότερο είναι, ότι σε κάθε επανάληψη θα πρέπει να 

επιλύουµε ένα γραµµικό σύστηµα ή εναλλακτικά να υπολογίσουµε τον αντίστροφο 

του βασικού πίνακα B. Με δεδοµένο ότι ο πίνακας B διαφέρει από τον νέο βασικό 

πίνακα B΄ µόνο κατά µια στήλη θα πρέπει να υπάρχει τρόπος να εκτιµήσουµε τον 

B΄−1 από τον B−1 εξοικονοµώντας υπολογισµούς. Στη συνέχεια θα δούµε πως 

µπορούµε να το επιτύχουµε. 

Ορισµός 3.4: Αν έχουµε έναν πίνακα, όχι κατ’ ανάγκη τετραγωνικό, καλούµε 

στοιχειώδη γραµµοπράξη την διαδικασία πρόσθεσης του γινοµένου µιας γραµµής 

του σε µια άλλη ή την ίδια γραµµή του πίνακα. 
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Γενικά ισχύει ότι ο πολλαπλασιασµός επί λ της j-οστης γραµµής ενός πίνακα και η 

πρόσθεση του γινοµένου στην i-οστη γραµµή αυτού του πίνακα είναι ισοδύναµος µε 

τον πολλαπλασιασµό του πίνακα εξ αριστερών µε τον πίνακα Q = I + Dij, όπου Dij 

είναι ένας πίνακας µε όλα του τα στοιχεία ίσα µε το µηδέν εκτός από στοιχείο dij που 

είναι ίσο µε λ. Η ορίζουσα του πίνακα Q είναι ίση µε τη µονάδα και συνεπώς είναι 

αντιστρέψιµος (εκτός αν i = j οπότε η ορίζουσα είναι dii και ο Q είναι επίσης 

αντιστρέψιµος). Αν υποθέσουµε ότι πραγµατοποιούµε µια σειρά από Κ στοιχειώδης 

γραµµοπράξεις, τότε το αποτέλεσµα των γραµµοπράξεων είναι ισοδύναµο µε τον 

πολλαπλασιασµό εξ αριστερών µε τον αντιστρέψιµο πίνακα QΚ QΚ−1... Q2Q1, όπου Qi 

είναι ο πίνακας, που υλοποιεί την i-οστη γραµµοπράξη. 

Αφού B−1B = I, θα πρέπει η στήλη B−1AΒ(i) να είναι ίση µε το i-οστο µοναδιαίο 

διάνυσµα ei. Γνωρίζουµε ότι ο B΄ διαφέρει από τον B µόνο ως προς την l-οστη στήλη, 

άρα ισχύει ότι 

B−1B΄ = [e1, ..., el−1, u, el+1, …, em] =
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όπου u = B−1Aj. Θέλουµε να πραγµατοποιήσουµε µια ακολουθία από στοιχειώδης 

γραµµοπράξεις που θα µετατρέψει τον πίνακα B−1B΄ στον µοναδιαίο. Αυτό 

επιτυγχάνεται ως εξής: 

α) Για κάθε i ≠ l, προσθέτουµε την l-οστη γραµµή πολλαπλασιασµένη µε τον 

συντελεστή − ui/ul στην i-οστη γραµµή. Με αυτό τον τρόπο µηδενίζουµε τα ui. 

β) ∆ιαιρούµε την l-οστη γραµµή µε το ul. Έτσι αντικαθίσταται το ul µε τη µονάδα. 

Με απλά λόγια προσθέτουµε σε κάθε γραµµή το πολλαπλάσιο της l-οστης 

γραµµής για να αντικαταστήσουµε την l-οστη στήλη µε το µοναδιαίο διάνυσµα el. 

Αυτή η ακολουθία γραµµοπράξεων είναι ισοδύναµη µε τον πολλαπλασιασµό εξ’ 

αριστερών του πίνακα B−1B΄ µε έναν αντιστρέψιµο πίνακα Q. Προφανώς θα έχουµε 

ότι QB−1B΄ = I, που µας οδηγεί στην εξίσωση QB−1 = B΄−1. Η τελευταία εξίσωση µας 

δείχνει, ότι αν πραγµατοποιήσουµε την ίδια ακολουθία γραµµοπράξεων στον 

αντίστροφο του πίνακα B θα πάρουµε τον αντίστροφο του B΄. ∆ηλαδή αν γνωρίζουµε 

τον αντίστροφο του αρχικού βασικού πίνακα για να εκτιµήσουµε τον αντίστροφο του 
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νέου βασικού πίνακα αρκεί να πραγµατοποιήσουµε την ακολουθία γραµµοπράξεων 

που περιγράφηκε παραπάνω.  

Παράδειγµα 3.3 

Έστω ότι 

B−1 = 
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και l = 3. Θέλουµε να υπολογίσουµε τον B΄−1. 

 

Λύση 

Για να επιτευχθεί αυτό θα πρέπει να πραγµατοποιήσουµε την ακόλουθη 

αλληλουχία γραµµοπράξεων: Πολλαπλασιάζουµε την Τρίτη γραµµή επί 2 (αφού 

− u1/u3 = 2) και την προσθέτουµε στην πρώτη γραµµή. Αφαιρούµε την Τρίτη γραµµή 

από την δεύτερη (αφού − u2/u3 = − 1) και διαιρούµε την Τρίτη γραµµή µε το 2. Με 

αυτό τον τρόπο καταλήγουµε στον αντίστροφο του B΄−1 που είναι  

B΄−1 = 
⎥
⎥
⎥
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Έχοντας στη διάθεση µας έναν αλγοριθµικά αποδοτικό τρόπο να υπολογίζουµε 

τον αντίστροφο των βασικών πινάκων µπορούµε να προχωρήσουµε στην παρουσίαση 

της εκδοχής της Simplex γνωστή ως Simplex πλήρους tableau. Σε αυτή την εκδοχή 

αντί να διατηρούµε και να ενηµερώνουµε τον πίνακα B−1, χρησιµοποιούµε τον 

m × (n + 1) πίνακα B−1[b | A], που περιέχει ως στήλες τα διανύσµατα B−1b, 

B−1A1, ..., B−1An. Ο πίνακας αυτός καλείται tableau της Simplex, ενώ η στήλη B−1b 

καλείται µηδενική στήλη του tableau και είναι το διάνυσµα των τιµών των βασικών 

µεταβλητών. Η στήλη u = B−1Aj, που αντιστοιχεί στη µη βασική µεταβλητή xj, η 

οποία εισέρχεται στη βάση και γίνεται βασική µεταβλητή, λέγεται στήλη του 

πιλότου. Αντίστοιχα η l-οστη γραµµή, που αντιστοιχεί στην µεταβλητή που εξέρχεται 

της βάσης καλείται γραµµή του πιλότου. Το στοιχείο, που ανήκει τόσο στην στήλη 

του πιλότου, όσο και στη γραµµή του πιλότου ονοµάζεται πιλότος. Σηµειώστε ότι ο 

πιλότος είναι ίσος µε ul. Τίθεται φυσικά το ερώτηµα τι εκφράζει το tableau της 

Simplex; Το σύνολο των περιορισµών δίδεται αρχικά στη µορφή Ax = b. Αν B είναι ο 
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βασικός πίνακας, οι παραπάνω περιορισµοί µπορούν να εκφρασθούν στην ισοδύναµη 

µορφή 

B−1b = B−1Ax, 

που είναι ακριβώς αυτό που περιέχεται στο tableau. Με άλλα λόγια οι γραµµές του 

tableau περιέχουν τους συντελεστές των ισοτικών περιορισµών B−1b = B−1Ax. 

Στο τέλος κάθε επανάληψης της Simplex πρέπει να ενηµερώνουµε το tableau 

B−1[b | A] και να το αντικαθιστούµε µε το B΄−1[b | A]. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη 

βοήθεια της αλληλουχίας γραµµοπράξεων, που είδαµε παραπάνω. Όπως είδαµε αυτή 

η αλληλουχία γραµµοπράξεων είναι ισοδύναµη µε τον πολλαπλασιασµό εξ’ 

αριστερών µε ένα πίνακα Q, που ικανοποιεί την σχέση QB−1 = B΄−1. Αυτή η 

ακολουθία γραµµοπράξεων είναι η ίδια µε αυτή που απαιτείται για την µετατροπή 

του πίνακα B−1 στον B΄−1. Πιο συγκεκριµένα προσθέτουµε σε κάθε γραµµή το 

γινόµενο της γραµµής του πιλότου, ώστε να µηδενίσουµε όλα τα στοιχεία της στήλης 

του πιλότου, µε εξαίρεση τον πιλότο που πρέπει να γίνει ίσος µε τη µονάδα. 

Σχετικά µε την επιλογή της εξερχόµενης από την βάση στήλης AB(l) και του θ΄ στα 

βήµατα 4 και 5 του αλγορίθµου της Simplex θα πρέπει να παρατηρήσουµε τα 

ακόλουθα: Ο λόγος xΒ(i)/ui είναι ο λόγος του i-οστου στοιχείου της µηδενικής στήλης 

του tableau προς το i-οστο στοιχείο της στήλης του πιλότου του tableau. Φυσικά 

υπολογίζουµε αυτούς τους λόγους µόνο για εκείνες τις γραµµές i, που τα στοιχεία ui 

είναι θετικά. Ο µικρότερος λόγος είναι ίσος µε το θ΄ και καθορίζει τη µεταβλητή που 

θα φύγει από τη βάση. 

Συνήθως στο κάτω µέρος του tableau της Simplex προσθέτουµε µια ακόµη 

γραµµή που ονοµάζεται µηδενική γραµµή. Το πρώτο στοιχείο της µηδενικής 

γραµµής, που ανήκει επίσης στη µηδενική στήλη, είναι ίσο µε − cB
TxB, δηλαδή είναι 

το αντίθετο της τρέχουσας τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Η υπόλοιπη γραµµή 

είναι το διάνυσµα γραµµή των µοναδιαίων αυξήσεων κέρδους, δηλαδή είναι c–

T = cT − cB
TB−1A. Το tableau της Simplex λοιπόν έχει την ακόλουθη µορφή: 

B−1b  B−1A 

− cB
TB−1b cT − cB

TB−1A

ή σε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια,  



 44

xB(1)  
# B−1A1, …, B−1An

xB(m)  
− cB

TxB c–1,    ...,    c–n 

Η µηδενική γραµµή του tableau της Simplex ενηµερώνεται µε τον ίδιο τρόπο που 

ενηµερώνεται και το υπόλοιπο tableau, προσθέτοντας το πολλαπλάσιο της γραµµής 

του πιλότου στη µηδενική γραµµή, έτσι ώστε να µηδενίζεται το στοιχείο της που 

ανήκει στην γραµµή του πιλότου. 

Στην αρχή µιας επανάληψης της Simplex η µηδενική γραµµή έχει τη µορφή 

[0 | cT] − cB
TB−1[b | A], 

δηλαδή η µηδενική γραµµή είναι ίση µε [0 | cT] συν ένα γραµµικό συνδυασµό των 

γραµµών του πίνακα [b | A]. Έστω ότι η στήλη j είναι η στήλη του πιλότου και η 

γραµµή l είναι η γραµµή του πιλότου. Προσέξτε ότι η γραµµή του πιλότου είναι της 

µορφής hT [b | A], όπου το διάνυσµα hT είναι η l-στη γραµµή του B−1. Κατά συνέπεια 

µετά την πρόσθεση του πολλαπλασίου της γραµµής του πιλότου στην µηδενική 

γραµµή αυτή θα είναι πάλι ίση µε [0 | cT] συν έναν άλλο γραµµικό συνδυασµό των 

γραµµών του πίνακα [b | A] και πιο συγκεκριµένα θα είναι 

[0 | cT] − pT[b | A], 

για κάποιο διάνυσµα p. Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε, ότι η γραµµοπράξη που 

εφαρµόσαµε έχει σαν στόχο το µηδενισµό του στοιχείου της µηδενικής γραµµής, που 

ανήκει στη στήλη του πιλότου, δηλαδή έχουµε 

cB΄(l) − pTAB΄(l) = cj − pTAj = 0. 

Θεωρείστε την στήλη B΄(i), (i-στη στήλη του νέου βασικού πίνακα B΄) για i ≠ l, που 

αντιστοιχεί σε µια βασική µεταβλητή, η οποία παραµένει βασική. Το τελευταίο 

στοιχείο αυτής της στήλης που αντιστοιχεί στη µηδενική γραµµή θα πρέπει να είναι 

µηδέν τόσο πριν όσο και µετά την αλλαγή της βάσης. Επειδή B−1AB(i) είναι το i-στο 

µοναδιαίο διάνυσµα ei και i ≠ l, το στοιχείο της γραµµής του πιλότου που αντιστοιχεί 

στη στήλη του πιλότου παραµένει µηδέν. Συνεπώς η συγκεκριµένη γραµµοπράξη δεν 

επηρεάζει τα στοιχεία που αντιστοιχούν στις µεταβλητές που ήταν και παραµένουν 

βασικές. Καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το διάνυσµα p ικανοποιεί τη σχέση 

cB΄(i) − pTAB΄(i) = 0 για κάθε στήλη AB΄(i) στη νέα βάση. Αυτό συνεπάγεται ότι 
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0΄ 1
΄ =− −Bpc TT

B  και 1
΄ ΄−= Bpc TT

B . Άρα µε τον συγκεκριµένο κανόνα η νέα µηδενική 

γραµµή του tableau έχει την επιθυµητή τιµή 

[0 | cT] − cB΄
TB΄−1[b | A]. 

Η εκδοχή του αλγορίθµου της Simplex πλήρους tableau παρουσιάζεται συνοπτικά 

ακολούθως. 

Αλγόριθµος Simplex πλήρους tableau:  

1. Ξεκινάµε από το tableau που αντιστοιχεί σε µια βασική εφικτή λύση x και τον 

αντίστοιχο βασικό πίνακα B. 

2. Εξετάζουµε τις µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους στη µηδενική γραµµή του tableau. 

Αν είναι όλες µικρότερες του µηδενός η υπάρχουσα βασική εφικτή λύση είναι 

βέλτιστη και ο αλγόριθµος τερµατίζει. ∆ιαφορετικά επιλέγουµε τη µεταβλητή xj µε 

το µεγαλύτερο c–j > 0 για να γίνει βασική.  

3. Υπολογίζουµε το διάνυσµα u = B−1Aj. που είναι η j-στη στήλη του tableau, δηλαδή 

είναι η στήλη του πιλότου. Αν κανένα στοιχείο του u δεν είναι θετικό έχουµε ότι 

το βέλτιστο κέρδος είναι ∞ κι ο αλγόριθµος τερµατίζει. 

4. Για κάθε i τέτοιο ώστε ui > 0, υπολογίζουµε τον λόγο xB(i)/ui. Έστω l ο δείκτης της 

γραµµής που αντιστοιχεί στο µικρότερο λόγο. Η στήλη AB(l) εξέρχεται από την 

βάση  και η στήλη Aj εισέρχεται στη βάση.  

5. Προσθέτουµε την γραµµή του πιλότου (l-οστή γραµµή) πολλαπλασιασµένη µε ένα 

συντελεστή − xB(i)/ui σε κάθε γραµµή i ≠ l του tableau, ενώ την γραµµή του 

πιλότου την διαιρούµε µε το στοιχείο πιλότος, έτσι ώστε το στοιχείο πιλότος ul να 

γίνει ίσο µε τη µονάδα κι όλα τα άλλα στοιχεία της στήλης του πιλότου να γίνουν 

µηδέν. 

6. Επιστρέφουµε στο βήµα 1. 

 

Παράδειγµα 3.4 

Έχουµε το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(14x1 + 12x2 + 10x3) 

 x1 + 2x2 + 2x3 ≤ 20 

2x1 + x2 + 2x3 ≤ 20 

2x1 + 2x2 + x3 ≤ 20 
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x1, x2, x3 ≥ 0 

Βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Simplex πλήρους tableau. 

 

Λύση 

Μετασχηµατίζουµε το πρόβληµα σε κανονική µορφή εισάγοντας περιθώριες 

µεταβλητές:  

z = max(14x1 + 12x2 + 10x3) 

 x1 + 2x2 + 2x3 + x4              = 20 

2x1 +  x2 + 2x3         + x5      = 20 

2x1 + 2x2 +   x3              + x6 = 20 

x1, x2, x3, x4, x5 x6 ≥ 0 

Παρατηρούµε ότι το διάνυσµα xT = [0, 0, 0, 20, 20, 20] είναι µια βασική εφικτή 

λύση και συνεπώς µπορούµε να την χρησιµοποιήσουµε στο ξεκίνηµα του 

αλγορίθµου. Η λύση αυτή προέκυψε από την παρατήρηση ότι οι τρεις τελευταίες 

στήλες του A αποτελούν τον µοναδιαίο πίνακα 3×3 κι άρα είναι γραµµικά 

ανεξάρτητες, οπότε αποτελούν ένα βασικό πίνακα. Τότε όπως ξέρουµε το διάνυσµα 

των βασικών µεταβλητών δίδεται από xB = B−1b = I b = b. Για τον υπολογισµό της 

µηδενικής γραµµής παρατηρούµε ότι cB = 0 που συνεπάγεται ότι cB
TxB = 0 και c– =c. 

Έτσι το αρχικό tableau διαµορφώνεται ως εξής: 

  14 12 10 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ

A4 0 20 1 2 2 1 0 0 20
A5 0 20 2 1 2 0 1 0 10
A6 0 20 2 2 1 0 0 1 10

  0 14 12 10 0 0 0

Σηµειώνουµε µερικές συµβάσεις στη µορφή του παραπάνω tableau. Η πρώτη 

στήλη αναφέρει ποιες και µε ποια σειρά είναι οι βασικές στήλες/µεταβλητές. Είναι 

σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η σειρά που οι βασικές στήλες τοποθετούνται στο 

tableau είναι η σειρά µε την οποία εµφανίζονται στον βασικό πίνακα. Εδώ ο βασικός 

πίνακας B = [A4, A5, A6]. Έτσι η πρώτη γραµµή αντιστοιχεί στην βασική στήλη A4, η 

δεύτερη γραµµή στην A5 κλπ. Η δεύτερη στήλη περιέχει τις τιµές των συντελεστών 

αντικειµενικής συνάρτησης των βασικών µεταβλητών. Αντίστοιχα η πρώτη γραµµή 

περιέχει όλες τις τιµές των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης. Η δεύτερη 

γραµµή απλά αναφέρει τις στήλες του πίνακα A, στις οποίες αντιστοιχεί κάθε στήλη 

του tableau. Η τελευταία στήλη χρησιµοποιείται για να σηµειώνουµε τους λόγους 
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xB(i)/ui που θα καθορίσουν ποια στήλη θα βγει από την βάση. Το υπόλοιπο tableau 

περιέχει τον πίνακα B−1[b | A] και βέβαια τη µηδενική γραµµή όπως έχουµε δει. 

Φυσικά µόνο το κυρίως κοµµάτι του tableau είναι απαραίτητο κι όλες οι αρχικές 

γραµµές και στήλες θα µπορούσαν να παραληφθούν αλλά βοηθούν στην ευχερέστερη 

και πιο συστηµατική εφαρµογή της µεθόδου. 

Συνεχίζουµε µε το παράδειγµα µας. Βλέπουµε ότι το µέγιστο c–i = 14 για i = 1. 

Έτσι η στήλη του πιλότου είναι η u = A1 = [1, 2, 2]. Υπολογίζουµε τους λόγους xB(i)/ui 

και βλέπουµε ότι ο µικρότερος λόγος παρουσιάζεται για i = 2 και i = 3. 

χρησιµοποιώντας τον κανόνα του µικρότερου δείκτη επιλέγουµε για έξοδο από την 

βάση τη µεταβλητή xB(2) = x5. Το στοιχείο πιλότος είναι σκιασµένο ενώ ο µικρότερος 

λόγος και η µεγαλύτερη µοναδιαία αύξηση κέρδους είναι υπογραµµισµένα. Οι νέος 

βασικός πίνακας είναι B΄ = [A4, A1, A6]. Για να µεταβούµε στο επόµενο tableau 

διαιρούµε τη γραµµή του πιλότου µε το στοιχείο πιλότος. Στη συνέχεια 

πολλαπλασιάζουµε τη νέα γραµµή του πιλότου µε i-στο στοιχείο της στήλης του 

πιλότου και την αφαιρούµε από την i-στη γραµµή, εφόσον αυτή δεν είναι η γραµµή 

του πιλότου. Έτσι η γραµµή του πιλότου εν προκειµένω η δεύτερη αφού 

πολλαπλασιασθεί µε τον συντελεστή 1/2 αφαιρείται από τη πρώτη γραµµή, ενώ αφού 

πολλαπλασιασθεί µε τον συντελεστή 2/2 αφαιρείται από την τρίτη γραµµή. Για τη νέα 

µηδενική γραµµή πολλαπλασιάζουµε τη γραµµή του πιλότου µε τον συντελεστή 14/2 

και την αφαιρούµε από την µηδενική έτσι το νέο tableau διαµορφώνεται όπως 

φαίνεται παρακάτω: 

  14 12 10 0 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ 

A4 0 10 0 1.5 1 1 − 0.5 0 6.66 
A1 14 10 1 0.5 1 0 0.5 0 20 
A6 0 0 0 1 − 1 0 − 1 1 0 

 − 140 0 5 − 4 0 − 7 0  

Η νέα βασική εφικτή λύση είναι η xT = [10, 0, 0, 10, 0, 0] που είναι εκφυλισµένη, 

επειδή η βασική µεταβλητή x6 είναι µηδέν. Η µοναδική µεταβλητή µε θετική 

µοναδιαία αύξηση κέρδους είναι η x2, άρα γίνεται κι αυτή βασική µεταβλητή. Η 

στήλη του πιλότου είναι τώρα u = Β−1A2  = [1.5, 0.5, 1]. Εκτιµούµε τους λόγους 

xB(i)/ui και βλέπουµε ότι ο µικρότερος λόγος παρουσιάζεται για i = 3, που σηµαίνει ότι 

η τρίτη γραµµή που αντιστοιχεί στη µεταβλητή x6 είναι η γραµµή του πιλότου. Το 

στοιχείο πιλότος είναι πάλι σκιασµένο. Αφού ολοκληρώσουµε τις απαραίτητες 

γραµµοπράξεις (Η γραµµή του πιλότου δεν αλλάζει αφού ο πιλότος είναι µονάδα, 
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αφαιρούµε την γραµµή του πιλότου αφού την πολλαπλασιάσουµε µε συντελεστή 1.5 

από την πρώτη γραµµή, µε συντελεστή 0.5 από την δεύτερη γραµµή και συντελεστή 5 

από τη µηδενική γραµµή) οδηγούµαστε στο νέο tableau:  

  14 12 10 0 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ 

A4 0 10 0 0 2.5 1 1 − 1.5 0 
A1 14 10 1 0 1.5 0 1 − 0.5 9.33 
A2 12 0 0 1 − 1 0 − 1 1 − 

 − 140 0 0 1 0 − 2 − 5  

Η νέα βασική εφικτή λύση είναι η xT = [10, 0, 0, 10, 0, 0] που είναι επίσης 

εκφυλισµένη, επειδή η βασική µεταβλητή x2 είναι µηδέν. Παρατηρούµε ότι το κέρδος 

µας παρέµεινε ίσο µε 140 και δεν βελτιώθηκε. Η µοναδική µεταβλητή µε θετική 

µοναδιαία αύξηση κέρδους είναι η x3, άρα γίνεται κι αυτή βασική µεταβλητή. Η 

στήλη του πιλότου είναι τώρα u = Β−1A3  = [2.5, 1.5, − 1]. Εκτιµούµε τους λόγους 

xB(i)/ui και βλέπουµε ότι ο µικρότερος λόγος παρουσιάζεται για i = 1, που σηµαίνει ότι 

η 1η γραµµή που αντιστοιχεί στη µεταβλητή x4 είναι η γραµµή του πιλότου. Το 

στοιχείο πιλότος είναι πάλι σκιασµένο. Αφού ολοκληρώσουµε τις απαραίτητες 

γραµµοπράξεις οδηγούµαστε στο νέο tableau: 

  14 12 10 0 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ 

A3 10 4 0 0 1 0.4 0.4 − 0.6  
A1 14 4 1 0 0 − 0.6 0.4 0.4  
A2 12 4 0 1 0 0.4 − 0.6 0.4  

 − 144 0 0 0 − 0.4 − 2.4 − 4.4  

Η νέα βασική εφικτή λύση είναι η xT = [4, 4, 4, 0, 0, 0] που είναι επίσης και η 

βέλτιστη αφού δεν υπάρχουν θετικά c–i. Η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης είναι η z = 144.  

 

Παράδειγµα 3.5 

Έχουµε το ακόλουθο ΠΓΠ που περιγράφεται στο ακόλουθο αρχικό tableau: 

   0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 0 0 0.25 − 8 − 1 9 1 0 0  
A6 0 0 0.5 − 12 − 0.5 3 0 1 0  
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1  

  3 0.75 − 20 0.5 − 6 0 0 0  

Βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Simplex πλήρους tableau. 
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Λύση 

Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο της Simplex πλήρους tableau, όπως 

προηγουµένως. Να σηµειώσουµε εδώ ότι σε περίπτωση ισοπαλίας χρησιµοποιούµε το 

κριτήριο του µικρότερου δείκτη. Παραλείποντας τις επεξηγήσεις έχουµε:  

   0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 0 0 0.25 − 8 − 1 9 1 0 0 0 
A6 0 0 0.5 − 12 − 0.5 3 0 1 0 0 
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1 − 

  3 0.75 − 20 0.5 − 6 0 0 0  
 

   0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A1 0.75 0 1 − 32 − 4 36 4 0 0 − 
A6 0 0 0 4 1.5 − 15 − 2 1 0 0 
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1 − 

  3 0 4 3.5 − 33 − 3 0 0  
 

  0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A1 0.75 0 1 0 8 − 84 − 12 8 0 0 
A2 − 20 0 0 1 0.375 − 3.75 − 0.5 0.25 0 0 
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1 1 

 3 0 0 2 − 18 − 1 − 1 0  
 

   0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A3 − 2.5 0 0.125 0 1 − 10.5 − 1.5 1 0 − 
A2 − 20 0 − 0.046875 1 0 0.1875 0.0625 − 0.125 0 0 
A7 − 3 1 − 0.125 0 0 10.5 1.5 − 1 1 0.952 

  3 − 0.25 0 0 3 2 − 3 0  
 

  0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A3 − 2.5 0 − 2.5 56 1 0 2 − 6 0 0 
A4 − 6 0 − 0.25 5.333 0 1 0.333 − 0.667 0 0 
A7 − 3 1 2.5 − 56 0 0 − 2 6 1 − 

 3 0.5 − 16 0 0 1 − 1 0  
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  0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 0 0 − 1.25 28 0.5 0 1 − 3 0 − 
A4 − 6 0 0.1667 − 4 − 0.1667 1 0 0.333 0 0 
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1 − 

 3 1.75 − 44 0.5 0 0 2 0  
 

   0.75 − 20 − 2.5 − 6 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 0 0 0.25 − 8 − 1 9 1 0 0  
A6 0 0 0.5 − 12 − 0.5 3 0 1 0  
A7 − 3 1 0 0 1 0 0 0 1  

  3 0.75 − 20 0.5 − 6 0 0 0  

Βλέπουµε ότι µετά από έξι επαναλήψεις του αλγορίθµου καταλήξαµε στην ίδια 

βασική λύση και στο ίδιο tableau από το οποίο ξεκινήσαµε. Σε κάθε αλλαγή βάσης 

είχαµε θ΄ = 0. Πιο συγκεκριµένα σε κάθε επανάληψη είχαµε την ίδια λύση 

xT = [0, 0, 0, 0, 0, 1] και το ίδιο κέρδος z = − 3. Εδώ βλέπουµε αυτό που είχαµε 

παρατηρήσει στην Παράγραφο 2.4.1, ότι σε περίπτωση εκφυλισµένων λύσεων µπορεί 

µια λύση να αντιστοιχεί σε διαφορετικές βάσεις. Αν συνεχίσουµε µε τον ίδιο τρόπο 

θα είχαµε αέναη επανάληψη των ίδιων βηµάτων και η Simplex δεν θα τερµάτισει 

ποτέ. 

 

3.4 Τεχνικές αντιµετώπισης της αέναης επανάληψης λόγω ύπαρξης 

εκφυλισµένων βασικών εφικτών λύσεων  

 

Όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο η ύπαρξη εκφυλισµένων λύσεων 

µπορεί να οδηγήσει στην αδυναµία τερµατισµού του αλγορίθµου της Simplex. Εδώ 

θα µελετήσουµε κάποιες τεχνικές, που θα µας επιτρέψουν να αντιµετωπίσουµε µε 

επιτυχία αυτό το πρόβληµα. 

3.4.1 Ο λεξικογραφικός κανόνας οδήγησης 

Η πρώτη τεχνική που θα µελετήσουµε είναι ο λεξικογραφικός κανόνας οδήγησης, 

ο οποίος όπως θα δούµε αποδεικνύεται ότι εµποδίζει αποτελεσµατικά την ατέρµονη 

επανάληψη της Simplex και της επιτρέπει να τερµατίζει.  

Ορισµός 3.5: Ένα διάνυσµα u ∈ Rn θα λέµε ότι είναι λεξικογραφικά µεγαλύτερο (ή 

µικρότερο) από ένα άλλο διάνυσµα v ∈ Rn αν u ≠ v και το πρώτο µη µηδενικό 
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στοιχείο του διανύσµατος u − v είναι θετικό (ή αρνητικό αντίστοιχα). Συµβολικά 

εκφράζουµε την παραπάνω ιδιότητα ως εξής: u >
L
 v ή u <

L
 v 

Για παράδειγµα, [0, 2, 3, 0]T >
L
 [0, 2, 1, 1]T και [0, 4, 5, 7]T <

L
 [1, 2, 1, 4]T. Ακόµη 

όταν u >
L
 0 λέµε ότι το u είναι λεξικογραφικά θετικό. 

Λεξικογραφικός κανόνας οδήγησης:  

1. ∆ιαλέγουµε οποιαδήποτε µη βασική στήλη Aj για να την εισάγουµε στη βάση 

αρκεί να ισχύει ότι c–j > 0. Έστω u = B−1Aj η j-στη στήλη του tableau της Simplex. 

2. Για κάθε i µε ui > 0, διαιρούµε την i-στη γραµµή του tableau, 

(συµπεριλαµβανοµένων των στοιχείων της µηδενικής στήλης) µε το ui κι 

επιλέγουµε την λεξικογραφικά µικρότερη γραµµή. Αν η l-στη γραµµή είναι η 

λεξικογραφικά µικρότερη τότε η l-στη βασική µεταβλητή xB(l) εξέρχεται από την 

βάση. 

Παράδειγµα 3.6 

Έχουµε το ακόλουθο tableau σε απλοποιηµένη µορφή αφού παραλείπεται τόσο η 

µηδενική γραµµή όσο και οι γραµµές και οι στήλες ετικέτες, που χρησιµοποιούνται 

για εποπτικούς λόγους: 

1 0 5 3 1 0

2 4 6 −1 0 0

3 0 7 9 0 2

Έστω ότι η στήλη του πιλότου είναι η 3η. Εφαρµόστε το δεύτερο βήµα του 

λεξικογραφικού κανόνα για να βρείτε την γραµµή που αντιστοιχεί στην βασική 

µεταβλητή που θα βγει από την βάση 

 

Λύση 

∆ιαιρούµε τα στοιχεία κάθε γραµµής i µε το ui αν αυτό είναι θετικό. Εδώ έχουµε 

ότι u1 = 3, ότι u2 = − 1 και ότι u3 = 9, άρα διαιρούµε την πρώτη γραµµή µε το u1 = 3 

και την τρίτη µε το u3 = 9, οπότε παίρνουµε: 

1/3 0 5/3 1 1/3 0 

− − − − − − 

1/3 0 7/9 1 0 2/9
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Βλέπουµε ότι η 3η γραµµή είναι λεξικογραφικά µικρότερη αφού 7/9 < 5/3 και 

συνεπώς επιλέγεται η µεταβλητή xB(3) για να εξέλθει από την βάση. 

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο λεξικογραφικός κανόνας οδηγεί πάντα σε µια µοναδική 

επιλογή εξερχόµενης µεταβλητής. Αν εµφανιζόταν ισοπαλία σε αυτό το κριτήριο θα 

σήµαινε ότι δύο από τις γραµµές του tableau είναι ανάλογες. Αυτό όµως σηµαίνει ότι 

ο πίνακας B−1A έχει βαθµό µικρότερο από m, άρα κι ο πίνακας A έχει βαθµό 

µικρότερο από m, ενώ έχουµε υποθέσει ότι ο A έχει γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές. 

Θεώρηµα 3.4: Υποθέτουµε ότι ο αλγόριθµος Simplex ξεκινάει µε ένα tableau όπου 

όλες οι γραµµές πλην της µηδενικής είναι λεξικογραφικά θετικές. Υποθέτουµε ότι 

ακολουθούµε τον λεξικογραφικό κανόνα οδήγησης. Τότε: 

α) Κάθε γραµµή του tableau Simplex, µε τη εξαίρεση της µηδενικής, παραµένει 

λεξικογραφικά θετική µέχρι τον τερµατισµό του αλγορίθµου. 

β) Η µηδενική γραµµή µειώνεται αυστηρά λεξικογραφικά σε κάθε επανάληψη. 

γ) Ο αλγόριθµος Simplex τερµατίζει σε πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων. 

Απόδειξη 

 

Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι για να χρησιµοποιηθεί ο λεξικογραφικός 

κανόνας οδήγησης θα πρέπει όλες οι γραµµές του αρχικού tableau να είναι 

λεξικογραφικά θετικές. Έστω ότι έχουµε ένα αρχικό tableau, ακόµη κι αν δεν είναι 

όλες του οι γραµµές λεξικογραφικά θετικές µπορούµε να αλλάξουµε τη σειρά και την 

ονοµασία των µεταβλητών, έτσι ώστε οι m πρώτες µεταβλητές να είναι οι βασικές 

µεταβλητές. Αυτό είναι ισοδύναµο µε την αναδιάταξη του tableau κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε οι m πρώτες στήλες του B−1A να είναι οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα, δηλαδή 

τα m µοναδιαία διανύσµατα. Προφανώς αυτό το tableau έχει λεξικογραφικά θετικές 

γραµµές. 

3.4.2 Ο κανόνας του Bland 

Ο επόµενος κανόνας οδήγησης είναι γνωστός και σας κανόνας του µικρότερου 

δείκτη. 

Κανόνας οδήγησης του Bland: 

1. ∆ιαλέγουµε το µικρότερο j για το οποίο ισχύει ότι c–j > 0 και εισάγουµε την στήλη 

Aj στη βάση. 
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2. Αν υπάρχει ισοβαθµία σε σχέση µε το κριτήριο εξόδου από την βάση, επιλέγουµε 

τη µεταβλητή xi µε το µικρότερο δείκτη i. 

Ο παραπάνω κανόνας οδήγησης αντιµετωπίζει αποτελεσµατικά το πρόβληµα των 

αέναων επαναλήψεων και εγγυάται τον τερµατισµό της Simplex σε πεπερασµένο 

αριθµό επαναλήψεων. 

3.4.3 Η µέθοδος διαταραχής του Charnes 

Τέλος θα δούµε τη µέθοδο διαταραχής του Charnes όπου δε µεταβάλλουµε τον 

χρησιµοποιούµενο κανόνα οδήγησης αλλά διαταράσσουµε το πρόβληµα µε τέτοιο 

τρόπο ώστε το διαταραγµένο πρόβληµα να έχει την ίδια βάση στην βέλτιστη λύση µε 

το αρχικό πρόβληµα. 

Μέθοδος διαταραχής: 

1. Στο tableau από το οποίο θα προκύψει εκφυλισµένη λύση διαταράσσουµε το 

διάνυσµα b θέτοντας στη θέση του το διάνυσµα 

 b(ε) = b + εΑ1 + ε2Α1 +, ..., + εnΑn = b + Αw(ε), wΤ(ε) = [ε, ε2, ..., εn]  

 όπου ε είναι ένας αυθαίρετα µικρός θετικός αριθµός. Στο διαταραγµένο πρόβληµα 

προφανώς θα έχουµε b(ε) > 0.  

2. Συνεχίζουµε κανονικά µε τη µέθοδο Simplex µέχρι να βρούµε τη βέλτιστη λύση x0 

του διαταραγµένου προβλήµατος. Έστω x0Β το διάνυσµα τιµών των m βασικών 

µεταβλητών της x0. 

3. Θέτουµε  

 xΒ = x0Β − εΒ−1Α1 − ε2Β−1Α1 −, ..., − εnΒ−1Αn = x0Β − Β−1Αw(ε),  

 Το διάνυσµα xΒ είναι το διάνυσµα τιµών των βασικών µεταβλητών της βέλτιστης 

λύσης x΄ του αρχικού προβλήµατος. 

 

Αν θεωρήσουµε τα δύο ΠΓΠ, το αρχικό και το διαταραγµένο 

max(cTx) 

Ax = b 

x ≥ 0 

,

max(cTx) 

Ax = b + Αw(ε),  

x ≥ 0 

είναι προφανές ότι, αφού το ε είναι αυθαίρετα µικρός θετικός αριθµός, οι βέλτιστες 

λύσεις x0 και x΄ των δύο προβληµάτων αντιστοιχούν στον ίδιο βασικό πίνακα Β. Σε 
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αυτή την περίπτωση από τους περιορισµούς του διαταραγµένου προβλήµατος έχουµε 

ότι 

 Β−1Α x0 = Β−1[b + Αw(ε)] = x0Β  

απ’ όπου προκύπτει ότι 

 x0Β = xΒ + Β−1Αw(ε),  

ή ισοδύναµα 

 xΒ = x0Β − Β−1Αw(ε),  

Μια πιο απλοποιηµένη µορφή της προηγούµενης µεθόδου είναι η παρακάτω. Στο 

tableau που εµφανίζεται η εκφυλισµένη λύση αντικαθιστούµε το µηδέν της βασικής 

µεταβλητής µε ένα αυθαίρετα µικρό θετικό ε και συνεχίζουµε κανονικά µέχρι να 

φθάσουµε στο τελικό tableau. Θέτοντας τότε ε = 0 παίρνουµε την βέλτιστη λύση του 

αρχικού προβλήµατος. 

 

Παράδειγµα 3.7 

Έχουµε το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(4x1 + 3x2) 

   x1 + 2x2 ≤ 4 

 2x1 +   x2 ≤ 4 

   x1 +   x2 ≤ 2 

x1, x2 ≥ 0 

Βρείτε τη βέλτιστη λύση. 

 

Λύση 

Η κανονική µορφή του προβλήµατος είναι 

z = max(4x1 + 3x2) 

   x1 + 2x2 + x3                  = 4 

 2x1 +   x2         + x4          = 4 

   x1 +   x2                  + x5 = 2 

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0 
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Παρατηρούµε ότι οι τρεις τελευταίες στήλες του πίνακας Α αποτελούν τον 3 × 3 

µοναδιαίο πίνακα κι έτσι οδηγούµαστε στο αρχικό tableau της Simplex. 

  4 3 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A3 0 4 1 2 1 0 0 4
A4 0 4 2 1 0 1 0 2
A5 0 2 1 1 0 0 1 2

  0 4 3 0 0 0

Βλέπουµε ότι η στήλη Α1 γίνεται βασική στο επόµενο tableau ενώ υπάρχει 

ισοβαθµία στο κριτήριο εξόδου µεταξύ των στηλών A4 και A5. Αυτό σηµαίνει ότι στο 

επόµενο tableau θα έχουµε εκφυλισµένη λύση. Για αυτό τον λόγο εφαρµόζουµε τη 

µέθοδο διαταραχών παίρνοντας ε = 0.1. Τότε το διάνυσµα b αντικαθίσταται από το 

διάνυσµα 

 b(ε) = b + Αw(ε), wΤ(ε) = [ε, ε2, ..., ε5]  

που είναι bΤ(ε) = [4.121, 4.2101, 4.11001]. Το αρχικό Tableau του διαταραγµένου 

προβλήµατος είναι: 

  4 3 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A3 0 4.121 1 2 1 0 0 4.121
A4 0 4.2101 2 1 0 1 0 2.10505
A5 0 2.11001 1 1 0 0 1 2.11001

  0 4 3 0 0 0

Στο διαταραγµένο πρόβληµα εξάγεται από τη βάση η στήλη A4 και το επόµενο 

tableau διαµορφώνεται ως εξής: 

 4 3 0 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ 

A3 0 2.01595 0 3/2 1 − 1/2 0 1.34397 
A1 4 2.10505 1 1/2 0 1/2 0 4.2101 
A2 3 0.00496 0 1/2 0 − 1/2 1 0.0099 

 − 8.4202 0 1 0 − 2 0  

Σε αυτή την επανάληψη εισάγουµε στη βάση την A2 εξάγουµε την A5 κι έχουµε: 

  4 3 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A3 0 2.00107 0 0 1 1 − 3
A1 4 2.10009 1 0 0 1 − 1
A5 0 0.00992 0 1 0 − 1 2

  − 8.43012 0 0 0 − 1 − 2
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Παρατηρούµε ότι ικανοποιείται το κριτήριο βελτιστότητας άρα έχουµε καταλήξει 

στην βέλτιστη λύση του διαταραγµένου προβλήµατος που είναι η 

xT
0 = [2.10009, 0, 2.00107, 0, 0.00992], ενώ το διάνυσµα τιµών των βασικών 

µεταβλητών είναι xT
0Β = [2.00107, 2.10009, 0.00992]. Εποµένως το διάνυσµα τιµών 

των βασικών µεταβλητών του αρχικού Π.Γ.Π. είναι xΒ = xT
0Β − Β−1Αw(ε) = [2, 2, 0] κι 

άρα η βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος είναι xT = [2, 0, 2, 0, 0] και η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι z = 8. 

 

3.5 Το πρόβληµα της αναζήτησης αρχικής βασικής εφικτής λύσης 

 

Σε όλες τις εκδοχές της Simplex που έχουµε δει χρειαζόµαστε µια αρχική βασική 

εφικτή λύση. Σε κάποιες περιπτώσεις όπως στο Παράδειγµα 3.4 αυτό είναι εύκολο σε 

κάποιες άλλες όµως χρειάζεται κάποια προεργασία. Το Παράδειγµα 3.4 ανήκει στη 

γενικότερη περίπτωση, που έχουµε ένα πρόβληµα µόνο µε ανισοτικούς περιορισµούς 

της µορφής Ax ≤ b, όπου b > 0. Εισάγοντας m περιθώριες µεταβλητές, έστω s το 

διάνυσµα αυτών των µεταβλητών µετασχηµατίζουµε το πρόβληµα στην κανονική του 

µορφή Ax + s = b. Το διάνυσµα x΄Τ = [xΤ, sΤ] µε x = 0 και s = b, είναι µια βασική 

εφικτή λύση και ο αντίστοιχος βασικός πίνακας είναι ο m × m µοναδιαίος πίνακας I. 

Όταν ο πίνακας A περιέχει τον µοναδιαίο πίνακα η αναζήτηση µιας αρχικής βασικής 

εφικτής λύσης είναι εύκολη υπόθεση, όπως είδαµε προηγουµένως. Στη γενική 

περίπτωση πρέπει να τον δηµιουργήσουµε και για να το επιτύχουµε αυτό εισάγουµε 

κάποιες βοηθητικές µεταβλητές στο πρόβληµα που ονοµάζονται τεχνητές 

µεταβλητές. Οι µεταβλητές αυτές δεν έχουν καµία φυσική έννοια κι ο µοναδικός 

λόγος χρησιµοποίησης τους είναι η εµφάνιση του µοναδιαίου πίνακα µέσα στον 

πίνακα A, έτσι ώστε να µπορέσουµε εύκολα να βρούµε µια αρχική βασική εφικτή 

λύση. Το πρόβληµα σε αυτή την περίπτωση είναι να «ξεφορτωθούµε» αυτές τις 

τεχνητές µεταβλητές και να οδηγηθούµε σε µια βασική εφικτή λύση που δεν έχει 

τεχνητές µεταβλητές ως βασικές. 

3.5.1 Ο αλγόριθµος Simplex δύο φάσεων 

Στη γενική περίπτωση έχουµε ένα πρόβληµα σε κανονική µορφή 

max cTx 

Ax = b 
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x ≥ 0. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι b ≥ 0. Ακόµη κι αν αυτό δεν ισχύει, 

δηλαδή υπάρχουν κάποια bi < 0 τότε πολλαπλασιάζοντας τους αντίστοιχους 

περιορισµούς µε  − 1 φέρνουµε το πρόβληµα στη µορφή που θέλουµε. Αν ο πίνακας 

Α δεν περιέχει τον µοναδιαίο πίνακα εισάγουµε το διάνυσµα των τεχνητών 

µεταβλητών z ∈ Rm και χρησιµοποιούµε την Simplex για να λύσουµε το ακόλουθο 

βοηθητικό πρόβληµα 

min cu
Tz ή ισοδύναµα − max(− cu

Tz) 

Ax + z = b 

x ≥ 0 

z ≥ 0. 

όπου cu
T = [1, ..., 1], cu ∈ Rm. Η έναρξη του αλγορίθµου της Simplex είναι εύκολη 

στο βοηθητικό πρόβληµα. Θέτοντας x = 0 και z = b έχουµε την πρώτη βασική εφικτή 

λύση και ο αντίστοιχος βασικός πίνακας είναι ο µοναδιαίος. Αν x  είναι µια εφικτή 

λύση του αρχικού ΠΓΠ θέτοντας παράλληλα z = 0 µας δίδει µια λύση του βοηθητικού 

προβλήµατος µε µηδενική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Γενικά θα πρέπει αν 

υπάρχουν εφικτές λύσεις στο αρχικό πρόβληµα το βοηθητικό να καταλήγει σε 

βέλτιστη λύση µε µηδενική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, αλλιώς το αρχικό 

πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις. Αν στη βέλτιστη λύση του βοηθητικού 

προβλήµατος η αντικειµενική συνάρτηση έχει τιµή µηδέν και δεν υπάρχουν τεχνητές 

µεταβλητές ως βασικές, τότε η βέλτιστη λύση του βοηθητικού προβλήµατος µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί, ως αρχική βασική εφικτή λύση της Simplex. Σε αυτή την 

περίπτωση χρησιµοποιούµε ως αρχικό tableau της Simplex το τελικό tableau του 

βοηθητικού προβλήµατος, χωρίς τις στήλες των τεχνητών µεταβλητών. Υπάρχει όµως 

το ενδεχόµενο να οδηγηθούµε σε µηδενικού κόστους βέλτιστη λύση που περιέχει στη 

βάση κάποιες τεχνητές µεταβλητές. Αυτό σηµαίνει ότι η λύση είναι εκφυλισµένη και 

οι τεχνητές µεταβλητές που είναι βασικές έχουν τιµή ίση µε το µηδέν. Τότε µπορούµε 

να βγάλουµε τις µεταβλητές αυτές από την βάση και τελικά να οδηγηθούµε σε µια 

βασική εφικτή λύση χωρίς τεχνητές µεταβλητές. 



 58

 

3.5.1.1 Οδηγώντας τις τεχνητές µεταβλητές εκτός βάσης 

Έστω ότι είµαστε στην παραπάνω περίπτωση δηλαδή το αρχικό πρόβληµα έχει 

εφικτές λύσεις και η βέλτιστη λύση x΄ του βοηθητικού προβλήµατος είναι 

εκφυλισµένη. Έστω k < m το πλήθος των βασικών µεταβλητών στη βέλτιστη λύση 

του βοηθητικού προβλήµατος που δεν είναι τεχνητές µεταβλητές. Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας υποθέτουµε ότι αυτές αντιστοιχούν στις στήλες AB(1), …, AB(k), του 

πίνακα A. Προφανώς οι στήλες AB(1), …, AB(k), είναι γραµµικά ανεξάρτητες αφού 

ανήκουν στη βάση. Αφού έχουµε υποθέσει ότι ο πίνακας A είναι πλήρους βαθµού, 

προφανώς υπάρχουν m στήλες του που είναι γραµµικά ανεξάρτητες και άρα 

µπορούµε να επιλέξουµε m − k επιπλέον στήλες AB(k+1), …, AB(m), έτσι ώστε να έχουµε 

ένα σύνολο m γραµµικά ανεξάρτητων στηλών του A, που αποτελούν µια νέα βάση. 

Μιας και η βέλτιστη λύση x΄ είναι εκφυλισµένη και µόνο οι µεταβλητές xB(1), …, xB(k), 

είναι µη µηδενικές, (άρα και οι xB(k+1), …, xB(m) είναι µηδέν) η νέα βάση είναι βάση 

και της x΄ (θυµηθείτε ότι µια εκφυλισµένη λύση µπορεί να αντιστοιχεί σε πολλές 

διαφορετικές βάσεις). Έχοντας βγάλει τις τεχνητές µεταβλητές εκτός βάσης 

µπορούµε να διαγράψουµε αυτές και τις στήλες τους από το tableau. 

Η προηγούµενη διαδικασία στηρίζεται στην υπόθεση ότι ο πίνακας A είναι 

πλήρους βαθµού. Αν ο A δεν είναι πλήρους βαθµού δεν υπάρχει βάση του Rm που να 

αποτελείται από m στήλες του A και προφανώς κάποιος περιορισµός είναι 

πλεοναστικός και πρέπει να απαλειφθεί. 

Πως όµως µπορούµε να υλοποιήσουµε την παραπάνω διαδικασία 

χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο της Simplex πλήρους tableau; Έστω ότι η l-στη 

βασική µεταβλητή της βέλτιστης λύσης του βοηθητικού προβλήµατος είναι τεχνητή 

µεταβλητή και η τιµή της είναι ίση µε το µηδέν (αν δεν είναι µηδέν τότε δεν 

υπάρχουνε εφικτές λύσεις όπως είδαµε παραπάνω). Εξετάζουµε την l-στη γραµµή του 

tableau και βρίσκουµε κάποιο j τέτοιο ώστε το l-στο στοιχείο της στήλης B−1Aj να 

είναι διαφορετικό του µηδενός. Η στήλη Aj είναι γραµµικά ανεξάρτητη από τις 

στήλες AB(1), …, AB(k). Θυµηθείτε ότι B−1AB(i) = ei, (το i-στο µοναδιαίο διάνυσµα) 

i = 1, …, k κι αφού k < l, το l-στο στοιχείο των διανυσµάτων αυτών θα είναι µηδέν. 

Ακόµη το l-στο στοιχείο κάθε γραµµικού συνδυασµού των B−1AB(1), …, B−1AB(k), θα 

είναι επίσης µηδέν. Αφού το l-στο στοιχείο του B−1Aj δεν είναι µηδέν, το διάνυσµα 

αυτό δεν προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός των B−1AB(1), …, B−1AB(k) κι άρα είναι 
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γραµµικά ανεξάρτητα. Εισάγουµε το Aj στη βάση στη θέση της l-στης βασικής 

µεταβλητής. Αυτό επιτυγχάνεται µε τον συνήθη τρόπο: πραγµατοποιώντας τις 

στοιχειώδης γραµµοπράξεις που απαιτούνται για την αντικατάσταση της στήλης 

B−1Aj από το l-στο µοναδιαίο διάνυσµα. Η βασική διαφορά από την Simplex πλήρους 

tableau είναι το στοιχείο πιλότος ( το l-στο στοιχείο της B−1Aj) µπορεί να είναι 

αρνητικό. Επειδή η l-στη βασική µεταβλητή ήταν µηδέν η πρόσθεση ενός 

πολλαπλασίου της l-στης γραµµής στις άλλες γραµµές δεν αλλάζει τις τιµές των 

βασικών µεταβλητών. ∆ηλαδή παρά την αλλαγή βάσης έχουµε την ίδια βασική 

εφικτή λύση. Το κέρδος µας είναι ότι έχουµε µειώσει κατά ένα το πλήθος των 

τεχνητών βασικών µεταβλητών. Επαναλαµβάνοντας την διαδικασία αυτή όσες φορές 

χρειαστεί τελικά οδηγούµε όλες τις τεχνητές µεταβλητές εκτός βάσης. 

Η παραπάνω διαδικασία δυστυχώς δεν λειτουργεί αν όλα τα στοιχεί της l-στης 

γραµµής του B−1A είναι µηδέν. Παρατηρούµε ότι η l-στη γραµµή του B−1A είναι ίση 

µε υTA, όπου υT είναι η l-στη γραµµή του B−1. ∆ηλαδή έχουµε ότι υTA = 0T για κάποιο 

µη µηδενικό διάνυσµα υ, κι ο πίνακας A έχει γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές. Αν το 

πρόβληµα µας έχει εφικτές λύσεις θα πρέπει ακόµη να ισχύει ότι υTb = 0. Έτσι ο 

περιορισµός υTAx = υTb είναι πλεοναστικός και µπορεί να απαλειφθεί. Σε αυτή την 

περίπτωση διαγράφουµε από το tableau της Simplex την l-στη γραµµή και 

συνεχίζουµε. 

Ακολουθεί αναλυτική περιγραφή του αλγορίθµου δύο φάσεων που αναπτύξαµε 

παραπάνω: 

Αλγόριθµος Simplex δύο φάσεων:  

Φάση Ι 

1. Αν υπάρχουν στοιχεία του b που είναι αρνητικά πολλαπλασιάζουµε τους 

αντίστοιχους περιορισµούς µε − 1 έτσι ώστε να έχουµε b ≥ 0. 

2. Εισάγουµε τεχνητές µεταβλητές z1, …, zm αν είναι απαραίτητο κι εφαρµόζουµε τον 

αλγόριθµο Simplex στο βοηθητικό πρόβληµα, µε αντικειµενική συνάρτηση 

∑
=

−
m

i
iz

1

.  

3. Αν το βέλτιστο κέρδος του βοηθητικού προβλήµατος είναι αρνητικό το αρχικό 

πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις κι ο αλγόριθµος τερµατίζει. 

4. Αν το βέλτιστο κέρδος του βοηθητικού προβλήµατος είναι µηδέν έχουµε βρει µια 

εφικτή λύση του αρχικού προβλήµατος. Αν δεν υπάρχουν τεχνητές µεταβλητές 
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στη βάση της βέλτιστης λύσης, έχουµε µια βάση του αρχικού προβλήµατος και οι 

τεχνητές µεταβλητές καθώς και οι αντίστοιχες στήλες διαγράφονται από το 

tableau.  

5. Αν η l-οστη βασική µεταβλητή είναι τεχνητή, εξετάζουµε το l-οστο στοιχείο των 

στηλών B−1Aj j =1, …, n. Αν όλα αυτά τα στοιχεία είναι µηδέν η l-οστη γραµµή 

αντιστοιχεί σε έναν πλεοναστικό περιορισµό και διαγράφεται από το tableau. 

∆ιαφορετικά αν το j-οστο στοιχείο της l-οστης γραµµής είναι διάφορο του µηδενός 

αλλάζουµε την βάση (χρησιµοποιώντας αυτό το στοιχείο σαν πιλότο) εξάγοντας 

από την βάση την l-οστη βασική µεταβλητή κι εισάγοντας την µεταβλητή xj. 

Επαναλαµβάνουµε αυτή την διαδικασία µέχρι να εξάγουµε από τη βάση όλες τις 

τεχνητές µεταβλητές. 

Φάση ΙΙ 

1. Χρησιµοποιούµε την τελική βάση και το tableau της Φάσης Ι ως την αρχική βάση 

και το αρχικό tableau της Φάσης ΙΙ. 

2. Αλλάζουµε τους συντελεστές κόστους της αντικειµενικής συνάρτησης 

επαναφέροντας τις τιµές του αρχικού προβλήµατος. Με βάση αυτούς του 

συντελεστές κέρδους επανεκτιµούµε τα στοιχεία της µηδενικής γραµµής, δηλαδή 

υπολογίζουµε τη νέα τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης και τις νέες µοναδιαίες 

αυξήσεις κέρδους. 

3. Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο Simplex στο αρχικό πρόβληµα. 

 

Ο αλγόριθµος δύο φάσεων είναι ένας πλήρης αλγόριθµος µε την έννοια ότι 

αντιµετωπίζει όλα τα πιθανά ενδεχόµενα: 

α) Αν το πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις αυτό ανιχνεύεται στο τέλος της Φάσης Ι. 

β) Αν το πρόβληµα έχει λύσεις αλλά υπάρχουν πλεοναστικοί περιορισµοί αυτό 

γίνεται αντιληπτό και διορθώνεται µε την διαγραφή των αντίστοιχων γραµµών στο 

tableau στο τέλος της Φάσης Ι. 

γ) Αν το βέλτιστο κέρδος δεν είναι φραγµένο και είναι ίσο µε + ∞, αυτό γίνεται 

αντιληπτό στη Φάση ΙΙ. 

δ) ∆ιαφορετικά η Φάση ΙΙ τερµατίζει µε την εκτίµηση της βέλτιστης λύσης. 

 

Παράδειγµα 3.8 

Έχουµε το ακόλουθο ΠΓΠ 
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z = − max(− x1 − x2 − x3) 

   x1 + 2x2 + 3x3         = 3 

− x1 + 2x2 + 6x3         = 2 

           4x2 + 9x3         = 5 

                     3x3 + x4 = 1 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

Βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Simplex δύο φάσεων. 

 

Λύση 

Βλέπουµε ότι ο πίνακας A δεν περιέχει τον µοναδιαίο πίνακα έτσι χρησιµοποιούµε 

τη µέθοδο δύο φάσεων για να λύσουµε το πρόβληµα. Προκειµένου να βρούµε µια 

αρχική βασική εφικτή λύση εισάγουµε τρεις νέες τεχνητές µεταβλητές και έχουµε το 

ακόλουθο βοηθητικό πρόβληµα:  

z = − max(− x5 − x6 − x7) 

   x1 + 2x2 + 3x3          + x5                 = 3 

− x1 + 2x2 + 6x3                 + x6          = 2 

           4x2 + 9x3                          + x7 = 5 

                     3x3 + x4                          = 1 

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7≥ 0 

Εδώ αρκούν τρεις τεχνητές µεταβλητές αφού η τέταρτη στήλη του µοναδιαίου 

πίνακα υπήρχε στον πίνακα A και ήταν η στήλη A4. Γενικά εισάγουµε τόσες τεχνητές 

µεταβλητές όσες χρειαζόµαστε για να σχηµατίσουµε τον µοναδιαίο πίνακα. 

Παρατηρούµε ότι έχουµε µια βασική εφικτή λύση του βοηθητικού προβλήµατος 

αν θέσουµε [x5, x6, x7, x4] = bT = [3, 2, 5, 1] και τις υπόλοιπες µεταβλητές ίσες µε 

µηδέν. Ο αντίστοιχος βασικός πίνακας είναι ο µοναδιαίος και cB
T = [− 1, − 1, − 1, 0]. 

Εκτιµούµε τις µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους για τις υπόλοιπες µη βασικές µεταβλητές 

κι έχουµε: 

  0 0 0 0 − 1 − 1 − 1  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 − 1 3 1 2 3 0 1 0 0 1 
A6 − 1 2 − 1 2 6 0 0 1 0 2/6 
A7 − 1 5 0 4 9 0 0 0 1 5/9 
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0 1/3 

 10 0 8 18 0 0 0 0  
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Βλέπουµε ότι υπάρχει ισοπαλία στο κριτήριο εξόδου από την βάση που σηµαίνει 

ότι στο επόµενο tableau θα έχουµε εκφυλισµένη λύση, γι αυτό χρησιµοποιούµε τον 

κανόνα οδήγησης του Bland. Σύµφωνα µε αυτόν τον κανόνα οδήγησης επιλέγουµε το 

µικρότερο j για το οποίο c–j > 0 και εισάγουµε την στήλη Aj στη βάση.  

  0 0 0 0 − 1 − 1 − 1  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 − 1 3 1 2 3 0 1 0 0 3/2 
A6 − 1 2 − 1 2 6 0 0 1 0 2/2 
A7 − 1 5 0 4 9 0 0 0 1 5/4 
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0 − 

 10 0 8 18 0 0 0 0  

Συνεπώς επιλέγουµε να εισάγουµε στις βασικές µεταβλητές την x2. Υπολογίζουµε 

τους λόγους xB(i)/ui και βλέπουµε ότι εξέρχεται από την βάση η A6: 

  0 0 0 0 − 1 − 1 − 1  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 − 1 1 2 0 − 3 0 1 − 1 0 1/2 
A2 0 1 − 1/2 1 3 0 0 1/2 0 − 
A7 − 1 1 2 0 − 3 0 0 − 2 1 1/2 
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0 − 

 2 4 0 − 6 0 0 − 4 0  

Τώρα εισάγουµε στη βάση την x1 αφού είναι η µόνη µεταβλητή µε θετική µοναδιαία 

αύξηση κέρδους και εξάγουµε την x5 σύµφωνα και µε τον κανόνα του µικρότερου 

δείκτη: 

   0 0 0 0 − 1 − 1 − 1  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A1 0 1/2 1 0 − 3/2 0 1/2 − 1/2 0 − 
A2 0 5/4 0 1 9/4 0 1/4 1/4 0 5/9 
A7 − 1 0 0 0 0 0 − 1 − 1 1 − 
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0 1/3 

  0 0 0 0 0 − 2 − 2 0  

Σε αυτή την επανάληψη βλέπουµε ότι ικανοποιείται το κριτήριο βελτιστότητας αλλά 

υπάρχει µια µη βασική µεταβλητή, η x3, µε µοναδιαία αύξηση κέρδους µηδενική 

πράγµα που σηµαίνει ότι έχουµε άπειρες βέλτιστες λύσεις κι ότι αν εισάγουµε την 

εισάγουµε στη βάση την x3 η λύση θα είναι επίσης βέλτιστη. Σε αυτή την περίπτωση 

εξάγουµε την x4: 
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  0 0 0 0 − 1 − 1 − 1  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A1 0 1 1 0 0 1/2 1/2 − 1/2 0  
A2 0 1/2 0 1 0 − 3/4 1/4 1/4 0  
A7 − 1 0 0 0 0 0 − 1 − 1 1  
A3 0 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0  

 0 0 0 0 0 − 2 − 2 0  

Βλέπουµε ότι στα δύο τελευταία tableau που αντιστοιχούν σε βέλτιστες λύσεις του 

βοηθητικού προβλήµατος η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι µηδέν που 

σηµαίνει ότι το αρχικό πρόβληµα έχει λύση. ∆υστυχώς όµως και στα δύο tableau 

υπάρχει µεταξύ των βασικών µεταβλητών η x7, που είναι τεχνητή µεταβλητή, αλλά 

είναι ίση µε το µηδέν Προφανώς πρέπει να την βγάλουµε από την βάση πριν 

προχωρήσουµε στην επόµενη φάση. Η x7 είναι η τρίτη βασική µεταβλητή. 

Παρατηρούµε ότι όλα τα στοιχεία της τρίτης γραµµής που αντιστοιχούν σε 

πραγµατικές µεταβλητές του αρχικού προβλήµατος, δηλαδή τα τέσσερα πρώτα είναι 

όλα µηδέν. Αυτό σηµαίνει ότι οι γραµµές του πίνακα A δεν είναι γραµµικά 

ανεξάρτητες κι άρα υπάρχουν πλεοναστικοί περιορισµοί. Όντως αν παρατηρήσουµε 

το αρχικό πρόβληµα θα δούµε ότι ο τρίτος περιορισµός είναι ίσος µε το άθροισµα των 

δύο πρώτων. ∆ιαγράφουµε λοιπόν την γραµµή, που αντιστοιχεί στην x7 κι 

οδηγούµαστε στο επόµενο tableau, που είναι το αρχικό της δεύτερης φάσης του 

αλγορίθµου:  

  − 1 − 1 − 1 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A1 − 1 1 1 0 0 1/2 2
A2 − 1 1/2 0 1 0 − 3/4 −
A3 − 1 1/3 0 0 1 1/3 1

  11/6 0 0 0 1/12

Αντικαθιστούµε τους συντελεστές της αντικειµενικής συνάρτησης µε αυτούς του 

αρχικού προβλήµατος υπολογίζουµε τα στοιχεία της µηδενικής γραµµής και 

συνεχίζουµε εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο Simplex.  Βλέπουµε ότι το c–4 = 1/12 > 0 

άρα η λύση που έχουµε δεν είναι η βέλτιστη. Συνεχίζουµε εισάγοντας στην βάση την 

x4 κι εξάγοντας από αυτήν την x3: 

  − 1 − 1 − 1 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A1 − 1 1/2 1 0 − 3/2 0 2
A2 − 1 5/4 0 1 9/4 0 −
A4 0 1 0 0 3 1 1

  7/4 0 0 − 1/4 0
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Το tableau που οδηγούµαστε είναι το τελικό αφού ικανοποιείται το κριτήριο 

βελτιστότητας. Η βέλτιστη λύση είναι η x΄T = [1/2, 5/4, 1]. 

 

3.5.2 Η µέθοδος του µεγάλου Μ 

Εδώ θα παρουσιάσουµε µια εναλλακτική µέθοδο εξεύρεσης αρχικής βασικής 

εφικτής λύσης, τη µέθοδο του µεγάλου Μ. Η µέθοδος αυτή συνδυάζει τις δύο φάσεις 

της προηγούµενης µεθόδου σε µία. Πάλι βέβαια εισάγουµε τις απαραίτητες τεχνητές 

µεταβλητές, όµως εδώ δεν χρησιµοποιούµε κάποιο βοηθητικό πρόβληµα για να 

εξάγουµε αυτές από την βάση. Η βασική ιδέα είναι ότι χρησιµοποιούµε ως 

αντικειµενική συνάρτηση την  

cTx + Mcu
Tz 

όπου cu
T = [1, ..., 1], cu ∈ Rm, z είναι το διάνυσµα των τεχνητών µεταβλητών και Μ 

είναι µια πολύ µεγάλη αρνητική σταθερά. Εφόσον το Μ είναι αρκετά µεγάλο 

(µπορούµε να υποθέσουµε ότι Μ = − ∞), αν το αρχικό µας πρόβληµα έχει εφικτές 

λύσεις και το βέλτιστο κέρδος είναι πεπερασµένο όλες οι τεχνητές µεταβλητές 

µηδενίζονται κι οδηγούµαστε στο αρχικό µας πρόβληµα. Αν στη βέλτιστη λύση 

υπάρχουν τεχνητές µεταβλητές µη µηδενικές τότε το αρχικό ΠΓΠ δεν έχει εφικτές 

λύσεις. Προφανώς δεν υπάρχει λόγος να ορίσουµε µια συγκεκριµένη τιµή του Μ στο 

tableau. Το αφήνουµε ως µια µεταβλητή, η οποία πάντοτε είναι µικρότερη από κάθε 

άλλη ποσότητα µε την οποία συγκρίνεται. 

 

Παράδειγµα 3.9 

Έχουµε το ίδιο ΠΓΠ µε το προηγούµενο παράδειγµα 

z = − max(− x1 − x2 − x3) 

   x1 + 2x2 + 3x3         = 3 

− x1 + 2x2 + 6x3         = 2 

           4x2 + 9x3         = 5 

                     3x3 + x4 = 1 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

Βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του µεγάλου Μ. 
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Λύση 

Με βάση την παρατήρηση που κάναµε στο προηγούµενο παράδειγµα εισάγουµε 

τρεις νέες τεχνητές µεταβλητές κι έχουµε το ακόλουθο βοηθητικό ΠΓΠ: 

z = − max(− x1 − x2 − x3 + Μx5 + Μx6 + Μx7) 

   x1 + 2x2 + 3x3          + x5                  = 3 

− x1 + 2x2 + 6x3                 + x6           = 2 

           4x2 + 9x3                          + x7  = 5 

                     3x3 + x4                           = 1 

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0 

Έχουµε µια βασική εφικτή λύση του βοηθητικού προβλήµατος αν θέσουµε 

[x5, x6, x7, x4] = bT = [3, 2, 5, 1] και τις υπόλοιπες µεταβλητές ίσες µε µηδέν. Ο 

αντίστοιχος βασικός πίνακας είναι ο µοναδιαίος και cB
T = [Μ, Μ, Μ, 0]. Εκτιµούµε τα 

µοναδιαία κέρδη για κάθε τις υπόλοιπες µη βασικές µεταβλητές κι έχουµε: 

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ 3 1 2 3 0 1 0 0 1 
A6 Μ 2 − 1 2 6 0 0 1 0 1/3 
A7 Μ 5 0 4 9 0 0 0 1 5/9 
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0 1/3 
  − 10Μ − 1 − 1 − 8Μ − 1 − 18Μ 0 0 0 0  

Επιλέγουµε να εισάγουµε στις βασικές µεταβλητές την x3 αφού το c–3 = − 1 − 18Μ 

είναι µεγαλύτερο από το c–3 = − 1 − 8Μ > 0. Υπολογίζουµε τους λόγους xB(i)/ui και 

βλέπουµε ότι τον ελάχιστο λόγο τον έχουµε για x4 και x6 οπότε µε βάση τον κανόνα 

του µικρότερου δείκτη επιλέγουµε να εξάγουµε από τις βασικές µεταβλητές την x4. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον υπάρχει ισοβαθµία στο κριτήριο εισόδου αναµένουµε 

εκφυλισµένη λύση στο επόµενο tableau:  

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ 2 1 2 0 − 1 1 0 0  
A6 Μ 0 − 1 2 0 − 2 0 1 0  
A7 Μ 2 0 4 0 − 3 0 0 1  
A3 − 1 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0  
  1/3 − 4Μ − 1 − 8Μ − 1 0 6Μ − 1/3 0 0 0  

Σε αυτό το παράδειγµα χρησιµοποιούµε την απλοποιηµένη µέθοδο διαταραχής του 

Charnes σύµφωνα µε την οποία αντικαθιστούµε το µηδέν της βασικής µεταβλητής µε 
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ένα αυθαίρετα µικρό ε και συνεχίζουµε κανονικά µέχρι να φθάσουµε στο τελικό 

tableau οπότε και θέτουµε ε = 0.  Κατά συνέπεια το επόµενο tableau διαµορφώνεται 

ως εξής: 

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ 2 1 2 0 − 1 1 0 0 1 
A6 Μ ε − 1 2 0 − 2 0 1 0 ε/2 
A7 Μ 2 0 4 0 − 3 0 0 1 2 
A3 − 1 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0 − 
  1/3 − (4 + ε)Μ − 1 − 8Μ − 1 0 6Μ − 1/3 0 0 0  

Τώρα εισάγουµε στη βάση την x2 αφού το c–2 = − 1 − 8Μ > 0 ενώ τον ελάχιστο λόγο 

θ΄ = ε/2 τον έχουµε για x6:  

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ 2 − ε 2 0 0 1 1 − 1 0 1−ε/2 
A2 −1 ε/2 − 1/2 1 0 − 1 0 1/2 0 − 
A7 Μ 2 − 2ε 2 0 0 1 0 − 2 1 1−ε 
A3 −1 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0 − 
  ε/2+1/3−(4−3ε)Μ −4Μ−3/2 0 0 −2Μ−2/3 0 4Μ+1/2 0  

Σε αυτή την επανάληψη εισάγουµε στη βάση την x1 και βγάζουµε την x7. Το επόµενο 

tableau είναι:  

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ ε 0 0 0 0 1 1 − 1 − 
A2 − 1 1/2 0 1 0 − 3/4 0 0 1/4 − 
A1 − 1 1−ε 1 0 0 1/2 0 − 1 1/2 2 − 2ε 
A3 − 1 1/3 0 0 1 1/3 0 0 0 1 
  11/6−ε 0 0 0 19/12 0 − 1 − 1/4  

Εισάγουµε στη βάση την x4 και εξάγουµε την x3. Το νέο tableau είναι:  

   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ ε 0 0 0 0 1 1 − 1  
A2 − 1 5/4 0 1 9/4 0 0 0 1/4  
A1 − 1 1/2 − ε 1 0 − 3/2 0 0 − 1 1/2  
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0  
  7/4 − ε − εM 0 0 − 1/4 0 0 − 1 2M + 3/4  

Τώρα όλα τα στοιχεία της µηδενικής γραµµής είναι µικρότερα ή ίσα του µηδενός 

οπότε έχουµε οδηγηθεί στην βέλτιστη λύση του βοηθητικού προβλήµατος. Θέτουµε 

το ε ίσο µε το µηδέν κι έχουµε: 
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   − 1 − 1 − 1 0 Μ Μ Μ  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A5 Μ 0 0 0 0 0 1 1 − 1  
A2 − 1 5/4 0 1 9/4 0 0 0 1/4  
A1 − 1 1/2  1 0 − 3/2 0 0 − 1 1/2  
A4 0 1 0 0 3 1 0 0 0  
  7/4  0 0 − 1/4 0 0 − 1 2M + 3/4  

Αφού όλες οι τεχνητές µεταβλητές είναι ίσες µε το µηδέν η λύση αυτή είναι βέλτιστη 

και για το αρχικό πρόβληµα. Η βέλτιστη λύση λοιπόν είναι x΄T = [1/2, 5/4, 0, 1]. 
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Κεφάλαιο 4 

∆υϊκή θεωρία 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα εισάγουµε την έννοια του δυϊκού προβλήµατος. Η δυϊκή 

θεωρία ασχολείται µε τη µελέτη αυτού του προβλήµατος. Η σηµασία της δυϊκής 

θεωρίας είναι µεγάλη καθώς υπάρχουν πολλές εφαρµογές που σχετίζονται µε αυτή, 

συµβάλλει στην βαθύτερη κατανόηση της θεωρίας του γραµµικού προγραµµατισµού, 

ενώ έχει οδηγήσει και στην ανάπτυξη µιας νέας µεθόδου επίλυσης ΠΓΠ την δυϊκή 

Simplex. 

Η δυϊκή θεωρία µπορεί να ειδωθεί σαν µια επέκταση της θεωρίας 

πολλαπλασιαστών Lagrange σε προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού. Οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange χρησιµοποιούνται για την βελτιστοποίηση συναρτήσεων 

µε ισοτικούς περιορισµούς. Για παράδειγµα αν θέλουµε να λύσουµε το πρόβληµα  

z = max(− x1
2 − x2

2) 

 x1 + x2 = 1  

εισάγουµε τον πολλαπλασιαστή Lagrange λ και σχηµατίζουµε την συνάρτηση 

L(x1, x2, λ) = − x1
2 − x2

2 + λ(1 − x1 − x2). 

Στην συνέχεια µεγιστοποιούµε την L(x1, x2, λ) χωρίς να λάβουµε υπόψη µας 

περιορισµούς. Αυτό επιτυγχάνεται αν βρούµε τα x1, x2, για τα οποία µηδενίζονται οι 

µερικές παράγωγοι της L(x1, x2, λ) ως προς x1, x2. Η βέλτιστη λύση του παραπάνω 

προβλήµατος είναι x1 = x2 = λ/2 και όπως βλέπουµε είναι συνάρτηση του λ. 

Αντικαθιστώντας την παραπάνω λύση στον περιορισµό x1 + x2 = 1, έχουµε ότι λ = 1 

και άρα x1 = x2 = 1/2. 

Η βασική ιδέα των πολλαπλασιαστών Lagrange είναι η ακόλουθη. Αντί να 

απαιτούµε την αυστηρή τήρηση των περιορισµών, επιτρέπουµε την παραβίαση τους 

και εισάγουµε τους αντίστοιχους πολλαπλασιαστές Lagrange, που εκφράζουν µια 

µορφή ποινής που προκύπτει από την παραβίαση των περιορισµών. Έτσι 

οδηγούµαστε στην βελτιστοποίηση της συνάρτησης L χωρίς περιορισµούς. Με την 

κατάλληλη επιλογή των πολλαπλασιαστών Lagrange (λ = 1 στο παραπάνω 

παράδειγµα) οι λύσεις των δύο προβληµάτων ταυτίζονται. Η επιλογή των  
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πολλαπλασιαστών γίνεται έτσι ώστε να ικανοποιούνται αυστηρά οι περιορισµοί του 

αρχικού προβλήµατος, από την λύση του προβλήµατος χωρίς περιορισµούς. 

Η ιδέα των πολλαπλασιαστών Lagrange εφαρµόζεται µε τον ίδιο τρόπο στα ΠΓΠ. 

Εισάγουµε µεταβλητές ποινής για κάθε περιορισµό και προσπαθούµε να καθορίσουµε 

τις τιµές τους για τις οποίες βρίσκουµε τη βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος. 

Αποδεικνύεται, όπως θα δούµε στη συνέχεια, ότι οι τιµές των µεταβλητών ποινής 

προκύπτουν από τη λύση ενός νέου ΠΓΠ, που καλείται δυϊκό του αρχικού 

προβλήµατος. 

Θεωρούµε το ακόλουθο ΠΓΠ σε κανονική µορφή 

z = max(cTx) 

 Ax = b  

x ≥ 0 

το οποίο καλούµε πρωτεύων κι έστω ότι έχει βέλτιστη λύση που είναι η x΄. 

Ακολουθώντας τη λογική των πολλαπλασιαστών Lagrange εισάγουµε ένα πρόβληµα 

όπου οι περιορισµοί Ax = b αντικαθίστανται από τη συνάρτηση ποινής υT( b − Ax), 

όπου υ είναι το διάνυσµα των µεταβλητών ποινής και ανήκει στον Rm, όπως και το b. 

Έχουµε τότε το πρόβληµα 

z = max[cTx + υT( b − Ax)] 

x ≥ 0 

Έστω g( υ ) η µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του νέου προβλήµατος 

σαν συνάρτηση του διανύσµατος ποινών υ. Το νέο πρόβληµα, αφού δεν απαιτεί την 

αυστηρή ικανοποίηση των περιορισµών του αρχικού προβλήµατος, θα πρέπει να 

επιτυγχάνει καλύτερη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, οπότε θα έχουµε 

 g( υ ) = maxx ≥ 0 [cTx + υT( b − Ax)] ≥ cTx΄ + υT( b − Ax΄) = cTx΄ (4.1) 

αφού η x΄είναι λύση του πρωτεύοντος προβλήµατος. Από την παραπάνω σχέση 

βλέπουµε ότι το νέο πρόβληµα για κάθε τιµή του υ µας δίδει ένα άνω όριο g( υ ) του 

βέλτιστου κέρδους cTx΄. Το πρόβληµα minυ [g( υ )] µπορεί να ειδωθεί σαν το 

πρόβληµα αναζήτησης του αυστηρότερου άνω ορίου του κέρδους του πρωτεύοντος 

προβλήµατος. Το πρόβληµα αυτό καλείται δυϊκό κι ένα από τα θεµελιώδη 

αποτελέσµατα της δυϊκής θεωρίας είναι ότι, η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης του δυϊκού προβλήµατος, είναι ίση µε την βέλτιστη τιµή της 
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αντικειµενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος. Αυτό πρακτικά µας λέει ότι τελικά δεν 

συµφέρει η παραβίαση των περιορισµών Ax = b. 

Από την σχέση (4.1) έχουµε ότι η g( υ ) µπορεί να γίνει 

 g( υ ) = maxx ≥ 0 [cTx + υT(b − Ax)] = maxx ≥ 0 [(cT − υTA)x] + υTb  

Παρατηρούµε ότι 

 maxx ≥ 0 [(cT − υTA)x] = 

⎩
⎨
⎧

∞+
≤−

αλλιώς.,
,0  αν,0 TTT Ac υ   

Για την ελαχιστοποίηση της g( υ ) µας ενδιαφέρουν οι τιµές του υ για τις οποίες η 

g( υ ) δεν απειρίζεται. Αυτό σηµαίνει ότι το δυϊκό πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το 

παρακάτω ΠΓΠ 

z = min( υT b) 

 υTA ≥ cT.  

Είναι ενδιαφέρον το γεγονός ότι οι περιορισµοί του πρωτεύοντος είναι της µορφής 

Ax = b ενώ στο δυϊκό δεν έχουµε περιορισµούς µη αρνητικότητας για το διάνυσµα υ. 

Αν αντιθέτως οι περιορισµοί του πρωτεύοντος ήταν της µορφής Ax ≥ b, τότε θα 

µπορούσαµε να τους αντικαταστήσουµε µε τους ισοδύναµους περιορισµούς 

Ax − s = b, s ≥ 0, όπου s ∈ Rm, είναι το διάνυσµα των περιθωρίων µεταβλητών. Οι 

ισοτικοί περιορισµοί µπορούν να περιγραφούν ισοδύναµα στη µορφή 

[ ] b
s
x

IA =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−| , 

και οι περιορισµοί του δυϊκού σε αυτή την περίπτωση είναι 

υΤ [Α | − Ι ] ≥ [cT | 0T], 

 

ή ισοδύναµα  

υΤΑ ≥ cT, υ ≤ 0. 

Αν τέλος το διάνυσµα x δεν περιορίζεται από τους περιορισµούς µη αρνητικότητας, 

χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι  

maxx [(cT − υTA)x] = 

⎩
⎨
⎧

∞+
=−

αλλιώς.,
,0  αν,0 TTT Ac υ  
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οδηγούµαστε στους περιορισµούς υΤΑ = cT του δυϊκού. Στη συνέχεια γενικεύουµε τις 

προηγούµενες παρατηρήσεις για να παρουσιάσουµε τη γενική µορφή του δυϊκού 

προβλήµατος. 

 

4.1 Η γενική µορφή του δυϊκού προβλήµατος 

 

Έστω A ένας πίνακας µε γραµµές ai
T και στήλες Aj

T. Αν δοθεί το παρακάτω 

πρωτεύων ΠΓΠ  

z = max(cTx) 

ai
Tx ≥ bi, i ∈ M1, 

ai
Tx ≤ bi, i ∈ M2, 

ai
Tx = bi, i ∈ M3, 

xj ≥ 0, j ∈ N1, 

xj ≤ 0, j ∈ N2, 

xj ∈ Rn, j ∈ N3, 

το δυϊκό του πρόβληµα είναι το ακόλουθο: 

z = min(υTb) 

υi ≤ 0, i ∈ M1, 

υi ≥ 0, i ∈ M2, 

υi ∈ Rn, i ∈ M3, 

υTAj ≥ cj, j ∈ N1, 

υTAj ≤ cj, j ∈ N2, 

υTAj = cj, j ∈ N3. 

Εδώ πρέπει να παρατηρήσουµε ότι για κάθε περιορισµό στο πρωτεύων πρόβληµα 

εισάγουµε µια µεταβλητή στο δυϊκό κι ακόµη για κάθε µεταβλητή του πρωτεύοντος 

εισάγουµε έναν περιορισµό στο δυϊκό. Υπάρχει δηλαδή µια αντιστοιχία µεταξύ των 

µεταβλητών του πρωτεύοντος και των περιορισµών του δυϊκού και το αντίστροφο. 

Ανάλογα µε το αν ένας περιορισµός του πρωτεύοντος είναι ισοτικός ή ανισοτικός η 
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αντίστοιχη µεταβλητή του δυϊκού παίρνει τιµές σε όλο το R ή έχει περιορισµούς που 

καθορίζουν το πρόσηµο της. Ακόµη ανάλογα µε το αν µια µεταβλητή στο πρωτεύον 

περιορίζεται από περιορισµούς µη αρνητικότητας, ή µη θετικότητας, ή τίποτα από τα 

δύο, έχουµε αντίστοιχα, περιορισµούς ανισοτικούς (µε φορά ≥ ή ≤ αντίστοιχα) ή 

ισοτικούς αντίστοιχα στο δυϊκό πρόβληµα. Γενικότερα η σχέση µεταξύ της φοράς 

των περιορισµών στο ένα πρόβληµα και του προσήµου των µεταβλητών στο άλλο 

συνοψίζεται στον ακόλουθο πίνακα: 

Πρωτεύων ∆υϊκό 
αντικειµενική 
συνάρτηση max min αντικειµενική 

συνάρτηση 
 ≤ bi ≥ 0  

περιορισµοί ≥ bi ≤ 0 µεταβλητές 
 = bi ∈ R  
 ≥ 0 ≥ ci  

µεταβλητές ≤ 0 ≤ ci περιορισµοί 
 ∈ R = ci  

Πίνακας 4.1: Σχέση µεταβλητών και περιορισµών πρωτεύοντος και δυϊκού. 

Αν ξεκινήσουµε από ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης, µπορούµε εύκολα να το 

µετατρέψουµε σε ένα ισοδύναµο πρόβληµα µεγιστοποίησης και να ορίσουµε στη 

συνέχεια το δυϊκό του σύµφωνα µε τους κανόνες που είδαµε παραπάνω. Γενικά για 

να αποφύγουµε τη σύγχυση θα θεωρούµε ως πρωτεύων το πρόβληµα µεγιστοποίησης 

και το πρόβληµα ελαχιστοποίησης ως το δυϊκό του. 

Ένα ΠΓΠ και το δυϊκό του µπορούν να εκφρασθούν πιο κοµψά και συνοπτικά σε 

µορφή πινάκων, αν υποθέσουµε ότι οι περιορισµοί του πρωτεύοντος έχουν µια 

συγκεκριµένη µορφή. Για παράδειγµα µπορούµε να έχουµε τις ακόλουθες 

περιπτώσεις: 

Πρωτεύων  ∆υϊκό 

max(cTx) 

Ax = b 

x ≥ 0 

 min(υTb) 

υΤA ≥ cT 

 

   
max(cTx) 

Ax ≤ b 

 

 min(υTb) 

υΤA = cT 

υΤ ≥ 0Τ 
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Παράδειγµα 4.1 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(− x1 − 2x2 − 3x3) 

                   − x1 + 3x2          = 5 
                     2x1 −   x2 + 3x3 ≥ 6 

                                         x3 ≤ 4 

                 x1 ≥ 0, x2 ≤ 0, x3 ∈ R 

α) Βρείτε το δυϊκό του. 

β) Στη συνέχεια βρείτε το δυϊκό του δυϊκού. 

 

Λύση 

Το δυϊκό είναι το ακόλουθο πρόβληµα 

z = min(5υ1 + 6υ2 + 4υ3) 

                   − υ1 + 2υ2          ≥ − 1 

                    3υ1 −  υ2 +       ≤ − 2 

                             3υ2 +   υ3 = − 3 

                    υ1 ∈ R, υ2 ≤ 0, υ3 ≥ 0 

Μετασχηµατίζουµε το δυϊκό σε ένα ισοδύναµο πρόβληµα µεγιστοποίησης και 

µετονοµάζουµε τις µεταβλητές υ1, υ2 και υ3 σε x1, x2 και x3 αντίστοιχα. Οπότε έχουµε 

το ακόλουθο πρόβληµα που είναι ισοδύναµο του δυϊκού και το δυϊκό του δυϊκού: 

z = − max(−5x1 − 6x2 − 4x3) 

                      − x1 + 2x2          ≥ − 1 

                       3x1 −  x2 +       ≤ − 2 

                                3x2 +   x3 = − 3 

                        x1 ∈ R, x2 ≤ 0, x3 ≥ 0 

z = − min(− υ1 − 2υ2 − 3υ3) 

                     − υ1 + 3υ2          = − 5 

                      2υ1 −   υ2 + 3υ3 ≤ − 6 

                                     +   υ3 ≥ − 4 

                      υ1 ≤ 0, υ2 ≥ 0, υ3 ∈ R 

Αν στο τελευταίο πρόβληµα θέσουµε x1 = − υ1, x2 = − υ2, x3 = − υ3, το 

µετατρέψουµε από πρόβληµα ελαχιστοποίησης σε πρόβληµα µεγιστοποίησης και 

πολλαπλασιάσουµε τους περιορισµούς µε − 1 θα έχουµε το ισοδύναµο πρόβληµα 

z = max(− x1 − 2x2 − 3x3) 

                      − x1 + 3x2          = 5    

                       2x1 −   x2 + 3x3 ≥ 6    

                                      +   x3 ≤ 4    
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                           x1                   ≥ 0      

                                     x2          ≤ 0       

Παρατηρούµε ότι το τελευταίο ΠΓΠ είναι το πρόβληµα που µας δόθηκε στην 

αρχή.  

 

Το προηγούµενο παράδειγµα µας δηµιουργεί την υποψία ότι αν έχω ένα 

πρωτεύων πρόβληµα και το δυϊκό του, τότε το δυϊκό του δυϊκού είναι το πρωτεύων. 

∆ηλαδή το δυϊκό του δυϊκού είναι το πρωτεύων. Το ακόλουθο θεώρηµα επιβεβαιώνει 

την υποψία µας. 

Θεώρηµα 4.1: Αν µετατρέψουµε το δυϊκό ενός πρωτεύοντος σε ένα ισοδύναµο 

πρόβληµα µεγιστοποίησης και στη συνέχεια βρούµε το δυϊκό του, αυτό θα είναι 

ισοδύναµο µε το πρωτεύων. 

Απόδειξη 

 

4.2 Το δυϊκό θεώρηµα 

 

Είδαµε σε κάποιο από τα παραδείγµατα στην αρχή του κεφαλαίου, ότι για 

προβλήµατα σε κανονική µορφή η αντικειµενική συνάρτηση g( υ ) ενός δυϊκού 

προβλήµατος µας δίδει ένα άνω φράγµα του βέλτιστου κέρδους του πρωτεύοντος. 

Αυτή η ιδιότητα ισχύει γενικά όπως φαίνεται στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.2: Αν x είναι µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος ΠΓΠ και υ µια εφικτή 

λύση του δυϊκού του, τότε 

υΤb ≥ cTx. 

Απόδειξη 

 

Το προηγούµενο θεώρηµα µας προσφέρει χρήσιµες πληροφορίες για τη σχέση 

ανάµεσα στο πρωτεύων και το δυϊκό. Για παράδειγµα από το Θεώρηµα 4.2 προκύπτει 

το επόµενο πόρισµα. 

 

Πόρισµα 4.1: 

α) Αν το βέλτιστο κέρδους του πρωτεύοντος είναι + ∞, τότε το δυϊκό δεν έχει λύση. 
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β) Αν η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του δυϊκού είναι − ∞, τότε το 

πρωτεύων δεν έχει λύση. 

Απόδειξη 

 

Ένα ακόµη αποτέλεσµα που προκύπτει εύκολα από το Θεώρηµα 4.2 είναι το εξής. 

Πόρισµα 4.2: Έστω x και υ εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού 

αντίστοιχα. Υποθέτουµε ακόµη ότι υΤb = cTx. Τότε τα x και υ είναι βέλτιστες λύσεις 

του πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα. 

Απόδειξη Πορίσµατος 4.2 

Έστω x και υ εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα, για τις 

οποίες ισχύει ότι υΤb = cTx. Από το Θεώρηµα 4.2 έχουµε ότι για κάθε εφικτή λύση 

του πρωτεύοντος z ισχύει η σχέση cTx = υΤb ≥ cTz, που αποδεικνύει ότι η x είναι 

βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος. Όµοια αποδεικνύεται ότι η υ είναι βέλτιστη λύση  

του δυϊκού. 

 

Το επόµενο είναι το σηµαντικότερο αποτέλεσµα της δυϊκής θεωρίας.  

Θεώρηµα 4.3: Αν ένα ΠΓΠ έχει βέλτιστη λύση, τότε και το δυϊκό του έχει βέλτιστη 

λύση και οι αντίστοιχες τιµές των αντικειµενικών συναρτήσεων τους είναι ίσες. 

Απόδειξη 

 

Η απόδειξη του προηγούµενου θεωρήµατος έχει ένα ενδιαφέρον υποπροϊόν. 

Βλέπουµε ότι όταν είναι γνωστή η βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος x η βέλτιστη λύση 

του δυϊκού δίδεται από την σχέση υΤ = cB
TB−1. Όταν λοιπόν γνωρίζουµε τη βέλτιστη 

λύση και τον αντίστροφο του βασικού πίνακα της βέλτιστης λύσης του πρωτεύοντος, 

µπορούµε εύκολα να βρούµε τη βέλτιστη λύση του δυϊκού. Αν έχουµε το αρχικό και 

το τελικό tableau της Simplex µπορούµε εύκολα να εκτιµήσουµε το B−1 ως 

ακολούθως. Το κυρίως τµήµα του tableau της Simplex αποτελείται από τον πίνακα 

B−1[A | I] = [B−1A | B−1], όπου [A | I]  είναι το αρχικό tableau, αφού όπως έχουµε δει 

στο tableau της Simplex υπάρχει πάντα ο µοναδιαίος πίνακας I. Βλέπουµε ότι ο 

αντίστροφος του βασικού πίνακα περιέχεται στο τελικό tableau και αποτελείται από 

τις στήλες του τελικού tableau που στο αρχικό tableau αποτελούσαν τον I. 

Όπως έχουµε δει σε ένα ΠΓΠ υπάρχουν τρία πιθανά ενδεχόµενα: 
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α) Υπάρχει βέλτιστη λύση. 

β) Το πρόβληµα δεν είναι φραγµένο, που σηµαίνει ότι η βέλτιστη τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης είναι + ∞ ή − ∞ (σε προβλήµατα ελαχιστοποίησης). 

γ) Το πρόβληµα δεν έχει λύσεις. 

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχουν θεωρητικά εννέα δυνατά ενδεχόµενα για το 

πρωτεύων και το δυϊκό του. Από το Θεώρηµα 4.3 έχουµε ότι όταν το ένα έχει 

βέλτιστη λύση το ίδιο ισχύει και για το άλλο. Ακόµη το Πόρισµα 4.1 µας λεει ότι 

όταν το ένα πρόβληµα δεν είναι φραγµένο το δυϊκό του δεν έχει λύση. Τα υπόλοιπα 

ενδεχόµενα είναι στην πραγµατικότητα αδύνατο να συµβούν. Ο παρακάτω πίνακας 

παρουσιάζει όλα τα πιθανά ενδεχόµενα.  

 Πρωτέυων 

∆υϊκό Ύπαρξη βελτίστου Μη φραγµένο κέρδος Μη ύπαρξη λύσης

Ύπαρξη βελτίστου ∆υνατό Αδύνατο Αδύνατο 

Μη φραγµένο κέρδος Αδύνατο Αδύνατο ∆υνατό 

Μη ύπαρξη λύσης Αδύνατο ∆υνατό ∆υνατό 

Πίνακας 4.2: Όλα τα πιθανά ενδεχόµενα για το πρωτεύων και το δυϊκό. 

Μια σηµαντική σχέση µεταξύ των βέλτιστων λύσεων του πρωτεύοντος και του 

δυϊκού παρουσιάζεται στο επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.4: Έστω x µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος ΠΓΠ και υ µια εφικτή λύση 

του δυϊκού του, τότε τα διανύσµατα x και υ είναι βέλτιστες λύσεις του πρωτεύοντος 

και του δυϊκού αντίστοιχα αν και µόνο αν 

υi(bi − ai
Tx) = 0, ∀i, 

(υTAj − cj)xj. = 0, ∀j. 

Απόδειξη 

 

Η πρώτη συνθήκη του Θεωρήµατος 4.4 ικανοποιείται από όλες τις εφικτές λύσεις 

του πρωτεύοντος όταν αυτό είναι σε κανονική µορφή. Αν δεν είναι σε κανονική 

µορφή κι έχει ανισοτικούς περιορισµούς της µορφής ai
Tx ≥ bi, τότε είτε θα πρέπει η 

µεταβλητή υi να είναι µηδέν ή ο περιορισµός να είναι ενεργός. Μια διαισθητική 

ερµηνεία του θεωρήµατος είναι ότι ένας περιορισµός, που δεν είναι ενεργός στην 

βέλτιστη λύση, µπορεί να παραληφθεί χωρίς να επηρεάσει το βέλτιστο κέρδος και δεν 
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υπάρχει λόγος να δώσει κανείς µη µηδενική τιµή στη µεταβλητή ποινής που 

αντιστοιχεί σε έναν τέτοιο περιορισµό. 

Αν το πρωτεύων πρόβληµα είναι σε κανονική µορφή κι είναι γνωστή µια µη 

εκφυλισµένη βέλτιστη λύση του, µπορούµε χρησιµοποιώντας το προηγούµενο 

θεώρηµα να εκτιµήσουµε τη βέλτιστη λύση του δυϊκού του, όπως φαίνεται και στο 

επόµενο παράδειγµα. 

 

Παράδειγµα 4.2 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(2x1 − 3x2 + x3 + 2x4) 

                     x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 8 

                             2x2 + x3 +   x4 = 6 
                                     2x3 −   x4 = 3 

                                x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

α) Βρείτε το δυϊκό του. 

β) Αν είναι γνωστή η βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος x΄T = [1/5, 0, 21/5, 9/5] να 

βρείτε τη βέλτιστη λύση του δυϊκού. 

 

Λύση 

Το δυϊκό είναι το ακόλουθο πρόβληµα 

z = min(8υ1 + 6υ2 + 3υ3) 

                       υ1                    ≥    2 

                     2υ1 +   υ2 +       ≥ − 3 

                       υ1 +   υ2 + 2υ3 ≥    1 

                     2υ1 +   υ2 − 3υ3 ≥    2 

Αφού το πρωτεύων είναι σε κανονική µορφή οι συνθήκες υi(bi − ai
Tx) = 0, 

ικανοποιούνται για όλα τα i. Οι συνθήκες (υTAj − cj)xj = 0 ικανοποιούνται για j = 2 

αφού x2΄ = 0. Μιας και x1΄, x3΄, x4΄ > 0 θα πρέπει να ικανοποιείται το παρακάτω 

σύστηµα εξισώσεων 

 

   υ1                  = 2 
     υ1 + υ2 + 2υ3 = 1 

 2υ1 + υ2 − 3υ3 = 2 
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που έχει λύση την υ1 =2, υ2 = − 7/5, υ3 = 1/5. Συνεπώς η βέλτιστη λύση του δυϊκού 

προβλήµατος είναι η υT = [2, − 7/5, 1/5]. Η βέλτιστη τιµή των αντικειµενικών 

συναρτήσεων των δύο προβληµάτων είναι z = 8.2.  

 

Γενικεύοντας το προηγούµενο παράδειγµα µπορούµε να βρούµε τη βέλτιστη λύση 

του δυϊκού αν γνωρίζουµε τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος (και αντίστροφα) µε 

τον ακόλουθο τρόπο. Έστω xj µια βασική µεταβλητή σε µια βέλτιστη µη εκφυλισµένη 

βασική εφικτή λύση ενός πρωτεύοντος προβλήµατος σε κανονική µορφή. Τότε η 

συνθήκη (υTAj − cj)xj = 0 συνεπάγεται ότι υTAj = cj δηλαδή όλοι οι περιορισµοί του 

δυϊκού που αντιστοιχούν σε βασικές µεταβλητές είναι ενεργοί. Αφού οι βασικές 

στήλες Aj είναι γραµµικά ανεξάρτητες καταλήγουµε σε ένα σύστηµα εξισώσεων ως 

προς το διάνυσµα υT. ∆υστυχώς η µέθοδος αυτή µπορεί να µην είναι αποτελεσµατική 

στην περίπτωση που έχουµε εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση στο πρωτεύων, καθώς 

τότε έχουµε λιγότερες εξισώσεις από αγνώστους. 

 

4.3 Οι βέλτιστες δυϊκές µεταβλητές ως οριακά κέρδη 

 

Εδώ θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια εναλλακτική ερµηνεία στις δυϊκές 

µεταβλητές. Θεωρούµε αρχικά το παρακάτω ΠΓΠ σε κανονική µορφή 

z = max(cTx) 

Ax = b 

x ≥ 0. 

Υποθέτουµε ότι ο A είναι πλήρους βαθµού, η x΄ είναι µια βέλτιστη µη 

εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση και B ο αντίστοιχος βασικός πίνακας. Τότε το 

διάνυσµα xB = B−1b των βασικών µεταβλητών είναι αυστηρά θετικό αφού η x΄ δεν 

είναι εκφυλισµένη. Αντικαθιστούµε το b µε το διάνυσµα b + d, όπου d είναι ένα 

µικρό διάνυσµα διαταραχής δηλαδή τα στοιχεία του d είναι πολύ µικροί θετικοί 

αριθµοί. Αφού B−1b > 0 και το d είναι «πολύ µικρό» θα έχουµε κι ότι B−1(b + d) > 0. 

Αυτό σηµαίνει ότι ο ίδιος βασικός πίνακας αντιστοιχεί σε µια βασική εφικτή λύση 

του διαταραγµένου προβλήµατος. Επειδή η x΄ είναι βέλτιστη λύση στο αρχικό 

πρόβληµα οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους είναι µη θετικές cT − cB
TB−1A ≤ 0 και 

συνεπώς το ίδιο ισχύει και για το διαταραγµένο πρόβληµα αφού η διαταραχή του 



 79

διανύσµατος b δεν έχει καµία επίδραση στις µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους. Το 

βέλτιστο κέρδος στο διαταραγµένο πρόβληµα θα είναι 

cB
TB−1(b + d) = υT(b + d), 

όπου υT = cB
TB−1 είναι η βέλτιστη λύση του δυϊκού προβλήµατος. Συνεπώς µια µικρή 

µεταβολή d στο διάνυσµα των σταθερών συντελεστών των περιορισµών b οδηγεί σε 

µια µεταβολή του βέλτιστου κέρδους κατά υTd. Συµπεραίνουµε ότι κάθε µεταβλητή υi 

της βέλτιστης λύσης του δυϊκού µπορεί να ειδωθεί σαν το οριακό κέρδος από την 

αύξηση κατά µία µονάδα της σταθεράς bi του i-στου περιορισµού. 

 

4.4 Η δυϊκή µέθοδος Simplex 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα παρουσιάσουµε τη δυϊκή Simplex που είναι µια 

παραλλαγή της µεθόδου Simplex. Εδώ θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια 

εναλλακτική ερµηνεία στις δυϊκές µεταβλητές. 

Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3 είδαµε ότι, αν εφαρµόσουµε τη µέθοδο 

Simplex σε ένα ΠΓΠ σε κανονική µορφή και καταλήξουµε στο τελικό tableau που 

µας δίνει τη βέλτιστη λύση, τότε το διάνυσµα υΤ = cB
TB−1 είναι λύση του δυϊκού 

προβλήµατος. Ακόµη είδαµε ότι η συνθήκη βελτιστότητας cT − cB
TB−1A ≤ 0T του 

πρωτεύοντος είναι ουσιαστικά ισοδύναµη µε τους περιορισµούς του δυϊκού υΤA ≥ cT. 

Από αυτή την οπτική γωνία µπορούµε να δούµε την Simplex ως ένας αλγόριθµο που 

κινείται στο σύνολο των εφικτών λύσεων του πρωτεύοντος αναζητώντας µια εφικτή 

λύσεις του δυϊκού. Ένας τέτοιος αλγόριθµος λέγεται γενικά πρωτεύων αλγόριθµος. 

Μια εναλλακτική δυνατότητα είναι να ξεκινήσουµε από µια εφικτή λύση του δυϊκού 

αναζητώντας µια εφικτή λύση του πρωτεύοντος. Ένας αλγόριθµος µε αυτή την 

λογική καλείται δυϊκός. Εδώ θα δούµε τον δυϊκό αλγόριθµο Simplex πλήρους 

tableau.  

Έστω ένα ΠΓΠ σε κανονική µορφή. Υποθέτουµε ότι ο πίνακας A είναι πλήρους 

βαθµού. Ο βασικός πίνακας B αποτελείται από m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες του 

A. Σχηµατίζουµε το ακόλουθο tableau 

B−1b  B−1A

− cB
TB−1b c–T 
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ή σε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια,  

xB(1)  
# B−1A1, …, B−1An

xB(m)  
− cB

TxB c–1,    ...,    c–n 

∆εν απαιτούµε οι τιµές των βασικών µεταβλητών B−1b να είναι µη µηδενικές, 

δηλαδή µπορεί να έχουµε µια βασική αλλά όχι απαραίτητα εφικτή λύση του 

πρωτεύοντος προβλήµατος. Υποθέτουµε όµως ότι c– ≤ 0, που ισοδυναµεί µε την 

ικανοποίηση των περιορισµών υTA ≥ cT του δυϊκού από το διάνυσµα υ = cB
TB−1. 

Συνεπώς το υ είναι εφικτή λύση του δυϊκού µε τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 

υTb ≥ cB
TB−1b = cB

TxB, η αντίθετη της οποίας παρουσιάζεται στην κάτω αριστερή 

γωνία του tableau. Αν ικανοποιείται η συνθήκη B−1b ≥0 τότε έχουµε και µια βασική 

εφικτή λύση του πρωτεύοντος µε την ίδια τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης που 

σηµαίνει ότι έχουµε βρει τις βέλτιστες λύσεις και στα δύο προβλήµατα. Αν η 

συνθήκη B−1b ≥0 δεν ικανοποιείται προχωράµε σε αλλαγή βάσης. 

Για να προχωρήσουµε σε µια νέα βασική εφικτή λύση θα πρέπει να καθορίσουµε 

πως θα επιλέξουµε τη µη βασική µεταβλητή που θα εισαχθεί στη βάση αλλά και τη 

διαδικασία επιλογής της µεταβλητής που θα φύγει από την βάση. Η διαδικασία αυτή 

περιγράφεται στη συνέχεια. 

Βρίσκουµε κάποιο l τέτοιο ώστε xB(l) < 0 και εξετάζουµε την l-στη γραµµή του 

tableau, που καλείται γραµµή του πιλότου. Αυτή η γραµµή αποτελείται από τα 

στοιχεία xB(l), υ1, ..., υn, όπου υi είναι το l-στο στοιχείο του διανύσµατος B−1Ai. Για 

κάθε υi < 0 (αν υπάρχουν τέτοια στοιχεία) εκτιµούµε τον λόγο |c–i
 /υi|. Αναζητούµε το j 

για το οποίο ισχύει ότι υj < 0 και 

 
{ }

i

i

i
j

j cc
i υυ υ 0|

min
<

=  (4.1) 

αναζητούµε δηλαδή το στοιχείο µε τον µικρότερο λόγο. Το στοιχείο υj είναι το 

στοιχείο πιλότος. Σηµειώνουµε ότι το xj είναι µη βασική µεταβλητή, αφού η j-στη 

στήλη του tableau περιέχει το αρνητικό στοιχείο υj. Στη συνέχεια αλλάζουµε βάση 

εισάγοντας σε αυτή την στήλη Aj κι εξάγοντας την στήλη AB(l). Η αλλαγή βάσης 

υλοποιείται εδώ όπως και στον πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex: προσθέτουµε σε 

κάθε γραµµή του tableau το πολλαπλάσιο της γραµµής του πιλότου, έτσι ώστε όλα τα 

στοιχεία της στήλης του πιλότου, να γίνουν ίσα µε το µηδέν, εκτός από το στοιχείο 



 81

πιλότος. Το στοιχείο πιλότος πρέπει να είναι ίσο µε τη µονάδα στο νέο tableau και για 

να γίνει αυτό θα πρέπει η γραµµή του πιλότου να πολλαπλασιαστεί µε τον 

αντίστροφο του πιλότου. Πιο συγκεκριµένα για να µηδενιστεί η µοναδιαία αύξηση 

κέρδους στη στήλη του πιλότου πολλαπλασιάζουµε την γραµµή του πιλότου µε τον 

λόγο |c–j
 /υj| και την αφαιρούµε από την µηδενική γραµµή του tableau. Για κάθε i η νέα 

τιµή του c–i είναι ίση µε 

j

j
ii

c
c

υ
υ−  

που είναι µικρότερη ή ίση του µηδενός λόγω του κανόνα επιλογής του j ( βλ. 

Εξίσωση (4.1)). Έτσι έχουµε ότι η µη αρνητικότητα της µηδενικής γραµµής 

διατηρείται στο νέο tableau και συνεπώς το νέο tableau µας δίνει µια νέα εφικτή λύση 

του δυϊκού προβλήµατος. 

 

Παράδειγµα 4.3 

Έχουµε το αρχικό tableau ενός ΠΓΠ 

  − 2 − 6 − 10 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A4 0 2 − 2 4 1 1 0
A5 0 − 1 4 − 2 − 3 0 1

  0 − 2 − 6 − 10 0 0

Βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη δυϊκή Simplex. 

 

Λύση 

Βλέπουµε ότι η µηδενική γραµµή είναι µη θετική κι επίσης το xB(2) = x5 < 0. 

Συνεπώς επιλέγουµε να εξάγουµε από την βάση τη δεύτερη γραµµή του tableau. Στη 

δεύτερη γραµµή υπάρχουν αρνητικά στοιχεία στην δεύτερη και τρίτη στήλη. Οι 

αντίστοιχοι λόγοι είναι |− 6/− 2| και |− 10/− 3|. Προφανώς ο µικρότερος λόγος είναι ο 

|− 6/− 2| που αντιστοιχεί στην στήλη A2 και γι’ αυτό εισάγουµε στη βάση το x2. 

 

  − 2 − 6 − 10 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A4 0 2 − 2 4 1 1 0
A5 0 − 1 4 − 2 − 3 0 1

  0 − 2 − 6 − 10 0 0
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Για να µεταπηδήσουµε στο επόµενο tableau πολλαπλασιάζουµε την γραµµή του 

πιλότου επί τρία και την αφαιρούµε από τη µηδενική γραµµή. Ακόµη 

πολλαπλασιάζουµε την γραµµή του πιλότου επί δύο και την προσθέτουµε στην πρώτη 

γραµµή, ενώ τέλος διαιρούµε την γραµµή του πιλότου µε τον πιλότο. Το νέο Tableau 

είναι 

  − 2 − 6 − 10 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A4 0 0 6 0 − 5 1 2
A2 − 6 1/2 − 2 1 3/2 0 − 1/2

  3 − 14 0 − 1 0 − 3

Βλέπουµε ότι τώρα όλες οι βασικές µεταβλητές είναι µη αρνητικές και συνεπώς 

έχουµε βρει την βέλτιστη λύση. 

 

Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι το στοιχείο πιλότος υj επιλέγεται έτσι ώστε να 

είναι πάντα αρνητικό, ενώ η αντίστοιχη µοναδιαία αύξηση κέρδους c–j είναι µη θετική. 

Αν υποθέσουµε ότι η c–j είναι αυστηρά αρνητική, για να την µηδενίσουµε στο νέο 

tableau θα πρέπει να προσθέσουµε ένα αρνητικό πολλαπλάσιο της γραµµής του 

πιλότου στη µηδενική γραµµή. Αφού η xB(l) < 0 είναι αρνητική αυτό σηµαίνει ότι 

προσθέτουµε µια θετική ποσότητα στο στοιχείο της µηδενικής γραµµής που 

αντιστοιχεί στην αντίθετη τιµή της αντικειµενική συνάρτησης. Αυτό σηµαίνει ότι το 

κέρδος στην πραγµατικότητα µειώνεται. Συνεπώς όσο οι µοναδιαίες αυξήσεις 

κόστους κάθε βασικής µεταβλητής είναι αυστηρά αρνητικές, το δυϊκό κέρδος 

µειώνεται µε κάθε αλλαγή βάσης και δεν έχουµε επιστροφή σε µια βάση κατά την 

πορεία εκτέλεσης του αλγορίθµου. ∆ηλαδή ο αλγόριθµος τελικά τερµατίζει και 

υπάρχουν δύο δυνατά τελικά αποτελέσµατα: 

α) Καταλήγουµε σε µια µη αρνητική βασική λύση που είναι βέλτιστη. 

β) Όλα τα στοιχεία υ1, …, υn της γραµµής του πιλότου είναι µη αρνητικά και δεν 

είναι δυνατή η συνέχιση του αλγορίθµου. Όπως και στον πρωτεύοντα 

αλγόριθµο της Simplex αυτό σηµαίνει ότι το βέλτιστο κέρδος του δυϊκού 

προβλήµατος δεν είναι φραγµένο κι άρα δεν υπάρχει βέλτιστη λύση. 

Στη συνέχεια παρουσιάζουµε συνοπτικά τον αλγόριθµο της δυϊκής Simplex. 
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Αλγόριθµος δυϊκής Simplex:  

1. Ξεκινάµε από ένα tableau που αντιστοιχεί σε µια αρχική βασική λύση x και τον 

αντίστοιχο βασικό πίνακα B. Όλα οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους πρέπει να είναι 

µη αρνητικές. 

2. Εξετάζουµε τις τιµές των βασικών µεταβλητών στη µηδενική στήλη του tableau. 

Αν είναι όλες µη αρνητικές έχουµε µια βέλτιστη βασική εφικτή λύση κι ο 

αλγόριθµος τερµατίζει. ∆ιαφορετικά επιλέγουµε κάποιο l τέτοιο ώστε xB(l) < 0.  

3. Εξετάζουµε την l-στη γραµµή του tableau µε στοιχεία τα xB(l), υ1, …, υn. Αν υi ≥ 0 

για κάθε i, τότε η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του δυϊκού 

προβλήµατος είναι − ∞ κι ο αλγόριθµος τερµατίζει. 

4. Για κάθε i τέτοιο ώστε υi < 0 υπολογίζουµε τον λόγο |c–i
 /υi|. Έστω j ο δείκτης της 

στήλης που αντιστοιχεί στον µικρότερο από αυτούς τους λόγους. Η στήλη AB(l) 

φεύγει από την βάση κι εισέρχεται στη θέση της η στήλη Aj. 

5. Προσθέτουµε σε κάθε γραµµή του tableau ένα πολλαπλάσιο της l-στης γραµµής 

έτσι ώστε όλα τα στοιχεία της j-στης στήλης εκτός από το l-στο (πιλότος) να 

µηδενιστούν. Τέλος διαιρούµε την l-στη γραµµή (γραµµή του πιλότου) µε το υj 

(πιλότος) έτσι ώστε το j-στο στοιχείο της να γίνει ίσο µε την µονάδα στο νέο 

tableau. 

6. Επιστρέφουµε στο βήµα 1. 

 

Υπάρχει βέβαια ένα ακόµη ενδεχόµενο το οποίο θα πρέπει να εξετάσουµε. Αν το 

τελευταίο στοιχείο στην στήλη του πιλότου είναι µηδέν c–j = 0, η µηδενική γραµµή δεν 

αλλάζει και η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του δυϊκού παραµένει ως έχει. Σε 

αυτή την περίπτωση δυστυχώς µπορεί να έχουµε αέναη ανακύκλωση του αλγορίθµου. 

Αυτό µπορεί να αποφευχθεί αν χρησιµοποιήσουµε τον επόµενο κανόνα οδήγησης. 

Λεξικογραφικός κανόνας οδήγησης για τη δυϊκή µέθοδο Simplex:  

1. ∆ιαλέγουµε ως γραµµή του πιλότου οποιαδήποτε γραµµή l τέτοια ώστε xB(l) < 0. 

2. Επιλέγουµε την στήλη j που θα εισαχθεί στην βάση ως εξής: ∆ιαιρούµε κάθε 

στήλη i για την οποία ισχύει ότι υi < 0 (το στοιχείο της στήλης που ανήκει στην 

γραµµή του πιλότου) µε |υi| και επιλέγουµε την λεξικογραφικά µικρότερη στήλη. 

Σε περίπτωση ισοπαλίας διαλέγουµε τη στήλη µε τον µικρότερο δείκτη. 
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Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω κανόνα εξασφαλίζουµε ότι ο αλγόριθµος της 

δυϊκής Simplex θα τερµατίσει, αν οι στήλες του tableau (δηλαδή τα διανύσµατα 

B−1Aj) είναι λεξικογραφικά θετικά.  

Όπως έχουµε δει c–i = ci − cB
TB−1Ai = ci − υΤAi. Αν λοιπόν c–i = 0 σηµαίνει ότι 

υΤAi = ci  δηλαδή ο i-στος περιορισµός του δυϊκού προβλήµατος είναι ενεργός. Το 

διάνυσµα µεταβλητών του δυϊκού προβλήµατος υ ∈ Rm, άρα αν το c– έχει περισσότερα 

από m στοιχεία του µηδενικά σηµαίνει ότι υπάρχουν περισσότεροι από m ενεργοί 

περιορισµοί και η τρέχουσα βασική εφικτή λύση του δυϊκού προβλήµατος είναι 

εκφυλισµένη. Βλέπουµε ότι η κατάρα των εκφυλισµένων λύσεων µας ακολουθεί κι 

εδώ. 

Όπως έχουµε δει βασική προϋπόθεση για την εφαρµογή της δυίκής Simplex είναι 

όλες οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους να είναι µη θετικές. Παρακάτω θα δούµε 

κάποιες µεθοδολογίες για την ανεύρεση βασικών λύσεων που ικανοποιούν αυτή την 

συνθήκη. 

4.4.1 Η γεωµετρία της δυϊκής Simplex 

Αφού µελετήσαµε την δυϊκή Simplex από την σκοπιά της αλγεβρικής υλοποίησης 

της µε την χρήση των tableaux, θα προσπαθήσουµε να δώσουµε µια γεωµετρική 

ερµηνεία της δυϊκής Simplex. 

Έχουµε ένα ΠΓΠ σε κανονική µορφή και ο πίνακας A των περιορισµών είναι 

πλήρους βαθµού, δηλαδή έχει γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές. Έστω B ένας βασικός 

πίνακας µε στήλες AB(1), …, AB(m), που αποτελούν µια βάση του Rm. Αυτός ο βασικός 

πίνακας ορίζει µια βασική εφικτή λύση του ΠΓΠ όπου οι τιµές των βασικών 

µεταβλητών είναι xB = B−1b. Από τον ίδιο βασικό πίνακα µπορούµε να εκτιµήσουµε 

το διάνυσµα υ χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 

 υTAB(i) = cB(i) , i = 1, …, m. (4.2) 

Αυτές οι εξισώσεις ορίζουν ένα γραµµικό σύστηµα m εξισώσεων µε m αγνώστους κι 

αφού τα διανύσµατα AB(1), …, AB(m) είναι γραµµικά ανεξάρτητα υπάρχει µια µοναδική 

λύση υ. Σε µορφή πινάκων µπορούµε να πούµε ότι το διάνυσµα υ ικανοποιεί την 

εξίσωση υTB = cB
T ή δίδεται από την εξίσωση υT = cB

TB−1. . Επειδή ικανοποιεί τις 

Εξισώσεις (4.2) έχουµε ότι στο υ, που ανήκει στον Rm, υπάρχουν m ενεργοί 

περιορισµοί άρα είναι βασική λύση του δυϊκού προβλήµατος. Αν το υ ικανοποιεί τους 

περιορισµούς του δυϊκού προβλήµατος, δηλαδή έχουµε ότι υTA ≥ cT, τότε είναι 
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βασική εφικτή λύση του δυϊκού. Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι ένας βασικός 

πίνακας B αντιστοιχεί σε µια βασική λύση του πρωτεύοντος αλλά και σε µια βασική 

λύση του δυϊκού. Αν ικανοποιούνται και οι περιορισµοί των προβληµάτων οι λύσεις 

αυτές είναι κι εφικτές. 

Από την προηγούµενη ανάλυση προκύπτει η γεωµετρική ερµηνεία του δυϊκού 

αλγορίθµου Simplex: Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου έχουµε µια βασική εφικτή 

λύση του δυϊκού προβλήµατος. Οι βασικές εφικτές λύσεις του δυϊκού που 

αντιστοιχούν σε δύο διαδοχικές επαναλήψεις (tableau) έχουν m − 1 κοινούς γραµµικά 

ανεξάρτητους ενεργούς περιορισµούς. Αυτό σηµαίνει ότι είναι γειτονικές ή 

ταυτίζονται. 

Το επόµενο παράδειγµα θα µας δώσει µια πιο καθαρή εικόνα της γεωµετρικής 

ερµηνείας της δυϊκής Simplex. 

 

Παράδειγµα 4.4 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ σε κανονική µορφή και το δυϊκό του 

z = max(−x1 − x2) 

x1 + 2x2 − x3 = 2 

x1 − x4 = 1 

x1, x2, x3, x4 ≥ 0 

z = min(− 2υ1 − υ2) 

υ1 + υ2 ≤ 1 

2υ1 ≤ 1 

υ1, υ2 ≥ 0 

Βρείτε το βρείτε τη βέλτιστη λύση χρησιµοποιώντας τη δυϊκή Simplex. 

 

Λύση 

Είναι προφανές ότι στο πρωτεύων οι µεταβλητές x3 και x4 είναι περιθώριες άρα το 

πρωτεύων είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο δυσδιάστατο ΠΓΠ 

z = max(−x1 − x2) 

x1 + 2x2 ≥ 2 

x1 ≥ 1 

x1, x2 ≥ 0 

Αφού και τα δύο προβλήµατα είναι δυσδιάστατα µπορούµε να περιγράψουµε τους 

χώρους εφικτών λύσεων γραφικά. Στο Σχήµα 4.1 παρουσιάζονται οι περιοχές 

εφικτών και των δύο προβληµάτων. 
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Σχήµα 4.1 Χώροι εφικτών λύσεων Παραδείγµατος 4.4. 

 

Συνολικά βλέπουµε ότι υπάρχουν πέντε διαφορετικές βασικές λύσεις κι άρα πέντε 

διαφορετικές βάσεις στο πρωτεύον πρόβληµα. Αυτές αντιστοιχούν στα σηµεία A, B, 

C, D και E όπως φαίνονται στο Σχήµα 4.1. Οι ίδιες βάσεις οδηγούν στις πέντε 

βασικές λύσεις A, B, C, D και E του δυϊκού προβλήµατος που επίσης παρουσιάζονται 

στο Σχήµα 4.1. Για παράδειγµα αν επιλέξουµε ως βασικές στήλες τις A3 και A4 

οδηγούµαστε στην αρχική µη εφικτή βασική λύση xT = [0, 0, − 2, − 1] του 

πρωτεύοντος, που είναι το σηµείο A. Η αντίστοιχη βασική λύση του δυϊκού εκτιµάται 

από τις εξισώσεις υTA3 = c3 = 0 και υTA4 = c4 = 0 η λύση των οποίων µας δίδει 

υT = [0, 0]. Η τελευταία είναι µια βασική εφικτή λύση του δυϊκού και µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την εκκίνηση της δυϊκής Simplex. Το αρχικό tableau της µεθόδου 

παρουσιάζεται παρακάτω 

  − 1 − 1 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A3 0 − 2 − 1 − 2 1 0
A4 0 − 1 − 1 1 0 1

  0 − 1 − 1 0 0

Εφαρµόζουµε την δυϊκή Simplex και έχουµε τα ακόλουθα tableau 

  − 1 − 1 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A2 − 1 1 1/2 1 − 1/2 0
A4 0 − 1 − 1 0 0 1

  1 − 1/2 0 − 1/2 0

 

Α 

x1 ≥ 1 

x1 + 2x2 ≥ 2 

− x1 − x2 = 0 

− c 

x1 ≥ 0 

x2 ≥ 0 

x1 

x2

1 
Β 

C

D E 

2 
Α

2υ1 ≤ 1 

υ1 + υ2 ≤ 1 

− 2υ1 − υ2 = 0 

− b

υ1 ≥ 0

υ2 ≥ 0 

υ1

υ2

1

Β

C

D

E 
1 1 1/2

Πρωτεύων ∆υϊκό 
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  − 1 − 1 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A2 − 1 1/2 1 0 − 1/2 1/2
A1 − 1 1 0 1 0 − 1

  3/2 0 0 − 1/2 − 1/2

Η ακολουθία των tableau αντιστοιχεί στη διαδροµή A - B - C και στους δύο 

χώρους εφικτών λύσεων στο Σχήµα 4.1. Στον χώρο εφικτών λύσεων του 

πρωτεύοντος η διαδροµή ξεκινάει και περνάει από µια σειρά βασικών αλλά µη 

εφικτών λύσεων µέχρι την τελευταία βασική λύση που είναι εφικτή και βέλτιστη. 

Στον χώρο εφικτών λύσεων του δυϊκού προβλήµατος ο αλγόριθµος συµπεριφέρεται 

όπως ο πρωτεύων αλγόριθµος Simplex αν τον εφαρµόζαµε απευθείας στο δυϊκό 

πρόβληµα: σε κάθε επανάληψη µετακινείται από µια βασική εφικτή λύση του δυϊκού 

σε µια άλλη έτσι ώστε να βελτιώνεται η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.  

 

Το προηγούµενο παράδειγµα µπορεί να οδηγήσει στην παραπλανητική αντίληψη 

ότι η δυϊκή Simplex δεν είναι τίποτε άλλο από την απλή εφαρµογή του πρωτεύοντος 

αλγορίθµου Simplex απευθείας στο δυϊκό πρόβληµα. Αυτό δεν είναι ακριβές γιατί σε 

αυτή την περίπτωση θα έπρεπε να φέρουµε το δυϊκό πρόβληµα στην κανονική του 

µορφή και στη συνέχεια να εφαρµόσουµε τον πρωτεύοντα αλγόριθµο Simplex. Το 

αποτέλεσµα δεν είναι απαραίτητα το ίδιο µε την δυϊκή Simplex όπως την έχουµε δει. 

4.4.2 Αναζήτηση αρχικής βασικής εφικτής λύσης του δυϊκού προβλήµατος: η 

µέθοδος του τεχνητού περιορισµού 

Η δυϊκή Simplex όπως και η πρωτεύουσα Simplex προϋποθέτει την ύπαρξη µιας 

αρχικής βασικής εφικτής λύσης του δυϊκού προβλήµατος. Αυτό στην πράξη σηµαίνει 

ότι στο αρχικό tableau θα πρέπει όλες οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους να είναι µη 

θετικές. Όπως θα δούµε παρακάτω αυτό επιτυγχάνεται µε την προσθήκη ενός 

επιπλέον περιορισµού. 

Έστω ότι οι m πρώτες µεταβλητές είναι βασικές. Εισάγουµε το νέο περιορισµό 

 ∑
+=

≤
n

mi
i Mx

1

, ή σε κανονική µορφή ∑
+

+=

=
1

1

n

mi
i Mx   

όπου M >> 0. Ο νέος περιορισµός φράσσει τις µη βασικές µεταβλητές και συνεπώς 

έµµεσα φράσσει όλο το πρόβληµα. Για να έχουµε µια βασική εφικτή λύση του δυϊκού 
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προβλήµατος στο επόµενο tableau επιλέγουµε να εισάγουµε στη βάση τη µεταβλητή 

xk για την οποία ισχύει ότι 

 c–k = maxi( c–i).  

ενώ φεύγει από την βάση η µεταβλητή xn+1. Εφόσον η στήλη k είναι η στήλη του 

πιλότου, η γραµµή του πιλότου είναι η γραµµή του νέου περιορισµού και το στοιχείο 

πιλότος είναι ίσο µε τη µονάδα θα πρέπει να πολλαπλασιάσουµε την γραµµή του 

πιλότου µε το c–k και να την αφαιρέσουµε από την µηδενική γραµµή έτσι ώστε να 

µηδενιστεί το αντίστοιχο στοιχείο της k-στης στήλης. Επειδή c–k = maxi( c–i) θα πρέπει 

να έχουµε ότι στο επόµενο tableau c–i ≤ 0, για όλα τα i, πράγµα που σηµαίνει ότι 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την δυϊκή Simplex. Στο τέλος θα καταλήξουµε σε 

µια από τις παρακάτω περιπτώσεις: 

1. Το δυϊκό πρόβληµα δεν είναι φραγµένο. 

2. Καταλήγουµε στη βέλτιστη λύση και η περιθώρια µεταβλητή του νέου 

περιορισµού είναι xn+1΄ > 0. 

3. Καταλήγουµε στη βέλτιστη λύση και η περιθώρια µεταβλητή του νέου 

περιορισµού είναι xn+1΄ = 0. 

Στην πρώτη περίπτωση το πρωτεύων πρόβληµα δεν έχει εφικτές λύσεις. Στην 

δεύτερη περίπτωση έχουµε βέλτιστη λύση στο αρχικό πρόβληµα που ταυτίζεται µε 

την λύση του νέου προβλήµατος πλην της τιµής της xn+1. Τέλος στην τρίτη περίπτωση 

ο νέος περιορισµός είναι ενεργός στη βέλτιστη λύση. Αν c–n+1 < 0 τότε η xn+1 δεν είναι 

βασική µεταβλητή και ο νέος περιορισµός περιορίζει τη λύση του προβλήµατος. Όσο 

αυξάνει το M αυξάνει και η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, άρα το πρόβληµα 

µας δεν είναι φραγµένο. Αντίθετα αν c–n+1 = 0, τότε η λύση του νέου προβλήµατος 

(πλην της xn+1) είναι βέλτιστη και για το αρχικό.  

 

Παράδειγµα 4.5 

Έχουµε το αρχικό tableau ενός ΠΓΠ 

  0 1 5 − 1 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A1 0 4 1 2 − 1 1 0
A5 0 3 0 3 4 − 1 1

  0 0 1 5 − 1 0

Βρείτε τo αρχικό tableau της δυϊκής Simplex. 



 89

 

Λύση 

Βλέπουµε ότι η οι x1 και x5 είναι οι βασικές µεταβλητές οπότε εισάγουµε τον 

περιορισµό x3 + x3 + x5 ≤ Μ ή σε κανονική µορφή x3 + x3 + x5 + x6 = Μ κι έχουµε το 

ακόλουθο tableau: 

   0 1 5 − 1 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ

A1 0 4 1 2 − 1 1 0 0
A5 0 3 0 3 4 − 1 1 0
A6 0 Μ 0 1 1 0 0 1

  0 0 1 5 − 1 0 0

Εδώ έχουµε ότι c–3 = maxi( c–i), που σηµαίνει ότι στο επόµενο tableau θα είναι βασική 

µεταβλητή η x3 αντί της x6. Για να µεταπηδήσουµε στο επόµενο tableau 

πολλαπλασιάζουµε την γραµµή του πιλότου επί c–3 = 5 και την αφαιρούµε από τη 

µηδενική γραµµή. 

 0 1 5 − 1 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 θ 

A1 0 Μ + 4 1 3 0 2 0 1  
A5 0 − 4Μ + 3 0 − 1 0 − 5 1 − 4  
A3 5 Μ 0 1 1 1 0 1  

 − 5Μ 0 − 4 0 − 6 0 − 5  

Βλέπουµε ότι τώρα όλα τα c–i είναι µη θετικά άρα µπορούµε από εδώ και πέρα να 

εφαρµόσουµε τη δυϊκή Simplex. 

4.4.3 Μια εναλλακτική τεχνική αναζήτησης αρχικής βασικής εφικτής λύσης του 

δυϊκού προβλήµατος 

Μια άλλη τεχνική αναζήτησης αρχικής βασικής εφικτής λύση για την δυϊκή 

Simplex περιγράφεται από τον ακόλουθο αλγόριθµο: 

1. ∆ιαλέγουµε µια στήλη Αr τέτοια ώστε c–r > 0 και να υπάρχει κάποιο στοιχείο της 

wi > 0. Επιλέγουµε οποιαδήποτε γραµµή i για την οποία έχουµε ότι wi > 0 κι 

αφαιρούµε από τις βασικές µεταβλητές τη µεταβλητή xB(i), που αντιστοιχεί στην i-

στη γραµµή του tableau, δηλαδή η στήλη ΑB(i) φεύγει από την βάση. Αν Αr ≤ 0 τότε 

το πρόβληµα δεν έχει εφικτή λύση ή δεν είναι φραγµένο. 

2. Η στήλη Αj που γίνεται βασική επιλέγεται µε βάση το ακόλουθο κριτήριο: 
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 Αj: 
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 (4.3) 

 όπου vk είναι το k-στο στοιχείο της i-στης γραµµής. 

3. Πηγαίνουµε στο επόµενο tableau. Αν όλα τα c–i ≤ 0 ξεκινάµε την δυϊκή Simplex 

αλλιώς πηγαίνουµε στο Βήµα 1. 

Το κριτήριο (4.3) εξασφαλίζει καταρχήν ότι όλα τα µη θετικά c–k θα παραµείνουν 

µη θετικά κι ότι τα κάποια από τα θετικά θα µειωθούν. Το κριτήριο εγγυάται ότι 

 0,0:, <<∀≤ kk
k

k

j

j vck
v
c

v
c

  

και συνεπώς θα έχουµε ότι 

 0,0:,0 <<∀≤− kk
j

j
kk vck

v
c

vc .  

Επιπλέον ισχύει ότι 

 0:,0 >∀≤− k
j

j
k vk

v
c

v   

δηλαδή στο νέο tableau οι µη θετικές µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους παραµένουν µη 

θετικές στο νέο tableau κι ακόµη προκύπτει ότι τα θετικά c–k µε vk > 0 θα µειωθούν. 

Αν δε έχουµε ότι 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>>= 0,0:max kk
k

k

k
j

j vc
v
c

v
c

  

τότε όλα τα θετικά c–k µε vk > 0 θα γίνουν µη θετικά στο νέο tableau αφού  

 0,0:,0 >>∀≤− kk
j

j
kk vck

v
c

vc .  

Συνεπώς το κριτήριο 4.3 εξασφαλίζει ότι τα µη θετικά c–k θα παραµείνουν τέτοια ενώ 

κάποιες από τις θετικές µοναδιαίες αυξήσεις θα µειωθούν κι ενδεχοµένως να γίνουν 

αρνητικές. Με αυτό τον τρόπο σταδιακά όλα τα c–k γίνονται µη θετικά και 

οδηγούµαστε σε µια βασική εφικτή λύση του δυϊκού προβλήµατος. 
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Παράδειγµα 4.6 

Να λυθεί µε τη δυϊκή Simplex το Π.Γ.Π. 

z = max(5x1 − 4x2) 

     x1 −   x2 + x3              =   6 

   3x1 − 2x2 +        x4       =  24 

− 2x1 + 3x2 +              x5 = − 4 
                x1, x2, x3, x4, x5 ≥    0 

Λύση 

Το πρόβληµα είναι σε κανονική µορφή και οι τρεις τελευταίες στήλες του πίνακα 

A σχηµατίζουν το µοναδιαίο πίνακα, οπότε έχουµε το επόµενο αρχικό tableau: 

  5 − 4 0 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A3 0 6 1 − 1 1 0 0
A4 0 24 3 − 2 0 1 0
A5 0 − 4 − 2 3 0 0 1

  0 5 − 4 0 0 0

Βλέπουµε ότι c–1 = 5 > 0 ενώ τα δύο πρώτα στοιχεία της A1 είναι θετικά. Επιλέγω 

το δεύτερο κι έτσι η A4 φεύγει από την βάση. Επιλέγω τη στήλη A1 για να γίνει 

βασική αφού c–1/v1 = min{5/3, − 4/− 2}. Έτσι το επόµενο τableau θα είναι το 

ακόλουθο: 

  5 − 4 0 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A3 0 − 2 0 − 1/3 1 − 1/3 0
A1 5 8 1 − 2/3 0 1/3 0
A5 0 12 0 5/3 0 2/3 1

  − 40 0 − 2/3 0 − 5/3 0

Τώρα όλα τα c–i ≤ 0, που σηµαίνει ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την δυϊκή 

Simplex µιας και υπάρχουν xΒ(i) < 0. Πιο συγκεκριµένα x3 = xΒ(1) = − 2 < 0, οπότε η 

στήλη A3 φεύγει από την βάση. Ακόµη βλέπουµε ότι c–2/v2 = min{c–2/v2, c–4/v4} 

 = min{2, 5} άρα η στήλη A3 γίνεται βασική στο επόµενο tableau κι έχουµε: 

  5 − 4 0 0 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A2 − 4 6 0 1 − 3 1 0
A1 5 12 1 0 − 2 1 0
A5 0 2 0 0 5 − 1 1

  − 36 0 0 − 2 − 1 0
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Βλέπουµε ότι τώρα όλα τα xΒ(i) > 0 εποµένως η αντίστοιχη λύση xΤ = [12, 6, 0, 0, 2] 

είναι η βέλτιστη λύση και η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι z = 36. 
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Κεφάλαιο 5 

Ανάλυση ευαισθησίας 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε την εξάρτηση της βέλτιστης λύσης από τις 

διάφορες παραµέτρους ενός ΠΓΠ, όπως ο πίνακας A των συντελεστών των 

περιορισµών, το διάνυσµα b των σταθερών όρων των περιορισµών και το διάνυσµα c 

των συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης. ∆ηλαδή θα εξετάσουµε αν και 

κατά πόσο µεταβάλλεται η βέλτιστη λύση ενός ΠΓΠ σε ενδεχόµενη µεταβολή της 

τιµής κάποιας ή κάποιων από τις παραπάνω παραµέτρους. Η ανάλυση ευαισθησίας 

έχει µεγάλη πρακτική αξία γιατί συχνά δεν έχουµε πλήρη γνώση των δεδοµένων του 

προβλήµατος και θέλουµε να εκτιµήσουµε τις συνέπειες από την ενδεχόµενη αλλαγή 

στις τιµές κάποιων παραµέτρων. 

Στην ανάλυση ευαισθησίας έχουµε ένα ΠΓΠ του οποίου γνωρίζουµε την βέλτιστη 

λύση x΄ και τον αντίστοιχο βασικό πίνακα B. Κατόπιν θεωρούµε ότι έχουµε κάποια 

αλλαγή στις τιµές των A, b και c, ή προσθήκη (αφαίρεση) µεταβλητών ή  

περιορισµών. Αρχικά µελετάµε τις συνθήκες υπό τις οποίες ο τρέχων βασικός 

πίνακας B εξακολουθεί να είναι βέλτιστος. Αν αυτές οι συνθήκες παραβιάζονται 

αναζητούµε αλγορίθµους εκτίµησης της νέας βέλτιστης λύσης, χρησιµοποιώντας την 

υπάρχουσα γνώση, χωρίς να απαιτείται η επίλυση του προβλήµατος από την αρχή. 

Αν υποθέσουµε ότι ο B είναι ο βασικός πίνακας της βέλτιστης λύσης ενός ΠΓΠ, 

θα πρέπει να ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες: 

 B−1b ≥ 0, (5.1) 

 cT − cB
TB−1A ≤ 0T. (5.2) 

Η πρώτη συνθήκη εξασφαλίζει ότι η λύση που έχουµε είναι εφικτή, ενώ η δεύτερη ότι 

δεν επιδέχεται βελτίωσης. Όταν αλλάζει το πρόβληµα που µελετάµε, θα πρέπει να 

εξετάσουµε αν αυτές οι συνθήκες επηρεάζονται. Αν και οι δύο παραπάνω συνθήκες 

συνεχίσουν να ικανοποιούνται στο νέο πρόβληµα τότε ο πίνακας B παραµένει 

βασικός πίνακας της βέλτιστης λύσης. Στη συνέχεια θα δούµε πως η παραπάνω 

βασική αρχή εφαρµόζεται στις διάφορες ειδικές περιπτώσεις. 
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5.1 Προσθήκη νέας µεταβλητής 

 

Αν έχουµε ένα ΠΓΠ σε κανονική µορφή και προσθέσουµε µια νέα µεταβλητή xn+1 

θα προκύψει το νέο πρόβληµα 

z = max(cTx + cn+1xn+1) 

Ax + An+1xn+1 = b 

x ≥ 0, xn+1 ≥ 0. 

Το ερώτηµα που τίθεται είναι αν ο βασικός πίνακας Β, της βέλτιστης λύσης του 

αρχικού προβλήµατος, παραµένει βέλτιστος. 

Παρατηρούµε ότι το διάνυσµα [x, xn+1]T = [x΄, 0]T, όπου x΄ είναι η βέλτιστη λύση 

του αρχικού προβλήµατος, είναι η βασική εφικτή λύση του νέου ΠΓΠ που σχετίζεται 

µε τον βασικό πίνακα Β. Για να συνεχίσει ο Β να είναι βέλτιστος θα πρέπει η 

µοναδιαία αύξηση του κέρδους της µεταβλητής xn+1 να είναι αρνητική, δηλαδή 

c–n+1 = cn+1 − cΒTB−1An+1 ≤ 0. 

Αν η παραπάνω συνθήκη ικανοποιείται τότε το διάνυσµα [x΄, 0]T είναι βέλτιστη λύση 

του νέου προβλήµατος. Στην αντίθετη περίπτωση προσθέτουµε µια νέα στήλη στο 

tableau της βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος, η οποία αντιστοιχεί στη νέα 

µεταβλητή και εφαρµόζουµε τη µέθοδο Simplex ξεκινώντας από τον βασικό πίνακα 

Β. Η στήλη του tableau της βέλτιστης λύσης του αρχικού ΠΓΠ, που αντιστοιχεί στην 

xn+1, είναι ίση µε B−1An+1. Με αυτό τον τρόπο η βέλτιστη λύση επιτυγχάνεται πολύ 

πιο γρήγορα απ’ ότι αν εφαρµόζαµε την Simplex στο νέο πρόβληµα από την αρχή. Αν 

προστίθενται περισσότερες από µια νέες µεταβλητές στο πρόβληµα ακολουθείται η 

ίδια διαδικασία, δηλαδή αρχικά εξετάζουµε αν ικανοποιούνται οι συνθήκες 

βελτιστότητας για όλες τις νέες µεταβλητές από την βασική λύση του αρχικού 

προβλήµατος. Αν δεν ικανοποιούνται εισάγουµε τόσες νέες στήλες στο tableau της 

βέλτσιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος, όσες είναι οι νέες µεταβλητές και 

συνεχίζουµε µε τη µέθοδο Simplex. 
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Παράδειγµα 5.1 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

     z = max(− x1 −   x2 +   x3) 

                           2x1 + 2x2 −   x3 ≤   2 

                          − x1 − 7x2 + 2x3 ≤   2 

                           7x1 + 2x2 −   x3 ≤ 10 

                           4x1 + 6x2 − 2x3 ≤   6 

                             x1,      x2,     x3 ≥   0 

Το tableau της βέλτιστης λύσης είναι  

  − 1 − 1  1 0 0 0 0  
cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A4 0 3 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0  
A3 1 1 − 1/2 7/2 1 0 1/2 0 0  
A6 0 11 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0  
A7 0 8 3 13 0 0 1 0 1  

 1 − 1/2 − 9/2 0 0 − 1/2 0 0  

Να βρεθεί η βέλτιστη λύση του παραπάνω προβλήµατος αν προστεθούν δύο νέες 

µεταβλητές x8 και x9 µε συντελεστές κόστους c8 = 2 και c9 = − 2 και αντίστοιχες 

στήλες A8 = [4, − 2, 0, − 3]T και A9 = [0, 5, 3, 0]T. 

 

Λύση 

Προσθέτουµε στο τελικό tableau του αρχικού προβλήµατος δύο στήλες που 

αντιστοιχούν στις νέες µεταβλητές, αυτές είναι 

Β−1Α8 = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
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⎦
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⎣
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−
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Β−1Α
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⎥
⎥
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0
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Προσέξτε ότι ο Β−1 προκύπτει από τις τέσσερις τελευταίες στήλες του tableau της 

βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος αφού στο αρχικό tableau του 

προβλήµατος εκεί εµφανίζεται ο µοναδιαίος πίνακας. Έχουµε επίσης ότι 
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c–8 = c8 − cΒTB−1A8 = 2 − [ ]
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0,0,1,0  = 3 

c–9 = c9 − cΒTB−1A9 = − 3 − [ ]
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0,0,1,0  = − 11/2 

Οδηγούµαστε στο tableau του νέου προβλήµατος 

   − 1 − 1  1 0 0 0 0 2 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 θ 

A4 0 3 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0 3 5/2 1 
A3 1 1 − 1/2 7/2 1 0 1/2 0 0 − 1 5/2 − 
A6 0 11 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0 − 1 11/2 − 
A7 0 8 3 13 0 0 1 0 1 − 5 5 − 

  1 − 1/2 − 9/2 0 0 − 1/2 0 0 3 − 11/2  

Βλέπουµε ότι c–8 = 3 > 0 άρα παραβιάζεται η δεύτερη συνθήκη (5.2) που σηµαίνει 

ότι πρέπει να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Simplex ξεκινώντας από το παραπάνω tableau. 

  − 1 − 1  1 0 0 0 0 2 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 θ 

A8 2 1 1/2 11/6 0 1/3 1/6 0 0 1 5/6  
A3 1 2 0 16/3 1 1/3 2/3 0 0 0 10/3  
A6 0 12 7 19/3 0 1/3 2/3 1 0 0 19/3  
A7 0 13 7/2 89/6 0 1/3 7/6 0 1 − 4 35/6  

 4 − 2 − 10 0 − 1 − 1 0 0 0 − 8  

Βλέπουµε ότι τώρα ικανοποιούνται οι συνθήκες βελτιστότητας και συνεπώς η 

βέλτιστη λύση του νέου προβλήµατος είναι η x΄ = [0, 0, 2, 0, 0,12, 13, 1, 0]T. 

 

5.2 Προσθήκη νέου περιορισµού 

 

Σε αυτή την παράγραφο µελετάµε τις επιπτώσεις σε ένα ΠΓΠ από την προσθήκη 

ενός νέου περιορισµού. Εδώ διακρίνουµε δύο περιπτώσεις ανάλογα µε τη µορφή του 

περιορισµού. 

5.2.1 Προσθήκη νέου ανισοτικού περιορισµού 

Ας υποθέσουµε ότι προσθέτουµε σε ένα ΠΓΠ έναν νέο ανισοτικό περιορισµό 

aT
m+1x ≥ bm+1 µε γνωστά am+1 και bm+1. Αν η βέλτιστη λύση x΄ του αρχικού 
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προβλήµατος ικανοποιεί το νέο περιορισµό, τότε είναι βέλτιστη λύση και του νέου 

προβλήµατος. Αν ο νέος περιορισµός παραβιάζεται από την x΄ εισάγουµε µια νέα 

περιθώρια µεταβλητή xn+1 και ο νέος περιορισµός γίνεται aT
m+1x − xn+1 = bm+1. Αν το 

αρχικό µας πρόβληµα είναι σε κανονική µορφή το νέο πρόβληµα είναι κι αυτό σε 

κανονική µορφή και ο πίνακας των συντελεστών των περιορισµών του είναι 

⎥
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⎢
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⎡
−+ 1
0

1
T
ma
A

. 

Έστω Β ο βασικός πίνακας της βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος. 

Σχηµατίζουµε µια βάση του νέου προβλήµατος επιλέγοντας τις βασικές µεταβλητές 

του αρχικού προβλήµατος συν την νέα µεταβλητή xn+1. Ο νέος βασικός πίνακας B 
—

 

είναι της µορφής 

B 
—

 = 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+ 1
0

1,
T

mBa
B

, 

όπου το διάνυσµα γραµµή T
mBa 1, +  περιέχει τα στοιχεία του aT

m+1 που αντιστοιχούν στις 

βασικές µεταβλητές του αρχικού προβλήµατος. Η ορίζουσα του πίνακα B 
—

 είναι ίση µε 

την ορίζουσα του Β πολλαπλασιασµένη µε − 1, δηλαδή είναι διάφορη του µηδενός 

(αφού ο πίνακας Β είναι βασικός) πράγµα που σηµαίνει ότι και ο πίνακας B 
—

 είναι 

βασικός πίνακας του νέου προβλήµατος. Η βασική λύση που σχετίζεται µε τον πίνακα 

B 
—

 είναι το διάνυσµα [x΄, aT
m+1x΄ − bm+1]T κι είναι µη εφικτή, αφού υποθέσαµε ότι η x΄ 

παραβιάζει το νέο περιορισµό. Ο αντίστροφος του νέου βασικού πίνακα είναι 

B 
—−1 = 

⎥
⎦
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1
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B
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Έστω cB ∈ Rm το διάνυσµα συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης των 

βασικών µεταβλητών της βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος. Τότε το 

διάνυσµα των µοναδιαίων αυξήσεων κέρδους του νέου προβλήµατος θα είναι 

c– = [cT, 0] − [cB
T, 0] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥
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⎢
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− +
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−

1
0

1
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1
1

1,

1

T
m

T
mB a

A
Ba

B
= [cT − cB

TB−1A, 0], 

που είναι µη αρνητικό λόγω της βελτιστότητας του Β στο το αρχικό πρόβληµα. Αυτό 

σηµαίνει ότι ο B 
—

 είναι βασικός πίνακας του δυϊκού προβλήµατος και η αντίστοιχη 

βασική λύση του δυϊκού είναι και εφικτή. ∆ηλαδή µπορούµε να εφαρµόσουµε την 
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δυϊκή Simplex στο νέο πρόβληµα ξεκινώντας από το tableau που αντιστοιχεί στον 

πίνακα B 
—

. Το κυρίως τµήµα του tableau εκκίνησης της δυϊκής Simplex είναι 
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όπου B−1A είναι το κυρίως τµήµα του τελικού tableau του αρχικού προβλήµατος. 

 

Παράδειγµα 5.2 

Έστω το πρόβληµα του Παραδείγµατος 5.1. Να βρεθεί η βέλτιστη λύση αν 

προσθέσουµε τον περιορισµό − 2x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 4. 

 

Λύση 

Ο νέος περιορισµός παραβιάζεται από την βέλτιστη του αρχικού προβλήµατος 

x΄ = [0, 0, 1, 3, 0,11, 8]T. Με την προσθήκη της περιθώριας µεταβλητής x8 ο νέος 

περιορισµός γίνεται − 2x1 + 3x2 + 5x3 + x8 = 4 ή ισοδύναµα 2x1 − 3x2 − 5x3 − x8 = − 4. 

Έτσι έχουµε ότι a8
T = [2, − 3, − 5, 0, 0, 0, 0], b8 = − 4 κι άρα a8

Tx΄ − b8 = − 1. Η 

τελευταία γραµµή του κυρίως tableau στο νέο πρόβληµα είναι 
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    [ ] [ ]0,0,2/5,0,0,2/29,2/10,0,0,0,5,3,2 −−=−−−  

Συνεπώς το αρχικό tableau του νέου προβλήµατος είναι 

  − 1 − 1  1 0 0 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 θ 

A4 0 3 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0 0  
A3 1 1 − 1/2 7/2 1 0 1/2 0 0 0  
A6 0 11 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0 0  
A7 0 8 3 13 0 0 1 0 1 0  
A8 0 − 1 1/2 − 29/2 0 0 − 5/2 0 0 1  

 1 − 1/2 − 9/2 0 0 − 1/2 0 0 0  

Συνεχίζουµε µε τον αλγόριθµο της δυϊκής Simplex και προχωράµε στο επόµενο 

tableau που είναι και το τελικό αφού οδηγούµαστε σε εφικτή λύση. 
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  − 1 − 1  1 0 0 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 θ 

A4 0 14/5 8/5 13/5 0 1 0 0 0 1/5  
A3 1 4/5 − 2/5 3/5 1 0 0 0 0 1/5  
A6 0 54/5 33/5 8/5 0 0 0 1 0 1/5  
A7 0 38/5 16/5 36/5 0 0 0 0 1 2/5  
A5 0 2/5 − 1/5 29/5 0 0 1 0 0 − 2/5  

 3/5 − 1/4 − 8/5 0 0 0 0 0 − 1/5  

Η βέλτιστη λύση του νέου ΠΓΠ είναι η x΄ = [0, 0, 4/5, 14/5, 2/5, 54/5, 38/5, 0]T. 

 

5.2.2 Προσθήκη νέου ισοτικού περιορισµού 

Εδώ θα εξετάσουµε την περίπτωση που ο νέος περιορισµός είναι ισοτικός και 

παραβιάζεται από την βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος. Ο νέος περιορισµός 

είναι της µορφής aT
m+1x = bm+1 κι επειδή είναι ισοτικός δε µπορούµε να εισάγουµε 

περιθώρια µεταβλητή για να φέρουµε το πρόβληµα σε κανονική µορφή, άρα η 

ανάλυση της προηγούµενης παραγράφου δεν έχει εφαρµογή εδώ. Ας υποθέσουµε 

χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι η βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος x΄ 

παραβιάζει το νέο περιορισµό ως εξής: aT
m+1x΄ > bm+1. Εισάγουµε την τεχνητή 

µεταβλητή xn+1 κι έχουµε το ακόλουθο βοηθητικό πρόβληµα 

max(cTx + Mxn+1) 

Ax = b 

aT
m+1x − xn+1 = bm+1 

x ≥ 0, xn+1 ≥ 0, 

όπου το Μ << 0. Μια πρώτη βασική εφικτή λύση του παραπάνω προβλήµατος 

επιτυγχάνεται επιλέγοντας ως βασικές µεταβλητές τις βασικές µεταβλητές του 

αρχικού προβλήµατος συν την τεχνητή µεταβλητή xn+1. Η αντίστοιχη βασική εφικτή 

λύση θα είναι [x΄, aT
m+1x΄ − bm+1]Τ. Ο βασικός πίνακας είναι ο ίδιος µε τον πίνακα B 

—

 

της προηγούµενης παραγράφου. Η διαφορά είναι ότι στην προηγούµενη περίπτωση 

είχαµε µια βασική εφικτή λύση του δυϊκού προβλήµατος ενώ εδώ έχουµε µια βασική 

εφικτή λύση του πρωτεύοντος προβλήµατος. Συνεπώς εδώ εφαρµόζουµε τον 

κλασσικό αλγόριθµο Simplex. Αν στη βέλτιστη λύση του βοηθητικού προβλήµατος 

έχουµε ότι xn+1 = 0, τότε αυτή είναι η βέλτιστη λύση του προβλήµατος µας µε την 

προσθήκη του νέου περιορισµού, διαφορετικά το νέο πρόβληµα δεν έχει εφικτές 

λύσεις. 
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5.3 Μεταβολή των συντελεστών bi 

 

Υποθέτουµε ότι κάποιο από τα στοιχεία bi του διανύσµατος των σταθερών όρων 

των περιορισµών b µεταβάλλεται σε bi + δ. Ισοδύναµα µπορούµε να πούµε ότι το 

διάνυσµα b γίνεται b + δei, όπου ei είναι το i-στο µοναδιαίο διάνυσµα. Στόχος µας 

είναι να καθορίσουµε το εύρος τιµών του δ, για τις οποίες ο βασικός πίνακας της 

βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος παραµένει βέλτιστος στο νέο πρόβληµα. 

Παρατηρούµε αρχικά ότι η συνθήκη βελτιστότητας (5.2) δεν επηρεάζεται από την 

µεταβολή του b αφού δεν εξαρτάται από αυτό. Συνεπώς θα µας απασχολήσει µόνο η 

συνθήκη εφικτότητας (5.1) 

 B−1(b + δei) ≥ 0. (5.3) 

Έστω βΤ = [β1i, β2i, …, βmi] η i-στη στήλη του B−1 και η ανίσωση (5.1) γίνεται 

 xB + δβ ≥ 0,  

ή αλλιώς, 

 xB(j) + δβji ≥ 0, j = 1, …, m,  

που ισοδυναµεί µε την συνθήκη 

 ⎟
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Αν το δ ικανοποιεί την παραπάνω συνθήκη, το βέλτιστο κέρδος ως συνάρτηση του δ 

δίδεται από την εξίσωση cB
TB−1(b + δei) = υTb + δυi, όπου υT = cB

TB−1 είναι η λύση 

του δυίκού προβλήµατος που αντιστοιχεί στον βασικό πίνακα B. 

Αν το δ βρίσκεται εκτός των ορίων που καθορίζει η συνθήκη (5.4), η λύση που 

αντιστοιχεί στον Β είναι βασική αλλά όχι εφικτή. Σε αυτή την περίπτωση, αφού 

ικανοποιούνται οι συνθήκες βελτιστότητας, η υ είναι βασική εφικτή λύση του δυϊκού 

και µπορούµε να εφαρµόσουµε την δυϊκή Simplex ξεκινώντας από την τρέχουσα 

βάση Β. 

Μια πιο απλή προσέγγιση στο πρόβληµα της µεταβολής του b, η οποία 

εφαρµόζεται και σε προβλήµατα που µεταβάλλονται περισσότερα του ενός bi, είναι η 

παρακάτω. Όπως είδαµε µόνο το διάνυσµα των βασικών µεταβλητών xB = B−1b 

επηρεάζεται άµεσα από τις µεταβολές του b, άρα αν το xB,Ν = B−1(b + δei) ≥ 0 τότε ο 
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βασικός πίνακας B παραµένει βέλτιστος και αλλάζουν µόνο οι τιµές των βασικών 

µεταβλητών. ∆ιαφορετικά, όπως είδαµε παραπάνω, εφαρµόζουµε την δυϊκή Simplex 

ξεκινώντας από το τελικό tableau του αρχικού προβλήµατος, αφού πρώτα 

αντικαταστήσουµε το xB µε το xB,Ν. 

 

Παράδειγµα 5.3 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = − max(5x1 +   x2 − 12x3) 

                           3x1 + 2x2 +   x3           = 10 

                           5x1 + 3x2           +   x4 = 16 

                             x1,     x2,     x3,      x4 ≥   0 

Το tableau της βέλτιστης λύσης είναι  

  5 1 − 12 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 θ

A1 5 2 1 0 − 3 2
A2 1 2 0 1 5 − 3

  − 12 0 0 − 2 − 7

Έστω ότι µεταβάλλεται το b1 κατά δ. Να βρεθούν οι τιµές της µεταβολής δ για τις 

οποίες δεν αλλάζει η βέλτιστη λύση του παραπάνω προβλήµατος. 

 

Λύση 

Ο αντίστροφος του πίνακα Β της βέλτιστης λύσης αποτελείται από τις δύο 

τελευταίες στήλες του τελικού tableau αφού εκεί συναντάται ο µοναδιαίος πίνακας 

στο αρχικό tableau. Μιας και µεταβάλλεται το b1 το διάνυσµα β θα είναι ίσο µε την 

πρώτη στήλη του Β−1 δηλαδή θα είναι βT = [− 3, 5]. Οπότε το νέο διάνυσµα των 

βασικών µεταβλητών θα είναι xBδ = xB + δβ = [2 − 3δ, 2 + 5δ]. Όπως είδαµε για να 

συνεχίσει να είναι η τρέχουσα λύση βέλτιστη θα πρέπει να ισχύει ότι xB + δβ ≥ 0 

δηλαδή 2 − 3δ ≥ 0 και 2 + 5δ ≥ 0 ή ισοδύναµα − 2/5 ≤ δ ≤ 2/3. Αν το δ > 2/3 (ή 

δ < − 2/5) τότε η x1 γίνεται αρνητική (η x2 γίνεται αρνητική), οπότε µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε την δυϊκή Simplex για να βρούµε τη νέα βέλτιστη λύση. 
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Παράδειγµα 5.4 

Έστω το πρόβληµα του Παραδείγµατος 5.1. Να βρεθεί η βέλτιστη λύση αν 

µεταβάλλουµε το διάνυσµα των σταθερών όρων των περιορισµών γίνει 

bΤ = [3, − 3, 1, 10]. 

 

Λύση 

Εδώ βλέπουµε ότι αλλάζουν περισσότερα από ένα στοιχεία του b, οπότε 

προχωράµε κατευθείαν στην ενηµέρωση του xB. 

xB = B−1b = 
⎥
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Βλέπουµε ότι πλέον δεν ικανοποιείται η συνθήκη εφικτότητας (5.1) οπότε προχωράµε 

στην εφαρµογή της δυϊκής Simplex και το αρχικό tableau του νέου προβλήµατος 

προκύπτει από το τελικό tableau του αρχικού προβλήµατος, αφού αντικαταστήσουµε 

το xB. 

  − 1 − 1  1 0 0 0 0 − 3  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 θ 

A4 0 3/2 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0 0  
A3 1 − 3/2 − 1/2 7/2 1 0 1/2 0 0 0  
A6 0 − 1/2 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0 0  
A7 0 7 3 13 0 0 1 0 1 0  

 − 3/2 − 1/2 − 9/2 0 0 − 1/2 0 0 0  

Παρατηρούµε ότι xB(3) = − 1/2 < 0 κι όλα τα άλλα στοιχεία της τρίτης γραµµής 

είναι µη αρνητικά. Άρα το νέο ΠΓΠ δεν έχει εφικτές λύσεις. 

 

5.4 Μεταβολή των συντελεστών κέρδους ci 

 

Σε αυτή την παράγραφο µελετάµε την περίπτωση µεταβολής των στοιχείων του c. 

Υποθέτουµε ότι κάποιο από τα στοιχεία cj του διανύσµατος των συντελεστών 

κέρδους γίνεται cj + δ. Η συνθήκη εφικτότητας (5.1) δεν επηρεάζεται µιας και το 

διάνυσµα xB είναι ανεξάρτητο του c. Επικεντρώνουµε λοιπόν την προσοχή µας στην 

συνθήκη βελτιστότητας 

cT − cB
TB−1A ≤ 0T. 
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Αν µεταβληθεί η cj και η xj δεν είναι βασική µεταβλητή τότε το διάνυσµα των 

συντελεστών κέρδους των βασικών µεταβλητών cB δεν µεταβάλλεται. Σε αυτή την 

περίπτωση επηρεάζονται µόνο οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους των µεταβλητών xj, 

των οποίων οι συντελεστές cj µεταβάλλονται. Για να παραµείνει βέλτιστη η λύση του 

αρχικού προβλήµατος θα πρέπει να ισχύει ότι 

cj + δ − cB
TB−1Aj ≤ 0, 

ή ισοδύναµα ότι 

δ ≤ − c–j. 

Αν ικανοποιείται η παραπάνω συνθήκη παραµένει βέλτιστη η λύση του αρχικού 

προβλήµατος. Στην αντίθετη περίπτωση εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο Simplex 

ξεκινώντας από την τρέχουσα βασική εφικτή λύση. 

Αν µεταβληθεί ο συντελεστής κέρδους cj της l-στης βασικής µεταβλητής δηλαδή 

j = B(l), τότε µεταβάλλεται το διάνυσµα cB, το οποίο γίνεται cB + δ el και 

µεταβάλλονται οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους όλων των µεταβλητών. Σε αυτή την 

περίπτωση η συνθήκη βελτιστότητας είναι της µορφής 

(cB + δ el)TB−1Ai ≥ ci, ∀ i ≠ j, 

ή ισοδύναµα 

δ qli ≥ c–i, ∀ i ≠ j, 

όπου qli είναι το l-στο στοιχείο του διανύσµατος B−1Ai, δηλαδή είναι το l-στο στοιχείο 

της i-στης γραµµής του τελικού tableau του αρχικού προβλήµατος. Αν οι παραπάνω 

ανισότητες ικανοποιούνται τότε η βέλτιστη λύση δεν αλλάζει. Εδώ πρέπει να 

σηµειώσουµε ότι οι µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους αλλάζουν για όλα τα xi που δεν 

είναι βασικά, διαφορετικά παραµένουν ίσες µε το µηδέν. 

Πιο απλά µπορούµε να κάνουµε το εξής. Επανεκτιµούµε την µηδενική γραµµή 

του τελικού tableau χρησιµοποιώντας τους νέους συντελεστές κέρδους. Αν αυτή 

παραµένει µη θετική τότε η βέλτιστη λύση δεν αλλάζει. ∆ιαφορετικά συνεχίζουµε µε 

τον αλγόριθµο Simplex από το τελικό tableau του αρχικού προβλήµατος. 

 

Παράδειγµα 5.5 

Να βρεθεί η βέλτιστη λύση του ΠΓΠ του Παραδείγµατος 5.1 αν το διάνυσµα των 

συντελεστών κέρδους γίνει cΤ = [− 3, 8, 2, 0, 0, 0, 0]. 
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Λύση 

Εδώ αλλάζουν τα c1, c2 και c3. Η x3 είναι βασική µεταβλητή άρα αλλάζουν όλα τα 

στοιχεία του c– που αντιστοιχούν σε µη βασικές µεταβλητές. Προχωράµε κατευθείαν 

στην ενηµέρωση του c–. 

                  c– = cT − cB
TB−1A = [ ]0,0,0,2,8,3−  

                                            [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

10100133
012/1002/92/13
002/1012/72/1
002/1102/112/3

1010
012/10
002/10
002/11

0,0,2,0  

                                            = [ ]0,0,1,0,0,1,2 −−  

Βλέπουµε ότι πλέον δεν ικανοποιείται η συνθήκη βελτιστότητας αφού c–2 > 0, οπότε 

προχωράµε στην εφαρµογή της Simplex και το αρχικό tableau του νέου προβλήµατος 

προκύπτει από το τελικό tableau του αρχικού προβλήµατος, αφού αντικαταστήσουµε 

το c–. 

   − 3 8  2 0 0 0 0  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A4 0 3 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0 6/11 
A3 2 1 − 1/2 7/2 1 0 1/2 0 0 2/7 
A6 0 11 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0 22/9 
A7 0 8 3 13 0 0 1 0 1 8/13 

  2 − 2 1 0 0 − 1 0 0  

Εισάγουµε στην βάση την x2 κι εξάγουµε την x3. Έτσι έχουµε το επόµενο Tableau 

που είναι και το τελικό. 

   − 3 8  2 0 0 0 0  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 θ 

A4 0 10/7 3/2 11/2 0 1 1/2 0 0  
A2 8 2/7 − 1/7 7/2 1 0 1/2 0 0  
A6 0 68/7 13/2 9/2 0 0 1/2 1 0  
A7 0 30/7 3 13 0 0 1 0 1  

  16/7 − 13/7 0 2/7 0 − 8/7 0 0  

Η νέα βέλτιστη λύση είναι x΄Τ = [10/7, 2/7, 68/7, 30/7]. 
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5.5 Μεταβολή των συντελεστών aij 

 

Σε αυτή την παράγραφο µελετάµε την περίπτωση µεταβολής των στοιχείων του 

πίνακα A. Όπως θα δούµε υπάρχουν δυο περιπτώσεις ανάλογα µε το αν τα στοιχεία aij 

του Α που αλλάζουν ανήκουν σε βασικές ή µη βασικές στήλες Aj.  

5.5.1 Οι µεταβολές δεν αφορούν στοιχεία βασικών στηλών 

Υποθέτουµε ότι το στοιχείο aij, της µη βασικής στήλης Aj του Α µεταβάλλεται 

κατά µια ποσότητα δ, δηλαδή γίνεται aij + δ. Αφού η στήλη Aj δεν είναι βασική ο 

βασικός πίνακας Β δεν αλλάζει και κατά συνέπεια η συνθήκη εφικτότητας δεν 

επηρεάζεται. Επιπλέον αλλάζει µόνο η µοναδιαία αύξηση κέρδους της µεταβλητής xj 

κι άρα για να µην αλλάζει η βέλτιστη λύση θα πρέπει να ικανοποιείται η συνθήκη  

cj − υT(Aj + δ ei) ≤ 0, 

ή, 

c–j − δ υi ≤ 0, 

όπου υT = cB
TB−1. Αν η παραπάνω συνθήκη δεν ικανοποιείται τότε η µη βασική στήλη 

Aj εισάγεται στην βάση και συνεχίζουµε µε τον αλγόριθµο της Simplex από το τελικό 

tableau του αρχικού προβλήµατος, αφού αντικαταστήσουµε την j-στη στήλη του 

tableau µε την στήλη B−1(Aj + δ ei).  

5.5.2 Οι µεταβολές αφορούν στοιχεία βασικών στηλών 

Υποθέτουµε ότι η βασική στήλη Aj µεταβάλλεται και γίνεται Aj΄. Τώρα υπάρχει το 

ενδεχόµενο οι βασικές στήλες του αρχικού προβλήµατος να µην αποτελούν βάση του 

νέου προβλήµατος. Ακόµη κι αν αυτό δεν συµβαίνει η αλλαγή µιας βασικής στήλης 

Aj µεταβάλλει τον πίνακα B−1 και κατά συνέπεια αλλάζει όλο το tableau. 

Η αλλαγή αυτή αντιµετωπίζεται µε δύο απλά βήµατα: 

α) Εισάγουµε µια νέα µεταβλητή xj΄ και την στήλη Aj΄ στον πίνακα A, ενώ ο 

συντελεστής κέρδους της xj΄ είναι ίσος µε cj. Η αντίστοιχη στήλη που εισάγεται 

στο tableau της Simplex είναι B−1Aj΄, όπου B είναι ο «παλιός» βασικός πίνακας 

πριν τις αλλαγές. Η µοναδιαία αύξηση κέρδους της xj΄ είναι c–j΄ = cj − cB
TB−1Aj΄. 
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β) Εξάγουµε την «παλιά» µεταβλητή xj από την βάση, εισάγουµε την «νέα» 

µεταβλητή xj΄ και συνεχίζουµε από εκεί και πέρα µε τον αλγόριθµο Simplex. 

Για να είναι εφικτό το βήµα (β), θα πρέπει το l-στο στοιχείο της j-στης στήλης του 

αρχικού tableau του νέου προβλήµατος (µετά την εισαγωγή της xj΄ και την 

ολοκλήρωση του πρώτου βήµατος), όπου Β(l) = j, (δηλαδή η γραµµή l είναι αυτή που 

αντιστοιχεί στη µεταβλητή xj) να είναι διαφορετικό του µηδενός. Αν είναι ίσο µε το 

µηδέν τότε ο πίνακας Β΄ δεν είναι πλέον βασικός. Σε αυτήν την περίπτωση ένας 

τρόπος να απαλλαχθούµε από την «ενοχλητική» µεταβλητή xj είναι να την 

χειριστούµε ως τεχνητή µεταβλητή και να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο του 

µεγάλου Μ ή των δύο φάσεων. 

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι το πρόβληµα της προσθήκης ή ακόµη 

και της αφαίρεσης µεταβλητών µπορεί να ειδωθεί σαν ειδική περίπτωση του 

προβλήµατος αλλαγής των στοιχείων του Α. Πράγµατι η εισαγωγή µιας νέας 

µεταβλητής µπορεί να ειδωθεί σαν την περίπτωση µεταβολής µιας µη βασικής στήλης 

του Α, της οποίας όλα τα στοιχεία στο αρχικό πρόβληµα ήταν ίσα µε το µηδέν. 

Αντίστοιχα στην περίπτωση αφαίρεσης µεταβλητής µπορούµε να θεωρήσουµε, ότι η 

στήλη Aj της µεταβλητής που αφαιρείται, αντικαθίσταται από τη µηδενική στήλη. 

 

Παράδειγµα 5.6 

Να βρεθεί η βέλτιστη λύση του ΠΓΠ του Παραδείγµατος 5.1 αν αντί των δύο 

πρώτων περιορισµών έχουµε αντίστοιχα τους περιορισµούς 2x1 + 3x2 − 2x3 ≤ 2, 

− x1 + 4x2 + x3 ≤ 2. 

 

Λύση 

Εδώ βλέπουµε ότι αλλάζουν οι στήλες A2 και A3 από τις οποίες η A3 είναι βασική. 

Συνεπώς µεταβάλουµε την δεύτερη στήλη του tableau και εισάγουµε µια νέα 

µεταβλητή την x3΄. Οι νέες στήλες του Α είναι A2
Τ = [3, 4, 1, 6], 

A3΄Τ = [− 2, 1, − 1, − 2] και οι αντίστοιχες στήλες του νέου tableau δίδονται από: 

B−1A2 = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

10
3
2
5

6
1
4
3

1010
012/10
002/10
002/11
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B−1A3΄ = 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

1
2/1

2/1
2/3

2
1

1
2

1010
012/10
002/10
002/11

 

Αντικαθιστούµε στο τελικό tablau του αρχικού προβλήµατος την δεύτερη στήλη µε 

την B−1A2 και προσθέτουµε µια ακόµη στήλη την B−1A3΄. Κατόπιν εισάγουµε την x3΄ 

στη βάση στη θέση της x3, που διαγράφουµε.  

  − 3 8  2 0 0 0 0 1  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 A3΄ θ 

A4 0 3 3/2 5 0 1 1/2 0 0 − 3/2  
A3 2 1 − 1/2 2 1 0 1/2 0 0 1/2  
A6 0 11 13/2 3 0 0 1/2 1 0 − 1/2  
A7 0 8 3 10 0 0 1 0 1 − 1  

 2 − 1/2 − 3 0 0 − 1/2 0 0 1/2  
 

  − 3 8  0 0 0 0 1  
cB xB A1 A2 A4 A5 A6 A7 A3΄ θ 

A4 0 6 0 11 1 2 0 0 0  
A3΄ 1 2 − 1 4 0 1 0 0 1  
A6 0 12 6 5 0 1 1 0 0  
A7 0 10 2 14 0 2 0 1 0  

 2 0 − 5 0 − 1 0 0 0  

Αφού η µηδενική γραµµή είναι µη θετική έχουµε βρει τη νέα βέλτιστη λύση που 

είναι x΄Τ = [0, 0, 2, 6, 0, 12, 10]. Επειδή το c–1 = 0 χωρίς η x1 να είναι βασική 

µεταβλητή εισάγοντας την A1 στην βάση έχουµε µιαν άλλη βέλτιστη λύση. Άρα το 

νέο ΠΓΠ έχει άπειρες βέλτιστες λύσεις. 

 
Παράδειγµα 5.7 

Έστω το ακόλουθο ΠΓΠ 

z = max(2x1 − x2 + x3) 

x1 + x2 + x3 ≤ 6 

− x1 + 2x2 ≤ 4 

x1, x2, x3 ≥ 0 

Το tableau της βέλτιστης λύσης είναι  

  2 − 1  1 0 0
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 θ

A1 2 6 1 1 1 1 0
A5 0 10 0 3 1 1 1

  12 0 − 3 − 1 − 2 0
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α) Υποθέστε ότι αλλάζει η στήλη A2 γίνεται [2, 5]. Ελέγξτε αν αλλάζει η βέλτιστη 

λύση. 

β) Έστω ότι η πρώτη στήλη του Α γίνεται A1
Τ = [0, − 1]. Να βρεθεί η νέα βέλτιστη 

λύση. 

 

Λύση 

α) Η στήλη A2 δεν είναι βασική άρα αρχικά ελέγχουµε αν το c–2 γίνεται θετικό. 

c–2 = c2 − cΒTB−1A2 = − 1 − [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
7
2

11
01

0,2  = − 5 

 Άρα η βέλτιστη λύση δεν αλλάζει. Το µόνο που αλλάζει είναι η δεύτερη στήλη 

του τελικού tableau που γίνεται 

Β−1Α2 = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
7
2

5
2

11
01

 

β) Η στήλη A1 είναι βασική οπότε εισάγουµε µια νέα µεταβλητή x1΄ για την οποία 

έχουµε 

Β−1Α1΄ = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

0
1

0
11
01

 

 και 

c–1 = c1 − cΒTB−1Α1΄ = 2 − [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
1

0
11
01

0,2  = 2 

 Βλέπουµε ότι το πρώτο στοιχείο της στήλης Β−1Α1΄ της νέας µεταβλητής x1΄ 

είναι µηδέν άρα οι στήλες του Β δεν αποτελούν βάση του νέου προβλήµατος. 

Μετατρέπουµε την µεταβλητή x1 σε τεχνητή και χρησιµοποιούµε τη µέθοδο του 

µεγάλου Μ, για να βρούµε µια νέα βέλτιστη βασική εφικτή λύση. Έτσι 

οδηγούµαστε στο επόµενο tableau 

   M − 1  1 0 0 2  
 cB xB A1 A2 A3 A4 A5 Α1΄ θ 

A1 M 6 1 1 1 1 0 0 6 
A5 0 10 0 3 1 1 1 − 1 10 

  6M 0 − 1 − M 1 − M − M 0 2  
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  − 1  1 0 0 2
 cB xB A2 A3 A4 A5 Α1΄ θ

A3 1 6 1 1 1 0 0
A5 0 4 2 0 0 1 − 1

  6 − 2 0 − 1 0 2

 Σε αυτό το tableau πρέπει να εισάγουµε στην βάση τη µεταβλητή x1΄ αφού c–

1΄ = 2 > 0. Παρατηρούµε όµως ότι Β−1Α1΄ ≤ 0 πράγµα που σηµαίνει ότι το 

πρόβληµα µας δεν είναι φραγµένο και η αντικειµενική συνάρτηση απειρίζεται. 
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Κεφάλαιο 6 

Ακέραιος γραµµικός προγραµµατισµός 

 

Στα διακριτά προβλήµατα βελτιστοποίησης αναζητούµε σε ένα σύνολο διακριτών 

στοιχείων F το στοιχείο x΄, που βελτιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση c(x) 

µεταξύ όλων των στοιχείων x ∈ F. ∆ιακριτά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

εµφανίζονται πολύ συχνά σε ένα ευρύ φάσµα επιστηµονικών πεδίων. Ένας ευρύτατα 

διαδεδοµένος τρόπος επίλυσης τέτοιων προβληµάτων είναι η περιγραφή και 

αντιµετώπιση τους ως προβλήµατα ακέραιου προγραµµατισµού. 

Το πρόβληµα του ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού είναι παρόµοιο µε το 

ΠΓΠ εκτός από το γεγονός ότι κάποιες ή όλες οι µεταβλητές παίρνουν ακέραιες τιµές. 

Γενικά για δοσµένους πίνακες A, B και διανύσµατα b, c και d, το πρόβληµα 

z = max(cTx + dTw) 

Ax + Bw = b 

x, w ≥ 0, 

x ∈ Zn 

καλείται πρόβληµα µεικτού ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού (ΠΜΑΓΠ). Αν 

δεν υπάρχουν συνεχείς µεταβλητές w το πρόβληµα καλείται πρόβληµα ακέραιου 

γραµµικού προγραµµατισµού (ΠΑΓΠ). Αν όχι µόνο δεν υπάρχουν συνεχείς 

µεταβλητές, αλλά επιπλέον τα στοιχεία του x είναι δυαδικά και παίρνουν τιµές 0 ή 1, 

δηλαδή xi ∈ {0, 1}, το πρόβληµα καλείται πρόβληµα µηδέν-ένα ακέραιου 

προγραµµατισµού (ΠΜΕΑΠ). 

Ο ακέραιος προγραµµατισµός είναι ένα ιδιαίτερα ισχυρό εργαλείο περιγραφής κι 

επίλυσης διακριτών προβληµάτων βελτιστοποίησης. ∆υστυχώς όµως τα ΠΑΓΠ 

εµφανίζουν σαφέστατα µεγαλύτερη δυσκολία επίλυσης από τα ΠΓΠ. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δούµε διάφορα διακριτά προβλήµατα βελτιστοποίησης και 

πως αυτά µπορούν να περιγραφούν ως ΠΑΓΠ. Ακόµη θα δούµε και κάποιες 

µεθοδολογίες επίλυσης των ΠΑΓΠ.  
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6.1 Τεχνικές περιγραφής ΠΑΓΠ 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα δούµε µερικές τεχνικές περιγραφής διακριτών 

προβληµάτων βελτιστοποίησης ως προβληµάτων ακέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού. ∆υστυχώς δεν υπάρχει συστηµατικός τρόπος περιγραφής 

διακριτών προβληµάτων κι έτσι θα επιχειρήσουµε να προσεγγίσουµε αυτό το θέµα µε 

την χρήση διαφόρων παραδειγµάτων.  

6.1.1 ∆υαδική περιγραφή 

Συνήθως χρησιµοποιούµε δυαδικές µεταβλητές όταν έχουµε να περιγράψουµε την 

επιλογή µεταξύ δύο εναλλακτικών. Σε αυτή την περίπτωση η µεταβλητή x παίρνει 

την τιµή ένα ή µηδέν ανάλογα µε την επιλογή που κάνουµε. 

 

Παράδειγµα 6.1 (Το πρόβληµα του σακιδίου) 

Μας δίδονται n αντικείµενα και ένα σακίδιο µε το οποίο πρέπει να µεταφέρουµε 

τα αντικείµενα. Κάθε αντικείµενο j έχει βάρος wj και αξία cj. Θέλουµε να 

αποφασίσουµε ποια αντικείµενα θα τοποθετήσουµε στο σακίδιο έτσι ώστε να 

µεγιστοποιήσουµε την συνολική αξία των µεταφερόµενων αντικειµένων και το 

συνολικό βάρος του σακιδίου να µην υπερβεί το όριο Κ. 

 

Λύση 

Για να περιγράψουµε το πρόβληµα αυτό σαν ΠΑΓΠ ορίζουµε για κάθε 

αντικείµενο µια µεταβλητή απόφασης xj, η οποία παίρνει την τιµή 1 αν επιλεγεί το 

αντικείµενο j διαφορετικά παίρνει την τιµή 0. Το ΠΑΓΠ που περιγράφει το 

παραπάνω πρόβληµα είναι το ακόλουθο 

z = max ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
=

n

j
jj xc

1

 

Kxw
n

j
jj ≤∑

=1

 

xj ∈ {0, 1}, j = 1, …, n. 
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6.1.2 Περιορισµοί εξαναγκασµού 

Ένα φαινόµενο που συναντάµε πολύ συχνά σε διακριτά προβλήµατα είναι η 

εξάρτηση µεταξύ διαφόρων αποφάσεων. Για παράδειγµα ας υποθέσουµε ότι η 

απόφαση Α µπορεί να υλοποιηθεί µόνο αφού έχει ήδη παρθεί η απόφαση Β. Για την 

µαθηµατική περιγραφή τέτοιων φαινοµένων µπορούµε να εισάγουµε δυαδικές 

µεταβλητές. Έστω x η µεταβλητή που εκφράζει την λήψη της απόφασης Α, οπότε 

παίρνει την τιµή 1 (0 αν δεν υλοποιηθεί η Α) και y η µεταβλητή που εκφράζει την 

λήψη της απόφασης Β (1 αν ληφθεί και 0 διαφορετικά. Η εξάρτηση µεταξύ των δύο 

αποφάσεων µπορεί να περιγραφεί µε την χρήση του περιορισµού x ≤ y. Έτσι αν για 

παράδειγµα y = 0 (δεν λαµβάνεται η απόφαση Β), τότε θα είναι και x = 0 (δε 

µπορούµε να λάβουµε την απόφαση Α). 

 

Παράδειγµα 6.2 (Το πρόβληµα της επιλογής χώρων εγκατάστασης) 

Έχουµε n τοποθεσίες υποψήφιες για την δηµιουργία εγκαταστάσεων και m 

πελάτες που θα πρέπει να εξυπηρετηθούν από αυτές τις εγκαταστάσεις. Το κόστος 

δηµιουργίας µιας εγκατάστασης στον χώρο j είναι cj, ενώ το κόστος εξυπηρέτησης 

ενός πελάτη τύπου i από µια εγκατάσταση στην τοποθεσία j είναι dij. Στόχος µας είναι 

η επιλογή των χώρων εγκατάστασης και η ανάθεση εξυπηρέτησης κάθε πελάτη σε 

µια από αυτές έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος.  

 

Λύση 

Για να περιγράψουµε το πρόβληµα αυτό σαν ΠΑΓΠ ορίζουµε για κάθε τοποθεσία 

j µια µεταβλητή απόφασης yj, η οποία είναι ίση µε τη µονάδα αν επιλέξουµε την 

τοποθεσία j για την δηµιουργία εγκατάστασης και ίση µε το µηδέν διαφορετικά. 

Επιπλέον ορίζουµε τη δυαδική µεταβλητή xij, που είναι ίση µε τη µονάδα αν ο 

πελάτης τύπου i εξυπηρετηθεί στην εγκατάσταση j και ίση µε το µηδέν αλλιώς. Το 

ΠΑΓΠ που περιγράφει το παραπάνω πρόβληµα είναι το ακόλουθο 

z = min ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∑∑∑

= ==

m

i

n

j
ijij

n

j
jj xdyc

1 11

 

1
1

=∑
=

n

j
ijx , ∀i, 

xij ≤ yj, ∀i,j, 
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xj, yj ∈ {0, 1}, ∀i,j. 

Εδώ οι περιορισµοί xij ≤ yj, εκφράζουν το γεγονός ότι αν δεν υπάρχει 

εγκατάσταση στην τοποθεσία j, (yj = 0) δε µπορεί να εξυπηρετηθεί ο πελάτης i, σε 

αυτή και άρα θα πρέπει xij = 0. 

 

6.1.3 Περιορισµοί µοναδικότητας 

Ένας περιορισµός της µορφής  

∑
=

≤
n

j
jx

1

,1  

όπου όλες οι µεταβλητές είναι δυαδικές, σηµαίνει ότι το πολύ µια από τις µεταβλητές 

xj µπορεί να είναι ίση µε τη µονάδα. Όµοια, αν ο παραπάνω περιορισµός είναι 

ισοτικός, δηλαδή έχουµε 1
1

=∑ =

n

j jx , ακριβώς µια από τις µεταβλητές xj είναι ίση µε 

τη µονάδα. Ακριβώς αυτή είναι η περίπτωση των πρώτων i περιορισµών στο 

Παράδειγµα 6.2, που εκφράζουν ότι κάθε πελάτης i, πρέπει να εξυπηρετείται από µία 

και µόνο εγκατάσταση. 

6.1.4 ∆ιαζευκτικοί περιορισµοί 

Έστω x ένα µη αρνητικό διάνυσµα µεταβλητών απόφασης. Υποθέτουµε ότι 

έχουµε τους περιορισµούς aTx ≥ b και cTx ≥ d, όπου a, c ≥ 0. Θέλουµε να 

περιγράψουµε την απαίτηση να ικανοποιείται ένας τουλάχιστον από τους 

προηγούµενους περιορισµούς. Για το λόγο αυτό εισάγουµε µια δυαδική µεταβλητή y 

και αναδιαµορφώνουµε τους προηγούµενους περιορισµούς ως εξής  

aTx ≥ yb,  

cTx ≥ (1 − y) d, 

y ∈ {0, 1}, ∀i,j. 

Στην πιο γενική περίπτωση, έχουµε m περιορισµούς ai
Tx ≥ bi, i = 1, …, m, µε ai ≥ 0, 

∀i, και θέλουµε τουλάχιστον k από αυτούς τους περιορισµούς να ικανοποιούνται. Σε 

αυτή την περίπτωση εισάγουµε m δυαδικές µεταβλητές yi, i = 1, …, m, και 

διαµορφώνουµε τους περιορισµούς ως ακολούθως 

ai
Tx ≥ yibi, i = 1, …, m, 



 114

∑
=

≥
m

i
i ky

1

, 

yi ∈ {0, 1}, i = 1, …, m. 

6.1.5 Περιορισµοί εύρους τιµών 

Υποθέτουµε ότι θέλουµε να περιορίσουµε το σύνολο των εφικτών τιµών της 

µεταβλητή x στο σύνολο {a1, …., am}. Αυτό επιτυγχάνεται µε την εισαγωγή m 

δυαδικών µεταβλητών yj, j = 1, …, m, και την χρήση των περιορισµών 

x =∑
=

m

j
jj ya

1

, 

∑
=

=
m

j
iy

1

1 , 

yi ∈ {0, 1}, i = 1, …, m. 

6.1.6 Κατά τµήµατα γραµµική συνάρτηση κέρδους 

Σε αυτή την παράγραφο θα δούµε πως µπορούµε να περιγράψουµε ως πρόβληµα 

ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού το πρόβληµα βελτιστοποίησης µιας κατά 

τµήµατα γραµµικής συνάρτησης. Υποθέτουµε ότι a1 < a2 < … < ak, και ότι έχουµε 

µια κατά τµήµατα γραµµική συνάρτηση κέρδους f(x) που καθορίζεται από τα σηµεία 

(ai, f(ai)) για i = 1, …, k, και ορίζεται στο διάστηµα [a1, ak]. Έτσι κάθε σηµείο 

x ∈ [a1, ak] µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των ai 

x =∑
=

k

i
ii a

1

λ , 

όπου λ1, ..., λk είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί για τους οποίους ισχύει ότι 

1
1

=∑ =

k

i iλ . 

Παρατηρούµε ότι η επιλογή των συντελεστών λ1, ..., λk που χρησιµοποιούνται για 

την αναπαράσταση ενός συγκεκριµένου σηµείου x δεν είναι µοναδικός. Αυτό το 

πρόβληµα αντιµετωπίζεται αν απαιτήσουµε το πολύ δύο συνεχόµενοι συντελεστές λi 

να είναι µη µηδενικοί κι όλοι οι άλλοι ίσοι µε το µηδέν. Σε αυτή την περίπτωση κάθε 

x ∈ [ai, ai+1] αναπαρίσταται µοναδικά ως x = λi ai + λi+1 ai+1, όπου λi + λi+1 = 1 και 

f(x) =∑
=

k

i
ii af

1

)(λ . 
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Για να περιγράψουµε την απαίτηση ύπαρξης δύο συνεχόµενων µη µηδενικών 

συντελεστών λi και λi+1 χρησιµοποιούµε µια δυαδική µεταβλητή yi, i = 1, …, k − 1, 

που είναι µονάδα όταν ai ≤ x ≤ ai+1 και µηδέν αλλιώς. Το πρόβληµα τότε 

περιγράφεται από το ακόλουθο ΠΜΑΓΠ 

z = max ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

=

k

i
ii af

1

)(λ  

1
1

=∑
=

k

i
iλ , 

λ1 ≤ y1,  

λi ≤ yi−1 + yi, i = 2, …, k − 1, 

λk ≤ yk−1, 

1
1

1

=∑
−

=

k

i
iy  

λi ≥ 0, 

yi ∈ {0, 1}. 

Παρατηρούµε ότι αν yj = 1, τότε λi = 0 για κάθε i διαφορετικό από j ή j + 1. 

 

Οι προηγούµενες τεχνικές µοντελοποίησης σε καµία περίπτωση δεν συνιστούν 

µια εξαντλητική λίστα τέτοιων τεχνικών. Απλά προσφέρουν µια γεύση των 

δυνατοτήτων που έχουµε για την περιγραφή διακριτών προβληµάτων ως ΠΑΓΠ. 

Ακολουθούν µερικά ακόµη παραδείγµατα. 

 

Παράδειγµα 6.4 

Έστω Μ = {1, ..., m} και Ν = {1, ..., n}. Έστω Μ1, Μ2, ..., Μn είναι µια δοσµένη 

συλλογή υποσυνόλων του Μ. Για κάθε υποσύνολο Μj δίδεται ένας συντελεστής 

βαρύτητας cj. Ένα υποσύνολο F του Ν καλείται κάλυµµα του Μ αν .MM jFj =∈∪  

Ακόµη λέµε ότι το F είναι µια τοποθέτηση του Μ αν Μj ∩ Μk = ∅ για κάθε j, k ∈ F, 

j ≠ k. Τέλος το F καλείται διαµέριση του M αν είναι συγχρόνως κάλυµµα και 

τοποθέτηση του Μ. Η βαρύτητα ενός υποσυνόλου F του Ν ορίζεται ως ∑ ∈Fj jc . 

Έχουµε τα ακόλουθα προβλήµατα. Στο πρόβληµα της κάλυψης θέλουµε να βρούµε 



 116

το κάλυµµα F µε την ελάχιστη βαρύτητα, στο πρόβληµα της τοποθέτησης θέλουµε να 

βρούµε την τοποθέτηση µε τη µέγιστη βαρύτητα, ενώ στο πρόβληµα της διαµέρισης 

είτε αναζητούµε την διαµέριση µε τη µέγιστη βαρύτητα, είτε αυτή µε την ελάχιστη 

βαρύτητα.  

 

Λύση 

Για να περιγράψουµε το πρόβληµα αυτό σαν ΠΑΓΠ εισάγουµε έναν m × n πίνακα 

ύπαρξης Α για κάθε υποσύνολο {Μj|j ∈ N}, του οποίου τα στοιχεία δίδονται από τη 

σχέση  

⎩
⎨
⎧ ∈

=
αλλιώς.,0

,,1 j
ij

Mi
a  

Επίσης ορίζουµε µια µεταβλητή απόφασης xj, j = 1, …, n, που είναι ίση µε τη µονάδα 

αν j ∈ F και ίση µε το µηδέν διαφορετικά. Έστω xT = [x1, …, xn]. Τότε το F είναι 

κάλυµµα, τοποθέτηση, ή διαµέριση αν και µόνο αν  

Αx ≥ e,   Αx ≤ e,   Αx = e, 

αντίστοιχα, όπου e ∈ Rm είναι ένα διάνυσµα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι ίσα µε 

τη µονάδα. 

 

Παράδειγµα 6.5 (Ένα πρόβληµα ελέγχου ακολουθίας) 

Μια ευέλικτη µηχανή µπορεί να εκτελέσει m κατεργασίες. Κάθε κατεργασία j 

απαιτεί ένα συγκεκριµένο εργαλείο j. Η µηχανή µπορεί να διαθέτει στην 

εργαλειοθήκη της το πολύ Β εργαλεία, όπου Β < m. Η αντικατάσταση ή τοποθέτηση 

ενός εργαλείου j απαιτεί χρόνο προετοιµασίας sj. Η µηχανή δεν έχει δυνατότητες 

πολλαπλής τοποθέτησης ή αντικατάστασης εργαλείων, δηλαδή µόνο ένα εργαλείο 

µπορεί να τοποθετείται ή να αντικαθίσταται κάθε φορά. Κάθε ηµέρα πρέπει να 

εκτελεσθούν n εργασίες από τη µηχανή. Κάθε εργασία i απαιτεί πολλές κατεργασίες 

για την ολοκλήρωση της. Έστω Ji το σύνολο των κατεργασιών που απαιτούνται για 

την ολοκλήρωση της εργασίας i. Υποθέτουµε ότι για όλες τις εργασίες το πλήθος των 

απαιτούµενων κατεργασιών είναι µικρότερο από την χωρητικότητα της 

εργαλειοθήκης της µηχανής δηλαδή |Ji| ≤ Β. Πριν ξεκινήσει η µηχανή την 

επεξεργασία µιας εργασίας θα πρέπει όλα τα εργαλεία που απαιτούνται για την 

εκτέλεση των κατεργασιών του συνόλου Ji να υπάρχουν στην εργαλειοθήκη. Αν ένα 
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εργαλείο j ∈ Ji υπάρχει ήδη στην εργαλειοθήκη της µηχανής εξοικονοµούµε τον 

χρόνο τοποθέτησης του σε αυτήν. ∆ιαφορετικά θα πρέπει να φορτωθεί στην 

εργαλειοθήκη κι αν αυτή είναι γεµάτη θα πρέπει να αντικαταστήσουµε κάποια 

εργαλεία που δεν χρειάζονται για την ολοκλήρωση της τρέχουσας εργασίας. Επειδή 

κάποιες κατεργασίες είναι κοινές σε διαφορετικές εργασίες και λόγω της 

περιορισµένης χωρητικότητας της εργαλειοθήκης ο χρόνος προετοιµασίας για την 

εκκίνηση των εργασιών εξαρτάται από την σειρά µε την οποία εκτελούνται. Το 

ζητούµενο εδώ είναι ο καθορισµός της ακολουθίας εκτέλεσης των εργασιών που 

ελαχιστοποιεί τον συνολικό χρόνο προετοιµασίας όλων των εργασιών. Υποθέτουµε 

ότι στην αρχή η εργαλειοθήκη είναι άδεια. Θέλουµε να περιγράψουµε το παραπάνω 

πρόβληµα ως πρόβληµα ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού.  

 

Λύση 

Εισάγουµε µεταβλητές απόφασης που εκφράζουν την ακολουθία των εργασιών  

⎩
⎨
⎧ −

=
ορετικά.δια,0

,εκτελείταιπουστηηείναιεργασίαηαν,1
ϕ

ri
xir  

Επιπλέον εισάγουµε µεταβλητές απόφασης που περιγράφουν την προετοιµασία της 

εργαλειοθήκης 

⎩
⎨
⎧ −

=
ά.διαφορετικ,0

,εργασίαστηηεκτελείταιενώκηεργαλειοθήστηνείναιεργαλείοτοαν,1 rj
yir  

Επίσης θέτουµε yj0 = 0 ∀ j, που εκφράζει το ότι στην αρχή η εργαλειοθήκη είναι 

άδεια. Αφού πρέπει να εκτελέσουµε όλες τις εργασίες θα πρέπει να ισχύει ότι  

1
1

=∑
=

n

r
irx , ∀ i. 

Ακόµη αφού κάθε φορά εκτελείται ακριβώς µια εργασία έχουµε 

1
1

=∑
=

n

i
irx , ∀ r. 

Προκειµένου να εκτελεστεί η εργασία i θα πρέπει όλα τα εργαλεία του συνόλου Ji να 

είναι τοποθετηµένα στην εργαλειοθήκη. Συνεπώς θα πρέπει να ισχύει 

xir ≤ yjr,  ∀ j ∈ Ji, ∀ r, i. 
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Ένας ακόµη περιορισµός που πρέπει να λάβουµε υπόψη είναι η χωρητικότητα Β της 

εργαλειοθήκης, που σηµαίνει ότι θα πρέπει 

By
m

j
jr ≤∑

=1
, ∀ r. 

Όπως είδαµε χρόνος προετοιµασίας υπάρχει όταν απαιτείται η τοποθέτηση ή η 

αντικατάσταση ενός εργαλείου, που συµβαίνει αν yjr ≠ yj,r−1, για κάποια j. Συνεπώς η 

αντικειµενική συνάρτηση θα είναι 

min∑∑
= =

−−
m

j

n

r
rjjrj yys

1 1
1, . 

Μετατρέπουµε το πρόβληµα σε ΠΑΓΠ εισάγοντας µια ακόµη κατηγορία µεταβλητών 

απόφασης zjr, οπότε η αντικειµενική συνάρτηση γίνεται 

min∑∑
= =

m

j

n

r
jrj zs

1 1
, 

ενώ προστίθενται και οι περιορισµοί 

zjr ≥ yjr − yj,r−1, ∀ r, j, 

zjr ≥ yj,r−1 − yjr, ∀ r, j. 

Συνοψίζοντας, έχουµε ότι το ΠΑΓΠ που περιγράφει το αρχικό πρόβληµα είναι το 

ακόλουθο 

min∑∑
= =

m

j

n

r
jrj zs

1 1

, 

zjr ≥ yjr − yj,r−1, ∀ r, j, 

zjr ≥ yj,r−1 − yjr, ∀ r, j, 

1
1

=∑
=

n

r
irx , ∀ i, 

1
1

=∑
=

n

i
irx , ∀ r, 

xir ≤ yjr,  ∀ j ∈ Ji, ∀ r, i, 

By
m

j
jr ≤∑

=1

, ∀ r, 
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xir, yjr, zjr ∈ {0, 1}. 

 

6.2 Μεθοδολογίες επίλυσης προβληµάτων ακέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού 

 

Αντίθετα µε τα συνεχή ΠΓΠ τα ΠΑΓΠ εµφανίζουν µεγάλη δυσκολία στην 

επίλυση τους. Στην πραγµατικότητα δεν υπάρχει επαρκής γενικός αλγόριθµος για την 

επίλυση τους. Το βασικό πρόβληµα είναι οι πολύ µεγάλες υπολογιστικές απαιτήσεις 

των υπαρχόντων αλγορίθµων, που περιορίζουν το πλήθος των πρακτικά επιλύσιµων 

προβληµάτων στα προβλήµατα µικρών διαστάσεων. Σε αυτή την παράγραφο θα 

δούµε µερικές από τις τεχνικές επίλυσης ΠΑΓΠ. 

6.2.1 Μέθοδος διακλάδωσης - φράγµατος 

Η µέθοδος διακλάδωσης - φράγµατος βασίζεται στην αρχή «διαίρει και βασίλευε» 

για την διερεύνηση του συνόλου εφικτών λύσεων. Αντί να αναζητά την βέλτιστη 

λύση σε όλο το σύνολο των εφικτών λύσεων χρησιµοποιεί φράγµατα ως εκτιµήσεις 

του βέλτιστου κέρδους κι έτσι αποφεύγει την διερεύνηση ορισµένων τµηµάτων του 

συνόλου εφικτών λύσεων.  

Έστω F το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήµατος 

max(cTx) 

x ∈ F. 

∆ιαµερίζουµε το σύνολο F σε µια πεπερασµένη συλλογή υποσύνόλων F1, …, Fk, 

κι επιλύουµε χωριστά κάθε ένα από τα υποπροβλήµατα 

max(cTx) 

x ∈ Fi, i =1, …, k. 

Στη συνέχεια συγκρίνουµε τις βέλτιστες λύσεις των υποπροβληµάτων κι 

επιλέγουµε την καλύτερη από αυτές. Κάθε υποπρόβληµα µπορεί να είναι εξίσου 

δύσκολο µε το αρχικό, οπότε διασπάµε το υποπρόβληµα σε µικρότερα 

υποπροβλήµατα και συνεχίζουµε κατ’ αυτόν τον τρόπο µέχρι να οδηγηθούµε σε 

επιλύσιµα υποπροβλήµατα. Αυτό το τµήµα της µεθόδου είναι το τµήµα της 

διακλάδωσης αφού έτσι σχηµατίζεται ένα δέντρο υποπροβληµάτων όπως για 
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F

F2F1 

F4F3

 

παράδειγµα φαίνεται στο Σχήµα 6.1, όπου βλέπουµε ότι το σύνολο εφικτών λύσεων F 

διαµερίζεται στα F1 και F2 και στη συνέχεια το F2 διαµερίζεται στα F3 και F4. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.1. Ένα δέντρο υποπροβληµάτων. 

 

Υποθέτουµε ακόµη ότι υπάρχει ένας αλγόριθµος, που για κάθε υποπρόβληµα Fi, 

υπολογίζει ένα άνω φράγµα b(Fi) του βέλτιστου κέρδους του αντίστοιχου 

υποπροβλήµατος, δηλαδή 

)max()( xcFb T

Fx
i

i∈
≥  

Η βασική ιδέα είναι ότι το βέλτιστο κέρδος ενός υποπροβλήµατος συνήθως 

υπολογίζεται πολύ δύσκολα, ενώ είναι σχετικά εύκολο να έχει κανείς µια εκτίµηση 

ενός άνω φράγµατος. Στην περίπτωση των ΠΑΓΠ συνήθως χρησιµοποιείται ως άνω 

φράγµα η βέλτιστη λύση της χαλάρωσης του υποπροβλήµατος. 

Ως χαλάρωση ενός ΠΑΓΠ (ή και ενός ΠΜΑΓΠ) καλείται το αρχικό πρόβληµα 

χωρίς του περιορισµούς ακεραιότητας. 

Ορισµός 6.1: Έστω ένα ΠΜΑΓΠ  

z = max(cTx + dTw) 

Ax + Bw = b 

x, w ≥ 0, 

x ∈ Zn 

ως χαλάρωση του παραπάνω προβλήµατος καλείται το πρόβληµα 

z = max(cTx + dTw) 

Ax + Bw = b 

x, w ≥ 0. 
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Αν οι ακέραιες µεταβλητές xi απόφασης παίρνουν τιµές µηδέν ή ένα, τότε στο 

πρόβληµα χαλάρωσης οι αντίστοιχες µεταβλητές xi παίρνουν τιµές στο διάστηµα 

[0, 1]. 

Κατά τη εξέλιξη του αλγορίθµου σε κάποιες περιπτώσεις είναι εφικτή ή επίλυση 

κάποιων υποπροβληµάτων. Αυτό µας επιτρέπει να διατηρούµε κι ένα κάτω φράγµα 

του βέλτιστου κέρδους L, που είναι το κέρδος της βέλτιστης εφικτής λύσης µέχρι το 

σηµείο του αλγορίθµου που βρισκόµαστε. 

Η µεθόδος στηρίζεται στην ακόλουθη παρατήρηση. Αν το άνω φράγµα b(Fi) ενός 

υποπροβλήµατος είναι µικρότερο ή ίσο από το τρέχων κάτω φράγµα L της µεθόδου, 

τότε δεν χρειάζεται να ξαναδούµε το συγκεκριµένο υποπρόβληµα, αφού η βέλτιστη 

λύση του υποπροβλήµατος δε µπορεί να είναι καλύτερη από την τρέχουσα καλύτερη 

λύση. Με αυτό τον τρόπο εξοικονοµούµε υπολογιστικό έργο αφού δεν απαιτείται η 

επίλυση όλων των υποπροβληµάτων. 

Ακολουθεί µια γενική περιγραφή του αλγορίθµου. Σε κάθε σηµείο ο αλγόριθµος 

διακλάδωσης - φράγµατος διατηρεί στη µνήµη του ένα σύνολο ενεργών 

υποπροβληµάτων και το τρέχων κάτω φράγµα του κέρδους L. Αρχικά το L τίθεται ίσο 

µε το −∞.  

 

Αλγόριθµος διακλάδωσης - φράγµατος:  

1. Επιλέγουµε ένα ενεργό υποπρόβληµα Fi (Στην αρχή έχουµε µόνο το F). 

2. Αν το υποπρόβληµα δεν έχει λύσεις, το διαγράφουµε, διαφορετικά εκτιµούµε το 

άνω φράγµα b(Fi) του υποπροβλήµατος. 

3. Αν b(Fi) ≤ L, διαγράφουµε το υποπρόβληµα. 

4. ∆ιαφορετικά αν b(Fi) > L, είτε έχουµε µια βέλτιστη λύση του υποπροβλήµατος, 

είτε διασπάµε το εν λόγω υποπρόβληµα σε νέα υποπροβλήµατα, που προστίθενται 

στην λίστα των ενεργών υποπροβληµάτων. 

5. Αν η λίστα ενεργών προβληµάτων είναι κενή τερµατίζουµε και η βέλτιστη λύση 

είναι αυτή που αντιστοιχεί στο τρέχων κάτω φράγµα L. 

6. Αν η λίστα ενεργών προβληµάτων δεν είναι κενή επιστρέφουµε στο Βήµα 1. 

 

Υπάρχουν αρκετές παράµετροι στον παραπάνω γενικό αλγόριθµο για τις οποίες 

έχουµε ελευθερία επιλογής. Συνήθως αυτές οι επιλογές καθορίζονται µε εµπειρικό 

τρόπο. 
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α) Η επιλογή των ενεργών υποπροβληµάτων µπορεί να γίνει µε διάφορους τρόπους. 

Συνήθως χρησιµοποιούνται οι βασικές αρχές της «αναζήτησης κατά πλάτος» και 

της «αναζήτησης κατά βάθος». 

β) Υπάρχουν διάφοροι τρόποι εκτίµησης του άνω φράγµατος b(Fi) του βέλτιστου 

κέρδους ενός υποπροβλήµατος. Μια δυνατότητα στην οποία αναφερθήκαµε ήδη 

είναι η επίλυση της χαλάρωσης του υποπροβλήµατος 

γ) Υπάρχουν συνήθως αρκετοί τρόποι διάσπασης ενός προβλήµατος σε 

υποπροβλήµατα. 

Εδώ θα χρησιµοποιήσουµε ως άνω φράγµα το βέλτιστο κέρδος της χαλάρωσης 

ενός υποπροβλήµατος. Αν η βέλτιστη λύση της χαλάρωσης είναι ακέραιη, τότε αυτή 

είναι η βέλτιστη λύση του υποπροβλήµατος και δεν χρειάζεται η περαιτέρω διάσπαση 

του υποπροβλήµατος. Απλά ενηµερώνουµε το κάτω φράγµα L (αν το κέρδος της 

βέλτιστης λύσης του τρέχοντος υποπροβλήµατος είναι µεγαλύτερη από την τρέχουσα 

τιµή του L) και στη συνέχεια διαγράφουµε το τρέχων υποπρόβληµα. Αν η βέλτιστη 

λύση x΄ του προβλήµατος χαλάρωσης δεν είναι ακέραιη επιλέγουµε µια µεταβλητή xi 

της οποίας η τιµή xi΄ δεν είναι ακέραιη και δηµιουργούµε δυο νέα υποπροβλήµατα 

προσθέτοντας έναν από τους παρακάτω περιορισµούς 

⎣ ⎦ii xx ′≤  ή ⎣ ⎦ 1+′≥ ii xx . 

Σηµειώστε ότι και οι δύο περιορισµοί παραβιάζονται από το x΄. Αν x΄ είναι η 

µοναδική βέλτιστη λύση του προβλήµατος χαλάρωσης, τότε το βέλτιστο κέρδος των 

δύο νέων υποπροβληµάτων θα είναι αυστηρά µικρότερο. Αφού ένα υποπρόβληµα 

διαφέρει από τον «γεννήτορα» του κατά έναν περιορισµό, µπορούµε να εκτιµήσουµε 

την βέλτιστη λύση της χαλάρωσης του νέου υποπροβλήµατος χρησιµοποιώντας την 

δυϊκή Simplex η οποία ξεκινάει από την x΄. Με αυτό τον τρόπο η βέλτιστη λύση της 

χαλάρωσης του νέου υποπροβλήµατος επιτυγχάνεται σε µικρό αριθµό επαναλήψεων. 

 

Παράδειγµα 6.6 

Έστω το ακόλουθο ΠΑΓΠ 

       z = min(x1 − 2x2) 

                     − 4x1 + 6x2 ≤  9 

                          x1 +   x2 ≤  4 

                          x1,      x2 ≥  0 
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                          x1,      x2 ∈ Z 

Να βρεθεί η βέλτιστη λύση του παραπάνω ΠΑΓΠ µε τη χρήση της µεθόδου 

διακλάδωσης - φράγµατος. 

Λύση 

Θέτουµε το κάτω όριο L = −∞. Μετασχηµατίζουµε το πρόβληµα σε κανονική 

µορφή 

   z = − max(− x1 + 2x2) 

         − 4x1 + 6x2 +    x3          =  9 

              x1 +   x2 +             x4 =  4 

             x1,      x2,       x3,     x4 ≥  0 
              x1,      x2,       x3,     x4 ∈ Z 

Λύνουµε την χαλάρωση του προηγούµενου προβλήµατος και η βέλτιστη λύση είναι 

(x1)T = [x1, x2] = [1.5, 2.5]. Τότε το άνω φράγµα b(F) είναι ίσο µε το βέλτιστο κέρδος 

της χαλάρωσης του αρχικού προβλήµατος, δηλαδή b(F) = − 3.5. ∆ιασπάµε το αρχικό 

πρόβληµα F σε δύο υποπροβλήµατα F1 και F2. Το F1 προκύπτει από την εισαγωγή 

στο αρχικό πρόβληµα του περιορισµού x2 ≥ 3, ενώ το F2 προκύπτει από την εισαγωγή 

του περιορισµού x2 ≤ 2. Η λίστα των ενεργών προβληµάτων είναι η {F1, F2}. Η 

χαλάρωση του υποπροβλήµατος F1 δεν έχει εφικτές λύσεις και κατά συνέπεια 

διαγράφουµε το F1 από την λίστα των ενεργών υποπροβληµάτων. Η βέλτιστη λύση 

του προβλήµατος F2 είναι (x2)T = [0.75, 2] και συνεπώς b(F2) = − 3.25. Το 

υποπρόβληµα F2 διασπάται σε δύο νέα. Το υποπρόβληµα F3 δηµιουργείται µε την 

προσθήκη στο F2 του περιορισµού x1 ≥ 1, ενώ το F4 προκύπτει από την προσθήκη του 

περιορισµού x1 ≤ 0. Η λίστα των ενεργών προβληµάτων τώρα είναι η {F3, F4}. Η 

βέλτιστη λύση της χαλάρωσης του F3 είναι η (x3)T = [1, 2] που είναι ακέραιη και 

συνεπώς το κάτω φράγµα διαµορφώνεται σε L = − 3. ∆ιαγράφουµε το F3 από την 

λίστα ενεργών προβληµάτων. Η βέλτιστη λύση της χαλάρωσης του F4 είναι 

(x4)T = [0, 0.75] µε κέρδος b(F4) = − 3. Αφού b(F4) ≤ L δεν χρειάζεται να 

διερευνήσουµε περαιτέρω το υποπρόβληµα F4 και το διαγράφουµε από την λίστα 

ενεργών προβληµάτων. Τώρα η λίστα ενεργών προβληµάτων είναι κενή οπότε ο 

αλγόριθµος τερµατίζεται. Η βέλτιστη λύση είναι η (x3)T = [1, 2]. 
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Παράδειγµα 6.7 (Το πρόβληµα του περιπλανώµενου πωλητή) 

Έχουµε ένα κατευθυνόµενο γράφηµα G = (N, A) µε n κόµβους που ανήκουν στο 

σύνολο Ν και Α είναι το σύνολο των ακµών. Το κόστος cij για την µετακίνηση από 

τον κόµβο i στον κόµβο j είναι cij. Στόχος µας είναι να βρούµε τη διαδροµή ελάχιστου 

κόστους, που επισκέπτεται όλους τους κόµβους ακριβώς µια φορά. Περιγράψτε το 

πρόβληµα ως ΠΑΓΠ και αναπτύξτε έναν αλγόριθµο αναζήτησης της βέλτιστης 

διαδροµής. 

 

Λύση 

Εισάγουµε µεταβλητές απόφασης που εκφράζουν τη συµµετοχή ενός τόξου στη 

βέλτιστη διαδροµή 

⎩
⎨
⎧

=
ορετικά.δια,0

διαδροµή,βέλτιστηστηανήκειόξο τοαν,1
ϕ
τ ij

xij  

Το ΠΑΓΠ που ακολουθεί εκφράζει ένα παρόµοιο πρόβληµα και η βέλτιστη τιµή του 

κέρδους του είναι ένα άνω φράγµα του κέρδους του αρχικού προβλήµατος 

z = − max ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑∑

= =

n

i

n

j
ijij xc

1 1

 

1
1

=∑
=

n

i
ijx , j = 1, …, n, 

1
1

=∑
=

n

j
ijx , i = 1, …, n, 

xij ∈ {0, 1}. 

Οι περιορισµοί εκφράζουν ότι κάθε κόµβος του γραφήµατος εµφανίζεται ακριβώς µια 

φορά σε κάθε διαδροµή, άρα κάθε διαδροµή πρέπει να τους ικανοποιεί. Το πρόβληµα 

είναι ότι µπορεί οι περιορισµοί να ικανοποιούνται και από λύσεις που δεν 

περιγράφουν µια διαδροµή αλλά περισσότερες από µια υποδιαδροµές όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 6.2. Γι’ αυτό τον λόγο τα κέρδη των δύο προβληµάτων δεν ταυτίζονται. 

Το παραπάνω πρόβληµα χρησιµοποιείται για την εκτίµηση του άνω φράγµατος του 

βέλτιστου κέρδους του προβλήµατος του περιπλανώµενου πωλητή. Αν η βέλτιστη 

λύση του προηγούµενου προβλήµατος αντιστοιχεί σε διαδροµή τότε αυτή είναι η 

βέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος. Αν όχι διασπάµε το πρόβληµα σε νέα 
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υποπροβλήµατα προσθέτοντας σε κάθε περίπτωση έναν περιορισµό της µορφής 

xij = 0. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να απαγορεύουµε τη διέλευση από το τόξο (ij). Το 

ερώτηµα βέβαια είναι πως επιλέγουµε τους περιορισµούς xij = 0 που θα προσθέσουµε. 

Μια φυσική επιλογή είναι να διαλέξουµε µια από τις υποδιαδροµές και σε κάθε 

υποπρόβληµα απαγορεύουµε την διέλευση από κάποιο τόξο που ανήκει σε αυτήν. Για 

παράδειγµα στο παράδειγµα του Σχήµατος 6.2 µπορούµε να προσθέσουµε έναν από 

τους περιορισµούς x12 = 0, x24 = 0, x45 = 0, x56 = 0, x61 = 0, x38 = 0, x87 = 0 και x73 = 0 

για να δηµιουργήσουµε ένα νέο υποπρόβληµα. 

 

 

 

 

 

Σχήµα 6.2. 

 

Αν το τρέχων υποπρόβληµα έχει µια µοναδική βέλτιστη λύση, αυτή γίνεται 

ανέφικτη µε την προσθήκη του νέου περιορισµού. Γι’ αυτό τον λόγο το βέλτιστο 

κέρδος στα νέα υποπροβλήµατα που προκύπτουν από την διακλάδωση είναι αυστηρά 

µικρότερο και µας δίνουν βελτιωµένα άνω φράγµατα. 

 1 3

2 4

6

5

7

8
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.1 

α) Έστω Si, i = 1, 2, …, k, κυρτά σύνολα, ακόµη έστω ότι τα x1, x2 ανήκουν στην 

τοµή των Si, i
k
i S1=∩ . Έστω λ ∈ [0, 1]. Αφού κάθε σύνολο Si, είναι κυρτό και 

περιέχει τα x1, x2 προκύπτει ότι λx1 +(1 − λ) x2 ∈ Si ∀ Si, πράγµα που αποδεικνύει 

ότι το λx1 +(1 − λ) x2 ανήκει στην τοµή των Si. Συνεπώς το σύνολο i
k
i S1=∩  είναι 

κυρτό. 

β) Έστω a διάνυσµα και b πραγµατική σταθερά. Έστω ακόµη x1, και x2 δύο 

οποιαδήποτε διανύσµατα που ικανοποιούν τις aTx1 ≥ b και aTx2 ≥ b αντίστοιχα, 

δηλαδή ανήκουν στον ίδιο ηµίχωρο. Αν λ ∈ [0, 1], ισχύει ότι 

aT [λx1 + (1 − λ)x1] ≥ λb + (1 − λ)b = b, που αποδεικνύει ότι το λx1 + (1 − λ)x1 

ανήκει στον ίδιο ηµίχωρο, συνεπώς ένας ηµίχωρος είναι κυρτό σύνολο. Αφού ένα 

πολύεδρο είναι η τοµή ενός πεπερασµένου αριθµού ηµιχώρων, από το µέρος (α) 

του Θεωρήµατος, προκύπτει ότι ένα πολύεδρο είναι κυρτό σύνολο. 

γ) Αυτό το τµήµα του θεωρήµατος θα αποδειχθεί µε τη χρήση επαγωγής. Από τον 

ορισµό της κυρτότητας έχουµε ότι ο κυρτός συνδυασµός δύο οποιονδήποτε 

στοιχείων ενός κυρτού συνόλου ανήκει σε αυτό. Ας υποθέσουµε ότι ο κυρτός 

συνδυασµός µέχρι k στοιχείων ενός κυρτού συνόλου ανήκει σε αυτό το σύνολο. 

Έστω k + 1 στοιχεία x1, x2, ..., xk+1 ενός κυρτού συνόλου S και λ1, λ2, ..., λk+1 µη 

αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί, που αθροίζουν στη µονάδα. Χωρίς βλάβη της 

γενικότητας υποθέτουµε ότι λk+1 ≠ 1. Τότε έχουµε  

 ∑ +

=

1

1

k

i ii xλ = λk+1xk+1 + (1 − λk+1) ∑=
+−

k

i i
k

i x
1

11 λ
λ  (2.1) 

 Οι συντελεστές λi /(1 − λk+1), i = 1, …, k, είναι µη αρνητικοί κι αθροίζουν στη 

µονάδα. Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι το στοιχείο ∑= +−
k

i kii x
1 1 )1( λλ  

ανήκει στο S. Από την εξίσωση (2.1) και την κυρτότητα του S συνεπάγεται ότι 

∑ +

=

1

1

k

i ii xλ ∈ S και η απόδειξη ολοκληρώνεται. 

δ) Έστω S η κυρτή θήκη των διανυσµάτων x1, x2, ..., xk κι ακόµη έστω w =∑=

k

i ii x
1
µ  

και z =∑=

k

i ii x
1
θ  δύο στοιχεία του S, όπου µi , θi ≥ 0 και ∑=

k

i i1
µ =∑=

k

i i1
θ = 1. Αν 

λ ∈ [0, 1] τότε ισχύει ότι 

 λw + (1 − λ) z = ∑=

k

i ii x
1
µλ + (1 − λ)∑=

k

i ii x
1
θ =∑=

−+
k

i iii x
1

])1([ θλλµ   
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 Παρατηρούµε ότι οι συντελεστές λ µi + (1 − λ)θi είναι µη αρνητικοί πραγµατικοί 

και αθροίζουν στη µονάδα. Από τα παραπάνω αποδεικνύεται ότι το στοιχείο 

λw + (1 − λ) z είναι κυρτός συνδυασµός των x1, x2, ..., xk και κατά συνέπεια ανήκει 

στο S. Αυτό αποδεικνύει την κυρτότητα του S. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.1 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.3 

Αν ένα σύνολο διανυσµάτων παράγει τον Rn τότε n γραµµικά ανεξάρτητα από 

αυτά αποτελούν βάση του Rn. Είναι γνωστό ότι αν n διανύσµατα αποτελούν βάση του 

Rn αυτά είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Αντίστροφα αν n διανύσµατα αi, i ∈ I, είναι 

γραµµικά ανεξάρτητα ο διανυσµατικός χώρος που παράγεται από αυτά τα 

διανύσµατα είναι διάστασης n και είναι ο Rn. Συνεπώς κάθε στοιχείο του Rn είναι 

γραµµικός συνδυασµός των αi, i ∈ I, οπότε ισχύει η ισοδυναµία των (α) και (β). 

Έστω ότι το σύστηµα των εξισώσεων αi
Τx = bi,  i ∈ I, έχει περισσότερες από µία 

λύσεις. Έστω ότι οι x1 και x2 είναι δύο από τις λύσεις του γραµµικού αυτού 

συστήµατος. Τότε θα έχουµε: 

αi
Τx1 = bi = αi

Τx2, i ∈ I, 

και συνεπώς αi
Τ(x1 − x2) = αi

Τw = 0 ∀ i ∈ I. Αυτό σηµαίνει ότι το διάνυσµα w είναι 

κάθετο στα διανύσµατα αi, i ∈ I και δεν είναι γραµµικός συνδυασµός τους, που 

συνεπάγεται ότι δεν αποτελούν βάση του Rn. Αντίστροφα έστω ότι τα διανύσµατα 

αi, i ∈ I δεν αποτελούν βάση του Rn. Επιλέγουµε ένα διάνυσµα w που είναι κάθετο 

στα διανύσµατα αi, i ∈ I άρα αi
Τw = 0, ∀ i ∈ I. Αν το x είναι λύση του συστήµατος 

αi
Τx = bi, ∀ i ∈ I, ισχύει ότι αi

Τ(x + w) = bi, ∀ i ∈ I, που σηµαίνει ότι υπάρχουν 

περισσότερες από µία λύσεις του συστήµατος. Έτσι αποδεικνύεται η ισοδυναµία των 

(β) και (γ) του θεωρήµατος. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.3 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.4 

Για λόγους απλότητας και χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε ότι το 

πολύεδρο P περιγράφεται από περιορισµούς της µορφής αi
Τx ≥ bi, και αi

Τx = bi. 

Κορυφή ⇒ Ακρότατο 

Έστω ότι το x΄ ∈ P είναι κορυφή. Τότε από τον Ορισµό 2.7 πρέπει να υπάρχει 

κάποιο c ∈ Rn τέτοιο ώστε cTx΄ < cTz, ∀ z ∈ P και z ≠ x΄. Αν z ∈ P, w ∈ P, z ≠ x΄, 

w ≠ x΄ και 0 ≤ λ ≤ 1, τότε ισχύει ότι cTx΄ < cTz και cTx΄ < cTw, που συνεπάγεται ότι 

cTx΄ < cT [λ z + (1 − λ)w] και τελικώς έχουµε ότι x΄ ≠ λ z + (1 − λ)w. Αυτό σηµαίνει ότι 

το x΄ δε µπορεί να εκφρασθεί σαν κυρτός συνδυασµός δύο διαφορετικών σηµείων του 

πολυέδρου P και κατά συνέπεια είναι ακρότατο. 

Ακρότατο ⇒ Βασική εφικτή λύση 

Υποθέτουµε ότι το x΄ ∈ P δεν είναι βασική εφικτή λύση. Θα δείξουµε ότι το x΄ 

δεν είναι ακρότατο του P. Έστω I = {i | αi
Τx΄ = bi}. Αφού x΄ δεν είναι βασική εφικτή 

λύση δεν υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα µεταξύ των αi, i ∈ I. 

Συνεπώς τα αi, i ∈ I, ανήκουν σε έναν υπόχωρο του Rn και υπάρχει κάποιο µη 

µηδενικό διάνυσµα d ∈ Rn, τέτοιο ώστε αi
Τd = 0, ∀ i ∈ I. Έστω ε ένας µικρός θετικός 

αριθµός και τα διανύσµατα z = x΄ + ε d και w = x΄ − ε d. Παρατηρούµε ότι 

αi
Τx΄ = αi

Τz = αi
Τw = bi, ∀ i ∈ I. Επιπλέον ∀ i ∉ I. ισχύει ότι αi

Τx΄ > bi και δεδοµένου 

ότι το ε είναι πολύ µικρός θετικός έχουµε επίσης ότι αi
Τz > bi, καθώς αρκεί να 

διαλέξουµε το ε έτσι ώστε ε|αi
Τd| < αi

Τx΄ − bi, ∀ i ∉ I. Συνεπώς όταν το ε είναι αρκετά 

µικρό το z ∈ P, ενώ µε όµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι και το w ∈ P. Αν προσθέσουµε 

τα z και w έχουµε ότι x΄ = (z + w)/2, κι αφού το x΄ εκφράζεται ως κυρτός συνδυασµός 

των z και w, που ανήκουν στο P, δεν είναι ακρότατο του πολυέδρου. 

Βασική εφικτή λύση ⇒ Κορυφή 

Έστω ότι το x΄ ∈ P είναι βασική εφικτή λύση κι ακόµη έστω I = {i | αi
Τx΄ = bi}. 

Αν c =∑∈Ii ia , προκύπτει ότι 

cΤx΄ = ∑∑ ∈∈
=

Ii iIi

T
i bxa '  

Ακόµη για κάθε x ∈ P και για κάθε i, έχουµε ότι αi
Τx ≥ bi και  

 cΤx = ∑∑ ∈∈
≥

Ii iIi

T
i bxa   
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Η παραπάνω σχέση µας λεει ότι το x΄ είναι βέλτιστη λύση του προβλήµατος 

ελαχιστοποίησης της cΤx στο πολύεδρο P. Η ισότητα στην παραπάνω ανισότητα 

ισχύει αν και µόνο αν αi
Τx = bi, ∀ i ∈ I. Αφού το x΄ είναι βασική εφικτή λύση, 

υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητοι περιορισµοί που είναι ενεργοί στο σηµείο x΄ και 

κατά συνέπεια το x΄ είναι η µοναδική λύση του συστήµατος εξισώσεων αi
Τx = bi, 

∀ i ∈ I. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το x΄ είναι το µοναδικό σηµείο που 

ελαχιστοποιεί την cΤx στο P και κατά συνέπεια είναι κορυφή του P. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.4 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.5 

Όπως έχουµε δει ένα πολύεδρο ορίζεται από ένα σύνολο ανισοτικών (ή/και 

ισοτικών περιορισµών), έστω m στο πλήθος πάνω στο Rn. Για κάθε βασική λύση 

υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί. Αφού οποιοιδήποτε n 

γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί ορίζουν ένα µοναδικό σηµείο, προκύπτει 

ότι διαφορετικές βασικές εφικτές λύσεις αντιστοιχούν σε διαφορετικά σύνολα n 

γραµµικά ανεξάρτητων ενεργών περιορισµών. Συνεπώς το πλήθος των βασικών 

λύσεων φράσσεται από το πλήθος των δυνατών συνδυασµών n περιορισµών από τους 

συνολικά m περιορισµούς. Η ποσότητα αυτή είναι πεπερασµένη και δίδεται από: 

)!(!
!

nmn
m

n
m

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

 

∆ύο διαφορετικές βασικές λύσεις ενός πολυέδρου στον Rn καλούνται γειτονικές ή 

διαδοχικές αν υπάρχουν n − 1 γραµµικά ανεξάρτητοι περιορισµοί ενεργοί και στις 

δύο. Αν δύο γειτονικές βασικές λύσεις είναι και εφικτές τότε το ευθύγραµµο τµήµα 

που τις ενώνει καλείται ακµή του πολυέδρου. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.5 



 132

Απόδειξη Θεωρήµατος 2.6 

Για πρακτικούς λόγους υποθέτουµε ότι i1 = 1, …, ik = k, δηλαδή οι k, πρώτες 

γραµµές του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Στην γενική περίπτωση, που αυτό δεν 

ισχύει απλά αναδιατάσσουµε τις γραµµές του πίνακα, έτσι ώστε οι k πρώτες να είναι 

οι γραµµικά ανεξάρτητες. 

Είναι προφανές ότι P ⊂ Q αφού κάθε στοιχείο του P ικανοποιεί τους 

περιορισµούς που ορίζουν το Q. Αρκεί να δείξουµε ότι Q ⊂ P. Αφού r(A) = k τα 

διανύσµατα α1
Τ, ..., αk

Τ είναι γραµµικά ανεξάρτητα και συνεπώς κάθε διάνυσµα 

γραµµή του A µπορεί να γραφεί στη µορφή αi
Τ =∑ =

k

j
T
jij a1

λ , όπου λij πραγµατικές 

σταθερές. Για οποιοδήποτε x ∈ P, παρατηρούµε ότι έχουµε 

bi = αi
Τx = ∑∑ ==

=
k

j jij
k

j
T
jij bxa

11
,λλ  i =1, …, m 

Έστω ένα οποιοδήποτε διάνυσµα z ∈ Q. Για κάθε i ισχύει  

αi
Τz = ∑∑ ==

=
k

j jij
k

j
T
jij bza

11
λλ = bi, 

που αποδεικνύει ότι z ∈ P και συνεπώς Q ⊂ P. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.6 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.7 

Έστω διάνυσµα x ∈ Rn και έστω m στήλες AB(1), …, AB(m) του A, που ικανοποιούν 

την (α) συνθήκη του θεωρήµατος. Υποθέτουµε ακόµη ότι οι µεταβλητές που 

αντιστοιχούν σε στήλες διαφορετικές από τις παραπάνω είναι µηδενικές, δηλαδή 

xi = 0, αν i ≠ B(1), …, B(m). Για να ικανοποιούνται οι περιορισµοί Ax = b πρέπει να 

έχουµε 

∑∑
==

===
n

i
ii

m

i
iBiB bxAxAxA

11
)()(  

Επειδή οι στήλες AB(1), …, AB(m) είναι γραµµικά ανεξάρτητες οι τιµές των µεταβλητών 

xB(1), …, xB(m) που ικανοποιούν του περιορισµούς είναι µοναδικές. Από το Θεώρηµα 

2.2 έχουµε ότι υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί και συνεπώς 

το x είναι βασική λύση.  

Για το αντίστροφο υποθέτουµε ότι το διάνυσµα x είναι βασική λύση και θα 

δείξουµε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες (α) και (β) του θεωρήµατος. Έστω 

xB(1), …, xB(k) οι µεταβλητές του x που είναι µη µηδενικές. Αφού το x είναι βασική 

λύση, το σύστηµα των εξισώσεων bxAn

i ii =∑ =1
 και xi = 0, i ≠ B(1), …, B(k) έχει µια 

µοναδική λύση (βλ. Θεώρηµα 2.2), ή ισοδύναµα το σύστηµα εξισώσεων 

bxAk

i iBiB =∑ =1 )()(  έχει µοναδική λύση. Προκύπτει ότι οι στήλες AB(1), …, AB(k) είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες. Εάν δεν ήταν, θα υπήρχαν πραγµατικοί λ1, …,  λk, όχι όλοι 

ίσοι µε το µηδέν, τέτοιοι ώστε 0
1 )( =∑ =

k

i iiBA λ . Σε αυτή την περίπτωση θα είχαµε 

bxAk

i iiBiB =+∑ =1 )()( )( λ , που σηµαίνει ότι η λύση του συστήµατος δεν είναι µοναδική 

και µας οδηγεί σε άτοπο. Αφού οι στήλες AB(1), …, AB(k) είναι γραµµικά ανεξάρτητες, 

συνεπάγεται από την υπόθεση πλήρους βαθµού του A, ότι k ≤ m. Το γεγονός ότι 

r(A) = m σηµαίνει πως ο πίνακας A έχει m γραµµικά ανεξάρτητες στήλες. Προφανώς 

µπορούµε να βρούµε m − k πρόσθετες στήλες AB(k+1), …, AB(m) έτσι ώστε οι στήλες 

AB(i), i = 1, …, m, να είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Επιπρόσθετα xi = 0 για 

i ≠ B(1), …, B(m), αφού k ≤ m και xi = 0 για i ≠ B(1), …, B(k). Βλέπουµε ότι και οι 

δύο συνθήκες του θεωρήµατος ικανοποιούνται και συνεπώς η απόδειξη του 

ολοκληρώνεται. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.7 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.8 

(β) ⇒ (α) 

Θα δείξουµε πρώτα ότι αν το P δεν περιέχει ευθείες γραµµές τότε έχε τουλάχιστον 

µια βασική εφικτή λύση, δηλαδή έχει τουλάχιστον ένα ακρότατο. 

Έστω x ∈ P και I = {i | ai
Tx = bi}. Αν n από τα διανύσµατα ai, i ∈ I, που 

αντιστοιχούν στους ενεργούς περιορισµούς είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε το x 

είναι εξ’ ορισµού βασική εφικτή λύση. Αν δεν υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητα 

διανύσµατα µεταξύ των ai, i ∈ I, τότε αυτά ανήκουν σε έναν υπόχωρο του Rn και 

συνεπώς υπάρχει διάνυσµα d ∈ Rn τέτοιο ώστε ai
Td = 0, ∀ i ∈ I. εξετάζουµε την 

ευθεία γραµµή, που αποτελείται από τα σηµεία, που ορίζονται από την εξίσωση 

z = x + λd, όπου λ ∈ R. Για όλα τα i ∈ I, έχουµε ai
Tz = ai

Tx + λai
Td = ai

Tx = bi. 

Συνεπώς οι περιορισµοί που είναι ενεργοί στο x παραµένουν ενεργοί για όλα τα 

σηµεία της ευθείας γραµµής που εξετάζουµε. Αφού έχουµε υποθέσει ότι το πολύεδρο 

P δεν περιέχει καµία ευθεία γραµµή, έπεται ότι καθώς µεταβάλλεται το λ κάποιος 

περιορισµός θα πρέπει να παραβιασθεί. Προφανώς πριν παραβιασθεί αυτός ο 

περιορισµός θα γίνεται ενεργός άρα υπάρχει κάποιο λ΄ και κάποιο j ∉ I τέτοια ώστε 

aj
T(x + λ΄d) = bj. Το διάνυσµα aj δεν προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός των ai, 

i ∈ I. Επειδή j ∉ I ισχύει ότι aj
Tx ≠ bj, ενώ aj

T(x + λ΄d) = bj άρα aj
Td ≠ 0. Όµως 

γνωρίζουµε ότι ai
Td = 0, ∀ i ∈ I. Αφού το d δεν είναι κάθετο στο aj, συµπεραίνουµε 

ότι αυτό δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των ai, i ∈ I. Με αυτό τον τρόπο 

µετακινούµενοι από το x στο x + λ΄d αυξήθηκε κατά ένα το πλήθος των ενεργών 

περιορισµών. Επαναλαµβάνοντας την διαδικασία αυτή, όσες φορές χρειαστεί, 

καταλήγουµε σε ένα σηµείο όπου έχουµε n γραµµικά ανεξάρτητους ενεργούς 

περιορισµούς. Αυτό το σηµείο είναι εξ’ ορισµού βασική λύση του P. Είναι επίσης 

εφικτή αφού κατά τη διάρκεια αυτής της διαδικασίας δεν βγήκαµε εκτός ορίων του P. 

(α) ⇒ (γ) 

Αν το P έχει τουλάχιστον ένα ακρότατο, δηλαδή τουλάχιστον µία βασική εφικτή 

λύση, τότε εξ’ ορισµού υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί στο 

σηµείο αυτό και συνεπώς τα αντίστοιχα διανύσµατα ai είναι γραµµικά ανεξάρτητα.  

(γ) ⇒ (β) 

Υποθέτουµε ότι n από τα διανύσµατα ai είναι γραµµικά ανεξάρτητα και µάλιστα 

χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουµε, ότι είναι τα πρώτα, δηλαδή τα a1, …, an. 

Έστω ότι το P περιέχει µια ευθεία γραµµή x + λd, όπου d ένα µη µηδενικό διάνυσµα 
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του Rn. Ισχύει τότε ότι ai
T(x + λd) ≥ bi, ∀ i και ∀ λ. Έχουµε όµως ότι ai

Td = 0, ∀ i, 

διότι αν ai
Td < 0 µπορούµε να επιλέξουµε µια τιµή για το λ αρκετά µεγάλη ώστε να 

παραβιάζεται ο περιορισµός, µε όµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι δεν µπορεί να είναι 

ai
Td > 0. Αφού τα διανύσµατα ai, i = 1, …, n είναι γραµµικά ανεξάρτητα θα πρέπει 

d = 0 πράγµα που είναι άτοπο. Έτσι αποδεικνύεται ότι το P δεν περιέχει ευθεία 

γραµµή. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.8 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 2.9 

Έστω Q το σύνολο όλων των βέλτιστων λύσεων, το οποίο υποθέσαµε ότι δεν 

ταυτίζεται µε το κενό σύνολο. Έστω ακόµη ότι το P είναι της µορφής 

P = {x ∈ Rn | Αx ≥ b} και υ είναι η µέγιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης cTx. 

Τότε το σύνολο των βέλτιστων λύσεων είναι της µορφής 

Q = {x ∈ Rn | Αx ≥ b, cTx = υ} δηλαδή είναι κι αυτό πολύεδρο. Αφού Q ⊂ P και το P 

δεν περιέχει καµία ευθεία γραµµή (βλ. Θεώρηµα 2.7), το υποσύνολο του Q δεν 

περιέχει επίσης ευθεία γραµµή κι άρα έχει τουλάχιστον ένα ακρότατο. Έστω x΄ ένα 

ακρότατο του Q, θα δείξουµε ότι είναι επίσης ακρότατο του P. Υποθέτουµε ότι το x΄ 

δεν είναι ακρότατο του P. Τότε υπάρχουν z, w, ∈ P, z ≠ w ≠ x΄ και λ ∈ [0, 1] τέτοια 

ώστε x΄ = λ z + (1 − λ)w. Προφανώς έχουµε ότι υ = cTx΄ = λcT z + (1 − λ)cTw. Επιπλέον 

αφού υ είναι η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης πρέπει να είναι cT z ≤ υ 

και cT w ≤ υ. Από τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι cT z = cT w = υ που 

σηµαίνει ότι z, w, ∈ Q. Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το x΄είναι ακρότατο του Q. Έτσι 

αποδεικνύεται ότι το x΄ είναι ακρότατο του P και βέλτιστη λύση. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.9 



 137

Απόδειξη Θεωρήµατος 2.10 

Το πολύεδρο της περιοχής εφικτών λύσεων είναι της µορφής 

P = {x ∈ Rn | Αx ≥ b}. Θεωρούµε ένα σηµείο x ∈ P στο οποίο υπάρχουν k το πολύ 

γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί, όπου k < n. Θα λέµε ότι ένα σηµείο έχει 

τάξη k όταν υπάρχουν το πολύ k γραµµικά ανεξάρτητοι ενεργοί περιορισµοί σε αυτό. 

Θα δείξουµε ότι υπάρχει w ∈ P µεγαλύτερης τάξης, το οποίο ικανοποιεί τη σχέση 

cTx ≤ cTz. Έστω I = {i | ai
Tx = bi}, όπου ai είναι η i-οστή γραµµή του πίνακα A. Αφού 

k < n τα διανύσµατα ai, i ∈ I, ανήκουν σε έναν υπόχωρο του Rn και µπορούµε να 

βρούµε µη µηδενικό διάνυσµα d του Rn τέτοιο ώστε aid = 0, ∀ i ∈ I. Υποθέτουµε ότι 

το βέλτιστο κέρδος είναι φραγµένο. Ακόµη µπορούµε να υποθέσουµε ότι cTd ≥ 0 

(στην ανάγκη αλλάζουµε το πρόσηµο του d). 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:  

Στην πρώτη περίπτωση υποθέτουµε ότι cTd > 0. Παίρνουµε την ηµιευθεία που 

ορίζεται από την εξίσωση z = x + λd, όπου λ ∈ R+. Για όλα τα i ∈ I, έχουµε 

ai
Tz = ai

Tx + λai
Td = ai

Tx = bi. Συνεπώς οι περιορισµοί που είναι ενεργοί στο x 

παραµένουν ενεργοί για όλα τα σηµεία της ηµιευθείας που εξετάζουµε. Αν ολόκληρη 

η ηµιευθεία περιέχεται στο P, τότε η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 

θα πρέπει να είναι + ∞, αφού cTz = cT(x + λd) = cTx + λcTd. Μιας κι έχουµε υποθέσει 

ότι η αντικειµενική συνάρτηση είναι φραγµένη θα πρέπει η ηµιευθεία να µην 

περιέχεται εξολοκλήρου στο P. Στο σηµείο, που η ηµιευθεία τέµνει κάποιον από τους 

µη ήδη ενεργούς περιορισµούς, αυτός γίνεται ενεργός. Έστω j, µε j ∉ I ο δείκτης του 

περιορισµού αυτού και λ΄ η τιµή του λ για την οποία συµβαίνει αυτό. Σε αυτή την 

περίπτωση θα έχουµε aj
T(x + λ΄d) = bj. Ονοµάζουµε το σηµείο τοµής της ηµιευθείας 

µε τον περιορισµό αυτό w, για το οποίο ισχύει ότι w = x + λ΄d. Σηµειώστε ότι 

cTw > cTx. Το διάνυσµα aj δεν προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός των ai, i ∈ I, 

επειδή ισχύει ότι aj
Tx ≠ bj, αφού j ∉ I ενώ aj

T(x + λ΄d) = bj άρα aj
Td ≠ 0. Όµως 

γνωρίζουµε ότι ai
Td = 0, ∀ i ∈ I. Αφού το d δεν είναι κάθετο στο aj, συµπεραίνουµε 

ότι αυτό δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των ai, i ∈ I, και άρα είναι γραµµικά 

ανεξάρτητο των ai, i ∈ I. Αυτό σηµαίνει ότι ο βαθµός w του είναι τουλάχιστον ίσος 

µε k + 1. 

Στη δεύτερη περίπτωση έχουµε ότι cTd = 0. Θεωρούµε την ευθεία γραµµή 

z = x + λd, όπου λ ∈ R. Αφού το P δεν περιέχει καµία ευθεία γραµµή, αυτή σε κάποιο 

σηµείο θα πρέπει να τέµνει το υπερεπίπεδο aj
Tx = bj κάποιου περιορισµού όπου j ∉ I. 
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Στο σηµείο τοµής w ενεργοποιείται κι ο περιορισµός µε δείκτη j. Επιπλέον αφού 

cTd = 0 ισχύει ότι cTw = cTx.  

Σε κάθε περίπτωση έχουµε ανακαλύψει ένα νέο σηµείο w για το οποίο ισχύει ότι 

cTw ≥ cTx και του οποίου η τάξη είναι µεγαλύτερη από αυτήν του αρχικού σηµείου x. 

Επαναλαµβάνοντας αυτή την διαδικασία για όσες φορές χρειαστεί καταλήγουµε σε 

ένα διάνυσµα v τάξης n, άρα είναι βασική εφικτή λύση, τέτοιο ώστε cTv ≥ cTx. 

Έστω v1, …, vr οι βασικές εφικτές λύσεις του P και v΄ µια από αυτές τέτοια ώστε 

cTv΄ ≥ cTvi για κάθε i, i = 1, ..., r. Έχουµε ήδη δείξει ότι για κάθε x ∈ P υπάρχει 

κάποια βασική εφικτή λύση vi για την οποία ισχύει ότι cTvi ≥ cTx. Συνεπώς έχουµε ότι 

cTv΄ ≥ cTx για κάθε x ∈ P που σηµαίνει πως η βασική εφικτή λύση v΄ είναι και 

βέλτιστη. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 2.10 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 3.1 

α) Υποθέτουµε ότι c– ≤ 0. Έστω z µια τυχαία εφικτή λύση και d το διάνυσµα που 

ορίζεται από d = z − x. Αφού τα διανύσµατα z και x είναι εφικτές λύσεις τότε θα 

πρέπει να ικανοποιούνται οι ισοτικοί περιορισµοί, δηλαδή Ax = Az = b και 

συνεπώς ισχύει ότι Ad = 0. Η τελευταία ισότητα µπορεί να εκφρασθεί και στη 

µορφή 

BdB + 0=∑
∈Ni

ii dA  

όπου N είναι το σύνολο των δεικτών των µη βασικών µεταβλητών στη 

συγκεκριµένη βασική εφικτή λύση x. Αφού ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος 

έχουµε  

dB = − 01 =∑
∈

−

Ni
ii dAB  

και 

cTd = cB
TdB + ∑∑∑

∈∈

−

∈

=−=
Ni

ii
Ni

ii
T
Bi

Ni
ii dcdABccdc )( 1  

Για κάθε µη βασική µεταβλητή xi, i ∈ N, έχουµε xi = 0 και αφού η z είναι εφικτή 

λύση θα πρέπει zi ≥ 0. Αυτό συνεπάγεται ότι di ≥ 0 και c–idi ≤ 0 ∀ i ∈ N. Από αυτά 

συµπεραίνουµε ότι cT(z − x) = cTd ≤ 0 και αφού z είναι µια τυχαία εφικτή λύση, το 

x είναι βέλτιστη λύση. 

β) Υποθέτουµε ότι x είναι µια µη εκφυλισµένη βασική εφικτή λύση κι ότι c–j > 0 για 

κάποια µη βασική µεταβλητή xj. Αφού το x είναι µη εκφυλισµένη βασική εφικτή 

λύση η j-στη κατεύθυνση είναι µια εφικτή κατεύθυνση όπου το κέρδος αυξάνεται. 

Μετακινούµενοι σε αυτή την κατεύθυνση, οδηγούµαστε σε εφικτές λύσεις µε 

υψηλότερο κέρδος από την x άρα η x δεν είναι βέλτιστη. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 3.1 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 3.2 

α) Υποθέτουµε ότι τα διανύσµατα AB(i), i ≠ l και Αj, είναι γραµµικά εξαρτηµένα και 

συνεπώς υπάρχουν συντελεστές λj και λB(i), i ≠ l όχι όλοι µηδενικοί, τέτοιοι ώστε  

=+∑
≠=

jj

m

lii
iBiB AA λλ

 ,1
)()( 0 

που συνεπάγεται ότι  

=+ −

≠=

−∑ jj

m

lii
iBiB ABAB 1

 ,1
)(

1
)( λλ 0 

δηλαδή και τα διανύσµατα B−1Aj, B−1AB(i), i ≠ l είναι επίσης γραµµικά εξαρτηµένα. 

Προφανώς ισχύει ότι B−1B = Ι. Αφού AB(i), είναι η i-οστή στήλη του πίνακα B 

έπεται ότι τα διανύσµατα B−1AB(i), i ≠ l είναι οι στήλες του µοναδιαίου πίνακα, 

δηλαδή είναι τα µοναδιαία διανύσµατα εκτός του l-οστού. Αυτό σηµαίνει ότι είναι 

γραµµικά ανεξάρτητα και σε όλα οι l-οστές µεταβλητές τους είναι µηδέν. Όµως 

γνωρίζουµε ότι B−1Aj = − dB. Η l-οστή µεταβλητή είναι − dB(l) και είναι εξ’ ορισµού 

διαφορετική του µηδενός. Άρα το διάνυσµα B−1Aj είναι γραµµικά ανεξάρτητο από 

τα µοναδιαία διανύσµατα B−1AB(i), i ≠ l. Αυτό όµως είναι άτοπο και συνεπώς τα 

διανύσµατα AB(i), i ≠ l και Αj, είναι γραµµικά ανεξάρτητα. 

β) Έχουµε ότι z ≥ 0, Az = b και zk = 0 για k ≠ j και k ≠ B(i), i ≠ l. Επιπλέον µόλις 

αποδείξαµε ότι οι στήλες AB(i), i ≠ l και Αj, είναι γραµµικά ανεξάρτητες. 

Συνεπάγεται ότι το z είναι βασική εφικτή λύση και ο πίνακας B΄ ο αντίστοιχος 

βασικός πίνακας.  

Επιστροφή στο Θεώρηµα 3.2 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 3.3 

Αν ο αλγόριθµος τερµατίσει λόγω του κριτηρίου τερµατισµού του βήµατος 2, τότε 

ικανοποιείται το κριτήριο βελτιστότητας του Θεωρήµατος 3.1 και η αντίστοιχη 

βασική εφικτή λύση είναι βέλτιστη. Αν ο αλγόριθµος τερµατίσει λόγω του κριτηρίου 

του βήµατος 3, τότε βρισκόµαστε σε µια βασική εφικτή λύση x κι έχουµε µια µη 

βασική µεταβλητή xj τέτοια ώστε c–j > 0 και το αντίστοιχο διάνυσµα κατεύθυνσης d 

ικανοποιεί τις Ad = 0 και d ≥ 0. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε διάνυσµα z που ανήκει στην 

ηµιευθεία z = x + θd, θ > 0 ανήκει στον χώρο εφικτών λύσεων. Αφού cTd =c–j >0, όσο 

µεγαλύτερο είναι το θ τόσο µεγαλύτερη είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης 

και συνεπώς το βέλτιστο κέρδος απειρίζεται. 

Σε κάθε επανάληψη της µεθόδου µετακινούµαστε από µια βασική εφικτή λύση σε µία 

άλλη έτσι ώστε η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης να είναι αυστηρά µεγαλύτερη. 

Με αυτό τον τρόπο δεν είναι εφικτή η επιστροφή στην ίδια βασική εφικτή λύση. 

Αφού το πλήθος των βασικών εφικτών λύσεων είναι πεπερασµένο, το πλήθος των 

επαναλήψεων της µεθόδου Simplex είναι κι αυτό πεπερασµένο. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 3.3 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 3.4 

α) Υποθέτουµε ότι όλες οι γραµµές του tableau εκτός της µηδενικής είναι 

λεξικογραφικά θετικές στην αρχή µιας επανάληψης του αλγορίθµου της Simplex. 

Υποθέτουµε ακόµη ότι η µεταβλητή xj, γίνεται βασική κι ότι η γραµµή του 

πιλότου είναι η l-οστή. Σύµφωνα µε τον λεξικογραφικό κανόνα οδήγησης, έχουµε 

ότι ul > 0 και ότι 

 
i

L

l u
ήi

u
ήl ) -() -( γραµµστηγραµµστη
< , αν i ≠ l και ui > 0 (3.4) 

Για να πάρουµε το νέο tableau η l-οστη γραµµή διαιρείται µε το στοιχείο ul µε 

αποτέλεσµα να παραµένει λεξικογραφικά θετική. Θεωρούµε την i-οστη γραµµή κι 

έστω ότι ui < 0. Για να µηδενίσουµε το στοιχείο ui της γραµµής του πιλότου πρέπει 

να προσθέσουµε ένα θετικό πολλαπλάσιο της γραµµής του πιλότου στην i-οστη 

γραµµή. Επειδή και οι δύο γραµµές είναι λεξικογραφικά θετικές η i-οστη γραµµή 

θα παραµείνει λεξικογραφικά θετική µετά από αυτή την πρόσθεση. Τέλος στην 

περίπτωση που το ui > 0 και i ≠ l έχουµε ότι     

 (νέα i-οστη γραµµή) = (παλαιά i-οστη γραµµή) − 
l

i

u
u (παλαιά l -οστη γραµµή). 

Λόγω της λεξικογραφικής ανισότητας (3.4), η οποία ικανοποιείται από τις παλαιές 

γραµµές (τις γραµµές του αρχικού tableau), η νέα i-οστη γραµµή είναι επίσης 

λεξικογραφικά θετική.   

β) Στην αρχή µιας επανάληψης του αλγορίθµου το c-j > 0. Στο επόµενο Tableau θα 

πρέπει να είναι µηδέν και για να γίνει αυτό θα πρέπει να αφαιρεθεί ένα 

πολλαπλάσιο της γραµµής του πιλότου. Αφού η γραµµή του πιλότου είναι 

λεξικογραφικά θετική, η µηδενική γραµµή µειώνεται λεξικογραφικά. 

γ) Αφού η µηδενική γραµµή µειώνεται λεξικογραφικά σε κάθε επανάληψη της 

Simplex δεν επιστρέφει ποτέ σε προηγούµενες τιµές. Αφού η µηδενική γραµµή 

καθορίζεται αποκλειστικά από την τρέχουσα βάση, καµία βάση δε µπορεί να 

επαναληφθεί και η Simplex πρέπει να τερµατίζει µετά από πεπερασµένο πλήθος 

επαναλήψεων. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 3.4 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 4.1 

Έστω το ακόλουθο πρωτέυων ΠΓΠ: 

z = max(cTx) 

Ax ≤ b 

x ≥ 0 

Μπορούµε να φέρουµε όλα τα ΠΓΠ σε αυτή τη µορφή. Αν για παράδειγµα έχουµε 

περιορισµό της µορφής ai
Tx ≥ bi τον πολλαπλασιάζουµε µε − 1 για να αλλάξει φορά. 

Αν έχουµε τον ισοτικό περιορισµό ai
Tx = bi τον αντικαθιστούµε µε τους δυο 

περιορισµούς ai
Tx ≥ bi και ai

Tx ≤ bi , οπότε πολλάπλασιάζοντας τον πρώτο µε − 1 

έχουµε − ai
Tx ≤ − bi και ai

Tx ≤ bi. Όπως έχουµε δει το δυϊκό αυτού του προβλήµατος 

είναι 

min(υTb) 

υΤA ≥ cT 

υΤ ≥ 0Τ 

ή ισοδύναµα

− max(− bTυ) 

− ATυ ≤ − c 

υ ≥ 0 

Το δυϊκό του τελευταίου είναι 

− min(− xTc) 

− xΤAT ≥ − bT 

xΤ ≥ 0Τ 

ή ισοδύναµα

max(cTx) 

Ax ≤ b 

x ≥ 0 

που βλέπουµε ότι είναι το πρωτεύων. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 4.1 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 4.2 

Για οποιαδήποτε διανύσµατα x και υ ορίζουµε 

ui = υi(bi − ai
Txi), 

vi = (υTAj − cj)xj. 

Υποθέτουµε ότι τα x και υ είναι εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού 

αντίστοιχα. Από τον ορισµό του δυϊκού προβλήµατος απαιτείται το πρόσηµο της 

δυϊκής µεταβλητής να είναι ίδιο µε το πρόσηµο του περιορισµού bi − ai
Tx και το 

πρόσηµο του δυϊκού περιορισµού υTAj − cj να είναι ίδιο µε το πρόσηµο της 

µεταβλητής xj. Συνεπώς θα έχουµε ui ≥ 0, ∀ i, και vj ≥ 0, ∀ j. Σηµειώστε ότι 

xAbu TT

i
i υυ −=∑ , και xcxAv TT

i
i −=∑ υ  

Προσθέτουµε τις δύο παραπάνω ισότητες και χρησιµοποιώντας τη µη αρνητικότητα 

των ui και vj έχουµε 

xcbvu TT

j
j

i
i −=+≤ ∑∑ υ0  

Που αποδεικνύει το θεώρηµα 4.2. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 4.2 
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Απόδειξη Πορίσµατος 4.1 

Υποθέτουµε ότι η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος 

είναι + ∞ και ότι το δυϊκό έχει τουλάχιστον µια εφικτή λύση υ. Από το θεώρηµα 4.2 

έχουµε ότι υΤb ≥ cTx για κάθε εφικτή λύση x του πρωτεύοντος. ∆ηλαδή θα πρέπει να 

έχουµε υΤb ≥ max(cTx) = + ∞. Αυτό είναι άτοπο κι έτσι αποδεικνύουµε το (α) µέρος 

του θεωρήµατος. Με όµοιο τρόπο αποδεικνύεται και το (β). 

Επιστροφή στο Πόρισµα 4.1 
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Απόδειξη Πορίσµατος 4.2 

Έστω x και υ εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα, για τις 

οποίες ισχύει ότι υΤb = cTx. Από το Θεώρηµα 4.2 έχουµε ότι για κάθε εφικτή λύση 

του πρωτεύοντος z ισχύει η σχέση cTx = υΤb ≥ cTz, που αποδεικνύει ότι η x είναι 

βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος. Όµοια αποδεικνύεται ότι η υ είναι βέλτιστη λύση  

του δυϊκού. 

Επιστροφή στο Πόρισµα 4.2 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 4.3 

Θεωρούµε το ένα ΠΓΠ σε κανονική µορφή 

z = max(cTx) 

Ax = b 

x ≥ 0. 

Υποθέτουµε ότι ο πίνακας A είναι πλήρους βαθµού δηλαδή οι γραµµές του είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες κι ότι το πρόβληµα έχει βέλτιστη λύση. Εφαρµόζουµε τη 

µέθοδο Simplex στο παραπάνω πρόβληµα κι έστω ότι η βέλτιστη λύση που 

καταλήγουµε είναι η x και ο αντίστοιχος βασικός πίνακας ο B. Τότε το διάνυσµα 

τιµών των βασικών µεταβλητών είναι xB = B-1b. Στο τελικό tableau της Simplex οι 

µοναδιαίες αυξήσεις κέρδους είναι µη θετικές και συνεπώς έχουµε cT − cB
TB−1A ≤ 0T, 

όπου cB είναι το διάνυσµα συντελεστών της αντικειµενικής συνάρτησης των βασικών 

µεταβλητών. Ορίζουµε το διάνυσµα υ ως εξής υΤ = cB
TB−1. Τότε έχουµε ότι υΤA ≥ cT, 

που σηµαίνει ότι το υ είναι εφικτή λύση του δυϊκού προβλήµατος 

z = min(υTb) 

υTA ≥ c. 

Ακόµη από τον ορισµό των υ και xB έχουµε ότι υTb = cB
TB−1b = cB

TxB = cTx. Από το 

Πόρισµα 4.2 προκύπτει ότι το υ είναι βέλτιστη λύση του δυϊκού κι ακόµη βλέπουµε 

ότι το βέλτιστο κέρδος του δυϊκού είναι ίσο µε το βέλτιστο κέρδος του πρωτεύοντος. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 4.3 
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Απόδειξη Θεωρήµατος 4.4 

Στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.2 ορίσαµε τις ποσότητες ui = υi(bi − ai
Tx) και 

vi = (υTAj − cj)xj. Ακόµη δείξαµε ότι για κάθε x και υ, που είναι εφικτές λύσεις του 

πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα ισχύει ότι ui ≥ 0, ∀ i, και vj ≥ 0, ∀ j. Επιπλέον 

προέκυψε ότι 

0≥+=− ∑∑
j

j
i

i
TT vuxcbυ  

Από το Θεώρηµα 4.3 γνωρίζουµε ότι αν x και υ είναι βέλτιστες λύσεις του 

πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα, τότε cTx = υTb, που σηµαίνει ότι ui = vj = 0, 

∀ i, j. Αντίστροφα αν ui = vj = 0, ∀ i, j, έχουµε ότι cTx = υTb, κι από το Πόρισµα 4.2 

συνεπάγεται ότι τα x και υ είναι βέλτιστες λύσεις. 

Επιστροφή στο Θεώρηµα 4.4 

 




