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Κεφάλαιο 1

Υπολογισµοί και Σφάλµατα

1.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 1.1.1 Κάθε πραγµατικός αριθµός x µπορεί να παρασταθεί µονοσήµαντα σε ένα
σύστηµα αριθµών µε ϐάση b ≥ 2 στη µορφή

x = ±

−∞∑
i=n

dib
i ,

όπου οι συντελεστές di της σειράς αυτής είναι τα στοιχεία από το σύνολο των ψηφίων
D = {0,1,2, . . . , b − 1}, και ονοµάζονται ψηφία του αριθµού x. Ο αριθµός x γράφεται ως
εξής

x =

{
dndn−1 . . . d0.d−1d−2 . . . , n ≥ 0, dn , 0,
.000 . . .0dndn−1dn−1dn−2... n < 0.

Το σύµβολο ῾῾.᾿᾿ ονοµάζεται υποδιαστολή.
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Παρατήρηση. Ανάλογα µε τη τιµή του b έχουµε αντίστοιχα τη ονοµασία του συστή-
µατος. Για b = 2 το σύστηµα ονοµάζεται δυαδικό, για b = 8 το σύστηµα ονοµάζεται
οκταδικό κτλ. ενώ για b = 10 το σύστηµα ονοµάζεται δεκαδικό.

Ορισµός 1.1.2 Κάθε αριθµός λέµε ότι έχει πεπερασµένη παράσταση σε ένα σύστηµα α-
ϱιθµών αν υπάρχει ακέραιος k µε k ≤ n τέτοιος ώστε di = 0 για i ≤ k.

Ορισµός 1.1.3 Σηµαντικά ψηφία ενός πραγµατικού αριθµού x ονοµάζονται όλα τα ψηφία
ενός αριθµού εκτός των µηδενικών ψηφίων που ϐρίσκονται στην αρχή του αριθµού. Το
πρώτο ψηφίο διαφορετικό του µηδενός ονοµάζεται πρώτο σηµαντικό ψηφίο.

Παρατήρηση. Για να παραστήσουµε το ακέραιο µέρος ενός αριθµού που ανήκει στο
δεκαδικό σύστηµα σε ένα άλλο σύστηµα αριθµών µε ϐάση b χρησιµοποιούµε τα ακέραια
υπόλοιπα των διαδοχικών διαιρέσεων του x µε τη ϐάση, δηλαδή d0 = x mod b, d1 = y0
mod b, y0 =

x−d0
b , κτλ. µέχρι yn−1 < b για κάποιο n οπότε dn = yn−1.

Παρατήρηση. Για να παραστήσουµε το δεκαδικό µέρος x ενός αριθµού που ανήκει στο
δεκαδικό σύστηµα σε ένα άλλο σύστηµα αριθµών µε ϐάση b χρησιµοποιούµε το ακέραιο
µέρος των διαδοχικών πολλαπλασιασµών του x µε τη ϐάση b. Συγκεκριµένα
d−i−1 = [y−i × b] για i = 0,1,2, . . . , k µε y−2 = (y−1 × b) − d−2, όπου

y−i =

{
x, i = 0,

(y−i+1 × b) − d−i i = 1,2, . . . k.

Ορισµός 1.1.4 ΄Ενας αριθµός x σε ένα σύστηµα αριθµών µε ϐάση b µπορεί να γραφεί
στη µορφή x = ±r × b±E όπου E είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος και r ένας αριθµός
στο σύστηµα αριθµών µε ϐάση b. Μια τέτοια παράσταση ονοµάζεται παράσταση κινητής
υποδιαστολής για τον αριθµό x σε ένα σύστηµα αριθµών µε ϐάση b, µε εκθέτη E και ουρά
η κλάσµα r.
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Ορισµός 1.1.5 Η κανονικοποιηµένη παράσταση κινητής υποδιαστολής είναι η παράσταση
εκείνη σύµφωνα µε την οποία ένας αριθµός x σε ένα σύστηµα αριθµών µε ϐάση b γράφεται
ως εξής :

x = ±r × b±E , µε
1
b
≤ r < 1.

1.1.1. Απόλυτο και σχετικό σφάλµα

Ορισµός 1.1.6 Εάν x είναι η ακριβής τιµή ενός µεγέθους ή µιας ποσότητας και x∗ µια
προσεγγιστική τιµή του x τότε η διαφορά e = x − x∗ ονοµάζεται σφάλµα.

Ορισµός 1.1.7 Η απόλυτη τιµή του σφάλµατος |e| = |x − x∗| ονοµάζεται απόλυτο σφάλµα.

Ορισµός 1.1.8 Ο λόγος του σφάλµατος e προς την ακριβή τιµή x, όπου x , 0,

er =
e

x
=
x∗ − x

x

ονοµάζεται σχετικό σφάλµα.
Η ποσότητα |er | ονοµάζεται απόλυτο σχετικό σφάλµα.

Παρατήρηση. Πολλές ϕορές για τον υπολογισµό του σχετικού σφάλµατος χρησιµο-
ποιούµε την προσέγγιση

er '
e

x∗
=
x∗ − x

x∗
.

Ορισµός 1.1.9 Το σφάλµα που δηµιουργείται από το χρησιµοποιούµενο αλγόριθµο και
προσέγγιση µε την υπόθεση ότι οι όλες οι αριθµητικές πράξεις είναι ακριβείς ονοµάζεται
σφάλµα αποκοπής. ∆ηλαδή το σφάλµα αποκοπής είναι το σφάλµα που δηµιουργείται αν
αντικαταστήσουµε µια ακριβή διαδικασία αποκοπής µε µια προσεγγιστική.

http://www.math.aegean.gr
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Ορισµός 1.1.10 Το σφάλµα που προκύπτει από την ανάγκη παράστασης ενός αριθµού µε
πεπερασµένο πλήθος ψηφίων ονοµάζεται σφάλµα στρογγυλοποίησης.

Παρατήρηση. Για παράδειγµα για τον αριθµό x = 4
3 = 1.3333333 . . . ένα µέσο επε-

ξεργασίας αριθµών µπορεί να αποθηκεύσει µόνο ένα πεπερασµένο πλήθος ψηφίων του
πχ. x∗ = 1.333333 και το σφάλµα στρογγυλοποίησης είναι x − x∗.
Συγκεκριµένα η διαδικασία στρογγυλοποίησης σε k δεκαδικά ψηφία γίνεται παραλείπον-
τας αρχικά όλα τα ψηφία µετά την k ϑέση. Το τελευταίο ψηφίο που παραµένει µεγαλώνει
κατά µια µονάδα αν το πρώτο ψηφίο που αποκόβεται είναι µεγαλύτερο του 5 η παραµένει
το ίδιο αν το πρώτο ψηφίο που αποκόβεται είναι µικρότερο του 5. Αν το τελευταίο ψηφίο
που αποκόβεται είναι 5 το τελευταίο ψηφείο που κρατάµε παραµένει το ίδιο αν αυτό είναι
άρτιο ενώ αυξάνεται κατά µία µονάδα αν αυτό είναι περιττό.

Ορισµός 1.1.11 ΄Ενα σηµαντικό ψηφίο ενός προσεγγιστικού αριθµού x∗ λέγεται ακριβές
εάν το απόλυτο σφάλµα δεν υπερβαίνει τη µισή µονάδα της τάξεως που αντιστοιχεί σε αυτό
το ψηφίο. Εάν k ψηφία του x∗ είναι ακριβή τότε λέµε ότι ο x∗ είναι ακριβής σε k σηµαντικά
ψηφία. Εάν όλα τα σηµαντικά ψηφία του x∗ είναι ακριβή τότε λέµε ότι ο x∗ είναι ακριβής
στο δοθέντα αριθµό ψηφίων.

1.1.2. Μετάδοση σφαλµάτων κατά τους υπολογισµούς

Πρόταση 1.1.12 Το απόλυτο σφάλµα του αθροίσµατος δυο αριθµών είναι µικρότερο η ίσο
µε το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων των αριθµών αυτών.

Πρόταση 1.1.13 Το απόλυτο σφάλµα της διαφοράς δυο αριθµών είναι µικρότερο η ίσο µε
το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων των αριθµών αυτών.

Παρατήρηση. Πρέπει να αποφεύγεται εκεί που είναι δυνατόν η αφαίρεση δυο πε-
ϱίπου ίσων προσεγγιστικών αριθµών διότι αυτή η πράξη οδηγεί σε µείωση της ακρίβειας
του αποτελέσµατος. Το ϕαινόµενο αυτό ονοµάζεται καταστροφική ακύρωση σηµαντικών

http://www.math.aegean.gr
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αριθµών και σχετίζεται µε την απώλεια σωστών σηµαντικών ψηφίων µικρών αριθµών, οι
οποίοι απορρέουν από πράξεις µεταξύ µεγάλων αριθµών.

Πρόταση 1.1.14 Το απόλυτο σφάλµα του γινοµένου δυο αριθµών είναι κατά προσέγγιση
µικρότερο η ίσο απο το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων των αριθµών αυτών.

Πρόταση 1.1.15 Το απόλυτο σφάλµα του πηλίκου δυο αριθµών είναι κατά προσέγγιση
µικρότερο η ίσο από το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων των αριθµών αυτών.

Παρατήρηση. ΄Εστω ότι ϑέλουµε να ϐρούµε µια τιµή για τη συνάρτηση f (x). Στη
πράξη χρησιµοποιούµε µια συνάρτηση, προσέγγιση της f , έστω g(x). ΄Εχουµε το σφάλµα
αποκοπής ea = g(x) − f (x). Επιπλέον αντί της ακριβούς τιµής της τυχαίας µεταβλητής
x χρησιµοποιείται µια προσεγγιστική τιµή x∗ και έτσι έχουµε το σφάλµα διάδοσης ep =

g(x∗) − g(x). Στη συνέχεια για να υπολογίσουµε τη τιµή της g(x∗) κάνουµε µια σειρά
από προσεγγιστικούς υπολογισµούς και έχουµε τη προσέγγιση της, g∗(x∗). Το σφάλµα
σε αυτή τη περίπτωση ονοµάζεται παραχθέν σφάλµα ed = g∗(x∗) − g(x∗).

Το ολικό σφάλµα eT στη τελική τιµή g∗(x∗) ϑα είναι

eT = g∗(x∗) − f (x) = [g∗(x∗) − g(x∗)] + [g(x∗) − g(x)] + [g(x) − f (x)] = ed + ep + ea .

Επίσης το σφάλµα που δηµιουργείται απο τη διαφορά της προσεγγιστικής τιµής g∗(x∗)
απο τη πραγµατική τιµή ονοµάζεται υπολογιστικό σφάλµα, ec και

ec = ed + ep,

άρα eT = ec + ea .

1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.2.1 Ο αριθµός Q1 = 31.546824 είναι προσέγγιση ενός αριθµού Q και είναι
γνωστό ότι έχει σχετικό σφάλµα όχι µεγαλύτερο του 1/105. Πόσα από τα ψηφία του είναι
σωστά. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 1.2.2 Βρείτε το σφάλµα στον υπολογισµό του κλάσµατος N = 7o 10′
log10 242.7 υποθέ-

τοντας ότι η γωνία µπορεί να έχει σφάλµα εως και 1′ και ότι ο αριθµός 242.7 µπορεί να έχει
σφάλµα της τάξης της µονάδας στο τελευταίο ψηφίο του. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.3 Υποθέστε ότι η πραγµατική τιµή ενός υπολογισµού ϑα έπρεπε να είναι 5.0
ενώ η τιµή που υπολογίζουµε είναι 4.0. Υπολογίστε το απόλυτο σφάλµα, το σχετικό σφάλµα
και το επί τοις εκατό σφάλµα του υπολογισµού. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 ∆είξτε ότι το σχετικό σφάλµα µίας ποσότητας είναι προσεγγιστικά ίσο µε το
λογάριθµο του απόλυτου σφάλµατος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 ΄Εστω x ένας πραγµατικός αριθµός και F (x) η αναπαράσταση του µε k
σηµαντικά ψηφεία. Για παράδειγµα έστω x = 2

9 και k = 4 οπότε F ( 2
9 ) = 0.2222. Η πράξη

της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης ορίζονται ως εξής

x ⊕ y = F [F (x) + F (y)],
x 	 y = F [F (x) − F (y)],
x ⊗ y = F [F (x) · F (y)],

x ÷ y = F [
F (x)
F (y)

].

Υπολογίστε το απόλυτο και το σχετικό σφάλµα για x = 1
3 , y = 4

7 και k = 4.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 Συγκρίνετε το απόλυτο και το σχετικό σφάλµα αν x είναι η ακριβής τιµή
και x∗ η προσεγγιστική τιµή στις περιπτώσεις όπου :
α) x = 0.0000001 και x∗ = 0.0000004,
ϐ) x = 10000001 και x∗ = 10000005. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.7 Αν η ακριβής τιµή µιας ποσότητας είναι x = 4 και η προσεγγιστική της είναι
x∗ = 3.96 να ϐρεθούν : α) το σφάλµα, ϐ) η διόρθωση, γ) το απόλυτο σφάλµα δ) το σχετικό
σφάλµα, ε) το απόλυτο σχετικό σφάλµα Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.8 Να παραστήσετε τον αριθµό 11011112 του δυαδικού συστήµατος στο δε-
καδικό σύστηµα και τον αριθµό 307.178 του οκταδικού συστήµατος επίσης στο δεκαδικό
σύστηµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 Να µετατρέψετε τον αριθµό 0.5937510 του δεκαδικού συστήµατος στον αν-
τίστοιχο του στο δυαδικό σύστηµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 Για τους αριθµούς a = 0.731 και b = 9.12 έστω ότι αυτοί είναι στρογγυ-
λοποιηµένοι σε τρία σηµαντικά ψηφία. Να ϐρεθεί το άνω ϕράγµα για το απόλυτο σφάλµα
του αθροίσµατος τους και το σχετικό σφάλµα του πηλίκου τους. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.11 Υπολογίστε τη διαφορά
√

708−
√

707 χρησιµοποιώντας αρχικά τέσσερα,
µετά έξι και κατόπιν µε οκτώ σηµαντικά ψηφία. Τι παρατηρείται. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.12 Για τον υπολογισµό της παράστασης
√

708−
√

707 χρησιµοποιώντας τέσ-
σερα σηµαντικά ψηφία έχουµε αφαίρεση δύο σχεδόν ίσων αριθµών και ανακριβές απο-
τέλεσµα λόγω εµφάνισης µεγάλου σφάλµατος. Αναδιατάξτε τη παράσταση έτσι ώστε να
αποφεύγεται η εµφάνιση µεγάλου σφάλµατος σε αυτή τη πράξη. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.13 Για τις των ϱιζες του τριωνύµου ax2 + bx + c = 0, a , 0 έχουµε x1,2 =
−b±

√
b2−4ac

2a . Αν b � 4ac έχουµε αφαίρεση περίπου δύο ίσων αριθµών όταν υπολογίζουµε

τη παράσταση −b +
√
b2 − 4ac πράγµα που επιφέρει µεγάλο σφάλµα. Αναδιατάξτε τη

παράσταση έτσι ώστε να αποφεύγεται αυτή η πράξη. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 2

Επίλυση µη γραµµικών
εξισώσεων

2.1. Στοιχεία Θεωρίας

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε αριθµητικές µεθόδους για την εύρεση προσεγγιστι-
κής λύσης µη γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων µιας µεταβλητής. Αυτές οι προσεγγιστι-
κές µέθοδοι, για την εύρεση των ϱιζών της εξίσωσης f (x) = 0, ϐασίζονται σε αναδροµικούς
τύπους. Ο στόχος είναι να κατασκευάσουµε µια ακολουθία αριθµών x0, x1, x2, . . . η οποία
συγκλίνει σε κάποια ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0.

2.1.1. Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης

Γνωρίζουµε ότι για να υπάρχει µία τουλάχιστον ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0, όπου f είναι
συνάρτηση µίας µεταβλητής συνεχής στο διάστηµα [a, b], πρέπει να ικανοποιείται η σχέση
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f (a)f (b) ≤ 0.
Για να ϐρούµε µία ϱίζα της f (x) = 0 στο διάστηµα [a, b], µε τη προϋπόθεση ότι ισχύει

η σχέση f (a)f (b) ≤ 0, διχοτοµούµε το διάστηµα [a, b] και ϑέτουµε a = a0, b = b0,
x0 =

a0+b0
2 .

Αν f (x0) = 0 τότε το x0 είναι ϱίζα της εξίσωσης. Αν f (x0) , 0 τότε αν f (x0)f (a) ≤ 0
υπάρχει µια ϱίζα στο διάστηµα [a, x0] και ϑέτουµε a1 = a0, b1 = x0, και x1 = a1+b1

2 . Αν
f (a)f (x) > 0,τότε υπάρχει µία ϱίζα στο διάστηµα [x0, b0] και ϑέτουµε a1 = x0, b1 = b0,
και x1 = a1+b1

2 . Στη συνέχεια εργαζόµαστε οµοίως κατασκευάζοντας µε αυτό το τρόπο µια
ακολουθία αριθµών x1, x2, . . . η οποία συγκλίνει στη ϱίζα της f (x) = 0 στο διάστηµα [a, b].

Πρόταση 2.1.1 ΄Εστω f (x) ∈ C([a, b]) και ισχύει f (a)f (b) < 0. Τότε η ακολουθία {xn}
που κατασκευάζεται µε τη µέθοδο της διχοτόµησης συγκλίνει στη ϱίζα ρ της εξίσωσης και
ικανοποιεί τη σχέση |xn − ρ| ≤

b−a
2n , n = 1,2, . . ..

Παρατήρηση Για δοθείσα ανοχή ϸ > 0 σταµατάµε τις επαναλήψεις της µεθόδου της
διχοτόµησης όταν |xn − xn+1| ≤ ϸ.

2.1.2. Επαναληπτική Μέθοδος Σταθερού Σηµείου

Θεωρούµε την εξίσωση f (x) = 0, µε f (x) ∈ C([a, b]) και αναζητούµε µια ϱίζα της εξίσωσης
στο [a, b]. Γράφουµε την εξίσωση στη µορφή g(x) = x, (πχ. g(x) = f (x) + x) και λέµε
ότι µία λύση της f (x) = 0 είναι ένα σταθερό σηµείο της g(x) = x, και το Ϲητούµενο πλέον
είναι να προσεγγίσουµε το σταθερό σηµείο της g.

Πρόταση 2.1.2 Αν g(x) ∈ C([a, b]) και g(x) ∈ [a, b], ∀x ∈ [a, b], τότε η g(x) έχει ένα
σταθερό σηµείο στο [a, b]. Εάν υπάρχει η g′(x) στο (a, b) και ένας αριθµός k µε 0 < k < 1
για τον οποίο ισχύει |g′(x)| ≤ k < 1, ∀x ∈ (a, b) τότε το σταθερό σηµείο είναι µοναδικό στο
[a, b].
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Μεθοδολογία Βρίσκουµε ένα x0 κοντά στη ϱίζα της εξίσωσης και αντικαθιστούµε τη
τιµή αυτή στη g(x) οπότε παίρνουµε τον επόµενο όρο της ακολουθίας x1 = g(x0). Κατόπιν
ϑέτουµε x2 = g(x1) και γενικά κατασκευάζουµε την ακολουθία {xn} όπου xn+1 = g(xn). Αν
αυτή η ακολουθία συγκλίνει τότε το όριο της είναι η ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0.

Η ακλουθεί πρόταση προσδιορίζει τις προϋποθέσεις για να συγκλίνει η γενική επανα-
ληπτική µέθοδος.

Πρόταση 2.1.3 Υποθέτουµε ότι g(x) ∈ C([a, b]) και g(x) ∈ [a, b], ∀x ∈ [a, b], και ότι
υπάρχει η g′(x) στο (a, b) και ένας αριθµός k µε 0 < k < 1 για τον οποίο ισχύει |g′(x)| ≤
k < 1, ∀x ∈ (a, b). Αν x0 είναι µια αρχική προσέγγιση του σταθερού σηµείου, ρ, της g(x)
στο [a, b] τότε για την ακολουθία xn+1 = g(xn), n = 1,2, . . . ισχύει limn→∞ |xn − ρ| = 0.

Παρατήρηση Για δοθείσα ανοχή ϸ > 0 σταµατάµε τις επαναλήψεις της γενικής
επαναληπτικής µεθόδου όταν |xn − xn+1| ≤ ϸ.

Για το σφάλµα της µεθόδου ισχύουν τα ακόλουθα
|xn − ρ| ≤

kn

1−k |x1 − x0|,
|xn − ρ| ≤

k
1−k |xn−1 − xn |,

|xn − ρ| ≤ kn |xn − ρ|

2.1.3. Μέθοδος Newton - Ramphson

Υποθέτουµε ότι η ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0 ϐρίσκεται στο διάστηµα [a, b] και ότι η f (x)
είναι παραγωγίσηµη. Εργαζόµαστε όπως στη γενική επαναληπτική µέθοδο και ϑέτουµε
g(x) = x − f (x)

f ′(x) . Τότε παίρνουµε την ακολουθία xn+1 = xn −
f (xn )
f ′(xn ) . Η µέθοδος αυτή δεν

εφαρµόζεται αν f ′(x) = 0.
Παρατήρηση Για δοθείσα ανοχή ϸ > 0 σταµατάµε τις επαναλήψεις της γενικής

επαναληπτικής µεθόδου όταν |xn − xn+1| ≤ ϸ.
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2.1.4. Μέθοδος της Τέµνουσας

Η µέθοδος της τέµνουσας είναι µια παραλλαγή της µεθόδου Newton - Ramphson όπου
τη παράγωγο f ′(x) την αντικαθιστούµε µε τη προσέγγιση f (xn )−f (xn−1)

xn−xn−1
. Η επαναληπτική

µέθοδος σε αυτή τη περίπτωση παίρνει τη µορφή xn+1 = xn −
xn−xn−1

f (xn )−f (xn−1) f (xn), n = 1,2, . . .
και µε x0, x1 αυθαίρετα.

2.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.2.1 ∆είξτε ότι αν r είναι µια ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0 και αν η εξίσωση αυτή
γραφεί στη µορφή x = F (x) µε F ′(x) ≤ L < 1 σε ένα διάστηµα I µε κέντρο στο x = r, τότε η
ακολουθία xn = F (xn−1) µε x0 αυθαίρετο αλλά στο I έχει lim xn = r. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο της διχοτόµησης µια ϱίζα της εξίσωσης x3 + x2 −

3x − 3 = 0 στο διάστηµα [1,2]. Να γίνουν 3 επαναλήψεις. Μετά από πόσες επαναλήψεις η
προσεγγιστική ϱίζα ϑα έχει ανοχή ϸ = 10−6· Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 Να λυθεί µε τη γενική επαναληπτική µέθοδο η εξίσωση x2 − 2x − 3 = 0 µε
αρχική προσέγγιση x0 = 4 Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.4 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο Newton - Ramphson η προσεγγιστική ϱίζα της
εξίσωσης 3 sin(x) + 4x −5 = 0 µε αρχική προσέγγιση x0 = 1.0 και ϸ = 10−4

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο της τέµνουσας η προσεγγιστική ϱίζα της εξίσωσης
x3 − 8 = 0 µε αρχικές προσεγγίσεις x0 = 3, x1 = 1.5 και ϸ = 0.02 Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 Υπολογίστε τη
√

12 µε τη µέθοδο Newton-Raphson. Λάβετε αρχικό σηµείο
x0 = 3 και κριτήριο διακοπής ϸ = 0.01.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.7 Να ϐρεθεί η προσεγγιστική ϱίζα της εξίσωσης x − cos2(x) = 0 στο διάστηµα
[0, π4 ] εφαρµόζοντας 4 επαναλήψεις της µεθόδου διχοτόµησης. Βρείτε τον αριθµό ϐηµάτων
που χρειάζεται για να έχουµε ακρίβεια ϸ = 0.01. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.8 ∆είξτε ότι η εξίσωση x5 −5x + 1 = 0 έχει µοναδική ϱίζα στο διάστηµα [0,1],
και προσεγγίστε την µε τη µέθοδο Newton - Raphson. Σταµατήστε στο τρίτο ϐήµα

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 ∆ίνεται η εξίσωση f (x) = ex − 1 − 2x = 0. Να εξετάσετε αν είναι εξασφαλι-
σµένη η σύγκλιση των παρακάτω επαναληπτικών µεθόδων για κάθε x0 ∈ [1,2] :

xn+1 = g1(xn) =
exn − 1

2
,

xn+1 = g2(xn) = ln(1 + 2xn).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.10 ∆ίνεται η εξίσωση f (x) = ex − 1 − 2x = 0. Να δειχθεί ότι έχει µοναδική
ϱίζα στο διάστηµα [1,2]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.11 ∆είξτε ότι η επαναληπτική µέθοδος

xn =
1
2

(
xn−1 +

Q

xn−1

)
,

η οποία χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό της τετραγωνικής ϱίζας του αριθµού Q (Μέθο-
δος του ΄Ηρωνα) αποτελεί ειδική περίπτωση της µεθόδου Newton - Rampshon. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 2.2.12 Εφαρµόστε τη γενική επαναληπτική µέθοδο για τον υπολογισµό της λύσης
της εξίσωσης x3 +2x2 +10x −20 = 0 (εξίσωση του Leonardo) αναδιατάσσοντας την εξίσωση
στη µορφή x = 20

x2+2x+10 και παίρνοντας σαν αρχική προσέγγιση τη τιµή x0 = 1 και ανοχή
ϸ = 10−6 . Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Υπολογισµοί και Σφάλµατα

Ασκήσεις

Επίλυση µη γραµµικών

εξισώσεων

Ασκήσεις

Επίλυση γραµµικών συ-

στηµάτων

Ασκήσεις

Παρεµβολή

Ασκήσεις

Αριθµητική Παραγώγιση

και Ολοκλήρωση

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 14 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 2.2.13 Βρείτε τη ϱίζα της εξίσωσης x − e−x = 0 µε τη µέθοδο Newton - Rampson
παίρνοντας αρχική τιµή x0 = 1 και ανοχή 10−5. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.14 ∆είξτε ότι για το σφάλµα της µεθόδου Newton - Rampson, en = r − xn , αν
r είναι η ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0, ισχύει η σχέση

en =' −
f ′′(r)
2f ′(r)

e2
n−1.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.15 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο της τέµνουσας η προσεγγιστική ϱίζα της εξίσωσης
x3 − 2x2 + 2x − 1 = 0 µε αρχικές προσεγγίσεις x0 = 1, x1 = 3 και ανοχή ϸ = 10−3.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.16 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο της τέµνουσας η προσεγγιστική ϱίζα της εξίσωσης
x3 + x2 + x − 1 = 0 µε αρχικές προσεγγίσεις x0 = 0, x1 = 1 και ανοχή ϸ = 10−2. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 3

Επίλυση γραµµικών
συστηµάτων

3.1. Στοιχεία Θεωρίας

3.1.1. Μέθοδος απαλοιφής του Gauss

Η ϐασική ιδέα της µεθόδου είναι να µετατρέψουµε ένα σύστηµα της µορφής Ax = b,
όπου A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, και µε αγνώστους το διάνυσµα x ∈ Rn, σε ένα ισοδύναµο σύστηµα
της µορφής A′x = b′ όπου ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός, δηλαδή έχει στοιχεία
a′i,j = 0 για i > j. Αυτή η διαδικασία ονοµάζεται άνω τριγωνοποίηση. Πιο συγκεκριµένα
πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της πρώτης εξίσωσης διαδοχικά επί − a21

a11
, − a31

a11
,...,− an1

a11
και

τις νέες εξισώσεις αντίστοιχα τις προσθέτουµε στην δεύτερη, τρίτη, ..., n-οστή εξίσωση.
Ακολουθούµε παρόµοια διαδικασία για τη δεύτερη εξίσωση την οποία πολλαπλασιάζουµε
διαδοχικά µε − a32

a22
, − a42

a22
,...,− an2

a22
και τις νέες εξισώσεις αντίστοιχα τις προσθέτουµε στην
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τρίτη, ..., n-οστή εξίσωση. Συνεχίζοντας µε όµοιο τρόπο τη διαδικασία καταλήγουµε τελικά
σε ένα άνω τριγωνικό σύστηµα.

Κατόπιν λύνουµε το νέο σύστηµα µε τη λεγόµενη πίσω αντικατάσταση. Αρχίζοντας
από τη τελευταία εξίσωση υπολογίζουµε τον άγνωστο xn =

b′n−1
a′nn

. Τη τιµή αυτή την αντικα-
ϑιστούµε στην n − 1 εξίσωση και υπολογίζουµε τον xn−1 κοκ. µέχρι να υπολογίσουµε και
τον x1.

Παρατήρηση Οδήγηση είναι η διαδικασία κατά την οποία ϐρίσκουµε τον µεγαλύτερο
σε απόλυτη τιµή συντελεστή των αγνώστων (οδηγό στοιχείο) και τον ϕέρνουµε στη ϑέση
του συντελεστή a11 αλλάζοντας τη σειρά των γραµµών και των στηλών του συστήµατος. Αν
η οδήγηση γίνεται σε κάθε ϐήµα της άνω τριγωνοποίηση τότε λέγεται πλήρης οδήγηση.
Με τη οδήγηση εξασφαλίζεται η ευστάθεια της διαδικασίας της άνω τριγωνοποίησης.

Μερική οδήγηση κατά στήλη είναι η διαδικασία κατα την οποία σε κάθε ϐήµα της
τριγωνοποίησης, πριν την απαλοιφή του αγνώστου xi ανταλλάσουµε την εξίσωση i µε την
εξίσωση j ≥ i που έχει µεγαλύτερο συντελεστή κατά απόλυτη τιµή. Μερική οδήγηση κατά
γραµµή είναι η διαδικασία κατά την οποία σε κάθε ϐήµα της τριγωνοποίησης, πριν την
απαλοιφή του αγνώστου xi ανταλλάσουµε τον άγνωστο xi µε τον άγνωστο xj, j ≥ i που έχει
µεγαλύτερο συντελεστή κατα απόλυτη τιµή.

Παρατήρηση Για να υπολογίσουµε τον αντίστροφο ενός πίνακα A ∈ Rn×n, χρησιµο-
ποιούµε τη σχέση AA−1 = I όπου A−1 = {xij} είναι ο Ϲητούµενος πίνακας. Η εξίσωση
AA−1 = I µας δίνει n συστήµατα µε n2 αγνώστους ή

∑n
k=1 aijxkj = δij, όπου δij = 1 αν

i = j και δij = 0 αν i , j. ΄Ολα τα συστήµατα έχουν τον ίδιο πίνακα A οπότε εκτελούµε τη
διαδικασία της άνω τριγωνοποίησης µία ϕορά και κατόπιν εκτελούµε τη διαδικασία της
πίσω αντικατάστασης n ϕορές για να υπολογίσουµε τα xkj, j = 1, . . . , n.

Παρατήρηση Για να υπολογίσουµε την ορίζουσα ενός πίνακα A ∈ Rn×n µε τη µέθοδο
Gauss µετασχηµατίζουµε την ορίζουσα µε τη διαδικασία της άνω τριγωνοποίησης σε άνω
τριγωνική και κατόπιν η ορίζουσα υπολογίζεται απο το γινόµενο των στοιχείων της δια-
γωνίου της. ΄Εχουµε det(A) = (−1)k

∏n
i=1 aii εάν έχουµε κάνει k εναλλαγές γραµµών ή

στηλών για τη τριγωνοποίηση.
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3.1.2. Παραγοντοποίηση LU

Πρόταση 3.1.1 Αν το σύστηµα Ax = b µπορεί να επιλυθεί µε τη µέθοδο Gauss κατα
µοναδικό τρόπο, χωρίς οδήγηση, τότε ο πίνακας A µπορεί να παραγοντοποιηθεί σε γινόµενο
ενός κάτω τριγωνικού πίνακα L και ενός άνω τριγωνικού πίνακα U, έτσι ώστε LU = A µε
L = {lik},

lik =


0, i < k
1 i = k
aik
akk

i > k

και U = {ukj} µε

uik =

{
0, k > j
akj k ≤ j

Χρησιµοποιώντας τη παραγοντοποίηση LU µπορούµε να λύσουµε ένα γραµµικό σύ-
στηµα της µορφής Ax = b ώς εξής :
Παραγοντοποιούµε τον A και έχουµε LU = A. Θέτουµε Ux = y και λύνουµε το κάτω
τριγωνικό σύστηµα Ly = b µε εµπρός αντικατάσταση. Κατόπιν για y γνωστό λύνουµε το
κάτω τριγωνικό σύστηµα Ux = y µε πίσω αντικατάσταση.

3.1.3. Ανάλυση Cholesky

Ορισµός 3.1.2 ΄Ενας πίνακας A ∈ Rn×n λέγεται ϑετικά ορισµένος αν είναι συµµετρικός,
δηλαδή A = AT όπου AT ο ανάστροφος, και αν για κάθε x ∈ Rn , x , 0 ισχύει xTAx > 0.

Εάν ένας πίνακας A ∈ Rn×n είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος τότε µπορεί να
γραφεί στη µορφή A = LLT , δηλαδή ο A παραγοντοποιείται σε δύο τριγωνικούς πίνακες
που ο ένας είναι ανάστροφος του άλλου. Επιπλέον αν L = {lij} έχουµε

l11 =
√
a11, lii =

√√
aii −

i−1∑
k=1

l2ik , i = 1,2, . . . , n
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και για i < j

lji =
aji −

∑i−1
k=1 ljk lik
lii

, i = 1,2, . . . , n − 1, j = i + 1, . . . , n.

3.1.4. Νόρµες διανυσµάτων και πινάκων

Ορισµός 3.1.3 Μια σύνάρτηση ‖ · ‖ : Rn → (0,+∞] που ικανοποιεί τις ιδιότητες
α) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ Rn , ‖x‖ = 0↔ x = 0,
ϐ)‖λx‖ = λ‖x‖, ∀x ∈ Rn , λ ∈ R,
γ)‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ ονοµάζεται νόρµα στον Rn.

Χαρακτηριστικές νόρµες διανυσµάτων, αν x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, είναι οι εξής :
‖x‖∞ = maxi |xi |,
‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi |,

‖x‖2 =
√∑n

i=1 |xi |
2

‖x‖p =
(∑n

i=1 |xi |
p) 1

p , για p ≥ 1.
Παρατήρηση Για κάθε x, y ∈ Rn ισχύει η ανισότητα Caushy - Schartz

|xTy| ≤ ‖x‖2‖y‖2.

Ορισµός 3.1.4 Λέµε ότι η ακολουθία {xn}∞n=1 διανυσµάτων του Rn συγκλίνει στο διάνυσµα
x ∈ Rn αν ισχύει
limn→∞‖xn − x‖ = 0, για κάποια νόρµα ‖ · ‖ του Rn.

Ορισµός 3.1.5 Μια συνάρτηση ‖ · ‖ : Rn×n → (0,+∞] που ικανοποιεί τις ιδιότητες
α) ‖A‖ ≥ 0, ∀A ∈ Rn×n , ‖A‖ = 0↔ A = 0,
ϐ)‖λA‖ = λ‖A‖, ∀A ∈ Rn×n , λ ∈ R,
γ)‖A + B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖, ∀A, B ∈ Rn×n ,
δ) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖, ∀A, B ∈ Rn×n , ονοµάζεται νόρµα πίνακα στον Rn×n.
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Χαρακτηριστικές νόρµες πινάκων, αν A = {aij} ∈ Rn×n, είναι οι εξής :
‖A‖∞ = max1≤i≤n

(∑n
j=1 |aij |

)
,

‖A‖1 = max1≤j≤n
∑n
i=1 |aij |,

‖A‖E =
√∑n

i=1,j=1 |aij |
2.

Παρατήτηση Για κάθε νόρµα του Rn επάγεται µια ϕυσική νόρµα του Rn×n

‖A‖ = sup
x,0

‖Ax‖

‖x‖
= max
‖y‖=1

‖Ay‖.

Επίσης αν ‖A‖ > 0 τότε (1 + ‖A‖)−1 ≤ ‖(I − A)−1‖ ≤ (1 − ‖A‖)−1, όπου I ο µοναδιαίος n × n
πίνακας.

Θα λέµε ότι ένα σύστηµα Ax = b έχει κακή κατάσταση ή ότι είναι ασταθές αν µι-
κρές διαταραχές στα δεδοµένα (στο πίνακα A ή στο διάνυσµα b) του προκαλούν µεγάλες
µεταβολές στη λύση του. Αντίστοιχα ϑα λέµε ότι ένα σύστηµα είναι ευσταθές αν µικρές
διαταραχές στα δεδοµένα του προκαλούν µικρές µεταβολές στη λύση του.

Ορισµός 3.1.6 Ονοµάζουµε τη ποσότητα

k(A) := ‖A‖ ‖A−1‖,

δείκτη κατάστασης του A ως προς τη νόρµα ‖ · ‖.

Παρατήτηση Αν k(A) � 1 τότε ο πίνακας A έχει κακή κατάσταση, ενώ αν k(A) = O(1)
(έχει τιµή κοντά στη µονάδα) τότε ο πίνακας A έχει καλή κατάσταση.

Ορισµός 3.1.7 Για ένα πίνακα A ∈ Rn×n µε ιδιοτιµές λ1, λ2, . . . , λn , πραγµατικές ή µιγα-
δικές, ο αριθµός

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi |,

ονοµάζεται ϕασµατική ακτίνα του πίνακα A.
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Πρόταση 3.1.8 Αν A ∈ Rn×n ισχύει
α)

√
ρ(ATA) = ‖A‖2,

ϐ) ρ(A) ≤ ‖A‖, για κάθε νόρµα ‖ · ‖,
γ) ρ(A) ≤ ‖A‖2, αν ο A είναι συµµετρικός.

3.1.5. Γενική Επαναληπτική Μέθοδος

Για την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος Ax = b µε A ∈ Rn×n, b ∈ Rn, όπου A είναι
αντιστρέψιµος πίνακας και το σύστηµα έχει µοναδική λύση γράφουµε αρχικά τον πίνακα
A σαν διαφορά δύο πινάκων P και Q, A = P − Q, όπου ο Q είναι πίνακας µε µηδενική
ορίζουσα.

΄Εχουµε A = Q − P και άρα (Q − P)x = b ή x = Q−1Px + Q−1b ή x = Cx + d, για
C = Q−1P, και d = Q−1b. Ορίζουµε την επαναληπτική µέθοδο ώς εξής :
xk = Cxk−1 + dk µε αρχικό διάνυσµα x0 δεδοµένο.

Πρόταση 3.1.9 Η ακολουθία {xk}∞k=0 που κατασκευάζεται µε ϐάση την επαναληπτική µέ-
ϑοδο xk = Cxk−1 + dk συγκλίνει στη λύση x του συστήµατος Ax = b αν και µονο αν
limk→∞ Ck = 0.
Επιπλέον εναλλακτικά έχουµε ότι η ακολουθία {xk}∞k=0 συγκλίνει στη λύση x αν και µόνο
αν ρ(C) < 1.
Επίσης έχουµε τις εξής εκτιµήσεις σφάλµατος
α) ‖xk − x‖ ≤ ‖C‖k‖x0 − x‖,
ϐ) ‖xk − x‖ ≤

‖C‖k

1−‖C‖‖x1 − x0‖.

Μέθοδος Jacobi Εφαρµόζουµε τη γενική επαναληπτική µέθοδο παίρνοντας τον πί-
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νακα Q να έχει τη µορφή

Q =


a11 0 · · · 0
0 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

 , Q =


1
a11

0 · · · 0
0 1

a22
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1
ann


ενώ

P = Q − A =


0 −a12 · · · −a1n
−a21 0 · · · −a2n
...

...
. . .

...
−an1 −an2 · · · 0

 .
Η επαναληπτική µέθοδος Jacobi έχει τη µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j=1

aijx
k−1
j

 , j , i, i = 1, . . . , n, k = 1, . . .

Αν ισχύει η σχέση |aii | >
∑n
j=1 |a − ij|, j , i, i = 1, . . . , n τότε η επαναληπτική µέθοδος

Jacobi συγκλίνει για οποιοδήποτε x0.
Μέθοδος Gauss - Seidel Εφαρµόζουµε τη γενική επαναληπτική µέθοδο παίρνοντας

τον πίνακα Q να έχει τη µορφή

Q =


a11 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 , P = Q − A =


0 −a12 · · · −a1n
0 0 · · · −a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 .
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Η επαναληπτική µέθοδος Gauss - Seidel έχει τη µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j<i

aijx
k
j −

n∑
j>1

aijx
k−1
j

 , i = 1, . . . , n, k = 1, . . .

Το κριτήριο σύγκλισης της µεθόδου Gauss - Seidel είναι το ίδιο µε αυτό της µεθόδου
Jacobi.

Παρατήρηση Σαν κριτήριο διακοπής των επαναληπτικών µεθόδων, για δοθέν µικρό
αριθµό ϸ χρησιµοποιούµε τη σχέση

‖xk − xk−1‖∞ ≤ ϸ.

3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss το σύστηµα

E1 : 5x − 2y + 3z = −2
E2 : −2x + 7y + 5z = 7
E3 : 3x + 5y + 6z = 9

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss και µε οδήγηση το σύστηµα

x − 2y − 3z = 10
5x + 6y − z = 2
x − y − z = 6
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Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss και µε χρήση του επαυξηµέ-
νου πίνακα το σύστηµα

4x + y + 4z = −2
2x − y + 2z = −4
x + y + 2z = −1

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 Να ϐρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα

 3 1 −1
1 2 1
1 1 1


Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.5 Να ϐρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα

 1 −1 2
3 0 1
1 0 2


µε τη µέθοδο Gauss.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.6 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss το σύστηµα

2x + 3y + 5z = 0
x − 4y + 3z = 1
−x − 7y − 2z = 1

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.7 ΄Εστω A, B ∈ Rn×n , και ο A είναι αντιστρέψιµος. Αν ισχύει ‖A − B‖ ≤ 1
‖A−1‖

δείξτε ότι και ο B είναι αντιστρέψιµος. Επιπλέον δείξτε ότι για οπουδήποτε µη αντιστρέψιµο
πίνακα B ∈ Rn×n ισχύει 1

k(A) ≤
‖A−B‖
A‖ .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.8 Να δειχθεί ότι
(α) ‖x‖22 ≤ ‖x‖1‖x‖∞
(ϐ)

∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x − y‖
(γ) y = x

‖x‖ ⇔ ‖y‖ = 1
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.9 ΄Εστω A ∈ Rn×n µε ‖A‖ < 1, δείξτε ότι ο πίνακας In − A είναι αντιστρέψιµος
και επιπλέον ισχύει 1

1+‖A‖ ≤ ‖(In − A)−1‖ ≤ 1
1−‖A‖ .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.10 Να εξετάσετε αν η γενική επαναληπτική µέθοδος xk = Bxk−1 + C όπου

B =

( 1
3

1
4

1
4

1
3

)
, C =

(
2
3

)
συγκλίνει και να προσδιορίσετε το όριο της σύγκλισης.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.11 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss, µε οδήγηση, το σύστηµα

x +
1
2
y +

1
3
z = 1

1
2
x +

1
3
y +

1
4
z = 0

1
3
x +

1
4
y +

1
5
z = 0

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.12 Να ϐρεθεί ο αντίστροφος του πίνακα 1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5


µε τη µέθοδο Gauss. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.13 Να υπολογιστούν οι νόρµες ‖x‖∞, ‖x‖1 ‖x‖2 του διανύσµατος

x =


14
−8
42
147

 .
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.14 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss το σύστηµα

x + 2y + 3z = 26
2x + 3y + z = 34
3x + 2y + z = 42
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Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.15 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss το οµογενές σύστηµα

x + y + z = 0
x + 3y + 2z = 0

2x + 4y + 3z = 0

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.16 ∆είξτε ότι για τον δείκτη κατάστασης ενός πίνακα A ∈ Rn×n , k(A) ισχύει
k(A) ≥ 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.17 Να λυθεί το σύστηµα

3x + 2y = 5
2y + z = 3

x + 2z = 3

µε την επαναληπτική µέθοδο Gauss - Siedel παίρνοντας αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] =

[0,0,0] και µε ακρίβεια δύο σηµαντικών ψηφιών. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.18 Να λυθεί το σύστηµα

x + 2y − 2z = 1
x + y + z = 1

2x + 2y + z = 1

µε την επαναληπτική µέθοδο Jacobi παίρνοντας αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] = [1,1,1].
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.19 Να λυθεί το σύστηµα

7x + y + z = 12
−x + 5y + z = 12
2x − y + 6z = 18

µε την επαναληπτική µέθοδο Jacobi παίρνοντας αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] = [0,0,0].
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.20 Να λυθεί το σύστηµα

7x + y + z = 12
−x + 5y + z = 12
2x − y + 6z = 18

µε την επαναληπτική µέθοδο Gauss - Seidel παίρνοντας αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] =

[0,0,0]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.21 Να λυθεί µε τη µέθοδο Choleski το σύστηµα

x + y + 2z = 1
x + 2y + 2z = 3

2x + 2y + 8z = −2.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.22 Να λυθεί µε τη µέθοδο της παραγοντοποίησης LU το σύστηµα

4x − 3y + 9z = 7
2x − 8y + 2z = −12
3x − 4y − z = −6.
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Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.23 Να ϐρεθεί αν είναι ευσταθές η όχι το σύστηµα Ax = b, όπου

A =

[
1 3
1 3.001

]
.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.24 Να υπολογιστεί η νόρµα ‖A‖2 του πίνακα A, όπου

A =

 2 1 0
1 2 0
0 0 3

 .
Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

Παρεµβολή

4.1. Στοιχεία Θεωρίας

Το πρόβληµα της παρεµβολής έγκειται στο να ϐρούµε µια συνάρτηση όσο το δυνατόν πιο
απλή που προσεγγιστικά να παριστάνει µια άγνωστη συνάρτηση y = f (x) για την οποία
γνωρίζουµε µόνο κάποια σηµεία της γραφικής της παράστασης.

4.1.1. Παρεµβολή Lagrange

Πρόταση 4.1.1 ΄Εστω η συνάρτηση f (x) ορισµένη στο διάστηµα [a, b] και ότι γνωρίζουµε
τις τιµές της σε n + 1 σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn του [a, b]. Τότε υπάρχει πολυώνυµο P(x),
µοναδικό, το οποίο ονοµάζεται πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange, το πολύ n ϐαθµού τέτοιο
ώστε να ισχύει η σχέση P(xi) = f (xi), i = 0,1,2, . . . , n. Επιπλέον ισχύει η ισότητα

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).
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Οι συντελεστές Li(x) ονοµάζονται συντελεστές Lagrange και

Li(x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
.

Η ακόλουθη πρόταση προσδιορίζει το σφάλµα παρεµβολής Lagrange.

Πρόταση 4.1.2 ΄Εστω f (x) ∈ Cn+1[a, b] και xi , i = 0,1,2, . . . , n είναι n + 1 διαφορετικά
σηµεία παρεµβολής της P(x) στο διάστηµα [a, b]. Τότε για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ένα
ξ := ξ (x) τέτοιο ώστε για το σφάλµα E να ισχύει

E = f (x) − P(x) =
f n+1(ξ )

∏n
i=0(x − xi)

(n + 1)!

Παρατήρηση. Αν ϑέσουµε M = maxa≤x≤b |f n+1(x)| τότε

E ≤
M

(n + 1)!

∣∣∣ n∏
i=0

(x − xi)
∣∣∣

4.1.2. Παρεµβολή Newton

΄Εστω yi = f (xi), i = 0,1,2, . . . , n οι τιµές της συνάρτησης f (x) στα σηµεία xi , i =

0,1,2, . . . , n τα οποία γενικά δεν ισαπέχουν. Ορίζουµε ως πηλίκο διαφορών πρώτης
τάξης τους λόγους

f [xi−1, xi] =
f (xi) − f (xi−1)
xi − xi−1

, i = 0,1,2, . . . , n,

ως πηλίκο διαφορών δεύτερης τάξης τους λόγους

f [xi−1, xi , xi+1] =
f [xi , xi+1] − f [xi−1, xi]

xi+1 − xi−1
, i = 0,1,2, . . . , n,
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και γενικά ως πηλίκο διαφορών n τάξης τους λόγους

f [x0, x1, . . . , xn] =
f [x1, x2, . . . , xn] − f [x0, x1, . . . , xn]

xn − x0
, i = 0,1,2, . . . , n.

Το πολυώνυµο παρεµβολής του Newton που περνάει απο τα σηµεία (xi , f (xi)), i =

0,1,2, . . . , n είναι

P(x) = f (x0) + f [x0, x1](x − x0) + f [x0, x1, x2](x − x0)(x − x1) + . . .

+f [x0, x1, . . . , xn](x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1).

Πρόταση 4.1.3 ΄Εστω f (x) ∈ Cn[a, b] και xi , i = 0,1,2, . . . , n είναι n + 1 διαφορετικά
σηµεία στο διάστηµα [a, b]. Τότε υπάρχει ένα ξ (x) ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f [x0, x1, . . . , xn] =
f n(ξ )
n!

Παρατήρηση. Το σφάλµα παρεµβολής Newton δίνεται απο τη σχέση

E = f (x) − P(x) = f [x0, x1, . . . , xn]
n−1∏
i=0

(x − xi).

Παρατήρηση. Εάν τα σηµεία παρεµβολής ισαπέχουν µεταξύ τους, xi = x0 + ih,
i = 0,1,2, . . . , n τότε τα πολυώνυµα παρεµβολής εκφράζονται καλύτερα µε τη χρήση
πεπερασµένων διαφορών.

Ορίζουµε ώς πεπερασµένη διαφορά πρώτης τάξης τη διαφορά

∆f (xi) = f (xi+1) − f (xi), i = 0,1,2, . . . , n,

ως πεπερασµένη διαφορά δεύτερης τάξης, τη διαφορά

∆2f (xi) = f (xi+1) − 2f (xi) + f (xi−1), i = 0,1,2, . . . , n,
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και γενικά ως πεπερασµένη διαφορά r τάξης τη διαφορά

∆r f (xi) =

r∑
k=0

(−1)r−k
(
r
k

)
f (xi+k), i = 0,1,2, . . . , n,

µε
(
r
k

)
= r!

k!(r−k)! .

Γενικά έχουµε

f [x0, x1, . . . , xn] =
∆nf (x0)
n!hn

,

και το πολυώνυµο παρεµβολής του Newton µε προς τα εµπρός διαφορές (δηλαδή της
µορφής ∆fi = fi+1 − fi ) είναι

P(x) = f (x0) + (x − x0)
∆f (x0)
h

+ (x − x0)(x − x1)
∆2f (x0)

2!h2 + . . .

+(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)
∆nf (x0)
n!hn

.

Το σφάλµα παρεµβολής σε αυτή τη περίπτωση είναι E = z(z − 1) . . . (z − n) h
n+1f n+1(ξ )
(n+1)! , για

z =
x−x0
h .

Εάν χρησιµοποιήσουµε αντί του ∆ τον τελεστή ∇, όπου ∇fi = fi − fi−1 το πολυώνυµο
παρεµβολής του Newton µε προς τα πίσω διαφορές παίρνει τη µορφή

P(x) = f (xn) + (x − xn)
∇f (xn)
h

+ (x − xn)(x − xn−1)
∇2f (xn)

2!h2 + . . .

+(x − xn)(x − xn−1) . . . (x − x0)
∇nf (xn)
n!hn

.

Το σφάλµα σε αυτή τη περίπτωση είναι E = z(z + 1) . . . (z + n) h
n+1f n+1(ξ )
(n+1)! .
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4.1.2.0.1. Πολυώνυµα Chebychev Το σφάλµα E είναι δυνατόν να ελαχιστοποιηθεί αν
εάν επιλέξουµε κατάλληλα σηµεία παρεµβολής xi . Μια τέτοια επιλογή είναι να πάρουµε
για xi , i = 0, . . . , n τα σηµεία

xi =
1
2

(b + a + (b − a)ri) ,

όπου ri είναι οι ϱίζες του πολυωνύµου Chebychev πρώτου είδους Tn+1. Συγκεκριµένα

Tn+1(x) = cos ((n + 1) arccos(x)) , x ∈ [−1,1],

ri = cos
(

2i + 1
2(n + 1)

π

)
, i = 0,1,2 . . . , n.

Σε αυτή τη περίπτωση το µέγιστο δυνατό σφάλµα της παρεµβολής Lagrange ϑα είναι

min
xi
{max
a≤x≤b

|P(x) − f (x)|} ≤
2M

(n + 1)!

(b − a
4

)n+1
,

όπου M τέτοιο ώστε f n+1(x) ≤ M για κάθε x στο [a, b].

4.1.3. Παρεµβολή Hermite

΄Ενας τρόπος για να προσεγγίσουµε µε πιο οµαλό τρόπο την f (x) είναι µε τα πολυώνυµα
Hermite

Πρόταση 4.1.4 ΄Εστω η συνάρτηση f (x) ορισµένη στο διάστηµα [a, b] και ότι γνωρίζουµε
τις τιµές της σε n + 1 σηµεία, x0, x1, x2, . . . , xn του [a, b]. Τότε υπάρχει πολυώνυµο P(x),
µοναδικό, το οποίο ονοµάζεται πολυώνυµο παρεµβολής Hermite, το πολύ 2n + 1 ϐαθµού
τέτοιο ώστε να ισχύει η σχέση P(xi) = f (xi) και P ′(xi) = f ′(xi) , i = 0,1,2, . . . , n. Επιπλέον
ισχύει η ισότητα

P(x) =

n∑
i=0

Hi(x)f (xi) +

n∑
i=0

Ĥi(x)f (xi).
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όπου
Hi(x) =

(
1 − 2(x − xi)L′i (xi)

)
L2
i (x), Ĥi(x) = (x − xi)L2

i (x).

Οι συντελεστές Li(x) είναι οι συντελεστές (πολυώνυµα) Lagrange.

Η ακόλουθη πρόταση µας δίνει µια εκτίµηση για το σφάλµα της µεθόδου

Πρόταση 4.1.5 ΄Εστω f (x) ∈ C2n+2[a, b] και xi , i = 0,1,2, . . . , n είναι n + 1 διαφορετικά
σηµεία στο διάστηµα [a, b]. Τότε για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ένα ξ (x) ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

E = f (x) − P(x) =
f 2n+2(ξ )
(2n + 2)!

n∏
i=0

(x − xi)2

4.1.4. Παρεµβολή µε Splines

Οι συναρτήσεις Splines είναι κατά τµήµατα πολυώνυµα, ϐαθµού n ≥ 3, που συνδέονται
στα σηµεία παρεµβολής µε τέτοιο τρόπο ώστε σε αυτά τα σηµεία η συνάρτηση παρεµβολής
να είναι συνεχής αλλά και να έχει τις δύο πρώτες παραγώγους της συνεχείς.

΄Εστω f (x) µια συνάρτηση ορισµένη στο [a, b] ότι γνωρίζουµε τις τιµές της σε n + 1
σηµεία, a = x0, x1, x2, . . . , xn = b του [a, b]. Η Spline τρίτου ϐαθµού ή κυβική Spline, S,
είναι µια συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνθήκες :
1. Η S είναι κυβικό πολυώνυµο στα διαστήµατα [xi , xi+1] και ο περιορισµός της S στο
[xi , xi+1] συµβολίζεται µε Si .
2. S(xi) = f (xi), i = 0,1,2, . . . , n − 2
3. Si+1(xi+1) = Si(xi+1), S′i+1(xi+1) = S′i (xi+1), S′′i+1(xi+1) = S′′i (xi+1), i = 0,1,2, . . . , n − 2.
4. S′′(x0) = S′′(xn) = 0 ή S′(x0) = f ′(x0) και S′(xn) = f ′(xn).

Για να κατασκευάσουµε µια κυβική Spline µιας συνάρτησης f αρχικά ϑεωρούµε τα
πολυώνυµα

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3, i = 0,1,2, . . . , n − 1.
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Οι συντελεστές ai , bi , ci , di , για hi = xi − xi−1, υπολογίζονται απο τις σχέσεις

ai = f (xi),

bi =
1
hi

(ai+1 − ai) −
hi
3

(2ci + ci+1),

di =
1

3hi
(ci+1 − ci),

όπου τα ci δίνονται από τη λύση του γραµµικού συστήµατος Ac = B ως προς c, όπου
c = [c0, c1, . . . , cn]T ,

A =



1 0 0 . . . 0
h0 2(h0 + h1) h1 0 . . .
0 h1 2(h1 + h2) h2 0 . .
0 0 . . . 0 .
. 0 0 . . . 0
. . . 0 hn−2 2(hn−2 + hn − 1) hn−1
0 . . . 0 0 1


και

B =



0
3
h1

(a2 − a1) − 3
h0

(a1 − a0)
...

3
hn−1

(an − an−1) − 3
hn−2

(an−1 − an−2)
0


4.1.5. Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

Θέλουµε να προσαρµόσουµε µια ευθεία της µορφής y = ax + b σε ένα πλήθος σηµείων
(xi , yi), i = 1,2, . . . , n. Ο προσδιορισµός των συντελεστών a και b γίνεται µε τη µέθοδο
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των ελαχίστων τετραγώνων, δηλαδή µε την ελαχιστοποίηση της παράστασης Q =
∑n
i=1[yi −

(axi + b)]2. Με αυτό το τρόπο προκύπτει ότι

a =
n

(∑n
i=1 xiyi

)
−

(∑n
i=1 xi

) (∑n
i=1 yi

)
n

(∑n
i=1 x

2
i
)
−

(∑n
i=1 xi

)2 ,

και

b =

(∑n
i=1 x

2
i
) (∑n

i=1 yi
)
−

(∑n
i=1 xi

) (∑n
i=1 xiyi

)
n

(∑n
i=1 x

2
i
)
−

(∑n
i=1 xi

)2 .

Εάν τα δεδοµένα είναι συνεχή και δίνονται από µια συνάρτηση y(x) τότε κατά αντι-
στοιχία ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το ολοκλήρωµα

I =

∫ 1

−1
[y(x) − a0P0(x) − . . . − amPm(x)]2dx.

Το πολυώνυµο παρεµβολής σε αυτή τη περίπτωση είναι το P(x) = a0P0(x)+ . . .+amPm(x),
όπου οι συντελεστές ak δίνονται από τη σχέση

ak =
2k + 1

2

∫ 1

−1
y(x)Pk(x),

και Pk(x) είναι τα πολυώνυµα Legendre.
Γενικά αν ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το ολοκλήρωµα

I =

∫ b

a
w(x)[y(x) − a0Q0 − . . . − a −mQm]2dx,

όπου w(x) είναι µια µη αρνητική συνάρτηση ϐάρους και τα Qk(x) είναι ορθογώνια πο-
λυώνυµα, δηλαδή ικανοποιούν τις σχέσεις∫ b

a
w(x)Qj(x)Qk(x)dx = 0,
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για j , k, τότε οι συντελεστές ak δίνονται από τις σχέσεις

ak =

∫ b
a
w(x)y(x)Qk(x)dx∫ b
a
w(x)Q2

k(x)dx
.

4.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.2.1 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange, που παρεµβάλλεται
στα σηµεία (0,−1), (1,0), (2,3), (3,8). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.2 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange, που παρεµβάλλεται
στα σηµεία (0,2), (1,−3), (3,0), (4,1), (7,−2). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.3 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange που παρεµβάλει τη
συνάρτηση f (x) = sin(x) στα σηµεία 60,70,80,90.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.4 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange που παρεµβάλει τη
συνάρτηση f (x) = x4 στα σηµεία −1,0,2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.5 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Newton που παρεµβάλει τη συ-
νάρτηση f (x) = ln(x) στα σηµεία 2,3,4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.6 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange που παρεµβάλει τη
συνάρτηση f (x) = x5 στα σηµεία −2,0,1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.7 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής u(x), του Newton, που παρεµβάλει
τα σηµεία (0,5), (1,8), (2,17), (3,44), (4,101) και να προσδιοριστούν τα σηµεία (0.5, u(0,5))
και (1.1, u(1,1)). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.8 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής u(x), του Newton που παρεµβάλει
τα σηµεία (10,5), (14,1), (18,−3), (22,89). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.9 Να υπολογιστεί το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange για τη συνάρτηση
f (x) = 1 − cos( πx2 ) η οποία το παρεµβάλει στα σηµεία −1, 0, 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.10 Αν το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange, απο τα σηµεία −1, 0, 1 της
συνάρτησης f (x) = 1 − cos( πx2 ) είναι p(x) = x2 να υπολογιστεί µια εκτίµηση για το σφάλµα.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.11 Να ϐρεθεί το σφάλµα παρεµβολής του Lagrange για την συνάρτηση
f (x) = x4 στο [0,3] στα σηµεία x0 = 0, x1 = 1, x = 2, x3 = 3. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.12 Να δηχθεί ότι το σφάλµα παρεµβολής του Newton για την συνάρτηση
f (x) = ln(x) στα σηµεία x0 = 2, x1 = 3, x = 4, ϸ(x) = f (x) − p(x), ικανοποιεί τη σχέση
− 1

64 ≤ ϸ(3.5) ≤ − 1
512 . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.13 Εάν το πολυώνυµο p(x) ϐαθµού n παίρνει τις ίδιες τιµές µε τη συνάρτηση
y(x) για x = x0, x1, . . . , xn να υπολογιστεί η διαφορά y(x) − p(x). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.14 Να ϐρεθεί το σφάλµα παρεµβολής του Lagrange για την συνάρτηση
f (x) = ex στα σηµεία x0 = −1, x1 = 0, x = 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.15 ΄Εστω p(x) πολυώνυµο µε p(xi) = e2i , xi = i,i = 1,2,3,4. Να δειχθεί ότι
για κάθε x ∈ (1,2) ισχύει e2x < p(x). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.16 Με δεδοµένα τα σηµεία (xi , yi) να προσδιοριστεί η ευθεία p(x) = Mx + B
έτσι ώστε το άθροισµα

∑N
i=0(yi −Mxi − B)2 να γίνεται ελάχιστο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.17 Προσδιορίστε µια γραµµική σχέση µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώ-
νων για τα παρακάτω δεδοµένα
X 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Y 3.8 3.7 4.0 3.9 4.3 4.2 4.2 4.4 4.5 4.5

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.18 Βρείτε µια σχέση της µορφής P(x) = AeMx από τα ακόλουθα δεδοµένα
xi 1 2 3 4
Pi 7 11 17 27

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.19 Προσδιορίστε τους συντελεστές ai έτσι ώστε το

I =

∫ 1

−1
[y(x) − a0P0(x) − a1P1(x) − . . . − amPm(x)]2dx

να γίνεται ελάχιστο. Τα Pk(x) είναι τα πολυώνυµα Legendre. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.20 Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε µια παραβολή που
να προσεγγίζει την y(t) = sin(t) στο διάστηµα (0, π). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.21 Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε µια ευθεία που να
προσεγγίζει την παραβολή y(t) = t2 στο διάστηµα (0,1). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.22 Εκφράστε το πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων µε πολυώνυµα ορθογώ-
νια στο διάστηµα (a, b) και για µία µη αρνητική συνάρτηση ϐάρους w(x).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.23 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite που παρεµβάλει τη συ-
νάρτηση y = 1

x στα σηµεία x0 = 1, x1 = 2. Να γίνει η εκτίµηση του σφάλµατος στο σηµείο
x = 1.5 όταν x0 = a, x0 = b Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.24 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Hermite που παρεµβάλει τη συνάρτηση f (x) =
1

x2+2 στα σηµεία x0 = −1, x1 = 1. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.25 Να υπολογιστεί η συνάρτηση spline, S(x), η οποία παρεµβάλει τη συνάρ-
τηση f (x) = 1

1+x στα σηµεία x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3 µε συνοριακές συνθήκες
S′′(0) = 0 και S′′(3) = 0. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.26 Να υπολογιστεί η συνάρτηση spline, S(x), η οποία παρεµβάλει τη συνάρ-
τηση f (x) = 1

x στα σηµεία x0 = 1, x1 = 2, x2 = 3, x3 = 4 µε συνοριακές συνθήκες S′′(1) = 0
και S′′(4) = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.27 Για τα πολυώνυµα Chebychev δείξτε ότι ισχύει η αναδροµική σχέση
Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1x. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.28 Προσδιορίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για τη συνάρτηση y(t) =

t2 στο διάστηµα (0,1) χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση ϐάρους w(x) = 1
√

1−x2
. και τα πολυώ-

νυµα Chebychev. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 5

Αριθµητική Παραγώγιση και
Ολοκλήρωση

5.1. Στοιχεία Θεωρίας

5.1.1. Αριθµητική Παραγώγιση

΄Εστω συνάρτηση f για την οποία έχουµε ότι η µορφή της είναι πολύπλοκη ή ότι µας δίνεται
ένα σύνολο τιµών αυτής. Για να προσεγγίσουµε την f ′(x) ϑεωρούµε ότι f (x) ' Pn(x) όπου
Pn(x) είναι ένα πολυώνυµο παρεµβολής. Εάν x = x0 + `h και fi := f (xi) έχουµε ότι

Pn(x) = f0 +

(
`
1

)
∆f0 +

(
`
2

)
∆2f0 + . . . +

(
`
n

)
∆nf0

ή

P ′n(x) =
1
h

(
∆f0 +

1
2

(2` − 1)∆2f0 +
1
6

(3`2 − 6` + 2)∆3f0 + . . . + . . .∆nf0
)
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Απο αυτή τη σχέση µπορούµε να πάρουµε διακριτές προσεγγίσεις για τις παραγώγους
της f .

Εάν ϑέσουµε x = x0 έχουµε ` = 0 και

f ′(x0) '
1
h

(
∆f0 −

1
2

∆2f0 +
1
3

∆3f0 + . . . +
(−1)n

n
∆nf0

)
.

΄Αρα για n = 1 έχουµε

f ′(x0) '
1
h

∆f0 =
1
h

(f1 − f0),

για n = 2

f ′(x0) '
f2 − 4f1 + 3f0

2h
.

΄Οµοια για x = x0 και n = 2

f ′′(x0) '
f2 − 2f1 + f0

h2 .

5.1.2. Μέθοδος του Ορθογωνίου

΄Εστω ότι η συνάρτηση f (x) είναι ορισµένη και συνεχής στο διάστηµα [a, b]. Για να
υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

∫ b
a
f (x)dx υποδιαιρούµε το διάστηµα [a, b] σε n ίσα υπο-

διαστήµατα µε τα σηµεία a = x0, x1, . . . , xn = b, τα οποία έχουν µήκος h = b−a
n .

Σύµφωνα µε τον κανόνα του ορθογωνίου έχουµε ότι∫ b

a
f (x)dx ≈ y0h + y1h + . . . + yn−1h,

ή ∫ b

a
f (x)dx ≈ y1h + y1h + . . . + ynh,
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όπου yk = f (xk), k = 0,1, . . . , n. Αυτός είναι ο σύνθετος κανόνας του ορθογωνίου. Στη
πιο απλή µορφή του (n = 1) έχουµε∫ b

a
f (x)dx ≈ y0h,

δηλαδή τον απλό κανόνα του ορθογωνίου.
Παρατήρηση. Εναλλακτικά µπορούµε να πάρουµε yi = f ( xi−1+xi

2 ) για i = 1,2, . . . , n
και έτσι παίρνουµε µια προσέγγιση του ολοκληρώµατος µε µικρότερο σφάλµα.

5.1.3. Μέθοδος του Τραπεζίου

Σε αυτή τη περίπτωση προσεγγίζουµε τη καµπύλη y(x) από µια τεθλασµένη γραµµή. Το
ολοκλήρωµα,

∫ b
a
f (x)dx τότε προσεγγίζεται από το σύνθετο κανόνα του τραπεζίου∫ b

a
f (x)dx ≈ h

(y0 + yn
2

+ y1 + . . . + yn−1

)
,

όπου yk = f (xk) k = 0,1, . . . , n. Στη περίπτωση που n = 1 παίρνουµε τον απλό κανόνα
του τραπεζίου ∫ b

a
f (x)dx ≈ h

(y0 + yn
2

)
.

5.1.4. Μέθοδος του Simpson

Μπορούµε να προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ b
a
f (x)dx αν µεταξύ δύο σηµείων της y(x),

yi και yi+1 παρεµβάλουµε µια καµπύλη της µορφής y = ax2 + bx + c η οποία διέρχεται
από αυτά τα δύο σηµεία. Σε αυτή τη περίπτωση, και για µια διαµέριση µε άρτιο αριθ-
µό υποδιαστηµάτων (n = 2k), το ολοκλήρωµα προσεγγίζεται από τον ακόλουθο σύνθετο
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κανόνα του Simpson.∫ b

a
f (x)dx ≈

h

3
(y0 + yn + 2(y2 + y4 + . . . + yn−2) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1)) .

Για n = 2 παίρνουµε τον απλό κανόνα του Simpson,∫ b

a
f (x)dx ≈

h

3
(y0 + 4y1 + y2) .

5.1.5. Μέθοδοι ολοκλήρωσης του Newton-Cotes

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος
∫ b
a
f (x)dx ϑα υπολογίσουµε το πολυώνυµο πα-

ϱεµβολής, P(x), της f (x) στο [a, b] και ϑα προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα υπολογίζοντας
το ολοκλήρωµα του P(x).

Συγκεκριµένα έστω µια συνάρτηση f (x) ∈ Cn+1[a, b], και ϑεωρούµε µια διαµέριση του
[a, b] µε n+1 σηµεία a = x0, x1, . . . , xn = b. Τότε f (x) = P(x)+

(x−x0)(x−x1)...(x−xn )
(n+1)! f n+1(ξ (x)),

όπου P(x) είναι το πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange, P(x) =
∑n
i=0 f (xi)Li(x), και ξ (x) ένας

αριθµός στο [a, b] που εξαρτάται απο το x. Απο αυτή τη προσέγγιση της f (x) προκύπτει
ότι ∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a

n∑
i=0

f (xi)Li(x)dx,

και το σφάλµα της προσέγγισης είναι

E =
1

(n + 1)!

∫ b

a

n∏
i=0

(x − xi)f (n+1)(ξ )dx.

Εάν τα σηµεία της διαµέρισης, xi , ισαπέχουν τότε για n = 2k + 1 το σφάλµα παίρνει τη
µορφή

E =
f (n+1)(ξ )
(n + 1)!

∫ b

a

n∏
i=0

(x − xi)dx,
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ενώ για n = 2k έχουµε

E =
f (n+2)(ξ )
(n + 2)!

∫ b

a

n∏
i=0

(x − xi)dx.

Για n = 1 προκύπτει η απλή µέθοδος του τραπεζίου. Επιπλέον µπορούµε να συµπε-
ϱάνουµε ότι η σύνθετη µέθοδος του Τραπεζίου έχει σφάλµα

|E| ≤
h2

12
(b − a)M,

για M τέτοιο ώστε της |f ′′(ξ )| ≤ M, για κάθε ξ ∈ [a, b].
Για n = 2 προκύπτει η απλή µέθοδος Simpson. Επίσης για τη σύνθετη µέθοδο

Simpson έχουµε ότι για το σφάλµα ισχύει

|E| ≤
h4

180
(b − a)M,

για M τέτοιο ώστε της |f (4)(ξ )| ≤ M , για κάθε ξ ∈ [a, b].

5.1.6. Μέθοδοι ολοκλήρωσης του Gauss

Οι µέθοδοι ολοκλήρωσης του Gauss ϐασίζονται στο γεγονός ότι επιλέγουµε τη διαµέριση
του διαστήµατος [a, b] έτσι ώστε να ελαχιστοποιήσουµε το σφάλµα. Θεωρούµε ότι∫ b

a
f (x)dx =

n∑
i=0

ci f (xi) + En ,

όπου ci =
∫ b
a
Pi(x)dx, Pi ορθογώνια πολυώνυµα, ϐαθµού n και En το σφάλµα ολοκλήρω-

σης. Επιλέγουµε τα σηµεία xi έτσι ώστε να είναι οι n+1 ϱίζες του ορθογωνίου πολυωνύµου
Pn+1, ϐαθµού n + 1 στο [a, b].

http://www.math.aegean.gr


Υπολογισµοί και Σφάλµατα

Ασκήσεις

Επίλυση µη γραµµικών

εξισώσεων

Ασκήσεις

Επίλυση γραµµικών συ-

στηµάτων

Ασκήσεις

Παρεµβολή

Ασκήσεις

Αριθµητική Παραγώγιση

και Ολοκλήρωση

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 46 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Πρόταση 5.1.1 Αν Pk είναι µια ακολουθία ορθογωνίων πολυωνύµων στο [a, b] µε µονα-
διαίο τον συντελεστή µεγιστοβάθµιου όρου τότε ισχύει P0 = 1, P1 = x − a+b

2 και Pk+1(x) =

(x − Ak)Pk(x) − BkPk−1(x), όπου

Ak =

∫ b
a
x(Pk(x))2dx∫ b

a
(Pk(x))2dx

, Bk =

∫ b
a
xPk(x)Pk−1(x)dx∫ b
a

(Pk−1(x))2dx

Πρόταση 5.1.2 Για κάθε k το ορθογώνιο πολυώνυµο Pk στο [a, b] έχει k απλές πραγµατι-
κές ϱίζες στο διάστηµα αυτό, οι οποίες είναι διαφορετικές µεταξύ τους.

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ b
a
f (x)dx αρχικά ϑέτουµε t = b−a

2 x + b+a
2 ,

έτσι ώστε να µεταφέρουµε το πεδίο ολοκλήρωσης στο [−1,1] και µετασχηµατίζουµε το
ολοκλήρωµα στο

I =
b − a

2

∫ 1

−1
g(x)dx,

όπου g(x) = f
(
b−a

2 x + b+a
2

)
.

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα
∫ 1
−1 g(x)dx, το προσεγγίσουµε ως εξής∫ 1

−1
g(x)dx =

n∑
i=0

wi f (xi).

Προσδιορίζουµε τα wi και xi έτσι ώστε η ολοκλήρωση µε αυτή τη µέθοδο να είναι ακριβής
για πολυώνυµα µέχρι και 2n + 2 ϐαθµού. Χρησιµοποιούµε για το προσδιορισµό αυτών
των συντελεστών τα πολυώνυµα Legendre και, Li(x) = 1

2kk!
dk

dxk (x2−1)k ως xi τις ϱίζες τους.
Για n = 0 έχουµε ∫ 1

−1
g(x)dx ≈ 2g(0).
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Για n = 1 έχουµε ∫ 1

−1
g(x)dx ≈ g

(
−

1
√

3

)
+ g

(
1
√

3

)
.

Για n = 2 έχουµε ∫ 1

−1
g(x)dx ≈

5
9
g

−√
3
5

 +
8
9
g(0) +

5
9
g

√3
5

 .
5.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.2.1 Να ϐρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος∫ 2

0
x3dx,

µε τη σύνθετη µέθοδο του ορθογωνίου, για n = 4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.2 Να ϐρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος∫ 2

0
x3dx,

µε τη σύνθετη µέθοδο του ορθογωνίου, παίρνοντας yi = f ( xi−1+xi
2 ), για n = 4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.3 Να ϐρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος∫ 2

0
x3dx,

µε τη µέθοδο του τραπεζίου, για n = 4. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.4 Να ϐρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος∫ 2

0
x3dx,

µε τη µέθοδο του Simpson, για n = 4. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.5 Να ϐρεθεί στη µέθοδο του τραπεζίου το σφάλµα αποκοπής του ολοκληρώ-

µατος
∫ 1
0 e

2xdx για n = 4.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.6 Υποθέτουµε ότι∫ x2

x0

f (x)dx = A0f0 + A1f1 + A2f2 + R,

όπου xi = x0 + ih, i = 1,2,3. Προσδιορίστε τα A0, A1, A2 ανεξαρτήτως της f (x), τέτοια ώστε
R = 0 εάν η f (x) είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού ≤ 2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.7 Θεωρούµε το ολοκλήρωµα I =
∫ 1
0 x

2dx, του οποίου η ακριβής τιµή είναι
1
3 . Βρείτε τη προσεγγιστική τιµή του I χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του τραπεζίου µε
h = 1

n , n = 1,2,3, ... Επιπλέον δείξτε ότι limn→∞ Qn+1 = I ⇔ limn→∞ Rn+1 = 0, όπου Qn+1
η προσέγγιση του ολοκληρώµατος I χρησιµοποιώντας τον σύνθετο τύπο του τραπεζίου και
Rn+1 το σφάλµα της µεθόδου. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.8 Να ϐρεθεί ο αριθµός των υποδιαστηµάτων που απαιτούνται για να προσεγ-

γιστεί το ολοκλήρωµα I =
∫ 1
0 e

−x2
dx µε σφάλµα |Rn+1| ≤ 0.5 10−6 µε

(α) µέθοδο του τραπεζίου
(ϐ) µέθοδο του Simpson.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.9 Να υπολογιστεί µε χρήση της µεθόδου Simpson µία προσέγγιση του ολο-

κληρώµατος
∫ 2
1 xe

−xdx.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.10 Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα I =
∫ 2
1 (x3 − 1

4x
4)dx µε τη µέθοδο Simp-

son.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.11 Να ϐρεθεί η προσεγγιστική τιµή της πρώτης παραγώγου της συνάρτησης
f (x) = ln(x) στο σηµείο x0 = 2 µε h = 0.1 και να συγκριθεί µε την ακριβή τιµή της
παραγώγου στο σηµείο αυτό.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.12 Να ϐρεθεί η προσεγγιστική τιµή της δευτέρας παραγώγου για την f (x) =

x ln(x) στο σηµείο x0 = 2 µε h = 0.1.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.13 Να προσεγγιστεί η τιµή του ολοκληρώµατος I =
∫ 3
1 (x ln(x))dx µε τη µέθο-

δο του τραπεζίου για h = 0.25. Πόσα σηµεία πρέπει να χρησιµοποιηθούν για να είναι το
σφάλµα το πολύ 1

210−4.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.14 Να γίνει εκτίµηση του σφάλµατος στον υπολογισµό, µε τη µέθοδο Simpson

και µε h = 0.25 του ολοκληρώµατος I =
∫ 3
0 (0.003x10 − 0.25x4)dx. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.15 Να ϐρεθεί η εκτίµηση του σφάλµατος στη προσέγγιση του ολοκληρώµατος
I το οποίο προσεγγίζεται µε τη παρακάτω µέθοδο∫ h

−h
y(x)dx =

h

3
[y(−h) + 4y(0) + y(h)].

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.16 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο Gauss- Legendre η τιµή του ολοκληρώµατος

I =

∫ 2

0
etdt,

για n = 2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.17 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο Gauss- Legendre η τιµή του ολοκληρώµατος

I =

∫ 1

−1

√
x + 2dx,

για n = 2 Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.18 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο Gauss- Legendre η τιµή του ολοκληρώµατος

I =

∫ 2

0
etdt,

για n = 3. ∆ίνεται ότι για n = 3 έχουµε

x0 = −0.8611363116, x1 = −0.3399810436, x2 = 0.3399810436, x3 = 0.8611363116,

w0 = 0.3478548451, w1 = 0.6521451549, w2 = 0.6521451549, w3 = 0.3478548451.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.19 Να ϐρεθεί µε τη µέθοδο Gauss- Legendre η τιµή του ολοκληρώµατος

I =

∫ 1

0

√
2t + 1dt,

για n = 2. Υπόδειξη-Λύση
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Ασκήσεις

Επίλυση µη γραµµικών

εξισώσεων

Ασκήσεις

Επίλυση γραµµικών συ-

στηµάτων

Ασκήσεις

Παρεµβολή

Ασκήσεις

Αριθµητική Παραγώγιση

και Ολοκλήρωση

Ασκήσεις

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 51 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ασκηση 5.2.20 ΄Εστω µια συνάρτηση f (x) ∈ C4([a, b]). Χρησιµοποιώντας το πολυώνυµο
παρεµβολής Newton της f µέχρι και τον τρίτο όρο και υποθέτοντας ότι έχουµε µια διαµέριση
στο [a, b] µε σηµεία a = x0, . . . , x3 = b, xi = x0 + ih, i = 1,2,3 δείξτε ότι∫ x3

x0

f (x)dx =
3h
8

(f (x0) + 3f (x1) + 3f (x2) + f (x3)).

Αυτός η µέθοδος ολοκλήρωσης ονοµάζεται µέθοδος των 3
8 . Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 52 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Αποδείξεις
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 53 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση

|
Q − Q1

Q
| ≤

1
105 .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 54 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση για το σχετικό σφάλµα Er του πηλίκου u1
u2

σύµφωνα
µε την οποία

Er ≤
∆u1

u1
+

∆u2

u2
.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 55 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τους ορισµούς του απόλυτου και σχετικού σφάλµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 56 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση ∆ ln(y) ' ∆y
y �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 57 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τους ορισµούς του απόλυτου και σχετικού σφάλµατος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 58 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το απόλυτο σφάλµα δίνεται απο τη σχέση ϸ = |x − x∗| ενώ το σχετικό από τη
σχέση ϸr = x−x∗

x
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 59 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το σφάλµα είναι ϸ = x − x∗, η διόρθωση r = −ϸ, το σχετικό σφάλµα ϸr = x∗−x
x

και το απόλυτο σχετικό σφάλµα |ϸr |. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 60 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για τον αριθµό dndn−1 . . . d1b η µορφή του στο δεκαδικό σύστηµα είναι dn ×
bn−1 + dn−1 × bn−2 + . . . + d1 × b0 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 61 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον αλγόριθµο d−i−1 = [y−i × b] για i = 0,1,2, . . . , k µε
y−2 = (y−1 × b) − d−2, όπου

y−i =

{
x, i = 0,

(y−i+1 × b) − d−i i = 1,2, . . . k.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 62 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αν ϸ το σφάλµα a +b τότε ϸ ≤ ϸ1 + ϸ2 και αν ϸr το σχετικό σφάλµα του a
b έχουµε

|ϸr | '
|ϸ1 |
a +

|ϸ2 |
b . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 63 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Συγκρίνεται το αποτέλεσµα µε το αναµενόµενο σφάλµα της αφαίρεσης δύο
αριθµών. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 64 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πολλαπλασιάστε και διαιρέστε µε τη συζυγή παράσταση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 65 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Πολλαπλασιάστε και διαιρέστε µε τη συζυγή παράσταση του αριθµητή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 66 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σε αυτή τη περίπτωση το σχετικό σφάλµα, για ∆Q = Q − Q1 είναι

|
∆Q

Q
| ≤

1
105 ,

ή

∆Q ≤
1

105 |Q|.

Στη περίπτωση που το Q είναι άγνωστο και το Q1(= 31.546824) είναι γνωστό έχουµε

|Q| ≤ |Q1| + ∆Q.

΄Αρα
|∆Q| ≤ 10−5(|Q1| + ∆Q),

ή
∆Q ≤ 0.00031546824 + 10−5∆Q,

ή
99999
100000

∆Q ≤ 0.00031546824,

και
∆Q ≤ 0.00032.

Εφόσον το ∆Q είναι µικρότερο από το µισό της µονάδας στο χιλιοστό σηµείο το ση-
µαντικό ψηφίο στο χιλιοστό σηµείο, δηλαδή το ψηφίο 6 είναι σωστό και άρα ο αριθµός
έχει τουλάχιστον 5 σωστά σηµαντικά ψηφία.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 67 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε το σχετικό σφάλµα Er απο τη σχέση

Er ≤
∆u1

u1
+

∆u2

u2
,

και κατόπιν το απόλυτο σφάλµα Ea απο τη σχέση Ea = NEr .
΄Εχουµε ότι για κάποια x και y,

N =
7o 10′

log10 242.7
=

cos(x)
log10 y

=
u1

u2

και
∆u1 = ∆cos(x) = − sin(x)∆x,

∆u2 = ∆ log10 y = 0.43429
∆y

y
.

Εποµένως

Er ≤
sin(x)
cos(x)

∆x +
0.43429
y log(y)

∆y,

ή

Er ≤ tan(x)∆x +
0.435
y log(y)

∆y.

Παίρνοντας x = 7o 10′, ∆x = 1o = 0.000291 ακτίνια, y = 242, ∆y = 0.1 έχουµε

Er ≤ 0.126 · 0.000291 +
0.435 · 0.1
242 · 2.38

= 0.00011.

Επιπλέον δεδοµένου ότι N = 7o 10′
log10 242.7 = 0.41599 έχουµε ότι

Ea = 0.00011 · 0.416 = 0.000046,

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 68 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

ή Ea < 0.00005 και η τιµή του κλάσµατος είναι µεταξύ του 0.41604 και του 0.41594 και
η µέση τιµή αυτών των δύο εκτιµήσεων είναι η ϐέλτιστη εκτίµηση αυτού του κλάσµατος.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 69 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε για το απόλυτο σφάλµα Ea

Ea = 4.0 − 5.0 = −1.0,

για το σχετικό σφάλµα Er

Er =
4.0 − 5.0

5.0
=
−1.0
5.0

= −0.2,

και για το επι τοις εκατό σφάλµα του υπολογισµού E100 έχουµε

E100 = (−0.2) · (100) = −20%.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 70 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέλουµε να δείξουµε ότι

∆ ln(y) ' d(ln(y)) =
dy

y
'

∆y

y

΄Εχουµε ότι

∆(ln(y)) = ln(y + ∆y) − ln(y) = ln
(
1 +

∆y

y

)
'

∆y

y
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 71 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε F ( 1
3 ) = 0.3333 και F ( 4

7 ) = 0.5714 εποµένως x ⊕ y = 1
3 ⊕

4
7 = F [F (x) +

F (y)] = F (0.3333 + 0.5714) = F (0.9047) = 0.9047 ενώ η πραγµατική τιµή είναι x + y =
19
21 . ΄Οµοια ϐρίσκουµε ότι
x 	 y = 1

3 	
4
7 = F [F (x) − F (y)] = F (0.3333 + 0.5714) = −0.2381 ενώ x − y = − 5

21 ,
x ⊗ y = 1

3 ⊗
4
7 = F [F (x) · F (y)] = F (0.3333 · 0.5714) = 0.1904 ενώ x · y = 4

21 ,
x ÷ y = 1

3 ÷
4
7 = F [ F (x)

F (y) ] = F ( 0.3333
0.5714 ) = 0.5833 ενώ x

y = 7
12 .

Εάν z̄ είναι η προσεγγιστική τιµή του αριθµού z τότε το απόλυτο σφάλµα είναι Ea(z) =

|z̄ − z| και το σχετικό Er (z) =
|z̄−z|
z . Εποµένως

Ea(x ⊕ y) = 0.6190 10−4, Er (x ⊕ y) = 0.6842 10−4,
Ea(x 	 y) = 0.4762 10−5, Er (x 	 y) = 0.2 10−4,
Ea(x ⊗ y) = 0.7619 10−4, Er (x ⊗ y) = 0.4 10−3,
Ea(x ÷ y) = 0.3333 10−4, Er (x ÷ y) = 0.5714 10−4.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 72 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) ΄Εχουµε ακριβή τιµή x = 0.0000001 και προσεγγιστική τιµή x∗ = 0.0000004
άρα το απόλυτο σφάλµα είναι

|ϸ| = |0.0000001 − 0.0000004| = 0.0000003,

ενώ το σχετικό σφάλµα είναι

ϸr =
x − x∗

x
=

0.0000003
0.0000001

= 3

ϐ) ΄Εχουµε ακριβή τιµή x = 10000001 και προσεγγιστική τιµή x∗ = 10000005 άρα το
απόλυτο σφάλµα είναι

|ϸ| = |10000001 − 10000005| = 4,

ενώ το σχετικό σφάλµα είναι

ϸr =
x − x∗

x
=

4
10000001

= 0.0000004

Παρατηρούµε ότι και στις δύο περιπτώσεις οι προσεγγίσεις είναι ικανοποιητικές. Στη
πρώτη περίπτωση ϸ = 0.0000003 � 1 ενώ στη δεύτερη ϸr = 0.0000004 � 1.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 73 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ακριβή τιµή x = 4 και προσεγγιστική τιµή x∗ = 3.96 άρα
α) Το σφάλµα ϸ είναι ϸ = x∗ − x = 3.96 − 4 = −0.04,
ϐ) Η διόρθωση r είναι r = −ϸ = 0.04,
γ) Το σχετικό σφάλµα ϸr είναι ϸr = x∗−x

x = −0.04
4 = −0.01,

δ) Το απόλυτο σχετικό σφάλµα |ϸr | είναι |ϸr | = | x
∗−x
x | =

0.04
4 = 0.01.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 74 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για τον αριθµό 11011112 έχουµε

11011112 = 1 × 26 + 1 × 25 + 0 × 24 + 1 × 23 + 1 × 22 + 1 × 21 + 1 × 20

= 64 + 32 + 0 + 8 + 4 + 2 + 1 = 11110

Επίσης για τον αριθµό 307.178 έχουµε

307.178 = 3 × 86 + 0 × 81 + 7 × 80 + 1 × 8−1 + 7 × 8−2 = 199.23437510

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 75 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι για να παραστήσουµε το δεκαδικό µέρος x ενός αριθµού που
ανήκει στο δεκαδικό σύστηµα σε ένα άλλο σύστηµα αριθµών µε ϐάση b χρησιµοποιούµε
το ακέραιο µέρος των διαδοχικών πολλαπλασιασµών του x µε τη ϐάση b. Συγκεκριµένα
d−i−1 = [y−i × b] για i = 0,1,2, . . . , k µε y−2 = (y−1 × b) − d−2, όπου

y−i =

{
x, i = 0,

(y−i+1 × b) − d−i i = 1,2, . . . k.

Στη περίπτωση µας έχουµε
Για i = 1, y−1 = 0.59375, y−1 × 2 = 0.1875 + 1 για d−1 = 1,
για i = 2, y−2 = 0.1875, y−2 × 2 = 0.375 + 0 για d−2 = 0,
για i = 3, y−3 = 0.375, y−3 × 2 = 0.75 + 0 για d−3 = 0,
για i = 4, y−4 = 0.75, y−4 × 2 = 0.5 + 1 για d−4 = 1,
για i = 5, y−5 = 0.5, y−5 × 2 = 0 + 1 για d−5 = 1,
και άρα ο Ϲητούµενος αριθµός είναι 0.100112 �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 76 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ϸ1 και ϸ2 είναι τα σφάλµατα των στρογγυλοποιήσεων των αριθµών a
και b αντίστοιχα, τότε ισχύει |ϸ1| ≤

1
210−3 και |ϸ2| ≤

1
210−3. Αν ϸ είναι το σφάλµα του

αθροίσµατος a + b έχουµε

|ϸ| ≤ |ϸ1| + |ϸ2| ≤
1
2

10−3 +
1
2

10−3 = 0.0055.

Εαν το σχετικό σφάλµα του a
b είναι ϸr και των a και b, ϸr1 και ϸr2 αντίστοιχα έχουµε

|ϸr | ' |ϸr1| + |ϸr2| =
|ϸ1|

a
+
|ϸ2|

b
=

1
210−3

0.731
+

1
210−3

0.9.12
= 0.0012321.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε στη πρώτη περίπτωση
√

708 −
√

707 = 26.61 − 26.59 = 0.02.

Χρησιµοποιώντας έξι σηµαντικά ψηφία παίρνουµε
√

708 −
√

707 = 26.6083 − 26.5895 = 0.0188,

και χρησιµοποιώντας οκτώ
√

708 −
√

707 = 26.608269 − 26.589471 = 0.0187977

Παρατηρούµε ότι επειδή αφαιρούµε δύο σχεδόν ίσους αριθµούς στη περίπτωση που
χρησιµοποιούµε µόνο τέσσερα σηµαντικά ψηφία το σφάλµα της διαφοράς των δύο αριθ-
µών µικρότερο ή ίσο µε .5 × 10−2 + .5 × 10−2 = 0.01 ενώ το αποτέλεσµα είναι του ίδιου
µεγέθους 0.02 και άρα ανακριβές. Χρειάζονται περισσότερα σηµαντικά ψηφία ή µια ανα-
διάταξη της παράστασης έτσι ώστε να αποφεύγεται η αφαίρεση δύο σχεδόν ίσων αριθµών
για πιο ακριβές αποτέλεσµα. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέλουµε να ϐρούµε ένα εναλλακτικό τύπο για τον υπολογισµό της παράστασης√
708 −

√
707. Πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε µε την συζυγή παράσταση και έχουµε

√
708 −

√
707 =

√
708 −

√
707

√
708 +

√
707

√
708 +

√
707

=
1

√
708 +

√
707

=
1

26.61 + 26.59
=

1
53.20

= 0.0188

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θέλουµε να ϐρούµε ένα εναλλακτικό τύπο για τον υπολογισµό της παράστα-
σης x1 = −b+

√
b2−4ac

2a . Πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε µε την συζυγή παράσταση του
αριθµητή και έχουµε

x1 =
−b +

√
b2 − 4ac

2a
=
−b +

√
b2 − 4ac

2a
−b −

√
b2 − 4ac

−b −
√
b2 − 4ac

=
−2c

b +
√
b2 − 4ac

.

Εποµένως χρησιµοποιώντας τη σχέση x1 = −2c
b+
√
b2−4ac

αποφεύγεται η αφαίρεση δύο σχεδόν
ίσων αριθµών και η εµφάνιση µεγάλου σφάλµατος.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε και κατόπιν χρησιµοποιείστε τη σχέση |xn−r | = |F (xn−1)−F (r)| ≤ |xn−1−r |.
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη µέθοδο της διχοτόµησης κατασκευάζοντας µια ακολουθία δια-
στηµάτων [a0, b0], [a1, b1], . . . µε f (an)f (bn) ≤ 0 που περιέχουν τα σηµεία xn =

an+bn
2 τα

οποία συγκλίνουν στη ϱίζα της εξίσωσης. Η σχέση που µας δίνει το σφάλµα της µεθόδου
καθορίζει και τον αριθµό των επαναλήψεων. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Γράψτε ισοδύναµα την εξίσωση στη µορφή x = ±
√

2x + 3 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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JJ II

J I

Σελίδα 83 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την επαναληπτική διαδικασία xn+1 = xn −
f (xn )
f ′(xn ) , για f (x) =

3 sin(x) + 4x − 5. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Πρώτη Σελίδα
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Σελίδα 84 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη µέθοδο της τέµνουσας σύµφωνα µε την οποία xn+1 =

xn −
xn−xn−1

f (xn )−f (xn−1) f (xn) για f (x) = x3 − 8. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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Πρώτη Σελίδα
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J I

Σελίδα 85 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την επαναληπτική διαδικασία xn+1 = xn −
f (xn )
f ′(xn ) , για f (x) =

x2 − 12. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη µέθοδο της διχοτόµησης κατασκευάζοντας µια ακολουθία δια-
στηµάτων [a0, b0], [a1, b1], . . . µε f (an)f (bn) ≤ 0 που περιέχουν τα σηµεία xn =

an+bn
2 τα

οποία συγκλίνουν στη ϱίζα της εξίσωσης. Η σχέση που µας δίνει το σφάλµα της µεθόδου
καθορίζει και τον αριθµό των επαναλήψεων. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι f (0)f (1) ≤ 0 και εξετάστε τη µονοτονία της f για να δείξετε ότι έχει
µοναδική ϱίζα στο διάστηµα [0,1]. Στη συνέχεια χρησιµοποιείστε την επαναληπτική δια-
δικασία xn+1 = xn −

f (xn )
f ′(xn ) , για f (x) = x5 − 5x + 1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εξετάστε αν κατά πόσο ισχύει η σχέση g′(x) < 1 στο [1,2]. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα του Rolle �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton - Rampshon για την εξίσωση f (x) = x2 −Q = 0.
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.11
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη γενική επαναληπτική µέθοδο xn+1 = g(xn), για g(x) = 20
x2+2x+10 .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.12
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη µέθοδο Newton - Rampson xn+1 = xn −
f (xn )
f ′(xn ) για f (x) = x − e−x .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.13
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : χρησιµοποιείστε τη σχέση f (r) = f (xn−1) + (r − xn−1)f ′(xn−1) + 1
2 (r − xn−1)2f ′′(ξ ),

σε συνδυασµό µε αυτή της µεθόδου Newton - Rampson. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14
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Πρώτη Σελίδα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την επαναληπτική µέθοδο της τέµνουσας

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f (xn) − f (xn−1)
f (xn).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.15
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 95 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την επαναληπτική µέθοδο της τέµνουσας

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f (xn) − f (xn−1)
f (xn).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.16
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε
|F (x) − F (y)| = |F ′(ξ )(x − y)| ≤ L |x − y|,

για σηµεία x και y κοντά στο r. Θα µπορούσαµε να είχαµε δεχθεί αυτή τη συνθήκη του
Lipschitz που αρκεί αντί για τη πιο περιοριστική συνθήκη για την F ′(x). Επειδή

|xn − r | = |F (xn−1) − F (r)| ≤ |xn−1 − r |,

και L < 1 κάθε προσέγγιση είναι τόσο καλή όσο και η προηγούµενη. Συνεπώς όλες οι
προσεγγίσεις είναι σηµεία του I. Εφαρµόζοντας τη τελευταία ανισότητα n ϕορές έχουµε

|xn − r | ≤ L
n |x0 − r |

και επειδή L < 1, limn→∞ xn = r.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f (x) = x3 + x2 − 3x − 3, a = 1, b = 2. Θα εξετάσουµε αν υπάρχει ϱίζα
στο διάστηµα [1,2]

f (1) · f (2) = (−4) · (3) = −12 < 0.

΄Αρα υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1,2], οπότε διχοτοµούµε αυτό το διάστηµα

x0 =
1 + 2

2
= 1.5.

ϑα εξετάσουµε αν υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1,1.5]. ΄Εχουµε

f (1) · f (1.5) = (−4) · (−1.875) > 0.

΄Αρα δεν υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1,1.5] και υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1.5,2] το
οποίο διχοτοµούµε ϑέτοντας

x1 =
1.5 + 2

2
= 1.75.

ϑα εξετάσουµε αν υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1.5,1.75]. ΄Εχουµε

f (1.5) · f (1.75) = (−1.875) · (0.171875) < 0.

΄Αρα υπάρχει ϱίζα στο διάστηµα [1.5,1.75] το οποίο διχοτοµούµε ϑέτοντας

x2 =
1.5 + 1.75

2
= 1.625.

Εποµένως η προσέγγιση της ϱίζας στην 3η επανάληψη είναι ρ = 1.625
Θέλουµε να ϐρούµε πόσες επαναλήψεις ϑα χρειαστούν ώστε η προσεγγιστική ϱίζα να

έχει ανοχή ϸ = 10−6. Από τη σχέση b − a ≤ ϸ2N και για ϸ = 10−6, a = 1, b = 2,
α = 6, έχουµε N ≥ log(b−a)

log 2−α ή N ≥ log(2−1)
log 2−6 = 19.931568. ΄Αρα στην 20η επανάληψη

ϑα καταλήξουµε στη προσεγγιστική ϱίζα που έχει ανοχή ϸ = 10−6. Η ϱίζα αυτή είναι
ρ = 1.732051.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γράφουµε την f (x) = 0 στη µορφή x = g(x) όπου g(x) = ±
√

2x + 3.
΄Εχουµε |g′(x)| =

∣∣∣ ± 1
√

2x+3

∣∣∣ < 1, για κάθε x ∈ [0,4]. Εποµένως έχουµε την επαναλη-
πτική σχέση xn =

√
2xn−1 + 3 (ϑέλουµε το xn πάντα ϑετικό) και παίρνουµε διαδοχικά :

x0 = 4
x1 = 3.316
x2 = 3.104
x3 = 3.011
x4 = 3.004
...
xn = 3.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f (x) = 3 sin(x) + 4x − 5 και f ′(x) = 3 cos(x) + 4, άρα η επαναληπτική
διαδικασία σύµφωνα µε τη µέθοδο Newton - Ramphson είναι

xn = xn−1 −
3 sin(xn−1) + 4xn−1 − 5

3 cos(xn−1) + 4
, n = 1,2,3, . . .

Για n = 1 έχουµε

x1 = x0 −
3 sin(x0) + 4x0 − 5

3 cos(x0) + 4
= 1.0 −

1.524413
5.620907

= 0.7287959

και |x1 − x0| = 0.2712041 > ϸ.
Για n = 2 έχουµε

x2 = x1 −
3 sin(x1) + 4x1 − 5

3 cos(x1) + 4
= 0.7287959 −

0.0869007
6.23793

= 0.7427269

και |x2 − x1| = 0.013931 > ϸ.
Για n = 3 έχουµε

x3 = x2 −
3 sin(x2) + 4x2 − 5

3 cos(x2) + 4
= 0.7427269 −

0.000194549
6.209882

= 0.7427583

και |x3 − x2| = 0.000031352 < ϸ = 10−4.
΄Αρα η προσέγγιση της ϱίζας, µε ανοχή ϸ = 10−4, είναι x3 = 0.7427583.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f (x) = x3 − 8 άρα η επαναληπτική διαδικασία σύµφωνα µε τη µέθοδο
της τέµνουσας είναι

xn+1 = xn −
xn − xn−1

(x3
n − 8) − (x3

n−1 − 8)
(x3
n − 8), n = 1,2,3, . . .

ή

xn+1 = xn −
x3
n − 8

x2
n + xnxn−1 + x2

n−1
, n = 1,2,3, . . .

Για n = 1 έχουµε

x2 = x1 −
x3

1 − 8
x2

1 + x1x0 + x2
0

= 1.793651 ,

και |x2 − x1| = 0.2936509 > ϸ.
Για n = 2 έχουµε

x3 = x2 −
x3

2 − 8
x2

2 + x2x1 + x2
1

= 2.066952

και |x3 − x2| = 0.2733011 > ϸ.
Για n = 3 έχουµε

x4 = x3 −
x3

3 − 8
x2

3 + x3x2 + x2
2

= 1.992769

και |x4 − x3| = 0.0741832 > ϸ.
Για n = 4 έχουµε

x5 = x4 −
x3

4 − 8
x2

4 + x4x3 + x2
3

= 1.999763

και |x5 − x4| = 0.00699389 < ϸ = 0.02.
΄Αρα η προσέγγιση της ϱίζας µε ανοχή ϸ = 0.02 είναι x5 = 1.999763.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω f (x) = x2 − 12. Θέλουµε να ϐρεθεί η προσεγγιστική ϱίζα της εξίσωσης
x2 − 12 = 0 µε αρχική προσέγγιση x0 = 3 και κριτήριο διακοπής ϸ = 0.01. Θέτουµε
f (x) = x2 − 12 και έχουµε f ′(x) = 2x. ΄Αρα η µέθοδος Newton-Raphson έχει τη µορφή

xn = xn−1 −
(x2
n−1) − 12
2xn−1

, n = 1,2,3, . . .

Για n = 1 έχουµε

x1 = x0 −
(x2

0 ) − 12
2x0

= 3 −
32 − 12

2 · 3
= 3.5,

x1 = 3 και |x1 − x0| = 0.5 > ϸ. Για n = 2 έχουµε

x2 = x1 −
(x2

1 ) − 12
2x1

= 3.5 −
(3.5)2 − 12

2 · 3.5
= 3.464,

x2 = 3.464 και |x2 − x1| = 0.036 < ϸ. ΄Αρα η προσεγγιστική τιµή της
√

12 µε τη µέ-
ϑοδο Newton-Raphson µε αρχικό σηµείο x0 = 3 και κριτήριο διακοπής ϸ = 0.01 είναι
x2 = 3.464. �
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Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση f (x) = x − cos2(x) είναι συνεχής σε όλο το πεδίο ορισµού της,
δηλαδή το R και f (0) = −1 < 0 ενώ f (π/4) = 0.285 > 0. Συνεπώς από το ϑεώρηµα Rolle
ϑα υπάρχει τουλάχιστον µια πραγµατική ϱίζα της f (x) = 0 στο διάστηµα (0, π4 ).

Επιπλέον έχουµε ότι f ′(x) = 1 + 2 cos(x) sin(x) = 1 + sin(2x) > 0 στο [0, π4 ]. ΄Αρα η f
είναι γνησίως αύξουσα και κατά συνέπεια η ϱίζα είναι µοναδική.

Στη συνέχεια προσεγγίζουµε τη ϱίζα µε τη µέθοδο της διχοτόµησης. ΄Εχουµε
a0 = 0, b0 = π

4 , f (a0) = −1, f (b0) = 0.285 και

x1 =
a0 + b0

2
= 0.393, f (x1) = −0.461.

a1 = x1, b1 = b0, f (a1) = −0.461, f (b1) = 0.285 και

x2 =
a1 + b1

2
= 0.589, f (x1) = −0.102.

a2 = x2, b2 = b1, f (a2) = −0.102, f (b2) = 0.285 και

x3 =
a2 + b2

2
= 0.687, f (x3) = 0.09.

a3 = a2, b3 = x3, f (a3) = −0.102, f (b2) = 0.09 και

x4 =
a3 + b3

2
= 0.638, f (x3) = −0.007.

΄Αρα η προσεγγιστική ϱίζα είναι x4 = 0.638.
Για να έχουµε ακρίβεια ϸ = 0.01 απαιτείται ένας ελάχιστος αριθµός επαναλήψεων N

N ≥
ln(b − a) − ln(ϸ)

ln(2)
.

Για a = 0, b = π
4 , ϸ = 0.01 έχουµε N ≥ 6.295, δηλαδή N ≥ 7.

�
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση f (x) = x5 − 5x + 1 είναι συνεχής σε όλο το πεδίο ορισµού της,
δηλαδή το R και f (0) = 1 > 0 ενώ f (1) = −3 < 0. Συνεπώς από το ϑεώρηµα Rolle ϑα
υπάρχει τουλάχιστον µία πραγµατική ϱίζα της f (x) = 0 στο διάστηµα (0,1).

΄Εχουµε f ′(x) = 5x4 − 5 = 5(x − 1)(x + 1)(x2 + 1) < 0 στο [0,1]. Εποµένως η ϕ είναι
γνησίως ϕθίνουσα και κατά συνέπεια η ϱίζα είναι µοναδική.

Για την επιλογή του σηµείου αφετηρίας, αφενός ϐρίσκουµε τη µονοτονία της συνάρ-
τησης και αφετέρου µελετάµε τα κοίλα της συνάρτησης. ΄Εχουµε f ′′(x) = 20x3 > 0 στο
(0,1) , άρα η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ενώ έχουµε αποδείξει ότι είναι γνησίως
ϕθίνουσα. Εποµένως επιλέγουµε ως x0 = 0.

Για n = 1 έχουµε

x1 = x0 −
f (x0)
f ′(x0)

= x0 −
x5

0 − 5x0 + 1
5x4

0 − 5
=

1
5
.

Για n = 2 έχουµε

x2 = x1 −
f (x1)
f ′(x1)

= x1 −
x5

1 − 5x1 + 1
5x4

1 − 5
= 0.2.

Για n = 3 έχουµε

x3 = x2 −
f (x2)
f ′(x2)

= x2 −
x5

2 − 5x2 + 1
5x4

2 − 5
= 0.20006.

΄Αρα η προσέγγιση είναι x3 = 0.20006.
�
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Έξοδος

Απόδειξη : Για να εξασφαλίσουµε σύγκλιση των επαναληπτικών µεθόδων για κάθε x ∈
[1,2] πρέπει να ισχύει, για την γενική επαναληπτική µέθοδο xn+1 = g(xn),
g′(x) ≤ c µε 0 ≤ c < 1.

Για την xn+1 = g1(xn) = exn−1
2 έχουµε |g′1(x)| = ex

2 ≥
e
2 > 1 για x ∈ [1,2]. ΄Αρα η

|g′1(x)| δεν είναι µικρότερη του 1 για κάθε x ∈ [1,2] και δεν εξασφαλίζεται η σύγκλιση της
µεθόδου.

Για την xn+1 = g2(xn) = ln(1 + 2xn) έχουµε |g′2(x)| = 2
1+2x ≤

2
5 < 1. ΄Αρα η |g′2(x)| είναι

µικρότερη του 1 για κάθε x ∈ [1,2] και εξασφαλίζεται η σύγκλιση της µεθόδου. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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Έξοδος

Απόδειξη : Θα Χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα του Rolle. Υπολογίζουµε πρώτα τις τιµές
της f (x) = ex − 1 − 2x στα άκρα του διαστήµατος [1,2]

f (1) = e1 − 1 − 2 · 1 = e1 − 3 < 0,

f (2) = e2 − 1 − 2 · 2 = e2 − 5 > 0.

΄Αρα απο το ϑεώρηµα Rolle υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο (1,2).
Επιπλέον f ′(x) = ex − 2 > 0, και f (x) , 0, στο διάστηµα [1,2]. ΄Αρα η ϱίζα είναι

µοναδική.
�
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι η τετραγωνική ϱίζα ενός αριθµού Q αποτελεί ϱίζα της εξίσωσης
x2 − Q = 0. Εάν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f (x) = x2 − Q, µπορούµε να αναζητήσουµε
τις ϱίζες της f (x) = 0, εφαρµόζοντας τη µέθοδο Newton - Rampshon. Είναι f ′(x) = 2x
και η µέθοδος Newton - Rampshon στη συγκεκριµένη περίπτωση ϑα έχει τη µορφή

xn+1 = xn −
f (xn)
f ′(xn)

= xn −
x2
n − Q

2xn

=
2x2

n − x
2
n + Q

2xn
=
x2
n + Q

2xn
=

1
2

(
x2
n + Q

xn

)
�
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Έξοδος

Απόδειξη : Η αρχική εξίσωση έχει τη µορφή x3 + 2x2 + 10x − 20 = 0. Τη γράφουµε στη
µορφή x3 +2x2 +10x = 20 ή x(x2 +2x+10) = 20 και ισοδύναµα στη µορφή x = 20

x2+2x+10 .
Η λύση αυτής της εξίσωσης είναι το σταθερό σηµείο της συνάρτησης g(x) = 20

x2+2x+10 , όπου
g(x) = x. Η επαναληπτική µέθοδος ϑα έχει τη µορφή xn+1 = g(xn). Παίρνοντας σαν
αρχική προσέγγιση το σηµείο x0 = 1 έχουµε τις διαδοχικές προσεγγίσεις :
x0 1
x1 1.53846153846154
x2 1.29501915708812
x3 1.40182530944860
x4 1.35420939040429
x5 1.37529809248738
x6 1.36592978817065
x7 1.37008600340182
x8 1.36824102361284
x9 1.36905981200748
x10 1.36869639755552
x11 1.36885768862873
x12 1.36878610257799
x13 1.36881787439609
x14 1.36880377314363
x15 1.36881003167509
x16 1.36880725396078
x17 1.36880848678893
x18 1.36880793962484

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει ικανοποιώντας το κριτήριο διακοπής |xn+1 − xn | ≤ ϸ

στη 18η επανάληψη, στη λύση της εξίσωσης x ' 1.368807939.

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 110 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Newton - Rampson η οποία στη προκειµένη περί-
πτωση για f (x) = x − e−x ϑα έχει τη µορφή

xn+1 = xn −
f (xn)
f ′(xn)

= xn −
xn − e−xn

1 + e−xn
.

Παίρνοντας αρχική τιµή x0 = 1 έχουµε

x0 1
x1 0.53788284273999
x2 0.56698699140541
x3 0.56714328598912
x4 0.56714329040978

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει, ικανοποιώντας το κριτήριο διακοπής |xn+1 − xn | ≤ ϸ

στη 4η επανάληψη, στη λύση της εξίσωσης x ' 0.56714329040978. �
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Έξοδος

Απόδειξη : Εάν r είναι η ϱίζα της εξίσωσης f (x) = 0 τότε έχουµε

f (r) = f (xn−1) + (r − xn−1)f ′(xn−1) +
1
2

(r − xn−1)2f ′′(ξ ),

για κάποιο ξ µεταξύ των r και ,xn−1. Επιπλέον, απο τη µορφή της επαναληπτικής µεθόδου
Newton - Rampson, xn = xn−1 −

f (xn−1)
f ′(xn−1) , έχουµε ότι

0 = f (xn−1) + (xn − xn−1)f ′(xn−1).

Από αυτές τις δύο σχέσεις προκύπτει αφαιρώντας τες ότι

0 = (r − xn)f ′(xn−1) +
1
2

(r − xn−1)2f ′′(ξ ),

ή ϑέτοντας en = r − xn

0 = enf
′(xn−1) +

1
2
e2
n−1f

′′(ξ ),

από την οποία, ϑέτωντας αντί των xn−1, ξ τη τιµή r δεδοµένου ότι η µέθοδος συγκλίνει
(xn → r, n → ∞), προκύπτει η Ϲητούµενη σχέση

en =' −
f ′′(r)
2f ′(r)

e2
n−1,

η οποία επιβεβαιώνει τη τετραγωνική (en ∝ e2
n−1) σύγκλιση της µεθόδου.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f (x) = x3 −2x2 + 2x −1, όποτε ο επαναληπτικός τύπος στη περίπτωση
αυτή γίνεται

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f (xn) − f (xn−1)
f (xn).

Παίρνοντας x0 = 1 και x1 = 3 έχουµε τις διαδοχικές προσεγγίσεις

x0 = 1, x1 = 3, x2 = 1, x4 = 1.

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει πολύ γρήγορα, στη 2η επανάληψη στη λύση της εξί-
σωσης x = 1.

�
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f (x) = x3 + x2 + x − 1, όποτε ο επαναληπτικός τύπος στη περίπτωση
αυτή γίνεται

xn+1 = xn −
xn − xn−1

f (xn) − f (xn−1)
f (xn).

Παίρνοντας x0 = 0 και x1 = 1 έχουµε τις διαδοχικές προσεγγίσεις
x0 0
x1 1
x2 0.3333
x3 0.4706
x4 0.5594
x5 0.5426
x6 0.5437
x7 0.5437

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει, ικανοποιώντας το κριτήριο διακοπής |xn+1 − xn | ≤ ϸ

στη 5η επανάληψη, στη λύση της εξίσωσης x ' 0.5437. �
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Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′ όπου ο
πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός το οποίο µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αν-
τικατάστασης. Απαλείψτε αρχικά το x από τις εξισώσεις E2 και E3 µετά το y απο E3 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1
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Έξοδος

Υπόδειξη : Αλλάξτε τη σειρά των εξισώσεων και των αγνώστων έτσι ώστε ο µεγαλύτερος κατά
απόλυτη τιµή συντελεστής του πίνακα του συστήµατος A να µεταφερθεί στη ϑέση a11 (οδή-
γηση). Κατόπιν µετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′

όπου ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός, χρησιµοποιώντας οδήγηση σε κάθε ϐήµα. Το
σύστηµα που προκύπτει µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αντικατάστασης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα Ax = b, χρησιµοποιώντας το πίνακα [A|b], σε ένα ισο-
δύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′ όπου ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός το οποίο
µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αντικατάστασης. Απαλείψτε αρχικά το x
από τις εξισώσεις E2 και E3 µετά το y απο E3 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss για να λύσετε το σύστηµα
AA−1 = I µε A−1 = {xij}. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Έξοδος

Υπόδειξη : Εφαρµόστε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss για να λύσετε το σύστηµα AA−1 = I
µε A−1 = {xij}. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′ όπου ο
πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός το οποίο µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αν-
τικατάστασης. Απολείψτε αρχικά το x από τις εξισώσεις E2 και E3 µετά το y από E3 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6
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Έξοδος

Υπόδειξη : Υποθέστε ότι ο B δεν είναι αντιστρέψιµος και ότι υπάρχει x , 0 µε Bx = 0, και
καταλήξτε σε άτοπο χρησιµοποιώντας τη σχέση ‖A − B‖ ≤ 1

‖A−1‖
. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.7
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον ορισµό της νόρµας ‖ · ‖ και τη τριγωνική ανισότητα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8
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Έξοδος

Υπόδειξη : Υποθέστε ότι ο In − A δεν είναι αντιστρέψιµος και ότι υπάρχει x , 0 µε
(In −A)x = 0, και καταλήξτε σε άτοπο. Στη συνέχεια δείξτε αρχικά ότι ‖(In −A)−1‖ ≤ 1

1−‖A‖
και κατόπιν ότι 1

1+‖A‖ ≤ ‖(In − A)−1‖. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9
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Έξοδος

Υπόδειξη : Εξετάστε αν ‖B‖∞ < 1 και στη συνέχεια προσδιορίστε άνα σύστηµα της µορφής
Ax = b έτσι ώστε η επαναληπτική µέθοδος να συγκλίνει στη λύση του. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Σελίδα 125 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′ όπου
ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός, χρησιµοποιώντας οδήγηση σε κάθε ϐήµα, το οποίο
µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αντικατάστασης. Απαλείψτε αρχικά το x
από τις εξισώσεις E2 και E3 µετά το y απο E3 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.11
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 126 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss για να λύσετε το σύστηµα
AA−1 = I µε A−1 = {xij}. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.12
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε του ορισµούς για τις νόρµες ‖x‖∞, ‖x‖1 ‖x‖2 ενός διανύσµα-
τος. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.13

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 128 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = b′ όπου
ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός, χρησιµοποιώντας οδήγηση σε κάθε ϐήµα, το οποίο
µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αντικατάστασης. Απαλείψτε αρχικά το x
από τις εξισώσεις E2 και E3 µετά το y από E3 κτλ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 129 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Μετατρέψτε το σύστηµα σε ένα ισοδύναµο σύστηµα της µορφής A′x = 0 όπου
ο πίνακας A′ είναι άνω τριγωνικός, χρησιµοποιώντας οδήγηση σε κάθε ϐήµα, το οποίο
µπορείτε να το λύσετε µε τη µέθοδο της πίσω αντικατάστασης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.15
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 130 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον ορισµό του δείκτη κατάστασης. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.16
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 131 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για ένα σύστηµα Ax = b η επαναληπτική µέθοδος Gauss - Seidel έχει τη
µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j<i

aijx
k
j −

n∑
j>1

aijx
k−1
j

 , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.17
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 132 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η επαναληπτική µέθοδος Jacobi, για τη λύση ενός γραµµικού συστήµατος
Ax = b, έχει τη µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j=1

aijx
k−1
j

 , j , i, i = 1, . . . , n, k = 1, . . .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.18
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Σελίδα 133 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Η επαναληπτική µέθοδος Jacobi, για τη λύση ενός γραµµικού συστήµατος
Ax = b, έχει τη µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j=1

aijx
k−1
j

 , j , i, i = 1, . . . , n, k = 1, . . .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.19
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Σελίδα 134 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για ένα σύστηµα Ax = b η επαναληπτική µέθοδος Gauss - Seidel έχει τη
µορφή

xki =
1
aii

bi − n∑
j<i

aijx
k
j −

n∑
j>1

aijx
k−1
j

 , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.20
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JJ II
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Σελίδα 135 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆ιαπιστώστε ότι ο πίνακας του συστήµατος A είναι συµµετρικός και ϑετικά ορι-
σµένος και κατόπιν παραγοντοποιήστε τον στη µορφή A = LLT όπου L κάτω τριγωνικός.
Τέλος λύστε τα συστήµατα Ly = b και LTx = y. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.21
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 136 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αν A είναι ο πίνακας του συστήµατος ϐρείτε πίνακες L κάτω τριγωνικό και
U άνω τριγωνικό έτσι ώστε LU = A κατόπιν λύστε διαδοχικά τα συστήµατα Lv = b και
UX = v, όπου X = [x, y, x]T . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.22
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 137 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε το δείκτη κατάστασης k(A) και εξετάστε αν είναι πολύ µεγάλος η
όχι σε σχέση µε τη µονάδα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.23
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Πρώτη Σελίδα

JJ II
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Σελίδα 138 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Επειδή ο A είναι συµµετρικός χρησιµοποιείστε τη σχέση ‖A‖2 =
√
ρ(ATA). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.24
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Πρώτη Σελίδα
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Σελίδα 139 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Απαλείφουµε αρχικά το x από τις εξισώσεις E2 και E3. Πολλαπλασιάζουµε την
εξίσωση E1 µε 2

5 και την προσθέτουµε στην εξίσωση E2. ΄Οµοια αντικαθιστούµε την E3 µε
την εξίσωση E1 × (− 3

5 ) + E3.

E1 : 5x − 2y + 3z = −2
E2 : y + z = 1

E3 : 31y + 21z = 51

Στη συνέχεια απαλείφουµε το y από την E3 αντικαθιστώντας την E3 µε την E2× (−31)+E3.

E1 : 5x − 2y + 3z = −2
E2 : y + z = 1
E3 : −10z = 20

Το παραπάνω σύστηµα είναι τριγωνοποιηµένο και προκύπτει από την E3 ότι z = −2.
Κατόπιν από την E2 έχουµε ότι y = 3. Τέλος στη συνέχεια παίρνουµε από E1 ότι x = 2.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1
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JJ II
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο µεγαλύτερος συντελεστής στο σύστηµα είναι 6. Αλλάζουµε τη σειρά των
εξισώσεων και των αγνώστων του συστήµατος καθιστώντας το 6 πρώτο οδηγό στοιχείο.

E1 : 6y + 5x − z = 2
E2 : −2y + x − 3z = 10
E3 : −y + x − z = 6

Απαλείφουµε αρχικά το y από τις εξισώσεις E2 και E3. Πολλαπλασιάζουµε την εξίσωση E1
µε 2

6 και την προσθέτουµε στην εξίσωση E2. ΄Οµοια αντικαθιστούµε την E3 µε την εξίσωση
E1 × ( 1

6 ) + E3.

E1 : 6y + 5x − z = 2
E2 : 8x − 10z = 32
E3 : 11x − 7z = 38

Ο µεγαλύτερος σε απόλυτη τιµή συντελεστής του συστήµατος στις E2 και E3 είναι ο 11.
Αναδιατάσσοντας κατάλληλα τις εξισώσεις καταλήγουµε στο σύστηµα

E1 : 6y + 5x = 2
E2 : 11x − 7z = 38
E3 : 8x − 10z = 32

Στη συνέχεια απαλείφουµε το y απο την E3 αντικαθιστώντας την E3 µε την E2× (− 8
11 )+E3.

E1 : 6y + 5x − z = 2
E2 : 11x − 7z = 38

E3 : −9z = 32

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 141 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Το παραπάνω σύστηµα είναι τριγωνοποιηµένο και προκύπτει από την E3 ότι z = − 8
9 . Κα-

τόπιν από την E2 έχουµε ότι x = 26
9 . Τέλος στη συνέχεια παίρνουµε από E1 ότι y = − 20

9 . �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 142 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι

 4 1 4 | −2
2 −1 2 | −4
1 1 2 | −1


Ο µεγαλύτερος συντελεστής στο σύστηµα είναι 4 και είναι ήδη οδηγό στοιχείο. Εάν

Γ1,Γ2,Γ3 είναι οι γραµµές του πίνακα αντικαθιστούµε την Γ2 µε Γ1 × (− 2
4 ) + Γ1. Το

σύστηµα γίνεται  4 1 4 | −2
0 −1.5 0 | −3
1 1 2 | −1


Στη συνέχεια αντικαθιστούµε την Γ3 µε Γ1 × (− 1

4 ) + Γ3. 4 1 4 | −2
0 −1.5 0 | −3
0 0.75 1 | −0.5


Στη συνέχεια αντικαθιστούµε την Γ3 µε Γ2 × ( 1

2 ) + Γ3. 4 1 4 | −2
0 −1.5 0 | −3
0 0 1 | −2


Από τη τρίτη γραµµή παίρνουµε z = −2, από τη δεύτερη y = 2 και από τη πρώτη x = 1.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε detA = 4 , 0 και υπάρχει ο αντίστροφος A−1 = {xi,j}. ΄Εχουµε 3 1 −1
1 2 1
1 1 1


 x11 x12 x13
x21 x22 x23
x31 x32 x33

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


ή  3 1 −1

1 2 1
1 1 1


 x1j
x2j
x3j

 =
[
δi,j

]
ή

3x1,j + x2,j − x3,j = 1 0 0
x1,j + 2x2,j − x3,j = 0 1 0
x1,j + x2,j − x3,j = 0 0 1

Απαλείφουµε το x1,j από τις δύο τελευταίες γραµµές και παίρνουµε

3x1,j + x2,j − x3,j = 1 0 0
5
3
x2,j +

2
3
x3,j = 0 1 0

2
3
x2,j +

4
3
x3,j = −

1
3

0 1

Στη συνέχεια απαλείφουµε το x2,j από τη τελευταία γραµµή και έχουµε

3x1,j + x2,j − x3,j = 1 0 0
5
3
x2,j +

2
3
x3,j = −

1
3

1 0

4
5
x3,j = −

1
5
−

2
5

1
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Σελίδα 144 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Από τα συστήµατα αυτά µε αντικατάσταση παίρνουµε

x11 = 1
4 x12 = − 1

2 x13 = 3
4

x21 = 0 x22 = 1 x23 = −1
x31 = − 1

4 x32 = − 1
2 x33 = 5

4

΄Αρα

A−1 =


1
4 − 1

2
3
4

0 1 −1
− 1

4 − 1
2

5
4


�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε detA = 5 , 0 και υπάρχει ο αντίστροφος A−1 = {xi,j}. ΄Εχουµε 1 −1 2 | 1 0 0
3 0 1 | 0 1 0
1 0 2 | 0 0 1


Απαλείφουµε από τη δεύτερη γραµµή το 3 και από τη τρίτη το 1 οπότε παίρνουµε τον
ισοδύναµο πίνακα  1 −1 2 | 1 0 0

0 3 −5 | −3 1 0
0 1 0 | −1 0 1


Απαλείφουµε απο τη τρίτη γραµµή το 1 και έχουµε 1 −1 2 | 1 0 0

0 3 −5 | −3 1 0
0 0 5

3 | 0 − 1
3 1

 .
΄Αρα τελικά έχουµε  1 −1 2

0 3 −5
0 0 5

3

 [xi,j] =

 1 0 0
−3 1 0
0 − 1

3 1

 .
Λύνοντας τα συστήµατα που προκύπτουν παίρνουµε

A−1 =

 0 2
5 − 1

5
−1 0 1
0 − 1

5
3
5

 .
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε

E1 : 2x + 3y + 5z = 0
E2 : x − 4y + 3z = 1
E3 : −x − 7y − 2z = 1

Αντικαθιστούµε την εξίσωση E2 µε την E2 − ( 1
2 )E1 και την E3 µε την E3 + ( 1

2 )E1 και
παίρνουµε  2 3 5 | 0

0 − 11
2

1
2 | 1

0 − 11
2

1
2 | 1


Στη συνέχεια αντικαθιστούµε την εξίσωση E3 µε την E3 − E2 και παίρνουµε 2 3 5 | 0

0 − 11
2

1
2 | 1

0 0 0 | 0

 .
Βλέπουµε δηλαδή ότι καταλήξαµε σε απροσδιοριστία (0=0). Σε αυτήν την περίπτωση
ϑέτουµε z = λ και ϐρίσκουµε µε προς τα πίσω αντικατάσταση y = − 2

11 + λ
11 και x = 3

11−
29λ
11 .
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 147 από 273
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ο B είναι µη αντιστρέψιµος. Τότε υπάρχει x ∈ Rn µε x , 0 τέτοιος
ώστε Bx = 0, άρα Ax − Bx = Ax και x = A−1(A − B)x. Εποµένως

‖x‖ = ‖A−1(A − B)x‖ ≤ ‖A−1‖‖A − B‖‖x‖

ή
1 ≤ ‖A−1‖‖A − B‖

και συνεπώς
1
‖A−1‖

≤ ‖A − B‖,

και καταλήγουµε σε άτοπο. ΄Αρα ο B είναι αντιστρέψιµος.
Εάν ο B δεν είναι αντιστρέψιµος είδαµε οτι ισχύει

1
‖A−1‖

≤ ‖A − B‖

και επειδή ‖A‖ , 0 έχουµε
1

‖A‖‖A−1‖
≤
‖A − B‖

‖A‖
,

άρα και
1

k(A)
≤
‖A − B‖

‖A‖
,

�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε
(α) ‖x‖22 =

∑n
i=1 x

2
i =

∑n
i=1 |xi | · |xi | ≤

∑n
i=1(max |xi |) · |xi |

= (max |xi |)1≤i≤n
∑n
i=1 |xi | = ‖x‖1‖x‖∞ (ϐ) ‖x‖ = ‖x+y−y‖ ≤ ‖x−y‖+‖y‖ και άρα ‖x‖−‖y‖ ≤

‖x − y‖. ΄Οµοια δείχνουµε ότι ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x − y‖, και τελικά
∣∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x − y‖.

(γ) ‖y‖ = ‖ x
‖x‖‖ = ‖ 1

‖x‖x‖ = 1
‖x‖‖x‖ = 1

‖x‖‖x‖ = 1.
�
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ο πίνακας In−A είναι µη αντιστρέψιµος. Τότε υπάρχει x ∈ Rn µε x , 0
τέτοιο ώστε (In − A)x = 0 και Inx − Ax = 0 εποµένως Inx − Ax = 0 ή x = Ax, ‖x‖ = ‖Ax‖
και ‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖ < ‖x‖ το οποίο είναι άτοπο και συνεπώς ο In − A είναι αντιστρέψιµος.

Επιπλέον έχουµε (In −A)(In −A)−1 = In, ή In(In −A)−A(In −A)−1 = In και (In −A)−1 =

In + A(In − A)−1,
‖(In − A)−1‖ = ‖In + A(In − A)−1‖,
‖(In − A)−1‖ ≤ ‖In‖ + ‖A(In − A)−1‖ = 1 + ‖A‖‖A(In − A)−1‖,
άρα ‖(In − A)−1‖ ≤ 1

1−‖A‖ .
Στη συνέχεια παρατηρούµε ότι

(In − A)(In − A)−1 = In
‖(In − A)(In − A)−1‖ = ‖In‖
1 = ‖(In −A)(In −A)−1‖ ≤ ‖(In −A)‖‖(In −A)−1‖ ≤ ‖In + (−A)‖‖(In −A)−1‖ ≤ (‖In‖+ ‖A‖)‖(In −
A)−1‖,
1 ≤ (‖In‖ + ‖A‖)‖(In − A)−1‖, 1

‖In‖+‖A‖
≤ ‖(In − A)−1‖.

Εποµένως από τις σχέσεις ‖(In − A)−1‖ ≤ 1
1−‖A‖ ,

και 1
‖In‖+‖A‖

≤ ‖(In − A)−1‖

προκύπτει ότι 1
1+‖A‖ ≤ ‖(In − A)−1‖ ≤ 1

1−‖A‖ . �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι

‖B‖∞ = max
1≤i≤n
{(

1
3

+
1
4

), (
1
4

+
1
3

)} =
1
3

+
1
4

7
12

< 1,

άρα η µέθοδος συγκλίνει.
Για να ϐρούµε πού συγκλίνει αυτή η επαναληπτική µέθοδος πρέπει να προσδιορί-

σουµε ένα σύστηµα της µορφής Ax = b του οποίου η λύση του να είναι το όριο της
επαναληπτικής διαδικασίας. Αν ϑέσουµε A = Q−P έχουµε (Q−P)x = b ή Qx −Px = b, ή
x = Q−1Px +Q−1b. Εποµένως µπορούµε να ϑέσουµε B = Q−1P και Q − P = A για κάποια
P και Q. Για απλότητα παίρνουµε Q = I, όπου I ο µοναδιαίος πίνακας. Συνεπώς

B = P =⇒ A = Q − P = I − B =

(
1 0
0 1

)
−

( 1
3

1
4

1
4

1
3

)
=⇒ A =

( 2
3 − 1

4
− 1

4
2
3

)
.

Επίσης πρέπει να έχουµε C = Q−1b = Ib ή

C = b =

(
2
3

)
Συνεπώς η επαναληπτική µέθοδος συγκλίνει στη λύση του συστήµατος Ax = b η οποία,

λύνοντας το σύστηµα ϐρίσκουµε ότι είναι το διάνυσµα
(
300/53
376/53

)
.

�
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
Βρίσκουµε τον µεγαλύτερο συντελεστή και τον ϕέρνουµε στη πάνω αριστερή γωνία του

πίνακα αλλάζοντας τη σειρά των εξισώσεων και των αγνώστων δηλαδή τις σειρές και τις
στήλες του πίνακα. Στη συνέχεια διαιρούµε τη πρώτη εξίσωση µε το πρώτο οδηγό στοιχείο
και έτσι έχουµε το πάνω αριστερά στοιχείο του πίνακα ίσο µε τη µονάδα. Στη συνέχεια
µηδενίζουµε τους συντελεστές της πρώτης στήλης πολλαπλασιάζοντας τη πρώτη εξίσωση
επί 1

2 και 1
3 και αφαιρώντας την από τη δεύτερη και τρίτη εξίσωση αντίστοιχα.

x +
1
2
y +

1
3
z = 1

1
12
y +

1
12
z = −

1
2

1
12
y +

4
45
z = −

1
3

Στη συνέχεια επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία για το υπόλοιπο σύστηµα.

x +
1
2
y +

1
3
z = 1

y + z = −6
1

180
z =

1
6

Στο τρίτο ϐήµα το τελευταίο οδηγό στοιχείο γίνεται ίσο µε τη µονάδα και έτσι έχουµε
το σύστηµα

x +
1
2
y +

1
3
z = 1

y + z = −6
z = 30
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Εποµένως z = 30, από τη δεύτερη εξίσωση έχουµε y = −6 − 30 = −36, και από τη πρώτη
x = 1 − 1

2 (−36) − 1
3 (30) = 9.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.11
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε detA = 1
2160 , 0 και υπάρχει ο αντίστροφος A−1 = {xi,j}. ΄Εχουµε 1 1

2
1
3 | 1 0 0

1
2

1
3

1
4 | 0 1 0

1
3

1
4

1
5 | 0 0 1


Με πρώτο οδηγό στοιχείο το πάνω αριστερά παίρνουµε το πίνακα

 1 1
2

1
3 | 1 0 0

0 1
12

1
12 | −

1
2 1 0

0 1
12

4
45 | −

1
3 0 1

 ,
και στη συνέχεια έχουµε  1 1

2
1
3 | 1 0 0

0 1 1| −6 12 0
0 0 1

180 |
1
6 −1 1

 ,
Υποδιπλασιάζοντας τη δεύτερη γραµµή και αφαιρώντας τη απο τη πρώτη γραµµή έχουµε 1 0 − 1

6 | 4 −6 0
0 1 1| −6 12 0
0 0 1

180 |
1
6 −1 1

 ,
Συνεχίζοντας παίρνουµε το µοναδιαίο πίνακα στα αριστερά

 1 0 0| 9 −36 30
0 1 0| −36 192 −180
0 0 1| 30 −180 180

 ,
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Συνεπώς ο αντίστροφος πίνακας είναι

A−1 =

 9 −36 30
−36 192 −180
30 −180 180

 .
�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε
‖x‖∞ = max(|14|, | − 8|, |42|, |147|) = 147,
‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi | = |14| + | − 8| + |42| + |147| = 211,

‖x‖2 =
(∑n

i=1 x
2
i
) 1

2 =
√

(14)2 + (−8)2 + (42)2 + (147)2 = 181,6. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Κρατάµε τη πρώτη γραµµή αµετάβλητη και τη χρησιµοποιούµε για να απα-
λείψουµε τον άγνωστο x από τη δεύτερη και τρίτη εξίσωση. ΄Εχουµε αντικαθιστώντας τη
δεύτερη εξίσωση µε −2×1η εξίσωση + 2η εξίσωση και τη τρίτη µε −3×1η εξίσωση + 3η
εξίσωση και παίρνουµε

x + 2y + 3z = 26
−y − 5z = −18
4y + 8z = 36

Συνεχίζοντας και αντικαθιστώντας τη τρίτη εξίσωση µε 4×2η εξίσωση + 3η εξίσωση παίρ-
νουµε

x + 2y + 3z = 26
−y − 5z = −18
−12z = −36

΄Αρα τελικά παίρνουµε z = 3 κατόπιν y = 18 − 15 = 3 και τελικά x = 26 − 6 − 9 = 11.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Μηδενίζουµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης στη δεύτερη και τρίτη γραµµή
αντικαθιστώντας την δεύτερη εξίσωση µε −1×1η γραµµή + 2η γραµµή και τη τρίτη µε
−2×1η γραµµή +3η γραµµή και παίρνουµε

x + y + z = 0
2y + z = 0
2y + z = 0

Στη συνέχεια αντικαθιστούµε τη τρίτη γραµµή µε −1× 2η γραµµή + 3η γραµµή και
παίρνουµε

x + y + z = 0
2y + z = 0

0z = 0

Θέτουµε z = c και εποµένως από τη δεύτερη εξίσωση έχουµε y = − c2 ενώ από τη πρώτη
x = c

2 − c = − c2
�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι ο δείκτης κατάστασης ενός πίνακα A ∈ Rn×n ως προς µια νόρµα
‖ · ‖ δίνεται απο τη σχέση k(A) = ‖A‖‖A−1‖, όµως ισχύει ‖AA−1‖ ≤ ‖A‖‖A−1‖ άρα, αν I ο
µοναδιαίος n × n πίνακας,

k(A) = ‖A‖‖A−1‖ ≥ ‖AA−1‖ = ‖I‖ = 1,

και k(A) ≥ 1. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Gauss - Siedel ως εξής :
Λύνουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς x τη δεύτερη ως προς y και τη τρίτη ως προς z και
έχουµε

x =
1
3

(5 − 2y), y =
1
2

(3 − z), z =
1
2

(3 − x).

Θεωρούµε επαναλήψεις τοποθετώντας στο αριστερό µέλος xk+1, yk+1, zk+1 και στο δεξί τις
πιο πρόσφατες τιµές των x, y, z που είναι γνωστές, δηλαδή

xk+1 =
1
3

(5 − 2yk), yk+1 =
1
2

(3 − zk), zk+1 =
1
2

(3 − xk+1).

Προσέξτε ότι η τιµή του x, xk+1, στην τρίτη εξίσωση είναι είδη γνωστή από τη πρώτη.
Εναλλακτικά το επαναληπτικό σχήµα παίρνει τη µορφή

xk+1 =
1
3

(5 − 2yk), yk+1 =
1
2

(3 − zk), zk+1 =
1
2

(3 −
1
3

(5 − 2yk)).

ή

xk+1 =
1
3

(5 − 2yk), yk+1 =
1
2

(3 − zk), zk+1 =
2
3

+
1
3
yk.

Για αρχική τιµή (x (0), y(0), z(0)) = [0,0,0] παίρνουµε

[x (1), y(1), z(1)] = [1.667,1.5,0.666], [x (2), y(2), z(2)] = [1.667,1.5,0.666],

[x (3), y(3), z(3)] = [0.889,0.917,1.056], [x (4), y(4), z(4)] = [1.055,0.972,0.973],

[x (5), y(5), z(5)] = [1.019,1.014,0.991], [x (6), y(6), z(6)] = [0.991,0.004,1.004],

[x (7), y(7), z(7)] = [0.997,0.998,1.002], [x (8), y(8), z(8)] = [1.002,0.999,0.999].

Παρατηρούµε ότι ‖[x
(8),y(8),z(8)]−[x (7),y(7),z(7)]‖∞

‖[x (8),y(8),z(8)]‖ ≤ 1
210−2 και άρα ικανοποιείται το κριτήριο τερ-

µατισµού. Εποµένως η λύση µε ακρίβεια δύο σηµαντικών ψηφίων είναι

[x, y, z] = [1.00,1.00,1.00].
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Έξοδος
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Πίσω
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Λύνουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς x τη δεύτερη ως προς y και τη τρίτη ως
προς z και έχουµε

x = 1 − 2y + 2z, y = 1 − x − z, z = 1 − 2x − 2y.

Θεωρούµε επαναλήψεις τοποθετώντας στο αριστερό µέλος x (k+1), y(k+1), z(k+1) και στο δεξί
x (k), y(k), z(k). ΄Εχουµε

x (k+1) = 1 − 2y(k) + 2z(k), y(k+1) = 1 − x (k) − z(k), z(k+1) = 1 − 2x (k) − 2y(k).

Για αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] = [1,1,1] παίρνουµε

[x (1), y(1), z(1)] = [1,−1,−3], [x (2), y(2), z(2)] = [−3,3,1],

[x (3), y(3), z(3)] = [−3,3,1].

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει στη τρίτη επανάληψη και η λύση του συστήµατος είναι

[x, y, z] = [−3,3,1].

�
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Έξοδος

Απόδειξη : Λύνουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς x τη δεύτερη ως προς y και τη τρίτη ως
προς z και έχουµε

x =
1
7

(12 − y − z), y =
1
5

(12 + x − z), z =
1
6

(18 − 2x + y).

Θεωρούµε επαναλήψεις τοποθετώντας στο αριστερό µέλος x (k+1), y(k+1), z(k+1) και στο δεξί
x (k), y(k), z(k). ΄Εχουµε

x (k+1) =
1
7

(12 − y(k) − z(k)), y(k+1) =
1
5

(12 − x (k) − z(k)), z(k+1) =
1
6

(18 − 2x (k) + y(k)).

Για αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] = [0,0,0] παίρνουµε

[x (1), y(1), z(1)] = [1.7143,2.4000,3.0000], [x (2), y(2), z(2)] = [0.9429,2.1429,2.8286],

[x (3), y(3), z(3)] = [1.0041,2.0229,3.0429], [x (4), y(4), z(4)] = [0.9906,1.9922,3.0024],

[x (5), y(5), z(5)] = [1.0008,1.9976,3.0018], [x (6), y(6), z(6)] = [1.0001,1.9998,2.9994],

[x (7), y(7), z(7)] = [1.0001,2.0001,2.9999], [x (8), y(8), z(8)] = [1.0000,2.0000,3.0000],

[x (9), y(9), z(9)] = [1.0000,2.0000,3.0000].

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει στη ένατη επανάληψη και η λύση του συστήµατος είναι

[x, y, z] = [1,2,3].
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Απόδειξη : Λύνουµε τη πρώτη εξίσωση ως προς x τη δεύτερη ως προς y και τη τρίτη ως
προς z και έχουµε

x =
1
7

(12 − y − z), y =
1
5

(12 + x − z), z =
1
6

(18 − 2x + y).

Θεωρούµε επαναλήψεις τοποθετώντας στο αριστερό µέλος x (k+1), y(k+1), z(k+1) και στο δεξί
τις πιο πρόσφατες τιµές των x, y, z που είναι γνωστές, δηλαδή

x (k+1) =
1
7

(12−y(k)−z(k)), y(k+1) =
1
5

(12−x (k+1)−z(k)), z(k+1) =
1
6

(18−2x (k+1) +y(k+1)).

Για αρχική τιµή [x (0), y(0), z(0)] = [0,0,0] παίρνουµε

[x (1), y(1), z(1)] = [1.7143,2.7429,2.8857], [x (2), y(2), z(2)] = [0.9102,2.0049,3.0307],

[x (3), y(3), z(3)] = [0.9949,1.9928,3.0005], [x (4), y(4), z(4)] = [1.0010,2.0001,2.9997],

[x (5), y(5), z(5)] = [1.0000,2.0001,3.0000], [x (6), y(6), z(6)] = [1.0000,2.0000,3.0000].

Βλέπουµε ότι η µέθοδος συγκλίνει στη έκτη επανάληψη και η λύση του συστήµατος είναι

[x, y, z] = [1,2,3].
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Απόδειξη : Για να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Choleski πρέπει ο πίνακας του συστήµατος

A =

 1 1 2
1 2 2
2 2 8


να είναι συµµετρικός και ϑετικά ορισµένος. Είναι συµµετρικός και για κάθε v = [v1, v2, v3]T ∈
R3 έχουµε

vTAv = [v1, v2, v3]

 1 1 2
1 2 2
2 2 8


 v1
v2
v3


= [v1, v2, v3]

 v1 + v2 + v3
v1 + 2v2 + 2v3

2v1 + 2v2 + 8v3


=

[
v2

1 + (v1 + v2)2 + (v2 + v3)2 + (v1 − 2v3)2
]
> 0,

άρα ο A είναι ϑετικά ορισµένος. Ο πίνακας A εποµένως µπορεί να γραφεί στη µορφή
A = LLT όπου L = {lij} πίνακας κάτω τριγωνικός. ΄Εχουµε

l11 =
√
a11, lii =

√√
aii −

i−1∑
k=1

l2ik , i = 2, . . . , n

και για i < j

lji =
aji −

∑i−1
k=1 ljk lik
lii

, i = 1,2, . . . , n − 1, j = i + 1, . . . , n.

΄Αρα

l11 =
√

1 = 1, l22 =

√
a22 − l221 =

√
2 − 1 = 1,
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l33 =

√
a33 − (l231 + l232) =

√
8 − (4 + 0) = 2,

l21 =
a12

l11
=

1
1

= 1, l31
a13

l11
=

2
1

= 2, l32 =
a23 − l31l21

l22
=

2 − 2
1

= 0.

Εποµένως

L =

 1 0 0
1 1 0
2 0 2

 ,
και λύνουµε το σύστηµα Lu = b ή 1 0 0

1 1 0
2 0 2


 u1
u2
u3

 =

 1
3
−2


Με εµπρός αντικατάσταση ϐρίσκουµε u1 = 1, u2 = 2, u3 = −2. Κατόπιν λύνουµε το
σύστηµα LT [x, y, z]T = b ή  1 1 1

0 1 0
0 0 2


 x
y
z

 =

 1
2
−2


και µε πίσω αντικατάσταση ϐρίσκουµε x = 1, y = 2, z = −1.

�
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Απόδειξη : ΄Εστω ότι ο κάτω τριγωνικός πίνακας L έχει τα διαγώνια στοιχεία ίσα µε τη
µονάδα. Τότε ϑα είναι 1 0 0

l21 1 0
l31 l32 1


 u11 u12 u13

0 u22 u23
0 0 u33

 =

 4 −3 9
2 −8 2
3 −4 −1


ή  u11 u12 u13

l21u11 l21u12 + u22 l21u13 + u23
l21u11 l31u12 + l32u22 l31u13 + l32u23 + u33

 =

 4 −3 9
2 −8 2
3 −4 −1


Από αυτή τη σχέση υπολογίζουµε τα στοιχεία lij και uij, i, j = 1,2,3 και παίρνουµε

L =

 1 0 0
0.5 1 0
0.75 0.2692 1

 , U =

 4 −3 9
0 −6 −2.5
0 0 −7.0769


Λύνουµε το σύστηµα Lv = b µε εµπρός αντικατάσταση και προκύπτει v = (7,−15.5,−7.0769).
Κατόπιν λύνουµε το σύστηµα Ux = v µε πίσω αντικατάσταση και παίρνουµε x = 1, y =

2, z = 1.
�
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Απόδειξη : Η ορίζουσα του A είναι D(A) = 2998 , 0 και ο A είναι αντιστρέψιµος. ΄Εχουµε

A−1 = 1000
[

3.001 −1
−3 1

]
.

΄Εχουµε ‖A‖∞ = 4.001 και A−1 = 4001. ΄Αρα ο δείκτης κατάστασης είναι

k(A) = ‖A‖∞‖A
−1‖∞ = 16008.001 � 1,

και το σύστηµα είναι ασταθές. �
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Απόδειξη : Επειδή ο A είναι συµµετρικός πίνακας ϑα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση ‖A‖2 =√
ρ(ATA). Υπολογίζουµε τον ATA,

ATA =

 2 1 0
1 2 0
0 0 3


 2 1 0

1 2 0
0 0 3

 =

 5 4 0
4 5 0
0 0 9

 .
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο αυτού του πίνακα είναι

|ATA − λI | =

 5 − λ 4 0
4 5 − λ 0
0 0 9 − λ

 = (9 − λ)(λ2 − 10λ + 9) = 0.

Εποµένως οι ιδιοτιµές του πίνακα ATA είναι λ1 = λ2 = 9, λ3 = 1 και η ϕασµατική ακτίνα
του, ρ(ATA) = max{λ1, λ2, λ3} = 9. Εποµένως έχουµε ‖A‖2 =

√
ρ(ATA) = 3.

Εναλλακτικά η νόρµα ‖A‖2 ϑα µπορούσε να υπολογιστεί απευθείας µε τη χρήση του
ορισµού για την ‖ · ‖2.

�
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Υπόδειξη : Προσδιορίστε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

όπου
Li(x) =

(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)
(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1
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Υπόδειξη : Υπολογίστε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

όπου
Li(x) =

(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)
(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

.

�
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Υπόδειξη : Υπολογίστε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

όπου
Li(x) =

(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)
(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

.

�
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Υπόδειξη : Υπολογίστε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

όπου
Li(x) =

(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)
(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

.

�
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Υπόδειξη : Κατασκευάστε το πολυώνυµο παρεµβολής του Newton που περνάει από τα ση-
µεία (xi , f (xi)), i = 0,1,2 και έχει τη µορφή p(x) = a0 + a1(x − 2) + a2(x − 2)(x − 3) έτσι
ώστε p(xi) = f (xi). �

Λύση
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Υπόδειξη : Υπολογίζουµε τους συντελεστές Lagrange Li(x) για i = 0,1,2, όπου

Li(x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,

και κατασκευάζουµε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

�

Λύση
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Υπόδειξη : Το πολυώνυµο παρεµβολής u(x), του Newton µε προς τα εµπρός διαφορές
(δηλαδή της µορφής ∆fi = fi+1 − fi ) είναι

P(x) = f (x0) + (x − x0)
∆f (x0)
h

+ (x − x0)(x − x1)
∆2f (x0)

2!h2 + . . .

+(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)
∆nf (x0)
n!hn

.

�
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Υπόδειξη : Το πολυώνυµο παρεµβολής u(x), του Newton µε προς τα εµπρός διαφορές
(δηλαδή της µορφής ∆fi = fi+1 − fi ) είναι

P(x) = f (x0) + (x − x0)
∆f (x0)
h

+ (x − x0)(x − x1)
∆2f (x0)

2!h2 + . . .

+(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn)
∆nf (x0)
n!hn

.

�
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Υπόδειξη : Υπολογίζουµε τους συντελεστές Lagrange Li(x) για i = 0,1,2, ..., n όπου

Li(x) =
(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,

και κατασκευάζουµε το πολυώνυµο

P(x) = L0(x)f (x0) + L1(x)f (x1) + . . . + Ln(x)f (xn).

�

Λύση
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Υπόδειξη : �

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση για το σφάλµα E της παρεµβολής Lagrange

E = f (x) − P(x) =
f n+1(ξ )

∏n
i=0(x − xi)

(n + 1)!
.

�

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση για το σφάλµα παρεµβολής Newton το οποίο δίνεται
από τη σχέση

E = f (x) − P(x) = f [x0, x1, . . . , xn]
n−1∏
i=0

(x − xi).

�

Λύση
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Υπόδειξη : Θεωρείστε τη συνάρτηση F (x) = y(x) − p(x) − Cπ(x) όπου C είναι µια σταθερά
και π(x) πολυώνυµο n+1 ϐαθµού και προσδιορίστε τη σταθερά C και άρα και τη διαφορά
y(x) − p(x). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.13

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 182 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση για το σφάλµα της παρεµβολής του Lagrange η
οποία είναι στη συγκεκριµένη περίπτωση

f (x) − p(x) =
f ′′′(x)

3!
(x − x0)(x − x1)(x − x2).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.14
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 183 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρείστε το p(x) σαν ένα πολυώνυµο παρεµβολής της e2x στα σηµεία xi και
χρησιµοποιείστε τη σχέση που προκύπτει για το σφάλµα της παρεµβολής. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.15
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 184 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ελαχιστοποιείστε τη συνάρτηση S = S(B,M) =
∑N
i=0(yi − Mxi − B)2 ϑέτοντας

∂S
∂B = 0 και ∂S

∂M = 0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.16
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JJ II

J I
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τις σχέσεις

M =
n

(
n

∑n
i=1 xiyi

)
−

(∑n
i=1 xi

) (∑n
i=1 yi

)
n

(∑n
i=1 x

2
i
)
−

(∑n
i=1 xi

)2 ,

και

B =
n

(∑n
i=1 x

2
i
) (∑n

i=1 yi
)
−

(∑n
i=1 xi

) (∑n
i=1 xiyi

)
n

(∑n
i=1 x

2
i
)
−

(∑n
i=1 xi

)2 ,

που προσδιορίζουν την ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων p(x) = Mx + B.
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.17
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 186 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρείστε ότι y = ln(P), B = ln(A) και ότι ln(P) = ln(A) +Mx. Η y(x) = Mx + B
είναι µια ευθεία που µπορεί να προσδιοριστεί µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.18
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 187 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τις ιδιότητες ορθογωνιότητας των πολυωνύµων Legendre. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.19
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το µετασχηµατισµό t =
π(x+1)

2 και στη συνέχεια προσδιορίστε
τους συντελεστές ai έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το ολοκλήρωµα I =

∫ 1
−1[y(x)− a0P0(x)−

a1P1(x) − . . . − amPm(x)]2dx, όπου Pk(x) είναι τα πολυώνυµα Legendre. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.20
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το µετασχηµατισµό t =
(x+1)

2 και στη συνέχεια προσδιορίστε
τους συντελεστές ai έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το ολοκλήρωµα I =

∫ 1
−1[y(x)− a0P0(x)−

a1P1(x)]2dx, όπου Pk(x) είναι τα πολυώνυµα Legendre. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.21
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Ελαχιστοποιείστε το ολοκλήρωµα

I =

∫ b

a
w(x) [y(x) − a0Q0(x) − . . . − amQm(x)]2 dx,

όπου τα πολυώνυµα Qk(x) ικανοποιούν τις συνθήκες ορθογωνιότητας∫ b

a
w(x)Qj(x)Qk(x)dx = 0,

για j , i. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.22
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε τους συντελεστές Hermite, H0, H1, Ĥ0, Ĥ1 και το πολυώνυµο Her-
mite απο τη σχέση

P(x) =

n∑
i=0

Hi(x)f (xi) +

n∑
i=0

Ĥi(x)f (xi).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.23
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JJ II

J I
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε τους συντελεστές Hermite, H0, H1, Ĥ0, Ĥ1 και το πολυώνυµο Her-
mite απο τη σχέση

P(x) =

n∑
i=0

Hi(x)f (xi) +

n∑
i=0

Ĥi(x)f (xi).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.24
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ϑεωρήστε τα κυβικά πολυώνυµα

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3, i = 0,1,2,

στα διαστήµατα [0,1], [1,2] και [2,3] και υπολογίστε τους συντελεστές ai , bi , ci , di . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.25
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ϑεωρήστε τα κυβικά πολυώνυµα

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3, i = 0,1,2,

στα διαστήµατα [0,1], [1,2] και [2,3] και υπολογίστε τους συντελεστές ai , bi , ci , di . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.26
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον ορισµό των πολυωνύµων Chebychev. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.27
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Σελίδα 196 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Το Ϲητούµενο είναι να προσδιοριστούν τα ai έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το
ολοκλήρωµα ∫ 1

−1

1
√

1 − x2
[y(x) − a0T0 − ... − amTm(x)]2 dx,

όπου Ti(x) τα πολυώνυµα Chebychev. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.28
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε τους συντελεστές Lagrange Li(x) για i = 0,1,2,3

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)(x − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
=

(x − 1)(x − 2)(x − 3)
(0 − 1)(0 − 2)(0 − 3)

=
x3 − 6x2 + 11x − 6

−6
.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)(x − x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

(x − 0)(x − 2)(x − 3)
(1 − 0)(1 − 2)(1 − 3)

=
x3 − 5x2 + 6x

2
.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x − 0)(x − 1)(x − 3)
(2 − 0)(2 − 1)(2 − 3)

=
x3 − 4x2 + 3x

−2
.

L3(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x − 0)(x − 1)(x − 2)
(3 − 0)(3 − 1)(3 − 2)

=
x3 − 3x2 + 2x

6
.

Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange είναι

P(x) = L0F (x0) + L1F (x1) + L2F (x2) + L3F (x3)

= −1
x3 − 6x2 + 11x − 6

−6
+ 0

x3 − 5x2 + 6x
2

+ 3
x3 − 4x2 + 3x

−2
+ 8

x3 − 3x2 + 2x
6

=
1
6

[
x3 − 6x2 + 11x − 6 − 9(x3 − 4x2 + 3x) + 8(x3 − 3x2 + 2x)

]
=

1
6

(6x2 − 6).

΄Αρα το πολυώνυµο παρεµβολής είναι P(x) = x2 − 1.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1
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Πρώτη Σελίδα
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε τους συντελεστές Lagrange Li(x) για i = 0,1,2,3,4

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)(x − x3)(x − x4)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)(x0 − x4)
=

(x − 1)(x − 3)(x − 4)(x − 7)
(−1)(−3)(−4)(−7)

.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)(x − x3)(x − x4)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)
=

(x)(x − 3)(x − 4)(x − 7)
(1)(−2)(−3)(−6)

.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x3)(x − x4)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)(x2 − x4)
=

(x)(x − 1)(x − 4)(x − 7)
(3)(2)(−1)(−4)

.

L3(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x2)(x − x4)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)(x3 − x4)
=

(x)(x − 1)(x − 3)(x − 7)
(7)(3)(1)(−3)

.

L4(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x2)(x − x3)

(x4 − x0)(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3)
=

(x)(x − 1)(x − 3)(x − 4)
(7)(6)(4)(3)

.

Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange είναι

P(x) = L0F (x0) + L1F (x1) + L2F (x2) + L3F (x3) + L4F (x4)

= 2
(x − 1)(x − 3)(x − 4)(x − 7)

(−1)(−3)(−4)(−7)
− 3

(x)(x − 3)(x − 4)(x − 7)
(1)(−2)(−3)(−6)

+0
(x)(x − 1)(x − 4)(x − 7)

(3)(2)(−1)(−4)
+

(x)(x − 1)(x − 3)(x − 7)
(4)(3)(1)(−3)

−2
(x)(x − 1)(x − 3)(x − 4)

(7)(6)(4)(3)

=
19
252

x4 −
299
252

x3 +
1495
252

x2 −
275
28

+ 2 (5.1)
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε τους συντελεστές Lagrange Li(x) για i = 0,1,2,3,4

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)(x − x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
=

(x − 70)(x − 80)(x − 90)
−6000

.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)(x − x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

(x − 60)(x − 80)(x − 90)
2000

.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x − 60)(x − 70)(x − 90)
−2000

.

L3(x) =
(x − x0)(x − x1)(x − x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x − 60)(x − 70)(x − 80)
6000

.

Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange είναι

P(x) = L0F (x0) + L1F (x1) + L2F (x2) + L3F (x3)

= 0.866
(x − 70)(x − 80)(x − 90)

−6000
+ 0.9397

(x − 60)(x − 80)(x − 90)
2000

+0.9848
(x − 60)(x − 70)(x − 90)

−2000
+

(x − 60)(x − 70)(x − 80)
6000

= 2.1667 · 10−7x3 − 9.75 · 10−5x2 − 2.2797 · 10−2x − 0.104 (5.2)

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x − 0)(x − 2)
(−1 − 0)(−1 − 2)

=
x2 − 2x

3
.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x + 1)(x − 2)
(0 + 1)(0 − 2)

=
x2 − x − 2
−2

.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x + 1)(x − 0)
(2 + 1)(2 − 0)

=
x2 + x

6
.

Επιπλέον f (x0) = 1, f (x1) = 0, f (x2) = 16. Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής του
Lagrange είναι

P(x) = L0F (x0) + L1F (x1) + L2F (x2)

=
x2 − 2x

3
+ 0

x2 − x − 2
−2

+ 16
x2 + x

6

=
1
3

[
x2 − 2x + 8(x2 + x)

]
= 3x2 + 2x.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 202 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε το πολυώνυµο παρεµβολής του Newton
p(x) = a0 + a1(x − 2) + a2(x − 2)(x − 3) και p(2) = a0 ενώ p(2) = f (2) = ln(2). ΄Αρα

a0 = ln(2).
΄Οµοια p(3) = ln(2) + a1 ή p(3) = f (3) = ln(3) και a1 = ln(3) − ln(2).
Επίσης p(4) = ln(2) + 2 ln(3) − 2 ln(2) + 2a2 ή p(4) = − ln(2) + 2 ln(3) + 2a2 και

p(4) = f (4) = ln(4) εποµένως a2 =
ln(4)−2 ln(3)+ln(2)

2 .
Τελικά

p(x) = ln(2) + (ln(3) − ln(2))(x − 2) +
ln(4) − 2 ln(3) + ln(2)

2
(x − 2)(x − 3)

ή

p(x) =
ln(4) − 2 ln(3) + 2 ln(2)

2
x2 −

5 ln(4) − 12 ln(3) + 7 ln(2)
2

x + 3 ln(4)−8 ln(3) + 6 ln(2).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x − 0)(x − 1)
(−2)(−3)

=
x2 − x

6
.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x + 2)(x − 1)
(2)(−1)

=
x2 + x − 2

2
.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x + 2)(x − 0)
(3)(1)

=
x2 + 2x

3
.

Επιπλέον f (x0) = −32, f (x1) = 0, f (x2) = 1. Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής
του Lagrange είναι

P(x) = L0F (x0) + L1F (x1) + L2F (x2)

=
x2 − x

6
+ 0

x2 + x − 2
2

+ 16
x2 + 2x

3
= −5x2 + 6x.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα χρησιµοποιήσουµε τη εµπροσθοδροµική µέθοδο του Newton.

u(x) = u0 +x∆u0 +
x(x − 1)

2!
∆2u0 +

x(x − 1)(x − 2)
3!

∆3u0 +
x(x − 1)(x − 2)(x − 3)

4!
∆4u0 + . . .

Σχηµατίζουµε τον πίνακα διαφορών κάνοντας χρήση των δεδοµένων

x u(x) ∆u ∆2u ∆3u ∆4u
x0 0 5
x1 1 8 3
x2 2 17 9 6
x3 3 44 27 18 12
x4 4 101 57 30 12 0

΄Εχουµε ότι ∆4u = 0 άρα το πολυώνυµο παρεµβολής είναι ένα 3ου ϐαθµού πολυώνυµο.
Εποµένως

u(x) = 5 + x(3) +
x(x − 1)

2
(6) +

x(x − 1)(x − 2)
6

(12) = 5 + 3x + 3(x2 − x) + 2(x3 −3x2 + 2x)

ή
u(x) = 2x3 − 3x2 + 4x + 5.

Επιπλέον

u(0.5) = 5 +
1
2

(3) +
−1
8

(6) +
1
16

(12) + 0 = 5 + 1.5 − 0.75 + 0.75 = 6.5,

u(1.1) = 5 + 1.1(3) + 0.055(6) + (−0.0165)(12) = 5 + 3.3 + 0.33 − 0.198 = 8.432
Εναλλακτικά u(0.5) = 2(0.5)3 − 3(0.5)2 + 4(0.5) + 5 και όµοια u(1.1) = 8.432.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θα χρησιµοποιήσουµε τη εµπροσθοδροµική µέθοδο του Newton.

u(x) = u0 + x∆u0 +
x(x − 1)

2!
∆2u0 +

x(x − 1)(x − 2)
3!

∆3u0 + . . .

Σχηµατίζουµε τον πίνακα διαφορών κάνοντας χρήση των δεδοµένων

x u(x) ∆u ∆2u ∆3u
0 10 5
1 14 1 -4
2 18 -3 -4 0
3 22 89 92 96 96

΄Εχουµε ότι ∆4u = 0 άρα το πολυώνυµο παρεµβολής είναι ένα 3ου ϐαθµού πολυώνυµο.
Εποµένως

u(x) = 5 + x(−4) +
x(x − 1)

2
(0) +

x(x − 1)(x − 2)
6

(96) = 5 − 4x + 0 + 16(x3 − 3x2 + 2x)

ή
u(x) = 16x3 − 48x2 + 28x + 5.
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Έξοδος

Απόδειξη : Υπολογίζουµε τις τιµές της συνάρτησης f (x) = 1 − cos( πx2 ) στα σηµεία x0 =

−1, x1 = 0, x2 = 1. ΄Εχουµε f (x0) = 1, f (x1) = 0, f (x2) = 1.
Επιπλέον

L0(x) =
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x − 0)(x − 1)
(−1 − 0)(−1 − 1)

=
x2 − x

2
.

L1(x) =
(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x − 1)(x + 1)
(0 − 1)(0 + 1)

= x2 − 1.

L2(x) =
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x + 1)(x − 0)
(1 + 1)(1 − 0)

=
x2 + x

2
.

Εποµένως το πολυώνυµο παρεµβολής του Lagrange είναι

P(x) = L0f (x0) + L1f (x1) + L2f (x2)

=
x2 − x

2
(1) + (x2 − 1)(0) +

x2 + x

2
(1)

= x2.
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Έξοδος

Απόδειξη : Το σφάλµα της προσέγγισης δίνεται από τον τύπο

f (x) − P2(x) =
f ′′′(ξ )

3!
(x − x0)(x − x1)(x − x2),

µε ξ ∈ (−1,1).
΄Εχουµε f ′′′(x) = − π

3

8 sin( πx2 ) οπότε

f (x) − p(x) = −
π3

8 · 3!
(x + 1)x(x − 1) sin(

πx

2
),

ή

|f (x) − p(x)| =
∣∣∣ − π3

8 · 3!
(x + 1)x(x − 1) sin(

πx

2
)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣π3

48
(x + 1)x(x − 1)

∣∣∣.
Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = (x + 1)x(x − 1) = x3 − x. Αυτή έχει ακρότατα στο

[−1,1] για g′(x) = 3x2 − 1 ή για x = − 1
√

3
και x = 1

√
3
. Επιπλέον g′′(x) = 6x και

g′′(− 1
√

3
) = − 6

√
3
≤ 0, g′′( 1

√
3

) = 6
√

3
≥ 0 και άρα η g έχει τοπικό µέγιστο για x = − 1

√
3

και
g(− 1

√
3

) = − 2
3
√

3
. Εποµένως

|f (x) − p(x)| =≤
∣∣∣π3

48
(x + 1)x(x − 1)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ π3

72
√

3

∣∣∣ ∼ 0.24825.
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Έξοδος

Απόδειξη : Το σφάλµα παρεµβολής δίνεται από τη σχέση

f (x) − pn(x) =
f n+1(ξ )Πn

i=0(x − xi)
(n + 1)!

.

Στη προκειµένη περίπτωση έχουµε ότι n + 1 = 4 άρα n = 3. Επιπλέον f (ξ ) = ξ 4 και
f 4(ξ ) = 24 και Π3

i=0(x − xi) = x(x − 1)(x − 2)(x − 3), άρα τελικά

f (x) − pn(x) = 24
x(x − 1)(x − 2)(x − 3)

24
= x(x − 1)(x − 2)(x − 3).
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε f ∈ C3[2,4] και ότι

ϸ(x) = f (x) − p(x) = (x − 2)(x − 3)(x − 4)
f ′′′(ξ )

3!
,

ή

ϸ(3.5) = (3.5 − 2)(3.5 − 3)(3.5 − 4)
f ′′′(ξ )

3!
=

3
2

1
2

(−
1
2

)
f ′′′(ξ )

3!
= −

f ′′′(ξ )
16

,

µε ξ ∈ [2,4].
Επίσης έχουµε ότι η f ′′′ είναι ϕθίνουσα και f ′′′(4) ≤ f ′′′(ξ ) ≤ f ′′′(2), άρα 1

32 ≤ f
′′′(ξ ) ≤

1
4 και τελικά − 1

64 ≤ −
f ′′′(ξ )

16 ≤ − 1
512 ή

−
1
64
≤ ϸ(3.5) ≤ −

1
512

.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση F (x) = y(x) − p(x) − Cπ(x) όπου C είναι µια σταθερά
και π(x) πολυώνυµο n + 1 ϐαθµού. Επιλέγουµε C =

y(xn+1)−p(xn+1)
π(xn+1) , για κάποιο σηµείο

xn+1 , x1, . . . , xn. Τότε F (xn+1) = 0 και η F (x) έχει τουλάχιστον n+2 ϱίζες. ΄Αρα σύµφωνα
µε το ϑεώρηµα Rolle η F ′(x) έχει n + 1 ϱίζες µεταξύ των ϱιζών της F (x), η F ′′(x) έχει n
ϱίζες µεταξύ των ϱιζών της F ′(x) κλπ. Συνεχίζοντας έτσι συµπεραίνουµε ότι η F (n+1)(x)
έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο σηµείο έστω x = ξ . Υπολογίζουµε την παράγωγο αυτή στο
x (δεδοµένου ότι p(n+1)(x) = 0 ) και ϑέτουµε x = ξ . Εποµένως 0 = y(n+1)(ξ ) − C(n + 1)!.
΄Ετσι υπολογίζεται το C και παίρνουµε

y(xn+1) − p(xn+1) =
y(n+1)(ξ )
(n + 1)!

π(x).

Το xn+1 όµως µπορεί να είναι οποιδήποτε σηµείο διαφορετικό απο τα x1, . . . , xn και επο-
µένως ισχύει

y(x) − p(x) =
y(n+1)(ξ )
(n + 1)!

π(x).
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Έξοδος

Απόδειξη : Το σφάλµα της προσέγγισης δίνεται από τη σχέση

f (x) − p(x) =
f ′′′(x)

3!
(x − x0)(x − x1)(x − x2),

µε −1 ≤ ξ ≤ 1. ΄Εχουµε f ′′′(x) = ex άρα∣∣∣f (x) − p(x)
∣∣∣ =

∣∣∣(x − x0)(x − x1)(x − x2)
ex

3!

∣∣∣ ≤ ∣∣∣(x + 1)x(x − 1)
e

6

∣∣∣.
Επιπλέον η συνάρτηση g(x) = (x +1)x(x −1) έχει µέγιστο για x = − 1

√
3
και g(− 1

√
3

) = 2
3
√

3
.

Εποµένως
∣∣∣f (x) − p(x)

∣∣∣ ≤ e
6

2
3
√

3
= e

9
√

3
.
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Έξοδος

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένα πολυώνυµο, µοναδικό, που παρεµβάλει τη συνάρ-
τηση e2x στα σηµεία xi = i, i = 1,2,3,4. Η f είναι παραγωγίσιµη στο [1,2] και το σφάλµα
της παρεµβολής είναι

e2x − p(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)
f (4)(ξ )

4!
,

1 < ξ < 4. Επιπλέον f (4)(ξ )
4! = 16 e2ξ

24 = 2 e2ξ

3 . ΄Αρα

e2x − p(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4)2
e2ξ

3
< 0,

για x ∈ (1,2). Εποµένως e2x − p(x) < 0 και e2x < p(x) για x ∈ [1,2].
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Έξοδος

Απόδειξη : Εάν S είναι το άθροισµα ϑα πρέπει να έχουµε

∂S

∂B
= −2

N∑
i=0

(yi −Mxi − B) = 0,

∂S

∂M
= −2

N∑
i=0

xi(yi −Mxi − B) = 0,

ή εναλλακτικά

(N + 1)B + (
∑

xi)M =
∑

yi ,

(
∑

xi)B + (
∑

x2
i )M =

∑
xiyi .

Θέτοντας s0 = N + 1, s1 =
∑
xi , s2 =

∑
x2
i , t0 =

∑
yi , t1 =

∑
xiyi , έχουµε

M =
s0t1 − s1t0
s0s2 − s2

1
, B =

s2t0 − s1t1
s0s2 − s2

1
.

Ο όρος s0s2 − s2
1 είναι διαφορετικός απο το µηδέν γιατί

0 <
∑
i<j

(xi − xj)2 = N
∑

x2
i − 2

∑
i<j

xixj,

και
(
∑

xi)2 =
∑

x2
i + 2

∑
i<j

xixj.

Εποµένως η ποσότητα s0s2 − s2
1 γίνεται

(N + 1)
∑

x2
i − (

∑
xi)2 = N

∑
x2
i − 2

∑
i<j

xixj > 0.
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Έξοδος

Τα N και B είναι τα σηµεία ελαχίστου γιατί

∂2S

∂B2 = 2s0,
∂2S

∂M2 = 2s2,
∂2S

∂B∂M
= 2s1,

και επιπλέον s0 > 0, s2 > 0, (2s1)2 − 2(N + 1)(2s2) = 4(s2
1 − s0s2) < 0. ΄Αρα το άθροισµα

σαν συνάρτηση των M, B έχει µοναδικό ελάχιστο.
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Έξοδος

Απόδειξη : Εάν Xi είναι το πλήθος των σηµείων και ϑέσουµε xi =
Xi−6

2 έχουµε ότι xi =

0, . . .9. Θέτοντας s0 = 10, s1 =
∑
xi = 45, s2 =

∑
x2
i = 285, t0 =

∑
Yi = 41.5,

t1 =
∑
xiYi = 194,1 µπορούµε να προσδιορίσουµε τα σηµεία στα οποία ελαχιστοποιείται

η ποσότητα
∑N
i=0(yi−Mxi−B)2 όπουM και B είναι οι συντελεστές της ευθείας p(x) = Mx+B

που µας δίνει τη Ϲητούµενη γραµµική σχέση. Παίρνουµε

M =
(10)(194.1) − (45)(41.5)

(10)(285) − (45)2 ∼ 0.089, B =
(285)(41.5) − (45)(194.1)

(10)(285) − (45)2 ∼ 3.76.

Εποµένως y ∼ p(x) και p(x) = 0.09x + 3.76 ∼ 0.045X + 3.49.
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέτουµε y = ln(P), B = ln(A). Λογαριθµίζουµε την προσδιοριστέα σχέση και
παίρνουµε ln(P) = ln(A) +Mx ή y(x) = Mx +B. Αυτή η ευθεία µπορεί να προσδιοριστεί µε

τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων απο τα αντίστοιχα δεδοµένα xi 1 2 3 4
Pi 1.95 2.40 2.83 3.30

Βρίσκουµε ότι s0 = 4, s1 = 10, s2 = 30, t0 = 10.48, t1 = 28.44 και ότιM ∼ 0.45, B ∼ 1.5.
Εποµένως P = 4.48e0.45x .
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Έξοδος

Απόδειξη : Σε αυτή τη περίπτωση ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε ένα ολοκλήρωµα. Τα
δεδοµένα είναι οι τιµές της συνάρτησης y(x) που ϑεωρούνται γνωστές σε ένα κατάλλη-
λο διάστηµα. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των πολυωνύµων Legendre σχηµατίζουµε
κατάλληλες εξισώσεις από τις οποίες προσδιορίζονται τα ak.

Για να έχουµε ελάχιστο πρέπει

∂I

∂ak
= −2

∫ 1

−1
[y(x) − a0P0(x) − a1P1(x) − . . . − amPm(x)]Pk(x)dx = 0,

για k = 0,1,2, . . . , m. Απο τις ιδιότητες της ορθογωνιότητας έχουµε∫ 1

−1
[y(x) − akPk(x)]Pk(x)dx = 0,

και τελικά

ak =
2k + 1

2

∫ 1

−1
y(x)Pk(x)dx.
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Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t =
π(x+1)

2 το πρόβληµα µετασχηµατίζεται
στο να προσδιορίσουµε τη παραβολή που προσεγγίζει τη συνάρτηση y = sin( π(x+1)

2 ) στο
διάστηµα (−1,1). Οι συντελεστές ai έτσι ώστε το

I =

∫ 1

−1
[y(x) − a0P0(x) − a1P1(x) − . . . − amPm(x)]2dx

να γίνεται ελάχιστο, όπου Pk(x) είναι τα πολυώνυµα Legendre, είναι

ak =
2k + 1

2

∫ 1

−1
y(x)Pk(x)dx.

Στη περίπτωση µας έχουµε

a0 =
1
2

∫ 1

−1
sin(

π(x + 1)
2

)dx =
2
π
,

a1 =
3
2

∫ 1

−1
sin(

π(x + 1)
2

)xdx = 0,

a2 =
5
2

∫ 1

−1
sin(

π(x + 1)
2

)
1
2

(3x2 − 1)dx =
10
π

(1 −
12
π2 ),

Εποµένως η Ϲητούµενη παραβολή είναι

y =
2
π

+
10
π

(1 −
12
π2 )

1
2

(3x2 − 1) =
2
π

+
10
π

(1 −
12
π2 )(

6
π2 (t −

π

2
)2 −

1
2

).
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Έξοδος

Απόδειξη : Θέλουµε να προσεγγίσουµε ένα κοµµάτι παραβολής µε ένα ευθύγραµµο τµή-
µα. Θέτουµε t = (x + 1)/2 και το διάστηµα γίνεται (−1,1) ενώ η y παίρνει τη µορφή
y(x) = (x + 1)2/4. Επειδή P0(x) = 1 και P1(x) = x έχουµε

a0 =
1
2

∫ 1

−1

1
4

(x + 1)2dx =
1
3
, a1 =

3
2

∫ 1

−1

1
4

(x + 1)2xdx =
1
2
.

΄Αρα η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων είναι η

y =
1
3
P0(x) +

1
2
P1(x) =

1
3

+
1
2
x = t −

1
6
.
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Απόδειξη : Το ολοκλήρωµα που πρέπει να γίνει ελάχιστο σε αυτή τη περίπτωση είναι το

I =

∫ b

a
w(x) [y(x) − a0Q0(x) − . . . − amQm(x)]2 dx,

όπου τα πολυώνυµα Qk(x) ικανοποιούν τις συνθήκες ορθογωνιότητας∫ b

a
w(x)Qj(x)Qk(x)dx = 0,

για j , i.
Θεωρούµε το εσωτερικό γινόµενο (v1(x), v2(x)) =

∫ b
a
w(x)v1(x)v2(x)dx. Εάν p(x) είναι

το πολυώνυµο παρεµβολής ϑέλουµε να ισχύει (y − p, Qk) = 0 ή ότι (y, Qk) = (p, Qk). Το
πολυώνυµο p(x) ϑα έχει τη µορφή

p(x) = a0Q0 + a1Q1 + . . . amQm ,

και παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο του δεξιού και αριστερού µέλους της παραπάνω
σχέσης µε το Qk παίρνουµε

(Q0, Qk)a0 + . . . (Qm , Qk)am = (y, Qk),

για k = 1, . . . , m. ΄Αρα τελικά λόγω της ορθογωνιότητας των Qk έχουµε

ak =

∫ b
a
w(x)y(x)Qk(x)dx∫ b
a
w(x)Q2

k(x)dx
.

�
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά υπολογίζουµε τους συντελεστές Hermite. ΄Εχουµε

L0(x) = 2 − x, L1(x) = x − 1.

και συνεπώς

H0(x) = (1 − 2(1 − x)) (2 − x)2 = 2x3 − 9x2 + 12x − 4,
H1(x) = (1 − 2(1 − x)) (x − 1)2 = −2x3 + 9x2 − 12x + 5,
Ĥ0(x) = (x − 1)(2 − x)2 = x3 − 5x2 + 8x − 4,
Ĥ1(x) = (x − 2)(x − 1)2 = x3 − 4x2 + 5x − 2.

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite το οποίο έχει τη µορφή

P(x) = H0(x) +
1
2
H1(x) − Ĥ0(x) −

1
4
Ĥ1(x)

= −
1
4
x3 +

3
2
x2 −

13
4
x + 3.

Για το σηµείο x = 1.5 το σφάλµα ϑα ικανοποιεί τη σχέση

E = |f (1.5) − P(1.5)| =
∣∣∣ 1
24

(1.5 − 1)2(1.5 − 2)2 24
ξ 2

∣∣∣ ≤ 1
16
.
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά υπολογίζουµε τους συντελεστές Hermite.

L0(x) =
1 − x

2
, L1(x) =

x + 1
2

.

Εποµένως έχουµε

H0(x) =

(
1 − 2(x + 1)

(
−

1
2

)) (1 − x)2

4
=

1
4

(x3 − 3x + 2),

H1(x) =

(
1 − 2(x − 1)

(1
2

)) (x + 1)2

4
=

1
4

(−x3 + 3x + 2),

Ĥ0(x) = (x + 1)
(1 − x)2

4
=

1
4

(x3 − x2 − x + 1),

Ĥ1(x) = (x − 1)
(x + 1)2

4
=

1
4

(x3 + x2 − x − 1).

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite το οποίο έχει τη µορφή

P(x) =
1
3
H0(x) +

1
3
H1(x) +

1
3
Ĥ0(x) +

1
3
Ĥ1(x)

= −
1
12

(
2x3 − 2x + 4

)
.
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σχηµατίζουµε τα διαστήµατα [0,1], [1,2] και [2,3] και ϑεωρούµε τα κυβικά
πολυώνυµα

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3, i = 0,1,2.

Θέλουµε αρχικά να προσδιορίσουµε τους συντελεστές ai , bi , ci , di , i = 0,1,2,3. ΄Εχουµε
ai = f (xi) για i = 0,1,2,3 και άρα

a0 = 1, a1 =
1
2
, a2 =

1
3
, a3 =

1
4
.

Επιπλέον για τους συντελεστές bi , i = 0,1,2, δεδοµένου ότι τα σηµεία xi ισαπέχουν και
για hi = xi+1 − xi , hi = 1, i = 0,1,2, έχουµε ότι

bi = f (xi+1) − f (xi) −
1
3

(2ci+1 + ci), i = 0,1,2.

΄Οµοια για τους συντελεστές di , i = 0,1,2 έχουµε

di =
1
3

(ci+1 − ci), i = 0,1,2.

Οι συντελεστές ci , i = 0,1,2,3 προκύπτουν απο την επίλυση του γραµµικού συστήµατος
Ac = B όπου, c = [c0, c1, . . . , cn]T ,

A =



1 0 0 . . . 0
h0 2(h0 + h1) h1 0 . . .
0 h1 2(h1 + h2) h2 0 . .
0 0 . . . 0 .
. 0 0 . . . 0
. . . 0 hn−2 2(hn−2 + hn − 1) hn−1
0 . . . 0 0 1


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Έξοδος

και

B =



0
3
h1

(a2 − a1) − 3
h0

(a1 − a0)
...

3
hn−1

(an − an−1) − 3
hn−2

(an−1 − an−2)
0


,

΄Αρα στη περίπτωση µας έχουµε
1 0 0 0
1 4 1 0
0 1 4 1
0 0 0 1



c0
c1
c2
c3

 =


0
1
1
4
0

 .
Αυτό το σύστηµα µπορεί να λυθεί για παράδειγµα µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss.
Αν πολλαπλασιάσουµε τη 1η γραµµή µε −1 και τη προσθέσουµε στη δεύτερη γραµµή
και επίσης πολλαπλασιάσουµε τη 1η γραµµή µε − 1

4 και τη προσθέσουµε στη δεύτερη
προκύπτει το ισοδύναµο σύστηµα

1 0 0 0
0 4 1 0
0 0 15

4 1
0 0 0 1



c0
c1
c2
c3

 =


0
1
0
0

 .
Το σύστηµα αυτό έχει πίνακα άνω τριγωνικό και λύνεται µε πίσω αντικατάσταση. Παίρ-
νουµε

c0 = 0, c1 =
1
4
, c2 = 0, c3 = 0.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους συντελεστές bi , i = 0,1,2 και παίρνουµε

b0 = −
7
12
, b1 = −

1
3
, b2 = −

1
12
.
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Έξοδος

Τέλος για τους συντελεστές di , i = 0,1,2 έχουµε

d0 =
1
12
, d1 = −

1
12
, d2 = 0.

Εποµένως η Ϲητούµενη συνάρτηση S(x) είναι η

S(x) =


S0(x) = 1 − 7

12x + 1
12x

3, x ∈ [0,1],
S1(x) = 1

2 −
1
3 (x − 1) + 1

4 (x − 1)2 − 1
12 (x − 1)3, x ∈ [1,2],

S2(x) = 1
3 −

1
12 (x − 2), x ∈ [2,3].
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Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σχηµατίζουµε τα διαστήµατα [1,2], [2,3] και [3,4] και ϑεωρούµε τα κυβικά
πολυώνυµα

Si(x) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3, i = 0,1,2.

΄Εχουµε ai = f (xi) για i = 0,1,2,3 και άρα

a0 = 1, a1 =
1
2
, a2 =

1
3
.

Επιπλέον για τους συντελεστές bi , i = 0,1,2, δεδοµένου ότι τα σηµεία xi ισαπέχουν και
για hi = xi+1 − xi , hi = 1, i = 0,1,2, έχουµε ότι

bi = f (xi+1) − f (xi) −
1
3

(2ci+1 + ci), i = 0,1,2.

΄Οµοια για τους συντελεστές di , i = 0,1,2 έχουµε

di =
1
3

(ci+1 − ci), i = 0,1,2.

Οι συντελεστές ci , i = 0,1,2,3 προκύπτουν από την επίλυση του γραµµικού συστήµατος
Ac = B όπου, c = [c0, c1, . . . , cn]T ,

A =



1 0 0 . . . 0
h0 2(h0 + h1) h1 0 . . .
0 h1 2(h1 + h2) h2 0 . .
0 0 . . . 0 .
. 0 0 . . . 0
. . . 0 hn−2 2(hn−2 + hn − 1) hn−1
0 . . . 0 0 1


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Κλείσε

Έξοδος

και

B =



0
3
h1

(a2 − a1) − 3
h0

(a1 − a0)
...

3
hn−1

(an − an−1) − 3
hn−2

(an−1 − an−2)
0


,

΄Αρα στη περίπτωση µας έχουµε
1 0 0 0
1 4 1 0
0 1 4 1
0 0 0 1



c0
c1
c2
c3

 =


0
−1
1
4
0

 .
Το σύστηµα αυτό µπορεί να λυθεί για παράδειγµα µε τη µέθοδο απαλοιφής του Gauss
και παίρνουµε

c0 = 0, c1 = −
17
60
, c2 =

2
15
, c3 = 0.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους συντελεστές bi , i = 0,1,2 και παίρνουµε

b0 =,−
14
45

b1 = −
29
180

, b2 = −
19
180

.

Τέλος για τους συντελεστές di , i = 0,1,2 έχουµε

d0 = −
17
180

, d1 = −
1
20
, d2 = −

2
45
.

Εποµένως η Ϲητούµενη συνάρτηση S(x) είναι η

S(x) =


S0(x) = 1 − 14

45 (x − 1) − 17
180 (x − 1)3, x ∈ [0,1],

S1(x) = 1
2 −

29
180 (x − 2) − 17

60 (x − 2)2 − 1
20 (x − 2)3, x ∈ [1,2],

S2(x) = 1
3 −

19
180 (x − 3) − 2

15 (x − 3)2 − 2
45 (x − 3)3, x ∈ [2,3].
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Έξοδος
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Έξοδος

Απόδειξη : Τα πολυώνυµα Chebychev ορίζονται απο τη σχέση Tn(x) = cos(n arccos(x)),
−1 ≤ x ≤ 1. ΄Εχουµε τη τριγωνοµετρική σχέση cos((n + 1)A) = cos((n − 1)A) =

2 cos(A) cos(nA), οπότε για A = arccos(x) στον ορισµό των πολυωνύµων Chebychev προ-
κύπτει η Ϲητούµενη σχέση.

�
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Έξοδος

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό t = x+1
2 έτσι ώστε η y = y(x) να µεταβάλλεται

στο διάστηµα [−1,1]. ΄Εχουµε πλέον y = 1
4 (x2 + 2x + 1). Θέλουµε να προσδιορίσουµε το

πολυώνυµο ελαχίστων τετραγώνων που κάνει ελάχιστο το ολοκλήρωµα∫ 1

−1

1
√

1 − x2
[y(x) − a0T0 − ... − amTm(x)]2 dx,

όπου Ti(x) τα πολυώνυµα Chebychev.
΄Εχουµε

a0 =
1
π

∫ 1

−1

y(x)
√

1 − x2
dx, ak =

∫ 1
−1w(x)y(x)Tk(x)dx∫ 1
−1w(x)T2

k (x)dx
=

2
π

∫ 1

−1

y(x)Tk(x)
√

1 − x2
dx

Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε

∫ 1

−1

xp
√

1 − x2
dx =

∫ π

0
(cos(A))pdA =


π, p = 0,
0, p = 1,
π
2 , p = 2,
0, p = 3

Εποµένως έχουµε a0 = 1
4 ( 1

2 + 0 + 1) = 3
8 . Επίσης y(x)T1(x) = 1

4 (x3 + 2x2 + x) και
a1 = 1

4 (0+2+0) = 1
2 . Επιπλέον ai = 0 για i > 1. ΄Αρα το Ϲητούµενο πολυώνυµο ελαχίστων

τετραγώνων είναι το

P(x) =
3
8
T0(x) +

1
2
T1(x) =

3
8

+
1
2
x.
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Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του ορθογωνίου έχουµε∫ b

a
f (x)dx ' y1h + y2h + · · · + ynh,

για h = b−a
n . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του ορθογωνίου έχουµε∫ b

a
f (x)dx ' h

[
f (
x0 + x1

2
) + (

x1 + x2

2
) + . . . + (

xn−1 + xn
2

)
]
,

για h = b−a
n . �

Λύση
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Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του τραπεζίου έχουµε∫ b

a
f (x)dx ' h

(y0 + yn
2

+ y1 + . . . + yn−1

)
.

για h = b−a
n . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του Simpson έχουµε∫ b

a
f (x)dx '

h

3
[y0 + yn + 2(y2 + y4 + . . . + yn−2) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1)] .

για h = b−a
n . �

Λύση
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Υπόδειξη : Το σφάλµα της µεθόδου δίνεται απο τη σχέση

E(f ) ≤
h2

12
max
x∈[a,b]

f ′′(x)

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 236 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Επιλέγουµε τα A0, A1, A2 έτσι ώστε για τα πολυώνυµα 1, (x − x0) και (x − x0)2

να έχουµε R = 0. Με αυτό το τρόπο σχηµατίζουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων για τα Ai
τις οποίες επιλύουµε. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση για το σύνθετο τύπο του τραπεζίου

Qn+1 = h
[1
2
f (x0) + f (x1) + . . . + f (xn−1) +

1
2
f (xn)

]
+ Rn+1,

κατόπιν δείξτε ότι limn→∞ Rn+1 = 0 =⇒ limn→∞ Qn+1 = I και στη συνέχεια το αντίστροφο.
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 238 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τις σχέσεις που µας δίνουν τα σφάλµατα Rn+1 για τη µέθοδο
του τραπεζίου και της Simpson και από αυτές προσδιορίστε το n για κάθε περίπτωση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.8
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 239 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του Simpson έχουµε∫ b

a
f (x)dx '

h

3
[y0 + yn + 2(y2 + y4 + . . . + yn−2) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1)] .

για h = b−a
n . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.9
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 240 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Σύµφωνα µε τη σύνθετη µέθοδο του Simpson έχουµε∫ b

a
f (x)dx '

h

3
[y0 + yn + 2(y2 + y4 + . . . + yn−2) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1)] .

για h = b−a
n . �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.10
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 241 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε για παράδειγµα τις προσεγγίσεις

f ′(x0) '
1

2h
[−3f (x0) + 4f (x0 + h) − f (x0 + 2h)],

f ′(x0) '
1

2h
[−f (x0 − h) + f (x0 + h)]

και συγκρίνεται το αποτέλεσµα µε τη πραγµατική τιµή της f ′(x0). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.11
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 242 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη προσέγγιση

f ′′(x0) =
1
x2

0
[f (x0 + h) + f (x0 − h) − 2f (x0)] .

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.12
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 243 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση∫ b

a
f (x)dx ≈ h

(y0 + yn
2

+ y1 + . . . + yn−1

)
,

Το πλήθος των σηµείων που είναι απαραίτητα για να είναι το σφάλµα το πολύ 1
210−4

µπορεί να προσδιοριστεί από τη σχέση που µας δίνει το σφάλµα της µεθόδου. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.13
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 244 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Να χρησιµοποιείσετε την εκτίµηση του σφάλµατος απο τη χρήση της µεθόδου
Simpson η οποία είναι

ϸ =
b − a

180
h4f (4)(ξ ).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.14

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 245 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρείστε τη συνάρτηση F (h) =
∫ h
−h
y(x)dx − h

3 [y(−h) + 4y(0) + y(h)] και υ-
πολογίστε την F ′′′(h). Στη συνέχεια ολοκληρώστε τη σχέση που προκύπτει έτσι ώστε να
πάρετε µια εκτίµηση για την F (h). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.15

http://www.math.aegean.gr


Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 246 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση∫ 1

−1
g(x)dx ≈

5
9
g

−√
3
5

 +
8
9
g(0) +

5
9
g

√3
5

 .
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.16
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 247 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση∫ 1

−1
g(x)dx ≈

5
9
g

−√
3
5

 +
8
9
g(0) +

5
9
g

√3
5

 .
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.17
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 248 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τη σχέση∫ 1

−1
g(x)dx ≈ w0g(x0) +w1g(x1) +w2g(x2) +w3g(x3).

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.18
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 249 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τη σχέση∫ 1

−1
g(x)dx ≈

5
9
g

−√
3
5

 +
8
9
g(0) +

5
9
g

√3
5

 .
�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.19
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 250 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το πολυώνυµο παρεµβολής Newton για τη f ,

f (x) ≈ P(x) = f0 +

(
s
1

)
∆f0 +

(
s
2

)
∆2f0 +

(
s
3

)
∆3f0,

x = x0 + sh και fi = f (xi). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.20
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 251 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υποδιαιρούµε το διάστηµα [0,2] σε n = 4 υποδιαστήµατα. Το καθένα από
αυτά έχει µήκος h = b−a

n = 2
4 = 0.5 και υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα προσεγγιστικά από

τη σχέση ∫ b

a
f (x)dx ' y1h + y2h + · · · + ynh.

Για τα yi , i = 0,1,2,3 έχουµε
y0 = 0,
y1 = 0.125,
y2 = 1,
y3 = 3.375.

΄Αρα έχουµε ∫ 2

0
x3dx ' 0.5(0 + 0.125 + 1 + 3.375) = 2.25

.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 252 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Υποδιαιρούµε το διάστηµα [0,2] σε n = 4 υποδιαστήµατα. Το καθένα απο
αυτά έχει µήκος h = b−a

n = 2
4 = 0.5 και υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα προσεγγιστικά από

τη σχέση ∫ b

a
f (x)dx ' h

[
f (
x0 + x1

2
) + (

x1 + x2

2
) + . . . + (

xn−1 + xn
2

)
]
.

΄Εχουµε
x0+x1

2 = 0+0.5
2 = 0.015625,

x1+x2
2 = 0.5+1

2 = 0.5675,
x2+x3

2 = 1+1.5
2 = 1.953125,

x3+x4
2 = 1.5+2

2 = 5.890625.
΄Αρα έχουµε∫ 2

0
x3dx ' 0.5(0.015625 + 0.5675 + 1.953125 + 5.890625) = 3.9453125

.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 253 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε τη µέθοδο του τραπεζίου έχουµε∫ b

a
f (x)dx ' h

(y0 + yn
2

+ y1 + . . . + yn−1

)
.

΄Εχουµε a = 0, b = 2, h = 2−0
4 = 0.5,

y0 = 0,
y1 = 0.125,
y2 = 1,
y3 = 3.375,
y4 = 8.

΄Αρα ∫ 2

0
x3dx ' 0.5

(0 + 8
2

+ 0.125 + 1 + 3.375
)

= 4.25.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.3
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 254 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε τη µέθοδο Simpson έχουµε∫ b

a
f (x)dx '

h

3
[y0 + yn + 2(y2 + y4 + . . . + yn−2) + 4(y1 + y3 + . . . + yn−1)] .

΄Εχουµε a = 0, b = 2, h = 2−0
4 = 0.5,

y0 = 0,
y1 = 0.125,
y2 = 1,
y3 = 3.375,
y4 = 8.

΄Αρα ∫ 2

0
x3dx '

0.5
3

[0 + 8 + 2 · 1 + 4 · (0.125 + 1 + 3.375)] = 4.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.4
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 255 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε a = 0, b = 1, h = 1−0
4 = 0.25. Επιπλέον το σφάλµα αποκοπής

ικανοποιεί τη σχέση

E(f ) ≤
h2

12
max
x∈[0,2]

(e2x )′′ =
h2

12
4e2 =

e

3
h2 = 0.153.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 256 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γράφουµε ένα πολυώνυµο p(x) = a0x2 + a1x + a0 στη µορφή p(x) = b0(x −
x0)2 + b1(x − x0) + b2 και παρατηρούµε ότι εάν διαλέξουµε τα Ai έτσι ώστε να έχουµε
R = 0 για f (x) = 1, (x − x0) και (x − x0)2 τότε ϑα έχουµε και R = 0 για p(x) = f (x).
Χρησιµοποιώντας αυτά τα συγκεκριµένα πολυώνυµα παίρνουµε τρείς εξισώσεις για τους
τρείς αγνώστους Ai .

A0 + A1 + A2 = 2h,
A1 + 2A2 = 2h,

A1 + 4A2 =
8
3
h.

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε A0 = h
3 , A1 = 4h

3 , A2 = h
3 και∫ x2

x0

f (x)dx =
h

3
[f0 + 4f1 + f2] + R,

όπου R = 0 εάν f (x) είναι ένα πολυώνυµο ϐαθµού ≤ 2.
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι επιπλέον ισχύει η σχέση R = 0 και στη περίπτωση όπου η

f (x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού ≤ 3.
�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 257 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε [a, b] = [0,1] και h = 1−0
n = 1

n . Επίσης xi = a+ ih = i
n , n = 1,2,3, . . ..

΄Αρα

Qn+1 = h
[1
2
f (x0) + f (x1) + . . . + f (xn−1) +

1
2
f (xn)

]
+ Rn+1,

Qn+1 = h
[1
2
f (0) + f (

1
n

) + . . . + f (
n − 1
n

) +
1
2
f (1)

]
+ Rn+1,

Qn+1 =
1
n

[
0 +

1
n2 + . . . + (

n − 1
n

)2 + 1
]

+ Rn+1,

Qn+1 =
1
n3

n−1∑
k=1

k2 +
n2

2

 + Rn+1,

Qn+1 =
1
n3

[
n(n − 1)(2n − 1)

6
+
n2

2

]
+ Rn+1,

Qn+1 =
2n3 + n

6n3 + Rn+1 =
2n2 + 1

6n2 + Rn+1.

΄Εχοντας υπολογίσει τη συγκεκριµένη µορφή του Qn+1 µπορούµε να δείξουµε αρχικά
ότι limn→∞ Rn+1 = 0 =⇒ limn→∞ Qn+1 = I.

Πράγµατι

lim
n→∞

Qn+1 = lim
n→∞

2n2 + 1
6n2 + lim

n→∞
Rn+1 = lim

n→∞

2 + 1
n2

6
+ 0 =

1
3

= I.

΄Αρα
lim
n→∞

Rn+1 = 0 =⇒ lim
n→∞

Qn+1 = I.

Για το αντίστροφο έχουµε

lim
n→∞

Rn+1 = lim
n→∞

(I − Qn+1) = lim
n→∞

I − lim
n→∞

Qn+1 = I − I = 0.
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 258 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Εποµένως limn→∞ Rn+1 = 0 και

lim
n→∞

Qn+1 = I =⇒ lim
n→∞

Rn+1 = 0.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 259 από 273

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : (α) Το σφάλµα της µεθόδου του τραπεζίου είναι Rn+1 = b−a
12 h

2f ′′(ξ ), άρα

|Rn+1| =|
b − a

12
h2f ′′(ξ ) |= |

1
12
h2f ′′(ξ )| ≤

h2

12
‖f ′′‖∞,

ή

|Rn+1| ≤
h2

12
‖f ′′‖∞.

΄Εχουµε f (x) = e−x
2 , f ′(x) = −2xe−x2 , f ′′(x) = 2(2x2−1)e−x

2 , f ′′′(x) = 4x(3−2x2)e−x
2
≥ 0,

x ∈ [0,1]. Συνεπώς η f ′′ είναι αύξουσα στο [0,1] και |max0≤x≤1 f ′′(x)| = max{|f ′′(0)|, |f ′′(1)|} =

max{| − 2|, | 2e |} = 2.

Εποµένως |Rn+1| ≤
h2

12‖f
′′‖∞ ≤

1
n2

12 2 = 1
6n2 και για το σφάλµα πρέπει να ισχύει 1

6n2 <
0.5 10−6 ή n > 1

√
3
103 = 577.35 ∼ 578.

(ϐ) Το σφάλµα της µεθόδου του Simpson είναι Rn+1 = − b−a168 h
4f (4)(ξ ), ξ ∈ [a, b] άρα

|Rn+1| = − |
b − a

168
h4f (4)(ξ ) |= | −

1
168

h4f (4)(ξ )| ≤
h4

168
‖f (4)‖∞,

ή

|Rn+1| ≤
h4

168
‖f (4)‖∞.

΄Εχουµε f (4) = (12 − 48x2 + 16x4)e−x
2 και f (5) = (−120x + 160x3 − 32x5)e−x

2
≤ 0 για

x ∈ [0,1]. ΄Αρα η f (4) είναι ϕθίνουσα στο [0,1] και

max
0≤x≤1

|f (4)(x)| = max{|f (4)(0)|, |f (4)(1)|} = max |12|, | − 20| = 20.

Εποµένως |Rn+1| ≤
h4

168 ‖f
(4)‖∞ ≤

1
n4

168 = 20
168n2 και για το σφάλµα πρέπει να ισχύει

20
168n2 < 0.5 10−6 ή n >

√
10
42103 = 487.95 ∼ 488.
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Απόδειξη : Εφαρµόζουµε τη µέθοδο Simpson και έχουµε για xi = a + ih, i = 0,1,2,3,4,∫ 2

1
xe−xdx =

h

3
(f (x0) + 4f (x1) + 2f (x2) + 4f (x3) + f (x4)).

Είναι
f (x0) = f (1) = e−1 = 0.3679,
f (x1) = f (1.25) = 1.25e−1.25 = 0.3581,
f (x2) = f (1.5) = 1.5e−1.5 = 0.3347,
f (x3) = f (1.75) = 1.75e−1.75 = 0.3041,
f (x1) = f (2) = 2e−2 = 0.2707,
Εποµένως

∫ 2
1 xe

−xdx ' 0.9892.
�
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Απόδειξη : ∆εδοµένου ότι η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού
δύο υποδιαστήµατα είναι αρκετά για να πάρουµε την ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος.
Θέτουµε h = 2−1

2 = 1
2 . Εποµένως έχουµε

I

∫ 2

1
(x3 −

1
4
x4)dx =

h

3
[f (x0) + 4f (x1) + f (x2)],

ή

I =
1
12

[0.75 + 4 · 2.8125 + 7] =
19
12

= 1.58333 .
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά υπολογίζουµε τις παραγώγους της f (x).
f ′(x) = 1

x , f
′′(x) = − 1

x2 , f ′′′(x) = 2
x3 .

Θα χρησιµοποιήσουµε τη σχέση

f ′(x0) =
1

2h
[−3f (x0) + 4f (x0 + h) − f (x0 + 2h)] +

h2

3
f ′′′(ξ ),

ξ ∈ [x0, x0 + 2h]. Πιο συγκεκριµένα παίρνουµε
f ′(2) = 1

0.2 [−3f (2)+4f (2.1)− f (2.2)] = 1
0.2 [−3 ·0.693147+4 ·0.741937−0.788457] =

0.49925. Το σφάλµα είναι h2

3 f
′′′(ξ ) = h2

3
2
ξ2 ≤

0.12

3
2
23 = 0.00083.

Χρησιµοποιώντας τη σχέση

f ′(x0) =
1

2h
[−f (x0 − h) + f (x0 + h)] −

h2

6
f ′′′(ξ ),

παίρνουµε f ′(2) = 1
0.2 [−f (1.9) + f (2.1)] = 1

0.2 [−0.641854 + 0.741937] = 0.500415, µε
σφάλµα h2

6 f
′′′(ξ ) ≤ 0.12

6
2
23 = 0.000420.

Η ακριβής τιµή της παραγώγου είναι f ′(2) = 0.5 και ϐλέπουµε ότι µε τη µέθοδο
κεντρικής διαφοράς το σφάλµα είναι µικρότερο και η προσέγγιση καλύτερη.
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Απόδειξη : Η δεύτερη παράγωγος µιας συνάρτησης f µπορεί να προσεγγιστεί από τη σχέση

f ′′(x0) =
1
x2

0
[f (x0 + h) + f (x0 − h) − 2f (x0)] −

h2

12
f (4)(ξ ),

ξ ∈ [x0 − h, x0 + h]. Συγκεκριµένα f ′′(2) = 1
0.12 [f (2 + 0.1) + f (2 − 0.1) − 2f (2)] =

100[f (2.1)+f (1.9)−2f (2)] = 100[2.1 ln(2.1)+1.9 ln(1.9)−2 ·2 ln(2)] = 100[1.2195224+

1.5580684 − 2 · 1.3862944] = 0.5002.
Η ακριβής τιµή είναι f ′′(2) = 1

2 = 0.5, εποµένως το σφάλµα της προσέγγισης είναι
0.0002.
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Απόδειξη : ΄Εχουµε h = 0.25 = b−a
n = 3−1

n , άρα n = 8 και xi = 1 + ih, i = 0,1, . . . ,8. Οι
τιµές της συναρτήσεις στα σηµεία αυτά είναι
f (x0) = f (1) = 0,
f (x1) = f ( 5

4 ) = 5
4 ln( 5

4 ),
f (x2) = f ( 3

2 ) = 3
2 ln( 3

2 ),
f (x3) = f ( 7

4 ) = 7
4 ln( 7

4 ),
f (x4) = f (2) = 2 ln(2),
f (x5) = f ( 9

4 ) = 9
4 ln( 9

4 ),
f (x6) = f ( 5

2 ) = 5
2 ln( 5

2 ),
f (x7) = f ( 11

4 ) = 11
4 ln( 11

4 ),
f (x8) = f (3) = 3 ln(3).

Η µέθοδος του τραπεζίου δίνεται από τη σχέση∫ b

a
f (x)dx ≈ h

(
f (x0) + f (xn)

2
+ f (x1) + . . . + f (xn)

)
,

και στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε

I =
h

2
(f (x0) + 2f (x1) + f (x2) + 2f (x3) + 2f (x4)

+2f (x5) + 2f (x6)) + 2f (x7) + f (x8)) ,

ή

I =
1
16

(0+0.5577+1.2165+1.9586+2.7724+3.6490+4.5815+5.5638+3.2958) = 1.3079.

Το σφάλµα της µεθόδου µε τη µέθοδο του τραπεζίου είναι h2(b−a)
12 f ′′(ξ ) µε a ≤ ξ ≤ b,

άρα h2(b−a)
12 f ′′(ξ ) = h2

6
1
ξ ≤

h2

6 . Εποµένως h2

6 ≤ 0.00005 ή h ≤ 0.00173. Επιπλέον πρέπει
2
n ≤ 0.0173 και n ≥ 115.
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Απόδειξη : Υπολογίζουµε πόσα σηµεία πρέπει να χρησιµοποιήσουµε. ΄Εχουµε h = 0.25 =
2−1
n ή n = 4.

Η εκτίµηση του σφάλµατος απο τη χρήση της µεθόδου Simpson είναι

ϸ =
b − a

180
h4f (4)(ξ ),

µε ξ ∈ (a, b). Στη προκειµένη περίπτωση f (x) = 0.003x10−0.25x4 και f (4)(x) = 15.12x6−

6. ΄Αρα

ϸ =
b − a

180
h4f (4)(ξ ) =

1
180

(
1
4

)4(15.12ξ 6 − 6) ≤
1

180
(
1
4

)4(15.1226 − 6) = 0.02.

΄Αρα ϸ ≤ 0.02.
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Απόδειξη : Θέτουµε F (h) =
∫ h
−h
y(x)dx − h

3 [y(−h) + 4y(0) + y(h)]. Βρίσκουµε την F ′′′(h)
λαµβάνοντας υπόψη ότι

d

dh

∫ b(h)

a(h)
y(x, h)dx =

∫ b

a

∂y

∂h
dx + y(b, h)b′(h) − y(a, h)a′(h),

και παίρνουµε

F ′′′(h) = −
h

3
[y′′′(h) − y′′′(−h)].

Επιπλέον F (0) = F ′′(0) = F ′′′(0) = 0. Υποθέτοντας ότι η y(4) είναι συνεχής από το
ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε

F ′′′(h) = −
2
3
h2y(4)(ξ ),

ξ ∈ (−1,1). Ολοκληρώνοντας διαδοχικά τη παραπάνω σχέση ανακτούµε την F (h) και
έχουµε

F (h) = −
1
3

∫ h

0
(h − t)2t2y(4)(ξ )dt.

Στη συνέχεια απο το ϑεώρηµα µέσης τιµής για τα ολοκληρώµατα
∫ b
a
f (t)g(t)dt = g(ξ )

∫ b
a
f (t)dt

παίρνουµε στη περίπτωση µας, για f (t) = − 1
3 t

2(h − t)2,

F (h) = y(4)(ξ )
∫ t

0
f (t)dt = −

h5

90
y(4)(ξ ).

΄Αρα η εκτίµηση του σφάλµατος για το I είναι − h
5

90y
(4)(ξ ).
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά µεταφέρουµε τα όρια του ολοκληρώµατος στα όρια του διάστηµατος
[−1,1]. Θέτουµε t = 2−0

2 x + b+a
2 = x + 1 και έχουµε

I =

∫ 1

−1
ex+1dx.

Εποµένως χρησιµοποιώντας το κανόνα ολοκλήρωσης Gauss- Legendre για n = 2 έχουµε∫ 1

−1
ex+1dx ≈

5
9
e

(
−
√

3
5 +1

)
+

8
9
e0+1 +

5
9
e

(√
3
5 +1

)

=
5
9

1.2528 +
8
9

2.7183 +
5
9

5.8979 = 6.3889
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Έξοδος

Απόδειξη : Το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα έχει όρια τα όρια του διαστήµατος [−1,1], και
χρησιµοποιώντας το κανόνα ολοκλήρωσης Gauss- Legendre για n = 2 έχουµε

∫ 1

−1

√
x + 2dx ≈

5
9

√
−

√
3
5

+ 2 +
8
9

√
0 + 2 +

5
9

√√
3
5

+ 2

=
5
9

1.1070 +
8
9

1.4142 +
5
9

1.6657 = 2.7975
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά µεταφέρουµε τα όρια του ολοκληρώµατος στα όρια του διαστήµατος
[−1,1]. Θέτουµε t = 2−0

2 x + b+a
2 = x + 1 και έχουµε

I =

∫ 1

−1
ex+1dx.

Εποµένως χρησιµοποιώντας το κανόνα ολοκλήρωσης Gauss- Legendre για n = 3,∫ 1

−1
g(x)dx ≈ w0g(x0) +w1g(x1) +w2g(x2) +w3g(x3),

έχουµε∫ 1

−1
ex+1dx ≈ w0e

(x0+1) +w1e
(x1+1) +w2e

(x2+1) +w3e
(x3+1)

= (0.3478548451)(1.1489674717) + (0.6521451549)(1.9348290114)
+(0.6521451549)(3.8189711107) + (0.3478548451)(6.4310402867)

= 6.3890551
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά µεταφέρουµε τα όρια του ολοκληρώµατος στα όρια του διαστήµατος
[−1,1]. Θέτουµε t = 1−0

2 x + 1+0
2 = 1

2 (x + 1) και έχουµε

I =
1
2

∫ 1

−1

√
x + 2dx.

Εποµένως χρησιµοποιώντας το κανόνα ολοκλήρωσης Gauss- Legendre για n = 2 και
έχουµε

1
2

∫ 1

−1

√
x + 2dx ≈

1
2

5
9

√√−√
3
5

 + 2 +
8
9

√
0 + 2 +

5
9

√√√3
5

+ 2




=
1
2

(5
9

1.10697 +
8
9

1.41421 +
5
9

1.66571
)

= 1.39872
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε για την f (x) αν x = x0 + sh και fi = f (xi), ότι

f (x) ≈ P(x) = f0 +

(
s
1

)
∆f0 +

(
s
2

)
∆2f0 +

(
s
3

)
∆3f0,

όπου ∆fi = fi+1 − fi . Το πολυώνυµο P(x) είναι ουσιαστικά το πολυώνυµο παρεµβολής του
Newton. Εποµένως το ολοκλήρωµα µπορεί να προσεγγιστεί ως εξής :∫ x3

x0

f (x)dx ≈

∫ x3

x0

P(x)dx

=

∫ 3

0

(
f0 +

(
s
1

)
∆f0 +

(
s
2

)
∆2f0 +

(
s
3

)
∆3f0

)
hds

=

∫ 3

0

(
f0 + s∆f0 +

(s2 − s)
2

∆2f0 +
(s3 − 3s2 + 2s)

6
∆3f0

)
hds

= h

(
sf0 +

s2

2
∆f0 +

1
2

[
s3

3
−
s2

2

]
∆2f0 +

1
6

[
s4

4
− s3 + s2

]
∆3f0

)s=3

s=0

= h
[
3f0 +

9
2

[f1 − f0] +
9
4

[f2 − 2f1 + f + 0] +
3
8

[f3 − 3f2 + 3f1 − f0]
]

Εποµένως τελικά καταλήγουµε στη Ϲητούµενη σχέση∫ x3

x0

f (x)dx ≈
3h
8

[f (x0) + 3f (x1) + 3f (x2) + f (x3)] .
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