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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή-Αµερόληπτοι

Εκτιµητές

1.1. Στοιχεία Θεωρίας

Το πρόβληµα που καλούµαστε να αντιµετωπίσουµε στο κοµµάτι της Στατιστικής που

λέγεται εκτιµητική έχει ως εξής.

΄Εστω ότι δίνονται δεδοµένα X
˜
= (X1, X2, ..., Xn) µε από κοινού πυκνότητα πιθανότητας

fX
˜

(x
˜
, θ), που εξαρτάται από µία άγνωστη παράµετρο θ, η οποία ανήκει σε κάποιο σύνολο

Θ. Το θ λέγεται άγνωστη παράµετρος και το Θ καλείται παραµετρικός χώρος. Σκοπός

µας είναι, χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα, να εκτιµήσουµε µία συνάρτηση του θ, έστω

g(·) : Θ→ Rk, k ≥ 1, η οποία ονοµάζεται παραµετρική συνάρτηση. Το τυχαίο διάνυσµα

X
˜

αναφέρεται σαν δείγµα. Αν επιπλέον οι τυχαίες µεταβλητές Xi , i = 1,2, . . . , n είναι

ανεξάρτητες και ισόνοµες, δηλαδή έχουν την ίδια κατανοµή, τότε το X
˜

αναφέρεται σαν

http://www.math.aegean.gr
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τυχαίο δείγµα.

Ορισµός 1.1.1 Μία συνάρτηση µόνο του δείγµατος καλείται στατιστική συνάρτηση

Ορισµός 1.1.2 Μία στατιστική συνάρτηση που χρησιµοποιείται για την εκτίµηση της τιµής

της άγνωστης παραµέτρου θ (ή γενικότερα για την εκτίµηση της παραµετρικής συνάρτησης

g(θ), όπου g(·) : Θ→ Rk ) αναφέρεται σαν εκτιµητής του θ (ή του g(θ)).

Ορισµός 1.1.3 Ο εκτιµητής T = T (X
˜

) ονοµάζεται αµερόληπτος εκτιµητής της παραµετρι-

κής συνάρτησης g(θ), αν

EθT (X
˜

) = g(θ), ∀θ ∈ Θ.

΄Ενα από τα πιο συνηθισµένα κριτήρια επιλογής εκτιµητών είναι το Μέσο Τετραγωνικό

Σφάλµα του εκτιµητή T (X
˜

), συµβολικά ΜΤΣ(T, θ), που ορίζεται ως εξής,

Ορισµός 1.1.4 ΜΤΣ(T, θ) = Eθ(T (X
˜

) − g(θ))2

Πρόταση 1.1.5 ΜΤΣ(T, θ) = Varθ(T (X
˜

)) + (Eθ(T (X
˜

)) − g(θ))2
. Η ποσότητα b(T, θ) =

Eθ(T (X
˜

)) − g(θ) καλείται µεροληψία ή συστηµατικό σφάλµα του εκτιµητή T για την ποσό-

τητα g(θ), οπότε,

ΜΤΣ(T, θ) = Varθ(T (X
˜

)) + b2(T, θ).

Παρατήρηση 1.1.6 Αν T είναι αµερόληπτος εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ),
τότε ΜΤΣ(T, θ) = Varθ(T (X

˜
)).

Ορισµός 1.1.7 Ο εκτιµητής T1 ονοµάζεται καλύτερος του εκτιµητή T2 για την εκτίµηση της

παραµετρικής συνάρτησης g(θ), αν,

ΜΤΣ(T1, θ) ≤ ΜΤΣ(T2, θ), ∀θ ∈ Θ
και επιπλέον

ΜΤΣ(T1, θ0) < ΜΤΣ(T2, θ0), για κάποιο θ0 ∈ Θ.

http://www.math.aegean.gr
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Ορισµός 1.1.8 Εάν ο εκτιµητής T1 είναι καλύτερος από τον T2 (ως προς το Μέσο Τετραγωνι-

κό Σφάλµα) για την g(θ), τότε ο T2 λέγεται µη αποδεκτός για την εκτίµηση της παραµετρικής

συνάρτησης g(θ).

Ορισµός 1.1.9 Ο T ονοµάζεται ϐέλτιστος εκτιµητής (ως προς το Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα)

για την g(θ), αν είναι καλύτερος από κάθε άλλο εκτιµητή της παραµετρικής συνάρτησης

g(θ).

Οι ακόλουθες προτάσεις µας ϐοηθάνε να ϐρούµε αµερόληπτους εκτιµητές τόσο για την

µέση τιµή , όσο και για τη διασπορά µιας κατανοµής, όταν το δείγµα µας είναι τυχαίο.

Πρόταση 1.1.10 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή µε πυκνότητα

πιθανότητας f1(x, θ), θ ∈ Θ και g(θ) = µ η µέση τιµή της κατανοµής, τότε ο δειγµατικός

µέσος X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi , είναι αµερόληπτος εκτιµητής του µ.

Πρόταση 1.1.11 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn ένα τυχαίο δείγµα από µία κατανοµή f1(x, θ), θ ∈ Θ

και g(θ) = σ2
η διασπορά της κατανοµής, τότε η δειγµατική διασπορά S2 =

1
n − 1

n∑
i=1

(Xi−X̄ )2

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του σ2
.

1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.2.1 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την U(0, θ), θ ∈ Θ =
(0,∞), να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής του θ και να υπολογιστεί το Μέσο Τετραγωνικό

του Σφάλµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.2 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την U(0, θ), θ ∈ Θ =
(0,∞), να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής του θ2

. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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Παρατήρηση 1.2.3 ΄Ενας δεύτερος τρόπος εύρεσης αµερόληπτου εκτιµητή για το θ2
είναι

ο εξής. Επειδή στην ΄Ασκηση 1.2.1 αποδείξαµε ότι ο εκτιµητής T = T (X
˜

) = 2X̄ είναι

αµερόληπτος εκτιµητής για το θ, είναι πιθανό ο T2
να είναι αµερόληπτος εκτιµητής για το

θ2
. ΄Οµως,

EθT2 = VarθT+(EθT )2 =
θ2

3n
+θ2 =

3n + 1
3n

θ2 ⇒ Eθ(T2) =
3n + 1

3n
θ2 ⇒ Eθ

( 3n
3n + 1

T2
)
=

θ2
, ∀θ ∈ Θ,

άρα ο
3n

3n + 1
T2

είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2
.

Παρατηρήστε ότι αυτός είναι διαφορετικός από τον αµερόληπτο εκτιµητή του θ2
, που υπολο-

γίστηκε στην ΄Ασκηση 1.2.2, οπότε ϐγαίνει το συµπέρασµα ότι υπάρχουν περισσότεροι του

ενός αµερόληπτοι εκτιµητές για την ίδια παραµετρική συνάρτηση g(θ).

΄Ασκηση 1.2.4 ΄Εστω X είναι µία παρατήρηση από την P(θ), θ ∈ Θ = (0,∞), να ϐρεθεί

αµερόληπτος εκτιµητής του θ2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 ΄Εστω X είναι µία παρατήρηση από την P(θ), θ ∈ Θ = (0,∞), να ϐρεθεί

αµερόληπτος εκτιµητής της g(θ) = e−θ
θk

k!
για k = 0,1, . . .. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, όπου κάθε

Xi ∼ B(ni , θ), i = 1,2, . . . , n. Να ϐρεθεί αµερόληπτος εκτιµητής του θ και να υπολο-

γιστεί το Μέσο Τετραγωνικό του Σφάλµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.7 Αν οι ανεξάρτητες στατιστικές συναρτήσεις, T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

)
είναι αµερόληπτοι εκτιµητές της παραµέτρου θ, να ϐρεθεί εκείνη η συνθήκη, ώστε η στα-

τιστική συνάρτηση T = a1T1 + a2T2 να αποτελεί αµερόληπτο εκτιµητή του θ. Υπόδειξη-

Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 1.2.8 Αν τα τυχαία δείγµατα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) και Y

˜
= (Y1, Y2, . . . , Yn) είναι

ανεξάρτητα µεταξύ τους µε την ίδια άγνωστη µέση τιµή θ ∈ R και γνωστές διασπορές σ2
1 ,

σ2
2 αντίστοιχα.

1. ∆είξτε ότι, η στατιστική συνάρτηση Tc = Tc(X
˜
, Y
˜

) = cX̄ + (1 − c)Ȳ , c ∈ R, είναι ένας

αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

2. Να ϐρεθεί ο καλύτερος εκτιµητής από τους Tc, για την εκτίµηση του θ, ως προς το

Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 ΄Εστω µία παρατήρηση X , η οποία προέρχεται από την κατανοµή Ber-
noulli µε άγνωστη πιθανότητα επιτυχίας θ ∈ Θ = (0,1). Υπάρχει αµερόληπτος εκτιµητής

της παραµετρικής συνάρτησης g(θ) = θ2
; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 Αν η τυχαία µεταβλητή X έχει πυκνότητα πιθανότητας,

fX (x; θ) =

θ(1 − θ)x , x ∈ {0,1, . . .}, θ ∈ (0,1)
0 , διαφορετικά

.

να δειχθεί ότι ο εκτιµητής,

T (X ) =

1 , X = 0
0 , X , 0.

.

είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ. Είναι αυτός ο εκτιµητής αποδεκτός ; Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 1.2.11 Αν X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από κάποια κατανοµή

µε µέση τιµή µ και διασπορά σ2
, να δειχθεί ότι,

http://www.math.aegean.gr
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1. Η στατιστική συνάρτηση

n∑
i=1

aiXi είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του µ όταν οι

σταθερές ai ικανοποιούν τη συνθήκη

n∑
i=1

ai = 1.

2. Αν

n∑
i=1

ai = 1, ϐρείτε για ποια ai ελαχιστοποιείται η Varθ

 n∑
i=1

aiXi

. Τι συµπερά-

σµατα ϐγάζετε ;

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.12 Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή X η οποία ακολουθεί την κατανοµή

Poisson µε άγνωστη παράµετρο θ, θ ∈ Θ = (0,∞). Να δειχθεί ότι υπάρχει ακριβώς ένας

αµερόληπτος εκτιµητής του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.13 Αν ο T είναι αµερόληπτος εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ),
δείξτε ότι ο εκτιµητής S = aT + b είναι αµερόληπτος για την παραµετρική συνάρτηση

ag(θ)+ b. Ισχύει το ίδιο για οποιαδήποτε συνάρτηση f , δηλαδή ο f (T ) είναι αµερόληπτος

εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης f (g(θ)); Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.14 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή B(1, θ),

θ ∈ (0,1). Να δειχθεί ότι η κλάση των αµερόληπτων εκτιµητών του θ2
είναι C = {T (x1, x2) :

T (0,0) = 0, T (1,1) = 1, T (1,0) = −T (0,1)}. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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Κεφάλαιο 2

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

2.1. Στοιχεία Θεωρίας

Επειδή, είναι γενικά δύσκολο να ϐρούµε τον ϐέλτιστο εκτιµητή (ϐλ. Ορισµό 1.1.9) στην

κλάση όλων των εκτιµητών περιοριζόµαστε σε αυτήν των αµερόληπτων εκτιµητών.

Ορισµός 2.1.1 Η στατιστική συνάρτηση T = T (X
˜

) ονοµάζεται Αµερόληπτος Εκτιµητής

Ελάχιστης ∆ιασποράς (ΑΟΕ∆) για το g(θ) εάν,

1. T είναι αµερόληπτος, δηλ. EθT = g(θ), ∀θ ∈ Θ.

2. VarθT ≤ VarθT1, ∀θ ∈ Θ και για κάθε άλλο αµερόληπτο εκτιµητή T1 του g(θ).

Από τον Ορισµό 2.1.1 ϕαίνεται ότι για να ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητή πρέπει να ελαττώ-

σουµε όσον το δυνατόν περισσότερο τη διασπορά µίας στατιστικής συνάρτησης σε σχέση

µε την προς εκτίµηση ποσότητα, δηλαδή είναι επιθυµητό να ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα για

http://www.math.aegean.gr
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τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών αυτής της ποσότητας. Αυτό το κάτω ϕράγµα µας

το προσφέρει το Θεώρηµα Cramer-Rao το οποίο ισχύει όταν επαληθεύονται οι παρακάτω

συνθήκες.

(Ι1) Ο παραµετρικός χώρος Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

(Ι2) Το σύνολο S = {x
˜

: fX
˜

(x
˜

; θ) > 0} δεν εξαρτάται από το θ.

(Ι3)

∫
Rn

∂

∂θ
fX
˜

(x
˜

; θ)dx
˜
=
∂

∂θ

∫
Rn
fX
˜

(x
˜

; θ)dx
˜
, ∀θ ∈ Θ.

(Ι4)

∫
Rn
T (x

˜
)
∂

∂θ
fX
˜

(x
˜

; θ)dx
˜
=

∂

∂θ

∫
Rn
T (x

˜
)fX
˜

(x
˜

; θ)dx
˜
, ∀θ ∈ Θ και κάθε στατιστική συ-

νάρτηση T (X
˜

).

(Ι5) Αν I(θ) = Eθ

(
∂

∂θ
ln fX

˜
(x
˜

; θ)
)2

, τότε 0 < I(θ) < ∞, ∀θ ∈ Θ.

Η ποσότητα I(θ) ονοµάζεται αριθµός ή µέτρο πληροφορίας του Fisher.

Θεώρηµα 2.1.2 (Cramer-Rao) ΄Εστω X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) ένα δείγµα µε από κοινού πυ-

κνότητα πιθανότητας fX
˜

(x
˜

; θ), θ ∈ Θ. Εάν T (X
˜

) είναι στατιστική συνάρτηση µε EθT (X
˜

) =

g(θ), ∀θ ∈ Θ, και ισχύουν οι συνθήκες (Ι1) - (Ι5), τότε

VarθT (X
˜

) ≥
(g′(θ))2

I(θ)
, ∀θ ∈ Θ.

Το κάτω ϕράγµα για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) ονοµάζεται

Cramer-Rao Κάτω Φράγµα. (C.R.-Κ.Φ.)

Για τον υπολογισµό του αριθµού πληροφορίας Fisher χρησιµοποιούµε, συνήθως, κά-

ποιες ϐοηθητικές ιδιότητες.

Ιδιότητες
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1. I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln fX
˜

(x
˜

; θ)
)
, ∀θ ∈ Θ.

2. Αν το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) αποτελείται από ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές,

όπου κάθε µία από τις Xi ακολουθεί µία κατανοµή µε πυκνότητα πιθανότητας,

fXi (xi ; θ), i = 1,2, . . . , n, τότε

I(θ) =
n∑
i=1

Ii(θ)

όπου Ii(θ) = Eθ

(
∂

∂θ
ln fXi (xi ; θ)

)2

.

3. Αν το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) είναι τυχαίο, τότε

I(θ) = nI1(θ)

όπου I1(θ) είναι ο αριθµός πληροφορίας Fisher για κάθε µία από τις

X1, X2, . . . , Xn.

Η δυσκολία του Θεωρήµατος Cramer - Rao ϐρίσκεται στην επαλήθευση των συνθηκών

(Ι1) - (Ι5), η οποία άρεται όταν η οικογένεια κατανοµών του τυχαίου διανύσµατος X
˜

ανήκει

στην Μονοπαραµετρική Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών (ΜΕΟΚ).

Ορισµός 2.1.3 Η οικογένεια κατανοµών {fX
˜

(x
˜

; θ), θ ∈ Θ} ανήκει στην Μονοπαραµετρική

Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών (ΜΕΟΚ) αν,

1. Το σύνολο S = {x
˜

; fX
˜

(x
˜

; θ) > 0} δεν εξαρτάται από το θ.

2. fX
˜

(x
˜

; θ) = eA(θ)+B(x
˜

)+c(θ)D(x
˜

)
, ∀x

˜
∈ S, θ ∈ Θ.
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Θεώρηµα 2.1.4 Αν το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) έχει κατανοµή µε πυκνότητα πιθανότη-

τας fX
˜

(x
˜

; θ) η οποία ανήκει στην ΜΕΟΚ και η c(θ) (που εµφανίζεται στον τύπο της fX
˜

(x
˜

; θ))

έχει συνεχή και µη µηδενική παράγωγο ∀θ ∈ Θ, τότε οι συνθήκες (Ι2), (Ι3) και (Ι4) του Θεω-

ϱήµατος Cramer-Rao ισχύουν και η (Ι4) ισχύει για κάθε στατιστική συνάρτηση T = T (X
˜

).

Η παρακάτω πρόταση δίνει, ουσιαστικά, έναν τρόπο εύρεσης του ΑΟΕ∆ εκτιµητή για

µία παραµετρική συνάρτηση g(θ) και γραµµικούς συνδυασµούς αυτής.

Πρόταση 2.1.5 Αν το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) έχει κατανοµή µε πυκνότητα πιθανότη-

τας fX
˜

(x
˜

; θ) η οποία ανήκει στην ΜΕΟΚ

(
fX
˜

(x
˜

; θ) = eA(θ)+B(x
˜

)+c(θ)D(x
˜

)
)

και ισχύουν,

a) Το σύνολο Θ είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

b) Το c(θ) έχει συνεχή και µη µηδενική παράγωγο ∀θ ∈ Θ.

c) 0 < I(θ) < ∞.

Τότε,

1. Η στατιστική συνάρτηση D(X
˜

) είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής της g(θ) = EθD(X
˜

).

2. Η στατιστική συνάρτηση c1D(X
˜

)+ c2, µε c1, c2 σταθερές, c1 , 0 είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής

της c1g(θ) + c2.

Ισχύει, όµως, και η εξής πρόταση,

Πρόταση 2.1.6 ΄Εστω ότι ισχύουν οι συνθήκες (Ι1), (Ι2), (Ι3) και (Ι5) του Θεωρήµατος Cra-
mer - Rao και η (Ι4) ισχύει για κάποια στατιστική συνάρτηση T (X

˜
), αµερόληπτο εκτιµητή του

g(θ). ΄Εστω, ακόµα, η παραµετρική συνάρτηση g(θ) είναι µη σταθερά (σαν συνάρτηση του

θ) και η T (X
˜

) επιτυγχάνει το C.R.-Κ.Φ., δηλαδή

Varθ(T (X
˜

)) =
(g′(θ))2

I(θ)
, ∀θ ∈ Θ.
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Τότε, fX
˜

(x
˜

; θ) = eA(θ)+B(x
˜

)+c(θ)T (x
˜

)
, ∀x

˜
∈ S, θ ∈ Θ, δηλαδή η κατανοµή του δείγµατος X

˜
ανήκει στην ΜΕΟΚ.

Παρατήρηση 2.1.7 Οι Προτάσεις 2.1.5 και 2.1.6 συνεπάγονται το γεγονός ότι η εύρεση

ΑΟΕ∆ εκτιµητή για κάποια παραµετρική συνάρτηση g(θ) είναι δυνατή µε τη χρήση του

Θεωρήµατος Cramer-Rao αν και µόνο αν η κατανοµή του δείγµατοςX
˜

ανήκει στην ΜΕΟΚ και

η g(θ) έχει µία συγκεκριµένη µορφή, g(θ) = EθD(X
˜

) ή κάποιος γραµµικός µετασχηµατισµός

της EθD(X
˜

).

΄Οπως γίνεται εύκολα αντιληπτό από την Παρατήρηση 2.1.7 η µέθοδος εύρεσης ΑΟΕ∆

εκτιµητή µε χρήση του Θεωρήµατος Cramer-Rao µας περιορίζει τόσο ως προς την οικο-

γένεια του δείγµατος, όσο και ως προς την µορφή των παραµετρικών συναρτήσεων για τις

οποίες ϐρίσκουµε ΑΟΕ∆ εκτιµητές, οπότε χρειάζεται µία διαφορετική µέθοδος από την

προηγούµενη η οποία να µην έχει αυτού του είδους τα προβλήµατα. Αρχικά, εισάγουµε

δύο έννοιες οι οποίες ϐοηθούν προς αυτήν την κατεύθυνση.

Ορισµός 2.1.8 ΄Εστω ότι το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) έχει κατανοµή µε πυκνότητα

πιθανότητας fX
˜

(x
˜

; θ), θ ∈ Θ, τότε η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) ονοµάζεται επαρκής αν η

δεσµευµένη κατανοµή του X
˜

δοθέντος ότι T (X
˜

) = t δεν εξαρτάται από το θ για κάθε τιµή t
για την οποία µπορεί να οριστεί η δεσµευµένη κατανοµή.

΄Ενας τρόπος εύρεσης µίας επαρκούς στατιστικής συνάρτησης, εκτός του ορισµού,

δίνεται από την παρακάτω πρόταση, η οποία αναφέρεται και ως παραγοντικό κριτήριο

των Neyman-Fisher.

Πρόταση 2.1.9 Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) είναι επαρκής αν και µόνο αν fX
˜

(x
˜

; θ) =

q(T (x
˜

); θ)h(x
˜

), ∀x
˜

και θ ∈ Θ, όπου q και h είναι συναρτήσεις.
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Παρατήρηση 2.1.10 Ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες για τις επαρκείς στατιστικές συναρ-

τήσεις.

1. Το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) είναι τετριµµένα επαρκής στατιστική συνάρτηση.

2. Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = (X(1), X(2), . . . , X(n)) είναι επαρκής, όπου οι X(i), i =
1,2, . . . , n είναι οι διατεταγµένες παρατηρήσεις.

3. ΄Εστω T1 = T1(X
˜

) επαρκής στατιστική συνάρτηση και T2 = K(T1) = K(T1(X
˜

)), όπου

K(·) είναι ”1 − 1” συνάρτηση, τότε και η στατιστική συνάρτηση T2(X
˜

) είναι επαρκής.

Συνήθως, όταν µιλάµε για επαρκή στατιστική συνάρτηση αναφερόµαστε στην ελάχιστη

επαρκή.

Ορισµός 2.1.11 Ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι µία επαρκής στατιστική

συνάρτηση η οποία προέρχεται από την µεγαλύτερη δυνατή ”σύµπτηξη” (δηλ. έχει την

µικρότερη δυνατή διάσταση).

Παρατήρηση 2.1.12 Σχεδόν πάντα, η διάσταση της παραµετρικής συνάρτησης g(θ) συ-

µπίπτει µε την διάσταση της ελάχιστης επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

Στο παρακάτω Θεώρηµα χρησιµοποιείται η έννοια της επάρκειας στη ϐελτίωση εκτι-

µητών.

Θεώρηµα 2.1.13 (Rao-Blackwell) ΄Εστω T = T (X
˜

) είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση

και S = S(X
˜

) είναι εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ). Θέτουµε S∗ = Eθ(S|T ).
Τότε,

1. Η S∗ είναι στατιστική συνάρτηση.

2. EθS∗ = EθS, ∀θ ∈ Θ, έτσι αν S είναι αµερόληπτος εκτιµητής για την g(θ), τότε S∗ είναι

αµερόληπτος εκτιµητής για την g(θ).
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3. VarθS∗ ≤ VarθS, ∀θ ∈ Θ και ισχύει αυστηρή ανισότητα εκτός εάν S είναι συνάρτηση

της στατιστικής συνάρτησης T , οπότε S∗ = S.

4. ΜΤΣ(S∗, θ) ≤ ΜΤΣ(S, θ), ∀θ ∈ Θ και ισχύει αυστηρή ανισότητα εκτός εάν S είναι

συνάρτηση της στατιστικής συνάρτησης T , οπότε S∗ = S.

Εποµένως, αν S είναι ένας εκτιµητής της g(θ) ο οποίος δεν είναι συνάρτηση της επαρ-

κούς στατιστικής συνάρτησης T , τότε ο S είναι µη αποδεκτός και ϐελτιώνεται από τον

S∗ = Eθ(S|T ) που ονοµάζεται ϐελτίωση του S κατά Rao-Blackwell ή Rao-Blackwell ϐελ-

τίωση του S.

Παρατήρηση 2.1.14 ΄Εστω T1 και T2 είναι επαρκείς στατιστικές συναρτήσεις και S είναι

αµερόληπτος εκτιµητής της g(θ). Τότε S∗1 = Eθ(S|T1) είναι η Rao-Blackwell ϐελτίωση του S,

µέσω της T1 και S∗2 = Eθ(S|T2) είναι η Rao-Blackwell ϐελτίωση του S, µέσω της T2. ΄Οµως,

µέσω του Θεωρήµατος 2.1.13 δεν µπορούµε να συγκρίνουµε τις δύο αυτές ϐελτιώσεις. Η

έννοια της πληρότητας ϑα ϐοηθήσει σε αυτήν την σύγκριση.

Ορισµός 2.1.15 Η στατιστική συνάρτηση T = T (X
˜

) ονοµάζεται πλήρης, αν ισχύει η ακό-

λουθη σχέση,

Eθφ(T ) = 0, ∀θ ∈ Θ⇒ φ(t) = 0

για κάθε δυνατή τιµή t της T , δηλαδή φ(T ) = 0.

Ουσιαστικά, αν η µόνη συνάρτηση του T , που έχει µέση τιµή 0 είναι η µηδενική

συνάρτηση, τότε η στατιστική συνάρτηση T είναι πλήρης.

Θεώρηµα 2.1.16 (Lehmann-Scheffe′) ΄Εστω T = T (X
˜

) είναι επαρκής και πλήρης στατι-

στική συνάρτηση και S είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής της g(θ). Τότε S∗ = Eθ(S|T ) είναι

ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής της g(θ).
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΄Αρα µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος των Lehmann-Scheffe′ µπορούµε να ϐρούµε

ΑΟΕ∆ εκτιµητή µε την χρήση επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης και µάλιστα,

αν υπάρχει αυτός ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής, είναι και µοναδικός. ΄Οσον αφορά, την επίλυση των

ασκήσεων, συνήθως, χρησιµοποιείται το Πόρισµα των Lehmann-Scheffe′.

Πόρισµα 2.1.17 ΄Εστω T = T (X
˜

) είναι επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση και

S είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής της g(θ), ο οποίος είναι συνάρτηση της επαρκούς και

πλήρους T . Τότε S είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής της g(θ).

΄Οπως καταλαβαίνουµε, σε αυτήν την µεθοδολογία είναι σηµαντική η εύρεση µιας

επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης και µέσω του ορισµού δεν είναι πάντα

εύκολο, αλλά αν η κατανοµή του δείγµατος X
˜

ανήκει στην Πολυπαραµετρική Εκθετική

Οικογένεια Κατανοµών (ΠΕΟΚ) τα πράγµατα απλοποιούνται.

Ορισµός 2.1.18 Η οικογένεια κατανοµών {fX
˜

(x
˜

; θ), θ ∈ Θ} ανήκει στην Πολυπαραµετρική

Εκθετική Οικογένεια Κατανοµών (ΠΕΟΚ), διάστασης k αν,

1. Το σύνολο S = {x
˜

; fX
˜

(x
˜

; θ) > 0} δεν εξαρτάται από το θ.

2. fX
˜

(x
˜

; θ) = eA(θ)+B(x
˜

)+
∑k
j=1 cj(θ)Dj(x

˜
)
, ∀x

˜
∈ S, θ ∈ Θ.

Παρατήρηση 2.1.19 Η ΠΕΟΚ διάστασης 1 συµπίπτει µε την ΜΕΟΚ.

Πρόταση 2.1.20 ΄Εστω ότι το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) έχει κατανοµή η οποία ανήκει

στην ΠΕΟΚ διάστασης k, τότε ισχύουν τα εξής,

1. Η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = (D1(X
˜

), D2(X
˜

), . . . , Dk(X
˜

)) είναι επαρκής.

2. Αν το πεδίο τιµών του διανύσµατος (c1(θ), c2(θ), . . . , ck(θ)) περιέχει ένα ανοικτό υπο-

σύνολο του Rk , τότε η T (X
˜

) είναι και πλήρης.
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∆ηλαδή, µε την χρήση της Πρότασης 2.1.20 και του Πορίσµατος 2.1.17 µπορούµε

και αναπτύσσουµε την µεθοδολογία εύρεσης ΑΟΕ∆ εκτιµητή µε χρήση επάρκειας και

πληρότητας. Η παρακάτω πρόταση, γνωστή και ως Θεώρηµα του Basu, πιστοποιεί και

άλλη µία χρήση της επάρκειας και της πληρότητας, αυτής, της απόδειξης ανεξαρτησίας

µεταξύ στατιστικών συναρτήσεων (δηλαδή τυχαίων µεταβλητών).

Πρόταση 2.1.21 ΄Εστω T (X
˜

) επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση και S(X
˜

) µία

στατιστική συνάρτηση, η κατανοµή της οποίας δεν εξαρτάται από το θ. Τότε οι στατιστικές

συναρτήσεις T (X
˜

) και S(X
˜

) είναι ανεξάρτητες.

Αν, επιπλέον, το δείγµα µας είναι κανονικό, κάτι που συµβαίνει αρκετά συχνά, η

Πρόταση 2.1.21 οδηγεί στο παρακάτω αποτέλεσµα.

Πρόταση 2.1.22 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn , n ≥ 2 τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανοµή

N(µ, σ2), τότε ισχύουν τα εξής,

1. X̄ , (X1 − X̄ , X2 − X̄ , . . . , Xn − X̄ ) είναι ανεξάρτητες σ.σ.

2. X̄ , S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2
είναι ανεξάρτητες σ.σ.

3.

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

σ2 ∼ χ2
n−1.

2.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.2.1 Αν X1, X2, . . . , Xn, n ≥ 2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κα-

τανοµή N(µ, θ), µε µ γνωστό και άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞), να υπολογιστεί ο αριθµός
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πληροφορίας Fisher και το Cramer-Rao Κάτω Φράγµα για τη διασπορά των αµερόληπτων

εκτιµητών του θ1/2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 Αν X1, X2, . . . , Xn, n ≥ 2 είναι ανεξάρτητες Poisson τυχαίες µεταβλητές

P(aiθ), µε γνωστά ai , i = 1,2, . . . , n και άγνωστο θ > 0, να υπολογιστεί ο αριθµός

πληροφορίας Fisher, καθώς και το C.R.-Κ.Φ. για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών

του g(θ) = θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 Αν X1, X2, . . . , Xk, k ≥ 2 είναι ανεξάρτητες διωνυµικές τυχαίες µεταβλητές

B(ni , θ), µε γνωστά ni , i = 1,2, . . . , k και άγνωστο θ ∈ Θ = (0,1), να ϐρεθεί ο ΑΟΕ∆

εκτιµητής του g(θ) = θ κάνοντας χρήση της ανισότητας Cramer - Rao. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.4 Αν X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή

Gamma(a, θ), µε a > 0 γνωστό και θ ∈ Θ = (0,∞) άγνωστο, να υπολογισθεί ο αριθµός

πληροφορίας Fisher και το C.R.-Κ.Φ. για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του θ
και του θ2

. Για ποιες παραµετρικές συναρτήσεις µπορούµε να ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητές

µέσω της ανισότητας Cramer - Rao; Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli

B(1, θ), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,1), δείξτε ότι η στατιστική συνάρτηση T = T (X
˜

) = X1 + X2

είναι επαρκής, ενώ η S = S(X
˜

) = X1 δεν είναι επαρκής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 Θεωρούµε τις παρατηρήσεις X1, X2 οι οποίες είναι ανεξάρτητες µε X1 ∼

B(1, θ) και X2 ∼ B(1,2θ), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,1/2). Εξετάστε αν η στατιστική

συνάρτηση T = T (X
˜

) = X1 + X2 είναι επαρκής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.7 Αν X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιό-

µορφη κατανοµήU(0, θ), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞). Βρείτε επαρκή και πλήρη στατιστι-

κή συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.2.8 Αν X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή,

µε πυκνότητα πιθανότητας fX (x; θ) = e−(x−θ), x ≥ θ, µε άγνωστο θ ∈ R, ϐρείτε επαρκή

και πλήρη στατιστική συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 Αν X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιό-

µορφη κατανοµή U(−θ, θ), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞). Βρείτε επαρκή και πλήρη

στατιστική συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.10 Η παρατήρηση X έχει κατανοµή που ϕαίνεται στον παρακάτω πίνακα

για θ ∈ Θ = {−1,0,1}.

Τιµές της τ.µ. X
1 2 3

-1 1/6 1/6 2/3
0 1/3 1/3 1/3
1 2/3 1/6 1/6

∆είξτε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X ) = X είναι επαρκής και πλήρης. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.11 ΄Εστω ότι η στατιστική συνάρτηση S είναι πλήρης και οι T1 = φ1(S)
και T2 = φ2(S) είναι δύο αµερόληπτοι εκτιµητές του θ, οι οποίοι είναι συναρτήσεις της

πλήρους S. Να δειχθεί ότι T1 = T2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.12 Να δειχθεί ότι αν X
˜
= (X1, X2) είναι ένα τυχαίο διάνυσµα, µε X1 ∼

N(θ,1) και X2 ∼ N(θ2,1), τότε η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = (X1, X2) δεν είναι πλήρης.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.13 ΄Εστω ένα τυχαίο δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn), n ≥ 2, το οποίο προ-

έρχεται από την κανονική κατανοµή N(θ, θ2), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,∞). Να δειχθεί
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ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) =

 n∑
i=1

Xi ,
n∑
i=1

X2
i

 είναι επαρκής, αλλά όχι πλήρης.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.14 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2, X3) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Ber-

noulli B(1, θ), µε άγνωστο θ ∈ Θ = (0,1).

1. Να ϐρεθεί επαρκής και πλήρης στατιστική συνάρτηση.

2. Να δειχθεί ότι ο εκτιµητής

S1 =

1 , X1 = 1
0 , διαφορετικά

είναι αµερόληπτος για το θ, ενώ ο εκτιµητής

S2 =

1 , X1 = 1, X2 = 1
0 , διαφορετικά

είναι αµερόληπτος για το θ2
.

3. Να ϐρεθούν ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ, θ2
όπως και της g(θ) = Pθ(X1 ≥ X2).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.15 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) ένα τυχαίο δείγµα από την κανονική κατανο-

µή N(µ, σ2), µε άγνωστες τις παραµέτρους µ ∈ R και σ > 0. Να ϐρεθεί ΑΟΕ∆ εκτιµητής

του σk, k > 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.16 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη

κατανοµή U(0, θ), µε άγνωστο θ > 0.
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1. Να ϐρεθούν ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ και θr , r > 0.

2. Να ϐρεθεί ο καλύτερος εκτιµητής του θ, µε κριτήριο το Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα

(Μ.Τ.Σ.), της µορφής cX(n), όπου c είναι µια ϑετική σταθερά.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.17 Θεωρούµε X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, όπου κάθε

Xk ∼ Gamma(k, θ), µε άγνωστο θ > 0. Να ϐρεθούν ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ και θr ,

r > −
n(n + 1)

2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.18 Η παρατήρηση X έχει κατανοµή που ϕαίνεται στον παρακάτω πίνακα

για θ ∈ Θ = {0,1}.

Τιµές της τ.µ. X
-1 2

0 2/3 1/3
1 1/3 2/3

Να ϐρεθεί ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.19 Θεωρούµε X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, όπου κάθε

Xi ∼ P(θti), µε άγνωστο θ > 0 και γνωστές σταθερές ti > 0, i = 1,2, . . . , n. Να ϐρεθούν

ΑΟΕ∆ εκτιµητές των θ και θ2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.20 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή U(0, θ), µε άγνωστο θ > 0. Να δειχθεί ότι Eθ(
2n
n + 1

X̄ |X(n)) = X(n). Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 3

Εκτίµηση µε τη µέθοδο της

Μέγιστης Πιθανοφάνειας

3.1. Στοιχεία Θεωρίας

΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, είναι δυνατόν είτε ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής να είναι

µη αποδεκτός (µε κριτήριο το µέσο τετραγωνικό σφάλµα), είτε η εκτίµηση που δίνει αυτός

ο εκτιµητής να µην είναι επιτρεπτή τιµή της παραµέτρου.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα µιλήσουµε για άλλες δύο µεθόδους εύρεσης εκτιµητών. Η

πρώτη µέθοδος είναι αυτή της µέγιστης πιθανοφάνειας και σύµφωνα µε αυτήν, έχοντας

παρατηρήσει τα δεδοµένα X
˜
= x

˜
, επιλέγουµε σαν εκτίµηση της παραµέτρου θ εκείνη την

τιµή θ̂ = θ̂(x
˜

) που µεγιστοποιεί ως προς θ ∈ Θ την πιθανοφάνεια του x
˜
.

Ορισµός 3.1.1 Θεωρούµε ότι το δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) έχει συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας fX
˜

(x
˜

; θ), θ ∈ Θ, τότε η συνάρτηση πιθανοφάνειας (ή απλά πιθανοφάνεια) του
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θ ορίζεται από τη σχέση,

L(θ) = L(θ|x
˜

) = fX
˜

(x
˜

; θ).

Ορισµός 3.1.2 Ο εκτιµητής θ̂ = θ̂(X
˜

), που ικανοποιεί τη σχέση

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(θ)

ονοµάζεται Εκτιµητής Μέγιστης Πιθανοφάνειας (Ε.Μ.Π.) του θ.

Παρατήρηση 3.1.3 Από τον προηγούµενο ορισµό ϕαίνεται ότι ο Ε.Μ.Π. του θ είναι εκείνη

η τιµή του θ ∈ Θ, η οποία µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας. Επειδή η συνάρτηση

ln x είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση του x, η τιµή του θ που µεγιστοποιεί την L(θ) είναι η

ίδια µε αυτήν που µεγιστοποιεί την ln L(θ). Συνήθως ϑα ακολουθούµε αυτήν τη διαδικασία

όταν το µέγιστο µπορεί να ϐρεθεί µε παραγώγιση.

Παρατήρηση 3.1.4 1. Η µέθοδος µέγιστης πιθανοφάνειας ισχύει και για το διάνυσµα

θ = (θ1, θ2, . . . , θk).

2. Είναι δυνατόν ο εκτιµητής θ̂ να µην µπορεί να ϐρεθεί σε αναλυτική µορφή, τότε η τιµή

του θ για την οποία επιτυγχάνεται η µεγιστοποίηση της L(θ) ϐρίσκεται µε µεθόδους

αριθµητικής ανάλυσης.

3. Ορισµένες ϕορές υπάρχουν ”παθολογικές καταστάσεις” µε την έννοια ότι είτε δεν

υπάρχει τιµή του θ η οποία να µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας, είτε υπάρ-

χουν περισσότερα µέγιστα για την L(θ) και συνεπώς περισσότεροι του ενός Ε.Μ.Π.

Παρατήρηση 3.1.5 Σε αυτό το σηµείο αναφέρουµε κάποιες γενικές ιδιότητες των Ε.Μ.Π.

1. Από τον Ορισµό 3.1.2 προκύπτει ότι (αν υπάρχει) παίρνει τιµές µέσα στον παραµετρικό

χώρο Θ.
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2. Αν ο Ε.Μ.Π. του θ είναι µοναδικός, τότε είναι συνάρτηση της ελάχιστης επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης.

3. Αν θ̂ = θ̂(X
˜

) είναι ο Ε.Μ.Π. του θ, τότε ο Ε.Μ.Π. της παραµετρικής συνάρτησης g(θ)
είναι ο g(θ̂).

4. Οι Ε.Μ.Π. είναι (υπό ορισµένες συνθήκες) συνεπείς εκτιµητές (ϐλ. Ορισµό 3.1.6)

Ορισµός 3.1.6 ΄Εστω Tn = T (X1, X2, . . . , Xn), n = 1,2, . . . ένας εκτιµητής της παραµετρι-

κής συνάρτησης g(θ). Τότε ο εκτιµητής Tn ονοµάζεται συνεπής αν

lim
n→∞

P(|Tn − g(θ)| > ε) = 0, ∀ ε > 0.

Η παρακάτω Πρόταση δίνει ικανές συνθήκες έτσι ώστε ένας εκτιµητής για την g(θ) να

είναι συνεπής.

Πρόταση 3.1.7 ΄Εστω ότι ο εκτιµητής Tn ικανοποιεί τις παρακάτω συνθήκες,

1. VarθTn → 0, n → +∞.

2. b(Tn , θ) = EθTn − g(θ)→ 0, n → +∞.

Τότε ο Tn είναι συνεπής εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ).

Παρατήρηση 3.1.8 Οι Ε.Μ.Π. έχουν (υπό ορισµένες συνθήκες) κάποιες ασυµπτωτικές ιδιό-

τητες. Αν X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε πυκνότητα πιθανότητας

f1(x, θ) και συµβολίσουµε µε θ̂ τον Ε.Μ.Π. του θ, τότε,

1. Η κατανοµή του θ̂ είναι κατά προσέγγιση (n → +∞) η κανονική κατανοµή, δηλαδή

θ̂ ∼ N(θ,
1
I(θ)

)

όπου I(θ) είναι ο αριθµός πληροφορίας του Fisher.
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2. Ο θ̂ είναι ασυµπτωτικά αποτελεσµατικός εκτιµητής, δηλαδή αν κάποιος άλλος εκτι-

µητής του θ, Sn , έχει κατά προσέγγιση κανονική κατανοµή N(θ, σ2
n (θ)), τότε (υπό

ορισµένες συνθήκες), σ2
n (θ) ≥

1
I(θ)

.

Οι παραπάνω ιδιότητες των Ε.Μ.Π. συνεπάγονται ότι ο θ̂ είναι ασυµπτωτικά ΑΟΕ∆ για το

θ, δηλαδή αν υπάρχουν οι ΑΟΕ∆ και Ε.Μ.Π. για κάποια g(θ), τότε αυτοί δεν διαφέρουν

ασυµπτωτικά.

Τελειώνοντας αυτήν την παράγραφο ϑα αναφερθούµε στην εκτίµηση µε την µέθοδο

των ϱοπών.

Ορισµός 3.1.9 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από κατανοµή µε πυκνότητα

πιθανότητας f1(x, θ), θ = (θ1, θ2, . . . , θr ), τότε η στατιστική συνάρτηση

µk =
1
n

n∑
i=1

Xki

ονοµάζεται δειγµατική ϱοπή k τάξης.

Παρατήρηση 3.1.10 Η δειγµατική ϱοπή έχει τις ακόλουθες ιδιότητες,

1. Η στατιστική συνάρτηση µk είναι αµερόληπτος εκτιµητής της ϱοπής k τάξης της κατα-

νοµής mk = EθXk.

2. Η στατιστική συνάρτηση µk είναι συνεπής εκτιµητής του mk , οπότε για αρκετά µεγάλο

δείγµα, µk ≈ mk.

Παρατήρηση 3.1.11 ΄Οσον αφορά τη µεθοδολογία εύρεσης εκτιµητών µε την µέθοδο των

ϱοπών (Ε.Μ.Ρ.) αυτή αναπτύσσεται στα εξής δύο ϐήµατα :
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Β1) Υπολογίζουµε r ϱοπές της κατανοµής, συνήθως τις πρώτες r, δηλαδή τιςm1, m2, . . . , mr ,

οι οποίες είναι συναρτήσεις των θ1, θ2, . . . , θr ,

m1 = m1(θ1, θ2, . . . , θr ), . . . , mr = mr (θ1, θ2, . . . , θr ).

Β2) Θέτουµε

mi(θ1, θ2, . . . , θr ) = µi , i = 1,2, . . . , r.

Η λύση του παραπάνω συστήµατος, έστω
ˆ̂θ1,

ˆ̂θ2, . . . ,
ˆ̂θr , δίνει τους εκτιµητές µε την µέθοδο

των ϱοπών των παραµέτρων θ1, θ2, . . . , θr .

3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, όπου κάθε

Xk ∼ P(kθ), θ ∈ Θ = (0,∞), να ϐρεθούν Ε.Μ.Π. των θ και θ2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την N(µ, σ2), µε µ ∈ R
και σ > 0 άγνωστα, να ϐρεθούν Ε.Μ.Π. των µ, σ και σ2

. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από τηνU[θ1, θ2], θ1, θ2 ∈ R
και θ1 < θ2, τότε να ϐρεθούν οι Ε.Μ.Π.

1. του θ1, όταν το θ2 ϑεωρείται γνωστό,

2. του θ2, όταν το θ1 ϑεωρείται γνωστό.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την γεωµετρική κατανο-

µή Ge(θ), µε άγνωστη παράµετρο θ ∈ [0,1]. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.5 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε πυκνό-

τητα πιθανότητας f (x; θ) =
e−(x−θ)(

1 + e−(x−θ))2 , x ∈ R και θ ∈ Θ = R. Να δειχθεί ότι υπάρχει ο

Ε.Μ.Π. του θ και είναι µοναδικός. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.6 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή U[−θ, θ]. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.7 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή

U[−2θ,3θ]. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.8 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή

E(θ), µε άγνωστο θ > 0.

1. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ και της παραµετρικής συνάρτηση g(θ) = Pθ(X1 > t), όπου

t είναι γνωστή ϑετική σταθερά.

2. Να εξεταστεί αν ο Ε.Μ.Π. είναι συνεπής για το θ.

3. Να εκτιµηθεί το θ µε την µέθοδο των ϱοπών.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.9 ∆ίνεται µια παρατήρηση X από την κατανοµή που ϕαίνεται στον παρα-

κάτω πίνακα,

Τιµές της τ.µ. X
1 2 3

-1 1/2 1/2 0
0 1/6 1/6 2/3
1 1/3 1/3 1/3
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Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ ∈ Θ = {−1,0,1}. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.10 Θεωρούµε ότι η διάρκεια Ϲωής (σε ώρες) ενός ηλεκτρικού λαµπτήρα ακο-

λουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή θ, άγνωστη. Σε τυχαίο δείγµα 10 λαµπτήρων

καταµετρήθηκαν οι εξής χρόνοι Ϲωής,

1540,1620,1570,1552,1605,1580,1590,1557,1563,1547.

Να εκτιµηθεί µε τη µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας το ποσοστό των λαµπτήρων, των

οποίων η διάρκεια Ϲωής υπερβαίνει, i) τις 1700 ώρες, ii) τις 2000 ώρες και iii) τις 2500

ώρες Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.11 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Ray-
leigh, µε πυκνότητα πιθανότητας f (x; θ) =

x

θ
e−x

2/2θ
, x > 0 και θ > 0. ∆ίνεται ότι

EθX2 = 2θ και EθX4 = 8θ2
.

1. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ.

2. Να εξεταστεί αν αυτός ο εκτιµητής είναι συνεπής για το θ.

3. Ποια είναι η ασυµπτωτική κατανοµή του Ε.Μ.Π. του θ;

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.12 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την διπαραµετρική

εκθετική κατανοµή E(µ, σ), µε πυκνότητα πιθανότητας f (x; µ, σ) =
1
σ
e−

(x−µ)
σ , x ≥ µ και

άγνωστες παραµέτρους µ ∈ R και σ > 0.

1. Να ϐρεθούν οι Ε.Μ.Π. των µ και σ.

2. Να εκτιµηθούν µε την µέθοδο των ϱοπών οι άγνωστες παράµετροι µ και σ.
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3. Να δειχθεί ότι ο Ε.Μ.Π. του µ είναι συνεπής εκτιµητής αυτού.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.13 Θεωρούµε µία τυχαία παρατήρηση X από την κατανοµή BernoulliB(1, θ),
µε άγνωστη παράµετρο θ ∈ [ 1

3 ,
2
3 ].

1. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. του θ.

2. Να υπολογισθεί το Μ.Τ.Σ. του Ε.Μ.Π. και να συγκριθεί µε αυτό του τετριµµένου

εκτιµητή θ̂1 =
1
2 .

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.14 ΄Εστω (X1, X2) είναι ένα ανεξάρτητο δείγµα µε X1 ∼ N(0, θ2) και X2 ∼

N(0, θ2/4), όπου το θ > 0 είναι η άγνωστη παράµετρος. Να ϐρεθεί ο Ε.Μ.Π. της g(θ) =
Pθ(X2

1 + 4X2
2 > a), a > 0 δοσµένο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.15 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατανοµή

U[−θ, θ]. Να γίνει εκτίµηση του θ µε την µέθοδο των ϱοπών. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 4

Εκτιµητές Bayes και minimax

4.1. Στοιχεία Θεωρίας

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε την εκτίµηση της άγνωστης παραµέτρου θ κάτω

από µια διαφορετική σκοπιά σε σχέση µε ότι έχουµε αντιµετωπίσει µέχρι τώρα, που αντι-

λαµβανόµασταν το θ απλά σαν ένα πραγµατικό αριθµό χωρίς καµµιά ιδιότητα. Αν, π.χ.,

ϑεωρήσουµε µία ϐιοµηχανία η οποία παράγει ηλεκτρικούς λαµπτήρες, τότε ο χρόνος Ϲω-

ής αυτών των λαµπτήρων ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε άγνωστη παράµετρο θ και

αυτή η παράµετρος εκφράζει τον µέσο χρόνο Ϲωής των λαµπτήρων. Εποµένως δεν πρέπει

να αναµένουµε ούτε “µεγάλες” τιµές για το θ, αλλά ούτε και “µικρές”. ∆ηλαδή σε σχέση

µε το πρόβληµα και την εµπειρία που διαθέτουµε πρέπει να δώσουµε µια διαφορετική

ϐαρύτητα στις διάφορες τιµές του θ, για να εκµεταλλευτούµε αυτήν την εµπειρία ώστε να

δώσουµε καλύτερη εκτίµηση για το θ.

Οπότε, ϑεωρούµε το θ σαν µια τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα πιθανότητας π(θ),

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 30 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

θ ∈ Θ, και τις εξής δύο ιδιότητες,

(i)π(θ) ≥ 0, ∀ θ ∈ Θ και (ii)
∫
Θ

π(θ)dθ = 1 ( ή

∑
θ

π(θ) = 1).

Η συνάρτηση π(θ) ονοµάζεται εκ των προτέρων κατανοµή του θ και εκφράζει είτε την

προσωπική µας αντίληψη για την πιθανή τιµή του θ, είτε συνοψίζει κάποιες εκ των προ-

τέρων (δηλ. πριν από τη συλλογή των δεδοµένων) πληροφορίες για το θ. ΄Οπως κάναµε

και στα προηγούµενα κεφάλαια ϑεωρούµε µια συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και προσπα-

ϑούµε να ελαχιστοποιήσουµε τη συνάρτηση κινδύνου R(T, θ) = EθL(T (X
˜

), θ). Επειδή

έχουµε ϑεωρήσει ότι το θ είναι µία τυχαία µεταβλητή, προφανώς, η συνάρτηση κινδύνου

είναι και αυτή µία τυχαία µεταβλητή, εποµένως είναι λογικό, σε αυτήν την περίπτωση, να

προσπαθούµε να ελαχιστοποιήσουµε την µέση τιµή της, δηλαδή τη συνάρτηση,

BR(T ) = ER(T, θ) =
∫
Θ

R(T, θ)π(θ)dθ

η οποία ονοµάζεται κίνδυνος Bayes του εκτιµητή T . Συνεπώς ϐέλτιστος εκτιµητής είναι

εκείνος που ελαχιστοποιεί τον κίνδυνο Bayes, οπότε καταλήγουµε στον εξής ορισµό για

τον εκτιµητή Bayes.

Ορισµός 4.1.1 Ο εκτιµητής T ∗ = T ∗(X
˜

) ονοµάζεται εκτιµητής Bayes του g(θ), ως προς τη

συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή π(θ) αν,∫
Θ

R(T ∗, θ)π(θ)dθ ≤
∫
Θ

R(T, θ)π(θ)dθ

για κάθε εκτιµητή T = T (X
˜

).

Συνήθως, για να υπολογίσουµε αυτόν τον εκτιµητή Bayes πρέπει να ϐρούµε πρώτα

την εκ των υστέρων κατανοµή του θ

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
(4.1)
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όπου f (x
˜

) =
∫
Θ

f (x
˜

; θ)π(θ)dθ. Η εκ των υστέρων κατανοµή συνοψίζει την πληροφορία για

το θ µετά την συλλογή των δεδοµένων και έχει τις ιδιότητες της συνάρτησης πυκνότητα

πιθανότητας.

Παρατήρηση 4.1.2 Είναι σηµαντικό να τονίσουµε, σε αυτό το σηµείο, ότι δεν µας ενδια-

ϕέρει ιδιαίτερα η ακριβής συνάρτηση π(θ|x
˜

), αλλά η µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής

για την οποία διαπιστώνουµε, συνήθως, ότι ακολουθεί κάποια από τις γνωστές κατανοµές.

Στο επόµενο ϑεώρηµα δίνουµε έναν διαφορετικό τρόπο υπολογισµού του εκτιµητή

Bayes.

Θεώρηµα 4.1.3 Για X
˜
= x

˜
ο εκτιµητής Bayes T ∗ = T ∗(X

˜
) της παραµετρικής συνάρτη-

σης g(θ) ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή π(θ)
έχει τιµή T ∗(x

˜
) = t∗, όπου t∗ είναι η τιµή του t που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση h∗(t) =∫

Θ

L(t, θ)π(θ|x
˜

)dθ.

Αν, επιπλέον, η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, δηλαδή L(t, θ) =
(t − g(θ))2

, τότε η εύρεση του εκτιµητή Bayes γίνεται πιο απλά, όπως ϕαίνεται και στο

παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.1.4 ΄Εστω ότι η συνάρτηση Ϲηµίας για την εκτίµηση του g(θ) είναι το τετρα-

γωνικό σφάλµα L(t, θ) = (t − g(θ))2
. Τότε για X

˜
= x

˜
ο εκτιµητής Bayes T ∗ = T ∗(X

˜
) της

παραµετρικής συνάρτησης g(θ) έχει τιµή T ∗(x
˜

) = Eθg(Y ), όπου Y είναι µία τυχαία µεταβλη-

τή µε κατανοµή την εκ των υστέρων κατανοµή π(θ|x
˜

).

΄Ενας άλλος τρόπος για να υπολογίσουµε έναν καλό εκτιµητή είναι να ϐρούµε εκείνον

τον εκτιµητή T = T (X
˜

) που ελαχιστοποιεί τη µέγιστη τιµή της συνάρτησης κινδύνου,

max
θ
R(T, θ) δηλαδή τη µέγιστη µέση Ϲηµία. Οπότε έχουµε τον εξής ορισµό.
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Ορισµός 4.1.5 Ο εκτιµητής T ∗ = T ∗(X
˜

) ονοµάζεται εκτιµητής minimax του g(θ), ως προς

τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) αν,

max
θ∈Θ

R(T ∗, θ) ≤ max
θ∈Θ

R(T, θ)

για κάθε εκτιµητή T = T (X
˜

).

Η εύρεση ενός εκτιµητή minimax γίνεται µε τη ϐοήθεια του παρακάτω ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 4.1.6 Αν ο εκτιµητής T ∗ = T ∗(X
˜

) είναι εκτιµητής Bayes της παραµετρικής συ-

νάρτησης g(θ), ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t, θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή π(θ)
και έχει σταθερά συνάρτηση κινδύνου, δηλαδή,

R(T ∗, θ) = c , ∀ θ ∈ Θ,

τότε ο T ∗ = T ∗(X
˜

) είναι εκτιµητής minimax του g(θ).

4.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.2.1 Θεωρούµε ένα ανεξάρτητο δείγµα X
˜
= (X1, X2), όπου X1 ∼ P(θ) και

X2 ∼ P(2θ) και την εκ των προτέρων κατανοµή π(θ) = e−θ, θ > 0.

1. Να ϐρεθεί η εκ των υστέρων κατανοµή του θ.

2. Να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes των παραµετρικών συναρτήσεων g1(θ) = θ και g2(θ) =
θ2

, όταν η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.2 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli
B(1, θ), µε άγνωστη παράµετρο θ ∈ (0,1). Αν η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι η

U(0,1),

1. να ϐρεθεί εκτιµητής Bayes θ, ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας L(t; θ) =
(t − g(θ))2

θ(1 − θ)
.

2. Να ϐρεθεί εκτιµητής minimax του θ, ως προς την ίδια συνάρτηση Ϲηµίας.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.3 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις, όπου κάθε Xi ∼
P(iθ), i = 1, . . . , n, µε άγνωστη παράµετρο θ > 0. Αν η εκ των προτέρων κατανοµή του θ
είναι, π(θ) = θe−θ, θ > 0 και η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, να ϐρεθεί

ο εκτιµητής Bayes του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.4 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε πυκνό-

τητα πιθανότητας, f1(x; θ) = θe−θx , µε άγνωστη παράµετρο θ > 0. Αν η εκ των προτέρων

κατανοµή του θ είναι µία κατανοµή Γάµµα, δηλαδή π(θ) ∼ Gamma(a, �), a, � > 0 γνω-

στά, να ϐρεθούν οι εκτιµητές Bayes των g1(θ) = θ και g2(θ) = e−θ όταν η συνάρτηση

Ϲηµίας είναι L(t, θ) = θ2(t − g(θ))2
. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.5 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε

κάθε Xi ∼ N(θti ,1), ti ∈ R είναι γνωστές σταθερές, i = 1,2, . . . , n και θ ∈ R άγνωστο. Αν

η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι η κανονική κατανοµή N(a, �2) και η συνάρτηση

Ϲηµίας είναι L(t, θ) = (t − g(θ))2
, να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.6 ΄Εστω X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn) είναι ένα τυχαίο δείγµα από τηνU(0, θ), θ > 0

άγνωστο. Αν η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι, π(θ) = 1, 0 < θ < 1 και η συνάρ-

τηση Ϲηµίας είναι L(t, θ) =
(t − g(θ))2

θ2 , να ϐρεθούν εκτιµητές Bayes για τις παραµετρικές

συναρτήσεις g1(θ) = θ και g2(θ) = θ2
. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.2.7 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε πυ-

κνότητα πιθανότητας, f1(x; θ) =
θ

xθ+1 , µε άγνωστη παράµετρο θ > 0 και x > 1. Αν η

εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι, π(θ) = e−θ, θ > 0 και η συνάρτηση Ϲηµίας είναι

L(t, θ) = (t − g(θ))2
, να ϐρεθεί ο εκτιµητής Bayes του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.8 Να δειχθεί ότι ο εκτιµητής Bayes είναι συνάρτηση της ελάχιστης επαρκούς

στατιστικής συνάρτησης. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.9 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Bernoulli
B(1, θ), µε άγνωστη παράµετρο θ ∈ (0,1). Αν η εκ των προτέρων κατανοµή του θ είναι η

Beta(a, �), 0 < θ < 1 και a, � > 0, τότε να ϐρεθεί εκτιµητής minimax για το θ, όταν η

συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.10 ΄Εστω X1, X2 είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή BernoulliB(1, θ),
µε άγνωστη παράµετρο θ ∈ (0,1). Για την εκτίµηση του θ χρησιµοποιείται ως συνάρτηση

Ϲηµίας η L(t, θ) =
(t − θ)2

θ(1 − θ)
. Να δειχθεί ότι η στατιστική συνάρτηση T (X

˜
) =

1
2

δεν είναι

minimax εκτιµητής του θ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.2.11 Να δειχθεί ότι αν ένας εκτιµητής είναι minimax, αλλά µη αποδεκτός,

τότε κάθε καλύτερός του εκτιµητής είναι επίσης minimax. Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 35 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Κεφάλαιο 5

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

5.1. Στοιχεία Θεωρίας

Στα προηγούµενα κεφάλαια ασχοληθήκαµε µε την εκτίµηση µιας παραµετρικής συνάρ-

τησης g(θ) σηµειακά, µε την έννοια ότι αφού γνωρίζουµε την τιµή, x
˜
, του δείγµατος

µπορούµε να κάνουµε µία εκτίµηση t = T (x
˜

) της τιµής αυτής της g(θ), όπου T (X
˜

) είναι

ένας εκτιµητής της παραµετρικής µας συνάρτησης. Επειδή µιλάµε για εκτίµηση, προ-

ϕανώς, αυτή ϑα απέχει από την πραγµατική τιµή της g(θ), δηλαδή ϑα έχουµε κάποιο

σφάλµα εκτίµησης. Θα ϑέλαµε λοιπόν να έχουµε κάποια ιδέα για αυτό το σφάλµα εκτί-

µησης, δίνοντας µάλιστα εµείς την ακρίβεια µε την οποία ο εκτιµητής µας ϑέλουµε να

εκτιµά την πραγµατική τιµή της g(θ). Με άλλα λόγια επιθυµία µας είναι να ϐρούµε ένα

τυχαίο διάστηµα, δηλαδή τα άκρα του να είναι συναρτήσεις του δείγµατος, το οποίο να

καλύπτει µε την ακρίβεια που ϑέλουµε την πραγµατική τιµή της άγνωστης παραµετρικής

συνάρτησης g(θ). Εποµένως, καταλήγουµε στον εξής ορισµό.
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Ορισµός 5.1.1 Αν T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις µε T1 < T2,

τότε το τυχαίο διάστηµα [T1(X
˜

), T2(X
˜

)] ονοµάζεται διάστηµα εµπιστοσύνης (∆.Ε.) για την

παραµετρική συνάρτηση g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1 − a)%, αν

Pθ(T1(X
˜

) ≤ g(θ) ≤ T2(X
˜

)) = 1 − a , ∀ θ ∈ Θ.

Ο αριθµός 1−a εκφράζει την ακρίβεια µε την οποία ϑέλουµε να κάνουµε την εκτίµηση,

ενώ ο αριθµός a, ο οποίος είναι δικής µας επιλογής, εκφράζει τον ϐαθµό ανεκτικότητας

µας, υποδεικνύοντας ότι είµαστε διατεθιµένοι να ανεχθούµε (αγνοήσουµε) 100a% πιθα-

νότητα το διάστηµα να µην περιέχει την τιµή της g(θ).
Σηµειώνουµε ότι σε ορισµένες περιπτώσεις, ειδικά σε διακριτές κατανοµές (ή σε πε-

ϱιπτώσεις όπου η κατανοµή των δεδοµένων είναι εντελώς άγνωστη) δεν είναι δυνατόν για

κάθε a, να µπορούµε να ϐρίσκουµε ένα διάστηµα [T1, T2] έτσι ώστε Pθ(T1 ≤ g(θ) ≤ T2)
να είναι ακριβώς 1 − a. Σε αυτές τις περιπτώσεις προσπαθούµε να ϐρούµε στατιστικές

συναρτήσεις T1 και T2 τέτοιες ώστε η Pθ(T1 ≤ g(θ) ≤ T2) να είναι όσον το δυνατόν πλησιέ-

στερα στην τιµή 1− a. Εφ΄ όσον, λοιπόν, το µέγεθος του δείγµατος n είναι αρκετά µεγάλο

µπορούµε να υπολογίσουµε τα παρακάτω διαστήµατα εµπιστοσύνης.

Ορισµός 5.1.2 Αν T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις µε T1 < T2,

τότε το τυχαίο διάστηµα [T1(X
˜

), T2(X
˜

)] ονοµάζεται ασυµπτωτικό (ή προσεγγιστικό) διάστηµα

εµπιστοσύνης (Α.∆.Ε.) για την παραµετρική συνάρτηση g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης

(σ.ε.) 100(1 − a)%, αν

lim
n→∞

{
Pθ(T1(X

˜
) ≤ g(θ) ≤ T2(X

˜
))
}
= 1 − a , ∀ θ ∈ Θ.

Αναφέρουµε, ακόµα, ότι πολλές ϕορές µας ενδιαφέρει να ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα ή

ένα άνω ϕράγµα για την g(θ). Για παράδειγµα αν το g(θ) παριστάνει το µέσο χρόνο Ϲωής

ενός συστήµατος, τότε ένα κάτω ϕράγµα εκφράζει την εγγύηση για την πιθανή διάρκεια

του συστήµατος.
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Ορισµός 5.1.3 ΄Εστω T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις. Αν,

Pθ(T1(X
˜

) ≤ g(θ)) = 1 − a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T1(X
˜

) ονοµάζεται κάτω ϕράγµα (Κ.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.)

100(1 − a)%. Ενώ, αν

Pθ(g(θ) ≤ T2(X
˜

)) = 1 − a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T2(X
˜

) ονοµάζεται άνω ϕράγµα (Α.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή εµπιστοσύνης (σ.ε.)

100(1 − a)%.

Ανάλογα ορίζονται οι έννοιες του ασυµπτωτικού κάτω ϕράγµατος και του ασυµ-

πτωτικού άνω ϕράγµατος.

Ορισµός 5.1.4 ΄Εστω T1 = T1(X
˜

) και T2 = T2(X
˜

) είναι στατιστικές συναρτήσεις. Αν,

lim
n→∞

{
Pθ(T1(X

˜
) ≤ g(θ))

}
= 1 − a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T1(X
˜

) ονοµάζεται ασυµπτωτικό κάτω ϕράγµα (Α.Κ.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή

εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1 − a)%. Ενώ, αν

lim
n→∞

{
Pθ(g(θ) ≤ T2(X

˜
))
}
= 1 − a , ∀ θ ∈ Θ,

τότε η T2(X
˜

) ονοµάζεται ασυµπτωτικό άνω ϕράγµα (Α.Α.Φ.) για την g(θ) µε συντελεστή

εµπιστοσύνης (σ.ε.) 100(1 − a)%.

Είναι προφανές ότι, για δοσµένο σ.ε., µπορούν να ϐρεθούν πολλά ∆.Ε. για την ίδια

παραµετρική συνάρτηση g(θ). Είναι ϕανερό τότε ότι όσο µικρότερο είναι το µήκος του

διαστήµατος, τόσο καλύτερο είναι το διάστηµα γιατί έτσι παρέχει περισσότερες πληρο-

ϕορίες για τα πιθανά όρια της τιµής της άγνωστης παραµέτρου. Γι΄ αυτό σαν κριτήριο
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επιλογής µεταξύ διαστηµάτων εµπιστοσύνης, µε τον ίδιο σ.ε. µπορεί να ληφθεί είτε το

µήκος αυτών, είτε η µέση τιµή του µήκους τους, γιατί το µήκος γενικά εξαρτάται από το

δείγµα και συνεπώς είναι µια τυχαία µεταβλητή. Συχνά, όµως, επειδή είναι δύσκολο να

κάνουµε αυτήν την ελαχιστοποίηση, αντί για το διάστηµα µε το ελάχιστο µήκος παίρνουµε

το διάστηµα ίσων ουρών, δηλαδή ένα διάστηµα [T1, T2] τέτοιο ώστε,

Pθ(g(θ) < T1(X
˜

)) = Pθ(g(θ) > T2(X
˜

)) =
a

2
.

Επίσης, συνιστάται οι στατιστικές συναρτήσεις που αποτελούν τα άκρα του διαστήµατος

να είναι συναρτήσεις της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

Παρατήρηση 5.1.5 Μία γενική µέθοδος κατασκευής ∆.Ε. για µια µονοδιάστατη παραµε-

τρική συνάρτηση g(θ) αποτελείται από τα εξής ϐήµατα.

1. Βρίσκουµε µια τυχαία µεταβλητή T = T (X
˜
, θ) η οποία εξαρτάται από το θ, αλλά η

κατανοµή της δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο. Αυτή η τ.µ. ονοµάζεται

ποσότητα οδηγός (pivotal quantity) ή αντιστρεπτή ποσότητα.

2. Προσδιορίζουµε σταθερές c1 < c2, οι οποίες εξαρτώνται από την κατανοµή της T και

από το a, τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T (X
˜
, θ) ≤ c2) = 1 − a, ∀ θ ∈ Θ, 0 < a < 1.

3. Λύνουµε (αντιστρέφουµε) τη διπλή ανισότητα και εφ΄ όσον αυτό είναι δυνατόν κατα-

λήγουµε στη σχέση,

Pθ(T1(X
˜

) ≤ g(θ) ≤ T2(X
˜

)) = 1 − a , ∀ θ ∈ Θ,

για κάποιες στατιστικές συναρτήσεις T1(X
˜

), T2(X
˜

).
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4. Τότε το διάστηµα [T1(X
˜

), T2(X
˜

)] είναι ∆.Ε. για το g(θ) µε σ. ε. 100(1 − a)%.

Στην περίπτωση που έχουµε µια (απολύτως) συνεχή κατανοµή, µπορούµε να ϐρούµε

πάντα µια ποσότητα οδηγό, όπως ϕαίνεται στο παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.1.6 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από µία (απολύτως) συνεχής

κατανοµή µε συνάρτηση κατανοµής Fθ(x), θ ∈ Θ. Τότε ισχύουν τα εξής.

1. Η τ.µ. Yi = Fθ(Xi), i = 1,2, . . . , n, έχει την οµοιόµορφο κατανοµή U(0,1).

2. Η τ.µ. Zi = −2 lnFθ(Xi), i = 1,2, . . . , n, έχει κατανοµή X2
2.

3. Η τ.µ. T = −2
n∑
i=1

lnFθ(Xi), έχει κατανοµή X2
2n και συνεπώς είναι ποσότητα οδηγός

που ϐασίζεται στο τυχαίο δείγµα X
˜
= (X1, X2, . . . , Xn).

Παρατήρηση 5.1.7 Επειδή η παραπάνω συνάρτηση T δεν είναι κατ΄ ανάγκην συνάρτηση

της (ελάχιστης) επαρκούς στατιστικής συνάρτησης, πρέπει να χρησιµοποιείται µόνο όταν δεν

µπορούµε να ϐρούµε άλλη ποσότητα οδηγό, η οποία να είναι συνάρτηση της (ελάχιστης)

επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

5.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.2.1 Θεωρούµε τις ανεξάρτητες παρατηρήσεις X1, X2, . . . , Xn, όπου κάθε Xk ∼
N(µ + k,1), k = 1,2, . . . , n, και µ ∈ R είναι η άγνωστη παράµετρος. Να δειχθεί ότι η

τ.µ. T =
√
n

(
X̄ −

n + 1
2
− µ

)
είναι ποσότητα οδηγός, να αναγνωρισθεί η κατανοµή της

και (χρησιµοποιώντας την) να κατασκευασθεί ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το µ µε σ. ε. 1 − a
(0 < a < 1). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.2 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την εκθετική κατανοµή

E(θ), όπου η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη.

1. Να δειχθεί ότι η τ.µ. T =
2
θ

n∑
i=1

Xi είναι ποσότητα οδηγός.

2. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

3. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.3 Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή X , η οποία προέρχεται από κατανοµή µε

πυκνότητα πιθανότητας fX (x; θ) =
2
θ
xe−

x2
θ , x > 0 και η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη.

1. Να δειχθεί ότι η τ.µ. T =
X2

θ
είναι ποσότητα οδηγός.

2. Να κατασκευασθεί ∆.Ε. ίσων ουρών µε σ. ε. 100(1 − a)% για τις παραµετρικές

συναρτήσεις g1(θ) = θ και g2(θ) = Pθ(X > 1).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.4 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή µε πυκνό-

τητα πιθανότητας f1(x; θ) = e−(x−θ)
, όπου x ≥ θ και η παράµετρος θ ∈ R είναι άγνωστη.

1. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

2. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.5 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή U(0, θ), όπου η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη.

1. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

2. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

3. Να ϐρεθούν Α.Φ. και Κ.Φ. για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.6 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την οµοιόµορφη κατα-

νοµή U(−θ, θ), όπου η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη. Να ϐρεθεί ένα ∆.Ε. ίσων ουρών

για το θ2
µε σ. ε. 100(1 − a)%. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.7 Θεωρούµε µια παρατήρηση X από την κατανοµή, η οποία έχει ως π.π.

την fX (x; θ) =
2
θ

(
1 −

x

θ

)
, 0 < x < θ και θ είναι η άγνωστη παράµετρος. Να κατασκευασθεί

ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 1 − a. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.8 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµή Beta(θ,1),
όπου η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη. Να κατασκευασθεί ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους

για το θ µε σ.ε. 1 − a. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.9 Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή του µεγέθους του δείγµατος n, έτσι ώστε το

90% ∆.Ε. για το µ της N(µ,1) να έχει µήκος το πολύ 1/5. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.10 Να υπολογισθεί η πιθανότητα, όπως το διάστηµα X̄ ±
8.2
√
n

να περιέχει

τη µέση τιµή της κατανοµής N(µ,25). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.2.11 ΄Εστω X1, X2, . . . , Xn είναι ένα τυχαίο δείγµα από την κατανοµήGamma(2, θ),

όπου η παράµετρος θ > 0 είναι άγνωστη και δίνεται το ∆.Ε.

0, c n∑
i=1

Xi

 για την g(θ) = 2θ.

Να υπολογιστεί η σταθερά c, ώστε ο σ.ε. για το παραπάνω διάστηµα να είναι 1 − a.

(0 < a < 1) Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.2.12 Θεωρούµε µια παρατήρηση X ∼ E(θ), να υπολογιστεί η σταθερά c, έτσι

ώστε το διάστηµα [0, cX ] να είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 6

Παράρτηµα

6.1. Κατανοµές

1. ∆ιωνυµική κατανοµή

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ B(n, p), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) = P(X = x) =
(
n
x

)
px (1 − p)n−x , x ∈ {0,1, . . . , n}, 0 < p < 1.

EX = np, VarX = np(1 − p).

• Αν n = 1, τότε η τ.µ. X ονοµάζεται Bernoulli.

2. Κατανοµή Poisson

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ P(λ), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) = P(X = x) = e−λ
λx

x!
, x ∈ {0,1, . . .}, λ > 0.
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EX = λ, VarX = λ.

3. Αρνητική διωνυµική κατανοµή

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ NB(r, p), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) = P(X = x) =
(
r + x − 1

x

)
pr (1 − p)x , x ∈ {0,1, . . .}, 0 < p < 1.

EX =
r(1 − p)

p
, VarX =

r(1 − p)
p2 .

• Αν r = 1, τότε η τ.µ. X ονοµάζεται γεωµετρική (X ∼ Ge(p)).

4. Κανονική κατανοµή

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ N(µ, σ2), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) =
1
√

2πσ
e−

(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R, µ ∈ R, σ > 0.

EX = µ, VarX = σ2
.

• Αν µ = 0 και σ = 1, τότε η τ.µ. X ονοµάζεται τυπική κανονική (X ∼ N(0,1)).

• X ∼ N(µ, σ2)⇒
X − µ

σ
∼ N(0,1).

• X ∼ N(µ, σ2)⇒ aX + � ∼ N(aµ + �, a2σ2).

5. Κατανοµή Γάµµα

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ Gamma(a, �), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) =
1

Γ(a)�a
xa−1 e−

x
� , x > 0, a > 0, � > 0.

∗ Γ(a) =
∫ +∞

0
xa−1 e−xdx.
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EX = a�, VarX = a�2
.

• Αν a = 1, τότε η τ.µ. X ονοµάζεται εκθετική (X ∼ E(�)).

• Αν a = r
2 και � = 2, τότε η τ.µ. X ονοµάζεται Χι τετράγωνο µε r ϐαθµούς

ελευθερίας (X ∼ X2
r ).

• X ∼ N(µ, σ2)⇒
(X − µ

σ

)2
∼ X2

1.

• X ∼ Gamma(n, �)⇒
2
�
X ∼ X2

2n, n ∈ Z+.

6. Οµοιόµορφη Κατανοµή

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ U(a, �), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) =
1

� − a
, x ∈ (a, �), a < �.

EX =
a + �

2
, VarX =

(� − a)2

12
.

7. Κατανοµή Βήτα

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ Beta(a, �), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) =
1

B(a, �)
xa−1 (1 − x)�−1

, x ∈ (0,1), a > 0, � > 0.

∗ B(a, �) =
Γ(a) Γ(�)
Γ(a + �)

=

∫ 0

1
xa−1 (1 − x)�−1dx.

EX =
a

a + �
, VarX =

a�

(a + �)2(a + � + 1)
.

• Αν a = � = 1, τότε η τ.µ. X ∼ U(0,1).
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8. ∆ιπαραµετρική Εκθετική Κατανοµή

Η τυχαία µεταβλητή X ∼ E(µ, σ), εάν η πυκνότητα πιθανότητας είναι,

fX (x) =
1
σ
e−

x−µ
σ , x ≥ µ, µ ∈ R, σ > 0.

EX = µ + σ, VarX = σ2
.

• X ∼ E(µ, σ)⇒ X − µ ∼ E(σ).

6.2. Αντίστροφοι µετασχηµατισµοί

Θεώρηµα 6.2.1 ΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα πιθανότητας fX ,

εκτός από πεπερασµένου πλήθους σηµεία x. ΄Εστω, επίσης, µία µετρήσιµη συνάρτηση

h : R → R, τέτοια ώστε η Y = h(X ) είναι µία τυχαία µεταβλητή. Θεωρούµε το σύνολο

S = {x ∈ R|fX (x) > 0} και T είναι η εικόνα της S µέσω της h. Αν,

1. η συνάρτηση h : S → T είναι αµφιµονοσήµαντη, οπότε υπάρχει η αντίστροφος συ-

νάρτηση x = h−1(y), y ∈ T .

2. Η συνάρτηση h−1
είναι παραγωγίσιµη και η παράγωγός της είναι συνεχής στον T ,

τότε η πυκνότητα πιθανότητας της Y , fY , δίνεται από τη σχέση,

fY (y) = fX (h−1(y))
∣∣∣∣∣ ddyh−1(y)

∣∣∣∣∣ .
Θεώρηµα 6.2.2 Θεωρούµε το συνεχές k-διάστατο τυχαίο διάνυσµα X

˜
= (X1, . . . , Xk), µε

πυκνότητα πιθανότητας fX
˜
= fX1,...,Xk , εκτός από κάποιο πεπερασµένο πλήθος σηµείων

x
˜
= (x1, . . . , xk). ΄Εστω, επίσης, ένας µετρήσιµος µετασχηµατισµός h : Rk → Rk , όπου y

˜
=
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h(x
˜

) = (h1(x1), . . . , hk(xk)), τέτοιος ώστε Y
˜
= h(X

˜
) είναι ένα k-διάστατο τυχαίο διάνυσµα.

Θεωρούµε το σύνολο S = {x
˜
∈ Rk |fX

˜
(x
˜

) > 0} και T είναι η εικόνα της S µέσω της h. Αν,

1. η συνάρτηση h : S → T είναι αµφιµονοσήµαντη, οπότε υπάρχει ο αντίστροφος µετα-

σχηµατισµός x
˜
= h−1(y

˜
) = (g1(y), . . . , gk(y)), y ∈ T .

2. Υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι της συνάρτησης h−1
,

gji(y
˜

) =
∂

∂yi
gj(y1, . . . , yk) , i, j = 1,2, . . . , k

και είναι συνεχής στον T .

Τότε η πυκνότητα πιθανότητας του τ.δ. Y
˜

δίνεται από τη σχέση,

fY
˜

(y
˜

) = fX
˜

(h−1(y
˜

)) |J |

όπου J είναι η Ιακωβιανή και ορίζεται ως,

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g11 g12 . . . g1k
g21 g22 . . . g2k

gk1 gk2 . . . gkk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

6.3. Αναπαραγωγικές ιδιότητες

Θεωρούµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X1, X2, . . . , Xk είναι ανεξάρτητες.

1. Xi ∼ B(ni , p), i = 1,2, . . . , k ⇒
k∑
i=1

Xi ∼ B(
k∑
i=1

ni , p).
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• ni = 1, ∀i = 1,2, . . . , k, τότε Xi ∼ B(1, p)⇒
k∑
i=1

Xi ∼ B(k, p).

2. Xi ∼ P(λi), i = 1,2, . . . , k ⇒
k∑
i=1

Xi ∼ P(
k∑
i=1

λi).

3. Xi ∼ N(µi , σ2
i ), i = 1,2, . . . , k ⇒

k∑
i=1

Xi ∼ N(
k∑
i=1

µi ,
k∑
i=1

σ2
i ).

4. Xi ∼ Gamma(ai , �), i = 1,2, . . . , k ⇒
k∑
i=1

Xi ∼ Gamma(
k∑
i=1

ai , �).

• ai = 1, ∀i = 1,2, . . . , k, τότε Xi ∼ E(�)⇒
k∑
i=1

Xi ∼ Gamma(k, �).

• ai =
ri
2 , � = 2 ∀i = 1,2, . . . , k, τότε Xi ∼ X2

ri ⇒

k∑
i=1

Xi ∼ X
2∑k
i=1 ri

.
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Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.6
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 1.1.3 του αµερόληπτου εκτιµητή. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 55 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος
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Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 1.1.3 του αµερόληπτου εκτιµητή για να καταλή-

ξετε σε άτοπο. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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αποδεκτικότητα συγκρίνετε τις τιµές που παίρνει ο εκτιµητής µε τις τιµές της υπό εκτίµηση

παραµετρικής συνάρτησης. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Υπόδειξη : Για το πρώτο ερώτηµα χρησιµοποιείστε τον Ορισµό 1.1.3 του αµερόληπτου

εκτιµητή, ενώ για το δεύτερο χρησιµοποιείστε πολλαπλασιαστές Lagrange. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον Ορισµό 1.1.3 του αµερόληπτου εκτιµητή και αναπτύξτε

σε δυναµοσειρά τη συνάρτηση eθ. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.12
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε για αντιπαράδειγµα την ΄Ασκηση 1.2.4 �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε τον Ορισµό 1.1.3 του αµερόληπτου εκτιµητή. �
Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.14
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Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή µίας οµοιόµορφης τυχαίας µεταβλητής στο διά-

στηµα (a, b) (δηλαδή, όταν X ∼ U(a, b)) είναι EX =
a + b

2
, εποµένως, η µέση τιµή της

κατανοµής µας είναι
θ

2
. ΄Οµως, από την Πρόταση 1.1.10, επειδή έχουµε ένα τυχαίο

δείγµα, ο δειγµατικός µέσος X̄ είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής για την µέση τιµή της

κατανοµής, δηλαδή,

EθX̄ =
θ

2
⇒ Eθ(2X̄ ) = θ, ∀θ ∈ Θ,

άρα ο T (X
˜

) = 2X̄ είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

Λόγω της Παρατήρησης 1.1.6, για να ϐρούµε το Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα του T (X
˜

),
αρκεί να υπολογίσουµε τη διασπορά του. Οπότε,

VarθT = Varθ(2X̄ ) = Varθ

2
n

n∑
i=1

Xi

 = (2
n

)2
Varθ

 n∑
i=1

Xi

 =
4
n2

n∑
i=1

VarθXi =
4
n2

n∑
i=1

θ2

12
=
θ2

3n
.

Συνεπώς, ΜΤΣ(T, θ) = Varθ(T ) =
θ2

3n
. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Έξοδος

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι η διασπορά µίας οµοιόµορφης τυχαίας µεταβλητής στο διά-

στηµα (a, b) (δηλαδή, όταν X ∼ U(a, b)) είναι VarX =
(a − b)2

12
, εποµένως, η διασπορά

της κατανοµής µας είναι
θ2

12
. ΄Οµως, από την Πρόταση 1.1.11, επειδή έχουµε ένα τυχαίο

δείγµα, η δειγµατική διασπορά S2
είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής της διασποράς της

κατανοµής, δηλαδή

EθS
2 =

θ2

12
⇒ Eθ(12S2) = θ2, ∀θ ∈ Θ,

άρα ο T (X
˜

) = 12S2
είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2

. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή και η διασπορά µίας Poisson τυχαίας µεταβλητής

µε παράµετρο λ (δηλαδή, όταν X ∼ P(λ)) είναι EX = VarX = λ, εποµένως, η µέση τιµή

της κατανοµής µας είναι θ. ΄Αρα, ένας αµερόληπτος εκτιµητής για το θ είναι ο X , οπότε

είναι εύλογο να δοκιµάσω για αµερόληπτο εκτιµητή του θ2
, τον X2

.

Eθ(X2) = VarθX + (EθX )2 = θ + θ2 = EθX + θ2 ⇒ Eθ(X2) = EθX + θ2 ⇒ Eθ(X2) − EθX =
θ2 ⇒ Eθ(X2 − X ) = θ2 ⇒ Eθ(X (X − 1)) = θ2

, ∀θ ∈ Θ. Συνεπώς, ο T (X ) = X (X − 1) είναι

ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ2
. �
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Έξοδος

Απόδειξη : Στη συγκεκριµένη περίπτωση µας Ϲητείται να υπολογίσουµε έναν αµερόληπτο

εκτιµητή για µία παραµετρική συνάρτηση g(θ) η οποία είναι περίπλοκη, όµως µπορούµε

να παρατηρήσουµε ότι g(θ) = Pθ(X = k), οπότε εδώ χρησιµοποιείται το εξής τέχνασµα.

Θεωρούµε τη στατιστική συνάρτηση

T (X ) =

1 ,αν X = k

0 ,αν X , k.
.

Εποµένως,

Eθ(T (X )) = 1 · Pθ(T (X ) = 1) + 0 · Pθ(T (X ) = 0) = Pθ(T (X ) = 1) =

Pθ(X = k) = e−θ
θk

k!
, ∀θ ∈ Θ.

Συνεπώς ο εκτιµητής T (X ) είναι αµερόληπτος για την g(θ). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.5
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Απόδειξη : Επειδή οι X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές, από τις αναπα-

ϱαγωγικές ιδιότητες προκύπτει ότι η στατιστική συνάρτηση

T = T (X
˜

) =
n∑
i=1

Xi ∼ B(
n∑
i=1

ni , θ).

Εποµένως,

EθT = (
n∑
i=1

ni)θ⇒ Eθ


1
n∑
i=1

ni

T

 = θ, ∀θ ∈ Θ.

Συνεπώς, ο εκτιµητής T1 = T1(X
˜

) =

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

ni

είναι αµερόληπτος του θ.

Ακόµα, λόγω της Παρατήρησης 1.1.6,

ΜΤΣ(T1, θ) = Varθ(T1(X
˜

)) = Varθ



n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

ni

 =


1
n∑
i=1

ni


2

Varθ(
n∑
i=1

Xi) ⇒ ΜΤΣ(T1, θ) =

θ(1 − θ)
n∑
i=1

ni

. �
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Έξοδος

Απόδειξη : Για να αποτελεί η T αµερόληπτο εκτιµητή του θ πρέπει

EθT (X
˜

) = θ, ∀θ ∈ Θ.

Συνεπώς, EθT = θ ⇒ Eθ(a1T1 + a2T2) = θ ⇒ a1EθT1 + a2EθT2 = θ ⇒ a1θ + a2θ = θ και

η τελευταία πρέπει να ισχύει ∀θ ∈ Θ, εποµένως η Ϲητούµενη συνθήκη είναι a1+a2 = 1. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.7
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Απόδειξη :

1. Για να είναι ο Tc αµερόληπτος εκτιµητής του θ πρέπει να ισχύει, EθTc = θ, ∀θ ∈ θ.

Οπότε,

EθTc = Eθ(cX̄ + (1 − c)Ȳ ) = cEθ(X̄ ) + (1 − c)Eθ(Ȳ ) = cθ + (1 − c)θ = θ, ∀θ ∈ θ.

Συνεπώς, ο Tc είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ και αυτό συµβαίνει για κάθε

c ∈ R.

2. Επειδή, αυτοί οι εκτιµητές Tc ορίζουν µία οικογένεια αµερόληπτων εκτιµητών του

θ, σε αυτό το ερώτηµα ψάχνουµε εκείνη την τιµή του c η οποία ελαχιστοποιεί το

µέσο τετραγωνικό σφάλµα (ουσιαστικά τη διασπορά) του αµερόληπτου εκτιµητή Tc.

VarθTc = Varθ(cX̄ + (1 − c)Ȳ ) = c2Varθ(X̄ ) + (1 − c)2Varθ(Ȳ ) = c2 σ
2
1

n
+ (1 − c)2 σ

2
2

n
=

σ2
1 + σ

2
2

n
c2 − 2

σ2
2

n
c +

σ2
2

n
.

Παρατηρούµε ότι η διασπορά του Tc είναι ένα τριώνυµο ως προς c (της µορφής

ac2 + bc + d), το οποίο ελαχιστοποιείται για

c0 = −
b

2a
= −
−2 σ2

2
n

2 σ2
1+σ

2
2

n

=
σ2

2

σ2
1 + σ

2
2
.

Συνεπώς, ο καλύτερος εκτιµητής στην οικογένεια των αµερόληπτων εκτιµητών του

θ, είναι ο

Tc0 =
σ2

2

σ2
1 + σ

2
2
X̄ +

σ2
1

σ2
1 + σ

2
2
Ȳ .

�
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Απόδειξη : ΄Εστω T = T (X ) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής για το θ2
. Εφ΄ όσον η τυχαία

µεταβλητή X έχει κατανοµή Bernoulli, η πυκνότητα πιθανότητας δίνεται από τη σχέση,

P(X = x) = θx (1 − θ)1−x , x ∈ {0,1}.

Οπότε,

EθT = θ2 ⇔ T (0)P(X = 0) + T (1)P(X = 1) = θ2 ⇔ T (0)(1 − θ) + T (1)θ = θ2

⇔ θ2 + (T (0) − T (1))θ − T (0) = 0 (6.1)

και η Σχέση (6.1) ϑέλουµε να ισχύει ∀θ ∈ (0,1), άτοπο. Εποµένως δεν υπάρχει αµερόλη-

πτος εκτιµητής για το θ2
. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Απόδειξη : Κατ΄ αρχάς παρατηρούµε ότι η X είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή, άρα η

πυκνότητα πιθανότητας fX (x; θ) = Pθ(X = x) = θ(1 − θ)x . Οπότε,

EθT (X ) = 1 · Pθ(T (X ) = 1) + 0 · Pθ(T (X ) = 0) = Pθ(T (X ) = 1) =
Pθ(X = 0) = θ, ∀θ ∈ (0,1),

δηλαδή η στατιστική συνάρτηση T (X ) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

΄Οσον αφορά το ερώτηµα εάν αυτός ο εκτιµητής είναι αποδεκτός, µπορούµε να πούµε

ότι προσπαθούµε να εκτιµήσουµε την άγνωστη παράµετρο θ, η οποία παίρνει τιµές σε ένα

διάστηµα (0,1), µε τη συνάρτηση T (X ) η οποία παίρνει µόνο δύο τιµές (0 και 1), κάτι που

προφανώς δεν είναι καλό να το επιδιώκουµε, άρα ο αµερόληπτος εκτιµητής που ϐρήκαµε

είναι µη αποδεκτός µόνο και µόνο για αυτήν την ερµηνεία που δόθηκε. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.10
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Απόδειξη :

1. Για να είναι η στατιστική συνάρτηση

n∑
i=1

aiXi αµερόληπτος εκτιµητής του µ, πρέπει

E

 n∑
i=1

aiXi

 = µ, ∀µ.
΄Οµως,

E

 n∑
i=1

aiXi

 = n∑
i=1

aiEθ(Xi) = µ ⇔
n∑
i=1

aiµ = µ ⇔
n∑
i=1

ai = 1.

2. Ουσιαστικά ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε την Varθ

 n∑
i=1

aiXi

 µε τη συνθήκη

n∑
i=1

ai =

1, οπότε χρησιµοποιούµε πολλαπλασιαστές Lagrange, δηλαδή κατασκευάζουµε τη

συνάρτηση,

L = L(a1, . . . , an , λ) = Varθ

 n∑
i=1

aiXi

 − λ  n∑
i=1

ai − 1


=

n∑
i=1

a2
i VarθXi − λ

 n∑
i=1

ai − 1


=

n∑
i=1

a2
i σ

2 − λ

 n∑
i=1

ai − 1


= σ2

n∑
i=1

a2
i − λ

 n∑
i=1

ai − 1

.
Κατόπιν, παραγωγίζοντας την L, ως προς a1, . . . , an και λ σχηµατίζουµε ένα σύ-

στηµα n + 1 εξισώσεων µε n + 1 αγνώστους.
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∂L

∂a1
= 2a1σ2 − λ = 0 (1)

∂L

∂a2
= 2a2σ2 − λ = 0 (2)

. . .

∂L

∂an
= 2anσ2 − λ = 0 (n)

∂L

∂λ
= −

 n∑
i=1

ai − 1

 = 0 (n + 1)

Λύνοντας τις Εξισώσεις (1) − (n), ως προς a1, . . . , an αντίστοιχα προκύπτει,

a1 = a2 = ... = an =
λ

2σ2 (6.2)

και αντικαθιστώντας στην Εξίσωση (n + 1) έχουµε,

n∑
i=1

λ

2σ2 − 1 = 0⇒ λ =
2σ2

n
. (6.3)

Εποµένως, λόγω της της Εξίσωσης (6.2) συµπεραίνουµε ότι,

a1 = a2 = ... = an =
1
n

Τελικά, ο Ϲητούµενος εκτιµητής είναι ο T (X
˜

) =
1
n

n∑
i=1

Xi , δηλαδή ο γνωστός µας

δειγµατικός µέσος. Το συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι σε ένα τυχαίο δείγµα,

ο καλύτερος αµερόληπτος εκτιµητής (ο οποίος είναι γραµµική συνάρτηση του δείγ-

µατος) είναι ο δειγµατικός µέσος.
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω T (X ) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ, δηλαδή

Eθ(T (X )) = θ, ∀θ ∈ (0,∞).

΄Οµως,

Eθ(T (X )) = θ⇒
∞∑
x=0

T (x)
θx

x!
e−θ = θ⇒

∞∑
x=0

T (x)
θx

x!
= θeθ.

Αναπτύσσοντας στην τελευταία εξίσωση την eθ σε δυναµοσειρά προκύπτει,
∞∑
x=0

T (x)
θx

x!
= θ

∞∑
x=0

θx

x!
⇒

∞∑
x=0

T (x)
x!

θx =
∞∑
x=0

θx+1

x!
⇒

∞∑
x=0

T (x)
x!

θx =
∞∑
x=1

θx

(x − 1)!
⇒

T (0) +
∞∑
x=1

T (x)
x!

θx =
∞∑
x=1

1
(x − 1)!

θx , ∀θ ∈ (0,∞).

Επειδή το ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά είναι µοναδικό πρέπει να ισχύει,

T (0) = 0 και
T (x)
x!
=

1
(x − 1)!

, x = 1,2, . . .

∆ηλαδή, ο T (X ) = X είναι ο µοναδικός αµερόληπτος εκτιµητής του θ (λόγω της µοναδι-

κότητας του αναπτύγµατος). �
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Έξοδος

Απόδειξη : Αφού ο T είναι αµερόληπτος εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ),
ισχύει ότι,

EθT = g(θ), ∀ θ ∈ Θ.

Εποµένως,

EθS = Eθ(aT + b) = aEθT + b = ag(θ) + b, ∀ θ ∈ Θ.
∆ηλαδή, η πρόταση ισχύει.

Για να απαντήσουµε στο δεύτερο ερώτηµα µπορούµε να δείξουµε ότι δεν ισχύει ϕέρ-

νοντας ένα αντιπαράδειγµα. Παρατηρήστε ότι στην ΄Ασκηση 1.2.4, ενώ ο T (X ) = X είναι

αµερόληπτος εκτιµητής του θ, για την παραµετρική συνάρτηση f (θ) = θ2
, η συνάρτηση

f (T (X )) = X2
δεν είναι αµερόληπτος εκτιµητής της, αλλά ο T1(X ) = X (X − 1). Συνεπώς,

αν ο T είναι αµερόληπτος εκτιµητής της παραµετρικής συνάρτησης g(θ), ο f (T ) δεν είναι

αµερόληπτος εκτιµητής της f (g(θ)), εκτός εάν η f είναι γραµµική συνάρτηση. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.13
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Απόδειξη : Θεωρούµε ότι ο T = T (X1, X2) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θ2
,

εποµένως ∀θ ∈ (0,1),

EθT = θ2 ⇒

1∑
x1=0

1∑
x2=0

T (x1, x2)Pθ(X1 = x1, X2 = x2) = θ2 ⇒

T (0,0)Pθ(X1 = 0, X2 = 0) + T (0,1)Pθ(X1 = 0, X2 = 1)+
T (1,0)Pθ(X1 = 1, X2 = 0) + T (1,1)Pθ(X1 = 1, X2 = 1) = θ2 ⇒

T (0,0)Pθ(X1 = 0)Pθ(X1 = 0) + T (0,1)Pθ(X1 = 0)Pθ(X1 = 1)+
T (1,0)Pθ(X1 = 1)Pθ(X1 = 0) + T (1,1)Pθ(X1 = 1)Pθ(X1 = 1) = θ2 ⇒

T (0,0)(1 − θ)2 + T (0,1)(1 − θ)θ + T (0,1)θ(1 − θ) + T (1,1)θ2 = θ2 ⇒

{T (0,0)−T (0,1)−T (1,0)+T (1,1)}θ2+ {T (0,1)+T (1,0)−2T (0,0)}θ+T (0,0) = θ2. (6.4)

Η Εξίσωση (6.4) ϑέλουµε να ισχύει ∀θ ∈ (0,1) εποµένως για να συµβαίνει αυτό αρκεί,
T (0,0) − T (0,1) − T (1,0) + T (1,1) = 1
T (0,1) + T (1,0) − 2T (0,0) = 0
T (0,0) = 0

⇒


T (1,1) = 1
T (0,1) = −T (1,0)
T (0,0) = 0

∆ηλαδή η κλάση των αµερόληπτων εκτιµητών του θ2
είναι,

C = {T (x1, x2) : T (0,0) = 0, T (1,1) = 1, T (1,0) = −T (0,1)}.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.14

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 2.1.4 για να αποδείξετε ότι ικανοποιούνται οι

συνθήκες του Θεωρήµατος Cramer-Rao. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 78 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 2.1.4 για να αποδείξετε ότι ικανοποιούνται οι

ιδιότητες του Θεωρήµατος Cramer-Rao. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 79 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.5 για να ϐρείτε ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 80 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 2.1.4 για να αποδείξετε ότι ικανοποιούνται οι συν-

ϑήκες του Θεωρήµατος Cramer-Rao και την Πρόταση 2.1.5 για να ϐρείτε ΑΟΕ∆ εκτιµητή.

�

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.9 για να αποδείξετε ότι η T είναι επαρκής

και τον Ορισµό 2.1.8 για να διαπιστώσετε ότι η S δεν είναι επαρκής. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 82 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 2.1.8 για να διαπιστώσετε ότι η T δεν είναι επαρ-

κής. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 83 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.9 για να ϐρείτε επαρκή στατιστική συνάρτηση

και τον Ορισµό 2.1.15 για να ϐρείτε πλήρη στατιστική συνάρτηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 84 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.9 για να ϐρείτε επαρκή στατιστική συνάρτηση

και τον Ορισµό 2.1.15 για να ϐρείτε πλήρη στατιστική συνάρτηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.8
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 85 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Υπολογίστε την κατανοµή των τυχαίων µεταβλητών |Xi |, i = 1,2, . . . , n και

χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 2.2.7 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 86 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 2.1.10(1) για να ϐρείτε επαρκή στατιστική

συνάρτηση και τον Ορισµό 2.1.15 για να ϐρείτε πλήρη στατιστική συνάρτηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 87 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 2.1.15. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 88 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε ότι ο Ορισµός 2.1.15 δεν ισχύει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.12
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 89 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.9 για να ϐρείτε επαρκή στατιστική συνάρτηση

και αποδείξτε ότι ο Ορισµός 2.1.15 δεν ισχύει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.13
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 90 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 2.1.16. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 91 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Πόρισµα 2.1.17. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.15
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 92 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Πόρισµα 2.1.17. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.16
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 93 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Πόρισµα 2.1.17. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.17
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 94 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 2.1.10(1) για να ϐρείτε επαρκή στατιστική

συνάρτηση και τον Ορισµό 2.1.15 για να ϐρείτε πλήρη στατιστική συνάρτηση. Εφαρµόστε

το Πόρισµα 2.1.17 για να ϐρείτε τον ΑΟΕ∆ εκτιµητή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.18
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 95 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Πρόταση 2.1.20 για να ϐρείτε επαρκή και πλήρη στατι-

στική συνάρτηση και το Πόρισµα 2.1.17 για να ϐρείτε τους ΑΟΕ∆ εκτιµητές. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.19
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 96 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την ΄Ασκηση 2.2.16 και το Θεώρηµα 2.1.16. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.20
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 97 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να υπολογίσουµε το C.R.-Κ.Φ. πρέπει να δείξουµε ότι ισχύει το Θεώρηµα

Cramer-Rao, δηλαδή οι συνθήκες (Ι1) - (Ι5).

(Ι1) Ο παραµετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

(Ι2) - (Ι4) Για να δείξουµε ότι ισχύουν αυτές οι τρεις ιδιότητες, αρκεί να ισχύει το

Θεώρηµα 2.1.4. Αρχικά δείχνουµε ότι η κανονική κατανοµή ανήκει στην ΜΕΟΚ.

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜
, θ) > 0} = Rn+ δεν εξαρτάται από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

n∏
i=1

1
√

2πθ1/2
e−

(xi−µ)2
2θ =

1
(2π)n/2θn/2

e−
∑

(xi−µ)2
2θ ⇒

f (x
˜
, θ) = exp

−n2 ln(2π) −
n

2
ln θ −

1
2θ

n∑
i=1

(xi − µ)2

.

Θεωρούµε,

A(θ) = −
n

2
ln(2π) −

n

2
ln θ, B(x

˜
) = 0, c(θ) = −

1
2θ

και D(x
˜

) =
n∑
i=1

(xi − µ)2
.

Εποµένως η οικογένεια κατανοµών ανήκει στην ΜΕΟΚ.

Επειδή η ποσότητα c(θ) = −
1
2θ

έχει συνεχή και µη µηδενική παράγωγο,

c′(θ) =
1

2θ2 όταν θ ∈ (0,∞), ισχύουν οι συνθήκες (Ι2) − (Ι4), λόγω του Θεωρήµατος 2.1.4.

(Ι5) Θέλουµε να υπολογίσουµε τον αριθµό πηροφορίας Fisher. ΄Εχουµε τυχαίο δείγµα

εποµένως,

I(θ) = nI1(θ), όπου I1(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f (x; θ)
)
.

Οπότε,

f (x; θ) =
1

√
2πθ1/2

e−
(x−µ)2

2θ ⇒ ln f (x; θ) = −
1
2

ln(2π)−
1
2

ln θ−
(x − µ)2

2θ
⇒

∂

∂θ
ln f (x; θ) =

−
1
2θ
+

(x − µ)2

2θ2 ⇒
∂2

∂θ2 ln f (x; θ) =
1

2θ2 −
(x − µ)2

θ3 .
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΄Αρα, I1(θ) = −Eθ
{
−θ−3

[
(X − µ)2 −

θ

2

]}
= θ−3

{
Eθ(X − µ)2 −

θ

2

}
=

θ−3
{
VarθX −

θ

2

}
= θ−3

{
θ −

θ

2

}
=

1
2θ2 .

Τελικά, I(θ) = nI1(θ) =
n

2θ2 > 0 και πεπερασµένο ∀θ ∈ Θ = (0,∞).
Εφ΄ όσον οι συνθήκες του Θεωρήµατος Cramer-Rao αποδείχτηκαν, το C.R.-Κ.Φ. για

τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ1/2
είναι,

(g′(θ))2

I(θ)
=

((1/2)θ−1/2)2

n/(2θ2)
=

θ

2n
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.1
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Απόδειξη : ΄Οπως συνέβη και στην ΄Ασκηση 2.2.1 πρέπει να αποδειχθούν οι συνθήκες (Ι1)

- (Ι5) του Θεωρήµατος Cramer - Rao ή διαφορετικά να επαληθευτούν οι (Ι1), οι συνθήκες

του Θεωρήµατος 2.1.4 και η (Ι5).

(Ι1) Ο παραµετρικός χώρος Θ = (0,∞) είνα ανοικτό υποσύνολο του R.

(Ι2) - (Ι4) Η Poisson ανήκει στην ΜΕΟΚ διότι,

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜
, θ) > 0} = Rn+ δεν εξαρτάται από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

n∏
i=1

e−aiθ
(aiθ)xi

xi!
= e−

∑
aiθ

 n∏
i=1

axii

 θ∑
xi 1∏n

i=1 xi!
⇒

f (x
˜
, θ) = exp

−(
n∑
i=1

ai)θ −
n∑
i=1

ln xi! −
n∑
i=1

xi lnai + ln θ
n∑
i=1

xi


Θεωρούµε,

A(θ) = −(
n∑
i=1

ai)θ, B(x
˜

) =
n∑
i=1

ln xi! −
n∑
i=1

xi lnai , c(θ) = ln θ και

D(x
˜

) =
n∑
i=1

xi .

Εποµένως η οικογένεια κατανοµών ανήκει στην ΜΕΟΚ.

Επειδή η ποσότητα c(θ) = ln θ έχει συνεχή και µη µηδενική παράγωγο, c′(θ) =
1
θ

όταν

θ ∈ (0,∞), ισχύουν οι συνθήκες (Ι2) − (Ι4), λόγω του Θεωρήµατος 2.1.4.

(Ι5) Θέλουµε να υπολογίσουµε τον αριθµό πηροφορίας Fisher. ΄Εχουµε ανεξάρτητες

τυχαίες µεταβλητές εποµένως,

I(θ) =
n∑
i=1

Ii(θ), όπου Ii(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f (xi ; θ)
)
.

Οπότε,
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f (xi ; θ) = e−aiθ
(aiθ)xi

xi!
⇒ ln f (xi ; θ) = −aiθ + xi lnai + xi ln θ − ln xi! ⇒

∂

∂θ
ln f (xi ; θ) =

−ai +
xi
θ
⇒

∂2

∂θ2 ln f (xi ; θ) = −
xi
θ2 ⇒ Ii(θ) = −Eθ

(
−
Xi
θ2

)
⇒ Ii(θ) =

ai
θ

.

Τελικά, ο αριθµός πληροφορίας Fisher I(θ) =
∑n
i=1 ai
θ

> 0 και πεπερασµένος ∀θ ∈ (0,∞).
Εφ΄ όσον οι συνθήκες του Θεωρήµατος Cramer-Rao αποδείχτηκαν, το C.R.-Κ.Φ. για

τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών του g(θ) = θ είναι,

(g′(θ))2

I(θ)
=

1
(
∑n
i=1 ai)/θ

=
θ∑n
i=1 ai

.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.2
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Απόδειξη : Κατ΄ αρχάς ϑα αποδείξουµε ότι η οικογένεια κατανοµών ανήκει στην ΜΕΟΚ.

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜

; θ) > 0} = {0,1} × . . . {0,1} = {0,1}k δεν εξαρτάται από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

k∏
i=1

(
ni
xi

)
θxi (1 − θ)ni−xi =

 k∏
i=1

(
ni
xi

) θ∑
xi (1 − θ)

∑
ni−

∑
xi

= exp

 k∑
i=1

ln
(
ni
xi

)
+ (ln θ)

k∑
i=1

xi + ln(1 − θ)

 k∑
i=1

ni −
k∑
i=1

xi




= exp

 k∑
i=1

ln
(
ni
xi

)
+ ln(1 − θ)

k∑
i=1

ni + ln
( θ

1 − θ

) k∑
i=1

xi

.

Οπότε αν ϑέσουµε,

A(θ) = ln(1 − θ)
k∑
i=1

ni , B(x
˜

) =
k∑
i=1

ln
(
ni
xi

)
, c(θ) = ln

( θ

1 − θ

)
και D(x

˜
) =

k∑
i=1

xi ,

αποδεικνύεται ότι η οικογένεια κατανοµών ανήκει στην

ΜΕΟΚ.

Κατόπιν δείχνουµε ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες της Πρότασης 2.1.5,

a) Το σύνολο Θ = (0,1) είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

b) Η c(θ) = ln
( θ

1 − θ

)
έχει µη µηδενική παράγωγο, c′(θ) =

1
θ(1 − θ)

, η οποία είναι και

συνεχής όταν θ ∈ (0,1).
c) Επειδή οι τυχαίες µεταβλητές είναι ανεξάρτητες, ο αριθµός πληροφορίας Fisher

δίνεται από τη σχέση,

I(θ) =
k∑
i=1

Ii(θ), όπου Ii(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f (xi ; θ)
)
.

Οπότε, f (xi ; θ) =
(
ni
xi

)
θxi (1 − θ)ni−xi
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⇒ ln f (xi ; θ) = ln
(
ni
xi

)
+ (ln θ)xi + (ln(1 − θ))ni − (ln(1 − θ))xi

⇒
∂

∂θ
ln f (xi ; θ) =

xi
θ
−
ni − xi
1 − θ

⇒
∂2

∂θ2 ln f (xi ; θ) = −
xi
θ2 −

ni − xi
(1 − θ)2 .

Εποµένως,

Ii(θ) = −Eθ

(
−
Xi
θ2 −

ni − Xi
(1 − θ)2

)
=
EθXi
θ2 +

ni − EθXi
(1 − θ)2 =

niθ

θ2 +
ni − niθ

(1 − θ)2 ⇒

Ii(θ) =
ni

θ(1 − θ)
.

Τελικά, I(θ) =

k∑
i=1

ni

θ(1 − θ)
το οποίο είναι ϑετικό και πεπερασµένο.

Συνεπώς, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜

) =
k∑
i=1

Xi είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του g(θ) =

EθD(X
˜

) = Eθ

 k∑
i=1

Xi

 = k∑
i=1

niθ

ή διαφορετικά,

η στατιστική συνάρτηση

k∑
i=1

Xi

k∑
i=1

ni

είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 103 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να υπολογισθεί το C.R.-Κ.Φ. για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών

του θ και του θ2
πρέπει να αποδειχθούν οι συνθήκες (Ι1) - (Ι5) του Θεωρήµατος Cramer-

Rao.

(Ι1) Ο παραµετρικός χώρος Θ = (0,∞) είναι ανοικτό υποσύνολο του R.

(Ι2) - (Ι4) Κατ΄ αρχάς ϑα αποδείξουµε ότι η κατανοµή Gamma(a, θ) ανήκει στην ΜΕΟΚ.

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜

; θ) > 0} = Rn+ δεν εξαρτάται από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

n∏
i=1

1
Γ(a)θa

xa−1
i e−

xi
θ =

1
(Γ(a))nθna

 n∏
i=1

xi

a−1

e−
∑
xi
θ

= exp

−n ln(Γ(a)) − na ln θ + (a − 1)
n∑
i=1

ln xi −
1
θ

n∑
i=1

xi

.

Οπότε αν ϑέσουµε A(θ) = −n ln(Γ(a))− na ln θ, B(x
˜

) = (a − 1)
n∑
i=1

ln xi , c(θ) =
1
θ

και

D(x
˜

) =
n∑
i=1

xi καταλήγουµε στο συµπέρασµα που ϑέλουµε.

(Ι5) Επειδή έχουµε ένα τυχαίο δείγµα, ο αριθµός πληροφορίας Fisher δίνεται από τη

σχέση,

I(θ) = nI1(θ), όπου I1(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln f (x; θ)
)
.

Εποµένως,

f (x; θ) =
1

Γ(a)θa
xa−1e−

x
θ

⇒ ln f (x; θ) = − ln(Γ(a)) − a ln θ + (a − 1) ln x −
x

θ

⇒
∂

∂θ
ln f (x; θ) = −

a

θ
+
x

θ2
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⇒
∂2

∂θ2 ln f (x; θ) =
a

θ2 − 2
x

θ3

⇒ I1(θ) = −Eθ
( a
θ2 − 2

X

θ3

)
= 2

EθX

θ3 −
a

θ2 = 2
aθ

θ3 −
a

θ2 =
a

θ2 .

Τελικά, ∀θ ∈ (0,∞) ο αριθµός πληροφορίας Fisher I(θ) =
na

θ2 είναι ϑετικός και πεπερα-

σµένος.

Αρχικά υπολογίζουµε το C.R.-Κ.Φ. για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών της

g1(θ) = θ. ΄Ετσι,

I1 =
(g′1(θ))2

I(θ)
=
θ2

na

και έπειτα το C.R.-Κ.Φ. για τη διασπορά των αµερόληπτων εκτιµητών της g2(θ) = θ2
.

∆ηλαδή,

I2 =
(g′2(θ))2

I(θ)
=

4θ4

na
.

Τελειώνοντας ϑα ασχοληθούµε µε το ερώτηµα για ποιες παραµετρικές συναρτήσεις

µπορούµε να ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητές, µε χρήση της ανισότητας Cramer-Rao. Λόγω

της Πρότασης 2.1.5, και εφ΄ όσον έχει αποδειχθεί ότι ισχύουν οι συνθήκες του Θεωρή-

µατος Cramer-Rao, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜

) =
n∑
i=1

Xi είναι ΑΟΕ∆ εκτιµητής της

g(θ) = EθD(X
˜

) = Eθ

 n∑
i=1

Xi

 = n∑
i=1

EθXi = naθ και µόνο για αυτές τις παραµετρικές

συναρτήσεις, καθώς και γραµµικούς συνδυασµούς αυτών, µπορούµε να ϐρούµε ΑΟΕ∆

εκτιµητές µε χρήση της ανισότητας Cramer-Rao. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.4
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Απόδειξη : Επειδή οι X1 και X2 είναι ανεξάρτητες, f (x
˜

; θ) = f (x1; θ)f (x2; θ)
⇒ f (x

˜
; θ) = θx1 (1 − θ)1−x1θx2 (1 − θ)1−x2 = θx1+x2 (1 − θ)2−(x1+x2)

.

Οπότε από το παραγοντικό κριτήριο των Neyman-Fisher (Πρόταση 2.1.9), αν ϑέσουµε

h(x
˜

) = 1 και q(T (x
˜

), θ) = θx1+x2 (1 − θ)2−(x1+x2)
, η στατιστική συνάρτηση T (X

˜
) = X1 + X2

είναι επαρκής.

΄Οσον αφορά τη στατιστική συνάρτηση S αυτή δεν ϑα είναι επαρκής, αν δεν ισχύει ο

ορισµός, δηλαδή αν υπάρχει µία τιµή s της S για την οποία, η δεσµευµένη κατανοµή της

X
˜
|S = s να εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο θ. Θεωρούµε s = 1 και υπολογίζουµε

τη δεσµευµένη πιθανότητα,

P(X1 = 1, X2 = 0|X1 = 1) =
P(X1 = 1, X2 = 0, X1 = 1)

P(X1 = 1)
=
P(X1 = 1, X2 = 0)

P(X1 = 1)
=
P(X1 = 1)P(X2 = 0)

P(X1 = 1)
=

P(X2 = 0) = 1 − θ. Εξαρτάται από το θ, άρα η S δεν είναι επαρκής. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.5
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Απόδειξη : ΄Οπως και στην επίλυση της Ασκήσεως 2.2.5, ϑα δείξουµε ότι υπάρχει µία τιµή

t της T για την οποία, η δεσµευµένη κατανοµή της X
˜
|T = t να εξαρτάται από την άγνωστη

παράµετρο θ. Θεωρούµε t = 1 και υπολογίζουµε τη δεσµευµένη πιθανότητα,

P(X1 = 1, X2 = 0|X1 + X2 = 1) =
P(X1 = 1, X2 = 0, X1 + X2 = 1)

P(X1 + X2 = 1)
=

P(X1 = 1, X2 = 0)
P(X1 + X2 = 1)

=
P(X1 = 1)P(X2 = 0)

P(X1 = 1)P(X2 = 0) + P(X1 = 0)P(X2 = 1)
=

(1 − θ)2θ
(1 − θ)2θ + (1 − 2θ)θ

=
2 − 2θ
3 − 4θ

, εξαρτάται από το θ και συνεπώς η στατιστική συνάρ-

τηση T = T (X
˜

) = X1 + X2 δεν είναι επαρκής.

Παρατήρηση 6.3.1 Παρατηρήστε ότι στην ΄Ασκηση 2.2.5 όπου τα δεδοµένα µας αποτε-

λούν τυχαίο δείγµα, η στατιστική συνάρτηση T = T (X
˜

) = X1 + X2 είναι επαρκής, ενώ τώρα

που έχουµε απλά ανεξάρτητα δεδοµένα η ίδια στατιστική συνάρτηση δεν είναι επαρκής.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.6
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Απόδειξη : Αφού οι παρατηρήσεις µας είναι ανεξάρτητες,

f (x
˜

; θ) =
n∏
i=1

f (xi ; θ) =
n∏
i=1

1
θ
I(0,θ)(xi) =

1
θn

n∏
i=1

I(0,θ)(xi).

Θεωρούµε την µέγιστη παρατήρηση X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn} και την ελάχιστη παρατή-

ϱηση X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}, οπότε,

n∏
i=1

I(0,θ)(xi) =

1 ,0 < xi < θ, i = 1,2, . . . , n
0 , διαφορετικά.

=

1 ,0 < x(1) ≤ x(n) < θ

0 , διαφορετικά.
⇒

n∏
i=1

I(0,θ)(xi) = I(0,x(n)](x(1))I[x(1),θ)(x(n))

Τελικά, f (x
˜

; θ) =
1
θn
I(0,x(n)](x(1))I[x(1),θ)(x(n)).

Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε h(x
˜

) = I(0,x(n)](x(1)) και q(T (x
˜

), θ) =
1
θn
I[x(1),θ)(x(n)), τότε από το

παραγοντικό κριτήριο των Neyman - Fisher η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = X(n) είναι

επαρκής.

Θα δείξουµε, µε τον ορισµό, ότι η T = T (X
˜

) = X(n) είναι και πλήρης.

Η κατανοµή της X(n) δίνεται από τον τύπο,

fX(n) (t) = n(FX (t))n−1fX (t)

όπου fX (·) και FX (·) είναι αντίστοιχα η πυκνότητα πιθανότητας και η συνάρτηση κατανοµής

κάθε µίας από τις αρχικές µας παρατηρήσεις Xi , i = 1,2, . . . , n, δηλαδή

fX (t) =
1
θ
, όταν t ∈ (0, θ)

και

FX (t) =


0 , t ≤ 0
t

θ
, t ∈ (0, θ)

1 , t ≥ θ
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Συνεπώς,

fX(n) (t) = n
( t
θ

)n−1 1
θ
, t ∈ (0, θ).

Κατόπιν ϑεωρούµε µία οποιαδήποτε συνάρτηση φ : R→ R τέτοια ώστε ∀θ > 0,

Eθ(φ(T )) = 0⇒
∫ θ

0
φ(t)

n

θn
tn−1dt = 0⇒

n

θn

∫ θ

0
φ(t)tn−1dt = 0⇒∫ θ

0
φ(t)tn−1dt = 0⇒

d

dθ

∫ θ

0
φ(t)tn−1dt = 0⇒ φ(θ)θn−1 = 0, ∀θ > 0⇒

φ(θ) = 0, ∀θ > 0⇒ φ(t) = 0, ∀t > 0, εποµένως η T = T (X
˜

) = X(n) είναι και πλήρης. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.7
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Απόδειξη : Αφού οι παρατηρήσεις µας είναι ανεξάρτητες,

f (x
˜

; θ) =
n∏
i=1

f (xi ; θ) =
n∏
i=1

e−(xi−θ)I[θ,∞)(xi) = exp

− n∑
i=1

xi + nθ

 n∏
i=1

I[θ,∞)(xi).

Θεωρούµε την ελάχιστη παρατήρηση X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}, οπότε,

n∏
i=1

I[θ,∞)(xi) =

1 , θ ≤ xi , i = 1,2, . . . , n
0 , διαφορετικά.

=

1 , θ ≤ x(1)

0 , διαφορετικά.
= I[θ,∞)(x(1))

Τελικά, f (x
˜

; θ) = exp

− n∑
i=1

xi + nθ

 I[θ,∞)(x(1)).

Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε h(x
˜

) = exp

− n∑
i=1

xi

 και q(T (x
˜

), θ) = enθI[θ,∞)(x(1)), τότε από

το παραγοντικό κριτήριο των Neyman - Fisher η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = X(1) είναι

επαρκής.

Θα δείξουµε, µε τον ορισµό, ότι η T = T (X
˜

) = X(1) είναι και πλήρης.

Η κατανοµή της X(1) δίνεται από τον τύπο,

fX(1) (t) = n(1 − FX (t))n−1fX (t)

όπου fX (·) και FX (·) είναι αντίστοιχα η πυκνότητα πιθανότητας και η συνάρτηση κατανοµής

κάθε µίας από τις αρχικές µας παρατηρήσεις Xi , i = 1,2, . . . , n, δηλαδή

fX (t) = e−(t−θ), όταν t ∈ [θ,∞)

και

FX (t) =

0 , t < θ

1 − e−(t−θ) , t ∈ [θ,∞)

Συνεπώς,

fX(1) (t) = n
(
1 − (1 − e−(t−θ))

)n−1
e−(t−θ), t ∈ [θ,∞).
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Κατόπιν ϑεωρούµε µία οποιαδήποτε συνάρτηση φ : R→ R τέτοια ώστε ∀θ > 0,

Eθ(φ(T )) = 0⇒
∫ ∞

θ
φ(t)ne−n(t−θ)dt = 0⇒ nenθ

∫ ∞

θ
φ(t)e−ntdt = 0⇒

∫ ∞

θ
φ(t)e−ntdt =

0⇒
d

dθ

∫ ∞

θ
φ(t)e−ntdt = 0⇒ −φ(θ)e−nθ = 0, ∀θ ∈ R⇒

φ(θ) = 0, ∀θ ∈ R⇒ φ(t) = 0, ∀t ∈ R, εποµένως η T = T (X
˜

) = X(1) είναι και πλήρης. �
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Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι όταν µία τυχαία µεταβλητή X ∼ U(−θ, θ), τότε η τυχαία

µεταβλητή Y = |X | ∼ U(0, θ).
΄Εστω, γενικά, FY (y) και fY (y) =

d

dy
FY (y) είναι, αντίστοιχα, η συνάρτηση κατανοµής και

η πυκνότητα πιθανότητας της τ.µ. Y , τότε για y > 0
F|X |(y) = P(|X | ≤ y) = P(−y ≤ X ≤ y) = P(X ≤ y) − P(X ≤ −y) = FX (y) − FX (−y) ⇒

f|X |(y) =
d

dy
F|X |(y) =

d

dy
FX (y)−

d

d(−y)
FX (−y)

d(−y)
d(y)

= fX (y)+ fX (−y) =
1
2θ
+

1
2θ
=

1
θ

, όταν

0 < y < θ, δηλαδή η τυχαία µεταβλητή Y = |X | ∼ U(0, θ).
Εποµένως, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 2.2.7, η στατιστική συνάρτηση

|X |(n) = max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn |}

είναι επαρκής και πλήρης. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.9
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Απόδειξη : Επειδή το δείγµα είναι τετριµµένα επαρκής στατιστική συνάρτηση (ϐλ. Παρα-

τήρηση 2.1.10(1)) και στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε µόνο µία τυχαία µεταβλητή,

αυτή ϑα είναι επαρκής, δηλαδή T (X ) = X είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση.

Αφού ϑέλουµε να δείξουµε ότι η T (X ) = X είναι και πλήρης στατιστική συνάρτηση,

πρέπει να ισχύει.

Eθφ(X ) = 0, ∀θ ∈ {−1,0,1} ⇒ φ(x) = 0 ∀x και ∀φ.

΄Οµως,

Eθφ(X ) = 0⇒
3∑
x=1

φ(x)Pθ(X = x) = 0⇒

θ = −1 , φ(1)P−1(X = 1) + φ(2)P−1(X = 2) + φ(3)P−1(X = 3) = 0
θ = 0 , φ(1)P0(X = 1) + φ(2)P0(X = 2) + φ(3)P0(X = 3) = 0
θ = 1 , φ(1)P1(X = 1) + φ(2)P1(X = 2) + φ(3)P1(X = 3) = 0

⇒
φ(1)

1
6
+ φ(2)

1
6
+ φ(3)

2
3
= 0

φ(1)
1
3
+ φ(2)

1
3
+ φ(3)

1
3
= 0

φ(1)
2
3
+ φ(2)

1
6
+ φ(3)

1
6
= 0


⇒ φ(1) = φ(2) = φ(3) = 0.

∆ηλαδή φ(x) = 0, ∀x και για κάθε συνάρτηση φ, εποµένως η στατιστική συνάρτηση

T (X ) = X είναι και πλήρης. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.10
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Απόδειξη : Αφού η S είναι πλήρης στατιστική συνάρτηση, τότε Eθφ(S) = 0⇒ φ(s) = 0 για

κάθε δυνατή τιµή της S και για κάθε συνάρτηση φ.

Θεωρούµε ψ(S) = φ1(S) − φ2(S) = T1 − T2 και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι οι T1 και

T2 είναι αµερόληπτοι εκτιµητές του θ προκύπτει ότι,

Eθψ(S) = Eθ(φ1(S) − φ2(S)) = Eθφ1(S) − Eθφ2(S) = θ − θ = 0.

Επειδή η S είναι πλήρης στατιστική συνάρτηση έπεται ότι ψ(s) = 0 για κάθε δυνατή τιµή

s της S, εποµένως T1 = T2. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.11
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Απόδειξη : Αν ϑεωρήσουµε ως συνάρτηση της T την φ(T ) = φ(X1, X2) = X2
1 − X2 − 1, τότε

αυτή, προφανώς παίρνει µη µηδενικές τιµές, ενώ

Eθφ(T ) = Eθ(X2
1 − X2 − 1) = EθX2

1 − EθX2 − 1 = VarθX1 + (EθX1)2 − EθX1 − 1 =
1 + θ2 − θ2 − 1 = 0.

Εποµένως, λόγω του Ορισµού 2.1.15, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = (X1, X2) δεν

είναι πλήρης. �
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Απόδειξη : Αφού οι παρατηρήσεις µας είναι ανεξάρτητες,

f (x
˜

; θ) =
n∏
i=1

f (xi ; θ) =
n∏
i=1

1
√

2πθ
e−

(xi−θ)2

2θ2 =
1

(2π)n/2θn
exp

− 1
2θ2

n∑
i=1

(xi − θ)2

 = exp

−n2 ln 2π − n ln θ −
1

2θ2

n∑
i=1

x2
i −

n

2
+

1
θ

n∑
i=1

xi


Αν ϑέσουµε q(T (x

˜
); θ) = exp

−n ln θ −
1

2θ2

n∑
i=1

x2
i +

1
θ

n∑
i=1

xi

 µε T (x
˜

) =

 n∑
i=1

xi ,
n∑
i=1

x2
i


και h(x

˜
) = exp

{
−
n

2
ln 2π −

n

2

}
, τότε f (x

˜
; θ) = q(T (x

˜
); θ)h(x

˜
) οπότε, σύµφωνα µε το κριτή-

ϱιο των Neyman-Fisher, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) =

 n∑
i=1

Xi ,
n∑
i=1

X2
i

 είναι επαρκής.

΄Οσον αφορά την πληρότητα, παρατηρούµε ότι η συνάρτηση

φ(T ) =
1

n(n + 1)

 n∑
i=1

Xi

2

−
1

2n

n∑
i=1

X2
i

έχει µη µηδενικές τιµές, ενώ

Eθφ(T ) = Eθ

 1
n(n + 1)

 n∑
i=1

Xi

2

−
1

2n

n∑
i=1

X2
i

 =
1

n(n + 1)

Varθ
 n∑
i=1

Xi

 + Eθ  n∑
i=1

Xi

2 − 1
2n
Eθ

 n∑
i=1

X2
i

 =
1

n(n + 1)
(nθ2 + n2θ2) −

1
2n

2nθ2 = θ2 − θ2 = 0

εποµένως, λόγω του Ορισµού 2.1.15, η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) δεν είναι πλήρης.

Παρατήρηση 6.3.2 Παρατηρήστε ότι ενώ έχουµε µία µονοδιάστατη άγνωστη παράµετρο

θ, η ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση είναι διδιάστατη.

�
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Απόδειξη :

1. Από την λύση της Ασκήσεως 2.2.3, προκύπτει για k = 3 και ni = 1,∀i = 1,2,3, ότι

η οικογένεια κατανοµών της B(1, θ) ανήκει στην ΜΕΟΚ, δηλαδή στην ΠΕΟΚ τάξεως

1, µε

A(θ) = 3 ln(1 − θ), B(x
˜

) = 0, c(θ) = ln
( θ

1 − θ

)
και D(x

˜
) =

3∑
i=1

xi

εποµένως, λόγω της Πρότασης 2.1.20, η στατιστική συνάρτηση D(x
˜

) =
3∑
i=1

Xi είναι

επαρκής και επειδή το πεδίο τιµών της c(θ) = ln
( θ

1 − θ

)
∈ R περιέχει ανοικτό

υποσύνολο του R, η στατιστική συνάρτηση D(x
˜

) =
3∑
i=1

Xi είναι και πλήρης.

2. EθS1 = 1 ·P(S1 = 1)+0 ·P(S1 = 0) = P(S1 = 1) = P(X1 = 1) = θ, ∀θ ∈ (0,1), δηλαδή

ο S1 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ.

Οµοίως,

EθS1 = 1 · P(S1 = 1) + 0 · P(S1 = 0) = P(S1 = 1) = P(X1 = 1, X2 = 1) =

P(X1 = 1)P(X2 = 1) = θθ = θ2
, ∀θ ∈ (0,1).

Εποµένως, ο S2 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ2
.

3. Επειδή ο S1 είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ και η στατιστική συνάρτηση D =

D(x
˜

) =
3∑
i=1

Xi είναι επαρκής και πλήρης, έπεται, λόγω του Θεωρήµατος 2.1.16 ότι ο

S∗1 = E(S1|D) είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ.

΄Οµως, S∗1 = E(S1|D) = 1 · P(S1 = 1|D) + 0 · P(S1 = 0|D) = P(S1 = 1|D).
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΄Οπου,

P(S1 = 1|D = d) =
P(X1 = 1, X1 + X2 + X3 = d)

P(X1 + X2 + X3 = d)
⇒

P(S1 = 1|D = d) =
P(X1 = 1, X2 + X3 = d − 1)

P(X1 + X2 + X3 = d)
. (6.5)

Επειδή κάθε Xi ∼ B(1, θ), από τις αναπαραγωγικές ιδιότητες προκύπτει ότι,

D = X1 + X2 + X3 ∼ B(3, θ)⇒ fD(d) =
(

3
d

)
θd(1 − θ)3−d

(6.6)

και

X1 + X2 ∼ B(2, θ)⇒ fX1+X2 (d − 1) =
(

2
d − 1

)
θd−1(1 − θ)2−(d−1)

(6.7)

΄Αρα, η Εξίσωση (6.5), λόγω των (6.6) και (6.7), γίνεται.

P(S1 = 1|D = d) =
θ

(
2

d − 1

)
θd−1(1 − θ)2−(d−1)(

3
d

)
θd(1 − θ)3−d

=
d

3
.

Εποµένως, P(S1 = 1|D) = E(S1|D) =
D

3
=

1
3

n∑
i=1

Xi = X̄ .

Οµοίως, S∗2 = E(S2 = 1|D) = P(S2 = 1|D) =
D(D − 1)

6
είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆

εκτιµητής του θ2
.

Επίσης, επειδή g(θ) = P(X1 ≥ X2) = 1 − P(X1 < X2) = 1 − P(X1 = 0, X2 = 1) =

1− (1−θ)θ = 1−θ+θ2
, έπεται ότι ο εκτιµητής 1−

D

3
+
D(D − 1)

6
είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆

εκτιµητής της g(θ). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.14
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Απόδειξη : Με απλή χρήση της Πρότασης 2.1.20, µπορεί να δειχθεί ότι η στατιστική

συνάρτηση

 n∑
i=1

Xi ,
n∑
i=1

X2
i

 είναι επαρκής και πλήρης.

Επιπλέον, επειδή ισχύει η Πρόταση 1.1.11, η δειγµατική διασπορά

S2 =
1

n − 1

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2 =
1

n − 1

 n∑
i=1

X2
i −

1
n

 n∑
i=1

Xi

2
είναι αµερόληπτος εκτιµητής της διασποράς της κατανοµής, δηλαδή του σ2

και αφού

είναι συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης, έπεται, λόγω του

Πορίσµατος 2.1.17, ότι ο S2
είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του σ2

. Εποµένως για να

ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητή του σk είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ως πιθανό εκτιµητή τον Sk

και υπολογίζοντας την µέση του τιµή να οδηγηθούµε σε αµερόληπτο, άρα και σε ΑΟΕ∆,

εκτιµητή του σk.
Υπενθυµίζουµε σε αυτό το σηµείο ότι σύµφωνα µε την Πρόταση 2.1.22, η στατιστική

συνάρτηση T = (n − 1)
S2

σ2 ∼ X
2
n−1.

ESk = E(S2)k/2 = E

(
n − 1
σ2

σ2

n − 1
S2

)k/2

=
σk

(n − 1)k/2
ETk/2

, T ∼ X2
n−1.

Ενώ,

ETk/2 =

∫ ∞

0
tk/2 1
Γ((n − 1)/2)2(n−1)/2

t(n−1)/2−1e−t/2dt =

1
Γ((n − 1)/2)2(n−1)/2

∫ ∞

0
t(k+n−1)/2−1e−t/2dt =

1
Γ((n − 1)/2)2(n−1)/2

2(k+n−1)/2Γ((n − 1 + k)/2) = 2k/2 Γ((n − 1 + k)/2)
Γ((n − 1)/2)

.

Από τα παραπάνω εξάγεται το συµπέρασµα ότι ο εκτιµητής(n − 1
2

)k/2 Γ((n − 1)/2)
Γ((n − 1 + k)/2)

Sk
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είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του σk. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.15
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Απόδειξη :

1. Στην ΄Ασκηση 2.2.7 αποδείχτηκε ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) = X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}
είναι επαρκής και πλήρης, µε πυκνότητα πιθανότητας,

fT (t) =
n

θn
tn−1, t ∈ (0, θ).

Υπολογίζοντας την µέση τιµή της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T
προκύπτει,

EθT =

∫ θ

0
t
n

θn
tn−1dt =

n

n + 1
θ⇒ Eθ

(n + 1
n

X(n)

)
= θ, ∀θ > 0.

Εποµένως, σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.1.17, η στατιστική συνάρτηση
n + 1
n

X(n) είναι

ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ.

Για να ϐρούµε ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr , r > 0 µπορούµε να εργαστούµε µε δύο

τρόπους, ως εξής.

Α΄ τρόπος

Εφ΄ όσον η στατιστική συνάρτηση T = X(n) χρησιµοποιείται για να ϐρούµε ΑΟΕ∆

εκτιµητή του θ, είναι λογικό η T r να µας ϐοηθήσει για την εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή

του θr .

Οπότε,

EθT r =

∫ θ

0
tr
n

θn
tn−1dt =

n

n + r
θr ⇒ Eθ

(n + r
n

X r(n)

)
= θr , ∀θ > 0.

∆ηλαδή, η στατιστική συνάρτηση
n + r

n
X r(n) είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

θr , r > 0.

Β΄ τρόπος
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΄Εστω S(T ) είναι ένας αµερόληπτος εκτιµητής του θr , ο οποίος είναι συνάρτηση της

επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης T , ουσιαστικά ο S(T ), σύµφωνα µε

το Πόρισµα 2.1.17, είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr , τότε ισχύει,

EθS(T ) = θr ⇔
∫ θ

0
s(t)

n

θn
tn−1dt = θr ⇔ n

∫ θ

0
s(t)tn−1dt = θn+r ⇔ n

d

dθ

∫ θ

0
s(t)tn−1dt =

d

dθ
θn+r ⇔ ns(θ)θn−1 = (n + r)θn+r−1 ⇔

s(θ) =
n + r

n
θr ⇔ s(t) =

n + r

n
tr .

∆ηλαδή, η στατιστική συνάρτηση
n + r

n
X r(n) είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του

θr , r > 0.

2. Για να ϐρούµε τον καλύτερο εκτιµητή της µορφής Sc = cX(n) πρέπει να ελαχιστο-

ποιήσουµε το Μ.Τ.Σ. ως προς c.

Μ.Τ.Σ.(Sc, θ) = VarθSc + (EθSc − θ)2
(6.8)

΄Οµως,

EθSc = Eθ(cX(n)) = cEθX(n) = c
n

n + 1
θ.

VarθSc = Varθ(cX(n)) = c2VarθX(n) = c2
{
EθX2

(n) + (EθX(n))2
}
= c2

{
n

n + 2
θ2 −

n2

(n + 1)2 θ
2
}
=

c2 n

(n + 2)(n + 1)2 θ
2
.

Εποµένως, αντικαθιστώντας στην Εξίσωση 6.8 προκύπτει ότι,

Μ.Τ.Σ.(Sc, θ) = c2 n

(n + 2)(n + 1)2 θ
2 + (c

n

n + 1
θ − θ)2 ⇒
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Μ.Τ.Σ.(Sc, θ) =
{

n

(n + 2)(n + 1)2 +
n2

(n + 1)2

}
θ2c2 −

2n
n + 1

θ2c + θ2
.

Συνεπώς, το παραπάνω τριώνυµο ελαχιστοποιείται για την τιµή

c =
−

2n
n + 1

θ2

2
{

n

(n + 2)(n + 1)2 +
n2

(n + 1)2

}
θ2

=
n + 2
n + 1

.

΄Αρα, ο καλύτερος εκτιµητής, µε κριτήριο το Μ.Τ.Σ., είναι ο S =
n + 2
n + 1

X(n).

Παρατήρηση 6.3.3 Παρατηρήστε ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ,
n + 1
n

X(n) είναι της µορφής

cX(n) και επειδή ο καλύτερος µεταξύ των εκτιµητών αυτής της µορφής είναι ο S =
n + 2
n + 1

X(n),

έπεται ότι ο ΑΟΕ∆ εκτιµητής είναι µη αποδεκτός µε κριτήριο το Μ.Τ.Σ. (ϐλ. Ορισµό 1.1.8).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.16
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Απόδειξη : Αρχικά ϑα ϐρούµε µία επαρκή και πλήρη στατιστική συνάρτηση. Η οικογένεια

κατανοµών που µας δίνεται ανήκει στην ΠΕΟΚ διάστασης 1 (ΜΕΟΚ), διότι,

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜

; θ) > 0} = Rn+ δεν εξαρτάται από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

n∏
k=1

1
Γ(k)θk

xk−1
k e−

xk
θ =

1
(
∏n

k=1 Γ(k))θn(n+1)/2

n∏
k=1

xk−1
k e−

∑
xk
θ

= exp

− n∑
k=1

lnΓ(k) −
n(n + 1)

2
ln θ +

n∑
k=1

(k − 1) ln xk −
1
θ

n∑
k=1

xk

.

Οπότε αν ϑέσουµε,

A(θ) = −
n∑
k=1

lnΓ(k) −
n(n + 1)

2
ln θ, B(x

˜
) =

n∑
k=1

(k − 1) ln xk, c(θ) = −
1
θ

και D(x
˜

) =

n∑
k=1

xk καταλήγουµε στο συµπέρασµα που ϑέλουµε.

Κάνοντας χρήση της Πρότασης 2.1.20, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜

) =
n∑
k=1

Xk είναι επαρ-

κής και επειδή το πεδίο τιµών της c(θ) = −
1
θ
∈ R− περιέχει ανοικτό υποσύνολο του R,

είναι και πλήρης.

Η εύρεση ΑΟΕ∆ εκτιµητή του θ, ανάγεται πλέον στο πρόβληµα ύπαρξης αµερόλη-

πτου εκτιµητή του θ ο οποίος είναι συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής

συνάρτησης D(X
˜

) =
n∑
k=1

Xk. Υπολογίζοντας την EθD(X
˜

) προκύπτουν τα εξής,

EθD(X
˜

) = Eθ
n∑
k=1

Xk =
n∑
k=1

EθXk =
n∑
k=1

kθ =
n(n + 1)

2
θ⇒
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Eθ

 2
n(n + 1)

n∑
k=1

Xk

 = θ.

∆ηλαδή ο εκτιµητής
2

n(n + 1)

n∑
k=1

Xk, ως αµερόληπτος εκτιµητής του θ και συνάρ-

τηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης D(X
˜

), είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆

εκτιµητής του θ (ϐλ. Πόρισµα 2.1.17).

Εφ΄ όσον η στατιστική συνάρτηση D =
n∑
k=1

Xk χρησιµοποιήθηκε για την εύρεση ΑΟΕ∆

εκτιµητή του θ, είναι λογικό να δουλέψουµε µε τον Dr για την εκτίµηση του θr . Υπενθυ-

µίζουµε ότι οι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Xk ∼ Gamma(k, θ), k = 1,2, . . . , n, άρα η

τ.µ.

D =
n∑
k=1

Xk ∼ Gamma(
n∑
k=1

k, θ) ≡ Gamma(
n(n + 1)

2
, θ).

EθDr =

∫ ∞

0
x r

1
Γ(n(n + 1)/2)θn(n+1)/2

xn(n+1)/2−1e−
x
θ dx =

Γ(n(n + 1)/2 + r)
Γ(n(n + 1)/2)

θr ⇒

Eθ

{
Γ(n(n + 1)/2)
Γ(n(n + 1)/2 + r)

Dr
}
= θr , ∀θ > 0 και r > −

n(n + 1)
2

.

Εποµένως, σύµφωνα µε το Πόρισµα 2.1.17, η στατιστική συνάρτηση
Γ(n(n + 1)/2)
Γ(n(n + 1)/2 + r)

Dr

είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θr . �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.17
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Απόδειξη : Επειδή το δείγµα είναι τετριµµένα επαρκής στατιστική συνάρτηση (ϐλ. Παρα-

τήρηση 2.1.10(1)) και στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε µόνο µία τυχαία µεταβλητή,

αυτή ϑα είναι επαρκής, δηλαδή T (X ) = X είναι επαρκής στατιστική συνάρτηση.

Θα δείξουµε ότι η T (X ) = X είναι και πλήρης στατιστική συνάρτηση, δηλαδή πρέπει

να ισχύει.

Eθφ(X ) = 0, ∀θ ∈ {0,1} ⇒ φ(x) = 0 ∀x και ∀φ.

΄Οµως,

Eθφ(X ) = 0⇒
2∑
x=1

φ(x)Pθ(X = x) = 0⇒

θ = 0 , φ(−1)P0(X = −1) + φ(2)P0(X = 2) = 0
θ = 1 , φ(−1)P1(X = −1) + φ(2)P1(X = 2) = 0

}
⇒

φ(−1)
2
3
+ φ(2)

1
3
= 0

φ(−1)
1
3
+ φ(2)

2
3
= 0

⇒ φ(−1) = φ(2) = 0.

∆ηλαδή φ(x) = 0, ∀x και για κάθε συνάρτηση φ, εποµένως η στατιστική συνάρτηση

T (X ) = X είναι και πλήρης.

Επίσης, παρατηρούµε τα εξής,

θ = 0, E0X = (−1)P0(X = −1) + 2P0(X = 2) = −
2
3
+ 2

1
3
= 0

και

θ = 1, E1X = (−1)P1(X = −1) + 2P1(X = 2) = −
1
3
+ 2

2
3
= 1

∆ηλαδή,

∀θ ∈ Θ = {0,1}, EθX = θ,

εποµένως η στατιστική συνάρτηση X είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ και συνάρτηση

της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης, άρα είναι και ο µοναδικός ΑΟΕ∆
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εκτιµητής του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.18
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρχικά ϑα ϐρούµε µία επαρκή και πλήρη στατιστική συνάρτηση. Η οικογένεια

κατανοµών που µας δίνεται ανήκει στην ΠΕΟΚ διάστασης 1 (ΜΕΟΚ), διότι,

1. Το σύνολο S = {x
˜

: f (x
˜

; θ) > 0} = {0,1, . . .} × {0,1, . . .} × . . . {0,1, . . .} δεν εξαρτάται

από το θ.

2. f (x
˜
, θ) =

n∏
i=1

e−θti
(θti)xi

xi!
= e−θ

∑n
i=1 tiθ

∑n
i=1 xi

n∏
i=1

txii

n∏
i=1

1
xi!

= exp

−θ n∑
i=1

ti +
n∑
i=1

xi ln ti −
n∑
i=1

ln xi! + ln θ
n∑
i=1

xi

.

Θέτουµε,

A(θ) = −θ
n∑
i=1

ti , B(x
˜

) =
n∑
i=1

xi ln ti −
n∑
i=1

ln xi!, c(θ) = ln θ και D(x
˜

) =
n∑
i=1

xi και

καταλήγουµε στο συµπέρασµα που ϑέλουµε.

Κάνοντας χρήση της Πρότασης 2.1.20, η στατιστική συνάρτηση D(X
˜

) =
n∑
i=1

Xi είναι επαρ-

κής και επειδή το πεδίο τιµών της c(θ) = − ln θ ∈ R περιέχει ανοικτό υποσύνολο του R,

είναι και πλήρης.

Επειδή οι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές Xi ∼ P(θti), έπεται από τις αναπαραγωγικές

ιδιότητες ότι η στατιστική συνάρτηση

D = D(X
˜

) =
n∑
i=1

Xi ∼ P(θ
n∑
i=1

ti),

άρα

EθD = θ
n∑
i=1

ti ⇒ Eθ

{
1∑n
i=1 ti

D

}
= θ, ∀ θ > 0. (6.9)
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Κάνοντας χρήση του Πορίσµατος 2.1.17 προκύπτει ότι ο αµερόληπτος εκτιµητής
1∑n
i=1 ti

D

του θ, αφού είναι συνάρτηση της επαρκούς και πλήρους στατιστικής συνάρτησης D είναι

και ο µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ.

Οµοίως,

EθD2 = VarθD + (EθD)2 = θ
n∑
i=1

ti + (
n∑
i=1

ti)2θ2
.

Η παραπάνω σχέση, λόγω της Εξίσωσης 6.9, γίνεται

EθD2 = EθD + (
n∑
i=1

ti)2θ2 ⇒ Eθ


D(D − 1)

(
n∑
i=1

ti)2


= θ2

, ∀θ > 0.

Οπότε, όπως και προηγουµένως, η στατιστική συνάρτηση
D(D − 1)

(
n∑
i=1

ti)2

είναι ο µοναδικός

ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.19
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Απόδειξη : Επειδή έχουµε ένα τυχαίο δείγµα γνωρίζουµε ότι ο δειγµατικός µέσος X̄ είναι

αµερόληπτος εκτιµητής της µέσης τιµής της κατανοµής
θ

2
(ϐλ. Πρόταση 1.1.10), δηλαδή

EθX̄ =
θ

2
⇒ Eθ(2X̄ ) = θ, ∀ θ > 0.

΄Αρα ο 2X̄ είναι αµερόληπτος εκτιµητής του θ. Επίσης στην ΄Ασκηση 2.2.7 αποδείχτηκε

ότι η στατιστική συνάρτηση X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn} είναι επαρκής και πλήρης, εποµέ-

νως, λόγω του Θεωρήµατος 2.1.16, ο εκτιµητής S = Eθ(2X̄ |X(n)) είναι ο µοναδικός ΑΟΕ∆

εκτιµητής του θ. Επιπλέον στην ΄Ασκηση 2.2.16 δείξαµε ότι ο
n + 1
n

X(n) είναι, επίσης, ο

µοναδικός ΑΟΕ∆ εκτιµητής του θ, οπότε αυτοί οι εκτιµητές του θ δεν µπορεί παρά να

ταυτίζονται, συνεπώς, Eθ(2X̄ |X(n)) =
n + 1
n

X(n) ⇒ Eθ(
2n
n + 1

X̄ |X(n)) = X(n). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.20
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 και την Παρατήρηση 3.1.5(3) για να

ϐρείτε τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 και την Παρατήρηση 3.1.5(3) για να

ϐρείτε τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 και τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε

τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 για να ϐρείτε τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε τους Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.7
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 για να ϐρείτε τον Ε.Μ.Π. του θ, την

Πρόταση 3.1.7 για να αποδείξετε συνέπεια και την Παρατήρηση 3.1.11 για να κάνετε

εκτίµηση µε την µέθοδο των ϱοπών. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε τον Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.9
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 3.2.8. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 για να ϐρείτε τον Ε.Μ.Π., την Πρό-

ταση 3.1.7 για να αποδείξετε συνέπεια και την Παρατήρηση 3.1.8 για να ϐρείτε την

ασυµπτωτική κατανοµή του Ε.Μ.Π. του θ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.11

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 142 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 και τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε

τους Ε.Μ.Π., την Παρατήρηση 3.1.11 για να ϐρείτε τους Ε.Μ.Ρ. των αγνώστων παραµέ-

τρων και την Πρόταση 3.1.7 για να αποδείξετε συνέπεια. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.12
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Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 143 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 3.1.2 για να ϐρείτε τον Ε.Μ.Π. και την Πρό-

ταση 1.1.5 για να υπολογίσετε το Μ.Τ.Σ. του εκτιµητή. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.13
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 3.1.3 και την Παρατήρηση 3.1.5(3) για να

ϐρείτε τον Ε.Μ.Π. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την µεθοδολογία της Παρατήρησης 3.1.11 για να ϐρείτε τον

Ε.Μ.Ρ. του θ. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.15
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τη σχέση,

L(θ) =
n∏
k=1

e−kθ
(kθ)xk

xk!
= exp

−θ n∑
k=1

k

 θ
∑
xk

n∏
k=1

kxk
1
xk!

.

ln L(θ) = −θ
n∑
k=1

k +
n∑
k=1

(xk ln k − ln xk!) + (ln θ)
n∑
k=1

xk.

d

dθ
ln L(θ) = 0⇔ −

n(n + 1)
2

+
1
θ

n∑
k=1

xk = 0⇔ θ = θ̂ =
2

n(n + 1)

n∑
k=1

xk (αφού θ > 0).

Επίσης,

d2

dθ2 ln L(θ) = −
1
θ2

n∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −
n(n + 1)

2θ̂
< 0.

Εποµένως, ο εκτιµητής θ̂ =
2

n(n + 1)

n∑
k=1

Xk είναι Ε.Μ.Π. για το θ.

Λόγω της Παρατήρησης 3.1.5(3), ο εκτιµητής θ̂2
είναι Ε.Μ.Π. για το θ2

. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.1
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι της µορφής,

L(µ, σ2) =
n∏
i=1

1
√

2πσ
exp

{
−

(xi − µ)2

2σ2

}
=

1
(2π)n/2σn

exp

− 1
2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

.

ln L(µ, σ2) = −
n

2
ln σ2 −

n

2
ln(2π) −

1
2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2
.

Επειδή ϑέλουµε να µεγιστοποιήσουµε µία συνάρτηση δύο µεταβλητών, αρχικά, πρέπει

να επιλυθεί το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων,

∂

∂µ
ln L(µ, σ2) = 0

∂

∂σ2 ln L(µ, σ2) = 0

⇒
1
σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0

−
n

2σ2 +
1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

⇒
n∑
i=1

xi − nµ = 0

nσ2 −

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0

⇒
µ =

1
n

n∑
i=1

xi

σ2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − µ)2

⇒
µ = µ̂ = x̄

σ2 = σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Εποµένως το σηµείο (µ̂, σ̂2) =

x̄ , 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

 αποτελεί ακρότατο και για να διαπι-

στώσουµε αν αυτό αποτελεί µέγιστο ή ελάχιστο ασχολούµαστε µε τις δεύτερες παραγώ-

γους.

∂2

∂µ2 ln L(µ, σ2) =
∂

∂µ

(
∂

∂µ
ln L(µ, σ2)

)
=
∂

∂µ

 1
σ2

n∑
i=1

(xi − µ)

 = − nσ2 .

∂2

∂(σ2)2 ln L(µ, σ2) =
∂

∂σ2

(
∂

∂σ2 ln L(µ, σ2)
)
=

∂

∂σ2

− n

2σ2 +
1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2


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=
n

2σ4 −
1
σ6

n∑
i=1

(xi − µ)2
.

∂2

∂σ2∂µ
ln L(µ, σ2) =

∂

∂σ2

(
∂

∂µ
ln L(µ, σ2)

)
=

∂

∂σ2

 1
σ2

n∑
i=1

(xi − µ)


= −

1
σ4

n∑
i=1

(xi − µ)

Για να έχουµε µέγιστο πρέπει να ισχύουν,

∂2

∂µ2 ln L(µ̂, σ̂2) < 0 ή
∂2

∂σ2 ln L(µ̂, σ̂2) < 0

και η Ιακωβειανή

H =

(
∂2

∂µ2 ln L(µ̂, σ̂2)
) (

∂2

∂(σ2)2 ln L(µ̂, σ̂2)
)
−

(
∂2

∂σ2∂µ
ln L(µ̂, σ̂2)

)2

> 0.

Για το συγκεκριµένο πρόβληµα οι παραπάνω σχέσεις αποδεικνύεται ότι ισχύουν, συ-

νεπώς έχουµε µέγιστο και οι Ε.Μ.Π. των µ και σ2
είναι αντίστοιχα,

µ̂ = X̄ , σ̂2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2.

Λόγω της Παρατήρησης 3.1.5(3), ο εκτιµητής

σ̂ = (σ̂2)1/2 =

1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

1/2

είναι ο Ε.Μ.Π. της τυπικής απόκλισης σ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.2
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας του διανύσµατος θ = (θ1, θ2) υπολογίζεται ότι

είναι,

L(θ) =
n∏
i=1

1
θ2 − θ1

I[θ1,θ2](xi) =
1

(θ2 − θ1)n
I[θ1,x(n)](x(1)) I[x(1),θ2](x(n)).

1. Στην περίπτωση όπου η παράµετρος θ2 ϑεωρείται γνωστή, η συνάρτηση πιθανοφά-

νειας παίρνει την εξής µορφή,

L(θ1) =


1

(θ2 − θ1)n
, θ1 ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ θ2

0 , διαφορετικά.

Για να ϐρούµε τον Ε.Μ.Π. του θ1 ϑα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε την L(θ1) ως προς

θ1 και επειδή η συνάρτηση
1

(θ2 − θ1)n
είναι αύξουσα ως προς θ1, έχουµε,

max
θ1

L(θ) = max
θ1

{
0,

{
1

(θ2 − θ1)n
θ1 ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ θ2

}}
= max
θ1≤x(1)

{
1

(θ2 − θ1)n

}
=

1
(θ2 − x(1))n

.

Συνεπώς ο Ε.Μ.Π. του θ1, όταν το θ2 είναι γνωστό είναι ο

θ̂1 = X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}.

2. Στην περίπτωση όπου η παράµετρος θ1 ϑεωρείται γνωστή, η συνάρτηση πιθανοφά-

νειας παίρνει την εξής µορφή,

L(θ2) =


1

(θ2 − θ1)n
, θ1 ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ θ2

0 , διαφορετικά.
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Για να ϐρούµε τον Ε.Μ.Π. του θ2 ϑα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε την L(θ2) ως προς

θ2 και επειδή η συνάρτηση
1

(θ2 − θ1)n
είναι ϕθίνουσα ως προς θ2, έχουµε,

max
θ2

L(θ) = max
θ2

{
0,

{
1

(θ2 − θ1)n
θ1 ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ θ2

}}
= max
θ2≥x(n)

{
1

(θ2 − θ1)n

}
=

1
(x(n) − θ1)n

.

Συνεπώς ο Ε.Μ.Π. του θ2, όταν το θ1 είναι γνωστό είναι ο

θ̂2 = X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.3
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από την εξής σχέση,

L(θ) =
n∏
i=1

θ(1 − θ)xi−1 = θn(1 − θ)
∑
xi−n, όπου

n∑
i=1

xi = n, n + 1, . . ..

Για να ϐρούµε τον Ε.Μ.Π. του θ, χρειάζεται να µεγιστοποιήσουµε τη συνάρτηση πιθανο-

ϕάνειας L(θ), ως προς θ. Παρατηρούµε ότι όταν

n∑
i=1

xi = n και θ = 1, η πιθανοφάνεια δεν

ορίζεται, εποµένως διακρίνουµε τις εξής δύο περιπτώσεις.

1. ΄Εστω

n∑
i=1

xi > n, τότε η πιθανοφάνεια µπορεί να µεγιστοποιηθεί χρησιµοποιώντας

την Παρατήρηση 3.1.3, όταν θ ∈ (0,1), δηλαδή,

ln L(θ) = n ln θ +

 n∑
i=1

xi − n

 ln(1 − θ)

d

dθ
ln L(θ) = 0⇔

n

θ
−

 n∑
i=1

xi − n

 1
1 − θ

= 0⇔ θ = θ̂ =
1
x̄

.

Για να δείξω ότι αυτή η τιµή του θ αντιστοιχεί σε µέγιστο πρέπει να πάρω και τη

δεύτερη παράγωγο.

d2

dθ2 ln L(θ) = −
n

θ2 −

 n∑
i=1

xi − n

 1
(1 − θ)2

∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −
n

θ̂2(1 − θ̂)
< 0.

΄Οσον αφορά τις τιµές θ = 0 ή θ = 1, αυτές προφανώς δεν µπορούν να µεγιστοποι-

ήσουν τη συνάρτηση πιθανοφάνειας αφού τότε η L(θ) = 0, εποµένως ο Ε.Μ.Π. του

θ στη συγκεκριµένη περίπτωση ϑα είναι ο θ̂ =
1
X̄

.

2. ΄Οταν

n∑
i=1

xi = n, τότε η L(θ) = θn, για θ ∈ [0,1).
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΄Οταν θ = 1, µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας, ως εξής.

Επειδή η L(θ), είναι συνεχής στο [0,1), ορίζω L(1) = lim
θ→1−

L(θ) = 1n = 1, συνεπώς,

L(θ) = θn , όταν θ ∈ [0,1].

Η L(θ) είναι αύξουσα ως προς θ, άρα παίρνει την µέγιστη τιµή της για θ = 1.

Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι όταν

n∑
i=1

xi = n ή διαφορετικά όταν
1
x̄
= 1, ο Ε.Μ.Π.

του θ είναι ο θ̂ = 1 =
1
X̄

.

Τελικά και για τις δύο περιπτώσεις, µε την επέκταση που έγινε στη δεύτερη περίπτωση, ο

Ε.Μ.Π. του θ είναι ο

θ̂ =
1
X̄
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.4
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Απόδειξη : Κατ΄ αρχάς, υπολογίζουµε τη συνάρτηση πιθανοφάνειας,

L(θ) =
n∏
i=1

e−(xi−θ)(
1 + e−(xi−θ))2 = e−

∑n
i=1 xi+nθ

n∏
i=1

(
1 + e−(xi−θ)

)2
.

ln L(θ) = −
n∑
i=1

xi + nθ − 2
n∑
i=1

(
1 + e−(xi−θ)

)
.

Εποµένως,

d

dθ
(ln L(θ)) = n − 2

n∑
i=1

e−(xi−θ)

1 + e−(xi−θ) .

Για να ϐρούµε Ε.Μ.Π. πρέπει να µεγιστοποιήσουµε την ln L(θ), ή διαφορετικά να

ισχύει η έξίσωση,

d

dθ
(ln L(θ)) = 0⇔ n − 2

n∑
i=1

e−(xi−θ)

1 + e−(xi−θ) = 0. (6.10)

Θα δείξουµε ότι η Εξίσωση6.10 έχει µοναδική λύση, ως προς θ, η οποία µεγιστοποιεί την

ln L(θ).

Θεωρούµε, g(θ) =
d

dθ
(ln L(θ)) = n − 2

n∑
i=1

e−(xi−θ)

1 + e−(xi−θ) .

΄Οµως,

dg(θ)
dθ

= −2
n∑
i=1

e−(xi−θ)(
1 + e−(xi−θ))2 < 0, ∀ θ ∈ R.

Συνεπώς, η g είναι γνησίως ϕθίνουσα σε όλο το R. Επίσης, ισχύει ότι,

lim
θ→+∞

g(θ) = lim
θ→+∞

n − 2
n∑
i=1

e−(xi−θ)

1 + e−(xi−θ)

 = n − 2
n∑
i=1

1 = −n < 0.

και

lim
θ→−∞

g(θ) = lim
θ→−∞

n − 2
n∑
i=1

e−(xi−θ)

1 + e−(xi−θ)

 = n − 2
n∑
i=1

0 = n > 0.
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Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η g(θ) είναι γνησίως ϕθίνουσα και παίρνει ϑετι-

κές και αρνητικές τιµές, δηλαδή για κάποια τιµή θ = θ̂ αυτή µηδενίζεται,

g(θ̂) = 0⇒
d

dθ
(ln L(θ)) |θ=θ̂ = 0.

΄Οµως,
d2

dθ2 (ln L(θ)) =
d

dθ

( d
dθ

(ln L(θ))
)
=
d

dθ
(g(θ)) < 0, όπως είδαµε και πριν, συνεπώς,

d2

dθ2 (ln L(θ))

∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂

< 0.

∆ηλαδή, η µοναδική τιµή θ̂ = θ̂(x
˜

) που ϐρήκαµε αποτελεί µέγιστο για την L(θ). Τελικά,

ο θ̂ = θ̂(X
˜

) αποτελεί τον µοναδικό Ε.Μ.Π. του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.5
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας έχει την εξής µορφή,

L(θ) =
n∏
i=1

1
2θ
I[−θ,θ](xi) =

1
(2θ)n

I[0,θ](|x |(n)) =


1

(2θ)n
, |x |(n) ≤ θ

0 , διαφορετικά,
όπου |X |(n) = max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn |} (για λεπτοµέρειες ϐλ. την λύση της ΄Ασκη-

σης 2.2.9).

Για να ϐρούµε τον Ε.Μ.Π. του θ ϑα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε την L(θ) ως προς θ

και επειδή η συνάρτηση
1

(2θ)n
είναι ϕθίνουσα ως προς θ, έχουµε,

max
θ
L(θ) = max

θ

{
0,

{
1

(2θ)n
, |x |(n) ≤ θ

}}
= max
θ≥|x |(n)

{
1

(2θ)n

}
=

1
(2|x |(n))n

.

Συνεπώς ο Ε.Μ.Π. του θ, είναι ο

θ̂ = |X |(n) = max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn |}.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.6
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας έχει την εξής µορφή,

L(θ) =
n∏
i=1

1
5θ
I[−2θ,3θ](xi) =


1

(5θ)n
, −2θ ≤ x1, x2, . . . , xn ≤ 3θ

0 , διαφορετικά.

=


1

(5θ)n
, −2θ ≤ x(1) ≤ x(n) ≤ 3θ

0 , διαφορετικά.

=


1

(5θ)n
, max

{
−
x(1)

2
,
x(n)

3

}
≤ θ

0 , διαφορετικά,
όπου

X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn} , X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}

και ϑέτουµε

Y = max
{
−
X(1)

2
,
X(n)

3

}
.

Για να ϐρούµε τον Ε.Μ.Π. του θ ϑα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε την L(θ) ως προς θ και

επειδή η συνάρτηση
1

(2θ)n
είναι ϕθίνουσα ως προς θ, έχουµε,

max
θ
L(θ) = max

θ

{
0,

{
1

(5θ)n
, y ≤ θ

}}
= max

θ≥y

{
1

(5θ)n

}
=

1
(5y)n

.

Συνεπώς ο Ε.Μ.Π. του θ, είναι ο

θ̂ = Y = max
{
−
X(1)

2
,
X(n)

3

}
.

�
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Απόδειξη :

1. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τη σχέση,

L(θ) =
n∏
i=1

1
θ
e−

1
θ xi =

1
θn

exp

−1
θ

n∑
i=1

xi

.

ln L(θ) = −n ln θ −
1
θ

n∑
i=1

xi .

Κατόπιν, ϐρίσκουµε την τιµή, που µεγιστοποιεί την ln L(θ).

d

dθ
(ln L(θ)) = 0⇔ −n

1
θ
+

1
θ2

n∑
i=1

xi = 0⇔ θ = θ̂ =
1
n

n∑
i=1

xi = x̄.

Πρέπει να πάρουµε τη δεύτερη παράγωγο για να δείξουµε ότι αυτή η τιµή αντιστοιχεί

σε µέγιστο.

d2

dθ2 (ln L(θ)) =
n

θ2 −
2
θ3

n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −
n

θ̂2
< 0.

Εποµένως, ο Ε.Μ.Π. του θ, είναι ο θ̂ =
1
n

n∑
i=1

Xi = X̄ .

Επίσης, g(θ) = Pθ(X1 > t) =
∫ ∞

t

1
θ
e−

1
θ xdx = −e−

1
θ x

∣∣∣∣∞
t
= exp

{
−
t

θ

}
.

΄Αρα, ο Ε.Μ.Π. του g(θ) είναι ο g(θ̂) = exp
{
−
t

θ̂

}
.

2. Για να δείξουµε ότι ο θ̂ είναι συνεπής εκτιµητής πρέπει να ισχύουν οι συνθήκες της

Προτάσεως 3.1.7.

i) Eθθ̂n = Eθ

1
n

n∑
i=1

Xi

 = 1
n

n∑
i=1

EθXi =
1
n

n∑
i=1

θ =
1
n
nθ = θ→ θ, καθώς το n → ∞.
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ii) Varθθ̂n = Varθ

1
n

n∑
i=1

Xi

 = 1
n2

n∑
i=1

VarθXi

=
1
n2

n∑
i=1

θ2 =
θ2

n
→ 0, καθώς το n → ∞.

∆ηλαδή ο Ε.Μ.Π. του θ είναι συνεπής εκτιµητής.

3. Γνωρίζουµε ότι η µέση τιµή της κατανοµής (ϱοπή 1ης τάξης) είναι

m1 = EθX = θ,

ενώ η δειγµατική ϱοπή 1ης τάξης δίνεται από τη σχέση,

µ1 =
1
n

n∑
i=1

Xi = X̄ ,

άρα, σύµφωνα µε την µεθολογία που αναπτύχθηκε στην Παρατήρηση 3.1.11,

m1 = µ1 ⇔ θ = ˆ̂θ = X̄ είναι ο Ε.Μ.Ρ. του θ.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.8
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Απόδειξη : Επειδή έχουµε µόνο µία παρατήρηση, η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι,

L(θ) = fX (x; θ) = Pθ(X = x)

Εποµένως, όταν x = 1, L(θ) =


1/2 , θ = −1
1/6 , θ = 0
1/3 , θ = 1.

και η τιµή του θ που µεγιστοποιεί την L(θ) είναι θ = −1.

Οµοίως, όταν x = 2, L(θ) =


1/2 , θ = −1
1/6 , θ = 0
1/3 , θ = 1.

και η τιµή του θ που µεγιστοποιεί την L(θ) είναι θ = −1.

Ενώ, όταν x = 3, L(θ) =


0 , θ = −1

2/3 , θ = 0
1/3 , θ = 1.

και η τιµή του θ που µεγιστοποιεί την L(θ) είναι θ = 0.

Εποµένως, ο Ε.Μ.Π. του θ είναι ο

θ̂ =

{
0 , X = 3
−1 , X = 1,2.

�
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Απόδειξη : Αν Xi , i = 1,2, . . . ,10 είναι οι τ.µ. που µετρούν τον χρόνο Ϲωής ενός ηλεκτρικού

λαµπτήρα, τότε κάθε Xi ∼ E(θ). Σύµφωνα, µε τα αποτελέσµατα της ΄Ασκησης 3.2.8, ο

Ε.Μ.Π. της άγνωστης µέσης τιµής θ είναι ο δειγµατικός µέσος X̄ , όπου στην συγκεκριµένη

περίπτωση παίρνει την τιµή x̄ = 1572,4, οπότε το ποσοστό των λαµπτήρων, των οποίων η

διάρκεια Ϲωής υπερβαίνει τις a ώρες, δίνεται από την συνάρτηση

g(θ) = P(X > a) = e−
a
θ ,

και εκτιµάται από το g(θ̂).
i) a = 1700, εποµένως g(θ̂) = e−1700/x̄ = 0,3392, δηλαδή το ποσοστό των λαµπτήρων που

υπερβαίνει τις 1700 ώρες είναι 33,92%.

ii) a = 2000, εποµένως g(θ̂) = e−2000/x̄ = 0,2803, δηλαδή το ποσοστό των λαµπτήρων

που υπερβαίνει τις 2000 ώρες είναι 28,03%.

iii) a = 2500, εποµένως g(θ̂) = e−2500/x̄ = 0,2039, δηλαδή το ποσοστό των λαµπτήρων

που υπερβαίνει τις 2500 ώρες είναι 20,39%. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.10
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Απόδειξη :

1. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι,

L(θ) =
n∏
i=1

xi
θ
e−

x2
i

2θ =

∏n
i=1 xi
θn

e−
1
2θ

∑
x2
i .

ln L(θ) = −n ln θ +
n∑
i=1

ln xi −
1
2θ

n∑
i=1

x2
i .

Κατόπιν, ϐρίσκουµε την τιµή, που µεγιστοποιεί τη συνάρτηση πιθανοφάνειας.

d

dθ
(ln L(θ)) = 0⇔ −n

1
θ
+

1
2θ2

n∑
i=1

x2
i = 0⇔ θ = θ̂ =

1
2n

n∑
i=1

x2
i .

Πρέπει να πάρουµε τη δεύτερη παράγωγο για να δείξουµε ότι αυτή η τιµή αντιστοιχεί

σε µέγιστο.

d2

dθ2 (ln L(θ)) =
n

θ2 −
1
θ3

n∑
i=1

x2
i

∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂

= −
n

θ̂2
< 0.

Εποµένως, ο Ε.Μ.Π. του θ, είναι ο θ̂ =
1

2n

n∑
i=1

X2
i .

2. Για να δείξουµε ότι αυτός ο εκτιµητής είναι συνεπής, πρέπει να ισχύουν οι συνθήκες

της Πρότασης 3.1.7.

i) Eθθ̂n = Eθ

 1
2n

n∑
i=1

X2
i

 = 1
2n

n∑
i=1

EθX
2
i =

1
2n

n∑
i=1

2θ =
1

2n
2nθ = θ → θ, καθώς το

n → ∞.

ii) Varθθ̂n = Varθ

 1
2n

n∑
i=1

X2
i

 = 1
4n2

n∑
i=1

VarθX
2
i
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=
1

4n2

n∑
i=1

(
EθX

4
i − (EθX2

i )2
)
=

1
4n2

n∑
i=1

(8θ2 − 4θ2) =
4nθ2

4n2 =
θ2

n
→ 0, καθώς το

n → ∞.

∆ηλαδή ο Ε.Μ.Π. του θ είναι συνεπής εκτιµητής.

3. Επειδή Ϲητάµε την ασυµπτωτική κατανοµή του θ̂, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε

την Παρατήρηση 3.1.8, δηλαδή,

θ̂ ∼ N(θ,1/I(θ)),

όπου I(θ) είναι ο αριθµός πληροφορίας του Fisher (ϐλ. Κεφάλαιο 2).

΄Οµως, I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2 ln fX
˜

(x
˜

; θ)
)
.

fX
˜

(x
˜

; θ) =
∏n

i=1 xi
θn

e−
1
2θ

∑
x2
i .

ln fX
˜

(x
˜

; θ) = −n ln θ +
n∑
i=1

ln xi −
1
2θ

n∑
i=1

x2
i

∂

∂θ
ln fX

˜
(x
˜

; θ) = −n
1
θ
+

1
2θ2

n∑
i=1

x2
i .

∂2

∂θ2 ln fX
˜

(x
˜

; θ) =
n

θ2 −
1
θ3

n∑
i=1

x2
i .

Τέλικά,

I(θ) = −Eθ

 nθ2 −
1
θ3

n∑
i=1

X2
i

 = − nθ2 +
1
θ3

n∑
i=1

EθX
2
i = −

n

θ2 +
1
θ3

n∑
i=1

2θ

= −
n

θ2 +
2nθ
θ3 =

n

θ2 .
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Οπότε, σύµφωνα µε τα παραπάνω,

θ̂ ∼ N(θ, θ2/n).

�
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Απόδειξη :

1. Κατ΄ αρχάς ϐρίσκουµε την συνάρτηση πιθανοφάνειας του θ = (µ, σ),

L(θ) =
n∏
i=1

1
σ
e−

xi−µ
σ I[µ,∞)(xi) =

1
σn

e−
∑

(xi−µ)
σ

n∏
i=1

I[µ,∞)(xi)

=
1
σn

e−
∑

(xi−µ)
σ I[µ,∞)(x(1)), όπου x(1) = min{x1, x2, . . . , xn}.

Θεωρούµε, προς στιγµήν, ότι σ = σ0 > 0 είναι γνωστή παράµετρος, εποµένως,

L(θ) = L(µ, σ0) = L(µ) =


1
σn0

e−
∑
xi
σ0
+
nµ
σ0 , x(1) ≥ µ

−1 , x(1) < µ.

΄Οταν x(1) ≥ µ, η συνάρτηση L(µ) είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς µ, άρα L(x(1)) ≥
L(µ), ∀µ ∈ [x(1),∞), δηλαδή η τιµή του µ η οποία ελαχιστοποιεί την L(µ) είναι

µ = x(1), ή διαφορετικά ο Ε.Μ.Π. του µ είναι η στατιστική συνάρτηση,

µ̂ = X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}.

Αφού εκτιµήσαµε το µ, η συνάρτηση πιθανοφάνειας παίρνει την εξής µορφή,

L(θ) = L(µ̂, σ) = L(σ) =
1
σn

e−
∑

(xi−x(1) )
σ .

ln L(σ) = −n ln σ −
1
σ

n∑
i=1

(xi − x(1)).

Το επόµενο ϐήµα είναι να ϐρούµε ένα µέγιστο για την ln L(σ), δηλαδή

d

dσ
(ln L(σ)) = 0⇔

d

dσ
ln L(σ) = −

n

σ
+

1
σ2

n∑
i=1

(xi − x(1)) = 0

⇔ σ = σ̂ =
1
n

n∑
i=1

(xi − x(1)).
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Επίσης,
d2

dσ2 (ln L(σ)) =
n

σ2 −
2
σ3

n∑
i=1

(xi − x(1))

∣∣∣∣∣∣∣
σ=σ̂

= −
n

σ̂2 < 0, οπότε το σ = σ̂

αντιστοιχεί σε µέγιστο, άρα ο Ε.Μ.Π. του σ είναι,

σ̂ =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X(1)).

2. Για να ϐρούµε Ε.Μ.Ρ. για τις άγνωστες παραµέτρους ϑα ακολουθήσουµε την µεθο-

δολογία η οποία αναπτύχθηκε στην Παρατήρηση 3.1.11, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το

γεγονός ότι για την διπαραµετρική εκθετική κατανοµή,

EθX = µ + σ και VarθX = σ
2.

m1 = µ1
m2 = µ2

}
⇔

EθX =
1
n

n∑
i=1

Xi = X̄

EθX2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i

⇔
µ + σ = X̄

VarθX + (EθX )2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i

⇔
µ + σ = X̄

σ2 + (µ + σ)2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i

⇔
µ = X̄ − σ

σ2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2

Εποµένως, οι Ε.Μ.Ρ. των µ και σ είναι αντίστοιχα,

ˆ̂µ = X̄ −

√√
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2
και ˆ̂σ =

√√
1
n

n∑
i=1

(Xi − X̄ )2.

3. ΄Οσον αφορά τη συνέπεια, ϑα χρησιµοποιήσουµε τις συνθήκες της Πρότασης 3.1.7,

όµως πρέπει να υπολογίσουµε τόσο την µέση τιµή όσο και τη διασπορά της τυχαίας

µεταβλητής X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn}.

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 166 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Γνωρίζουµε, όµως, ότι η πυκνότητα πιθανότητας της ελάχιστης παρατήρησης X(1)
δίνεται από τον τύπο,

fX(1) (x) = n(1 − FX (x))n−1fX (x),

όπου fX (x) και FX (x) είναι αντίστοιχα η πυκνότητα πιθανότητας και η συνάρτηση

κατανοµής των αρχικών τυχαίων µεταβλητών, στη συγκεκριµένη περίπτωση X ∼
E(µ, σ)

∆ηλαδή όταν x ≥ µ,

fX (x) =
1
σ
e−

x−µ
σ

και

FX (x) = 1 − e−
x−µ
σ

Τελικά,

fX(1) (x) =
n

σ
e−n

(x−µ)
σ , x ≥ µ

ή διαφορετικά

X(1) ∼ E(µ, σ/n).

Εποµένως,

i) Eθσ̂ = Eθ

1
n

n∑
i=1

(Xi − X(1))

 = 1
n

n∑
i=1

EθXi − EθX(1) =
1
n
n(µ + σ) − µ = σ → σ, όταν

n → +∞.

ii) Varθσ̂ = Varθ

1
n

n∑
i=1

(Xi − X(1))

 = 1
n2

n∑
i=1

VarθXi + Varθ(X(1) =
1
n2 nσ

2 +
σ2

n2 =

n + 1
n2 σ2 → 0, όταν n → +∞.

Το συµπέρασµα είναι ότι ο Ε.Μ.Π. σ̂ =
1
n

n∑
i=1

(Xi −X(1)) είναι συνεπής εκτιµητής του

σ.
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Απόδειξη :

1. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας δίνεται από τον εξής τύπο,

L(θ) = θx (1 − θ)1−x
, θ ∈ [ 1

3 ,
2
3 ], x ∈ {0,1}.

Αν ακολουθήσουµε την γνωστή διαδικασία για να ϐρούµε εκείνη την τιµή του θ, η

οποία µεγιστοποιεί την L(θ), δηλαδή να παραγωγίσουµε ως προς θ, τότε παρατη-

ϱούµε ότι θ = x, δηλαδή θ = 0 ή 1 που δεν ανήκουν στο σύνολο που παίρνει τιµές

η άγνωστη παράµετρος θ ∈ [ 1
3 ,

2
3 ], γι΄ αυτό τον λόγο δουλεύουµε ως εξής.

Η συνάρτηση πιθανοφάνειας παίρνει και την παρακάτω µορφή,

L(θ) =
{

θ , x = 1
1 − θ , x = 0.

Εφ΄ όσον θ ∈ [ 1
3 ,

2
3 ], όταν x = 1, η µέγιστη τιµή που παίρνει η L(θ) αντιστοιχεί για

θ = 2
3 , ενώ για x = 0, η αντίστοιχη τιµή είναι για θ = 1

3 . Εποµένως ο Ε.Μ.Π. του θ
γράφεται στην εξής µορφή,

θ̂ =

 1
3 , X = 0
2
3 , X = 1.

∆ιαφορετικά µπορεί να γραφεί και σαν συνάρτηση του X , ως εξής,

θ̂ = θ̂(X ) =
X + 1

3
.

2. ΜΤΣ(θ̂, θ) = Varθθ̂ + (Eθθ̂ − θ)2 = Varθ
(X + 1

3

)
+

(
Eθ

(X + 1
3

)
− θ

)2

=
1
9
VarθX +

(1
3

(EθX + 1) − θ
)2
=

1
9
θ(1 − θ) +

(1
3
θ +

1
3
− θ

)2
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=
1
3
θ2 −

1
3
θ +

1
9

.

Ενώ για τον εκτιµητή του θ, θ̂1 =
1
2

, προκύπτει ότι,

ΜΤΣ(θ̂1, θ) = Varθθ̂1 + (Eθθ̂1 − θ)2 = Varθ
(1
2

)
+

(1
2
− θ

)2
= θ2 − θ +

1
4

.

Εποµένως, ΜΤΣ(θ̂1, θ)− ΜΤΣ(θ̂, θ) =
2
3
θ2 −

2
3
θ +

5
36
≥ 0,

όταν θ ∈ [ 1
2 −

1
4

√
2
3 ,

1
2 +

1
4

√
2
3 ] ' [0.296,0.704] ⊃ [ 1

3 ,
2
3 ].

Συµπεραίνουµε, λοιπόν, ότι ο Ε.Μ.Π. του θ, θ̂, είναι καλύτερος του τετριµµένου

εκτιµητή θ̂1 =
1
2

, αφού

ΜΤΣ(θ̂1, θ) > ΜΤΣ(θ̂, θ) , ∀ θ ∈ Θ =
[1
3
,
2
3

]
.
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Απόδειξη : Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι,

L(θ) =
1
√

2πθ
e−

x2
1

2θ2
2
√

2πθ
e−

2x2
2

θ2 =
1
πθ2 e

− 1
2θ2 (x2

1+4x2
2 )

.

ln L(θ) = − ln π − 2 ln θ −
1

2θ2 (x2
1 + 4x2

2 ).

Οπότε, ϐρίσκουµε το µέγιστο µε την γνωστή διαδικασία,

d

dθ
(ln L(θ)) = 0⇔ −

2
θ
+

1
θ3 (x2

1 + 4x2
2 ) = 0⇔ θ2 =

1
2

(x2
1 + 4x2

2 )

⇔ θ = θ̂ =

√
1
2

(x2
1 + 4x2

2 ) (αφού θ > 0).

d2

dθ2 (ln L(θ)) =
2
θ2 −

3
θ4 (x2

1 + 4x2
2 )

∣∣∣∣∣
θ=θ̂
= −

4
θ̂2

< 0,

δηλαδή η τιµή θ = θ̂ αντιστοιχεί σε µέγιστο, εποµένως η στατιστική συνάρτηση θ =

θ̂(X1, X2) =

√
1
2

(X2
1 + 4X2

2 ) είναι Ε.Μ.Π. της άγνωστης παραµέτρου θ.

Στην συγκεκριµένη περίπτωση Ϲητάµε τον Ε.Μ.Π. της παραµετρικής συνάρτησης g(θ) =
Pθ(X2

1 + 4X2
2 > a), όπου σύµφωνα µε την Παρατήρηση 3.1.5(3) είναι ο g(θ̂), οπότε αυτό

που αποµένει είναι να προσδιοριστεί η g(θ).

Γνωρίζουµε ότι, X1 ∼ N(0, θ2)⇒
X2

1

θ2 ∼ X
2
1.

Επίσης, X2 ∼ N(0, θ2/4)⇒
4X2

2

θ2 ∼ X
2
1.

Αφού οι X1 και X2 είναι ανεξάρτητες τ.µ. έπεται ότι
X2

1 + 4X2
2

θ2 ∼ X2
2.

΄Αρα, g(θ) = Pθ(X2
1 + 4X2

2 > a) = Pθ

(
X2

1 + 4X2
2

θ2 >
a

θ2

)
=

∫ ∞

a
θ2

1
Γ(1)21 x

1−1e−
x
2dx = −2e−

x
2
∣∣∣∞a
θ2
= 2e−

a
2θ2 .
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Τελικά, ο Ε.Μ.Π. της g(θ) είναι η στατιστική συνάρτηση,

g(θ̂) = 2e−
a

2θ̂2 , όπου θ̂ =

√
1
2

(X2
1 + 4X2

2 )

ή διαφορετικά,

g(θ̂) = 2 exp
{
−

a

X2
1 + 4X2

2

}
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14
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Σελίδα 172 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εφ΄ όσον έχουµε µόνο µία άγνωστη παράµετρο ϑα χρησιµοποιήσουµε την ϱοπή

1ης τάξης m1 = EθX και τη δειγµατική ϱοπή 1ης τάξης µ1 =
1
n

n∑
i=1

Xi = X̄ .

Εποµένως, m1 = µ1 ⇔ 0 = X̄ , δηλαδή µε τις ϱοπές 1ης τάξης δεν µπορούµε να

υπολογίσουµε τον Ε.Μ.Ρ. οπότε χρησιµοποιώ τις ϱοπές 2ης τάξης, δηλαδή

m2 = µ2 ⇔ EθX2 =
1
n

n∑
i=1

X2
i ⇔ VarθX + (EθX )2 =

1
n

n∑
i=1

X2
i

⇔
θ2

3
=

1
n

n∑
i=1

X2
i ⇔

ˆ̂θ =

√√
3
n

n∑
i=1

X2
i είναι ο Ε.Μ.Ρ. του θ > 0. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.15
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις
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JJ II

J I

Σελίδα 173 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τη Σχέση 4.1 για να ϐρείτε την εκ των υστέρων κατανοµή του

θ και το Θεώρηµα 4.1.4 για να ϐρείτε τους εκτιµητές Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1
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Σελίδα 174 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.3 για να ϐρείτε τον εκτιµητή Bayes και το

Θεώρηµα 4.1.6 για να ϐρείτε τον εκτιµητή minimax. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.4 για να ϐρείτε τον εκτιµητή Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές
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Ασκήσεις
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∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 176 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.3 για να ϐρείτε τους εκτιµητές Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.4
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Σελίδα 177 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.4 για να ϐρείτε τον εκτιµητή Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.3 για να ϐρείτε τους εκτιµητές Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.6
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ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .
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JJ II

J I

Σελίδα 179 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.4 για να ϐρείτε τον εκτιµητή Bayes. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.7
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές
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Ασκήσεις
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Σελίδα 180 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.3 και το παραγοντικό κριτήριο των Neyman
- Fisher (ϐλ. Πρόταση 2.1.9). �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.8
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JJ II

J I

Σελίδα 181 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 4.1.4 για να ϐρείτε έναν εκτιµητή Bayes και το

Θεώρηµα 4.1.6 για να ϐρείτε τον εκτιµητή minimax. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.9
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 182 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Αποδείξτε ότι ο Ορισµός 4.1.5 δεν ισχύει. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.10
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές
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Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 183 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 4.1.5. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.11
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .
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Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 184 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Γνωρίζουµε, ότι η εκ των υστέρων κατανοµή δίνεται από τη σχέση

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
,

όπου f (x
˜

) =
∫
Θ

f (x
˜

; θ)π(θ)dθ.

Εποµένως, λόγω ανεξαρτησίας,

f (x
˜

; θ) = fX1 (x1; θ)fX2 (x2; θ) = e−θ
θx1

x1!
e−2θ (2θ)x2

x2!
=

2x2

x1!x2!
e−3θθx1+x2 .

Οπότε,

π(θ|x
˜

) =

2x2

x1!x2!
e−3θθx1+x2e−θ

f (x
˜

)
= c(x

˜
)θx1+x2e−4θ

, όπου c(x
˜

) =
2x2

x1!x2!f (x
˜

)
.

Λόγω της µορφής της εκ των υστέρων κατανοµής, καταλήγουµε στο συµπέρασµα

ότι

θ|x
˜
∼ Gamma(x1 + x2 + 1,1/4).

2. Για να ϐρούµε τους εκτιµητές Bayes των gi(θ), i = 1,2 χρησιµοποιούµε το Θεώρηµα

4.1.4, αφού η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα L(t, θ) = (t − g(θ))2
.

΄Αρα, ο εκτιµητής Bayes T ∗1 = T
∗
1 (X

˜
) της παραµετρικής συνάρτησης g1(θ) = θ έχει

τιµή t∗1 = Eθg1(Y ) = EθY =
x1 + x2 + 1

4
, δηλαδή,

T ∗1 =
X1 + X2 + 1

4
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα
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Σελίδα 185 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

είναι ο εκτιµητής Bayes του θ.

Ενώ, ο εκτιµητής Bayes T ∗2 = T ∗2 (X
˜

) της παραµετρικής συνάρτησης g2(θ) = θ2

έχει τιµή t∗2 = Eθg2(Y ) = EθY 2 = VarY + (EθY )2 =
x1 + x2 + 1

16
+

(x1 + x2 + 1)2

16
=

(x1 + x2 + 1)(x1 + x2 + 2)
16

, δηλαδή,

T ∗2 =
(X1 + X2 + 1)(X1 + X2 + 2)

16

είναι ο εκτιµητής Bayes του θ2
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.1
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Σελίδα 186 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Αρχικά, ϐρίσκουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ.

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
,

όπου f (x
˜

) =
∫
Θ

f (x
˜

; θ)π(θ)dθ.

Εποµένως, λόγω ανεξαρτησίας,

f (x
˜

; θ) =
n∏
i=1

fXi (xi ; θ) =
n∏
i=1

θxi (1 − θ)1−xi = θ
∑
xi (1 − θ)n−

∑
xi .

Ενώ, π(θ) = 1, 0 < θ < 1.

Οπότε, π(θ|x
˜

) =
θ
∑
xi (1 − θ)n−

∑
xi

f (x
˜

)
.

∆ηλαδή, παρατηρώντας προσεκτικά τη µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής, έπεται

ότι

θ|x
˜
∼ Beta

 n∑
i=1

xi + 1, n −
n∑
i=1

xi + 1

 .
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.3, ο εκτιµητής Bayes του θ, ως προς τη συνάρτηση

Ϲηµίας L(t; θ) =
(t − g(θ))2

θ(1 − θ)
είναι εκείνη η τιµή του t, t∗, που ελαχιστοποιεί τη

συνάρτηση h∗(t) =
∫
Θ

L(t, θ)π(θ|x
˜

)dθ.

΄Αρα, h∗(t) =
∫ 1

0

(t − θ)2

θ(1 − θ)
θ
∑
xi (1 − θ)n−

∑
xi

B(
∑
xi + 1, n −

∑
xi + 1)

dθ
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

=
B(

∑
xi , n −

∑
xi)

B(
∑
xi + 1, n −

∑
xi + 1)

∫ 1

0
(t − θ)2 θ

∑
xi−1(1 − θ)n−

∑
xi−1

B(
∑
xi , n −

∑
xi)

dθ

= c∗(x
˜

)
∫ 1

0
(t − θ)2f (θ|x

˜
)dθ = c∗(x

˜
)Eθ(θ − t)2

,

όπου

c∗(x
˜

) =
B(

∑
xi , n −

∑
xi)

B(
∑
xi + 1, n −

∑
xi + 1)

και f (θ|x
˜

) ∼ Beta

 n∑
i=1

xi , n −
n∑
i=1

xi

.
Εποµένως, η συνάρτηση h∗(t) ελαχιστοποιείται ως προς t

m

η συνάρτηση Eθ(θ − t)2
ελαχιστοποιείται ως προς t

m

t∗ = EθY , Y ∼ Beta

 n∑
i=1

xi , n −
n∑
i=1

xi

.

Οπότε t∗ = EθY =

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

xi + n −
n∑
i=1

xi

=
1
n

n∑
i=1

xi = x̄ είναι η τιµή που ελαχιστοποιεί

τη συνάρτηση h∗(t) ή διαφορετικά,

T ∗ = T ∗(X
˜

) = X̄

είναι ο εκτιµητής Bayes του θ.

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 188 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

2. Για να ϐρούµε τον εκτιµητή minimax ϑα χρησιµοποιήσουµε το αποτέλεσµα του

Θεωρήµατος 4.1.6, δηλαδή αρκεί να δείξουµε ότι ο εκτιµητής Bayes του θ έχει

σταθερά συνάρτηση κινδύνου, εποµένως αυτός ο εκτιµητής ϑα είναι και minimax
για την ίδια παραµετρική συνάρτηση.

R(X̄ , θ) = Eθ

{
(X̄ − θ)2

θ(1 − θ)

}
=

1
θ(1 − θ)

Eθ(X̄ − θ)2

=
1

θ(1 − θ)
{
VarX̄ + (EθX̄ − θ)2}

=
1

θ(1 − θ)

{ 1
n2 nθ(1 − θ) + 0

}
=

1
n
= σταθερά.

Εποµένως, ο X̄ είναι εκτιµητής minimax για το θ, ως προς τη συνάρτηση Ϲηµίας

L(t; θ) =
(t − θ)2

θ(1 − θ)
.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.2
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Απόδειξη : Κατ΄ αρχάς ϑα ϐρούµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ,

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

n∏
i=1

e−iθ
(iθ)xi

xi!
θe−θ

=
1
f (x

˜
)
e−θ(

∑
i)

 n∏
i=1

ixi
 θ∑

xi

n∏
i=1

xi!

θe−θ =

n∏
i=1

ixi

f (x
˜

)
n∏
i=1

xi!

θ
∑
xi+1e−

(
n(n+1)

2 +1
)
θ

= c(x
˜

)θ
∑
xi+1e−

(
n(n+1)

2 +1
)
θ
, όπου c(x

˜
) =

n∏
i=1

ixi

f (x
˜

)
n∏
i=1

xi!

.

Εφ΄ όσον έχουµε ϐρει την µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής του θ, παρατηρούµε

ότι ακολουθεί µια κατανοµή Γάµµα, δηλαδή

θ|x
˜
∼ Gamma

 n∑
i=1

xi + 2,
2

n(n + 1) + 2

 .
Επειδή η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, χρησιµοποιούµε το αποτέλεσµα

του Θεωρήµατος 4.1.4.

΄Αρα, ο εκτιµητής Bayes T ∗ = T ∗(X
˜

) του θ παίρνει την τιµή

t∗ = EθY =

2(
n∑
i=1

xi + 2)

n(n + 1) + 2
,

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 190 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

δηλαδή,

T ∗ =

2(
n∑
i=1

Xi + 2)

n(n + 1) + 2
είναι ο εκτιµητής Bayes του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.3
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Απόδειξη : Αρχικά ϐρίσκουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ.

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

n∏
i=1

θe−θxi
1

Γ(a)�a
θa−1 θe−θ/�

=
1

f (x
˜

)Γ(a)�a
θne−θ

∑
xi θa−1 θe−θ/� =

1
f (x

˜
)Γ(a)�a

θa+n−1e−θ(
∑
xi+

1
� )

= c(x
˜

)θa+n−1e−θ(
∑
xi+

1
� )

, όπου c(x
˜

) =
1

f (x
˜

)Γ(a)�a
.

Εφ΄ όσον έχουµε ϐρει την µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής του θ, παρατηρούµε

ότι ακολουθεί µια κατανοµή Γάµµα, δηλαδή

θ|x
˜
∼ Gamma

a + n,
 n∑
i=1

xi +
1
�

−1 .
Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.3, ο εκτιµητής Bayes του θ, ως προς τη συνάρτηση

Ϲηµίας L(t; θ) = θ2(t−g(θ))2
είναι εκείνη η τιµή του t, t∗, που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση

h∗(t) =
∫
Θ

L(t, θ)π(θ|x
˜

)dθ.

΄Αρα, h∗(t) =
∫ ∞

0
θ2(t − g(θ))2 θa+n−1e−θ(

∑
xi+

1
� )

Γ(a + n)(
∑
xi +

1
� )a+n

dθ

=
Γ(a + n + 2)(

∑
xi +

1
� )2

Γ(a + n)

∫ ∞

0
(t − g(θ))2 θa+n+1e−θ(

∑
xi+

1
� )

Γ(a + n + 2)(
∑
xi +

1
� )a+n−2

dθ

= c∗(x
˜

)
∫ ∞

0
(t − g(θ))2f (θ|x

˜
)dθ = c∗(x

˜
)Eθ(g(θ) − t)2

,

όπου, c∗(x
˜

) =
Γ(a + n + 2)(

∑
xi +

1
� )2

Γ(a + n)
και

f (θ|x
˜

) ∼ Gamma

a + n + 2,

 n∑
i=1

xi +
1
�

−1 .
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Εποµένως, η συνάρτηση h∗(t) ελαχιστοποιείται ως προς t
m

η συνάρτηση Eθ(g(θ) − t)2
ελαχιστοποιείται ως προς t
m

t∗ = Eθg(Y ), Y ∼ Gamma

a + n + 2,

 n∑
i=1

xi +
1
�

−1.
Οπότε, όταν g1(θ) = θ,

t∗ = EθY =
a + n + 2
n∑
i=1

xi +
1
�

είναι η τιµή που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση h∗(t) ή διαφορετικά,

T ∗ = T ∗(X
˜

) =
a + n + 2
n∑
i=1

Xi +
1
�

είναι ο εκτιµητής Bayes του θ.

Ενώ, όταν g1(θ) = e−θ, η τιµή που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση h∗(t), είναι η t∗ =

Eθe−Y = mY (−1), όπου mY (t) =
1

(1 − �t)a
, t <

1
�

είναι η ϱοπογεννήτρια της κατανοµής

Gamma(a, �).
Εποµένως,

t∗ =
11 +

 n∑
i=1

xi +
1
�

−1
a+n+2
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ή διαφορετικά

T ∗ = T ∗(X
˜

) =
11 +

 n∑
i=1

Xi +
1
�

−1
a+n+2

είναι ο εκτιµητής Bayes του e−θ. �
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Απόδειξη : Αρχικά, ϐρίσκουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ.

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

 n∏
i=1

1
√

2π
e−

(xi−θti )2
2

 1
√

2π�
e−

(θ−a)2

2�2

=
1

f (x
˜

)(2π)
n+1

2 �
exp


−

n∑
i=1

(xi − θti)2

2
−

(θ − a)2

2�2



= c(x
˜

) exp


−

n∑
i=1

(xi − θti)2

2
−

(θ − a)2

2�2


,

όπου c(x
˜

) =
1

f (x
˜

)(2π)
n+1

2 �
.

Αν εργαστούµε µόνο µε τον εκθέτη του e προκύπτει ότι,

n∑
i=1

(xi − θti)2

2
+

(θ − a)2

2�2 =

n∑
i=1

(x2
i − 2xiθti + θ2t2i )

2
+
θ2 − 2aθ + a2

2�2

=

θ2(�2
n∑
i=1

t2i + 1) − 2(�2
n∑
i=1

xi ti + a)θ + (�2 +

n∑
i=1

x2
i + a

2)

2�2
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Έξοδος

=

θ2 − 2

�2
n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1

θ +


�2

n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1



2

−


�2

n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1



2

+

�2
n∑
i=1

x2
i + a

2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

2
�2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

=

θ −
�2

n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1



2

2
�2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

+ c1, όπου c1 =

−


�2

n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1



2

+

�2
n∑
i=1

x2
i + a

2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

2
�2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

.

Αν ϑέσουµε, µ =

�2
n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1

και σ2 =
�2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

,

τότε η µορφή της εκ των υστέρων κατανοµής ϑα είναι,

π(θ|x
˜

) = c(x
˜

)e
−

[
(θ−µ)2

2σ2 +c1

]
= c(x

˜
) e−c1e−

(θ−µ)2

2σ2 = c2(x
˜

) e−c1e−
(θ−µ)2

2σ2 ,

όπου c2(x
˜

) = c(x
˜

) e−c1 .

Από την µορφή, λοιπόν της π(θ|x
˜

) προκύπτει ότι αυτή είναι η N(µ, σ2), δηλ.
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Έξοδος

θ|x
˜
∼ N


�2

n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1

,
�2

�2
n∑
i=1

t2i + 1

 .
Επειδή η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, από το Θεώρηµα 4.1.4

προκύπτει ότι ο εκτιµητής Bayes του θ έχει τιµή t∗ = EθY , όπου Y έχει ως κατανοµή την

εκ των υστέρων, δηλαδή

t∗ =

�2
n∑
i=1

xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1

.

΄Αρα ο εκτιµητής Bayes του θ, είναι η στατιστική συνάρτηση,

T = T (X
˜

) =

�2
n∑
i=1

Xi ti + a

�2
n∑
i=1

t2i + 1

.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.5
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Απόδειξη : Κατ΄ αρχάς πρέπει να υπολογίσουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ,

λαµβάνοντας, όµως, υπ΄ όψιν ότι µέσα στο πεδίο τιµών του δείγµατος υπάρχει η άγνωστη

παράµετρος.

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

n∏
i=1

1
θ
I(0,θ)(xi) I(0,1)(θ)

=
1
f (x

˜
)

1
θn

n∏
i=1

I(0,θ)(xi) I(0,1)(θ)

=
1
f (x

˜
)

1
θn

I(0,x(n)](x(1)) I[x(1),θ)(x(n)) I(0,1)(θ)

= c(x
˜

)
1
θn

I(x(n),1)(θ), όπου c(x
˜

) =
1
f (x

˜
)
I(0,x(n)](x(1)).

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.3, ο εκτιµητής Bayes του θ, ως προς τη συνάρτηση

Ϲηµίας L(t; θ) =
(t − g(θ))2

θ2 είναι εκείνη η τιµή του t, t∗, που ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση

h∗(t) =
∫
Θ

L(t, θ)π(θ|x
˜

)dθ.

΄Αρα, h∗(t) =
∫ 1

x(n)

(t − g(θ))2

θ2 c(x
˜

)
1
θn

dθ = c(x
˜

)
∫ 1

x(n)

(t − g(θ))2 1
θn+2dθ.

Οπότε, η τιµή t που ελαχιστοποιεί την παραπάνω συνάρτηση είναι

t = t∗ =

∫ 1

x(n)

g(θ)
1
θn+2dθ∫ 1

x(n)

1
θn+2dθ

.

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 198 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Οταν g1(θ) = θ, αυτή η τιµή είναι,

t∗ =
n + 1
n

x(n) − xn+1
(n)

1 − xn+1
(n)

ή διαφορετικά ο εκτιµητής Bayes του θ είναι η στατιστική συνάρτηση,

T1 = T1(X
˜

) =
n + 1
n

X(n) − Xn+1
(n)

1 − Xn+1
(n)

.

Ενώ, όταν g2(θ) = θ2
, αυτή η τιµή είναι,

t∗ =
n + 1
n − 1

x2
(n) − x

n+1
(n)

1 − xn+1
(n)

ή διαφορετικά ο εκτιµητής Bayes του θ2
είναι η στατιστική συνάρτηση,

T2 = T2(X
˜

) =
n + 1
n − 1

X2
(n) − X

n+1
(n)

1 − Xn+1
(n)

.
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Απόδειξη : Η εκ των υστέρων κατανοµή του θ είναι της µορφής,

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

n∏
i=1

θ

xθ+1
i

e−θ

=
1
f (x

˜
)
θn

 n∏
i=1

xi

−(θ+1)

e−θ =
1
f (x

˜
)
θne−(θ+1) ln(

∏
xi )e−θ

= c(x
˜

)θne−θ(1+
∑

ln xi ), θ > 0, όπου c(x
˜

) =
1
f (x

˜
)
e−

∑
ln xi .

Από την µορφή, λοιπόν της π(θ|x
˜

) προκύπτει ότι αυτή είναι η πυκνότητα πιθανότητας της

κατανοµής Gamma, δηλ.

θ|x
˜
∼ Gamma

n + 1,

1 + n∑
i=1

ln xi

−1 .
Επειδή η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, από το Θεώρηµα 4.1.4

προκύπτει ότι ο εκτιµητής Bayes του θ έχει τιµή t∗ = EθY , όπου Y έχει ως κατανοµή την

εκ των υστέρων, δηλαδή

t∗ =
n + 1

1 +
n∑
i=1

ln xi

.

΄Αρα ο εκτιµητής Bayes του θ, είναι η στατιστική συνάρτηση,

T = T (X
˜

) =
n + 1

1 +
n∑
i=1

lnXi

.

�
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Απόδειξη : Λόγω του Θεωρήµατος 4.1.3, ο εκτιµητής Bayes είναι εκείνη η τιµή T ∗(x
˜

) = t∗,

του t η οποία ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση h∗(t) =
∫
Θ

L(t, θ)π(θ|x
˜

)dθ.

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση αυτή εξαρτάται από το δείγµα, µέσω της εκ των υστέ-

ϱων κατανοµής π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
. Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι η π(θ|x

˜
) είναι

συνάρτηση της ελάχιστης επαρκούς στατιστικής συνάρτησης.

Θεωρούµε ότι η T (X
˜

) είναι η ελάχιστη επαρκής στατιστική συνάρτηση, οπότε από το

παραγοντικό κριτήριο των Neyman - Fisher προκύπτει ότι,

fX
˜

(x
˜

; θ) = q(T (x
˜

); θ)h(x
˜

).

Επίσης, f (x
˜

) =
∫
Θ

f (x
˜

; θ)π(θ)dθ =
∫
Θ

q(T (x
˜

); θ)h(x
˜

)π(θ)dθ

= h(x
˜

)
∫
Θ

q(T (x
˜

); θ)π(θ)dθ = h(x
˜

)q1(T (x
˜

)).

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η εκ των υστέρων γίνεται,

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=
q(T (x

˜
); θ)h(x

˜
)π(θ)

h(x
˜

)q1(T (x
˜

))
=
q(T (x

˜
); θ)π(θ)

q1(T (x
˜

))
= q2(T (x

˜
); θ).

∆ηλαδή, η εκ των υστέρων είναι συνάρτηση της ελάχιστης επαρκούς στατιστικής συ-

νάρτησης, άρα το ίδιο συµβαίνει και για τον εκτιµητή Bayes. �
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Απόδειξη : Για να ϐρούµε εκτιµητή minimax ϑα κάνουµε χρήση του Θεωρήµατος 4.1.6,

δηλαδή αρχικά ϑα προσδιορίσουµε τον εκτιµητή Bayes του θ.

Κατά τα γνωστά, ϐρίσκουµε την εκ των υστέρων κατανοµή του θ,

π(θ|x
˜

) =
f (x

˜
; θ)π(θ)

f (x
˜

)
=

1
f (x

˜
)

n∏
i=1

θxi (1 − θ)1−xi 1
B(a, �)

θa−1(1 − θ)�−1

=
1

f (x
˜

)B(a, �)
θ
∑
xi+a−1(1 − θ)n−

∑
xi+�−1

Από την µορφή, λοιπόν της π(θ|x
˜

) προκύπτει ότι αυτή είναι η πυκνότητα πιθανότητας της

κατανοµής Βήτα, δηλ.

θ|x
˜
∼ Beta

 n∑
i=1

xi + a, n −
n∑
i=1

xi + �

 .
Επειδή η συνάρτηση Ϲηµίας είναι το τετραγωνικό σφάλµα, από το Θεώρηµα 4.1.4 προκύ-

πτει ότι ο εκτιµητής Bayes του θ έχει τιµή t∗ = EθY , όπου Y έχει ως κατανοµή την εκ των

υστέρων, δηλαδή

t∗ =

n∑
i=1

xi + a

n∑
i=1

xi + a + n −
n∑
i=1

xi + �

.

΄Αρα ο εκτιµητής Bayes του θ, είναι η στατιστική συνάρτηση,

T = T (X
˜

) =

n∑
i=1

Xi + a

n + a + �
.
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Εποµένως, αυτός ο εκτιµητής Bayes ϑα είναι και εκτιµητής minimax του θ αν η συνάρτηση

κινδύνου είναι σταθερή σαν συνάρτηση του θ.

Οπότε,

R(T, θ) = Eθ(T − θ)2 = VarT + (EθT − θ)2

=
1

(n + a + �)2 nθ(1 − θ) +
(
nθ + a

n + a + �
− θ

)2

.

Τελικά,

R(T, θ) =
(a + �)2 − n

(n + a + �)2 θ
2 +

n − 2a(a + �)
(n + a + �)2 θ +

a2

(n + a + �)2 .

Για να είναι, λοιπόν, η συνάρτηση κινδύνου σταθερή συνάρτηση, ως προς θ πρέπει οι

συντελεστές των θ2
και θ να είναι µηδέν, δηλαδή,

(a + �)2 − n = 0
n − 2a(a + �) = 0

}
⇒ a∗ = �∗ =

√
n

2
.

Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 4.1.6, η στατιστική συνάρτηση

T ∗ =

n∑
i=1

Xi +

√
n

2

n +
√
n

είναι εκτιµητής minimax του θ, µε εκ των προτέρων κατανοµή την Beta(a∗, �∗). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.9

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 204 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Σύµφωνα µε τον Ορισµό 4.1.5, αν ϐρεθεί ένας εκτιµητής T ∗, ο οποίος έχει

συνάρτηση κινδύνου µικρότερη ή ίση από αυτήν του T =
1
2

, ∀θ ∈ Θ, τότε ο T δεν ϑα είναι

minimax.

΄Ενας καλός εκτιµητής του θ είναι ο T ∗ = X̄ , ϑα δείξουµε ότι αυτός πληροί την παραπάνω

προϋπόθεση.

R(T, θ) =

(
1
2 − θ

)2

θ(1 − θ)
.

Ενώ,

R(T ∗, θ) = Eθ

{
(T ∗ − θ)2

θ(1 − θ)

}
= Eθ

{
1

θ(1 − θ)

(X1 + X2

2
− θ

)2}
=

1
θ(1 − θ)

{
Var

(X1 + X2

2

)
+

(
Eθ

(X1 + X2

2

)
− θ

)2}
=

1
θ(1 − θ)

2θ(1 − θ)
4

=
1
2

.

Εποµένως,

R(T ∗, θ) ≤ R(T, θ)⇔
1
2
≤

(
1
2 − θ

)2

θ(1 − θ)
⇔ 3θ2 − 3θ + 1 ≥ 0. (6.11)

Η Σχέση (6.11) ισχύει ∀θ ∈ (0,1), αφού η διακρίνουσα του τριωνύµου, ∆ = −3, είναι

αρνητική. Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι η στατιστική συνάρτηση T (X
˜

) =
1
2

δεν είναι

minimax εκτιµητής του θ. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 4.2.10
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Απόδειξη : Θεωρούµε τον εκτιµητή T1 ο οποίος είναι minimax και έναν καλύτερό του

εκτιµητή τον T ∗, εποµένως

R(T ∗, θ) ≤ R(T1, θ) ∀ θ ∈ Θ.

Αφού η παραπάνω σχέση ισχύει ∀ θ ∈ Θ, το ίδιο ϑα συµβαίνει και για τις µέγιστες τιµές

των συναρτήσεων, δηλαδή

max
θ∈Θ

R(T ∗, θ) ≤ max
θ∈Θ

R(T1, θ). (6.12)

΄Οµως, ο T1 είναι ένας minimax εκτιµητής, οπότε από τον Ορισµό 4.1.5 προκύπτει ότι για

οποιονδήποτε εκτιµητή, άρα και για τον T ∗,

max
θ∈Θ

R(T1, θ) ≤ max
θ∈Θ

R(T ∗, θ). (6.13)

Εποµένως από τις Σχέσεις (6.12) και (6.13) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι,

max
θ∈Θ

R(T ∗, θ) = max
θ∈Θ

R(T1, θ). (6.14)

Επιπλέον ο εκτιµητής T1 είναι minimax και εποµένως για κάθε άλλο εκτιµητή T ϑα

έχουµε ότι,

max
θ∈Θ

R(T1, θ) ≤ max
θ∈Θ

R(T, θ). (6.15)

Από τις Σχέσεις (6.14) και (6.15) προκύπτει ότι

max
θ∈Θ

R(T ∗, θ) ≤ max
θ∈Θ

R(T, θ) για κάθε άλλον εκτιµητή T.

∆ηλαδή, ο T ∗ είναι ένας εκτιµητής minimax. �
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε ένα ∆.Ε. για το µ. �

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε ένα ∆.Ε. για το θ. �
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε τα ∆.Ε. �
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε το ∆.Ε. για το θ. �
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J I

Σελίδα 210 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε το ∆.Ε. και τον Ορισµό

5.1.3 για να ϐρείτε τα ϕράγµατα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 211 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε το ∆.Ε. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.6
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∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 212 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε το ∆.Ε. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.7
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 213 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα 5.1.6 για να ϐρείτε την ποσότητα οδηγό και την

Παρατήρηση 5.1.5 για να ϐρείτε το ∆.Ε. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.8
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ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 214 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 5.2.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.9
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Ασκήσεις
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Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 215 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 5.1.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.10
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Εκτιµητές Bayes και . . .
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∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 216 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 5.1.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.11
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∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης
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Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 217 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον Ορισµό 5.1.1. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.12
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Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 218 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να είναι η T ποσότητα οδηγός πρέπει να περιέχει την άγνωστη παράµετρο

µ (κάτι που συµβαίνει) και η κατανοµή της να µην εξαρτάται από αυτή την παράµετρο.

΄Οµως,

Xk ∼ N(µ + k,1)⇒
n∑
k=1

Xk ∼ N

 n∑
k=1

(µ + k),
n∑
k=1

1

 ≡ N (
nµ +

n(n + 1)
2

, n

)

⇒ X̄ =
1
n

n∑
k=1

Xk ∼ N
(
µ +

n + 1
2

,
1
n

)
⇒

X̄ −
(n + 1

2
+ µ

)
√

1
n

∼ N(0,1)

ή διαφορετικά T =
√
n

(
X̄ −

n + 1
2
− µ

)
∼ N(0,1), δηλαδή η κατανοµή της T δεν εξαρτάται

από το θ.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε σταθερές c1 < c2 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(c1 ≤
√
n

(
X̄ −

n + 1
2
− µ

)
≤ c2) = 1 − a

⇔ Pθ

(
X̄ −

n + 1
2
−
c2
√
n
≤ µ ≤ X̄ −

n + 1
2
−
c1
√
n

)
= 1 − a

∆ηλαδή το διάστηµα

[
X̄ −

n + 1
2
−
c2
√
n
, X̄ −

n + 1
2
−
c1
√
n

]
είναι ∆.Ε. για το µ µε σ.ε. 1−a.

Για να ϐρούµε ∆.Ε. ίσων ουρών εργαζόµαστε ως εξής (ουσιαστικά µε τη συγκεκριµένη

µεθοδολογία καθορίζουµε τις σταθερές c1 και c2),

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a
⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
. (6.16)
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Έξοδος

Ισχύει ο ακόλουθος συµβολισµός,

P(T > c) = p
T ∼ N(0,1)

}
⇒ c = zp

όπου zp ονοµάζεται το p−ποσοστιαίο σηµείο της τυπικής κανονικής κατανοµής.

Εποµένως, λόγω της Σχέσης (6.16) και του παραπάνω συµβολισµού προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒ c2 = za/2.

Pθ(T < c1) =
a

2
⇒ Pθ(T ≥ c1) = 1 −

a

2
Επειδή η T έχει µία συνεχή κατανοµή, Pθ(T ≥ c1) = Pθ(T > c1), δηλαδή

Pθ(T > c1) = 1 −
a

2
⇒ c1 = z1−a/2 = −za/2.

Η τελευταία ισότητα ισχύει επειδή η N(0,1) είναι συµµετρική κατανοµή ως προς το 0.

Τελικά, αφού υπολογίσαµε τις σταθερές, το διάστηµα[
X̄ −

n + 1
2
−
za/2
√
n
, X̄ −

n + 1
2
+
za/2
√
n

]
είναι ∆.Ε. για το µ µε σ.ε. 1 − a. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.1
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :

1. Επειδή οι τ.µ. X1, X2, . . . , Xn είναι ανεξάρτητες από την εκθετική κατανοµή έπεται,

από τις αναπαραγωγικές ιδιότητες, ότι

n∑
i=1

Xi ∼ Gamma(n, θ)⇒ T =
2
θ

n∑
i=1

Xi ∼ X
2
2n.

∆ηλαδή, η T περιέχει την άγνωστη παράµετρο θ και η κατανοµή της δεν εξαρτάται

από αυτήν την παράµετρο, εποµένως η T είναι µια ποσότητα οδηγός.

2. Θεωρούµε σταθερές c1 < c2 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1− a ⇔ Pθ(c1 ≤
2
θ

n∑
i=1

Xi ≤ c2) = 1− a ⇔ Pθ

(
2nX̄
c2
≤ θ ≤

2nX̄
c1

)
=

1 − a

∆ηλαδή το διάστηµα

[
2nX̄
c2

,
2nX̄
c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 1 − a. Ουσιαστικά,

αυτό που αποµένει είναι να καθορίσουµε τις σταθερές c1 και c2. Οπότε, για το ∆.Ε.

ίσων ουρών εργαζόµαστε ως εξής,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a

⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
. (6.17)

Ισχύει ο ακόλουθος συµβολισµός,

P(T > c) = p
T ∼ X2

k

}
⇒ c = X2

k,p
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

όπου X2
k,p ονοµάζεται το p−ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής X2

k.

Εποµένως, λόγω της Σχέσης (6.17) και του παραπάνω συµβολισµού προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒ c2 = X

2
2n,a/2.

Pθ(T < c1) =
a

2
⇒ Pθ(T ≥ c1) = 1 −

a

2
.

Επειδή η T έχει µία συνεχή κατανοµή Pθ(T ≥ c1) = Pθ(T > c1), δηλαδή

Pθ(T > c1) = 1 −
a

2
⇒ c1 = X

2
2n,1−a/2.

΄Αρα το διάστηµα  2nX̄
X2

2n,a/2

,
2nX̄
X2

2n,1−a/2


είναι ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

3. Για να ϐρούµε ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ, πρέπει προφανώς να ελαχιστο-

ποιήσουµε το µήκος του διαστήµατος

[
2nX̄
c2

,
2nX̄
c1

]
για να µπορέσουµε να καθορί-

σουµε τις σταθερές c1 και c2. Κατ΄ αρχάς ϑεωρούµε ότι η µία εξαρτάται από την

άλλη, δηλαδή, c2 = c2(c1). Ενώ το µήκος του διαστήµατος είναι l = 2nX̄
(

1
c1
−

1
c2

)
και το ελαχιστοποιούµε ως προς c1.

dl

dc1
= 0⇒ −

1
c2

1
+

1
c2

2

dc2

dc1
= 0⇒

dc2

dc1
=
c2

2

c2
1
. (6.18)

Επειδή η T έχει µια (απολύτως) συνεχή κατανοµή, διαπιστώνουµε ότι,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T ≤ c1) = 1 − a ⇔ FT (c2) − FT (c1) =

1 − a ⇔ fT (c2)
dc2

dc1
− fT (c1) = 0⇔

dc2

dc1
=
fT (c1)
fT (c2)

.
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Η παραπάνω σχέση, λόγω της (6.18), γίνεται

fT (c1)
fT (c2)

=
c2

2

c2
1
⇔

1
Γ(n)2n

cn−1
1 e−

c1
2

1
Γ(n)2n

cn−1
2 e−

c2
2

=
c2

2

c2
1
⇔

cn+1
1 e−

c1
2 = cn+1

2 e−
c2
2 (6.19)

Προφανώς, ϑα χρειαστούµε και µια δεύτερη σχέση για να υπολογίσουµε τα c1 και

c2, η οποία ϑα προκύψει ως εξής,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔
∫ c2

c1

1
Γ(n)2n

tn−1e−
t
2dt = 1 − a (6.20)

Από τις Σχέσεις (6.19) και (6.20) υπολογίζουµε αριθµητικά τις σταθερές c1 και c2.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.2
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Έξοδος

Απόδειξη :

1. Για να αποδείξουµε ότι η T είναι ποσότητα οδηγός, µιας και περιέχει το θ, αρκεί

να δείξουµε ότι η κατανοµή της δεν εξαρτάται από την άγνωστη παράµετρο. Από

αντίστροφους µετασχηµατισµούς έχουµε τα εξής,

t =
x2

θ
⇒ x =

√
tθ, εποµένως η π.π. της T είναι,

fT (t; θ) = fX (
√
tθ; θ)

∣∣∣∣∣∣d(
√
tθ)

dt

∣∣∣∣∣∣ = 2
θ

√
tθe−t

1
2
√
tθ
θ = e−t .

Από την µορφή της fT (t; θ) παρατηρούµε ότι η T ∼ E(1), δηλαδή η T είναι ποσότητα

οδηγός.

2. Θεωρούµε σταθερές c1 < c2 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(c1 ≤
X2

θ
≤ c2) = 1 − a

⇔ Pθ

(
X2

c2
≤ θ ≤

X2

c1

)
= 1 − a.

∆ηλαδή το διάστηµα

[
X2

c2
,
X2

c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 1 − a. Στη συνέχεια

καθορίζουµε τις σταθερές c1 και c2, ώστε το ∆.Ε. να είναι ίσων ουρών. Εποµένως

εργαζόµαστε ως εξής,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a

⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
.
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Εποµένως, από τα παραπάνω προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒

∫ ∞

c2

e−xdx =
a

2
⇒ c2 = − ln(a/2).

Pθ(T < c1) =
a

2
⇒

∫ c1

0
e−xdx =

a

2
⇒ c1 = − ln(1 − a/2)

΄Αρα το διάστηµα [
X2

− ln(a/2)
,

X2

− ln(1 − a/2)

]
είναι ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

΄Οταν g2(θ) = Pθ(X > 1) =
∫ ∞

1

2
θ
xe−

x2
θ = e−1/θ

, τότε εργαζόµαστε ως ακολούθως,

Pθ

(
X2

− ln(a/2)
≤ θ ≤

X2

− ln(1 − a/2)

)
= 1 − a

⇔ Pθ

(
ln(a/2)
X2 ≤ −

1
θ
≤

ln(1 − a/2)
X2

)
= 1 − a

⇔ Pθ

((a
2

)1/X2

≤ e−1/θ ≤

(
1 −

a

2

)1/X2)
= 1 − a.

∆ηλαδή το διάστηµα [(a
2

)1/X2

,
(
1 −

a

2

)1/X2]
είναι ∆.Ε. ίσων ουρών για την g2(θ) µε σ.ε. 1 − a.
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Απόδειξη :

1. Παρατηρούµε από την εκφώνηση της άσκησης ότι δεν υπάρχει µια σαϕής εικόνα για

το ποια τ.µ. µπορούµε να πάρουµε ως ποσότητα οδηγό. Σε αυτές τις περιπτώσεις

ϐρίσκουµε έναν Ε.Μ.Π. για το θ. Από τη λύση της ΄Ασκησης 3.2.12 (µ = θ και σ = 1)

προκύπτει ότι η στατιστική συνάρτηση X(1) = min{X1, X2, . . . , Xn} είναι Ε.Μ.Π. για

το θ µε πυκνότητα πιθανότητας,

fX(1) (x) = n(1 − FX (x))n−1fX (x) = ne−n(x−θ)
, όταν x ≥ θ (ϐλ. τη λύση της ΄Ασκησης

2.2.8).

Από τη µορφή, λοιπόν, της π.π. της X(1) παρατηρούµε ότι αυτή είναι της µορφής

f (x − θ), οπότε είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ως πιθανή ποσότητα οδηγό την T =
X(1) − θ η οποία ϕυσικά περιέχει την άγνωστη παράµετρο, εποµένως αυτό που

αποµένει είναι να δείξουµε ότι η κατανοµή της T δεν εξαρτάται από το θ.

Χρησιµοποιούµε αντίστροφους µετασχηµατισµούς,

t = x − θ⇒ x = t + θ, εποµένως η π.π. της T είναι,

fT (t; θ) = fX (t + θ; θ)
∣∣∣∣∣d(t + θ)

dt

∣∣∣∣∣ = ne−n(t+θ−θ) = ne−nt όταν t ≥ 0.

Από την µορφή της fT (t; θ) παρατηρούµε ότι η T ∼ E(1/n), δηλαδή η T είναι µία

ποσότητα οδηγός.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε σταθερές c1 < c2 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1−a ⇔ Pθ(c1 ≤ X(1)−θ ≤ c2) = 1−a ⇔ Pθ
(
X(1) − c2 ≤ θ ≤ X(1) − c1

)
=

1 − a.

∆ηλαδή το διάστηµα
[
X(1) − c2, X(1) − c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 1 − a.

Κατόπιν καθορίζουµε τις σταθερές c1 και c2, έτσι ώστε το ∆.Ε. να είναι ίσων ουρών.

Εποµένως εργαζόµαστε ως εξής,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a
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⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
.

Εποµένως, από τα παραπάνω προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒

∫ ∞

c2

ne−ntdt ⇒ c2 = −
1
n

ln(a/2)

και

Pθ(T < c1) =
a

2
⇒

∫ c1

0
ne−ntdt ⇒ c1 = −

1
n

ln(1 − a/2).

∆ηλαδή το διάστηµα [
X(1) +

1
n

ln(a/2), X(1) +
1
n

ln(1 − a/2)
]

είναι ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

2. Για να ϐρούµε ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ, πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε

το µήκος του διαστήµατος
[
X(1) − c2, X(1) − c1

]
για να µπορέσουµε να καθορίσουµε

τις σταθερές c1 και c2. Κατ΄ αρχάς ϑεωρούµε ότι η µία εξαρτάται από την άλλη,

δηλαδή, c2 = c2(c1). Ενώ το µήκος του διαστήµατος είναι l = c2 − c1, το οποίο

ελαχιστοποιούµε, ως προς c1, υπό τον περιορισµό,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T ≤ c1) = 1 − a ⇔ FT (c2) − FT (c1) =

1 − a ⇔ fT (c2)
dc2

dc1
− fT (c1) = 0 ⇔

dc2

dc1
=
fT (c1)
fT (c2)

=
ne−nc1

ne−nc2
= en(c2−c1) > 1, αφού

c2 > c1.

Εποµένως,
dl

dc1
=
dc2

dc1
− 1 > 0, δηλαδή το µήκος αυξάνεται όσο αυξάνεται η τιµή

του c1, οπότε αυτό ελαχιστοποιείται για c1 = 0.
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Σε αυτήν την περίπτωση ο περιορισµός µας γίνεται,

Pθ(0 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔
∫ c2

0
ne−ntdt = 1 − a ⇔ c2 = −

1
n

lna.

Τελικά, το διάστηµα [
X(1) +

1
n

lna, X(1)

]
είναι ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

�
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Απόδειξη :

1. Κατ΄ αρχάς πρέπει να ϐρούµε έναν Ε.Μ.Π. για το θ. Από τη λύση της ΄Ασκησης 3.2.3

(θ1 = 0 και θ2 = θ) προκύπτει ότι η στατιστική συνάρτηση X(n) = max{X1, X2, . . . , Xn}
είναι Ε.Μ.Π. για το θ µε πυκνότητα πιθανότητας,

fX(n) (x) = n(FX (x))n−1fX (x) = n
(x
θ

)n−1 1
θ

, όταν x ∈ (0, θ) (ϐλ. την λύση της ΄Ασκησης

2.2.7).

Από την µορφή, λοιπόν, της π.π. της X(n) παρατηρούµε ότι αυτή είναι της µορφής

f (x/θ), οπότε είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ως πιθανή ποσότητα οδηγό την T =
X(n)

θ
η

οποία περιέχει την άγνωστη παράµετρο, αρκεί, λοιπόν, να δείξουµε ότι η κατανοµή

της T δεν περιέχει το θ.

Χρησιµοποιούµε αντίστροφους µετασχηµατισµούς,

t =
x

θ
⇒ x = tθ, εποµένως η π.π. της T είναι,

fT (t; θ) = fX (tθ; θ)
∣∣∣∣∣d(tθ)
dt

∣∣∣∣∣ = n ( tθ
θ

)n−1 1
θ
θ = ntn−1

όταν t ∈ (0,1).

∆ηλαδή η T είναι µία ποσότητα οδηγός.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε σταθερές c1 < c2 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(c1 ≤
X(n)

θ
≤ c2) = 1 − a

⇔ Pθ

(
X(n)

c2
≤ θ ≤

X(n)

c1

)
= 1 − a.

∆ηλαδή το διάστηµα

[
X(n)

c2
,
X(n)

c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 1 − a.

Κατόπιν καθορίζουµε τις σταθερές c1 και c2, έτσι ώστε το ∆.Ε. να είναι ίσων ουρών.

Εποµένως εργαζόµαστε ως εξής,
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Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a

⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
.

Εποµένως, από τα παραπάνω προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒

∫ 1

c2

ntn−1dt ⇒ c2 =

(
1 −

a

2

)1/n

και

Pθ(T < c1) =
a

2
⇒

∫ c1

0
ntn−1dt ⇒ c1 =

(a
2

)1/n
.

∆ηλαδή το διάστηµα  X(n)(
1 −

a

2

)1/n
,
X(n)(a
2

)1/n


είναι ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

2. Για να ϐρούµε ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ, πρέπει να ελαχιστοποιήσουµε

το µήκος του διαστήµατος

[
X(n)

c2
,
X(n)

c1

]
για να µπορέσουµε να καθορίσουµε τις στα-

ϑερές c1 και c2. Κατ΄ αρχάς ϑεωρούµε ότι η µία εξαρτάται από την άλλη, δηλαδή,

c2 = c2(c1). Ενώ το µήκος του διαστήµατος είναι l = X(n)

(
1
c1
−

1
c2

)
, το οποίο ελαχι-

στοποιούµε, ως προς c1, υπό τον περιορισµό,
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Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T ≤ c1) = 1 − a ⇔ FT (c2) − FT (c1) =

1 − a ⇔ fT (c2)
dc2

dc1
− fT (c1) = 0⇔

dc2

dc1
=
fT (c1)
fT (c2)

=
ncn−1

1

ncn−1
2
⇒

dc2

dc1
=
cn−1

1

cn−1
2

. (6.21)

Εποµένως,

dl

dc1
= X(n)

(
−

1
c2

1
+
dc2

dc1

1
c2

2

)
, οπότε λόγω της Σχέσης (6.21) προκύπτει ότι

dl

dc1
= X(n)

cn+1
1 − cn+1

2

cn+1
2 c2

1
< 0, αφού 0 < c1 < c2.

∆ηλαδή το µήκος µειώνεται όσο αυξάνεται η τιµή του c1, οπότε αυτό ελαχιστοποιείται

όταν το c1 πάρει την µεγαλύτερη τιµή του.

΄Οµως από τον περιορισµό µας διαπιστώνουµε ότι,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1−a ⇒
∫ c2

c1

ntn−1dt = 1−a ⇒ cn2 −c
n
1 = 1−a ⇒ cn1 = c

n
2 +a−1⇒

cn1 ≤ 1 + a − 1⇒ cn1 ≤ a ⇒ c1 ≤ a
1/n

.

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι η µεγαλύτερη δυνατή τιµή που µπορεί να πάρει η

σταθερά c1, είναι c1 = a1/n
(η οποία αντιστοιχεί στην τιµή c2 = 1) και τότε, όπως

προείπαµε, ελαχιστοποιείται το µήκος του τυχαίου διαστήµατος.

Τελικά, το διάστηµα [
X(n), a

−1/nX(n)

]
είναι ένα ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.
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3. Για να ϐρούµε ένα άνω ϕράγµα για το θ χρησιµοποιούµε την ποσότητα οδηγό που

έχουµε ϐρει, T =
X(n)

θ
,

Pθ(T ≥ c) = 1 − a ⇒ Pθ
(X(n)

θ
≥ c

)
= 1 − a ⇒ Pθ

(
θ ≤

X(n)

c

)
= 1 − a.

Εποµένως, η σ.σ.
X(n)

c
είναι ένα Α.Φ. για το θ, µόνο που πρέπει να καθορίσουµε τη

σταθερά c.

Pθ(T ≥ c) = 1 − a ⇒
∫ 1

c
ntn−1dt = 1 − a ⇒ c = a1/n

.

Οπότε, η σ.σ. a−1/nX(n) είναι ένα Α.Φ. για το θ µε σ.ε. 100(1 − a)%.

΄Οσον αφορά το Κ.Φ. εργαζόµαστε κατά παρόµοιο τρόπο,

Pθ(T ≤ c) = 1 − a ⇒ Pθ
(X(n)

θ
≤ c

)
= 1 − a ⇒ Pθ

(
θ ≥

X(n)

c

)
= 1 − a.

Εποµένως, η σ.σ.
X(n)

c
είναι ένα Κ.Φ. για το θ και απλά καθορίζουµε τη σταθερά c.

Pθ(T ≤ c) = 1 − a ⇒
∫ c

0
ntn−1dt = 1 − a ⇒ c = (1 − a)1/n

.

Τελικά, η σ.σ. (1 − a)−1/nX(n) είναι ένα Κ.Φ. για το θ µε σ. ε. 100(1 − a)%.

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.5
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Απόδειξη : Για να ϐρούµε ένα ∆.Ε. για το θ2
, αρκεί να ϐρούµε ένα ∆.Ε. για το θ. Στην

΄Ασκηση 2.2.9 δείξαµε, ουσιαστικά, ότι το τυχαίο δείγµα |X1|, |X2|, . . . , |Xn | προέρχεται από

την U(0, θ). Οπότε, σύµφωνα µε την λύση της ΄Ασκησης 5.2.5, το διάστηµα |X |(n)(
1 −

a

2

)1/n
,
|X |(n)(a
2

)1/n

 ,
όπου |X |(n) = max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn |}, είναι ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ. ε. 100(1 −
a)%.

Τελικά, το διάστηµα 
 |X |(n)(

1 −
a

2

)1/n


2

,

 |X |(n)(a
2

)1/n


2 ,

όπου |X |(n) = max{|X1|, |X2|, . . . , |Xn |}, είναι ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ2
µε σ.ε. 100(1 −

a)%. �
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Απόδειξη : Αρχικά, πρέπει να ϐρούµε µια ποσότητα οδηγό. Παρατηρούµε ότι η π.π. της X

είναι της µορφής f (x/θ), οπότε είναι λογικό να εξετάσουµε αν η τ.µ. T =
X

θ
, η οποία πε-

ϱιέχει την άγνωστη παράµετρο, έχει κατανοµή που δεν εξαρτάται από το θ. Για να ϐρούµε

την κατανοµή της T χρησιµοποιούµε την µέθοδο του αντίστροφου µετασχηµατισµού.

t =
x

θ
⇒ x = tθ, εποµένως η π.π. της T είναι,

fT (t; θ) = fX (tθ; θ)
∣∣∣∣∣d(tθ)
dt

∣∣∣∣∣ = 2
θ

(
1 −

tθ

θ

)
θ = 2(1− t), όταν t ∈ (0,1), δηλαδή δεν εξαρτά-

ται από το θ, συνεπώς η T είναι ποσότητα οδηγός.

Στη συνέχεια ϑεωρούµε σταθερές 0 < c1 < c2 < 1 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(c1 ≤
X

θ
≤ c2) = 1 − a

⇔ Pθ

(
X

c2
≤ θ ≤

X

c1

)
= 1 − a.

∆ηλαδή το διάστηµα

[
X

c2
,
X

c1

]
είναι ∆.Ε. για το θ µε σ. ε. 1 − a.

Κατόπιν καθορίζουµε τις σταθερές c1 και c2, έτσι ώστε το ∆.Ε. να είναι ίσων ουρών. Επο-

µένως εργαζόµαστε ως εξής,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇔ Pθ(T ≤ c2) − Pθ(T < c1) = 1 − a
⇔ Pθ(T < c1) + 1 − Pθ(T ≤ c2) = a ⇔ Pθ(T < c1) + Pθ(T > c2) = a.

Επειδή ϑέλουµε ∆.Ε. ίσων ουρών, πρέπει

Pθ(T < c1) = Pθ(T > c2) =
a

2
.

Εποµένως, από τα παραπάνω προκύπτει ότι,

Pθ(T > c2) =
a

2
⇒

∫ 1

c2

2(1 − t)dt =
a

2
⇒ c2 = 1 ±

√
a

2
.

Επειδή 0 < c2 < 1, επιλέγουµε την λύση c2 = 1 −
√
a

2
.
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Pθ(T < c1) =
a

2
⇒

∫ c1

0
2(1 − t)dt =

a

2
⇒ c1 = 1 ±

√
1 −

a

2
.

Επειδή 0 < c1 < 1, επιλέγουµε την λύση c1 = 1 −
√

1 −
a

2
.

∆ηλαδή το διάστηµα 
X

1 −
√
a

2

,
X

1 −
√

1 −
a

2


είναι ένα ∆.Ε. ίσων ουρών για το θ µε σ. ε. 1 − a. �
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Απόδειξη : Επειδή η διαδικασία εύρεσης ποσότητας οδηγού είναι γενικά δύσκολη (κυρίως

όσον αφορά την κατανοµή), ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα 5.1.6.

Η συνάρτηση κατανοµής των Xi , i = 1,2, . . . , n υπολογίζεται ότι είναι,

Fθ(xi) =


0 , xi ≤ 0
xθi , 0 < xi < 1
1 , xi ≥ 1.

Επειδή 0 < xi < 1 µε πιθανότητα 1, αγνοούµε τους άλλους δύο κλάδους και παίρνουµε

µόνο τον µεσαίο. Εποµένως η ποσότητα οδηγός ϑα είναι η τ.µ.

T = −2
n∑
i=1

lnFθ(Xi) = −2
n∑
i=1

lnXθi = −2θ
n∑
i=1

lnXi ∼ X2
2n.

Κατόπιν ϑεωρούµε σταθερές 0 < c1 < c2 < 1 τέτοιες ώστε,

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1−a ⇔ Pθ(c1 ≤ −2θ
n∑
i=1

lnXi ≤ c2) = 1−a ⇔ Pθ


−c1
n∑
i=1

lnXi

≤ θ ≤
−c2
n∑
i=1

lnXi

 =
1 − a, ∀θ ∈ Θ.

∆ηλαδή το διάστηµα


−c1

2
n∑
i=1

lnXi

,
−c2

2
n∑
i=1

lnXi

 είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 1 − a.

Το επόµενο ϐήµα είναι να καθορίσουµε τις τιµές των c1 και c2, έτσι ώστε το µήκος του

παραπάνω διαστήµατος,

l =
−c2

2
n∑
i=1

lnXi

−
−c1

2
n∑
i=1

lnXi

=
1

2
n∑
i=1

lnXi

l∗ , l∗ = c1 − c2,
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ή διαφορετικά το l∗, να ελαχιστοποιείται.

Θεωρούµε ότι το c2 είναι συνάρτηση του c1, δηλαδή c2 = c2(c1), εποµένως προκύπτει ότι,

dl∗

dc1
= 1 −

dc2

dc1
. (6.22)

Επίσης, ϑέλουµε να ελαχιστοποιήσουµε το l∗, υπό τον περιορισµό

Pθ(c1 ≤ T ≤ c2) = 1−a ⇔ Pθ(T ≤ c2)−Pθ(T ≤ c1) = 1−a ⇔ FT (c2)−FT (c1) = 1−a ⇔

fT (c2)
dc2

dc1
− fT (c1) = 0⇔

dc2

dc1
=
fT (c1)
fT (c2)

=

1
2e
−c1/2

1
2e
−c2/2

⇒

dc2

dc1
= e(c2−c1)/2 > 1 , αφού c1 < c2. (6.23)

Από τις Σχέσεις (6.22) και (6.23) προκύπτει ότι το µήκος του διαστήµατος είναι ϕθίνουσα

συνάρτηση ως προς c1, εποµένως αυτό παίρνει την ελάχιστη τιµή του, όταν το c1 παίρνει

την µέγιστη, δηλαδή για c1 = 1.

Σ΄ αυτήν την περίπτωση προκύπτει ότι,

Pθ(1 ≤ T ≤ c2) = 1 − a ⇒
∫ c2

1

1
2
e−t/2dt = 1 − a ⇒ c2 = −2 ln(e−1/2 + a − 1).

Τελικά, το διάστηµα 
−1

2
n∑
i=1

lnXi

,
ln(e−1/2 + a − 1)

n∑
i=1

lnXi


είναι το ∆.Ε. ελαχίστου µήκους για το θ µε σ.ε. 1 − a. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.2.8

http://www.math.aegean.gr


Αµερόληπτοι Εκτιµητές

Ασκήσεις

ΑΟΕ∆ εκτιµητές

Ασκήσεις

Εκτίµηση µε τη µέθοδο . . .

Ασκήσεις

Εκτιµητές Bayes και . . .

Ασκήσεις

∆ιαστήµατα Εµπιστοσύνης

Ασκήσεις

Παράρτηµα

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 237 από 240

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Στο αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 5.2.1 ϑέτουµε όπου k = 0, στην κατανοµή,

∀ k = 1,2, . . . , n, τότε προκύπτει ότι το διάστηµα[
X̄ − za/2

1
√
n
, X̄ + za/2

1
√
n

]
είναι ∆.Ε. µε σ.ε. 100(1 − a)%.

Το µήκος αυτού του διαστήµατος είναι l = 2za/2
1
√
n

.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε ότι a = 0.1, z0.05 = 1.645, οπότε το µήκος είναι

l = 3.29
1
√
n

.

Ψάχνουµε να ϐρούµε την ελάχιστη τιµή του n, για την οποία

l ≤
1
5
⇒ 3.29

1
√
n
≤

1
5
⇒
√
n ≥ 16.45⇒ n ≥ 270.6

Εποµένως, η ελάχιστη τιµή του n, είναι n = 271. �
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Απόδειξη : Ζητάµε την πιθανότητα,

P

(
X̄ −

8.2
√
n
≤ µ ≤ X̄ +

8.2
√
n

)
= P

(
−

8.2
√
n
≤ X̄ − µ ≤

8.2
√
n

)
= P

(∣∣∣X̄ − µ∣∣∣ ≤ 8.2
√
n

)
= P

(∣∣∣∣∣∣
√
n(X̄ − µ)
σ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 8.2
σ

)
= P

(
|Z | ≤

8.2
5

)
= P(|Z | ≤ 1.64)

= Φ(1.64) − Φ(−1.64) = Φ(1.64) − (1 − Φ(1.64)) = 2Φ(1.64) − 1
= 2 · 0.9495 − 1 = 0.899. �
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Απόδειξη : Αφού το διάστηµα

0, c n∑
i=1

Xi

 είναι ένα ∆.Ε. για την g(θ) = 2θ µε σ.ε. 1 − a,

έχουµε

P

0 ≤ 2θ ≤ c
n∑
i=1

Xi

 = 1 − a ⇔ P

 n∑
i=1

Xi ≥
2θ
c

 = 1 − a (c > 0).

Με τη ϐοήθεια των αναπαραγωγικών ιδιοτήτων συµπεραίνουµε τα εξής,

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες ∼ Gamma(2, θ)⇒
n∑
i=1

Xi ∼ Gamma(2n, θ)⇒ T =
2
θ

n∑
i=1

Xi ∼

X2
4n.

Εποµένως, µπορούµε να καθορίσουµε τη σταθερά c, όπως ϕαίνεται και παρακάτω.

P

 n∑
i=1

Xi ≥
2θ
c

 = 1 − a ⇔ P

2
θ

n∑
i=1

Xi ≥
2
θ

2θ
c

 = 1 − a

⇔ P
(
T >

4
c

)
= 1 − a.

Ισχύει ο ακόλουθος συµβολισµός,

P(T > c) = p
T ∼ X2

k

}
⇒ c = X2

k,p

όπου X2
k,p ονοµάζεται το p−ποσοστιαίο σηµείο της κατανοµής X2

k.

Οπότε, λόγω του παραπάνω συµβολισµού, προκύπτει ότι,

P
(
T >

4
c

)
= 1 − a ⇒

4
c
= X2

4n,1−a ⇒ c =
4

X2
4n,1−a

. �
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Απόδειξη : Επειδή ϑέλουµε το διάστηµα [0, cX ] να είναι ∆.Ε. για το θ µε σ.ε. 100(1−a)%,

προκύπτει ότι,

P(0 ≤ θ ≤ cX ) = 1−a ⇔ P
(
X >

θ

c

)
= 1−a ⇔

∫ ∞

θ/c

1
θ
e−

x
θ dx = 1−a ⇔ c = −

1
ln(1 − a)

�
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