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Συµβολισµός

Εάν A είναι ένα σύνολο µε #A συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων του A.
Ανισότητα Minkowski: για κάθε p ≥ 1 και (xi)ni=1, (yi)

n
i=1 ∈ R

n ισχύει n∑
i=1

|xi + yi |
p

1/p

≤

 n∑
i=1

|xi |
p

1/p

+

 n∑
i=1

|yi |
p

1/p

΄Ενα σύνολο A λέµε ότι είναι (άπειρο) αριθµήσιµο εάν υπάρχει µια απεικόνιση f : A → N
που είναι 1 − 1 και επί.

Κάθε άπειρο υποσύνολο σύνολο ενός αριθµήσιµου συνόλου είναι επίσης αριθµήσιµο
σύνολο.

Εάν ένα σύνολο δεν είναι πεπερασµένο ή αριθµήσιµο τότε λέµε ότι είναι υπεραριθµή-
σιµο.

Το σύνολο των ϱητών αριθµών είναι ένα αριθµήσιµο σύνολο. Το σύνολο {0,1}N που
είναι το σύνολο των ακολουθιών µε στοιχεία 0 και 1 είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο.

Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών καθώς επίσης και κάθε διάστηµα [a, b] των
πραγµατικών αριθµών είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο.

http://www.math.aegean.gr
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Κεφάλαιο 1

Μετρικές

1.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 1.1.1 Εάν M είναι ένα µη-κενό σύνολο τότε µετρική στο M είναι µια απεικόνιση
d : M ×M → R που ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες

Μ1) d(x, y) ≥ 0 για κάθε x, y ∈ M.

Μ2) d(x, y) = 0 αν και µόνο αν x = y.

Μ3) d(x, y) = d(y, x) για κάθε x, y ∈ M.

Μ4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) για κάθε x, y, z ∈ M.

Η ιδιότητα Μ4) ονοµάζεται τριγωνική ανισότητα.

http://www.math.aegean.gr
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1.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 1.2.1 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι
α) |d(x, z) − d(y, z)| ≤ d(x, y) για κάθε x, y, z ∈ X.
ϐ)|d(x, y) − d(z, u)| ≤ d(x, z) + d(y, u) για κάθε x, y, z, u ∈ X. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.2 ∆είξτε ότι η απεικόνιση d : Rn × Rn → R µε τύπο

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max
i≤n
|xi − yi |

είναι µετρική. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.3 ∆είξτε ότι στον Rn για κάθε p ≥ 1 η

dp((xi)ni=1, (yi)
n
i=1) =

 n∑
i=1

|xi − yi |
p

1/p

είναι µετρική. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.4 ∆είξτε ότι η d(x, y) = | 1x −
1
y | ορίζει µετρική στον R+ = {x ∈ R : x > 0}.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.5 Εάν N = {0,1}n = {~a = (a1, . . . , an) : ai = 0 ή 1 για κάθε i ≤ n} δείξτε ότι
η

d(~a, ~b) = #({i ≤ n : ai , bi})

ορίζει µετρική στο N . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.6 Εάν S είναι ένα σύνολο και µε F (S) συµβολίσουµε τα πεπερασµένα υποσύ-
νολα του S να δείξετε ότι η

d(A, B) = #((A \ B) ∪ (B \ A))

ορίζει µετρική στο F (S). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 1.2.7 ΄Εστω C([0,1]) = {f : [0,1]→ R, f συνεχής}. Ορίζουµε για f, g ∈ C([0,1])

d(f, g) =

∫ 1

0
|f (x) − g(x)|dx.

∆είξτε ότι η d(·, ·) είναι µια µετρική στο C([0,1]). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.8 ∆είξτε ότι οι

α) d(x, y) = |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y)|, ϐ) d(x, y) = τoξϸϕ|x − y|

είναι µετρικές στο R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.9 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Να δείξετε ότι οι

i)d1(x, y) =
√
d(x, y), ii)d2(x, y) = min{1, d(x, y)}, iii)d3(x, y) =

d(x, y)
1 + d(x, y)

είναι µετρικές στον X. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.10 ∆ώστε παράδειγµα µετρικού χώρου (X, d) για τον οποίο η d̄(x, y) = d(x, y)2

δεν είναι µετρική Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 1.2.11 ΄Εστω p ∈ N πρώτος αριθµός (µεγαλύτερος της µονάδας). Ορίζουµε την
απεικόνιση d : Z × Z→ R ως εξής :

d(n, n) = 0 και d(m, n) = 1/r αν m − n = pr−1k

r, k ακέραιοι και k δεν διαιρείται από τον p. ∆είξτε ότι η d(·, ·) είναι µετρική στο Z. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 2

Ανοικτά-κλειστά σύνολα

2.1. Στοιχεία ϑεωρίας

Ορισµός 2.1.1 ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος. Το σύνολο

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} όπου x ∈ X και r > 0

ονοµάζεται ανοικτή µπάλα µε κέντρο το x και ακτίνα r.
Το σύνολο

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} όπου x ∈ X και r > 0

ονοµάζεται κλειστή µπάλα µε κέντρο το x και ακτίνα r.

Ορισµός 2.1.2 ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος
α) ΄Ενα υποσύνολο U του X ονοµάζεται ανοικτό αν για κάθε x ∈ U υπάρχει ε = ε(x) > 0

ώστε B(x, ε) ⊂ U.

http://www.math.aegean.gr
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ϐ) ΄Ενα υποσύνολο F του X ονοµάζεται κλειστό αν το συµπλήρωµα του X \ F είναι
ανοικτό σύνολο.

Ορισµός 2.1.3 ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος και A ⊂ X.
α) Εσωτερικό του συνόλου A, που συµβολίζεται µε Ao είναι το σύνολο

Ao = {x ∈ A : υπάρχει r > 0 ώστε B(x, r) ⊂ A}

ϐ) Κλειστότητα του A, συµβολίζεται µε A είναι το µικρότερο κλειστό υποσύνολο του X που
περιέχει το A.

Προκύπτει άµεσα από τους ορισµούς ότι
α) ένα σύνολο A είναι ανοικτό αν και µόνο αν A = Ao

ϐ) ένα F είναι κλειστό αν και µόνο αν F = F .
γ) εάν An, n ∈ N είναι ανοικτά τότε και το σύνολο ∪∞n=1An είναι ανοικτό.
δ) εάν Fn, n ∈ N είναι κλειστά τότε και το σύνολο ∩∞n=1Fn είναι κλειστό.
Από τους ορισµούς είναι εύκολο να δούµε ότι για κάθε a ∈ R τα διαστήµατα (a, b),(α,+∞)

και (−∞, a) είναι ανοικτά υποσύνολα του R και εποµένως τα [a, b], a < b, [α,+∞), (−∞, a]
είναι κλειστά υποσύνολα του R.

Ορισµός 2.1.4 ΄Ενα υποσύνολο F ενός µετρικού χώρου ονοµάζεται πυκνό αν F = X.
΄Ενα υποσύνολο F ενός µετρικού χώρου ονοµάζεται πουθενά πυκνό αν (F )o = ∅.

2.2. Ασκήσεις

2.2.1. Ανοικτά-Κλειστά σύνολα

΄Ασκηση 2.2.1 Εξετάστε ποια από τα ακόλουθα υποσύνολα του (R2, d) όπου d((x1, y1), (x2, y2)) =√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 είναι κλειστά

α) A = {(x, y) ∈ R2 : x = 2}

http://www.math.aegean.gr
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ϐ) A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 > 1}
γ) A = {(x, y) ∈ R2 : x = y2} Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.2 Εάν (X, d) µετρικός χώρος δείξτε ότι για κάθε a ∈ X και κάθε x ∈ B(a, ρ),

B(x, ρ − d(x, a)) ⊂ B(a, ρ).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.3 ∆είξτε ότι ένα σύνολο U σ΄ ένα µετρικό χώρο είναι ανοικτό αν και µόνο αν
είναι ένωση ανοικτών µπαλών. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.4 ∆είξτε ότι στο R εφοδιασµένο µε την απόλυτη τιµή ισχύει

α) Qo = ∅, ϐ) (R \ Q)o = ∅, γ) Το Q δεν είναι κλειστό υποσύνολο του R.

και εποµένως το Q δεν είναι ούτε ανοικτό ούτε κλειστό υποσύνολο του R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.5 ∆είξτε ότι το σύνολο A = { 1n : n ∈ N} δεν είναι ούτε ανοικτό ούτε κλειστό
υποσύνολο του R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.6 α) ΄Εστω U1, . . . , Uk ανοικτά σύνολα στον µετρικό χώρο (X, d). ∆είξτε ότι η
∩ki=1Ui είναι ανοικτό σύνολο.

ϐ) ΄Εστω F1, . . . , Fk κλειστά σύνολα στον µετρικό χώρο (X, d). ∆είξτε ότι η ∪ki=1Fi είναι
κλειστό σύνολο.

γ) ∆ώστε παράδειγµα µιας ακολουθίας ανοικτών συνόλων (Un)∞n=1 του R για την οποία η⋂∞
n=1 Un δεν είναι ανοικτό σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.7 α) ∆είξτε ότι αν το σύνολο A είναι ανοικτό στον µετρικό χώρο (X, d) τότε
A ⊂ (A)o.

ϐ) ∆είξτε ότι αν το σύνολο C είναι κλειστό στον µετρικό χώρο (X, d) τότε C ⊃ Co.
Υπόδειξη-Λύση

http://www.math.aegean.gr
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΄Ασκηση 2.2.8 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και F ⊂ X.
α) ∆είξτε ότι το F ⊂ X είναι κλειστό αν και µόνο για κάθε x ∈ X µε B(x, ε) ∩ F , ∅ για

κάθε ε > 0 ισχύει ότι x ∈ F.
ϐ) ∆είξτε ότι x ∈ F αν και µόνο αν B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.9 ∆είξτε ότι κάθε πεπερασµένο σύνολο σ΄ ένα µετρικό χώρο είναι κλειστό
σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.10 ΄Εστω A µη-κενό υποσύνολο του (R, | · |). ∆είξτε ότι το σύνολο

C = {x ∈ A : υπάρχει ένα ε > 0 ώστε (x, x + ε) ∩ A = ∅}

είναι αριθµήσιµο σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.11 Θεωρούµε το R µε την µετρική της απόλυτης τιµής και U ⊂ R ανοικτό
σύνολο.

α) Για κάθε x ∈ U ϑέτουµε Ix να είναι η ένωση όλων των ανοικτών διαστηµάτων που
περιέχουν το x και περιέχονται στο U. ∆είξτε ότι το Ix είναι ανοικτό διάστηµα.

ϐ) ∆είξτε ότι αν x, y ∈ U και x , y τότε είτε Ix = Iy είτε Ix ∩ Iy = ∅.
γ) ∆είξτε ότι το U είναι η ένωση αριθµήσιµου το πολύ το πλήθος ξένων ανά δύο ανοικτών

διαστηµάτων. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.12 Αποδείξτε ότι (X \ A)o = X \ A. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.2.13 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A µη κενό υποσύνολο του X. ∆είξτε ότι
τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

1. Το A είναι πουθενά πυκνό.

2. Το σύνολο (X \ A)o είναι πυκνό υποσύνολο του X.

3. Για κάθε µη κενό ανοικτό σύνολο C υπάρχουν x ∈ C και ε > 0 ώστε B(x, ε) ∩ A = ∅.

Υπόδειξη-Λύση
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2.3. Σύνορο συνόλου, Απόσταση από σύνολο

2.3.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 2.3.1 Εάν (X, d) µετρικός χώρος και B ⊂ X. ΄Ενα σηµείο x ∈ X ονοµάζεται
συνοριακό σηµείο του B αν x ∈ B ∩ X \ B. Τα συνοριακά σηµεία του B τα συµβολίζουµε µε
BdB.

Ορισµός 2.3.2 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και A ⊂ X διάφορο του κενού Απόστα-
ση του x από το A, συµβολίζεται µε dist(x, A) ορίζουµε να είναι

dist(x, A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}. (2.1)

2.3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.3.3 α) Εάν BdB ⊂ A ⊂ B δείξτε ότι BdB ⊂ BdA.
ϐ) Ao ∪ BdA = A. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.3.4 ∆είξτε ότι

α) Bd(A) ⊂ Bd(A)

ϐ) Bd(A0) ⊂ Bd(A)

∆ώστε παραδείγµατα υποσυνόλων του R που η σχέση του περιέχεστε είναι γνήσια. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 2.3.5 ∆είξτε ότι
α) Bd(Bd(A)) ⊂ Bd(A)
ϐ) Bd(Bd(Bd(A))) = Bd(Bd(A)). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.3.6 Εάν (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X δείξτε ότι diam(A) = diam(A).
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.3.7 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος µε τουλάχιστον δύο σηµεία. Να ϐρεθούν
υποσύνολα A, B του X ώστε diam(A ∪ B) ≥ diam(A) + diam(B), Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.3.8 α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, x ∈ X και A, B µη κενά υποσύνολα του X
ώστε A ⊂ B. ∆είξτε ότι

dist(x, B) ≤ dist(x, A) ≤ dist(x, B) + diam(B).

ϐ) ∆ώστε παράδειγµα δύο υποσυνόλων A, B του R µε A ⊂ B και ενός x ∈ R ώστε

dist(x, A) > dist(x, B) + diam(B \ A).

Υπόδειξη-Λύση

2.4. Σηµεία Συσσώρευσης

2.4.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 2.4.1 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X.
α) ΄Ενα x ∈ X ονοµάζεται οριακό σηµείο ή σηµείο συσσώρευσης του A αν x ∈ A \ {x}. Τα
οριακά σηµεία του A τα συµβολίζουµε µε acc(A).
ϐ) ΄Ενα x ∈ A ονοµάζεται µεµονωµένο σηµείο του A εάν υπάρχει περιοχή U (x) του x ώστε
U (x) ∩ A = {x}. Τα µεµονωµένα σηµεία τα συµβολίζουµε µε µεµ(A).

2.4.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.4.2 Εάν (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X δείξτε ότι αν x ∈ acc(A) τότε κάθε
περιοχή του x περιέχει άπειρα σηµεία του A. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.4.3 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. ∆είξτε ότι A = acc(A) ∪ µεµ(A).
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.4.4 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. ∆είξτε ότι µεµ(A) = A \ acc(A).
Υπόδειξη-Λύση

2.5. Ισοδύναµες µετρικές

2.5.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 2.5.1 ΄Εστω X ένα σύνολο και d, ρ δύο µετρικές στο X. Οι d, ρ ονοµάζονται
ισοδύναµες αν ισχύει ότι οι µετρικοί χώροι (X, d) και (X, ρ) έχουν τα ίδια ανοικτά σύνολα,
δηλαδή ένα υποσύνολο U ⊂ X είναι ανοικτό ως προς την µετρική d αν και µόνο αν είναι
ανοικτό ως προς την ρ.

2.5.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.5.2 Εάν d, ρ είναι δύο µετρικές στο σύνολο X τέτοιες ώστε υπάρχουν ϑετικοί
αριθµοί m,M ∈ R ώστε

md(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ Md(x, y) για κάθε x, y ∈ X (2.2)

δείξτε ότι οι µετρικές είναι ισοδύναµες. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.5.3 ∆είξτε ότι οι µετρικές των Ασκήσεων 1.2.2, 1.2.3 είναι ισοδύναµες. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 2.5.4 Εάν (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος δείξτε ότι η µετρική ρ(x, y) =
d(x,y)

1+d(x,y)
(δες άσκηση 1.2.9) είναι ισοδύναµη µε την d. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 2.5.5 Εάν d, ρ είναι δυο µετρικές στο σύνολο X ώστε υπάρχουν ϑετικοί πραγµα-
τικοί αριθµοί m,M, δ ώστε

d(x, y) < δ ⇒ md(x, y) ≤ ρ(x, y) ≤ Md(x, y) (2.3)

δείξτε ότι είναι ισοδύναµες Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 2.5.6 ∆είξτε ότι οι µετρικές d(x, y) = |x−y|, ρ(x, y) = τoξϸϕ|x−y| είναι ισοδύναµες
µετρικές στο R, αλλά δεν υπάρχει M ∈ R ώστε d(x, y) ≤ Mρ(x, y). Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 3

Ακολουθίες, Πλήρεις Μετρικοί
χώροι

3.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 3.1.1 Μία ακολουθία (xn)n∈N σ΄ ένα µετρικό χώρο (X, d) συγκλίνει σ΄ ένα x ∈ X
αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε d(xn , x) < ε για κάθε n ≥ n0.

Ορισµός 3.1.2 ΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία σ΄ ένα µετρικό χώρο (X, d). ΄Εστω (nk)k∈N
µια ακολουθία ϕυσικών αριθµών µε nk < nk+1 για κάθε k ∈ N. Τότε η ακολουθία (xnk )k∈N
ονοµάζεται υπακολουθία της (xn)n∈N.

Ορισµός 3.1.3 Μία ακολουθία (xn)n∈N σ’ ένα µετρικό χώρο (X, d) ονοµάζεται Cauchy εάν
για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε d(xn , xm) < ε για κάθε n,m ≥ n0.

Ορισµός 3.1.4 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται πλήρης αν κάθε Cauchy ακολου-
ϑία στον (X, d) είναι συγκλίνουσα.
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Ο R εφοδιασµένος µε την απόλυτη τιµή είναι πλήρης µετρικός χώρος.
Στη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε σε πολλές ασκήσεις τον χώρο C([a, b]) εφοδιασµένο µε

την µετρική
d∞(f, g) = sup{|f (x) − g(x)| : x ∈ [a, b]}.

Η µετρική αυτή ονοµάζεται οµοιόµορφη µετρική. Στις ασκήσεις ϑα ϑεωρούµε τον χώρο
C([a, b]) εφοδιασµένο µε την οµοιόµορφη µετρική εκτός και αν αναφέρουµε ϱητώς µια
άλλη µετρική.

3.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.2.1 Εάν (xn)n∈N είναι µια Cauchyακολουθία στον (X, d) και (xkn )n∈N υπακο-
λουθία της που συγκλίνει, δείξτε ότι και (xn)n∈N συγκλίνει στο ίδιο όριο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.2 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι x ∈ F αν και µόνο αν υπάρχει µια
ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του F µε limd(xn , x) = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.3 ΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία σε ένα µετρικό χώρο (X, d) και x0 ∈ X ώστε
για κάθε ε > 0 και για κάθε n ∈ N υπάρχει m > n ώστε xm ∈ B(x0, ε). ∆είξτε ότι υπάρχει
υπακολουθία (xnk )k∈N της (xn)n∈N που συγκλίνει στο x0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.4 ΄Εστω d, ρ δύο µετρικές σε ένα σύνολο X. ∆είξτε ότι τα ακόλουθα είναι
ισοδύναµα

α) Οι d, ρ είναι ισοδύναµες
ϐ) µια ακολουθία (xn)n∈N συγκλίνει ως προς την d αν και µόνο αν η (xn)n∈N συγκλίνει

ως προς την ρ. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.5 ΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία σε ένα µετρικό χώρο (X, d) ώστε οι υπακο-
λουθίες (x2n)n∈N, (x2n+1)n∈N, (x3n)n∈N συγκλίνουν. ∆είξτε ότι η (xn)n∈N είναι συγκλίνουσα.
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.6 Εάν (xn)n∈N, (yn)n∈N είναι Cauchyακολουθίες σε ένα µετρικό χώρο (X, d)
δείξτε ότι η ακολουθία των πραγµατικών αριθµών (an)n∈N όπου an = d(xn , yn) είναι συγκλί-
νουσα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.7 ∆είξτε ότι ο µετρικός χώρος (X, d) είναι πλήρης αν και µόνο αν κάθε ακο-

λουθία (xn)n∈N του X µε
∞∑
n=1

d(xn , xn+1) < +∞ συγκλίνει. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.8 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και D υποσύνολο του X ώστε D = X. ∆είξτε ότι
αν κάθε Cauchyακολουθία στοιχείων του D συγκλίνει τότε ο (X, d) είναι πλήρης. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 3.2.9 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι τα επόµενα είναι ισοδύναµα

1. Ο X είναι πλήρης.

2. Για κάθε ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών, κλειστών συνόλων (Fn)n∈N µε lim
n→∞

diamFn =

0 ισχύει ότι ∩n∈NFn , ∅. Ιδιαίτερα η ∩n∈NFn είναι µονοσύνολο.

Υπόδειξη-Λύση

Στην επόµενη άσκηση ϑα χρησιµοποιήσουµε την ορισµό της συνεχούς συνάρτησης

Ορισµός 3.2.10 Μια συνάρτηση F : (X, d) → (Y, ρ) είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ X αν
για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε ρ(f (x), f (x0)) < ε για κάθε x ∈ X µε d(x, x0) < δ.

΄Ασκηση 3.2.11 ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι. Εάν (fn)n∈N είναι µια ακολουθία συ-
νεχών συναρτήσεων από τον X στον Y και f : X → Y ώστε lim

n→∞
d∞(fn , f ) = 0, δείξτε ότι η f

είναι συνεχής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.12 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (C(X ), d∞) είναι πλήρης µετρι-
κός χώρος. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 3.2.13 ∆είξτε ότι ο C1[0,1] = {f : [0,1] → R, f έχει συνεχή παράγωγο} εφοδια-
σµένος µε την µετρική

d(f, g) = sup
t∈[0,1]

|f (t) − g(t)| + sup
t∈[0,1]

|f ′(t) − g′(t)|

είναι πλήρης µετρικός χώρος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.14 Στον C([0,1]) = {f : [0,1]→ R, f συνεχής} ϑεωρούµε τη µετρική d(f, g) =∫ 1
0 |f (x) − g(x)|dx. ∆είξτε ότι ο (C([0,1]), d) δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος . Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 3.2.15 ∆είξτε ότι στο σύνολο N των ϕυσικών η d(m, n) = | 1m −
1
n | είναι µετρική και

το N εφοδιασµένο µε αυτή την µετρική δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 3.2.16 ∆είξτε ότι ο R µε την µετρική

d(x, y) = |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y)|

δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος.
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Κεφάλαιο 4

∆ιαχωρισιµότητα

4.1. Ορισµοί- Θεωρήµατα

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο D του X ονοµάζεται πυκνό
στον X εάν D = X.

Εάν A ένα υποσύνολο του X τότε ένα B υποσύνολο του X ονοµάζεται πυκνό ως προς το
A εάν A ⊂ B.

Ορισµός 4.1.2 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται διαχωρίσιµος εάν υπάρχει ένα
αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολό του.

Ο µετρικός χώρος (R, | · |), όπου | · | η απόλυτη τιµή είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος
εφόσον Q = R.

Ορισµός 4.1.3 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Ενα στοιχείο x ∈ X είναι σηµείο συµπύκνω-
σης του A ⊂ X αν κάθε περιοχή του περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος στοιχεία του A.
Συµβολίζουµε µε Ac(A) τα σηµεία συµπύκνωσης του A.
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΄Ασκηση 4.1.4 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και D πυκνό υποσύνολο του. ∆είξτε ότι για
κάθε ανοικτό σύνολο U ισχύει ότι U ∩ D = U. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.5 ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός και (Ui)i∈I µια οικογένεια από µη κενά
ανοικτά και ξένα ανά δύο υποσύνολα του. ∆είξτε ότι τα σύνολα είναι Ui , i ∈ I είναι το πολύ
αριθµήσιµα το πλήθος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.6 ΄Εστω B = {f : [α, �] → R : f ϕραγµένη}. Στο σύνολο B ϑεωρούµε την
µετρική

d∞(f, g) = sup{|f (x) − g(x)| : x ∈ [α, �]}.

∆είξτε ότι (B, d∞) δεν είναι διαχωρίσιµος µετρικός. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.7 ∆είξτε ότι αν (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος τότε υπάρχει ένα αριθµή-
σιµο το πλήθος σύνολο από ανοικτά υποσύνολα του {Bn : n ∈ N} ώστε για κάθε ανοικτό
σύνολο G και κάθε x ∈ G υπάρχει n ∈ N ώστε x ∈ Bn ⊂ G. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.8 ∆είξτε ότι κάθε διαχωρίσιµος µετρικός χώρος έχει πληθάριθµο µικρότερο ή
ίσο του πληθάριθµου του {0,1}N. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.9 ∆είξτε ότι αν (X, d) είναι µετρικός χώρος µε την ιδιότητα κάθε άπειρο σύνολο
να έχει οριακό σηµείο τότε ο (X, d) είναι διαχωρίσιµος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.10 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώροςκαι A ⊂ X. Αποδείξτε
α) ότι το σύνολο σηµείων συµπύκνωσης Ac(A) του A είναι κλειστό.
ϐ) Ac(A ∪ B) = Ac(A) ∪ Ac(B) για κάθε A, B ⊂ X. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.11 ΄Εστω (X, d) είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Αποδείξτε ότι
α) Εάν A ⊂ X το οποίο δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης δείξτε ότι το A είναι αριθµήσιµο.
ϐ) ∆είξτε ότι το σύνολο A∩(X\Ac(A)) είναι το πολύ αριθµήσιµο και ότι Ac(A) = Ac(Ac(A)).

Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 4.1.12 ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και f : X → R µια τυχαία
συνάρτηση. Λέµε ότι η f έχει αυστηρό τοπικό µέγιστο στο x0 ∈ X ένα υπάρχει µια περιοχή
U του x0 ώστε f (x0) > f (x) για κάθε x ∈ U, x , x0. ΄Εστω M το σύνολο των σηµείων του
X στα οποία η f έχει αυστηρό τοπικό µέγιστο. ∆είξτε ότι το M είναι το πολύ αριθµήσιµο.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 4.1.13 α) ΄Εστω G µη κενό υποσύνολο τουR το οποίο είναι κλειστό στην πρόσθεση
και το αντίθετο στοιχείο,δηλαδή αν x, y ∈ G τότε x + y ∈ G,−x ∈ G. Τότε

είτε υπάρχει α ∈ R ώστε G = {nα : n ∈ Z}
είτε το G είναι πυκνό στο R, δηλαδή για κάθε x < y ∈ R υπάρχει g ∈ G µε x < g < y.
ϐ) ∆είξτε ότι σύνολο {συν(n) : n ∈ N} είναι πυκνό υποσύνολο του [0,1] δηλαδή

{συν(n) : n ∈ N} = [0,1]. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 5

Συναρτήσεις µεταξύ µετρικών
χώρων

5.1. Στοιχεία Θεωρίας

Ορισµός 5.1.1 ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : (X, d) → (Y, ρ) µια συνάρτηση.
Η f είναι συνεχής στο σηµείο x ∈ X αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(f (x), f (y)) < ε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ.

Λέµε ότι η f είναι συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε x ∈ X.

Θεώρηµα 5.1.2 ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : (X, d) → (Y, ρ) µια συνάρτηση.
Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα.

ι) Η f είναι συνεχής.

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

ä Σύνορο συνόλου, Από-
σταση από σύνολο

ä Σηµεία Συσσώρευσης

ä Ισοδύναµες µετρικές

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 22 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

ιι) Για κάθε ανοικτό υποσύνολο U του Y το σύνολο f −1(U ) είναι ανοικτό.

ιιι) Για κάθε κλειστό υποσύνολο F του Y το σύνολο f −1(F ) είναι κλειστό.

Ορισµός 5.1.3 ΄Εστω (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και F µια οικογένεια συνεχών συναρ-
τήσεων από τον X στον Y . Λέµε ότι οικογένεια F είναι ισοσυνεχής στο x ∈ X αν για κάθε
ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(f (x), f (y)) < ε για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ και κάθε f ∈ F .

Λέµε ότι οι οικογένεια F είναι ισοσυνεχής αν είναι ισοσυνεχής για κάθε x ∈ X.

Ορισµός 5.1.4 Εάν (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και fn : X → Y µια ακολουθία συναρτή-
σεων λέµε ότι η ακολουθία (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση f : X → Y εάν
ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε

ρ(fn(x), f (x)) < ε για κάθε n ≥ n0 και κάθε x ∈ X

Ορισµός 5.1.5 Εάν (X, d), (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y µια συνάρτηση. Λέµε ότι η
f είναι οµοιόµορφα συνεχής αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(f (x), f (y)) < ε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ.

Αποδεικνύεται ότι αν f : [a, b] → R είναι συνεχής τότε είναι και οµοιόµορφα συνεχής.
Στο Κεφάλαιο 6 ϑα δείξουµε ότι αυτό ισχύει γενικότερα, δες ΄Ασκηση 6.1.27

Ορισµός 5.1.6 Μια συνάρτηση f : (X, d) → (Y, ρ) ονοµάζεται συστολή εάν υπάρχει θ ∈
(0,1) ώστε

ρ(f (x), f (y)) ≤ θd(x, y) για κάθε x, y ∈ X.

Στην ΄Ασκηση 5.1.33 Θα δείξουµε ότι για κάθε συνάρτηση συστολής f : (X, d) → (X, d)
υπάρχει x ∈ X µε f (x) = x.

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

ä Σύνορο συνόλου, Από-
σταση από σύνολο

ä Σηµεία Συσσώρευσης

ä Ισοδύναµες µετρικές

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 23 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.1.7 Θεωρούµε τον µετρικό χώρο (C([0,1]), d∞). ∆είξτε ότι η απεικόνιση F :
C([0,1])→ R µε F (f ) =

∫ 1
0 f (x)dx είναι συνεχής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.8 ΄Εστω f : (X, d) → (Y, ρ) µια συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι συνε-
χής στο x0 αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn)n∈N µε lim

n→∞
d(xn , x0) = 0 ισχύει ότι

lim
n→∞

ρ(f (xn), f (x0)) = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.9 ∆είξτε ότι µια f : (X, d) → (Y, ρ) είναι συνεχής αν και µόνο αν για κάθε
A ⊂ X ισχύει

f (A) ⊂ f (A).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.10 Στον Rn ϑεωρούµε την µετρική της ΄Ασκησης 1.2.3. ∆είξτε ότι για κάθε
j = 1, . . . , n η απεικόνιση pj : Rn → R µε τύπο pj(x1, x2, . . . , xn) = xj είναι συνεχής.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.11 ΄Εστω (X, d) είναι διαχωρίσιµος µετρικός χώρος και f : (X, d) → R συνε-
χής. ∆είξτε ότι το σύνολο f (X ) είναι διαχωρίσιµο υποσύνολο του R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.12 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και K ⊂ X υποσύνολο του.
α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : (X, d)→ R µε

f (x) = dist(x, K) = inf{d(x, y) : y ∈ K},

είναι οµοιόµορφα συνεχής.
ϐ) ∆είξτε ότι το K είναι κλειστό αν και µόνο αν για κάθε x ∈ X µε dist(x, K) = 0 ισχύει

ότι x ∈ K. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.1.13 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.
α)∆είξτε ότι για κάθε κλειστό σύνολο F υπάρχει µια ακολουθία ανοικτών συνόλων

(Gn)n∈N ώστε F = ∩n∈NGn.
ϐ) ∆είξτε για κάθε ανοικτό σύνολο G υπάρχει µια ακολουθία κλειστών συνόλων (Fn)n∈N

ώστε G = ∪n∈NFn. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.14 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώροςκαι A, B κλειστά και ξένα υποσύνολα του
X. ∆είξτε ότι υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1] µε f|A = 0 και f|B = 1.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.15 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (fn)n∈N µια ακολουθία ισοσυνεχών συ-
ναρτήσεων από τον X στοR. Εάν το lim

n→∞
fn(x) υπάρχει για κάθε x ∈ X δείξτε ότι η συνάρτηση

f : X → R µε f (x) = lim
n→∞

fn(x) είναι συνεχής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.16 ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος, (Y, ρ) µετρικός και f : (X, d) →
(Y, ρ) συνεχής συνάρτηση. Εάν (Fn)n∈N είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστά υποσύ-
νολα του X µε lim

n→∞
diam(Fn) = 0 δείξτε ότι f (∩n∈NFn) = ∩n∈Nf (Fn). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.17 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f (x) = 1/x, x ∈ D = (0,+∞) είναι συνεχής αλλά
δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο D. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.18 ∆είξτε ότι αν η f : (X, d)→ (Y, ρ) είναι οµοιόµορφα συνεχής τότε για κάθε
Cauchyακολουθία (xn)n∈N του X ισχύει ότι η (f (xn))n∈N είναι Cauchy στον Y . Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.1.19 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος ώστε κάθε συνεχής συνάρτηση f : X → R
είναι οµοιόµορφα συνεχής. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.20 Βρείτε ποιες από τις ακόλουθες συναρτήσεις είναι οµοιόµορφα συνεχής
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α) f : [−1,1]→ R µε f (x) = 1
1+x2 .

ϐ) f : R→ R µε f (x) = 1
1+x4

γ) f : (1,+∞)→ R µε f (x) = x
(1−x)2 . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.21 α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f (x) = ηµ(x) είναι οµοιόµορφα συνεχής συνάρ-
τηση στο R.

ϐ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f (x) = ηµ( 1
x ) δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο (0,1).

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.22 ΄Εστω f : R→ R συνεχής ώστε

lim
x→+∞

f (x) = 0 = lim
x→−∞

f (x).

∆είξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.23 Εάν f : (0,1) → R οµοιόµορφα συνεχής δείξτε ότι το limx→0+ f (x) υπάρ-
χει. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.24 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R → (−1,1) µε f (x) = x
1+|x | είναι οµοιόµορφα

συνεχής και οµοιοµορφισµός δηλαδή, 1-1, επί και η f −1 οµοιόµορφα συνεχής. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.1.25 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (fn)n∈N µια ακολουθία ισοσυνεχών συ-
ναρτήσεων στον C(X ). ∆είξτε ότι το σύνολο

D = {x ∈ X : η ακολουθία (fn(x))n∈N είναι Cauchy }

είναι κλειστό. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.1.26 ΄Εστω fn : [a, b]→ R, n = 1,2 . . . , µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων,
f : [a, b] → R ώστε lim

n→∞
d∞(fn , f ) = 0 και (an)n∈N, (bn)n∈N δύο ακολουθίες πραγµατικών

αριθµών στο [a, b] µε lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ bn

an

fn(x)dx =

∫ b

a
f (x)dx.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.27 α) ΄Εστω (fn)n∈N µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων στον µετρικό χώρο
(X, d) η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . ∆είξτε ότι αν lim

n→∞
d(xn , x) = 0 τότε

lim
n→∞

fn(xn) = f (x).

ϐ) Εάν fn =


n2x, 0 ≤ x ≤ 1/n
−n2x + 2n 1/n ≤ x ≤ 2/n
0 2/n ≤ x ≤1

δείξτε ότι lim
n→∞

fn(x) = 0 για κάθε x ∈ [0,1] και

lim
n→∞

fn(1/n) , 0. Αυτό µας δείχνει ότι η υπόθεση fn → f οµοιόµορφα στο α) ερώτηµα δεν

µπορεί να παραλειφθεί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.28 ΄Εστω f : R → R µια συνάρτηση και για n ∈ N ορίζουµε τη συνάρτηση
fn : R → R µε fn(x) =

[nf (x)]
n , όπου [a] το ακέραιο µέρος του του αριθµού a. ∆είξτε ότι η

ακολουθία (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.29 ΄Εστω fn : [0,+∞) → R µε fn(x) = τoξϸϕ(nx). ∆είξτε ότι για κάθε a > 0
η ακολουθία (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a,+∞) ενώ δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στο
[0,+∞). Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 5.1.30 Στον C([0,1]) ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων (fn)n∈N όπου

fn(x) =


0 αν x ∈ [0,1] \ [ 1

2n+1 ,
1
2n ]

2n+2(x − 1
2n+1 ) αν x ∈ [ 1

2n+1 ,
1

2n+1 + 1
2n+2 ]

−2n+2x + 4 αν x ∈ [ 1
2n+1 + 1

2n+2 ,
1
2n ]

δείξτε ότι
α) Για κάθε x ∈ [0,1], lim

n→∞
fn(x) = 0.

ϐ) d∞(fn , fm) = 1 για κάθε m , n.
γ) ∆είξτε ότι η (fn)n∈N δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στη µηδενική συνάρτηση. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 5.1.31 Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn : [0,1] → R µε τύπο fn(t) =

n2t(1 − t)n. ∆είξτε ότι
α) για κάθε t ∈ [0,1] ισχύει lim

n→∞
fn(t) = 0

ϐ) η ακολουθία (fn)n∈N δεν συγκλίνει οµοιόµορφα στη f = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.32 ΄Εστω f : Rn → R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχουν
a, b ∈ R ώστε

|f (x)| ≤ a‖x‖`2 + b για κάθε x ∈ Rn.

όπου για x = (xi)ni−1 ∈ R
n , ‖x‖`2 = (

∑n
i=1 x

2
i )1/2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.33 ΄Εστω (X, d) πλήρης µετρικός χώρος. και f : (X, d) → (X, d) συνάρτηση
συστολής. Αποδείξτε ότι υπάρχει µοναδικό x ∈ X ώστε f (x) = x. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.34 Αποδείξτε ότι η εξίσωση 2x = συν(x) − 2 έχει ακριβώς µια λύση στο
διάστηµα I = [−1.5,−0.5]. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 5.1.35 ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : [2,+∞)→ R µε τύπο f (x) = 2x+3
3x+2 είναι συστολή

αλλά δεν υπάρχει x ∈ [2,+∞) µε f (x) = x. Εξηγήστε γιατί δεν υπάρχει τέτοιο x. Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 6

Συµπάγεια

6.1. Στοιχεία Θεωρίας

΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος.

Ορισµός 6.1.1 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και A ⊂ X. Το A είναι ολικά ϕραγµένο αν για
κάθε ε > 0 υπάρχουν n ∈ N και x1, . . . , xn ∈ A ώστε A ⊂ ∪ni=1B(xi , ε).

Ορισµός 6.1.2 Μια οικογένεια (Ui)i∈I από υποσύνολα του X ονοµάζεται ανοικτή κάλυψη
του X αν

ι) για κάθε i ∈ I το Ui είναι ανοικτό υποσύνολο του (X, d)
ιι) X = ∪i∈IUi .
Μια ανοικτή κάλυψη (Ui)i∈I είναι αριθµήσιµη αν το σύνολο I είναι το N. Μια ανοικτή

κάλυψη (Ui)i∈I είναι πεπερασµένη αν το σύνολο I είναι πεπερασµένο.

΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται συµπαγής αν για κάθε ανοικτή κάλυψη (Ui)i∈I
του X υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψή της, δηλαδή υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

ä Σύνορο συνόλου, Από-
σταση από σύνολο

ä Σηµεία Συσσώρευσης

ä Ισοδύναµες µετρικές

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 29 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

F του I ώστε X = ∪i∈FUi .

Ορισµός 6.1.3 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ΄Ενα υποσύνολο K του X είναι συµπαγές αν
είναι συµπαγές στη σχετική τοπολογία.

Θεώρηµα 6.1.4 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.
α) Κάθε συµπαγές υποσύνολο του X είναι κλειστό.
ϐ) Κάθε κλειστό υποσύνολο ενός συµπαγούς υποσυνόλου είναι συµπαγές.

Απόδειξη :) ΄Εστω K συµπαγές υποσύνολο του µετρικού χώρου (X, d). Θα δείξουµε ότι το
X \ K είναι ανοικτό και έτσι ϑα έχουµε ότι το K είναι κλειστό.

΄Εστω x ∈ X \ K. Τότε για κάθε y ∈ K έχουµε ότι εy = d(x, y) > 0. Για κάθε y
παίρνουµε τη µπάλα Vy = B(y, εy/4) ∩ K. Ας παρατηρήσουµε ότι για κάθε y ∈ K

B(y, εy/4) ∩ B(x, εy/4) = ∅. (6.1)

Η οικογένεια (Vy)y∈K είναι µια ανοικτή κάλυψη του K και επειδή K συµπαγές σύνολο
έχουµε ότι υπάρχουν y1, . . . , yn ∈ K ώστε

K = Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn = (B(y1, εy/4) ∪ · · · ∪ B(yn , εy/4)) ∩ K.

Εάν ϑέσουµε U = ∩ni=1B(x, εyi/4) τότε έχουµε ότι το U είναι ανοικτό σύνολο που περιέχει
το x και U ∩ K = ∅. Πράγµατι αν z ∈ U ∩ K τότε ϑα έχουµε ότι x ∈ U ∩ (Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn )
που είναι άτοπο από την (6.1).

΄Ετσι έχουµε ότι x ∈ U ⊂ X \ K και άρα το X \ K είναι ανοικτό.

ϐ) ΄Εστω K συµπαγές υποσύνολο του X και F κλειστό υποσύνολο του K.
Εάν (Ui)i∈I είναι µια ανοικτή κάλυψη του F τότε η οικογένεια (K \ F ), (Ui)i∈I είναι µια

ανοικτή κάλυψη του K. Επειδή K συµπαγές υπάρχει πεπερασµένο υποσύνολο L του I
ώστε K = ∪i∈L ∪ (K \F ). Είναι άµεσο ότι F ⊂ ∪i∈LUi και εποµένως το F είναι συµπαγές. �
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Θεώρηµα 6.1.5 ∆είξτε ότι αν (X, d) είναι συµπαγής µετρικός χώρος και f : (X, d)→ (Y, ρ)
είναι συνεχής τότε το σύνολο f (X ) είναι συµπαγές υποσύνολο του Y .

Απόδειξη :΄Εστω (Ui)i∈I µια ανοικτή κάλυψη του f (X ). Τότε τα σύνολα f −1(Ui), i ∈ I είναι
ανοικτά και X ⊂ ∪i∈I f −1(Ui). Επειδή X συµπαγής έχουµε ότι υπάρχει F πεπερασµένο
υποσύνολο του I ώστε X ⊂ ∪i∈F f −1(Ui) ⇒ f (X ) ⊂ ∪i∈FUi . Εποµένως η (Ui)i∈F είναι
πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I και άρα f (X ) συµπαγές υποσύνολο του Y . �

Ορισµός 6.1.6 ΄Εστω (X, d) ο µετρικός χώρος. Μια οικογένεια υποσυνόλων (Fi)i∈I του X
έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής αν για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο G του I
ισχύει ότι ∩i∈GFi , ∅.

Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.1.7 Εξετάστε ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R και του R2 είναι συµπα-
γή.

i)A = [0,1), ii)A = [0,+∞)

iii)A = Q ∩ [0,1] iv)A = {(x, y) : 4x2 + y2 = 1}

v)A = {x, y) : |x | + |y| ≤ 1} vi)A = {x, y) : x2 + 2y2 > 1}
vii)A = {(x, y) : x ≥ 1,0 ≤ y ≤ 1/x}.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.8 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (xn)n∈N µια ακολουθία που συγκλίνει στο
x ∈ X. ∆είξτε ότι το σύνολο F = {xn : n ∈ N} ∪ {x} είναι συµπαγές υποσύνολο του X.
Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.1.9 ΄Εστω A υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, d) µε την ιδιότητα το A ∩ K
να είναι κλειστό για κάθε συµπαγές υποσύνολο K του X. ∆είξτε ότι το A είναι κλειστό.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.10 ∆είξτε ότι αν A είναι ολικά ϕραγµένο υποσύνολο του (X, d) και B ⊂ A τότε
το B είναι ολικά ϕραγµένο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.11 ΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία σ΄ ένα µετρικό χώρο (X, d) και A = {xn :
n ∈ N}.

α) ∆είξτε ότι αν η (xn)n∈N είναι Cauchy τότε το σύνολο A είναι ολικά ϕραγµένο.
ϐ) Εάν το A είναι ολικά ϕραγµένο δείξτε ότι η (xn)n∈N έχει Cauchy υπακολουθία.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.12 ∆είξτε ότι ένας ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος είναι διαχωρίσιµος Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 6.1.13 ΄Εστω K υποσύνολο του µετρικού χώρου (X, d) µε την ιδιότητα κάθε α-
κολουθία στοιχειών του K να έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. ∆είξτε ότι το K είναι ολικά
ϕραγµένο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.14 ∆είξτε ότι για ένα µετρικό χώρο (X, d) τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

1. Ο (X, d) είναι συµπαγής.

2. Κάθε ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του X έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.

3. Ο (X, d) είναι πλήρης και ολικά ϕραγµένος.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.15 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι συµπαγής αν και
µόνο αν για κάθε οικογένεια {Fi : i ∈ I} κλειστών υποσυνόλων του X µε την ιδιότητα της
πεπερασµένης τοµής ισχύει ότι ∩i∈IFi , ∅. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.1.16 ΄Εστω f : (X, d) → R συνάρτηση ώστε για κάθε F ⊂ X συµπαγές ισχύει
ότι η f|F είναι συνεχής. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.17 Χρησιµοποιώντας την ΄Ασκηση 6.1.14 δώστε µια διαφορετική απόδειξη
του ακόλουθου ϑεωρήµατος :

Αν (X, d) είναι συµπαγής µετρικός χώρος και f : (X, d) → (Y, ρ) είναι συνεχής τότε το
σύνολο f (X ) είναι συµπαγές υποσύνολο του Y . Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.18 ∆είξτε ότι αν (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → R συνεχής τότε
υπάρχουν x1, x2 ∈ X ώστε

f (x1) = inf{f (x) : x ∈ X }, f (x2) = sup{f (x) : x ∈ X }.

Υπόδειξη-Λύση

Στην επόµενη άσκηση ϑα δείξουµε ότι κάθε κλειστό διάστηµα [a, b] του R είναι συµ-
παγές σύνολο.

΄Ασκηση 6.1.19 ΄Εστω [a, b] ένα διάστηµα των πραγµατικών αριθµών και (Ui)i∈I µια ανοι-
κτή κάλυψη του [a, b]. Υποθέτουµε ότι δεν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I .
∆είξτε ότι

α) Εάν [a, b] = I0,1 ∪ I0,2 όπου I0,1 = [a, c], c = a+b
2 και I0,2 = [c, b] τότε δεν υπάρχει

πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για τουλάχιστον ένα από τα διαστήµατα I0,1, I0,2.

ϐ) ΄Εστω I1 το διάστηµα του α) ερωτήµατος για το οποίο η (Ui)i∈I δεν έχει πεπερασµένη
υποκάλυψη και c1 είναι το µέσο του.

∆είξτε ότι αν I1 = I1,1 ∪ I1,2 όπου I1,1 = [min I1, c1], I1,2 = [c1,max I1] τότε δεν υπάρχει
πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για τουλάχιστον ένα από τα διαστήµατα I1,1, I1,2.
Ονοµάστε I2 αυτό το διάστηµα.
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γ) Επαναλάβετε επαγωγικά τα ϐήµατα α), ϐ) ώστε να παράγεται µια ακολουθία διαστη-
µάτων (In)n∈N έτσι ώστε

γ1) I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ . . .

γ2) αν In = [an , bn] τότε lim
n→∞

bn − an = 0.

γ3) Για κάθε n ∈ N δεν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για κανένα
από τα In.

δ) ∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn.

ε) ∆είξτε ότι υπάρχει n0 ∈ N και Ui ώστε [an , bn] ⊂ Ui για κάθε n ≥ n0 και συµπεράνετε
ότι έτσι έχουµε άτοπο.

Από τα ϐήµατα α)-ε) συµπεράνετε ότι κάθε διάστηµα [a, b] είναι συµπαγές υποσύνολο του
R. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.20 ∆είξτε ότι αν A είναι µη-συµπαγές υποσύνολο τουR τότε υπάρχει f : A → R
συνεχής και µη ϕραγµένη συνάρτηση. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.21 ∆είξτε ότι αν A είναι µη-συµπαγές υποσύνολο τουR τότε υπάρχει f : A → R
συνεχής και ϕραγµένη τέτοια ώστε δεν υπάρχουν x1, x2 ∈ A ώστε f (x1) = inf{f (x) : x ∈ A}
και f (x2) = sup{f (x) : x ∈ A}. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.22 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και f : X → X συνεχής ώστε
f (x) , x για κάθε x ∈ X. ∆είξτε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε d(f (x), x) ≥ ε για κάθε x ∈ X.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.23 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. Για κάθε H, K ⊂ X ϑέτουµε

d(K,H) = inf{dist(x, H) : x ∈ K}.
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α) ∆είξτε ότι αν K συµπαγές υποσύνολο του X και H κλειστό σύνολο τότε

d(K,H) = 0 αν και µόνο αν H ∩ K , ∅.

ϐ) Εάν τα H, K είναι συµπαγή και ξένα δείξτε ότι υπάρχουν U, V ανοικτά και ξένα σύνολα
ώστε K ⊂ U και H ⊂ V. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.24 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος f : X → X συνάρτηση ώστε
d(f (x), f (y)) = d(x, y). Αποδείξτε ότι η f είναι επί. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.25 ΄Εστω (Fa)a∈I µια οικογένεια από κλειστά υποσύνολα σε ένα µετρικό χώ-
ϱο, µε την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής ώστε ένα από αυτά να είναι συµπαγές. ∆είξτε
ότι η τοµή τους ∩a∈IFα, είναι µη κενό σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.26 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και (fn)n∈N µια ακολουθία ισοσυ-
νεχών συναρτήσεων στον X. Εάν το lim

n→∞
fn(x) υπάρχει για κάθε x ∈ X δείξτε ότι η σύγκλιση

είναι οµοιόµορφη. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.27 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος.
α) ∆είξτε ότι µια συνεχής συνάρτηση f : X → R είναι οµοιόµορφα συνεχής.
ϐ) ΄Εστω (fn)n∈N µια ακολουθία ισοσυνεχών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις fn ,

n ∈ N, είναι οµοιόµορφα ισοσυνεχείς δηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε

|fn(x) − fn(y)| < ε για κάθε x, y ∈ µε d(x, y) < δ και κάθε n ∈ N.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 6.1.28 ΄Εστω X συµπαγής µετρικός χώρος και (fn)n∈N µια ακολουθία συνεχών
συναρτήσεων από τον X στο R. Εάν η (fn)n∈N είναι Cauchy στον (C(X ), d∞(, ·, )) δείξτε ότι οι
συναρτήσεις fn , n = 1, . . . είναι ισοσυνεχείς και οµοιόµορφα ϕραγµένες. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 6.1.29 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και f, fn , n ∈ N συναρτήσεις µε την
ιδιότητα

lim
n→∞

d(xn , x) = 0⇒ lim
n→∞

fn(xn) = f (x).

Εάν η f είναι συνεχής δείξτε ότι η ακολουθία (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . Υπόδειξη-

Λύση
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Κεφάλαιο 7

Συνεκτικότητα

7.1. Στοιχεία Θεωρίας

΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και Y ⊂ X . ∆ιαµέριση του Y είναι ένα Ϲεύγος ξένων υποσυ-
νόλων A, B του X ώστε A ∪ B = Y , A ∩ Y , ∅ και B ∩ Y , ∅.

Ορισµός 7.1.1 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται συνεκτικός αν δεν υπάρχει διαµέ-
ϱιση U1, U2 του X µε U1, U2 ανοικτά µη κενά υποσύνολα του.

΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου (X, d) ονοµάζεται συνεκτικό είναι συνεκτικός
χώρος στη σχετική µετρική.

Ισοδύναµα το A είναι συνεκτικό αν δεν υπάρχουν δύο ανοικτά και ξένα µεταξύ τους
σύνολα U1, U2 ώστε

U1 ∩ A , ∅, U2 ∩ A , ∅ και A ⊂ U1 ∪ U2.

Αποδεικνύεται ότι τα συνεκτικά υποσύνολα του R είναι τα διαστήµατα του, δες ΄Ασκηση
7.2.9
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Θεώρηµα 7.1.2 ΄Εστω (X, d) συνεκτικός µετρικός χώρος και f : (X, d) → (Y, ρ) συνεχής
απεικόνιση. ∆είξτε ότι το f (X ) είναι συνεκτικό υποσύνολο του Y .

Απόδειξη :ποθέτουµε ότι το f (X ) δεν είναι συνεκτικό υποσύνολο του Y . Τότε υπάρχουν
ανοικτά υποσύνολα U1, U2 του Y ώστε

f (X ) ⊂ U1 ∪ U2, f (X ) ∩ U1 , και f (X ) ∩ U2 , ∅.

Επειδή f συνεχής τα σύνολα f −1(U1), f −1(U2) είναι ανοικτά υποσύνολα του X . Επίσης
X = f −1(U1) ∪ f −1(U2) και επειδή X συνεκτικός έχουµε ότι f −1(U1) = ∅ ή f −1(U2) = ∅.
Στην πρώτη περίπτωση έχουµε ότι f (X ) ∩ U1 = ∅ άτοπο, ενώ στη δεύτερη f (X ) ∩ U2 = ∅

άτοπο.
΄Ετσι έχουµε ότι f (X ) συνεκτικό υποσύνολο του Y . �

Ορισµός 7.1.3 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται τοπικά συνεκτικός αν για κάθε
x ∈ X, κάθε περιοχή του x περιέχει περιοχή του x που είναι συνεκτικό σύνολο.

Ορισµός 7.1.4 Εάν (X, d) είναι ένας µετρικός χώρος, συνεκτική συνιστώσα του x ∈ X
ονοµάζουµε το µεγαλύτερο συνεκτικό σύνολο που περιέχει το x.

Ορισµός 7.1.5 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται ολικά µη-συνεκτικός αν για κάθε
x ∈ X η συνεκτική συνιστώσα του είναι το {x}.

Ορισµός 7.1.6 ΄Ενας µετρικός χώρος (X, d) ονοµάζεται κατά τόξα συνεκτικός αν για κάθε
x, y ∈ X υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0,1]→ X µε f (0) = x και f (1) = y.

΄Ενα υποσύνολο A ενός µετρικού χώρου είναι κατά τόξα συνεκτικό αν για κάθε x, y ∈ A
υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0,1]→ A µε f (0) = x και f (1) = y.
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7.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.2.1 ∆είξτε ότι ένας µετρικός χώρος (X, d) είναι συνεκτικός αν δεν υπάρχει δια-
µέριση F1, F2 του X ώστε F1, F2 να είναι κλειστά και µη κενά Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.2 ∆είξτε ότι στο R εφοδιασµένο µε την απόλυτη τιµή το υποσύνολο ∆ = [0,1]∪
(2,4] είναι µη συνεκτικό. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.3 Εάν f : (X, d) → (Y, ρ) είναι συνεχής απεικόνιση και A ⊂ X συνεκτικό
σύνολο τότε f (A) συνεκτικό σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.4 ∆είξτε ότι το υποσύνολο A = {(x, y) : x2−y2 ≥ 10} του R2 µε την Ευκλείδεια
µετρική είναι µη συνεκτικό. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.5 Εάν U ανοικτό συνεκτικό υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, d) και f :
U → Z είναι συνεχής, δείξτε ότι η f είναι σταθερή. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.6 ∆είξτε ότι το σύνολο

A = {(x, y) ∈ R2 : y = 0} ∪ {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = 1/x}

είναι µη συνεκτικό υποσύνολο του R2. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.7 α) Εάν A είναι συνεκτικό σύνολο και A ⊂ B ⊂ A δείξτε ότι το B είναι
συνεκτικό σύνολο.

ϐ)΄Εστω A, B συνεκτικά σύνολα ώστε A ∩ B , ∅. ∆είξτε ότι το A ∪ B είναι συνεκτικό
σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.8 ΄Εστω (X, d) ένας µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι ο (X, d) είναι µη συνεκτικός αν
και µόνο αν υπάρχει µια f : (X, d)→ {0,1} η οποία είναι συνεχής και επί. Υπόδειξη-Λύση
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Στις παρακάτω δύο άσκησεις ϑα δείξουµε ότι τα συνεκτικά υποσύνολα του R είναι τα
διάστηµατα [a, b], (a, b), [a,+∞), (−∞, a] (a,+∞), (−∞, a) και το R.

΄Ασκηση 7.2.9 ΄Εστω I ένα διάστηµα του R και K1, K2 κλειστά και ξένα υποσύνολα του R
ώστε I ⊂ K1 ∪ K2 και Ki ∩ I , ∅. Επιλέγουµε a1 ∈ I ∩ K1 και b1 ∈ I ∩ K2. Χωρίς ϐλάβη
της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι a1 < b1. Εάν µ1 το µέσο του του διαστήµατος
(a1, b1) τότε µ1 ∈ K1 ή µ1 ∈ K2. Στην πρώτη περίπτωση ϑέτουµε I2 = (µ1, b1) ενώ στην
δεύτερη ϑέτουµε I2 = (a1, µ1).

α) Επαναλάβετε αυτό το επιχείρηµα ώστε να κατασκευάσετε µια ακολουθία διαστηµάτων
In = (an , bn) µε τις ακόλουθες ιδιότητες

1. In ⊂ In+1 για κάθε n ∈ N.

2. Η ακολουθία (an)n∈N είναι αύξουσα και η (bn)n∈N είναι ϕθίνουσα

3. bn − an = (b1 − a1)/2n−1 για κάθε n ∈ N.

ϐ) ∆είξτε ότι οι ακολουθίες (an)n∈N, (bn)n∈N έχουν κοινό όριο x0.
γ) ∆είξτε ότι x0 ∈ I ∩ (K1 ∩ K2).
∆είξτε ότι τα παραπάνω οδηγούν σε άτοπο και άρα το I είναι συνεκτικό σύνολο. Υπόδειξη-

Λύση

΄Ασκηση 7.2.10 Αποδείξτε ότι κάθε µη κυρτό υποσύνολο του R είναι µη συνεκτικό.
Συµπεράνετε ότι ένα συνεκτικό υποσύνολο του R είναι διάστηµα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.11 ∆είξτε ότι ένας κατά τόξα συνεκτικός µετρικός χώρος είναι συνεκτικός.
Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.12 Εάν A = {(0, y) : y ∈ [−1,1]} ∪ {(x, ηµ( 1
x )) : x > 0} δείξτε ότι

α) το A είναι συνεκτικό σύνολο
ϐ) το A δεν είναι κατά τόξα συνεκτικό Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 7.2.13 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και (An)n∈N µια ακολουθία συνεκτικών συ-
νόλων.

α) Εάν An ∩An+1 , ∅ για κάθε n ∈ N δείξτε ότι η ένωση ∪n∈NAn είναι συνεκτικό σύνολο.
ϐ) Εάν ∩n∈NAn , ∅ δείξτε ότι η ένωση ∪n∈NAn είναι συνεκτικό σύνολο. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.14 Εξετάστε ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του R2 είναι συνεκτικά

ι) A1 = {(x, x/n) : x ∈ R, n ∈ N}.

ιι) A2 = {(x, y) : x , 0}

ιιι) A3 = {(x, y) : y , 2} ∪ {(0,2)}.

Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.15 ΄Εστω (X, d) συνεκτικός µετρικός χώρος και A µε κενό γνήσιο υποσύνολο
του X. ∆είξτε ότι Bd(A) , ∅. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.16 ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος, C συνεκτικό υποσύνολο του X και A ⊂ X
ώστε C ∩ A , ∅ και C ∩ (X \ A) , ∅. ∆είξτε ότι C ∩ Bd(A) , ∅. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.17 Εάν κάθε δύο σηµεία σε ένα µετρικό χώρο (X, d) περιέχονται σε ένα
συνεκτικό υποσύνολο του X δείξτε ότι ο X είναι συνεκτικός. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.18 ΄Εστω (X, d) συνεκτικός µετρικός χώρος µε τουλάχιστον δύο σηµεία. ∆είξ-
τε ότι ο X είναι υπεραριθµήσιµος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.19 ∆είξτε ότι κάθε σύνολο X εφοδιασµένο µε την διακριτή µετρική είναι ολικά
µη-συνεκτικός µετρικός χώρος. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 7.2.20 ∆είξτε ότι το σύνολο των ϱητών µε την επαγόµενη µετρική των πραγµατικών
αριθµών είναι ολικά µη-συνεκτικός µετρικός χώρος. Υπόδειξη-Λύση
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Κεφάλαιο 8

Θεωρήµατα Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

8.1. Στοιχεία Θεωρίας

Θεώρηµα 8.1.1 (Arzela-Ascoli) ΄Εστω K συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (X, d)
και F µια οικογένεια συναρτήσεων µε πεδίο ορισµού το K. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα

α) Η F είναι συµπαγές υποσύνολο του C(K).
ϐ) Η F είναι κλειστό ϕραγµένο και ισοσυνεχές.

Μια γενικότερη εκδοχή του Θεωρήµατος Arzela-Ascoli είναι η ακόλουθη

Θεώρηµα 8.1.2 (Arzela-Ascoli (ΙΙ)) ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος και (Y, ρ) πλή-
ϱης µετρικός χώρος. Τότε ένα κλειστό υποσύνολο F συναρτήσεων από τον X από στον Y
είναι συµπαγές αν και µόνο αν είναι ισοσυνεχές και για κάθε x ∈ X η κλειστότητα του
συνόλου {f (x) : f ∈ F } είναι συµπαγές υποσύνολο του Y .
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Θεώρηµα 8.1.3 (Stone-Weierstrass) ΄Εστω A µια άλγεβρα πραγµατικών και συνεχών
συναρτήσεων, ορισµένων σε ένα συµπαγή µετρικό χώρο (X, d). Εάν η A διαχωρίζει τα
σηµεία του X και δεν µηδενίζεται σε κανένα σηµείο του X, τότε η οµοιόµορφη κλειστή ϑήκη
της A αποτελείται από όλες τις πραγµατικές συνεχείς συναρτήσεις στο X.

8.2. Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.2.1 ΄Εστω fn : [a, b] → R µια ακολουθία από οµοιόµορφα ϕραγµένες και
οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις. Τότε υπάρχει υπακολουθία της (fn)n που συγκλίνει
οµοιόµορφα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.2 ΄Εστω fn : [a, b]→ R µια ακολουθία παραγωγήσιµων συναρτήσεων µε την
ιδιότητα |f ′n(x)| ≤ 1 για κάθε x ∈ [a, b] και n ∈ N ∆είξτε ότι υπάρχει υπακολουθία της (fn)n∈N
που συγκλίνει οµοιόµορφα. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.3 Θέτουµε

M = {f : [0,1]→ R : f (0) = 0, f (1) = 1 sup
t∈[0,1]

|f (t)| ≤ 1, f συνεχής} ⊂ C([0,1])

και στον C([0,1]) ϑεωρούµε την µετρική d∞(f, g) = maxt∈[0,1] |f (t) − g(t)|. ∆είξτε ότι η

συνάρτηση F : M → [0,1] µε F (f ) =
∫ 1
0 f

2(t)dt συνεχής και ότι ο M δεν είναι συµπαγής
υποσύνολο του C([0,1]). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.4 Θεωρούµε τη συνάρτηση T : (C([a, b]), d∞) → (C([a, b]), d∞) µε Tf (x) =∫ x
a
f (t)dt.
α) ∆είξτε ότι η T απεικονίζει ϕραγµένα σύνολα σε ισοσυνεχή.
ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία (fn)n∈N του C([a, b]) η ακολουθία

(Tfn)n∈N περιέχει µια οµοιόµορφα συγκλίνουσα υπακολουθία στο [a, b]. Υπόδειξη-Λύση
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΄Ασκηση 8.2.5 ΄Εστω (X, d) συµπαγής µετρικός χώρος. Εάν F το σύνολο των ισοµετριών
από τον (X, d) στον (X, d) δείξτε ότι το F είναι συµπαγές. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.6 ΄Εστω f : [0,1] → R συνεχής συνάρτηση ώστε
∫ 1
0 f (x)xk = 0 για κάθε

k ∈ N. ∆είξτε ότι f = 0. Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.7 ∆είξτε ότι η άλγεβρα που παράγεται από τις συναρτήσεις , x2 είναι πυκνό
υποσύνολο του C([0,1]) αλλά δεν είναι πυκνό υποσύνολο του C([−1,1]). Υπόδειξη-Λύση

΄Ασκηση 8.2.8 ΄Εστω f ∈ C([0,1]) µε την ιδιότητα
∫ 1
0 f ( 2n+1√x)dx = 0 για κάθε n ∈ N.

∆είξτε ότι f (x) = 0 για κάθε x ∈ [0,1].
Ισχύει το συµπέρασµα αν υποθέσουµε ότι η f είναι ορισµένη στο [−1,1];. Υπόδειξη-Λύση
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Αποδείξεις
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε κατάλληλα την τριγωνική ανισότητα. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.1
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Υπόδειξη : Για την τριγωνική ανισότητα χρησιµοποιείστε την ανισότητα Minkowski. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Υπόδειξη : Για την τριγωνική ανισότητα στο ϐ) ερώτηµα δείξτε ότι η συνάρτηση
f (x) = τoξϸϕ(x + y) − τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y) είναι ϕθίνουσα για κάθε y, x ∈ [,+∞) �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.8
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Υπόδειξη : Για να δείξετε την τριγωνική ανισότητα για την d3(·, ·) χρησιµοποιήστε ότι η
συνάρτηση f (x) = x

1+x είναι αύξουσα για x ≥ 0. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.9
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε ότι κάθε ϕυσικός αριθµός γράφεται ως γινόµενο των πρώτων
αριθµών που τον διαιρούν. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.11
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Απόδειξη : α) Από την τριγωνική ανισότητα παίρνουµε ότι

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)⇒ d(x, z) − d(y, z) ≤ d(x, y) (8.1)

και

d(y, z) ≤ d(x, y) + d(x, z)⇒ −d(x, y) ≤ d(x, z) − d(y, z). (8.2)

Από τις (8.1),(8.2) έχουµε ότι

−d(x, y) ≤ d(x, z) − d(y, z) ≤ d(x, y)⇒ |d(x, z) − d(y, z)| ≤ d(x, y).

ϐ) Από την τριγωνική ανισότητα παίρνουµε ότι

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
≤ d(x, y) + d(y, u) + d(u, z) από τριγωνική ανισότητα για y, z, u

⇒ d(x, z) − d(y, u) ≤ d(x, y) + d(z, u).

Με τον ίδιο τρόπο παίρνουµε ότι

d(y, u) ≤ d(x, y) + d(x, u)
≤ d(x, y) + d(x, z) + d(u, z) από τριγωνική ανισότητα για x, u, z

⇒ −d(x, y) − d(z, u) ≤ d(x, z) − d(y, u).

Από τις παραπάνω δύο ανισότητες έχουµε ότι

−(d(x, y) + d(z, u)) ≤ d(x, z) − d(y, u) ≤ d(x, y) + d(z, u)
⇒ |d(x, z) − d(y, u)| ≤ d(x, y) + d(z, u).

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 51 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εάν ϑέσουµε ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn) είναι άµεσο από τον ορισµό ότι
d(~x, ~y) ≥ 0 και d(~x, ~y) = d(~y, ~x). Επίσης

d(~x, ~y) = 0⇔ max
i≤n
|xi − yi | = 0⇔ xi = yi για κάθε i ≤ n ⇔ ~x = ~y.

Μένει να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα. ΄Εστω ~x = (x1, . . . , xn), ~y = (y1, . . . , yn),
~z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn. Από την τριγωνική ανισότητα για την συνάρτηση απόλυτη τιµή
έχουµε ότι για κάθε i ≤ n,

|xi − yi | ≤ |xi − zi | + |zi − yi | ≤ d(~x,~z) + d(~z, ~y)

Εποµένως maxi≤n |xi − yi | ≤ d(~x,~z) + d(~z, ~y) και άρα d(~x, ~y) ≤ d(~x,~z) + d(~z, ~y). �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.2
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Απόδειξη : Εάν ~x = (x1, . . . , xn) και ~y = (y1, . . . , yn) τότε είναι άµεσο από τον ορισµό ότι
dp(~x, ~y) ≥ 0 και dp(~x, ~y) = dp(~y, ~x).

Επίσης

dp(~x, ~y) = 0⇔

 n∑
i=1

|xi − yi |
p

1/p

= 0⇔ |xi − yi |p = 0 για κάθε i = 1, . . . , n

⇔ xi = yi για κάθε i ≤ n ⇔ ~x = ~y.

Για την τριγωνική ανισότητα ϑα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα Minkowski που λέει ότι
για κάθε p ≥ 1 και ~x = (xi)ni=1, ~y = (yi)ni=1 ∈ R

n ισχύει n∑
i=1

|xi + yi |
p

1/p

≤

 n∑
i=1

|xi |
p

1/p

+

 n∑
i=1

|yi |
p

1/p

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Minkowski έχουµε ότι

dp(~x, ~y) =

 n∑
i=1

|xi − yi |
p

1/p

=

 n∑
i=1

|(xi − zi) + (zi − yi)|p
1/p

≤

 n∑
i=1

|xi − zi |
p

1/p

+

 n∑
i=1

|zi − yi |
p

1/p

= dp(~x,~z) + dp(~z, ~y)

�

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.3
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Απόδειξη : Είναι προφανές ότι d(x, y) ≥ 0 και d(x, y) = d(y, x) για κάθε x, y > 0. Επίσης,

d(x, y) = 0⇔ |
1
x
−

1
y
| = 0⇔ x = y.

Για την τριγωνική ανισότητα, για κάθε x, y, z ∈ R+ ισχύει

d(x, y) = |
1
x
−

1
y
|

≤ |
1
x
−

1
z
| + |

1
z
−

1
y
| από τριγωνική ανισότητα για πραγµατικούς αριθµούς

= d(x, z) + d(z, y).

Από τα παραπάνω έχουµε ότι η d(x, y) είναι µετρική. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 1.2.4
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Απόδειξη : Είναι άµεσο ότι d(~a, ~b) ≥ 0 και d(~a, ~b) = d(~b, ~a).
Επίσης από τον ορισµό της µετρική έχουµε

d(~a, ~b) = 0⇔ ai = bi για κάθε i = 1, . . . , n ⇔ ~a = ~b.

Για την τριγωνική ανισότητα έστω ~a, ~b,~c τρία στοιχεία του N . Θα δείξουµε ότι

d(~a, ~b) ≤ d(~a,~c) + d(~c, ~b).

΄Εστω ένα i ≤ n ώστε ai , bi . Εάν ai , ci τότε i ∈ A~a,~c = {j ≤ n : aj , cj}. Εάν ai = ci τότε
ϑα ισχύει ότι ci , bi διότι αν ci = bi τότε ai = ci = bi άτοπο.

Εποµένως
{i ≤ n : ai , bi} ⊂ {i ≤ n : ai , ci} ∪ {i ≤ n : bi , ci}

και άρα

d(~a, ~b) = #{i ≤ n : ai , bi}
≤ # ({i ≤ n : ai , ci} ∪ {i ≤ n : bi , ci})

≤ #{i ≤ n : ai , ci} + #{i ≤ n : bi , ci} = d(~a,~c) + d(~c, ~b).
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Απόδειξη : Είναι άµεσο από τον ορισµό ότι d(A, B) = d(B, A) ≥ 0 για κάθε A, B ∈ F (S).
Επίσης από τον ορισµό της µετρικής,

d(A, B) = 0⇔ #((A \ B) ∪ (B \ A)) = 0
⇔ A \ B = ∅ και B \ A = ∅

⇔ A ⊂ B και B ⊂ A ⇔ A = B.

Για την τριγωνική ανισότητα έστω A, B, C τρία πεπερασµένα υποσύνολα του S.
΄Εστω ένα x ∈ (A \ B) ∪ (B \ A).
Εάν x ∈ A \ B τότε αν x ∈ C έχουµε ότι x ∈ C \ B. Αν x < C τότε x ∈ A \ C. Εποµένως

ισχύει A \ B ⊂ (A \ C) ∪ (C \ B).
Εάν x ∈ B \ A τότε αν x ∈ C έχουµε ότι x ∈ C \ A. Αν x < C τότε x ∈ B \ C. Εποµένως

ισχύει B \ A ⊂ (C \ A) ∪ (B \ C).
Από τα παραπάνω έχουµε ότι

(A \ B) ∪ (B \ A) ⊂ (A \ C) ∪ (C \ B) ∪ (C \ A) ∪ (B \ C)

και εποµένως

d(A, B) = #(A \ B) ∪ (B \ A)
≤ #((A \ C) ∪ (C \ B) ∪ (C \ A) ∪ (B \ C))
≤ #((A \ C) ∪ (C \ A)) + #((C \ B) ∪ (B \ C))
= d(A, C) + d(C, B).
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Απόδειξη : Είναι άµεσο ότι d(f, f ) = 0 και d(f, g) = d(g, f ) ≥ 0. Θα δείξουµε ότι αν
d(f, g) = 0 τότε f = g.

Ας υποθέσουµε ότι d(f, g) = 0 και ότι υπάρχει x0 ∈ [0,1] ώστε f (x0) , g(x0). Τότε
|f (x0) − g(x0)| > 0. Επειδή η συνάρτηση f − g είναι συνεχής υπάρχει µια περιοχή U =

(x0 − ε, x0 + ε) ∩ [0,1] του x0 ώστε

|f (x) − g(x)| >
|f (x0) − g(x0)|

2
για κάθε x ∈ U.

Τότε όµως

d(f, g) =

∫ 1

0
|f (x) − g(x)|dx ≥

∫ x0+ε

x0−ε
|f (x) − g(x)|dx

≥

∫ x0+ε

x0−ε
|f (x0) − g(x0)|/2dx ≥ |f (x0) − g(x0)|ε > 0

που είναι άτοπο. ΄Αρα f = g.
Για να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα παρατηρούµε ότι για κάθε f, g, h ∈ C([0,1])

ισχύει ότι
|f (x) − g(x)| ≤ |f (x) − h(x)| + |h(x) − g(x)| για κάθε x ∈ [0,1]

και εποµένως από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος

d(f, g) =

∫ 1

0
|f (x) − g(x)|dx ≤

∫ 1

0
(|f (x) − h(x)| + |h(x) − g(x)|)dx

=

∫ 1

0
|f (x) − h(x)|dx +

∫ 1

0
|h(x) − g(x)|dx

= d(f, h) + d(g, h).
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Απόδειξη : Η συνάρτηση τoξϸϕ : R → (− π2 ,
π
2 ) είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα εφόσον

τoξϸϕ′(x) = 1
1+x2 , και εποµένως είναι 1 − 1. Επίσης τoξϸϕ(0) = 0.

α) Η συνάρτηση d(x, y) = |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y)| είναι άµεσο ότι ικανοποιεί d(x, y0 =

d(y, x) ≥ 0. Επίσης επειδή η τoξϸϕ(x) είναι 1 − 1,

d(x, y) = 0⇒ τoξϸϕ(x) = τoξϸϕ(y)⇒ x = y

άρα ισχύει και η Μ2). Για την τριγωνική ανισότητα έχουµε ότι για κάθε z ∈ R,

d(x, y) = |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y)| = |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(z) + τoξϸϕ(z) − τoξϸϕ(y)|
≤ |τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(z)| + |τoξϸϕ(z) − τoξϸϕ(y)| = d(x, z) + d(z, y)

ϐ) Για την d(x, y) = τoξϸϕ|x − y| είναι άµεσο ότι d(x, y) = d(y, x) ≥ 0. Επίσης επειδή η
τoξϸϕ(x) είναι 1 − 1,

d(x, y) = 0⇔ τoξϸϕ|x − y| = 0⇔ x = y

άρα ισχύει και η Μ3). Για την τριγωνική ανισότητα, ϑεωρούµε την συνάρτηση fy : [0,∞)→
R, y ≥ 0, µε τύπο fy(x) = τoξϸϕ(x + y) − τoξϸϕ(x) − τoξϸϕ(y). Τότε έχουµε ότι f (0) = 0 και
f ′y (x) = 1

1+(x+y)2 −
1

1+x2 ≤ 0. Εποµένως η f (x) είναι ϕθίνουσα και άρα f (x) ≤ f (0) = 0 για
κάθε x ≥ 0. ΄Ετσι έχουµε ότι

d(x, y) = τoξϸϕ(|x − y|)
≤ τoξϸϕ(|x − z| + |z − y|), εφόσον η τoξϸϕ είναι αύξουσα
≤ τoξϸϕ(|x − z|) + τoξϸϕ(|z − y|), από την µονοτονία της f (x)
≤ d(x, z) + d(z, y).
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Έξοδος

Απόδειξη : Χρησιµοποιώντας ότι η d(x, y) είναι µετρική είναι άµεσο να δούµε ότι για κάθε
i = 1,2,3 ισχύει

di(x, y) = di(y, x) ≥ 0 και di(x, y) = 0⇔ x = y.

Μένει να δείξουµε την τριγωνική ανισότητα για κάθε µία από τις µετρικές.
Για την d1(x, y) έχουµε ότι

d1(x, z) + d1(z, y) =
√
d(x, z) +

√
d(z, y)

≥
√
d(x, z) + d(y, z)

≥
√
d(x, y) = d1(x, y)

χρησιµοποιώντας την τριγωνική ανισότητα για τη d(x, y) και ότι η συνάρτηση
√
x είναι

αύξουσα.
Για την d2(x, y) έστω x, y, z ∈ X . Εάν d(x, z) ≥ 1 τότε έχουµε ότι

d2(x, y) = min{1, d(x, y)} ≤ 1 = min{1, d(x, z)}
≤ min{1, d(x, z)} + min{1, d(y, z)} = d2(x, z) + d2(z, y).

Εάν d(z, y) ≥ 1 µε τον ίδιο τρόπο δείχνουµε την τριγωνική ανισότητα.
΄Εστω τώρα ότι d(x, z) < 1 και d(z, y) < 1. Τότε

d2(x, y) = min{1, d(x, y)} ≤ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
= min{1, d(x, z)} + min{1, d(z, y)} = d2(x, z) + d2(z, y).

Για την d3 ϑα χρησιµοποιήσουµε ότι η συνάρτηση f (x) = x
1+x είναι αύξουσα στο (0,+∞)

εφόσον f ′(x) = 1/(1 + x)2 > 0.
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Από την τριγωνική ανισότητα για την d(x, y) έχουµε ότι d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) και
εποµένως

d3(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
= f (d(x, y)) ≤ f (d(x, z) + d(z, y))

=
d(x, z) + d(z, y)

1 + d(x, z) + d(z, y)
=

d(x, z)
1 + d(x, z) + d(z, y)

+
d(x, z)

1 + d(x, z) + d(z, y)

≤
d(x, z)

1 + d(x, z)
+

d(z, y)
1 + d(z, y)

= d3(x, z) + d3(z, y).
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Απόδειξη : ΄Εχουµε δει στην ΄Ασκηση 1.2.3 ότι η

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

είναι µια µετρική στον R2.
Θα δείξουµε ότι η d((x1, y1), (x2, y2))2 δεν ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα και

εποµένως δεν είναι µετρική στον R2.
Παίρνουµε τα σηµεία (x1, y1) = (1,1), (x2, y2) = (0,1) και (x3, y3) = (1/2,1). Τότε

έχουµε ότι d((x1, y1), (x2, y2))2 = (1 − 0)2 + (1 − 1)2 = 1,

d((x1, y1), (x3, y3))2 = (1 −
1
2

)2 + (1 − 1)2 = 1/4,

και
d((x3, y3), (x2, y2))2 = (

1
2
− 0)2 + (1 − 1)2 = 1/4.

Εποµένως

d((x1, y1), (x3, y3))2 + d((x3, y3), (x2, y2))2 =
1
2
< 1 = d((x1, y1), (x2, y2))2

και άρα δεν ισχύει η τριγωνική ανισότητα. �
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Απόδειξη : Επειδή m, n είναι ακέραιοι έχουµε ότι αν

m − n = pr−1k τότε r − 1 ≥ 0.

Πράγµατι αν ο p διαιρεί τον m − n τότε r − 1 ≥ 1 ενώ αν δεν τον διαιρεί τότε r − 1 = 0.
Εποµένως d(m, n) ≥ 0 για κάθε m, n ∈ Z.
Αν d(m, n) = 0 τότε m = n. Πράγµατι αν m , n τότε από τα παραπάνω έχουµε ότι

r ≥ 1 και εποµένως d(m, n) = 1
r > 0 άτοπο.

Επίσης αν m − n = pr−1k ⇒ n − m = pr−1(−k) και έτσι έχουµε ότι d(m, n) = d(n,m)
για κάθε m, n ∈ Z.

Θα δείξουµε τώρα την τριγωνική ανισότητα, δηλαδή για κάθε m, n, q ∈ Z ισχύει ότι

d(n, q) ≤ d(n,m) + d(m, q).

΄Εστω m − n = pr−1k1 και m − q = pi−1k2.
Εάν r = i τότε n − q = pr−1(k2 − k1) και άρα

d(n, q) ≤
1
r
≤ d(n,m) ≤≤ d(n,m) + d(m, q).

΄Εστω r , i. Θέτουµε t0 = min{r, i}. Τότε

n − q = pi−1k2 − p
r−1k1 = pt0−1(k2p

i−t0 − pr−t0k1)

Επειδή ο p δεν διαιρεί τους k1, k2 και max{r − t0, i − t0} ≥ 1, έχουµε ότι ο p δεν διαιρεί
και τον k1pt0 − pr−t0k2. Εποµένως

d(q, n) =
1
t0

= max{d(q,m), d(m, n)} ≤ d(q,m) + d(m, n).
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Υπόδειξη : Για την µια κατεύθυνση χρησιµοποιήστε τον ορισµό του ανοικτού συνόλου. Για
την αντίθετη κατεύθυνση χρησιµοποιείστε την προηγούµενη άσκηση. �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.2.3
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Υπόδειξη : Για το ϐ) ερώτηµα ϐρείτε µια ακολουθία ανοικτών διαστηµάτων Un του R ώστε
Un+1 ⊂ Un και ∩Un = {0}. �

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την προηγούµενη άσκηση �

Λύση
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Απόδειξη : α) Θα δείξουµε ότι το R2 \ A είναι ανοικτό. ΄Εστω (x0, y0) ∈ R2 \ A.
Τότε x0 , 2 και επιλέγουµε ε < |x0 − 2|/2.
Θα δείξουµε ότι B((x0, y0), ε) ⊂ R2 \ A. Πράγµατι αν (x, y) ∈ B((x0, y0), ε) τότε√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < ε ⇒ |x − x0| < ε ⇒

|2 − x | ≥ |2 − x0| − |x − x0| ≥ 2ε − ε > 0⇒ x , 2.

Εποµένως B((x0, y0), ε) ⊂ R2 \ A και άρα A κλειστό.
ϐ) Θα δείξουµε ότι το A είναι ανοικτό. ΄Εστω (x0, y0) ∈ A. Τότε x2

0 + y2
0 > 1.

Θέτουµε ε0 = (x2
0 + y2

0) − 1. Αρχικά ϑα υποθέσουµε ότι x0, y0 , 0. Επιλέγουµε
ε < min{|x0|, |y0|,

ε0
2(|x0 |+|y0 |)

}.
Θα δείξουµε ότι B = B((x0, y0), ε) ⊂ A. Πράγµατι αν (x, y) ∈ B έχουµε ότι√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < ε ⇒ |x − x0| < ε και |y − y0| < ε.

Εποµένως |x | ≥ |x0| − ε > 0 και |y| ≥ |y0| − ε > 0. ΄Ετσι παίρνουµε

x2 + y2 ≥ (|x0| − ε)2 + (|y0| − ε)2 (8.3)

= x2
0 + y2

0 + 2ε2 − 2ε(|x0| + |y0|)

≥ x2
0 + y2

0 + 2ε2 − ε0

= x2
0 + y2

0 + 2ε2 − (x2
0 + y2

0 − 1) = 1 + 2ε2 > 1.

Μένει να εξετάσουµε την περίπτωση όπου x0 = 0 ή y0 = 0. Τότε επιλέγουµε ε <
min{|y0|,

ε0
2(|x0 |+|y0 |)

} στην πρώτη περίπτωση και ε < min{|x0|,
ε0

2(|x0 |+|y0 |)
} στην δεύτερη. Τό-

τε αν x0 = 0 έχουµε ότι x2 + y2 ≥ (|y0| − ε)2. ϑέτοντας x0 = 0 στην (8.3) ϐρίσκουµε ότι
B = B((x0, y0), ε) ⊂ A. Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι B = B((x0, y0), ε) ⊂ A αν y0 = 0.

΄Ετσι έχουµε ότι το A είναι ανοικτό σύνολο.
γ) Θα δείξουµε ότι το R2 \ A είναι ανοικτό. ΄Εστω (x0, y0) ∈ R2 \ A. Τότε έχουµε ότι

x0 , y2
0.
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Θέτουµε ε0 = |x0 − y2
0|/4. Επίσης επιλέγουµε ένα δ > 0 ώστε αν |y − y0| < δ τότε

|y2 − y2
0| < ε0. Αυτή η επιλογή είναι δυνατή εφόσον η συνάρτηση f (y) = y2 είναι συνεχής

στο R. Θέτουµε ε = min{ε0, δ}. Εάν πάρουµε την µπάλα B = B((x0, y0), ε) τότε ισχύει ότι
B((x0, y0), ε) ⊂ R2 \ A. Πράγµατι αν (x, y) ∈ B έχουµε ότι√

(x − x0)2 + (y − y0)2 < ε ⇒ max{|x − x0|, |y − y0|} < ε.

Ιδιαίτερα |x − x0| < ε0 και |y − y0| < δ ⇒ |y2 − y2
0| < ε.

Εποµένως

|x − y2| = |x − x0 + x0 − y
2
0 + y2

0 − y
2|

≥ |x0 − y
2
0| − |x − x0| − |y

2 − y2
0|

≥ 4ε0 − ε0 − ε0 = 2ε0 > 0.

΄Ετσι έχουµε ότι το R2 \ A είναι ανοικτό και άρα το A είναι κλειστό. �
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Απόδειξη : ΄Εστω a ∈ X και x ∈ B(a, ρ). Τότε d(x, a) < ρ. Για να δείξουµε ότι B(x, ρ −
d(x, a)) ⊂ B(a, ρ) ϑα χρησιµοποιήσουµε ότι για κάθε y ∈ B(x, ρ − d(x, a)) ισχύει d(x, y) <
ρ − d(x, a). Από την τριγωνική ανισότητα

d(a, y) ≤ d(a, x) + d(y, x) < d(a, x) + ρ − d(x, a) = ρ,

εποµένως y ∈ B(a, ρ). �
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Απόδειξη : ΄Εστω U ανοικτό σύνολο. Τότε για κάθε x ∈ U υπάρχει εx > 0 ώστε B(x, εx ) ⊂ U .
΄Ετσι έχουµε ότι

U ⊂ ∪x∈UB(x, εx ) ⊂ U

και εποµένως U = ∪x∈UB(x, εx ).
Αντιστρόφως έστω ότι το U = ∪i∈IB(zi , εi) και x ∈ U . Τότε υπάρχει i ∈ I ώστε x ∈

B(zi , εi). Από την ΄Ασκηση 2.2.2 έχουµε ότι

B(x, εi − d(x, zi)) ⊂ B(zi , εi) ⊂ U,

και άρα το U είναι ανοικτό σύνολο. �
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Απόδειξη : Από τα µαθήµατα Απειροστικού Λογισµού γνωρίζουµε ότι ανάµεσα σε δύο
οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς υπάρχει ένα άρρητος καθώς και ένας ϱητός.

α) Αν Qo , ∅ τότε υπάρχει q ∈ Q και ε > 0 ώστε B(q, ε) ⊂ Q ⇒ (q − ε, q + ε) ⊂ Q, το
οποίο από τα παραπάνω είναι άτοπο αφού ανάµεσα σε δύο οποιουσδήποτε πραγµατικούς
αριθµούς υπάρχει ένας άρρητος. Εποµένως Qo = ∅.

ϐ) Αν (R \ Q)o , ∅ τότε υπάρχει x ∈ R \ Q και ε > 0 ώστε (x − ε, x + ε) ⊂ R \ Q. Αυτό
όµως είναι άτοπο αφού ανάµεσα σε δύο οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµούς υπάρχει
ένας ϱητός.

γ) Εάν το Q ήταν κλειστό υποσύνολο του R τότε το R \ Q ϑα ήταν ανοικτό υποσύνολο
του R και εποµένως (R \Q)o , ∅. Από το ϐ) έχουµε ότι (R \Q)o = ∅ που είναι άτοπο. ΄Αρα
Q δεν είναι κλειστό. �
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Απόδειξη : Θα δείξουµε πρώτα ότι το A δεν είναι ανοικτό σύνολο. Εάν x = 1/n0 ∈ A τότε
δεν υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊂ A. Πράγµατι αν υποθέσουµε ότι

B(x, ε) ⊂ A ⇒ (
1
n0
− ε,

1
n0

+ ε) ⊂ A

που είναι άτοπο, εφόσον ανάµεσα σε δύο οποιουσδήποτε πραγµατικούς αριθµός υπάρχει
ένα άρρητος και προφανώς το A δεν περιέχει ϱητούς αριθµούς

Θα δείξουµε τώρα ότι το A δεν είναι κλειστό σύνολο. Αν το A είναι κλειστό τότε το
R \ A ϑα ήταν ανοικτό σύνολο. ΄Εχουµε ότι 0 ∈ R \ A και εποµένως ϑα υπάρχει ε > 0
ώστε B(0, ε) ⊂ R \ A. Επειδή lim

n→∞
1/n = 0 έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε 1/n < ε για

κάθε n ≥ n0. Εποµένως B(0, ε) ∩ A , ∅ που είναι άτοπο. ΄Ετσι έχουµε ότι το A δεν είναι
κλειστό. �
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Απόδειξη : α) Εάν ∩ki=1Ui = ∅ τότε από τους ορισµούς είναι ανοικτό σύνολο.
΄Εστω ∩ki=1Ui , ∅ και x ∈ ∩

k
i=1Ui . Τότε x ∈ Ui για κάθε i ≤ k και επειδή Ui είναι ανοικτό

υπάρχει di > 0 ώστε η µπάλα B(x, di) ⊂ Ui . Θέτουµε d = min{d1, . . . , dk} Τότε έχουµε ότι
d > 0 και B(x, d) ⊂ B(x, di) ⊂ Ui για κάθε i ≤ k. Εποµένως

B(x, d) ⊂
k⋂
i=1

B(x, di) ⊂
k⋂
i=1

U

και αυτό αποδεικνύει ότι η πεπερασµένη τοµή ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο.
ϐ) Η ∪ni=1Fi είναι κλειστό σύνολο εάν το σύνολο X \(∪ni=1Fi) είναι ανοικτό σύνολο. ΄Οµως

X \ ∪ni=1Fi = X ∩ (∪ni=1Fi)
c = X ∩ F c1 ∩ · · · ∩ F

c
k

Επειδή Fi είναι κλειστό το F ci είναι ανοικτό και εποµένως από το α) ερώτηµα το σύνολο
X \ ∪ni=1Fi είναι ανοικτό και άρα η ∪ni=1Fi είναι κλειστό.

γ) Στο σύνολο των πραγµατικών παίρνουµε τα σύνολα Un = (−1/n,1/n). Είναι εύκολο
να δούµε ότι κάθε Un είναι ανοικτό σύνολο και ∩∞n=1Un = {0}.

Πράγµατι, 0 ∈ ∩∞n=1(−1/n,1/n) ενώ αν x ∈ ∩∞n=1(−1/n,1/n) τότε |x | < 1/n για κάθε
n ∈ N άρα

|x | ≤ inf
n∈N

(1/n) = 0⇒ x = 0.

Επειδή το {0} δεν είναι ανοικτό σύνολο έχουµε ότι η άπειρη τοµή ανοικτών συνόλων δεν
είναι κατανάγκη ανοικτό σύνολο. �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω a ∈ A. Εφόσον το A είναι ανοικτό υπάρχει r > 0 ώστε B(a, r) ⊂ A ⊂ A
και εποµένως a ∈ (A)o.

ϐ) Επειδή Co ⊂ C έχουµε ότι Co ⊂ C = C εφόσον C κλειστό. �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω F κλειστό και x ∈ X µε B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0. Αν x < F
τότε x ∈ X \ F . Επειδή F κλειστό το X \ F είναι ανοικτό και άρα υπάρχει ε > 0 ώστε
B(x, ε) ⊂ X \ F ⇒ B(x, ε) ∩ F = ∅ που είναι άτοπο. Εποµένως x ∈ F .

Αντιστρόφως ας υποθέσουµε ότι για κάθε x ∈ X µε B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0
ισχύει ότι x ∈ F . Θα δείξουµε ότι το X \ F είναι ανοικτό και έτσι ϑα έχουµε ότι το F είναι
κλειστό.

΄Εστω x ∈ X \ F . Αν δεν υπάρχει ε > 0 µε B(x, ε) ⊂ X \ F τότε έχουµε ότι για κάθε
ε > 0 ισχύει B(x, ε) ∩ F , ∅ και άρα από την υπόθεση x ∈ F που είναι άτοπο.

Αν x < F έχουµε ότι x ∈ X \ F . Το σύνολο X \ F ανοικτό εφόσον το F είναι κλειστό και
εποµένως υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊂ X \ F ⊂ X \ F ⇒ B(x, ε) ∩ F = ∅ που είναι άτοπο.
Εποµένως x ∈ F .

ϐ) ΄Εστω x ∈ F . Από το α) ερώτηµα έχουµε B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0. Αν υπάρχει
ε > 0 ώστε B(x, ε) ∩ F = ∅ τότε έχουµε F ⊂ F ∩ (X \ B(x, ε)). Το σύνολο F ∩ (X \ B(x, ε))
είναι κλειστό και εποµένως από το ορισµό του F ϑα είχαµε ότι F ⊂ F ∩ (X \ B(x, ε)) που
είναι άτοπο εφόσον x ∈ F .

Αντιστρόφως έστω x ∈ F µε B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0. Τότε B(x, ε) ∩ F , ∅ για
κάθε ε > 0. Επειδή F είναι κλειστό από το α) ερώτηµα έχουµε ότι x ∈ F . �
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Απόδειξη : ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και F = {x1, . . . , xk} πεπερασµένο υποσύνολο του
X . Θα δείξουµε ότι F = F .

΄Εστω x ∈ F . Εάν x < F ϑέτουµε d0 = min{d(x, xi) : i = 1, . . . , k}. Επειδή το σύνολο
F = {xi}ki=1 είναι πεπερασµένο έχουµε ότι d0 > 0.

Επειδή x ∈ F έχουµε ότι B(x, d0/2)∩F , ∅ και άρα υπάρχει xi ∈ F ώστε d(x, xi) < d0/2
που είναι άτοπο από τον ορισµό του d0. Εποµένως x ∈ F και άρα F = F . �
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Απόδειξη : Για κάθε x ∈ C επιλέγουµε ένα ϱητό αριθµό rx ∈ (x, x + ε). Τότε έχουµε ότι
(x, rx )∩A = ∅. Θα δείξουµε ότι αν x, y ∈ B και x , y τότε rx , ry. Πράγµατι έστω x < y ∈ C
και rx = ry. Τότε το διάστηµα (x, rx ) είναι µια περιοχή του y. Επειδή y ∈ A έχουµε ότι
A ∩ (x, rx ) , ∅ το οποίο είναι άτοπο από την επιλογή του rx .

Από τα παραπάνω έχουµε ότι η απεικόνιση f : C → Q, f (x) = rx είναι 1−1 και επειδή
Q αριθµήσιµο έχουµε ότι και το C είναι αριθµήσιµο σύνολο. �
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Απόδειξη : α) Επειδή το Ix είναι ένωση ανοικτών συνόλων είναι ανοικτό σύνολο. Θα δεί-
ξουµε ότι είναι και διάστηµα. ΄Εστω a, b ∈ Ix και a < z < b.

Υπάρχει ένα ανοικτό διάστηµα (x1, y1) ώστε a, x ∈ (x1, y1) και ένα διάστηµα (x2, y2)
ώστε b, x ∈ (x2, y2). Τότε έχουµε ότι

x < y1 και x2 < x ⇒ x2 < x < y1

και εποµένως (x1, y1)∩(x2, y2) , ∅. ΄Ετσι έχουµε ότι η ένωση (x1, y1)∪(x2, y2) είναι ανοικτό
διάστηµα και άρα για κάθε z µε a < z < b έχουµε ότι z ∈ (x1, y1) ∪ (x2, y2). Επειδή
(x1, y1) ∪ (x2, y2) είναι ανοικτό διάστηµα που περιέχει το x έχουµε ότι είναι υποσύνολο
του Ix , και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του α).

ϐ) Εάν x , y και Ix ∩ Iy , ∅ τότε έχουµε ότι Ix ∪ Iy είναι ανοικτό διάστηµα που περιέχει
το Ix και το Iy. Επειδή τα Ix , Iy είναι τα µεγαλύτερα ανοικτά διάστηµα που περιέχουν τα
x, y έχουµε ότι Ix = Ix ∪ Iy = Iy.

γ) Επειδή το Q είναι πυκνό σύνολο έχουµε ότι U ∩ Q , ∅. ΄Εστω {xi , i ∈ I} = Q ∩ U .
Τότε το σύνολο Q ∩ U είναι αριθµήσιµο, εφόσον το Q είναι αριθµήσιµο και ισχύει ότι
∪i∈I Ixi = U .

Πράγµατι αν x ∈ U τότε επειδή το Ix είναι ανοικτό σύνολο έχουµε ότι Ix ∩Q , ∅. ΄Εστω
q ∈ Ix ∩Q ⊂ U ∩Q = {xi : i ∈ I}. Από το ϐ) ερώτηµα έχουµε ότι Iq = Ix και άρα U =

⋃
i∈I Ixi .

�
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 77 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Το σύνολο A είναι κλειστό και άρα το σύνολο X \ A είναι ανοικτό. Επειδή
X \ A ⊂ X \ A έχουµε ότι X \ A ⊂ (X \ A)o.

΄Εστω τώρα x ∈ (X \ A)o. Τότε υπάρχει ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊂ (X \ A) ⇒ B(x, ε) ∩ A = ∅

και άρα από την ΄Ασκηση 2.2.8 x ∈ X \ A. �
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 78 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : 1) ⇒ 2). Επειδή το A είναι πουθενά πυκνό έχουµε ότι A
o

= ∅. ΄Εστω x ∈ X
Επειδή (A)o = ∅ για κάθε ε > 0 ισχύει B(x, ε) ∩ (X \ A) , ∅.

Πράγµατι αν B(x, ε) ∩ (X \ A) = ∅ τότε ϑα είχαµε ότι B(x, ε) ⊂ A ⇒ A
o
, ∅.

΄Ετσι έχουµε ότι το X \ A είναι πυκνό υποσύνολο του X και επειδή (X \ A)o = X \ A
έχουµε το Ϲητούµενο.

2)⇒ 3). Επειδή το (X \ A)o = X \ A είναι πυκνό υποσύνολο του X για κάθε x ∈ X και
κάθε ε > 0 υπάρχει y ∈ B(x, ε) ∩ X \ A. Επειδή το B(x, ε) ∩ X \ A είναι ανοικτό σύνολο
υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊂ B(x, ε) ∩ X \ A ⇒ B(y, δ) ∩ A = ∅.

3)⇒ 1). ΄Εστω ότι κάθε ανοικτό σύνολο περιέχει µια µπάλα που δεν τέµνει το A. Τότε
έχουµε ότι (A)o = ∅, διαφορετικά αν B(x, ε) ⊂ A τότε ϑα υπήρχαν y ∈ B(x, ε) και δ > 0
ώστε B(y, δ) ∩ A = ∅, που είναι άτοπο εφόσον B(x, ε) ⊂ A. �
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 79 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) ΄Εστω x ∈ BdB. Τότε για κάθε περιοχή U (x) ισχύει ότι B ∩ U (x) , ∅ και
(X \ B) ∩ U (x) , ∅.

Από την υπόθεση έχουµε ότι BdB ⊂ A και εποµένως x ∈ U (x) ∩ A.
Επειδή A ⊂ B έχουµε ότι X \B ⊂ X \ A και άρα U (x)∩ (X \ A) , ∅. Από τα παραπάνω

έχουµε ότι x ∈ BdA.
ϐ) ΄Εχουµε ότι Ao ⊂ A ⊂ A και BdA ⊂ A. Εποµένως Ao ∪ BdA ⊂ A.
΄Εστω x ∈ A. Τότε για κάθε περιοχή U (x) του x ισχύει U (x) ∩ A , ∅.
Αν x ∈ Ao ⊂ Ao ∪ BdA τότε τελειώσαµε.
Αν x < Ao τότε δεν υπάρχει περιοχή U (x) του x ώστε U (x) ⊂ A. Εποµένως για κάθε

περιοχή U (x) του x ισχύει U (x) ∩ (X \ A) , ∅ και άρα x ∈ X \ A.
Από τα παραπάνω έχουµε ότι αν x < Ao τότε x ∈ A ∩ X \ A. Εποµένως x ∈ BdA και

αυτό αποδεικνύει ότι A = Ao ∪ BdA. �
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 80 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) ΄Εστω x ∈ Bd(A). Τότε για κάθε περιοχή U (x) του x ισχύει ότι U (x) ∩ A , ∅
και U (x)∩ (X \ A) , ∅. Εάν y ∈ U (x)∩ A έχουµε ότι η U (x) είναι περιοχή του y και y ∈ A
και εποµένως U (x) ∩ A , ∅. ΄Ετσι έχουµε ότι x ∈ A.

Επίσης επειδή A ⊂ A ⇒ X \ A) ⊂ (X \ A) και έτσι έχουµε ότι U (x) ∩ (X \ A) , ∅. ΄Αρα
x ∈ X \ A.

Από τα παραπάνω έχουµε ότι x ∈ A ∩ X \ A και εποµένως Bd(A) ⊂ Bd(A).
ϐ) ΄Εστω x ∈ Bd(Ao). Τότε για κάθε περιοχή U (x) του x ισχύει ότι U (x) ∩ Ao , ∅ και

U (x) ∩ (X \ Ao) , ∅. Επειδή Ao ⊂ A έχουµε ότι U (x) ∩ A ⊃ U (x) ∩ Ao , ∅
Εάν y ∈ U (x)∩ (X \Ao) έχουµε ότι y < Ao και άρα δεν υπάρχει r > 0 ώστε B(y, r) ⊂ A.

Επειδή y ∈ U (x) έχουµε ότι υπάρχει r0 > 0 ώστε B(y, r0) ⊂ U (x). ΄Ετσι έχουµε ότι
B(y, r0) ∩ (X \ A) , ∅ εποµένως U (x) ∩ (X \ A) , ∅. ΄Ετσι έχουµε x ∈ Bd(A).

∆είχνουµε τώρα ότι υπάρχουν υποσύνολα του R που η σχέση του περιέχεται στα α) και
ϐ) είναι γνήσια.

΄Εστω A = Q ∩ (0,1) ⊂ R. Τότε έχουµε ότι A = [0,1] και

Bd([0,1]) = {0,1} ενώ Bd(Q ∩ (0,1)) = [0,1].

Εποµένως Bd(A) & Bd(A). Επίσης Ao = ∅ και άρα Bd(Ao) = ∅ & Bd(A). �
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• Μετρικές
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 81 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) Ισχύει ότι Bd(A) ⊂ A \ Ao για κάθε A και εποµένως

Bd(Bd(A)) ⊂ Bd \ (Bd(A))o = Bd(A) \ (Bd(A))o \ Bd(A).

ϐ) Από το α) ερώτηµα αρκεί να δείξουµε ότι Bd(Bd(A)) ⊂ Bd(Bd(Bd(A))).
΄Εστω x ∈ Bd(Bd(A)). Τότε x ∈ Bd(A) \ (Bd(A))o). Από το α) ερώτηµα έχουµε ότι

Bd(Bd(A)) ⊂ Bd(A) και επειδή x < (Bd(A))o παίρνουµε ότι

x < (Bd(Bd(A)))o.

Επειδή x ∈ Bd(Bd(A)) ⇒ x ∈ Bd(Bd(A)) και εποµένως από την παραπάνω σχέση έχουµε
ότι

x ∈ Bd(Bd(A)) \ (Bd(Bd(A)))o = Bd(Bd(Bd(A))).

�
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 82 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή A ⊂ A είναι άµεσο ότι diam(A) ≤ diam(A). Ας υποθέσουµε diam(A) <
diam(A). Επιλέγουµε ε > 0 ώστε diam(A) + ε < diam(A).

Από τον ορισµό της διαµέτρου έχουµε ότι υπάρχουν x̄ , ȳ ∈ A ώστε diam(A) − ε/4 ≤
d(x̄ , ȳ).

Επειδή x̄ , ȳ ∈ A έχουµε ότι B(x̄ , ε/4) ∩ A , ∅ και B(ȳ, ε/4) ∩ A , ∅. Επιλέγουµε
x, y ∈ A ώστε d(x̄ , x) < ε/4 και d(ȳ, y) < ε/4. Τότε από την τριγωνική ανισότητα δες
΄Ασκηση 1.2.1,

|d(x, y) − d(x̄ , ȳ)| ≤ d(x, x̄) + d(ȳ, y)⇒
d(x, y) ≥ d(x̄ , ȳ) − d(x̄ , x) − d(ȳ, y)

≥ d(x̄ , ȳ) − ε/2 ≥ diam(A) − 3ε/4

και εποµένως diam(A) ≥ diam(A) − 3ε/4 που είναι άτοπο. ΄Ετσι έχουµε ότι diam(A) =

diam(A). �
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• Μετρικές
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Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 83 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εάν x, y δύο διαφορετικά στοιχεία του X τότε για τα σύνολα A = {x} και B = {y}
ισχύει

diam(A ∪ B) = d(x, y) > 0 = d(x, x) + d(y, y) = diam(A) + diam(B).

�
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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Μετρικοί χώροι
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• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 84 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή A ⊂ B είναι άµεσο ότι dist(x, B) ≤ dist(x, A).
Για κάθε a ∈ A από την τριγωνική ανισότητα έχουµε ότι d(x, a) ≤ d(x, b) + d(b, a) για

κάθε b ∈ B.
΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε b ∈ b ώστε d(x, b) ≤ dist(x, B) + ε. Τότε από την παραπάνω

σχέση έχουµε

d(x, a) ≤ dist(x, B) + ε + d(b, a) ≤ dist(x, B) + ε + diam(B), εφόσον a, b ∈ B.

Επειδή ε > 0 τυχαίο παίρνουµε ότι d(x, a) ≤ dist(x, B) + diam(B) και άρα dist(x, A) ≤
dist(x, B) + diam(B).

ϐ)Εάν πάρουµε το σύνολο X = [0,1]∪{−3} µε µετρική την απόλυτη τιµή, A = {−3},B =

{−3} ∪ [0,1/2] και x = 1 τότε έχουµε

dist(x, A) = 4, dist(x, B) = 1/2 και diam(B \ A) = 1/2.

Εποµένως dist(x, A) > dist(x, B) + diam(B \ A). �
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 85 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ acc(A). Τότε για κάθε περιοχή U (x) του x ισχύει ότι U (x)∩(A\{x}) , ∅.
Εάν υποθέσουµε ότι για µια περιοχή U (x) το σύνολο U (x) ∩ (A \ {x}) είναι πεπερασµένο,
τότε αν {x1, . . . , xk} = U (x) ∩ (A \ {x}) ϑέτουµε

d0 = min{d(x, x1), . . . , d(x, xk)} > 0.

Τότε για την περιοχή V (x) = B(x, d0/2) ∩ U (x) του x0 έχουµε ότι V (x) ∩ (A \ {x}) = ∅ ά-
τοπο εφόσον x ∈ acc(A). Εποµένως κάθε περιοχή του x περιέχει άπειρα στοιχεία του A. �
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 86 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Από τους ορισµούς έχουµε ότι µεµ(A) ⊂ A ενώ αν x ∈ acc(A), x ∈ A \ {x} ⊂ A.
Εποµένως acc(A) ∪ µεµ(A) ⊂ A.

΄Εστω τώρα x ∈ A. Τότε U (x)∩A , ∅ για κάθε περιοχή U (x) του x. Αν x ∈ µεµ(A) τότε
τελειώσαµε. Εάν x < µεµ(A) τότε για κάθε περιοχή U (x) του x έχουµε ότι

U (x) ∩ A ) {x} ⇒ U (x) ∩ (A \ {x}) , ∅.

Εποµένως x ∈ A \ {x} και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη της ισότητας των συνόλων. �
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 87 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ A. Τότε

x ∈ µεµ(A)⇐⇒ υπάρχει περιοχή του U (x) του x ώστε U (x) ∩ A = {x}

⇐⇒ x ∈ A και υπάρχει περιοχή του U (x) ώστε U (x) ∩ (A \ {x}) = ∅,

⇐⇒ x < acc(A), x ∈ A
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• Μετρικές
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 88 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω U ένα ανοικτό υποσύνολο του (X, d) και a ∈ U . Τότε υπάρχει r > 0 ώστε
Bd(a, r) ⊂ U , ισοδύναµα,

για κάθε y ∈ X µε d(a, y) < r ⇒ y ∈ U . (8.4)

Θα δείξουµε ότι Bρ(a, rm) ⊂ U . ΄Εστω y ∈ Bρ(a, rm).Τότε ρ(a, y) < rm και από την (2.2)
παίρνουµε ότι

md(a, y) ≤ ρ(a, y) < rm ⇒ d(a, y) < r.

Από την (8.4) συνεπάγεται ότι y ∈ U . ΄Ετσι έχουµε ότι Bρ(a, rm) ⊂ U και αυτό αποδεικνύει
ότι το U είναι ανοικτό σύνολο στον (X, ρ).

Αντιστρόφως έστω U ένα ανοικτό υποσύνολο του (X, ρ) και a ∈ U . Τότε υπάρχει r > 0
ώστε Bρ(a, r) ⊂ U , ισοδύναµα,

για κάθε y ∈ X µε ρ(a, y) < r ⇒ y ∈ U . (8.5)

Θα δείξουµε ότι Bd(a, rM ) ⊂ U . ΄Εστω y ∈ Bd(a, rM ).Τότε d(a, y) ≤ r
M και από την (2.2)

παίρνουµε ότι
ρ(a, y) ≤ Md(a, y) < M

r

M
= r ⇒ ρ(a, y) < r.

Από την (8.5) συνεπάγεται ότι y ∈ U . ΄Ετσι έχουµε ότι Bd(a, rM ) ⊂ U και αυτό αποδεικνύει
ότι το U είναι ανοικτό σύνολο στον (X, d). �
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Απόδειξη : Εάν ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn και ~y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn τότε έχουµε ότι για κάθε
p ∈ [1,∞) και κάθε i ≤ n ισχύει,

|xi − yi | ≤
p√
|x1 − y1|

p + · · · + |xn − yn |p.

Εποµένως

d(~x, ~y) = max
i≤n
|xi − yi | ≤

p√
|x1 − y1|

p + · · · + |xn − yn |p = ρ(~x, ~y).

Επίσης επειδή για κάθε i ≤ n ισχύει ότι |xi − yi | ≤ maxi≤n |xi − yi | παίρνουµε ότι

p√
|x1 − y1|

p + · · · + |xn − yn |p ≤ p
√

max
i≤n
|xi − yi |p + · · · + max

i≤n
|xn − yn |p

=
p√
n max

i≤n
|xi − yi |

⇒ ρ(~x, ~y) ≤
p√
n d(~x, ~y).

΄Ετσι έχουµε ότι
d(~x, ~y) ≤ ρ(~x, ~y) ≤

p√
nd(~x, ~y)

και από την προηγούµενη άσκηση έχουµε ότι οι µετρικές είναι ισοδύναµες. �
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Απόδειξη : Από τον ορισµό της ρ(x, y) =
d(x,y)

1+d(x,y) έχουµε ότι ρ(x, y) ≤ d(x, y). Από αυτή την
σχέση προκύπτει άµεσα ότι για κάθε a ∈ X , Bd(a, r) ⊂ Bρ(a, r). ΄Ετσι αν U είναι ανοικτό
σύνολο στον (X, ρ) υπάρχει r > 0 ώστε Bρ(a, r) ⊂ U και εποµένως

Bd(a, r) ⊂ Bρ(a, r) ⊂ U.

Από την παραπάνω σχέση παίρνουµε ότι το U είναι ανοικτό στον (X, d).
Αντιστρόφως, έστω U ανοικτό σύνολο στον (X, d). Τότε για κάθε a ∈ U υπάρχει r > 0

ώστε Bd(a, r) ⊂ U . Θα δείξουµε ότι Bρ(x, r
1+r ) ⊂ Bd(x, r).

Ας παρατηρήσουµε ότι η συνάρτηση f (x) = x
1+x ορισµένη στο [0,+∞) είναι γνησίως

αύξουσα εφόσον f ′(x) = 1
(1+x)2 > 0. Εποµένως

ρ(a, y) =
d(a, y)

1 + d(a, y)
<

r

1 + r
⇒ d(a, y) < r.

΄Ετσι έχουµε ότι Bρ(a, r
1+r ) ⊂ Bd(a, r) και εποµένως το U είναι ανοικτό στον (X, ρ). �
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Απόδειξη : ΄Εστω U ανοικτό υποσύνολο του (X, d) και a ∈ U . Τότε υπάρχει r > 0 ώστε
Bd(a, r) ⊂ U . Εάν ε = min{r, δ} τότε από την (2.3) έχουµε ότι για κάθε y ∈ X µε d(a, y) < ε
ισχύει ότι md(a, y) ≤ ρ(a, y) ≤ Md(a, y). Εποµένως,

x ∈ Bρ(a,mε)⇒ ρ(a, x) < mε
⇒ d(a, x) < ε ⇒ x ∈ U

και άρα Bρ(a,mε) ⊂ U .΄Ετσι έχουµε ότι το U είναι ανοικτό σύνολο στον (X, ρ).
Αντιστρόφως, έστω U ανοικτό σύνολο στον (X, ρ) και a ∈ U . Τότε υπάρχει r > 0 ώστε

Bρ(a, r) ⊂ U . Εάν ϑέσουµε ε = min{δ, rM } τότε ισχύει ότι Bd(a, ε) ⊂ Bρ(a, r).
Πράγµατι αν x ∈ Bd(a, ε) ⇒ d(a, x) < δ και άρα από την (2.3), ρ(a, x) ≤ Md(x, a) ≤

M r
M = r. Εποµένως Bd(a, ε) ⊂ Bρ(a, r) ⊂ U . �
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Απόδειξη : Από την άσκηση 1.2.8 έχουµε ότι η ρ είναι µετρική. Θα δείξουµε ότι είναι
ισοδύναµες.

΄Εστω U ανοικτό υποσύνολο του (R, ρ) και a ∈ U . Τότε υπάρχει r > 0 ώστε

Bρ(x, r) ⊂ U ⇔ {y ∈ R : τoξϸϕ(|x − y|) < r} ⊂ U .

Επειδή η τoξϸϕ : R → (−−π2 ,
π
2 ) είναι συνεχής και τoξϸϕ(0) = 0, για κάθε ε > 0 υπάρχει

δ > 0 ώστε αν |x | < δ ⇒ |τoξϸϕ(x)| < ε.
Εποµένως για ε = r υπάρχει δ > 0 ώστε αν |a − x | < δ ⇒ |τoξϸϕ(a − x)| < r. Από

αυτή την σχέση έχουµε ότι Bd(a, δ) ⊂ Bρ(a, r) ⊂ U και εποµένως το U είναι επίσης (R, d)
ανοικτό σύνολο.

Αντιστρόφως έστω U ανοικτό σύνολο στον (R, d), a ∈ U και r > 0 ώστε Bd(α, r) ⊂ U .
Τότε αν τoξϸϕ|a−x | < τoξϸϕ(r)⇒ |a−x | < r εφόσον η συνάρτηση τoξϸϕ είναι αύξουσα,

και εποµένως Bρ(a, τoξϸϕ(r)) ⊂ Bd(a, r) ⊂ U . ΄Ετσι παίρνουµε ότι το U είναι επίσης (R, ρ)
ανοικτό σύνολο και άρα έχουµε ότι οι µετρικές d και ρ είναι ισοδύναµες.

Θα δείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει M > 0 ώστε d9x, y) ≤ Mρ(x, y) για κάθε x, y.
Επειδή τoξϸϕ|x − y| ∈ [0, π2 ) για κάθε x, y ∈ R ενώ η |x − y| παίρνει όλες τις τιµές από

0 ως +∞ έχουµε ότι δεν υπάρχει M > 0 ώστε |x − y| < Mτoξϸϕ|x − y| για κάθε x, y ∈ R.
Πράγµατι αν υπήρχε ένα τέτοιο M , αν x ∈ R και y = 2πM + x τότε ϑα είχαµε,

|x − y| = 2πM < Mτoξϸϕ|2πM | < M
π

2
⇒ 2 < 1/2,

άτοπο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 2.5.6

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 93 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Θεωρήστε την ακολουθία συναρτήσεων fn(x) =


0 αν 0 ≤ x ≤ 1

2

n(x − 1
2 ) αν 1

2 ≤ x ≤
1
2 + 1

n

1 αν 1
2 + 1

n ≤ x ≤ 1
και δείξτε ότι είναι Cauchy αλλά δεν συγκλίνει σε συνεχή συνάρτηση. �
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την ταυτότητα τoξϸϕ(x)− τoξϸϕ(y) = τoξϸϕ x−y
1+xy για xy > 1. �
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Απόδειξη : Θέτουµε x0 = lim
n→∞

xkn . ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει n1 ∈ N ώστε

d(xkn , x0) <
ε

2
για κάθε n ≥ n1.

Επειδή η (xn)n∈N είναι Cauchyυπάρχει n2 ∈ N ώστε

d(xn , xm) <
ε

2
για κάθε n,m ≥ n2.

Από τις παραπάνω σχέσεις για κάθε n ≥ n0 = max{n1, n2} έχουµε ότι

d(xn , x0) ≤ d(xn , xkn0
) + d(xkn0

, x0)

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Ετσι έχουµε ότι lim
n→∞

xn = x0. �
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Απόδειξη : Εάν x ∈ F τότε για κάθε περιοχή B(x, ε) του x ισχύει B(x, ε) ∩ F , ∅, ΄Ασκηση
2.2.8. Εποµένως για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ B(x, 1

n ) ∩ F . ΄Ετσι xn ∈ F για κάθε n και
lim
n→∞

d(xn , x) = 0.
Αντιστρόφως, αν υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του F µε lim

n→∞
d(xn , x) = 0

τότε B(x, ε) ∩ F , ∅ για κάθε ε > 0. Εποµένως x ∈ F . �
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Απόδειξη : Επαγωγικά για κάθε k ∈ N ϑα επιλέξουµε nk ∈ N ώστε nk−1 < nk και
d(xnk , x0) < 1/k για κάθε k. Τότε ϑα έχουµε ότι η υπακολουθία (xnk )k∈N της (xn)n∈N
συγκλίνει στο x0.

Για n = 1 από την υπόθεση µπορούµε να επιλέξουµε n1 ∈ N ώστε d(xn1 , x0) < 1. Ας
υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει τα n1 < n2 < · · · < nk ώστε d(xni , x0) < 1/i για κάθε
i = 1, . . . , k. Από την υπόθεση για ε = 1/(k + 1) και n = nk υπάρχει m > nk ώστε
d(xm , x0) < /(k + 1). Θέτουµε nk+1 = m.

Αυτό ολοκληρώνει την επαγωγική επιλογή της υπακολουθίας (xnk )k∈N. �
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Απόδειξη : α)⇒ϐ) ΄Εστω d, ρ ισοδύναµες και lim
n→∞

d(xn , x) = 0. Θα δείξουµε ότι lim
n→∞

ρ(xn , x) =

0. ΄Εστω r > 0 και Bρ(x, r) µια περιοχή του x στον (X, ρ). Επειδή d, ρ ισοδύναµες υπάρχει
s > 0 ώστε Bd(x, s) ⊂ Bρ(x, r).

Επειδή lim
n→∞

d(xn , x) = 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ Bd(x, s) για κάθε n ≥ n0. Επειδή
Bd(x, s) ⊂ Bρ(x, r)⇒ xn ∈ Bρ(x, r) για κάθε n ≥ n0 και άρα lim

n→∞
ρ(xn , x) = 0.

Με όµοιο τρόπο δείχνουµε ότι lim
n→∞

ρ(xn , x) = 0 ⇒ lim
n→∞

d(xn , x) = 0 και έτσι αποδει-
κνύεται το α)⇒ϐ).

ϐ)⇒α) Θα δείξουµε ότι οι µετρικοί χώροι (X, d), (X, ρ) έχουν τα ίδια κλειστά σύνολα,
που αυτό συνεπάγεται άµεσα ότι έχουν και τα ίδια ανοικτά.

΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του (X, d). Εάν F ρ είναι η κλειστότητα του F στον µετρικό
χώρο (X, ρ) ϑα δείξουµε ότι F ρ = F και έτσι ϑα έχουµε ότι F κλειστό και στον (X, ρ).

Εάν x ∈ F ρ υπάρχει µια ακολουθία στοιχείων του F ώστε lim
n→∞

ρ(xn , x) = 0. Από τις

υποθέσεις παίρνουµε ότι lim
n→∞

d(xn , x) = 0 και άρα x ∈ F
d

= F επειδή F κλειστό στον

(X, d). Εποµένως F ρ ⊂ F ⊂ F ρ και άρα F = F
ρ.

Με όµοιο τρόπο δείχνουµε αν F κλειστό υποσύνολο του (X, ρ) τότε F κλειστό υποσύ-
νολο του (X, d). �
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Απόδειξη : Αρχικά ϑα δείξουµε ότι οι τρεις υπακολουθίες έχουν κοινό όριο.
Ας παρατηρήσουµε ότι η (x6n)n∈N είναι κοινή υπακολουθία των (x2n)n∈N και της

(x3n)n∈N. Εποµένως οι υπακολουθίες (x2n)n∈N και (x3n)n∈N έχουν το ίδιο όριο.
Επίσης επειδή 3(2n + 1) = 2(3n + 1) + 1, η υπακολουθία (x3(2n+1))n∈N είναι κοινή

υπακολουθία των (x2n+1)n∈N και της (x3n)n∈N. Εποµένως αυτές οι υπακολουθίες έχουν
κοινό όριο. ΄Εστω x0 το κοινό όριο των υπακολουθιών (x2n)n∈N, (x2n+1)n∈N και (x3n)n∈N.

Θα δείξουµε ότι lim
n→∞

xn = x0. ΄Εστω ε > 0. Επειδή οι υπακολουθίες (x2n)n∈N, (x2n+1)n∈N
συγκλίνουν στο x0 έχουµε υπάρχουν ni ,i = 1,2 ώστε

d(x2n , x0) < ε για κάθε n ≥ n1, (8.6)
d(x2n+1, x0) < ε για κάθε n ≥ n2. (8.7)

Θέτουµε n0 = max{2n1,2n2 + 1}. ΄Εστω n ≥ n0. Αν n = 2k είναι άρτιος τότε n = 2k ≥
n0 ≥ 2n1 ⇒ k ≥ n1 και άρα από (8.6) έχουµε ότι d(xn , x0) < ε.

Αν n = 2k + 1 είναι περιττός τότε n = 2k + 1 ≥ n0 ≥ 2n2 + 1 ⇒ k ≥ n2 και άρα από
(8.7) έχουµε ότι d(xn , x0) < ε. �
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Απόδειξη : Επειδή οι ακολουθίες (xn)n∈N, (yn)n∈N είναι Cauchy , για κάθε ε > 0 υπάρχουν
n1, n2 ∈ N ώστε d(xn , xm) < ε/2 για κάθε n,m ≥ n1 και d(yn , ym) < ε/2 για κάθε
n,m ≥ n2. Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. Τότε από την τριγωνική ανισότητα, δες ΄Ασκηση
1.2.1 έχουµε ότι για κάθε n,m ≥ n0

|an − an | = |d(xn , yn) − d(xm , ym)| ≤ d(xn , xm) + d(yn , ym) < ε.

Εποµένως η (an)n∈N είναι Cauchyακολουθία πραγµατικών αριθµών. Επειδή ο R είναι
πλήρης µετρικός χώρος έχουµε ότι η (an)n∈N συγκλίνει. �
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Απόδειξη : ΄Εστω (X, d) είναι πλήρης και (xn)n∈N ακολουθία του X µε
∞∑
n=1

d(xn , xn+1) < +∞.

Θα δείξουµε ότι είναι Cauchy . ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε∑
n≥n0

d(xn , xn+1) < ε.

Τότε για κάθε m > n ≥ n0 έχουµε ότι

d(xm , xn) ≤ d(xn , xn+1) + d(xn+1, xm) τριγωνική ανισότητα για xn , xn+1, xm

≤ d(xn , xn+1) + d(xn+1, xn+2) + d(xn+2, xm) τριγωνική ανισότητα για xn+1, xn+2, xm
...

≤

m−n∑
i=1

d(xn+i−1, xn+i) ≤
∑
n≥n0

d(xn , xn+1) < ε.

Εποµένως η (xn)n∈N είναι Cauchyκαι επειδή (X, d) πλήρης η (xn)n∈N συγκλίνει.

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι κάθε ακολουθία (xn)n∈N του X µε
∞∑
n=1

d(xn , xn+1) < +∞

συγκλίνει. ΄Εστω (xn)n∈N µια Cauchyακολουθία του X . Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει
pn ∈ N ώστε

d(xk , xm) < 2−n για κάθε k,m ≥ pn.

Είναι άµεσο ότι µπορούµε να υποθέσουµε ότι pn+1 > pn για κάθε n ∈ N. Τότε έχουµε ότι
d(xpn , xpn+1 ) < 2−n και εποµένως

∑∞
n=1 d(xpn , xpn+1 ) < +∞. Από την υπόθεση έχουµε ότι

υπάρχει x0 ∈ X ώστε lim
n→∞

xpn = x0. Από την ΄Ασκηση 3.2.1 έχουµε ότι και lim
n→∞

xn = x0 και
έτσι έχουµε ότι ο X είναι πλήρης. �
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Απόδειξη : ΄Εστω (xn)n∈N µια Cauchyακολουθία στον X . Επειδή D = X για κάθε n ∈ N
υπάρχει yn ∈ D ώστε d(xn , yn) < 1/n.

Θα δείξουµε ότι η ακολουθία (yn)n∈N είναι Cauchy . ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε ένα
n0 ∈ N ώστε ώστε

d(xn , xm) < ε/3 για κάθε n,m ≥ n0 και 1/n0 < ε/3.

Τότε για κάθε n,m ≥ n0,

d(yn , ym) ≤ d(yn , xn) + d(xn , xm) + d(xm , ym)

<
1
n

+
ε

3
+

1
m

≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε.

Εποµένως η (yn)n∈N είναι Cauchyακολουθία από στοιχεία του D και άρα συγκλίνει. Εάν
lim
n→∞

d(yn , y) = 0 τότε επειδή d(xn , yn) < 1/n για κάθε n έχουµε ότι και lim
n→∞

d(xn , y) = 0.
�
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Απόδειξη : 1) ⇒ 2) ΄Εστω ότι ο (X, d) είναι πλήρης. Για κάθε n ∈ N επιλέγουµε xn ∈ Fn.
Τότε η ακολουθία (xn)n∈N είναι Cauchy . Πράγµατι έστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε
diamFn0 < ε. Επειδή (Fn)n∈N είναι ϕθίνουσα, xn ∈ Fn0 για κάθε n ≥ n0. Εποµένως

d(xn , xm) ≤ diamFn0 < ε για κάθε n,m ≥ n0.

΄Ετσι έχουµε ότι η (xn)n∈N είναι Cauchyκαι επειδή ο X είναι πλήρης υπάρχει x0 ∈ X ώστε
lim
n→∞

d(xn , x0) = 0. Επίσης x0 ∈ Fk για κάθε k ∈ N εφόσον xn ∈ Fk για κάθε n ≥ k και Fk
κλειστό. ΄Ετσι έχουµε ότι x ∈ ∩kFk.

Θα δείξουµε ότι η ∩n∈NFn είναι µονοσύνολο. Εάν x, y ∈ ∩n∈NFn τότε d(x, y) ≤ diamFn
για κάθε n ∈ N και εποµένως d(x, y) ≤ inf{1/n : n ∈ N} = 0. ΄Ετσι έχουµε ότι d(x, y) = 0
και άρα x = y.

2) ⇒ 1) Αντιστρόφως έστω ότι για κάθε ϕθίνουσα ακολουθία µη κενών, κλειστών
συνόλων (Fn)n∈N µε lim

n→∞
diamFn = 0 ισχύει ότι ∩n∈NFn , ∅.

΄Εστω (xn)n∈N µια Cauchyακολουθία. Για κάθε n ∈ N ϑέτουµε Dn = {xk : k ≥ n} Τότε
έχουµε ότι Dn+1 ⊂ Dn για κάθε n ∈ N. Επίσης επειδή η (xn)n∈N είναι Cauchy έχουµε ότι

diamDn = sup{d(xk , xm) : k,m ≥ n} −−−−→
n→∞

0.

Εάν ϑέσουµε Fn = Dn τότε έχουµε ότι Fn+1 ⊂ Fn και diamFn = diamDn για κάθε n ∈ N.
Από τις υποθέσεις έχουµε ότι υπάρχει x0 ∈ ∩n∈NFn. Επαγωγικά επιλέγουµε µια

υπακολουθία (xnk )k∈N της (xn)n∈N µε d(xnk , x0) < 1/k.
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει τα (xni )

k
i=1 ώστε n1 < n2 < · · · < nk. Για να

επιλέξουµε το nk+1 ϑα χρησιµοποιήσουµε ότι x0 ∩n∈N Fn και εποµένως

x0 ∈ Fnk+1 = {xm : m ≥ nk + 1}.

΄Αρα B(x0,1/(k + 1)) ∩ {xm : m ≥ nk + 1} , ∅ και εποµένως υπάρχει m ≥ nk + 1 µε
d(x0, xm) < 1/(k + 1). Θέτουµε xnk+1 = xm .
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΄Ετσι έχουµε ότι η υπακολουθία (xnk )k∈N της (xn)n∈N συγκλίνει στο x0 και επειδή η
(xn)n∈N είναι Cauchy έχουµε ότι και η (xn)n∈N συγκλίνει στο x0. �
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Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ X και ε > 0. Επειδή lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0 έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N

ώστε
sup
x∈X

ρ(f (x), fn(x)) < ε/3 για κάθε n ≥ n0. (8.8)

Επειδή η συνάρτηση fn0 (x) είναι συνεχής υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(fn0 (y), fn0 (x)) < ε/2 για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ. (8.9)

Τότε για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ, από τις (8.8),(8.9) έχουµε ότι

ρ(f (x), f (y)) ≤ ρ(f (x), fn0 (x)) + ρ(fn0 (x), fn0 (y)) + ρ(fn0 (y), f (y))

≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε,

και άρα f συνεχής. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.11
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω (fn)n∈N µια Cauchy ακολουθία. Τότε έχουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει
n0 ∈ N ώστε

d∞(fn , fm) = sup
x∈X
|fn(x) − fm(x)| <

ε

2
για κάθεn,m ≥ n0. (8.10)

Σταθεροποιούµε ένα x ∈ X και ϑεωρούµε την ακολουθία των πραγµατικών αριθµών
(fn(x))n∈N. Τότε

|fn(x) − fm(x)| ≤ sup
x∈X
|fn(x) − fm(x)| = d∞(fn , fm).

Επειδή η (fn)n είναι Cauchy στον C(X ) έχουµε ότι και η ακολουθία (fn(x))n∈N είναι Cauchy
πραγµατικών αριθµών. Επειδή ο R είναι πλήρης µετρικός χώρος έχουµε ότι το lim

n→∞
fn(x)

υπάρχει. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : X → R µε f (x) = lim
n→∞

fn(x). Θα δείξουµε ότι
lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0 και f συνεχής.
΄Εστω x ∈ X . Επειδή f (x) = lim

n→∞
fn(x), έχουµε ότι υπάρχει n(x) ∈ N, n(x) ≥ n0 ώστε

|f (x) − fn(x)| < ε/2 για κάθε n ≥ n0. (8.11)

Από την (8.10) έχουµε ότι για κάθε x ∈ X και κάθε m ≥ n0,

|f (x) − fm(x)| ≤ |f (x) − fn(x)(x)| + |fn(x)(x) − fm(x)| (8.12)

≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Εποµένως
d∞(f, fn) = sup

x∈X
|f (x) − fn(x)| < ε για κάθεn ≥ n0

και άρα lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0. Για να δείξουµε την πληρότητα µένει να δείξουµε ότι η f είναι
και συνεχής. Από την ΄Ασκηση 3.2.11 έχουµε ότι η f είναι συνεχής και έτσι έχουµε ότι ο
(C(X ), d∞) είναι πλήρης. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.12
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Απόδειξη : ΄Εστω (fn)n∈N µια Cauchy ακολουθία. Από τον ορισµό της µετρικής έχουµε ότι

sup
t∈[0,1]

|fn(t) − fm(t)| ≤ d(fn , fm) (8.13)

και

sup
t∈[0,1]

|f ′n(t) − f ′m(t)| ≤ d(fn , fm) (8.14)

Από τις σχέσεις αυτές παίρνουµε ότι οι (fn)n∈N, (f ′n)n∈N είναι Cauchy ακολουθίες στον
(C([0,1]), d∞). Από την ΄Ασκηση 3.2.12 έχουµε ότι ο (C([0,1]), d∞) είναι πλήρης µετρικός
χώρος και εποµένως υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις f, g : [0,1]→ R ώστε

lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0⇔ lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f (x)| = 0

και lim
n→∞

d∞(f ′n , g) = 0⇔ lim
n→∞

sup
x∈[0,1]

|f ′n(x) − g(x)| = 0.

Θα δείξουµε ότι f ′ = g και έτσι ϑα έχουµε ότι f ∈ C1([0,1]) και lim
n→∞

d(fn , f ) = 0.
Επειδή lim

n→∞
d∞(fn , f ) = 0 έχουµε ότι

|

∫ x

0
f ′n(t) − g(t)dt | ≤ sup

t∈[0,1]
|f ′n(x) − g(x)|

∫ x

0
dt −−−−→

n→∞
0⇒

lim
n→∞

∫ x

0
f ′n(t)dt =

∫ x

0
g(t)dt.

Από το Θεµελιώδες Θεώρηµα Απειροστικού Λογισµού έχουµε ότι

fn(x) − fn(0) =

∫ x

0
f ′n(t)dt.
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Επειδή lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0 έχουµε ότι

f (x) − f (0) = lim
n→∞

(fn(x) − fn(0)) = lim
n→∞

∫ x

0
f ′n(t)dt =

∫ x

0
g(t)dt. (8.15)

Επειδή η g είναι συνεχής, η συνάρτηση G(x) =
∫ x
0 g(t)dt είναι παραγωγίσιµη και G′(x) =

g(x). ΄Ετσι από την (8.15) παίρνουµε ότι f ′(x) = g(x) ∀x. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.13
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Απόδειξη : Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε την συνάρτηση

fn(x) =


0 αν 0 ≤ x ≤ 1

2

n(x − 1
2 ) αν 1

2 ≤ x ≤
1
2 + 1

n

1 αν 1
2 + 1

n ≤ x ≤ 1

Η ακολουθία (fn)n∈N είναι Cauchy ακολουθία. Πράγµατι αν n > m,

x
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

Σχήµα 8.1: οι συναρτήσεις, f2, f32, f64, f128
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d(fn , fm) =

∫ 1

0
|fn(x) − fm(x)|dx

=

∫ 1
2 + 1

m

1
2

|fn(x) − fm(x)|dx, εφόσον fn(x) = fm(x) για κάθε x ∈ [0, 1
2 ] ∪ [ 1

2 + 1
m ,1]

=

∫ 1
2 + 1

m

1
2

fn(x)dx −
∫ 1

2 + 1
m

1
2

fm(x)dx

=
1

2n
+ (

1
m
−

1
n

) −
1

2m
=

1
2

(
1
m
−

1
n

)

Επειδή η ακολουθία (1/n)n∈N είναι συγκλίνουσα και άρα Cauchy από την παραπάνω
εξίσωση προκύπτει άµεσα ότι η ακολουθία (fn)n∈N είναι Cauchy.

Θα δείξουµε ότι δεν υπάρχει f ∈ C([0,1]) ώστε lim
n→∞

d(fn , f ) = 0. Ας υποθέσουµε ότι
υπάρχει µια συνάρτηση f ∈ C([0,1]) ώστε lim

n→∞
d(fn , f ) = 0.

Τότε ϑα είχαµε ότι

d(fn , f ) =

∫ 1
2

0
|f (x)|dx +

∫ 1
2 + 1

n

1
2

|fn(x) − f (x)|dx +

∫ 1

1
2 + 1

n

|1 − f (x)|dx −→ 0. (8.16)

Από τα µαθήµατα Απειροστικού Λογισµού γνωρίζουµε ότι αν f συνεχής, f (x) ≥ 0 και∫ b
a
f (x)dx = 0 τότε f (x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ΄Ετσι από την (8.16) προκύπτει ότι∫ 1

2

0 |f (x)|dx = 0 και εποµένως f (x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1
2 ]. Επίσης επειδή limn

1
n = 0

για τον ίδιο λόγο ισχύει 1 − f (x) = 0 για κάθε x > 1/2. Επειδή f συνεχής ϑα έχουµε ότι
f ( 1

2 ) = 1 το οποίο είναι άτοπο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 3.2.14
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Απόδειξη : Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η d(m, n) είναι µετρική, δες ΄Ασκηση 1.2.4
Θα δείξουµε ότι ο (N, d(·, ·)) δεν είναι πλήρης µετρικός χώρος.

Για κάθε m < n ∈ N έχουµε ότι

d(m, n) = |
1
m
−

1
n
| =

1
m
−

1
n
<

1
m
. (8.17)

Από τη σχέση αυτή παίρνουµε ότι η ακολουθία (n)n∈N είναι Cauchy. Πράγµατι από
την (8.17) παίρνουµε ότι για κάθε ε > 0 ισχύει ότι d(m, n) < ε για κάθε m, n ∈ N µε
m, n > n0 = [1/ε]+1, όπου [1/ε] είναι το ακέραιο µέρος του 1/ε. ΄Ετσι έχουµε ότι η (n)n∈N
είναι Cauchy ακολουθία. Θα δείξουµε ότι δεν υπάρχει n0 ∈ N ώστε lim

n→∞
d(n, n0) = 0.

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N µε lim
n→∞

d(n, n0) = 0. Τότε για κάθε n ≥ 2n0,

d(n, n0) = |
1
n
−

1
n0
| =

1
n0
−

1
n
≥

1
2n0

και άρα d(n, n0) > 1
2n0

για κάθε n ≥ 2n0, εποµένως lim
n→∞

d(n, n0) , 0 άτοπο. �
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Απόδειξη : Η τoξϸϕ : R → (−π2 ,
π
2 ) είναι αύξουσα, συνεχής συνάρτηση. Για m < n ∈ N

έχουµε
τoξϸϕ(n) − τoξϸϕ(m) = τoξϸϕ

n −m

1 + nm

Επειδή η τoξϸϕ είναι συνεχής συνάρτηση και τoξϸϕ(0) = 0 έχουµε ότι για κάθε ε > 0
υπάρχει δ > 0 ώστε

|τoξϸϕ(x)| < ε για κάθε x µε |x | < δ. (8.18)

Επειδή για m < n
n −m

1 + nm
=

1 − m
n

m + 1
n

<
1
m

(8.19)

από τις (8.18),(8.19) έχουµε ότι αν 1
δ < m < n

d(n,m) = |τoξϸϕ(n) − τoξϸϕ(m)| < ε

και εποµένως η ακολουθία (xn)n∈N µε xn = n για κάθε n ∈ N είναι Cauchy ακολουθία.
Θα δείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει x0 ∈ R ώστε lim

n→∞
d(xn , x0) = 0. Εάν υπήρχε τότε

d(xn , x0) = |τoξϸϕ(n) − τoξϸϕ(x0)| −−−−→
n→∞

0

΄Οµως lim
n→∞

τoξϸϕ(n) = π
2 και άρα ϑα πρέπει π2 = τoξϸϕ(x0), το οποίο είναι αδύνατον εφόσον

δεν υπάρχει x0 ∈ R µε τoξϸϕ(x0) = π
2 . �
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Υπόδειξη : Εάν D ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X δείξτε ότι τα σύνολα {B(x, r) :
x ∈ D, r ∈ Q} ικανοποιούν το συµπέρασµα της ΄Ασκησης. �

Λύση
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Υπόδειξη : ∆είξτε ότι για κάθε δ > 0 το πλήθος των στοιχείων του X µε απόσταση ανά δύο
µεγαλύτερη ή ίση του δ είναι πεπερασµένο το πλήθος. �

Λύση
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Υπόδειξη : για το α) ερώτηµα χρησιµοποιείστε την ΄Ασκηση 4.1.7
για το ϐ) ερώτηµα χρησιµοποιείστε ότι A = (A \Ac(A))∪ (A ∩Ac(A)) και τα ερωτήµατα

α) και την ΄Ασκηση 4.1.7 �

Λύση
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Απόδειξη : Επειδή D ∩ U ⊂ U είναι άµεσο ότι U ∩ D ⊂ U .
΄Εστω x ∈ U . Τότε για κάθε περιοχή B(x) του x ισχύει B(x) ∩ U , ∅. Επειδή D πυκνό

και B(x) ∩ U περιοχή του x,

(B(x) ∩ U ) ∩ D , ∅ ⇒ B(x) ∩ (U ∩ D) , ∅.

Εποµένως x ∈ U ∩ D και άρα U ⊂ U ∩ D. �
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Απόδειξη : ΄Εστω D ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X . Επειδή Ui , ∅ για κάθε i ∈ I
έχουµε ότι D ∩ Ui , ∅ για κάθε i ∈ I. Επιλέγουµε ένα di ∈ Ui ∩ D για κάθε i ∈ I. Επειδή
Ui ∩ Uj = ∅ έχουµε ότι di , dj για κάθε i , j ∈ I. Τότε η απεικόνιση f : I → D, f (i) = di
είναι 1 − 1. Επειδή D αριθµήσιµο έχουµε ότι το σύνολο I είναι αριθµήσιµο και εποµένως
τα σύνολα Ui , i ∈ I, είναι αριθµήσιµα το πολύ το πλήθος. �
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Απόδειξη : Αρκεί να ϐρούµε ένα ε > 0 και ένα υπεραριθµήσιµο σύνολο (fi)i∈I από στοιχεία
του B ώστε d(ft , fs) ≥ ε για κάθε s , t.

Για κάθε t ∈ [α, �] ϑεωρούµε την συνάρτηση ft : [α, �]→ {0,1} µε ft(x) = 1 αν x ∈ [α, t]
και ft(x) = 0 διαφορετικά. Για κάθε t1 , t2 ∈ [α, �] µε t1 < t2 επιλέγουµε ένα s ∈ (t1, t2].
Τότε έχουµε ότι ft1 (s) = 0, ft2 (s) = 1 και άρα

d∞(f, g) = sup{|ft1 (x) − ft2 (x)| : x ∈ [α, �]} ≥ |ft1 (s) − ft2 (s)| = 1.

΄Ετσι έχουµε ότι για κάθε t1 , t2, d(ft1 , ft2 ) ≥ 1. Οι συναρτήσεις ft , t ∈ [α, �] είναι υ-
περαριθµήσιµες, εφόσον το [α, �] είναι υπεραριθµήσιµο σύνολο, και απέχουν ανά δύο
απόσταση 1. Εποµένως ο (B, d∞) δεν είναι διαχωρίσιµος µετρικός. �
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Απόδειξη : ΄Εστω D αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X και B = {B(x, r) : x ∈ D, r ∈ Q}.
Το σύνολο B έχει αριθµήσιµο το πλήθος στοιχεία Εάν G ανοικτό σύνολο και y ∈ G τότε
υπάρχει r ∈ R, r > 0 ώστε B(y, r) ⊂ G. Εάν πάρουµε έναν οποιοδήποτε ϱητό s ∈ (0, r/2),
επειδή D πυκνό υπάρχει a ∈ D ώστε a ∈ B(y, s). Τότε έχουµε ότι

y ∈ B(a, s) ⊂ B(y, r) ⊂ G.

Πράγµατι εφόσον a ∈ B(y, s)⇒ d(y, a) < s⇒ y ∈ B(a, s). Επίσης αν x ∈ B(a, s),

d(y, x) ≤ d(y, a) + d(a, x) < s + s <
r

2
+
r

2
= r ⇒ x ∈ B(y, r) ⊂ G.

�
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Απόδειξη : ΄Εστω (X, d) διαχωρίσιµος µετρικός χώρος. Από την ΄Ασκηση 4.1.7 γνωρίζουµε
ότι υπάρχει µια ακολουθία ανοικτών συνόλων {Bn : n ∈ N} ώστε για κάθε ανοικτό σύνολο G
και κάθε x ∈ G υπάρχει n ∈ N ώστε x ∈ Bn ⊂ G. Ορίζουµε την απεικόνιση f : X → {0,1}N

µε
f (x) = (fn(x))n∈N όπου fn(x) = 1 αν x ∈ Bn και fn(x) = 0 αν x < Bn.

Θα δείξουµε ότι η f είναι 1−1 και έτσι ϑα έχουµε ότι ο πληθάριθµος του X είναι µικρότερος
ή ίσος του πληθάριθµου του {0,1}N.

΄Εστω x , y. Τότε d(x, y) = ε > 0 και B(x, ε/4) ∩ B(y, ε/4) = ∅. Επιλέγουµε n ∈ N µε
x ∈ Bn ⊂ B(x, ε4 ). Τότε έχουµε ότι fn(x) = 1 ενώ fn(y) = 0. ΄Ετσι έχουµε ότι f (x) , f (y) και
άρα η f είναι 1 − 1. �
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Απόδειξη : ΄Εστω ένα δ > 0. Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχει ακολουθία στοιχείων (xn)n∈N
του X µε την ιδιότητα xn , xm και d(xn , xm) ≥ δ για κάθε n , m.

Πράγµατι ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µια τέτοια ακολουθία. Από τη υπόθεση έχουµε
ότι η ακολουθία (xn)n∈N έχει ένα οριακό σηµείο x. ΄Αρα για ε = δ/10 η περιοχή B(x, ε) ϑα
περιέχει άπειρα σηµεία της ακολουθίας (xn)n∈N. Εποµένως ϑα έχουµε ότι

d(xn , xm) ≤ d(xn , x) + d(x, xm) ≤ 2ε < δ/5

για άπειρα n,m που είναι άτοπο.
΄Αρα για κάθε δ > 0 υπάρχουν Fδ πεπερασµένο υποσύνολο του N και Gδ = {xδi : i ∈ Fδ}

πεπερασµένο υποσύνολο του X µε την ιδιότητα

για κάθε x ∈ X υπάρχει xδi ∈ Gδ ώστε d(x, xδi ) < δ. (∗∗).

Εποµένως η ∪i∈FδB(xδi , δ) είναι µια ανοικτή κάλυψη του X .
Το σύνολο D = ∪n∈NG1/n = ∪n∈N{x

1/n
i : i ∈ F1/n} είναι αριθµήσιµη ένωση πεπερασµέ-

νων συνόλων και άρα είναι αριθµήσιµο σύνολο. Επίσης από την (∗∗) έχουµε ότι για κάθε
x ∈ X και κάθε n ∈ N υπάρχει x1/n

i ∈ G 1
n
⊂ G µε d(x, x1/n

i ) < 1/n. ΄Ετσι έχουµε ότι το G
είναι πυκνό υποσύνολο του X . �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω Ac(A) το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης ενός συνόλου A. Θα
δείξουµε ότι το X \ Ac(A) είναι ανοικτό σύνολο. ΄Εστω x ∈ X \ Ac(A). Τότε υπάρχει µια
περιοχή B(x, r) του x που περιέχει το πολύ αριθµήσιµα το πολύ το πλήθος στοιχεία του
A. Θα δείξουµε ότι B(x, r) ⊂ X \ Ac(A).

Για y ∈ B(x, r) υπάρχει ry > 0 ώστε B(y, ry) ⊂ B(x, r), δες ΄Ασκηση 2.2.2. Εποµένως
η B(y, ry) περιέχει αριθµήσιµο το πολύ το πλήθος στοιχεία του A. ΄Ετσι παίρνουµε ότι
y ∈ X \ Ac(A) και άρα B(x, r) ⊂ X \ Ac(A).

΄Ετσι έχουµε ότι X \ Ac(A) ανοικτό και άρα Ac(A) κλειστό.
ϐ) Για το ϐ) ερώτηµα,

x ∈Ac(A ∪ B)⇔ κάθε περιοχή του x περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος στοιχεία του A ∪ B
⇔ κάθε περιοχή του x περιέχει υπεραριθµήσιµα το πλήθος στοιχεία του A ή του B
⇔ x ∈ Ac(A) ∪ Ac(B).

�
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Απόδειξη : Επειδή (X, d) διαχωρίσιµος από την ΄Ασκηση 4.1.7 έχουµε ότι υπάρχει µια
ακολουθία (Bn)n∈N από ανοικτά υποσύνολα του X ώστε για κάθε G ανοικτό σύνολο και
y ∈ G υπάρχει n ∈ N ώστε y ∈ Bn ⊂ G.

Εάν το A ⊂ X δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης, για κάθε a ∈ A υπάρχει ra > 0 ώστε το
σύνολο B(a, ra)∩A να είναι αριθµήσιµο. Από τα παραπάνω έχουµε υπάρχει ένα n(a) ∈ N
ώστε a ∈ Bn(a) ⊂ B(a, ra). Τα σύνολα Bn ∩ A είναι αριθµήσιµο το πλήθος. Εποµένως το
σύνολο

B = ∪{Bn(a) ∩ A : Bn(a) ∩ A ⊂ B(a, ra) ∩ A, a ∈ A}

είναι αριθµήσιµο ως αριθµήσιµη ένωση αριθµήσιµων συνόλων. ΄Ετσι έχουµε ότι A ⊂ B
και άρα A αριθµήσιµο.

ϐ) Ας παρατηρήσουµε ότι το σύνολο A\Ac(A) δεν έχει σηµεία συµπύκνωσης. Πράγµατι,
αν x ∈ A\Ac(A) τότε υπάρχει µια περιοχή του που περιέχει το πολύ αριθµήσιµα το πλήθος
στοιχεία του A και άρα x δεν είναι σηµείο συµπύκνωσης του A \ Ac(A).

Από το α) ερώτηµα έχουµε ότι το σύνολο A \ Ac(A) είναι το πολύ αριθµήσιµο.
΄Ετσι έχουµε ότι A = (A \ Ac(A)) ∪ (A ∩ Ac(A)) και άρα από το ϐ) της ΄Ασκησης 4.1.10

παίρνουµε
Ac(A) = Ac(A ∩ Ac(A)) ⊂ Ac(Ac(A)).

Επίσης προκύπτει άµεσα από τον ορισµό ότι Ac(B) ⊂ B για κάθε B ⊂ X και άρα
Ac(Ac(A)) ⊂ Ac(A) = Ac(A) από το α) ερώτηµα της ΄Ασκησης 4.1.10.

΄Ετσι από τα παραπάνω έχουµε ότι

Ac(A) ⊂ Ac(Ac(A)) ⊂ Ac(A)⇒ Ac(A) = Ac(Ac(A)).

�
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Απόδειξη : Επειδή (X, d) διαχωρίσιµος από την ΄Ασκηση 4.1.7 έχουµε ότι υπάρχει ένα
αριθµήσιµο το πλήθος ανοικτών συνόλων {Bn : n ∈ N} ώστε για κάθε ανοικτό σύνολο U
και κάθε x ∈ U υπάρχει ένα n ∈ N ώστε x ∈ Bn ⊂ U . ΄Εστω x0 ένα σηµείο στο οποίο η f
έχει αυστηρό τοπικό και U µια περιοχή του ώστε f (x0) > f (x) για κάθε x ∈ U, x , x0. Τότε
επιλέγουµε n ∈ N ώστε x0 ∈ Bn ⊂ U . ΄Ετσι έχουµε ότι f (x0) > f (x) για κάθε x ∈ Bn , x , x0.

Για κάθε x ∈ M ϑέτουµε Bn(x) να είναι το µεγαλύτερο ως προς τη σχέση του περιέχεστε
σύνολο από τα Bn που περιέχει το x και η f έχει τοπικό µέγιστο στην περιοχή Bn(x) του
x, δηλαδή

αν f (x) > f (y) για κάθε y ∈ Bn και x ∈ Bn τότε Bn ⊂ Bn(x).

Τότε έχουµε ότι η απεικόνιση g : M → N, g(x) = n(x) είναι 1 − 1 και εποµένως το M είναι
αριθµήσιµο. Πράγµατι αν n(x) = n(y) τότε έχουµε ότι η f έχει αυστηρό τοπικό µέγιστο
στο x στην Bn(x) και επίσης έχει αυστηρό τοπικό µέγιστο στο y στην Bn(x). Από τον ορισµό
του συνόλου Bn(x) έχουµε ότι x = y. �
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Απόδειξη : Εάν G = {0} τότε το αποτέλεσµα είναι άµεσο. ΄Εστω G , {0} και ϑέτουµε

α = inf(G ∩ (0,∞)).

Εάν α > 0 τότε ισχύει ότι α ∈ G. Πράγµατι, αν α < G από τον ορισµό του infimum για
0 < ε < α υπάρχουν g1 < g2 ∈ G ώστε α < g1 < g2 < α+ ε. Τότε όµως 0 < g2−g1 < ε < α
το οποίο είναι άτοπο εφόσον g2 − g1 ∈ G.

Σε αυτή την περίπτωση έχουµε ότι G = {nα : n ∈ Z}. Αν υποθέσουµε ότι υπάρχει
� ∈ G µε � , nα επιλέγουµε n0 ∈ Z ώστε n0α < � < (n0 + 1)α. Τότε

0 < � − n0α < α

άτοπο από τον ορισµό του α.
Εάν α = 0 τότε το G είναι πυκνό στο R. Πράγµατι έστω x < y ∈ R. Επειδή το G

είναι συµµετρικό µπορούµε να υποθέσουµε ότι 0 < x < y. Θέτουµε δ = min{x, y − x} και
επιλέγουµε g ∈ G µε 0 < g < δ. Επίσης παίρνουµε n0 ∈ N ώστε n0g < y ≤ (n0 + 1)g.

Από την επιλογή του δ έχουµε ότι n0 ≥ 2 εφόσον 2δ < x + y − x = y.
Επίσης ισχύει ότι x ≤ n0g < y διότι διαφορετικά n0g < x < y < n0g+g ⇒ y−x < g < δ,

άτοπο.
ϐ) Θα δείξουµε ότι για κάθε α ∈ [−1,1] υπάρχει (nk)k∈N υπακολουθία των ϕυσικών

αριθµών ώστε limk→∞ συν(nk) = α.
΄Εστω α ∈ [−1,1]. Υπάρχει x ∈ R ώστε συν(x) = α.
Παίρνουµε το σύνολο των αριθµών G = {2πn + m : n,m ∈ Z}. Από το α) ερώτηµα

προκύπτει ότι το σύνολο G είναι πυκνό στο R. Για κάθε k ∈ N υπάρχουν nk , mk ∈ Z ώστε
x < zk = 2πnk +mk < x + 1/k Τότε

|συν(x) − συν(zk)| ≤ |x − zk | ≤ 1/k −−−−→
k→∞

0.

Επειδή συν(2πnk +mk) = συν(mk) και συν(x) = συν(−x) έχουµε το αποτέλεσµα. �
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την ΄Ασκηση 5.1.12 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.13

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 127 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Για x ∈ X , Θεωρήστε την ακολουθία x1 = f (x) και xn+1 = f (xn) για κάθε n ∈ N.
∆είξτε ότι συγκλίνει σ΄ ένα σηµείο x0 και f (x0) = x0 �
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Απόδειξη : ΄Εστω f ∈ C([0,1]). Τότε για κάθε g ∈ C([0,1]) έχουµε ότι

|F (f ) − F (g)| ≤
∫ 1

0
|f (x) − g(x)|dx ≤ sup

x∈[0,1]
|f (x) − g(x)|

∫ 1

0
dx = d∞(f, g).

Εποµένως αν ε > 0 τότε για κάθε g ∈ C([0,1]) µε d∞(f, g) < ε έχουµε ότι |F (f )−F (g)| < ε.
΄Ετσι έχουµε ότι η συνάρτηση F είναι συνεχής. �
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Απόδειξη : ΄Εστω f : (X, d) → (Y, ρ) συνεχής στο x0 και lim
n→∞

d(xn , x0) = 0.Θα δείξουµε ότι
lim
n→∞

ρ(f (xn), f (x0)) = 0 ΄Εστω ε > 0. Επειδή f συνεχής στο x0 υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(f (x), f (x0)) < ε για κάθε x ∈ X µε d(x, x0) < δ. (8.20)

Επειδή lim
n→∞

xn = x0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε d(xn , x0) < δ για κάθε n ≥ n0. ΄Ετσι από την
(8.20) έχουµε ότι για κάθε n ≥ n0, ρ(f (xn), f (x0)) < ε. Εποµένως lim

n→∞
f (xn) = f (x0).

Αντιστρόφως, υποθέτουµε ότι για κάθε ακολουθία (xn)n∈N µε lim
n→∞

xn = x0 ισχύει ότι
lim
n→∞

f (xn) = f (x0). Εάν f δεν είναι συνεχής στο x0 υπάρχει ε > 0 ώστε

για κάθε δ > 0 υπάρχει xδ ∈ X µε d(xδ , x0) < δ και ρ(f (xδ), f (x0)) ≥ ε.

Για κάθε n ∈ N και δ = 1/n επιλέγουµε xn ∈ X µε d(xn , x0) < 1/n και ρ(f (xn), f (x0)) ≥ ε.
Τότε έχουµε ότι η ακολουθία (xn)n∈N συγκλίνει στο x0 ενώ η ακολουθία (f (xn))n∈N δεν
συγκλίνει στο f (x0), που είναι άτοπο. ΄Ετσι παίρνουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0. �
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Απόδειξη : Εάν η f είναι συνεχής τότε έχουµε ότι το f −1(f (A)) είναι κλειστό σύνολο ως
αντίστροφη εικόνα κλειστού συνόλου. Επειδή A ⊂ f −1(f (A)) έχουµε ότι

A ⊂ f −1(f (A))⇒ f (A) ⊂ f (A).

Αντιστρόφως έστω ότι κάθε A ⊂ X ισχύει f (A) ⊂ f (A). Τότε για κάθε κλειστό υποσύνολο F
του Y ,

f (f −1(F )) ⊂ f (f −1(F )) ⊂ F = F ⇒ f −1(F ) ⊂ f −1(F )

και εποµένως f −1(F ) = f −1(F ). ΄Αρα f −1(F ) κλειστό και έτσι έχουµε ότι f είναι συνεχής.
�
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Απόδειξη : Θα χρησιµοποιήσουµε την ΄Ασκηση 5.1.8 ΄Εστω (xk)k∈N µια ακολουθία δια-
νυσµάτων του Rn που συγκλίνει στο διάνυσµα x0 ∈ R

n. Εάν xk = (xk1 , x
k
2 , . . . , x

k
n ) και

x0 = (x1, x2, . . . , xn) από τον ορισµό της µετρικής έχουµε ότι

lim
k→∞

 n∑
i=1

|xki − xi |
p

1/p

= 0.

Επειδή |xkj − xj | ≤
(∑n

i=1 |x
k
i − xi |

p
)1/p

έχουµε ότι limk→∞ xkj = xj. ΄Ετσι έχουµε ότι
limk→∞ pj(xk) = pj(x0) και άρα η pj είναι συνεχής. �
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Απόδειξη : ΄Εστω D ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του (X, d). Επειδή η συνάρτηση f
είναι συνεχής από την ΄Ασκηση 5.1.9 έχουµε ότι f (X ) = f (D) ⊂ f (D). Επίσης

f (D) ⊂ f (X ) ⊂ f (D)⇒ f (X ) = f (D).

Εποµένως το f (D) είναι αριθµήσιµο,πυκνό υποσύνολο του f (X ). �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω x, z ∈ X . Τότε για κάθε y ∈ K,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)⇒ dist(x, K) ≤ d(x, z) + d(z, y).

΄Εστω ε > 0 και yε ∈ K µε d(z, yε) ≤ dist(z, K) + ε. Τότε από την παραπάνω ανισότητα
έχουµε ότι

dist(x, K) ≤ d(x, z) + dist(z, K) + ε.

Επειδή η παραπάνω ανισότητα ισχύει για κάθε ε > 0 έχουµε ότι dist(x, K) ≤ d(x, z) +

dist(z, K). ΄Οµοια dist(z, K) ≤ d(z, x) + dist(x, K). Εποµένως

| dist(x, K) − dist(z, K)| ≤ d(x, z).

Από την παραπάνω ανισότητα έχουµε ότι

| dist(x, K) − dist(z, K)| ≤ ε για κάθε x, z µε d(x, z) < ε

και εποµένως η συνάρτηση f (x) = dist(x, K) είναι οµοιόµορφα συνεχής.
ϐ) ΄Εστω K είναι κλειστό. Τότε αν dist(x, K) = 0 για κάθε ε > 0 υπάρχει k ∈ K µε

d(x, k) < ε ⇒ B(x, ε) ∩ K , ∅. Εποµένως x ∈ K = K.
Αντιστρόφως έστω ότι για κάθε x ∈ X µε dist(x, K) = 0 ισχύει ότι x ∈ K. Εάν x ∈ K

τότε έχουµε ότι B(x, ε)∩K , ∅ για κάθε ε > 0 και εποµένως dist(x, K) = 0⇒ K ⊂ K. ΄Ετσι
έχουµε ότι K = K και άρα K είναι κλειστό. �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω F κλειστό υποσύνολο του (X, d). Από την ΄Ασκηση 5.1.12 έχουµε ότι
η συνάρτηση

f (x) = dist(x, F )

είναι συνεχής. Εποµένως για κάθε n ∈ N το σύνολο Gn = {x ∈ X : dist(x, F ) < 1/n} είναι
ανοικτό υποσύνολο του X . Θα δείξουµε ότι

F = ∩n∈NGn.

Είναι άµεσο ότι F ⊂ Gn για κάθε n ∈ N. Εάν x ∈ ∩n∈NGn έχουµε ότι για κάθε n ∈ N
υπάρχει xn ∈ F µε d(x, xn) < 1/n. Εποµένως lim

n→∞
d(xn , x) = 0 και επειδή F κλειστό

σύνολο έχουµε ότι x ∈ F . ΄Ετσι έχουµε ότι F = ∩n∈NGn..
ϐ) ΄Εστω G ανοικτό υποσύνολο του X . Τότε το F = X \ G είναι κλειστό υποσύνολο

του X . Από το α) ερώτηµα έχουµε ότι X \ G = ∪Gn όπου Gn ανοικτά υποσύνολα του X .
Εποµένως

G = X \ ∪n∈NGn = ∩n∈N(X \ Gn).

Τα σύνολα Fn = X \ Gn είναι κλειστά και έτσι έχουµε G = ∩n∈NFn. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x ∈ X έχουµε ότι d(x, A)+d(x, B) > 0. Πράγµατι αν d(x, A)+d(x, B) =

0⇒ d(x, A) = 0 και d(x, B) = 0 και επειδή A, B κλειστά ϑα είχαµε x ∈ A και x ∈ B, άτοπο
εφόσον A∩B = 0. Από την ΄Ασκηση 5.1.12 έχουµε ότι οι συναρτήσεις d(x, A), d(x, B) είναι
συνεχείς συναρτήσεις και εποµένως η συνάρτηση

f (x) =
d(x, A)

d(x, A) + d(x, B)

είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Από τον ορισµό της f (x) έχουµε ότι
f (x) ∈ [0,1] για κάθε x ∈ X . Για κάθε x ∈ A έχουµε d(x, A) = 0 και άρα f (x) = 0, ενώ αν
x ∈ B, d(x, B) = 0⇒ f (x) = 1. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.14

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ X και ε > 0. Επειδή (fn)n∈N είναι ισοσυνεχής ακολουθία συναρτήσεων
υπάρχει δ > 0 ώστε |fn(x) − fn(y)| < ε

3 για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ και κάθε n ∈ N.
Θα δείξουµε ότι |f (x) − f (y)| < ε για κάθε y ∈ B(x, ε).
Επιλέγουµε n1 ∈ N ώστε |fn(x)−f (x)| < ε

3 για κάθε n ≥ n1. Εάν y ∈ B(x, δ) επιλέγουµε
n2 ∈ N µε |fn(y) − f (y)| < ε

3 για κάθε n ≥ n2. Τότε για κάθε n0 = max{n1, n2}

|f (x) − f (y)| ≤ |f (x) − fn0 (x)| + |fn0 (x) − fn0 (y)| + |fn0 (y) − f (y)|

≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

΄Ετσι έχουµε ότι f (B(x, δ)) ⊂ B(f (x), ε) και άρα f συνεχής. �
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε n ∈ N ισχύει ∩n∈NFn ⊂ Fn και εποµένως f (∩n∈NFn) ⊂ f (Fn) για κάθε
n ∈ N⇒ f (∩n∈NFn) ⊂ ∩n∈Nf (Fn).

΄Εστω τώρα y ∈ ∩n∈Nf (Fn). Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει xn ∈ Fn ώστε y = f (xn). Εφό-
σον (Fn)n∈N είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία από κλειστά υποσύνολα του X µε lim

n→∞
diam(Fn) =

0 έχουµε ότι η ακολουθία (xn)n∈N είναι Cauchy .
Πράγµατι για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε diam(Fn0 ) < ε. Επειδή xn ∈ Fn0 για κάθε
n ≥ n0 έχουµε ότι d(xn , xm) ≤ diamFn0 < ε για κάθε n ≥ n0. ΄Ετσι έχουµε ότι η ακολουθία
είναι Cauchy .

Επειδή (X, d) πλήρης υπάρχει x0 ∈ X ώστε lim
n→∞

d(xn , x0) = 0. Από αυτή τη σχέση έχου-

µε ότι x0 ∈ Fn = Fn για κάθε n ∈ N και άρα x0 ∈ ∩n∈NFn. Επίσης επειδή lim
n→∞

diam(Fn) = 0
το x0 είναι το µοναδικό σηµείο που ανήκει στο σύνολο ∩n∈NFn.
Πράγµατι αν z ∈ ∩n∈NFn τότε d(x0, z) ≤ diam(Fn) για κάθε n ∈ N και εποµένως d(x0, z) =

0⇒ x0 = z.
Επειδή η f είναι συνεχής έχουµε ότι lim

n→∞
ρ(f (xn), f (x0)) = 0⇒ y = f (x0) ∈ f (∩n∈NFn).

�
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x0 ∈ D και ε > 0. Τότε

|f (x0) − f (x)| = |
1
x0
−

1
x
| = |

x − x0

xx0
| (8.21)

Εάν ισχύει ότι |x | ≥ |x0|/2⇒ 1
|x | ≤

2
|x0 |

και από την (8.21) έχουµε ότι

|f (x0) − f (x)| ≤
2
|x0|

2 |x − x0|. (8.22)

Εάν επιπλέον ισχύει ότι |x − x0| ≤ ε
|x0 |

2

2 από την (8.22) έχουµε ότι

|f (x0) − f (x)| ≤ ε.

Εποµένως αν |x − x0| ≤ min{ |x0 |

2 , ε
|x0 |

2

2 } τότε |f (x0) − f (x)| ≤ ε και έτσι έχουµε ότι η f είναι
συνεχής.

Για να δείξουµε ότι δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής αρκεί αν ϐρούµε ένα ε > 0 ώστε για
κάθε δ > 0 να υπάρχουν x, y ∈ D µε |x − y| < δ και | 1x −

1
y | ≥ ε.

Για ε = 1 και για δ > 0 εάν πάρουµε x = min{ 12 , δ} και y = x
2 έχουµε ότι

|x − y| =
x

2
< δ και |

1
x
−

1
y
| ≥ 1

΄Ετσι έχουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο D. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω f : (X, d)→ (Y, ρ) είναι οµοιόµορφα συνεχής και (xn)n∈N Cauchyακολουθία
του X . Θα δείξουµε ότι η (f (xn))n∈N είναι Cauchy στον Y . ΄Εστω ε > 0. Επειδή f οµοιό-
µορφα συνεχής υπάρχει δ > 0 ώστε

ρ(f (x), f (y)) < ε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ. (8.23)

Επειδή (xn)n∈N είναι Cauchyακολουθία, για ε = δ > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε d(xn , xm) < δ
για κάθε n,m ≥ n0. Από την (8.23) παίρνουµε

ρ(f (xn), f (xm)) < ε ∀n,m ≥ n0

και έτσι έχουµε ότι η (f (xn))n∈N είναι Cauchy στον Y . �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω (X̂ , d̂) η πλήρωση του X . Θα δείξουµε ότι X = X̂ . ΄Εστω xo ∈ X̂ \ X . Τότε
d̂(xo, x) > 0 για κάθε x ∈ X και εποµένως η συνάρτηση f : X → R µε τύπο f (x) = 1

d̂(x0,x)
είναι συνεχής. Θα δείξουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής το οποίο είναι άτοπο
από την υπόθεση.

Πράγµατι ας υποθέσουµε ότι f είναι οµοιόµορφα συνεχής. Επειδή ο X είναι πυκνό
υποσύνολο του X̂ έχουµε ότι υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈N από στοιχεία του X που
συγκλίνει στο x0 στον (X̂ , d̂). Τότε όµως η (xn)n∈N είναι Cauchy ακολουθία και επειδή f
οµοιόµορφα συνεχής έχουµε ότι και η (f (xn))n∈N είναι Cauchy ακολουθία του R. Επειδή
R πλήρης µετρικός η (f (xn))n∈N ϑα συγκλίνει σ΄ ένα a ∈ R, το οποίο είναι άτοπο εφόσον
d̂(x0, xn)→ 0⇒ f (xn) = 1

d̂(xn ,x0) → +∞.
Εποµένως X = X̂ και άρα X είναι πλήρης. �
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Έξοδος

Απόδειξη : α) Για τη συνάρτηση f (x) = 1
1+x2 ισχύει

|f (x) − f (y)| = |
1

1 + x2 −
1

1 + y2 | = |
y2 − x2

(1 + x2)(1 + y2)
|

= |
(x − y)(x + y)

(1 + x2)(1 + y2)
| ≤ |x − y|

|x + y|

(1 + x2)(1 + y2)

≤ |x − y|
2 max{|x |, |y|}

(1 + x2)(1 + y2)
≤ 2|x − y|

εφόσον max{|x |,|y|}
(1+x2)(1+y2) ≤ 1.

ορισµένη σε κλειστό διάστηµα είναι και οµοιόµορφα συνεχής.
ϐ) ΄Εχουµε ότι |f (x) − f (y)| = |y4−x4 |

(1+x4)(1+y4) =
|x−y| |x+y| (x2+y2)

(1+x4)(1+y4) .
Επίσης

|x + y|(x2 + y2) ≤ (|x | + |y|)(x2 + y2)

≤ 2 max{|x |, |y|}2 max{|x |, |y|}2 = 4 max{|x |, |y|}3.

Από τις παραπάνω ανισότητες,

|f (x) − f (y)| ≤ |x − y|
4 max{|x |, |y|}3

(1 + x4)(1 + y4)
. (8.24)

Ας παρατηρήσουµε ότι |z|3 ≤ 1 + |z|4 για κάθε z ∈ R. Πράγµατι αν |z| ≤ 1 τότε |z|3 ≤ 1 ≤
1 + |z|4 ενώ αν |z| > 1 τότε |z|3 ≤ |z|4 ≤ 1 + |z|4. ΄Ετσι για |z| = max{|x |, |y|} από την (8.24)
έχουµε ότι

|f (x) − f (y)| ≤ |x − y|
4 max{|x |, |y|}3

(1 + x4)(1 + y4)
≤ 4|x − y|.

΄Ετσι για ε > 0 αν πάρουµε δ = ε/4 έχουµε ότι |f (x) − |(y)| < ε για κάθε x, y ∈ R µε
|x − y| < δ και εποµένως η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.
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Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

γ) Εάν για n = 1,2, . . . , xn = 1 + 1
n τότε για κάθε n , m,

|f (1 +
1
n

) − f (1 +
1
m

)| = |
1 + 1

n

(1 − 1 − 1
n )2
−

1 + 1
m

(1 − 1 − 1
m )2
| = |n(n + 1) −m(m + 1)| > 1.

Επίσης xn − xm = 1
n −

1
m −→ 0 καθώς n,m → ∞. Από τα παραπάνω έχουµε ότι η (xn)n∈N

είναι Cauchy ενώ η (f (x)n)n∈N δεν είναι είναι. Από τη ΄Ασκηση 5.1.18 έχουµε ότι η f δεν
είναι οµοιόµορφα συνεχής. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) Από το Θεώρηµα µέσης τιµής για τη συνάρτηση ηµ(x) έχουµε ότι για κάθε
x, y ∈ R

ηµ(x) − ηµ(y) = ηµ′(z)(x − y) = συν(z)(x − y)

για κάποιο z µεταξύ x και y. Εποµένως |ηµ(x)−ηµ(y)| ≤ |x −y|. Εποµένως για κάθε ε > 0
υπάρχει δ = ε > 0 ώστε για κάθε x, y ∈ R µε |x − y| < δ να ισχύει |ηµ(x) − ηµ(y)| < ε, και
αυτό αποδεικνύει ότι η ηµ(x) είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.

ϐ) Η ακολουθία (xn)n = ( 2
nπ )n∈N ⊂ (0,1) είναι Cauchy ενώ

|f (x2n) − f (x2n+1)| = |ηµ(πn) − ηµ(πn +
π

2
))| = 1

και άρα η f (xn) δεν είναι Cauchy. Από την ΄Ασκηση 5.1.18 έχουµε ότι f δεν είναι οµοιό-
µορφα συνεχής. �
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Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→+∞ f (x) = 0 = limx→−∞ f (x) υπάρχει M > 0 ώστε

|f (x)| <
ε

3
για κάθε x ∈ R µε |x | ≥ M. (8.25)

Η συνάρτηση f περιορισµένη στο διάστηµα [−M,M], f : [−M,M] → R είναι συνεχής και
ορισµένη σε κλειστό διάστηµα. Εποµένως είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Αρα υπάρχει δ > 0
ώστε

|f (x) − f (y)| ≤
ε

3
, για κάθε x, y ∈ [−M,M] µε |x − y| < δ. (8.26)

Θα δείξουµε ότι
|f (x) − f (y)| ≤ ε για κάθε x, y ∈ R µε |x − y| < δ. (8.27)

΄Εστω x, y ∈ R µε |x − y| < δ0 = min{δ,2M}. Αν x, y ∈ [−M,M] τότε από την(8.26) έχουµε
το συµπέρασµα. Εάν x, y ≥ M ή x, y ≤ −M τότε από την (8.25) έχουµε το συµπέρασµα.
΄Εστω x < M < y και y − x < δ0. Τότε έχουµε ότι M − x ≤ y − x < δ, x ∈ [−M,M] και

|f (y) − f (x)| ≤ |f (y) − f (M)| + |f (M) − f (x)|
≤ |f (y)| + |f (M)| + |f (M) − f (x)|

≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε από τις (8.25),(8.26).

Με τον ίδιο τρόπο έχουµε ότι |f (x) − f (y)| < ε αν y < −M < x και |x − y| < δ0. ΄Ετσι
παίρνουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει a ∈ R ώστε για κάθε ακολουθία (xn)n∈N ⊂ (0,1)
µε lim

n→∞
xn = 0 ισχύει ότι lim

n→∞
f (xn) = a.

Εάν (xn)n∈N ⊂ (0,1) µε lim
n→∞

xn = 0 τότε η (xn)n∈N είναι Cauchyκαι άρα από την
΄Ασκηση 5.1.18 η ακολουθία (f (xn))n∈N είναι Cauchy . Επειδή ο R είναι πλήρης µετρικός
χώρος το lim

n→∞
f (xn) υπάρχει και είναι ένας πραγµατικός αριθµός a.

Θα δείξουµε ότι για οποιαδήποτε ακολουθία (yn)n∈N ⊂ (0,1) µε lim
n→∞

yn = 0 ισχύει
lim
n→∞

f (yn) = a.
΄Οπως προηγουµένως έχουµε ότι το lim

n→∞
f (yn) υπάρχει. ΄Εστω ότι lim

n→∞
f (yn) = b , a.

΄Εστω ε = |a − b| > 0. Επειδή f οµοιόµορφα συνεχής υπάρχει δ > 0 ώστε

|f (x) − f (y)| < ε/5 για κάθε x, y ∈ (0,1) µε |x − y| < δ.

Επειδή lim
n→∞

xn = 0 = lim
n→∞

yn έχουµε ότι υπάρχει n1 ∈ N ώστε

xn <
δ
2 και yn < δ

2 για κάθε n ≥ n1.

Επίσης υπάρχει n2 ∈ N ώστε

|f (xn) − a| < ε
4 και |f (yn) − b| < ε

4 για κάθε n ≥ n2.

Τότε για κάθε n ≥ max{n1, n2} έχουµε ότι |f (xn) − f (yn)| < ε
5 εφόσον |xn − yn | < δ και

|f (xn) − f (yn)| = |f (xn) − a + a − f (yn) − b + b|

≥ |a − b| − |f (xn) − a| − |f (yn) − b|

≥ |a − b| −
ε

4
−
ε

4
≥
ε

2

που είναι άτοπο.
Εποµένως ισχύει ότι lim

n→∞
f (yn) = a και έτσι έχουµε ότι το limx→0+ f (x) υπάρχει �
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Απόδειξη : Ας παρατηρήσουµε ότι η f είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Θα
δείξουµε πρώτα ότι η f είναι οµοιοµορφισµός. Ας παρατηρήσουµε ότι

f (x) =

 x
1+x αν x ≥ 0
x

1−x αν x < 0
.

Επίσης |f (x)| = | x
1+|x | | < 1 για κάθε x ∈ R. Για να ϐρούµε την αντίστροφη συνάρτηση, αν

x ≥ 0,
f (x) =

x

1 + x
= y ∈ [0,1)⇒ x = y + yx ⇒ x =

y

1 − y
.

΄Ετσι έχουµε ότι f ( y
1−y ) = y για y ∈ [0,1).

Αν x < 0,
f (x) =

x

1 − x
= y ∈ (−1,0)⇒ x = y − yx ⇒ x =

y

1 + y
.

΄Ετσι έχουµε ότι f ( y
1+y ) = y για y ∈ (−1,0).

Εποµένως αν g(x) =

 x
1−x αν x ∈ [0,1)
x

1+x αν x ∈ (−1,0]
τότε f (g(x)) = x για κάθε x ∈ (−1,1).

Επίσης αν x ≥ 0, τότε f (x) = x/(1 + x) ∈ [0,1) και

g(f (x)) = g(
1

1 + x
) =

x
1+x

1 − x
1+x

= x

και όµοια g(f (x)) = x για x ≤ 0. Εποµένως g = f −1.
Από τον ορισµό της συνάρτησης g(x) είναι άµεσο ότι είναι συνεχής και άρα επειδή f

συνεχής έχουµε ότι f είναι οµοιοµορφισµός.
Θα δείξουµε τώρα ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Εστω x, y ∈ R. Τότε έχουµε ότι

|f (x) − f (y)| = |
x

1 + |x |
−

y

1 + |y|
| =
|x + x |y| − y − y|x ||

(1 + |x |)(1 + |y|)
(8.28)

≤ |x − y| + |x |y| − y|x ||
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Εάν x = 0 τότε |f (0) − f (y)| ≤ |y|.
΄Εστω x , 0. Παρατηρούµε ότι αν x, y οµόσηµοι τότε x |y| −y|x | = 0, και από την (8.28)

έχουµε ότι
|f (x) − f (y)| ≤ |x − y|.

΄Εστω x, y ετερόσηµοι και |x − y| < δ. Σε αυτή την περίπτωση

|x |y| − |x |y| = 2|xy|.

Εάν x > 0 και y < 0, |y| = −y ≤ −y + x = |x − y| < δ και |x | = x ≤ x − y = |x − y| < δ. Από
την (8.28) έχουµε ότι

|f (x) − f (y)| ≤ |x − y| + 2|xy| ≤ δ + 2δ2. (8.29)

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι ισχύει η (8.29) αν x < 0, y > 0 και |x − y| < δ. Εποµένως
αν για ε > 0 επιλέξουµε δ ώστε δ + 2δ2 < ε από τις παραπάνω σχέσεις έχουµε ότι

|f (x) − f (y)| ≤ ε ∀x, y µε |x − y| < δ,

και άρα η f είναι οµοιόµορφα συνεχής. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.24
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Απόδειξη : Θα δείξουµε ότι το D ⊂ D. ΄Εστω x ∈ D. Από την ισοσυνέχεια της (fn)n∈N για
κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε |fn(x) − fn(y)| < ε για κάθε y ∈ B(x, δ) και κάθε n ∈ N.

Επειδή x ∈ D µπορούµε να επιλέξουµε y ∈ D µε d(x, y) < δ. Εφόσον η ακολουθία
(fn(y))n∈N είναι Cauchyυπάρχει n0 ∈ N µε |fn(y) − fm(y)| < ε για κάθε n,m ≥ n0. Τότε
έχουµε ότι για κάθε n,m ≥ n0

|fn(x) − fm(x)| ≤ |fn(x) − fn(y)| + |fn(y) − fm(y)| + |fm(y) − fm(x)| ≤ 3ε.

Επειδή ε > 0 τυχαίο έχουµε ότι η ακολουθία (fn(x))n∈N είναι Cauchy. ΄Ετσι έχουµε ότι
x ∈ D. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.25
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Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε

α) an − a < ε και b − bn < ε για κάθε n ≥ n0.
ϐ) d∞(fn , f ) = sup{|fn(x) − f (x)| : x ∈ [a, b]} < ε για κάθε n ≥ n0.

Από την ΄Ασκηση 3.2.11 έχουµε ότι η f είναι συνεχής. Επειδή είναι ορισµένη στο σύ-
νολο [a, b] από τα µαθήµατα Απειροστικού Λογισµού γνωρίζουµε ότι είναι ϕραγµένη.
Εποµένως υπάρχει M ∈ R ώστε |f (x)| ≤ M για κάθε x ∈ [a, b]. ΄Ετσι για κάθε n ≥ n0,

|

∫ bn

an

fn(x)dx −
∫ b

a
f (x)dx |

≤ |

∫ bn

an

fn(x)dx −
∫ bn

an

f (x)dx −
∫ an

a
f (x)dx −

∫ b

bn

f (x)dx |

≤ |

∫ bn

an

fn(x) − f (x)dx | +
∫ an

a
|f (x)|dx +

∫ b

bn

|f (x)|dx

≤ d∞(fn , f )
∫ bn

an

dx + sup
x∈[a,b]

|f (x)|
∫ an

a
dx + sup

x∈[a,b]
|f (x)|

∫ b

bn

dx

≤ ε(bn − an) +M(an − a) +M(b − bn) < ε(b − a + 2M)

για κάθε n ≥ n0. Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο. �
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Απόδειξη : α) ΄Εστω ε > 0. Επειδή (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στην f υπάρχει n1 ∈ N
ώστε

|fn(x) − f (x)| < ε/2 για κάθε n ≥ n1 και κάθε x ∈ X (8.30)

Από την ΄Ασκηση 3.2.11 έχουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής. Επειδή lim
n→∞

d(xn , x) = 0
και f συνεχής από την ΄Ασκηση 5.1.8 υπάρχει n2 ∈ N ώστε

|f (xn) − f (x)| < ε/2 για κάθε n ≥ n2. (8.31)

Τότε για κάθε n ≥ max{n1, n2} από τις (8.30),(8.31) έχουµε ότι

|fn(xn) − f (x)| ≤ |fn(xn) − f (xn)| + |f (xn) − f (x)|

≤
ε

2
+
ε

2
= ε

και άρα lim
n→∞

fn(xn) = f (x).
ϐ) ΄Εστω x ∈ [0,1]. Εάν x = 0 τότε fn(0) = 0 για κάθε n ∈ N. Εάν x > 0 υπάρχει

n0 ∈ N
2
n0
≤ x και εποµένως fn(x) = 0 για κάθε n ≥ n0. Εποµένως lim

n→∞
fn(x) = 0 για κάθε

x ∈ [0,1].
Οι συναρτήσεις fn(x) είναι συνεχείς. Πράγµατι από τον τύπο των συναρτήσεων αρ-

κεί να ελέγξουµε ότι η fn είναι συνεχής στα σηµεία 1
n ,

2
n . Εάν limk→∞ xk = 1/n τότε

limk→∞ n2xk = n και limk→∞ −n2xk + 2n = n. Εποµένως limk→∞ fn(xk) = n = fn(1/n) και
άρα fn συνεχής στο 1/n.

Εάν limk→∞ xk = 2/n τότε limk→∞ −n2xk + 2n = 0. Εποµένως limk→∞ fn(xk) = 0 =

fn(1/n), και άρα fn συνεχής στο 2/n.
Η ακολουθία ( 1

n )n∈N τείνει στο 0 και fn(1/n) = n για κάθε n ∈ N εποµένως lim
n→∞

fn(xn) =

+∞ , 0. �
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Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Επιλέγουµε n0 ∈ N µε εn0 < 1. Τότε για κάθε n ≥ n0 και κάθε
x ∈ R

|f (x) − fn(x)| = |f (x) −
[nf (x)]
n
| = |f (x) −

nf (x) + (−nf (x) + [nf (x)])
n

|

= |
nf (x) − [nf (x)])

n
| ≤

1
n
≤

1
n0

< ε.

΄Ετσι έχουµε ότι η (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στη f . �
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Απόδειξη : Από τα µαθήµατα Απειροστικού γνωρίζουµε ότι η τoξϸϕ : R → (− π2 ,
π
2 ) είναι

συνεχής, τoξϸϕ(0) = 0 και limx→+∞ τoξϸϕ(x) = π
2 .

΄Ετσι έχουµε ότι για κάθε x > 0, lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

τoξϸϕ(nx) = π
2 εφόσον lim

n→∞
nx = +∞.

Εάν x = 0 τότε fn(0) = 0 για κάθε n ∈ N και εποµένως lim
n→∞

fn(0) = 0.

΄Ετσι έχουµε ότι lim
n→∞

fn(x) =

 π2 αν x > 0
0 αν x = 0

.

Θα δείξουµε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε διάστηµα [a,+∞), a > 0.
Για x > 0 ισχύει

|fn(x) −
π

2
| = |τoξϸϕ(nx) −

π

2
| =

π

2
− τoξϸϕ(nx)

Επίσης

π

2
− τoξϸϕ(nx) = u ⇐⇒ nx = εφ(

π

2
− u) = σϕ(u)⇒

π

2
− τoξϸϕ(nx) = τoξσϕ(nx).

Η συνάρτηση τoξσϕ : R→ (0, π) είναι ϕθίνουσα και limx→∞ τoξσϕ(x) = 0.
΄Εστω ε > 0. Υπάρχει M > 0 ώστε 0 ≤ τoξσϕ(x) < ε για κάθε x > M. Εάν α > 0 τότε

επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε na ≥ M για κάθε n ≥ n0 Τότε για κάθε

x > a ⇒ nx > na > M και άρα τoξσϕ(nx) ≤ τoξσϕ(na) < ε.

Εποµένως
|fn(x) −

π

2
| = τoξσϕ(nx) ≤ ε για κάθε x ≥ a και κάθε n ≥ n0

και έτσι έχουµε ότι η (fn)n∈N συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a,+∞).
Θα δείξουµε ότι η σύγκλιση δεν είναι οµοιόµορφη στο [0,+∞). Εάν η σύγκλιση ήταν

οµοιόµορφη ϑα είχαµε ότι ϑα υπήρχε ένα δ > 0 και n0 ∈ N ώστε

|fn(x) − f (0)| = τoξϸϕ(nx) < 1 για κάθε x ∈ [0, δ) και κάθε n ≥ n0. (8.32)
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΄Οµως fn( 1
n2 ) = τoξϸϕ(n)→ ∞ και έτσι έχουµε ότι δεν µπορεί να ισχύει η (8.32). �
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Απόδειξη : α)Από τον ορισµό των fn έχουµε ότι fn(0) = 0 για κάθε n ∈ N. Εάν x > 0 τότε
υπάρχει n0 ∈ N ώστε 2−n < x για κάθε n ≥ n0 και εποµένως fn(x) = 0 για κάθε n ≥ n0.
΄Ετσι έχουµε ότι lim

n→∞
fn(x) = 0 για κάθε x ∈ [0,1].

ϐ) ΄Εστω n < m Τότε για x = 1
2n+1 + 1

2n+2 = 3
2n+2 έχουµε ότι fn(x) = 1 ενώ fm(x) = 0

εφόσον 2−m < 3/2n+2. ΄Ετσι έχουµε ότι

d(fn , fm) = sup{|fn(x) − fm(x)| : x ∈ [0,1]} ≥ 1.

Επίσης αν supp fn = {x ∈ [0,1] : f (x) , 0}, ισχύει ότι supp fn = [ 1
2n+1 ,

1
2n ] και άρα

supp fn ∩ supp fm = ∅ για κάθε n , m. ΄Ετσι έχουµε ότι d∞(fn , fm) = 1 εφόσον sup{|fn(x)| :
x ∈ [0,1]} = 1 για κάθε n ∈ N.

γ) Από το ϐ) ερώτηµα έχουµε ότι d∞(fn , fm) = 1 για κάθε n,m ∈ N. Εάν lim
n→∞

d∞(fn ,0) =

0 ϑα είχαµε ότι ϑα υπήρχε n0 ∈ N ώστε

d∞(fn ,0) <
1
4
∀n ≥ n0 ⇒ d∞(fn , fm) <

1
2
∀n,m ≥ n0

που είναι άτοπο. �
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Απόδειξη : α) Θα δείξουµε ότι για κάθε t ∈ (0,1) ισχύει ότι lim
n→∞

n2t(1 − t)n = 0, εφόσον
fn(0) = 0 = fn(1) για κάθε n ∈ N.

΄Ενας τρόπος να το δείξουµε είναι να εξετάσουµε τη σύγκλιση της σειρά
∑∞
n=1 n

2t(1−t)n.
Αν ϑέσουµε an = n2t(1 − t)n τότε έχουµε ότι

an+1

an
=

(n + 1)2t(1 − t)n+1

n2t(1 − t)n
=

(n + 1)2

n2 (1 − t) −−−−→
n→∞

(1 − t) < 1.

΄Ετσι από το κριτήριο λόγου σειρών έχουµε ότι η σειρά συγκλίνει και εποµένως lim
n→∞

n2t(1−
t)n = 0.

ϐ) Για κάθε n ∈ N έχουµε ότι

fn(
1
n

) = n2 1
n

(1 −
1
n

)n → ∞

εφόσον lim
n→∞

(1− 1
n )n = e−1. ΄Ετσι έχουµε ότι η ακολουθία (fn)n∈N δεν συγκλίνει οµοιόµορφα

στην µηδενική συνάρτηση. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 5.1.31

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα
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Όλη η οθόνη
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Απόδειξη : Εφόσον f είναι οµοιόµορφα συνεχής υπάρχει δ > 0 ώστε

|f (x) − f (y)| < 1 για κάθε x, ∈ Rn µε d(x, y) ≤ δ. (8.33)

΄Εστω x = (xi)ni=1 ∈ R
n. Θέτουµε xk = kδ

‖x‖ (xi)
n
i=1 για k = 0, . . . , n0 = [ ‖x‖δ ].

Τότε έχουµε ότι για k = 0,1, . . . , n0 − 1

d(xk+1, xk) =

 n∑
i=1

|
δ

‖x‖
((k + 1)xi − kxi)|2

1/2

= δ,

και d(x, xn0 ) < δ.
Εποµένως από την (8.33) έχουµε ότι |f (x) − f (xn0))| < 1 και

|f (xk+1) − f (xk)| < 1 για κάθε k = 0,1, . . . , n0 − 1.

΄Ετσι έχουµε ότι

|f (x)| ≤ |f (0)| + |f (x) − f (0)|

≤ |f (0)| + |f (x) − f (xn0 )| +
n0∑
k=1

|f (xk) − f (xk−1)|

≤ |f (0)| + 1 + n0 ≤ |f (0)| +
‖x‖

δ
+ 1.

Εποµένως αν ϑέσουµε b = |f (0)| + 1 και a = 1
δ έχουµε το Ϲητούµενο. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ X και παίρνουµε την ακολουθία (xn)n∈N όπου x1 = f (x) και
xn+1 = f (xn). Η ακολουθία αυτή είναι Cauchy . Πράγµατι ας παρατηρήσουµε ότι
xn+k = f (xn+k−1) = f (f (xn+k−2)) = · · · = f k(xn) όπου f k = f ◦ f ◦ · · · ◦ f, k − ϕορές.

Επειδή η f είναι συστολή έχουµε ότι

d(xn+1, xn) = d(f (xn), f (xn−1)) ≤ θd(xn , xn−1)

≤ θ2d(xn−1, xn−2) ≤ · · · ≤ θnd(x1, x0).

Τότε για κάθε n > m

d(xn , xm) ≤ d(xn , xn−1) + d(xn−1, xn−2) + · · · + d(xm+1, xm) (8.34)

≤ (θn−1 + θn−2 + · · · + θm)d(x1, x0)

= θm(1 + θ + · · · + θn−m−1)d(x1, x0) =
θn

1 − θ
d(x1, x0)

΄Εστω ε > 0. Επειδή lim
n→∞

θn = 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε θn

1−θd(x1, x0) < ε για κάθε n ≥ n0.
Από την (8.34) έχουµε ότι d(xn , xm) < ε για κάθε n > m ≥ n0 και εποµένως η (xn)n∈N

είναι Cauchy .
Επειδή ο (X, d) είναι πλήρης υπάρχει x0 ∈ X ώστε lim

n→∞
xn = x0. Είναι άµεσο ότι

κάθε συνάρτηση συστολής είναι και συνεχής και εποµένως lim
n→∞

f (xn) = f (x0). ΄Οµως
f (xn) = xn+1 και άρα lim

n→∞
f (xn) = lim

n→∞
xn+1 = x0. ΄Ετσι παίρνουµε ότι υπάρχει x0 ∈ X µε

f (x0) = x0.
Θα δείξουµε τώρα ότι το x0 είναι το µοναδικό σηµείο µε την ιδιότητα f (x0) = x0.
΄Εστω y ∈ X µε f (y) = y Τότε έχουµε ότι

d(x, y) = d(f (x), f (y)) ≤ θd(x, y)⇒ d(x, y) = 0

εφόσον θ < 1 και d(x, y) ≥ 0. Εποµένως x0 = y. �
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Έξοδος
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση f : I → R µε f (x) = 1
2 (συν(x)−2). Ας παρατηρήσουµε

ότι f (I) ⊂ I.
Πράγµατι, για κάθε x, −1 ≤ συν(x) ≤ 1⇒ −1.5 ≤ συν(x)−2

2 ≤ −0.5

Επίσης, |f (x) − f (y)| =
1
2
|συν(x) − συν(y)|

=
1
2
|ηµ(t0)||x − y| για κάποιο t0 από Θεώρηµα µέσης τιµής

≤
|x − y|

2

΄Ετσι έχουµε ότι η f (x) είναι συνάρτηση συστολής και άρα από την ΄Ασκηση 5.1.33 υπάρχει
x ∈ [−1.5,−0.5] µε x = f (x) = 1

2 (συν(x) − 2)⇒ 2x = συν(x) − 2. �
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Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εχουµε ότι f ′(x) =
2(3x+2)−(2x+3)3

(3x+2)2 = −5
(3q+2)2 < 0.

΄Ετσι από ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής,

|f (x) − f (y)| = |f ′(t)|x − y| <
1
2
|x − y|.

Για να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 5.1.33 και να πάρουµε ένα x ∈ [2,+∞) µε f (x) = x
ϑα πρέπει να ελέξχγουµε ότι το I = [2,+∞) µε την µετρική του R είναι πλήρης µετρικός
χώρος και f : I → I.

Είναι άµεσο να δούµε ότι το το I = [2,+∞) µε την µετρική του R είναι πλήρης µετρικός
χώρος αλλά δεν ισχύει ότι f (I) ⊂ I. Πράγµατι f (2) = 4+3

6+2 = 7
8 < 2.

΄Αρα δεν µπορούµε να εφαρµόσουµε το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 5.1.33. Ας παρατη-
ϱήσουµε ότι αν λύσουµε την εξίσωση f (x) = 2x+3

3x+2 = x παίρνουµε x = ±1 που δεν είναι στο
πεδίο ορισµού της f . �
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Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε την ΄Ασκηση 6.1.8 �

Λύση

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.1.9
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Υπόδειξη : Υποθέστε ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα και ϐρείτε µια υπακολουθία από στοι-
χεία του K χωρίς συγκλίνουσα υπακολουθία. �

Λύση
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Υπόδειξη : 1) ⇒ 2) Με εις άτοπο απαγωγή 2) ⇒ 3) Με εις άτοπο απαγωγή και ΄Ασκηση
6.1.13 3)⇒ 1) Με εις άτοπο απαγωγή και ΄Ασκηση 6.1.12 �

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε την ΄Ασκηση 6.1.8 �

Λύση
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Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε ότι ένα υποσύνολο A του R είναι συµπαγές αν και µόνο αν
είναι κλειστό και ϕραγµένο και εξετάστε ξεχωριστά τις περιπτώσεις το A να είναι ϕραγµένο
και όχι ϕραγµένο. �

Λύση
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Υπόδειξη : Θεωρήστε τη συνάρτηση g : X → R µε g(x) = d(f (x), x) και δείξτε ότι
infx∈X g(x) > 0. �

Λύση
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Υπόδειξη : ∆είξτε ότι f (X ) πυκνό υποσύνολο του X . Υποθέστε ότι B(x0, ε) ∩ f (X ) = ∅ και
ϑεωρήστε την ακολουθία xn = f (n)(x) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸          ︷︷          ︸

n−ϕορές

(x) �

Λύση
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Απόδειξη : i) Το σύνολο [0,1) δεν είναι κλειστό, εφόσον xn = 1 − 1/n ∈ A για κάθε n ∈ N,
lim
n→∞

xn = 1 και 1 < A. ΄Αρα δεν είναι συµπαγές.
ii) Το σύνολο [0,+∞) δεν είναι ϕραγµένο και άρα δεν είναι συµπαγές.
iii)Το σύνολο Q∩ [0,1] δεν είναι κλειστό σύνολο, δες ΄Ασκηση 2.2.4, και άρα δεν είναι

συµπαγές.
iv) Θα δείξουµε ότι το A είναι κλειστό και ϕραγµένο και άρα ϑα είναι και συµπαγές.

Από τον ορισµό του συνόλου A έχουµε ότι για κάθε (x, y) ∈ A ισχύει 4x2 ≤ 1 και y2 ≤ 1
και άρα (x, y) ∈ [−1

2 ,
1
2 ] × [−1,1]. ΄Ετσι έχουµε ότι το σύνολο A είναι ϕραγµένο. Επίσης η

συνάρτηση f : R2 → R µε τύπο f (x, y) = 4x2 + y2 είναι συνεχής και εποµένως το σύνολο
f −1(1) είναι κλειστό. Αλλά f −1(1) = {(x, y) : 4x2 + y2 = f (x, y) = 1} και έτσι έχουµε ότι το
A είναι επίσης και κλειστό σύνολο.

v) Θα δείξουµε ότι το A είναι κλειστό και ϕραγµένο και άρα ϑα είναι και συµπαγές.
Από τον ορισµό του συνόλου A έχουµε ότι για κάθε (x, y) ∈ A ισχύει |x | ≤ 1 και |y| ≤ 1 και
εποµένως A ⊂ [−1,1] × [−1,1], άρα ϕραγµένο.

Η συνάρτηση f : R2 → R µε f (x, y) = |x | + |y| είναι συνεχής και εποµένως το σύνολο
f −1([0,1]) είναι κλειστό. Αλλά f −1([0,1]) = {(x, y) : |x | + |y| ≤ 1} = A και εποµένως το A
είναι και κλειστό σύνολο.

iv) το σύνολο A δεν είναι ϕραγµένο σύνολο εφόσον τα σηµεία (n,1) ∈ A για κάθε n ∈ N
και άρα το σύνολο A δεν είναι συµπαγές.

vii) Για κάθε n ∈ N το σηµείο (n, 1
n ) ∈ A και άρα το σύνολο A δεν είναι ϕραγµένο και

άρα δεν είναι συµπαγές. �
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Απόδειξη : ΄Εστω (Ui)i∈I µια ανοικτή κάλυψη του F . Υπάρχει ένα i0 ∈ I ώστε x ∈ Ui0 . Επει-
δή lim

n→∞
d(xn , x) = 0 έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn ∈ Ui0 για κάθε n ≥ n0. Για κάθε

n = 1, . . . , n0 υπάρχει in ∈ I ώστε xi ∈ Uin . Τότε έχουµε ότι F ⊂ Ui0 ∪ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uin0

και αυτό αποδεικνύει ότι η ανοικτή κάλυψη (Ui)i∈I έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. �
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Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι το A είναι κλειστό αρκεί να δείξουµε ότι αν µια ακολουθία
(xn)n∈N στοιχείων του A συγκλίνει σε ένα x ∈ X τότε x ∈ A.

΄Εστω (xn)n∈N µια ακολουθία στοιχείων του A που συγκλίνει στο x ∈ X . Επειδή
lim
n→∞

d(xn , x) = 0 από την ΄Ασκηση 6.1.8 έχουµε ότι το σύνολο K = {xn : n ∈ N} ∪ {x}
είναι συµπαγές. Από τις υποθέσεις της άσκησης έχουµε ότι το σύνολο A ∩ K είναι κλει-
στό. Επειδή xn ∈ A ∩ K για κάθε n ∈ N,το A ∩ K κλειστό και lim

n→∞
xn = x έχουµε ότι

x ∈ A ∩ K ⊂ A. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.1.9
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Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχουν x1, . . . , xk ∈ A µε A ⊂ ∪ki=1B(xi , ε/2) και άρα και
B ⊂ ∪ki=1B(xi , ε/2).

Για κάθε i = 1, . . . , k ώστε B ∩ B(xi , ε/2) , ∅ επιλέγουµε yi ∈ B ∩ B(xi , ε/2). Τότε για
x ∈ B υπάρχει i ≤ k µε

x ∈ B ∩ B(xi , ε/2)⇒ d(x, yi) ≤ d(x, xi) + d(xi , yi) < ε

και εποµένως x ∈ B(yi , ε). Εποµένως B ⊂ ∪i∈FB(yi , ε), όπου F = {i ≤ k : B∩B(xi , ε/2) , ∅}
και εποµένως το B είναι ολικά ϕραγµένο. �
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Απόδειξη : α) Επειδή η (xn)n∈N είναι Cauchy για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε
d(xn , xm) < ε για κάθε n,m ≥ n0. Τότε A ⊂ ∪n0

i=1B(xi , ε) και εποµένως A ολικά ϕραγ-
µένο.

ϐ) Εάν υπάρχει άπειρο υποσύνολο N1 του N ώστε xn = xm για κάθε n,m ∈ N1 τότε
είναι προφανές ότι η (xn)n∈N έχει Cauchyυπακολουθία. ΄Αρα µπορούµε να υποθέσουµε
ότι η (xn)n∈N δεν έχει σταθερή υπακολουθία. ΄Εστω ε > 0. Επειδή A ολικά ϕραγµένο
υπάρχουν k ∈ N και xn1 , . . . , xnk ∈ A ώστε A ⊂ ∪ki=1B(xni , ε).

Για ε = 1 υπάρχουν k1 ∈ N και xn1 , . . . , xnk1
∈ A ώστε A ⊂ ∪ki=1B(xni ,1).

Επειδή η ακολουθία (xn)n∈N έχει άπειρους όρους υπάρχει n1 ∈ {1, . . . , k1} και άπειροι
όροι της ακολουθίας (xn)n∈N που ανήκουν στη µπάλα B(xn1 ,1). Αυτοί οι άπειροι όροι
είναι µια υπακολουθία της (xn)n∈N. Θέτουµε N1 = {n ∈ N : xn ∈ B(xn1 , ε)}. Από τα
προηγούµενα έχουµε ότι το N1 είναι άπειρο υποσύνολο του N.

Από την ΄Ασκηση 6.1.10 έχουµε ότι το σύνολο A1 = {xn : n ∈ N1} είναι ολικά ϕραγµένο.
΄Ετσι για ε = 1/2 υπάρχει k2 ∈ N και F2 πεπερασµένο υποσύνολο του N1 ώστε A1 ⊂

∪i∈FB(xi ,1/2). ΄Οπως πριν υπάρχει N2 άπειρο υποσύνολο του N1 και i2 ∈ F ώστε {xn : n ∈
N2} ⊂ B(xi2 ,1/2).

Συνεχίζοντας µε αυτό το τρόπο παίρνουµε N ⊃ N1 ⊃ N2 ⊃ N2 ⊃ . . . όπου Ni άπειρο
υποσύνολο του Ni−1, και nk ∈ Nk ώστε {xn : n ∈ Nk} ⊂ B(xnk ,1/k).

Επιλέγουµε για κάθε k ∈ N ik ∈ Nk ώστε ik < ik+1. Αυτή η επιλογή είναι δυνατή διότι
για κάθε k το σύνολο Nk είναι άπειρο.

Τότε υπακολουθία (xik )k∈N είναι Cauchyυπακολουθία της (xn)n∈N.
Πράγµατι έστω ε > 0 Επιλέγουµε k0 ∈ N µε 2/k0 < ε. Τότε για κάθε k ≥ k0,ik ∈ Nk ⊂

Nk0 και άρα

για κάθε k,m ≥ k0 xik ∈ B(xnk0
,1/k0)⇒ d(xik , xim ) ≤ 2/k0 < ε.

�
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Απόδειξη : ΄Εστω (X, d) ολικά ϕραγµένος µετρικός χώρος. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει F
πεπερασµένο υποσύνολο του X ώστε X ⊂ ∪x∈FB(x, ε).

Εποµένως για κάθε n ∈ N υπάρχει Fn πεπερασµένο υποσύνολο του X ώστε X ⊂
∪x∈FnB(x,1/n). Τότε το σύνολο D = ∪n∈NFn είναι αριθµήσιµο υποσύνολο του X . Θα
δείξουµε ότι D = X .

΄Εστω x ∈ X και ε > 0. Επιλέγουµε n ∈ N ώστε 1/n < ε. Τότε από τον ορισµό του
Fn έχουµε ότι υπάρχει y ∈ Fn ⊂ F µε d(x, y) < 1/n < ε. ΄Ετσι έχουµε ότι x ∈ D και άρα
X = D. �
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Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι το K δεν ολικά ϕραγµένο. Τότε υπάρχει ένα ε > 0 ώστε

για κάθε k ∈ N και κάθε επιλογή x1, . . . , xk ∈ K ισχύει ∪ki=1B(xi , ε) $ K. (8.35)

Επιλέγουµε x1 ∈ K. Από την (8.35) έχουµε ότι υπάρχει x2 ∈ K µε d(x1, x2) ≥ ε.
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει x1, . . . , xn ∈ K µε

d(xi , xj) ≥ ε για κάθε i, j ∈ {1, . . . , n} µε i , j.

Τότε από την (8.35) έχουµε ότι ∪ni=1B(xi , ε) $ K και εποµένως υπάρχει xn+1 ∈ K \
∪ni=1B(xi , ε). Είναι άµεσο ότι d(xn+1, xi) ≥ ε για κάθε i = 1, . . . , n.

Συνεχίζοντας επιλέγουµε µια ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του K µε d(xn , xm) ≥ ε για
κάθε n , m. Η ακολουθία αυτή δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία που είναι σε αντίθεση
µε την υπόθεση. Εποµένως το K είναι ολικά ϕραγµένο. �
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Απόδειξη : 1) ⇒ 2). ΄Εστω (xn)n∈N ακολουθία στοιχείων του X που δεν έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία. Είναι άµεσο ότι υπάρχουν πεπερασµένο το πλήθος όροι της ακολουθίας
(xn)n∈N που είναι ίσοι µεταξύ τους. Από την ΄Ασκηση 3.2.3 έχουµε ότι για κάθε x ∈ X
υπάρχουν ε > 0 και m ∈ N ώστε δεν υπάρχει n > m µε xn ∈ B(x, ε). Εποµένως για κάθε
x ∈ X υπάρχει µπάλα B(x, ε(x)) που περιέχει πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία της (xn)n∈N.
Τότε οι µπάλες {B(x, ε(x)) : x ∈ X } είναι ανοικτή κάλυψη του X . Επειδή X συµπαγής
υπάρχουν πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία x1, . . . , xn του X ώστε X = ∪ni=1B(xi , ε(xi)).
Επειδή (xn)n∈N ⊂ X υπάρχει ένα i ≤ n ώστε η µπάλα B(xi , ε(xi)) περιέχει άπειρους όρους
της ακολουθίας που είναι άτοπο.

2) ⇒ 3). Από την υπόθεση και την ΄Ασκηση 3.2.1 έχουµε ότι ο (X, d) είναι πλήρης.
Από την ΄Ασκηση 6.1.13 έχουµε επίσης ότι ο X είναι ολικά ϕραγµένος.

3) ⇒ 1). ΄Εστω (X, d) πλήρης και ολικά ϕραγµένος. Τότε από την ΄Ασκηση 6.1.12
έχουµε ότι ο (X, d) είναι διαχωρίσιµος Εάν D ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του X
τότε το σύνολο B = {B(x, q) : x ∈ D, q ∈ Q} έχει αριθµήσιµο το πλήθος στοιχεία. Επίσης
για κάθε x ∈ X και U ανοικτό µε x ∈ U υπάρχει B ∈ B µε x ∈ B ⊂ U .

΄Εστω (Ui)i∈I µια ανοικτή κάλυψη του X . Από τα παραπάνω έχουµε ότι υπάρχει µια
ακολουθία (Bn)n∈N από στοιχεία του B µε X = ∪i∈IUi = ∪∞n=1Bn και για κάθε n ∈ N Bn ⊂ Ui
για κάποιο i ∈ I.

Εάν η κάλυψη (Ui)i∈I δεν έχει πεπερασµένη υποκάλυψη τότε έχουµε ότι για κάθε
k ∈ N ισχύει ότι ∪kn=1Bn $ X .

Πράγµατι αν υποθέσουµε ότι για κάποιο k ∈ N, X = ∪kn=1Bn τότε επειδή Bn ⊂ Uin για
κάποιο in ∈ I ϑα είχαµε X = ∪kn=1Uin που είναι άτοπο.

Από τα παραπάνω έχουµε ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει xn < ∪n−1
i=1 Bi . Από τις υποθέσεις

παίρνουµε ότι σύνολο A = {xn : n ∈ N} είναι ολικά ϕραγµένο και άρα από την ΄Ασκηση
6.1.11 έχουµε ότι η (xn)n∈N έχει Cauchyυπακολουθία (xnk )k∈N. Επειδή X πλήρης έχουµε
ότι υπάρχει x ∈ X ώστε limk→∞ d(xnk , x) = 0. Επειδή x ∈ X = ∪∞n=1Bn έχουµε ότι υπάρχει
n0 ∈ N ώστε x ∈ Bn0 . Επειδή limk→∞ d(xnk , x) = 0 υπάρχει k0 ∈ N ώστε xnk ∈ Bn0 για κάθε
k ≥ k0. Από την επιλογή της ακολουθίας (xn)n∈N έχουµε ότι xn < Bn0 για κάθε n ≥ n0 και
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άρα xnk < Bn0 για κάθε k µε nk ≥ n0. ΄Ετσι έχουµε άτοπο, και εποµένως η κάλυψη (Ui)i∈I
έχει πεπερασµένη υποκάλυψη. �
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Απόδειξη : ΄Εστω (X, d) συµπαγής και (Fi)i∈I µια οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X
µε την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής. Ας υποθέσουµε ότι ∩i∈IFi = ∅. Τότε έχουµε
ότι X = ∪i∈FX \ Fi . Επειδή Fi κλειστό έχουµε ότι X \ Fi είναι ανοικτό για κάθε i ∈ I και
εποµένως η (X \ Fi)i∈I είναι µια ανοικτή κάλυψη του X . Επειδή X συµπαγής υπάρχει
G πεπερασµένο υποσύνολο του I ώστε X = ∪i∈GX \ Fi ⇒ ∩i∈GFi = ∅ που είναι άτοπο.
Εποµένως ∩i∈IFi , ∅.

Αντιστρόφως έστω ότι ο (X, d) έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής και (Gi)i∈I
µια ανοικτή κάλυψη του X . Αν δεν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Gi)i∈I , έχουµε
ότι για κάθε πεπερασµένο υποσύνολο F του I ισχύει ότι ∪i∈FGi , X ⇒ ∩i∈F (X \ Gi) , ∅.
΄Ετσι παίρνουµε ότι η (X \Gi)i∈I είναι µια οικογένεια από κλειστά υποσύνολα του X µε την
ιδιότητα της πεπερασµένη τοµής και εποµένως ∩i∈I (X \ Gi) , ∅ ⇒ ∪i∈IGi $ X που είναι
άτοπο.

΄Ετσι έχουµε ότι υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Gi)i∈I . �
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Απόδειξη : Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ακολουθία (xn)n∈N µε lim
n→∞

d(xn , x) = 0 ισχύει
ότι lim

n→∞
f (xn) = f (x). Από την ΄Ασκηση 6.1.8 έχουµε ότι το σύνολο F = {xn : n ∈ N} ∪ {x}

είναι συµπαγές. Εποµένως επειδή f|F συνεχής έχουµε ότι lim
n→∞

f (xn) = f (x). ΄Ετσι έχουµε
ότι η f είναι συνεχής. �
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Απόδειξη : Από την ΄Ασκηση 6.1.14 αρκεί να δείξουµε ότι κάθε ακολουθία (yn)n∈N στοιχείων
του f (X ) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Εάν (yn)n∈N είναι µια ακολουθία στοιχείων του
f (X ) τότε έχουµε ότι για κάθε n ∈ N, yn = f (xn) όπου xn ∈ N. Επειδή ο (X, d) είναι συµ-
παγής η ακολουθία (xn)n∈N έχει συγκλίνουσα υπακολουθία (xkn )n∈N. ΄Εστω x = lim

n→∞
xkn .

Επειδή η f είναι συνεχής έχουµε ότι lim
n→∞

f (xkn ) = f (x). ΄Ετσι έχουµε ότι η υπακολουθία
(ykn )n∈N της (yn)n∈N συγκλίνει στο f (x) ∈ f (X ) και άρα το f (X ) συµπαγές υποσύνολο του
Y . �
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Απόδειξη : Επειδή X συµπαγής και f συνεχής από την ΄Ασκηση 6.1.17 το σύνολο K = f (X )
είναι συµπαγές υποσύνολο του R. Από τη ϑεωρία έχουµε ότι το K είναι κλειστό και ϕραγ-
µένο υποσύνολο του R. Εποµένως supK, inf K ∈ R. Από τις ιδιότητες του sup και του inf
έχουµε ότι υπάρχουν ακολουθίες (xn)n∈N, (yn)n∈N από στοιχεία του X ώστε f (xn) → inf K
και f (yn) → supK. Επειδή K κλειστό και f (xn), f (yn) ∈ K για κάθε n ∈ N έχουµε ότι
inf(K), sup(K) ∈ K και αυτό ολοκληρώνει τη λύση. �
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Απόδειξη : α) Εάν υπήρχε πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για το I0,1 ϑα υπήρχε
F1 πεπερασµένο υποσύνολο του I ώστε I0,1 ⊂ ∪i∈F1Ui . Επίσης αν υπήρχε πεπερασµένη
υποκάλυψη της (Ui)i∈I για το I0,2 ϑα υπήρχε F2 πεπερασµένο υποσύνολο του I ώστε
I0,2 ⊂ ∪i∈F2Ui . Τότε το F1 ∪ F2 είναι πεπερασµένο υποσύνολο του I και [a, b] = I0,1 ∪ I0,2 ⊂
∪{Ui : i ∈ F1 ∪ F2} που είναι άτοπο.

΄Ετσι έχουµε ότι δεν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για τουλάχιστον ένα
από τα διαστήµατα I0,1, I0,2. Ονοµάζουµε I1 αυτό το διάστηµα. Ας παρατηρήσουµε ότι
I1 ⊂ [a, b] και

max I1 −min I1 =
b − a

2
.

ϐ) ΄Εστω I1 το υποδιάστηµα του α) ερωτήµατος για το οποίο η δεν υπάρχει πεπερασµένη
υποκάλυψη της (Ui)i∈I . Επαναλαµβάνουµε το επιχείρηµα του α) ερωτήµατος. Εάν υπήρχε
πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για το I1,1 ϑα υπήρχε F1,1 πεπερασµένο υποσύνολο
του I ώστε I1,1 ⊂ ∪i∈F1,1Ui . ΄Οµοια αν υπήρχε πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για το
I1,2 ϑα υπήρχε F1,2 πεπερασµένο υποσύνολο του I ώστε I1,2 ⊂ ∪i∈F1,2Ui . Τότε το F1,1 ∪ F1,2
είναι πεπερασµένο υποσύνολο του I και I1 = I1,1 ∪ I1,2 ⊂ ∪{Ui : i ∈ F1,1 ∪ F1,2} που είναι
άτοπο.

΄Εστω I2 ένα από τα υποσύνολα I1,1, I1,2 για το οποίο δεν υπάρχει πεπερασµένη υπο-
κάλυψη της (Ui)i∈I . Ας παρατηρήσουµε ότι I2 ⊂ I1 και

max I2 −min I2 =
max I1 −min I1

2
=
b − a

22 .

γ) Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλέξει τα I1, . . . , In ώστε

1) I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ · · · ⊃ In

2) αν In = [an , bn] τότε bn − an = b−a
2n .

3) ∆εν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για κανένα από τα I1, . . . , In.
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Θέτουµε cn =
an+bn

2 . Εάν ϑέσουµε In,1 = [an , cn] και In,2 = [cn , bn] όπως το ϐήµα α)
ϐρίσκουµε ότι δεν υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη της (Ui)i∈I για τουλάχιστον ένα από
τα σύνολα In,1, In,2. Ονοµάζουµε αυτό το διάστηµα In+1. Ας παρατηρήσουµε ότι In+1 ⊂ In
και

max In+1 −min In+1 =
bn − an

2
=
b − 2
2n+1

από ιδιότητα 2).
δ) Από την ιδιότητα In+1 = [an+1, bn+1] ⊂ [an , bn] έχουµε ότι η ακολουθία (an)n∈N είναι

αύξουσα, η (bn)n∈N είναι ϕθίνουσα και an ≤ bn για κάθε n ∈ N. ΄Ετσι έχουµε ότι τα
A = lim

n→∞
an και B = lim

n→∞
bn υπάρχουν και A ≤ B. Επειδή lim

n→∞
bn − an = lim

n→∞

b−a
2n = 0

έχουµε ότι A = B.
ε)Θέτουµε x0 = A = B. Επειδή (Ui)i∈I ανοικτή κάλυψη του [a, b] υπάρχει i0 ∈ I ώ-

στε x0 ∈ Ui0 . Επειδή Ui0 ανοικτό υπάρχει ε0 > 0 ώστε B(x0, ε0) ⊂ Ui0 . Επίσης επειδή
lim
n→∞

an = x0 = lim
n→∞

bn έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε an , bn ∈ B(x0, ε0) για κάθε n ≥ n0.
Τότε έχουµε ότι [an , bn] ⊂ Ui0 για κάθε n ≥ n0 και άρα υπάρχει πεπερασµένη υποκάλυψη
του [an , bn], που είναι άτοπο. �
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Απόδειξη : Ας εξετάσουµε πρώτα την περίπτωση που το A είναι ϕραγµένο. Τότε το A
δεν είναι κλειστό, διαφορετικά ϑα ήταν κλειστό και ϕραγµένο υποσύνολο του R και άρα
συµπαγές. Εποµένως υπάρχει x0 ∈ A \ A. Θέτουµε

f (x) =
1

|x − x0|
για κάθε x ∈ A.

Η συνάρτηση f είναι καλά ορισµένη εφόσον |x − x0| , 0 για κάθε x ∈ A. Επίσης δεν
είναι ϕραγµένη διότι εφόσον x ∈ A υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του A ώστε
|xn − x0| → 0 και άρα supn∈N f (xn) = +∞. Θα δείξουµε ότι f συνεχής. Από την ΄Ασκηση
5.1.12 η συνάρτηση g(x) = |x − x0| είναι συνεχής. Επειδή g(x) , 0 για κάθε x ∈ A έχουµε
ότι η συνάρτηση 1/g(x) είναι συνεχής.

Εξετάζουµε τώρα την περίπτωση A όχι ϕραγµένο υποσύνολο του R. Τότε έχουµε
inf A = −∞ ή supA = +∞. Τότε υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈N στοιχείων του A ώστε
lim
n→∞

xn = +∞ ή lim
n→∞

xn = +∞.
Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = x για κάθε x ∈ A. Τότε η f είναι συνεχής και µη

ϕραγµένη. �
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Απόδειξη : Θα χρησιµοποιήσουµε ότι αν A είναι συµπαγές υποσύνολο του R τότε A είναι
κλειστό και ϕραγµένο. ΄Εστω ότι A ⊂ R δεν είναι συµπαγές. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις

Περίπτωση 1. ΄Εστω ότι το A δεν είναι ϕραγµένο σύνολο.
Τότε παίρνουµε τη συνάρτηση f (x) =

|x |
1+|x | .

Επειδή 1 + |x | ≥ 1 για κάθε x ∈ R, η f είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων.
Επίσης είναι άµεσο από τον ορισµό ότι 0 ≤ f (x) < 1 για κάθε x ∈ R.

Αν το A δεν είναι άνω ϕραγµένο τότε supA = +∞. Εποµένως υπάρχει µια ακολουθία
(xn)n∈N από στοιχεία του A ώστε lim

n→∞
xn = +∞. Τότε έχουµε ότι

sup{f (x) : x ∈ A} ≥ sup{
xn

1 + xn
: n ∈ N} = 1,

εφόσον lim
n→∞

xn
1+xn

= 1. Είναι άµεσο ότι δεν υπάρχει x ∈ A ώστε f (x) = 1.
Εάν το δεν είναι κάτω ϕραγµένο µε τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι δεν υπάρχει x ∈ A µε

f (x) = sup{f (x) : x ∈ A}.
Περίπτωση 2 Το A δεν είναι κλειστό.
Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει x0 ∈ A \ A. Επίσης υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈N

από στοιχεία του A ώστε lim
n→∞
|xn − x0| = 0. Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = |x − x0|.

Τότε για κάθε x ∈ A, f (x) ≥ inf{|a − x0| : a ∈ A} = 0. Εάν υπάρχει a ∈ A ώστε
|a − x0| = inf{|x − x0| : x ∈ A} = 0 τότε ϑα είχαµε ότι x0 ∈ A που είναι άτοπο. �

Πίσω στην ΄Ασκηση 6.1.21

http://www.math.aegean.gr


• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 186 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θεωρούµε τη συνάρτηση g : X → R µε g(x) = d(f (x), x). Η συνάρτηση g(x)
είναι συνεχής εφόσον η συνάρτηση f (x) είναι συνεχής.

Επειδή X συµπαγής µετρικός χώρος και g(x) συνεχής από την ΄Ασκηση 6.1.17 έχουµε
ότι το σύνολο {d(f (x), x) : x ∈ X } είναι συµπαγές Από την ΄Ασκηση 6.1.18 έχουµε ότι
υπάρχει x0 ∈ X ώστε

g(x0) = d(f (x0), x0) = inf{d(f (x), x) : x ∈ X }.

Επειδή f (x) , x για κάθε x ∈ X έχουµε ότι d(x0, f (x0)) > 0 και αυτό ολοκληρώνει τη
λύση της άσκησης. �
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Απόδειξη : α) Εάν K ∩ H , ∅ είναι άµεσο ότι d(K,H) = 0.
Αντιστρόφως έστω d(K,H) = 0. Τότε έχουµε ότι

inf{dist(x, H) : x ∈ K} = 0

και εποµένως υπάρχει µια ακολουθία στοιχείων (xn)n∈N του K ώστε dist(xn , H) < 1/n. Για
κάθε n ∈ N επιλέγουµε hn ∈ H ώστε d(xn , hn) < 1/n.Επειδή K συµπαγές η (xn)n∈N έχει
συγκλίνουσα υπακολουθία (xkn )n∈N. ΄Εστω x0 το όριο της υπακολουθίας (xkn )n∈N. Τότε
lim
n→∞

d(xkn , x0) = 0 και x0 ∈ K εφόσον K συµπαγές. Από την τριγωνική ανισότητα

d(hkn , x0) ≤ d(hkn , xkn ) + d(xkn , x0) <
1
kn

+ d(xkn , x0) ∀n ∈ N

και άρα lim
n→∞

d(hkn , x0) = 0. Επειδή H κλειστό x0 ∈ H. ΄Ετσι έχουµε ότι x0 ∈ H ∩ K.
ϐ) Από το α) ερώτηµα έχουµε ότι d(K,H) = α > 0. Επιλέγουµε ένα � ώστε 0 < � < α

και ϑεωρούµε τη συνάρτηση f : X → R µε f (x) = dist(x, H) Η συνάρτηση f (x) είναι
συνεχής, δες ΄Ασκηση 5.1.12, K ⊂ f −1(�,+∞) και H ⊂ f −1(−∞, �). Πράγµατι εάν x ∈ K
τότε

f (x) = dist(x, H) ≥ inf
y∈K

dist(y,H) = α > �⇒ x ∈ f −1(�,∞).

Επίσης για κάθε z ∈ H, f (z) = 0 ⇒ z ∈ f −1(−∞, �). Επειδή f συνεχής τα σύνολα
U = f −1(�,∞) και V = f −1(−∞, �) είναι ανοικτά, και εξ ορισµού είναι ξένα. �
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Απόδειξη : Ας παρατηρήσουµε ότι από την d(f (x), f (y)) = d(x, y), προκύπτει άµεσα ότι η f
είναι συνεχής. Θα δείξουµε ότι το f (X ) είναι πυκνό υποσύνολο του X . Επειδή X συµπαγής
και η f είναι συνεχής έχουµε ότι f (X ) συµπαγές και άρα κλειστό. Εάν αποδείξουµε ότι
είναι πυκνό, δηλαδή f (X ) = X τότε ϑα έχουµε ότι f (X ) = X και άρα f επί.

΄Εστω ότι f (X ) δεν είναι πυκνό υποσύνολο του X . Τότε υπάρχει x0 ∈ X και περιοχή
B(x0, ε) του x0 ώστε B(x0, ε) ∩ f (X ) = ∅. Παίρνουµε την ακολουθία (xn)n∈N όπου xn =

f (n)(x0) = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸          ︷︷          ︸
n−ϕορές

(x0). Για αυτή την ακολουθία έχουµε ότι για κάθε m < n,

d(xm , xn) = d(f (n)(x0), f m(x0)) = d(f (n−1)(x0), f (m−1)(x0)) (8.36)

= · · · = d(f (n−m)(x0), x0) = d(xn−m , x0).

Επειδή X συµπαγής υπάρχει υπακολουθία (xnk )k∈N της (xn)n∈N που συγκλίνει σε ένα
y ∈ X . Εποµένως η ακολουθία (xnk )k∈N είναι Cauchy και άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε
d(xnk , xnm ) < ε. Από την (8.36), για κάθε k > m ≥ n0 έχουµε

d(xnk−nm , x0) = d(xnk , xnm ) < ε,

που είναι άτοπο εφόσον xnk−nm = f (nk−nm )(x0). ΄Αρα f (X ) πυκνό υποσύνολο του X . �
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Απόδειξη : ΄Εστω a0 ∈ I ώστε το Fa0 να είναι συµπαγές σύνολο. Τότε η οικογένεια (Fa ∩
Fa0 )α∈I είναι µια οικογένεια από κλειστά υποσύνολα του συµπαγούς µετρικού χώρου Fa0 .
Επίσης έχει την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής, εφόσον αν L ⊂ I πεπερασµένο σύνολο,
το L ∪ {a0} είναι επίσης πεπερασµένο και άρα από τις υποθέσεις της άσκησης έχουµε ότι

∩a∈L(Fa ∩ Fa0 ) = ∩a∈LFa ∩ Fa0 , ∅.

Εποµένως έχουµε ότι η τοµή ∩a∈I (Fa ∩ Fa0 ) = ∩a∈IFa , ∅. �
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Απόδειξη : Από την υπόθεση έχουµε ότι το lim
n→∞

fn(x) υπάρχει για κάθε x ∈ X . Θέτουµε
f (x) = lim

n→∞
fn(x). Θα δείξουµε ότι η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη δηλαδή lim

n→∞
d∞(fn , f ) = 0

ή ισοδύναµα

για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε |fn(x) − f (x)| < ε για κάθε n ≥ n0 και κάθε x ∈ X .

΄Εστω ε > 0. Από την ισοσυνέχεια για κάθε x ∈ X υπάρχει δ(x) > 0 ώστε

|fn(x) − fn(y)| < ε/3 για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ(x) και κάθε n ∈ N. (8.37)

Επειδή X συµπαγής και X = ∪x∈XB(x, δ(x)) έχουµε ότι υπάρχουν x1, . . . , xd ώστε X =

∪di=1B(xi , δ(xi)).
Επειδή το lim

n→∞
fn(xi) = f (xi) έχουµε ότι για κάθε i = 1, . . . , d υπάρχει ni ώστε

|fn(xi) − f (xi)| ≤ ε
3 για κάθε n ≥ ni . (8.38)

Θέτουµε n0 = max{n1, . . . , nd}.
΄Εστω x ∈ X . Υπάρχει ένα i ≤ d ώστε x ∈ B(xi , δ(xi)) και άρα d(xi , x) < δ(xi). Τότε από

τις (8.37),(8.38), για κάθε n ≥ n0

|fn(x) − f (x)| ≤ |fn(x) − fn(xi)| + |fn(xi) − f (xi)| + |f (xi) − f (x)|

≤
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

εφόσον
|f (xi) − f (x)| = | lim

n→∞
(fn(xi) − fn(x))| ≤ lim

n→∞
|fn(xi) − fn(x)| ≤ ε/3.

�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Θα αποδείξουµε το ϐ). Το α) είναι συνέπεια του ϐ) αν fn = f για κάθε n ∈ N.
΄Εστω ε > 0. Θα πρέπει να ϐρούµε ένα δ > 0 ώστε

|fn(x) − fn(y)| < ε για κάθε x, y ∈ X µε d(x, y) < δ και κάθε n ∈ N.

Επειδή οι συναρτήσεις fn είναι ισοσυνεχείς για κάθε x ∈ X υπάρχει δ(x) > 0 ώστε

|fn(x) − fn(y)| < ε/2 για κάθε y ∈ X µε d(x, y) < δ(x) και κάθε n ∈ N. (8.39)

Οι µπάλες B(x, δ(x)
2 ), x ∈ X είναι µια ανοικτή κάλυψη του X , δηλαδή X = ∪x∈XB(x, δ(x)

2 )
και επειδή X συµπαγής υπάρχουν {x1, . . . , xn} πεπερασµένα το πλήθος στοιχεία του X µε
X = ∪ni=1B(xi ,

δ(xi )
2 ). Θέτουµε

δ = min{
δ(x1)

2
, . . . ,

δ(xn)
2
}.

΄Εστω x, y ∈ X µε d(x, y) < δ. Υπάρχει ένα i ≤ n µε x ∈ B(xi ,
δ(xi )

2 ). Τότε έχουµε επίσης
ότι

d(xi , y) ≤ d(xi , x) + d(x, y) <
δ(xi)

2
+
δ(xi)

2
= δ(xi).

΄Ετσι έχουµε ότι x, y ∈ B(xi , δ(xi)) και εποµένως από την (8.39)

|fn(x) − fn(y)| ≤ |fn(x) − fn(xi)| + |fn(xi) − fn(y)| < ε/2 + ε/2 = ε.

Αυτό αποδεικνύει ότι οι συναρτήσεις fn είναι οµοιόµορφα ισοσυνεχείς. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Επειδή η (fn)n∈N είναι Cauchy έχουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε

d∞(fn , fm) = sup
x∈X
|fn(x) − fm(x)| < ε για κάθε n,m ≥ n0. (8.40)

Από την παραπάνω σχέση έχουµε ότι

sup
x∈X
|fn(x)| ≤ sup

x∈X
|fn0 (x)| + 1 για κάθε n ≥ n0. (8.41)

Επειδή X συµπαγής έχουµε ότι για κάθε n ∈ N το σύνολο fn(X ) είναι συµπαγές και
εποµένως ϕραγµένο. Εποµένως υπάρχει Mn ∈ R ώστε

sup
x∈X
|fn(x)| ≤ Mn. (8.42)

Θέτουµε M = maxn≤n0 Mn. Από τις (8.41),(8.42) έχουµε ότι

supx∈X |fn(x)| ≤ M + 1 για κάθε n ∈ N

και άρα η ακολουθία (fn)n∈N είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη.
Θα δείξουµε τώρα ότι οι fn, n ∈ N είναι ισοσυνεχείς συναρτήσεις. ΄Εστω ε > 0.

Επιλέγουµε n0 ∈ N ώστε να ισχύει η (8.40). Επειδή X συµπαγής και fn : X → R συνεχής
έχουµε ότι είναι οµοιόµορφα συνεχής. ΄Αρα για κάθε n ∈ N υπάρχει δn > 0 ώστε

|fn(x) − fn(y)| < ε για κάθε x, y µε d(x, y) < δn. (8.43)

Θέτουµε δ = min{δn : n = 1, . . . , n0}. Θα δείξουµε τώρα ότι για κάθε n ∈ N ισχύει
|fn(x) − fn(y)| < ε για κάθε x, y µε d(x, y) < δ. Εάν n ≤ n0 είναι άµεσο εφόσον δ ≤ δn.
Εάν n > n0 τότε από την (8.43),

|fn(x) − fn(y)| ≤ |fn(x) − fn0 (x)| + |fn0 (x) − fn0 (y)| + |fn0 (y) − fn(y)|
< ε + |fn0 (x) − fn0 (y)| + ε από την (8.40)
< ε + ε + ε = 3ε από την (8.43) για n = n0
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

΄Ετσι έχουµε ότι για κάθε n |fn(x) − fn(y)| ≤ 3ε για κάθε x, y µε d(x, y) ≤ δ. Εποµένως οι
fn , n ∈ N είναι ισοσυνεχείς. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Ας υποθέσουµε ότι δεν ισχύει ότι lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0. Τότε υπάρχει ε > 0 και
n1 < n2 < . . . ώστε

d∞(fnk , f ) = sup{|fnk (x) − f (x)| : x ∈ X } ≥ ε για κάθε k ∈ N.

Για κάθε k ∈ N επιλέγουµε xnk ∈ X ώστε |fnk (xnk ) − f (xnk )| ≥ ε/2.
Επειδή X συµπαγής έχουµε ότι υπάρχει x0 ∈ X και υπακολουθία (xnkm )m∈N της

(xnk )k∈N ώστε lim
m→∞

d(xnkm , x0) = 0.
Εάν ϑέσουµε ynkm = xnkm και yn = x0 αν n , nkm για κάποιο m τότε έχουµε ότι

lim
n→∞

d(yn , x0) = 0
Επειδή f συνεχής έχουµε ότι υπάρχει m0 ∈ N ώστε

|f (xnkm ) − f (x0)| < ε/5 για κάθε m ≥ m0.

Από την υπόθεση έχουµε ότι lim
n→∞

fn(yn) = f (x0) ⇒ lim
m→∞

fnkm (xnkm ) = f (x0) και εποµένως
υπάρχει m1 ∈ N ώστε

|fnkm (xnkm ) − f (x0)| < ε/5 για κάθε m ≥ m1.

Από τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε ότι

ε/2 ≤ |fnkm (xnkm ) − f (xnkm )|
≤ |fnkm (xnkm ) − f (x0)| + |f (x0) − f (xnkm )|
≤ ε/5 + ε/5 = 2ε/5

που είναι άτοπο. Εποµένως lim
n→∞

d∞(fn , f ) = 0. �
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Με εις άτοπο απαγωγή. �

Λύση
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Υπόδειξη : χρησιµοποιείστε τον ορισµό του συνεκτικού συνόλου και την συνεκτικότητα των
A, B. �

Λύση
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι το B = {(x,ηµ( 1
x )) : x > 0} είναι συνεκτικό σύνολο και A ⊂ B. �

Λύση
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω U1, U2 µια διαµέριση του X ώστε U1, U2 ανοικτά σύνολα. Θα δείξουµε ότι
είτε U1 = ∅ ή U2 = ∅ και έτσι ϑα έχουµε ότι ο X είναι συνεκτικός.

Επειδή U1, U2 είναι διαµέριση του X από ανοικτά σύνολα, τα σύνολα F1 = X \ U1,
F2 = X \U2 είναι κλειστά σύνολα και είναι µια διαµέριση του X . Από την υπόθεση έχουµε
ότι είτε F1 ∩ X = ∅ ή F2 ∩ X = ∅. Στην πρώτη περίπτωση X = U1 = F1 και άρα U2 = ∅, ενώ
στην δεύτερη περίπτωση X = U2 = F2 και άρα U1 = ∅.

�
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Έξοδος

Απόδειξη : Τα σύνολα A = (−1,3/2), B = (5/3,5) είναι ανοικτά, ξένα υποσύνολα του R,
∆ ∩ A , ∅,∆ ∩ B , ∅ και [0,1] ∪ (2,4] ⊂ A ∪ B. Εποµένως το [0,1] ∪ (2,4] είναι µη
συνεκτικό.

�
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη :
Εάν U1 = {(x, y) ∈ R2 : x > 1} και U2 = {(x, y) ∈ R2 : x < −1} τότε τα σύνολα U1, U2

είναι ανοικτά και ξένα υποσύνολα του R2. Πράγµατι αν prx : R→ R είναι η προβολή της
πρώτης συντεταγµένης, δηλαδή prx (x, y) = x τότε η prx είναι συνεχής, ΄Ασκηση 5.1.10,
και U1 = pr−1

x (1,∞). ΄Ετσι έχουµε ότι U1 είναι ανοικτό σύνολο. Επίσης U2 = pr−1
x (−∞,−1)

και άρα U2 είναι ανοικτό σύνολο.
Θα δείξουµε τώρα ότι A ⊂ U1∪U2. Εάν (x, y) ∈ A ⇒ x2−y2 ≥ 10⇒ x2 ≥ 10+y2 ≥ 10.

Εποµένως x2 ≥ 10⇒ x ≥
√

10 ή x ≤ −
√

10. Στην πρώτη περίπτωση το (x, y) ∈ U1 ενώ αν
x < −

√
10, (x, y) ∈ U2. ΄Ετσι έχουµε ότι A ⊂ U1∪U2 µε U1, U2 ξένα και ανοικτά υποσύνολα

του R2. Επίσης (
√

10,0) ∈ U1 ∩ A και (−
√

10,0) ∈ U2 ∩ A. ΄Ετσι έχουµε ότι το A δεν είναι
συνεκτικό.

�
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Όλη η οθόνη
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Έξοδος

Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι η f παίρνει τουλάχιστον δύο διαφορετικές τιµές k,m ∈ Z. Τότε

έχουµε ότι U = (U ∩ f −1({k})) ∪ (U ∩ f −1(Z \ {k})). Επίσης τα σύνολα {k} και Z \ {k} είναι
ανοικτά και ξένα υποσύνολα του Z. Επειδή f συνεχής τα σύνολα f −1({k}) και f −1(Z \ {k})
είναι µη-κενά, ξένα, ανοικτά υποσύνολα του X και U ∩ f −1({k}) , ∅, U ∩ f −1(Z \ {k}) , ∅.
Αυτό είναι άτοπο εφόσον U συνεκτικό σύνολο.

�
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Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι το A δεν είναι συνεκτικό ϑα ϐρούµε δυο κλειστά και ξένα
µεταξύ τους σύνολα που τέµνουν το A και η ένωση τους είναι το A.

Το σύνολο F1 = {(x, y) ∈ R2 : y = 0} είναι κλειστό υποσύνολο του R2 εφόσον F1 =

π−1
2 ({0}) και η συνάρτηση π2(x, y) = y είναι συνεχής, δες ΄Ασκηση 5.1.10 Θέτουµε F2 =

{(x, y) ∈ R2 : x > 0, y = 1/x}. Θα δείξουµε ότι F1 ∩ F2 = ∅ και έτσι από την ΄Ασκηση 7.2.1
ϑα έχουµε ότι το A δεν είναι συνεκτικό.

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει (x, y) ∈ R2 ώστε (x, y) ∈ F1 ∩F2. Τότε έχουµε ότι y = 0 και
υπάρχει µια ακολουθία ((xn , yn))n∈N από στοιχεία του F2 που συγκλίνει στο (x,0). ΄Ετσι
έχουµε ότι

yn = 1/xn για κάθε n ∈ N, lim
n→∞

xn = x και lim
n→∞

yn = 0.

Επειδή lim
n→∞

1/xn = lim
n→∞

yn = 0⇒ lim
n→∞
|xn | = +∞ που είναι άτοπο εφόσον lim

n→∞
xn = x ∈ R.
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Έξοδος

Απόδειξη :
α) ΄Εστω B ⊂ U1 ∪ U2 µε U1, U2 ξένα ανοικτά σύνολα. Αν x ∈ B ⊂ A τότε για κάθε

περιοχή V (x) του x ισχύει x ∈ V (x) ∩ A , ∅.
΄Ετσι αν B ∩ Ui , ∅ για i = 1,2, ϑα έχουµε ότι και A ∩ Ui , ∅ για i = 1,2 που είναι

άτοπο εφόσον A συνεκτικό. Εποµένως B ∩ U1 = ∅ ή B ∩ U2 = ∅ και έτσι έχουµε ότι το B
είναι συνεκτικό.

ϐ) ΄Εστω A ∪ B ⊂ U1 ∪ U2 και U1, U2 ανοικτά ξένα σύνολα. Εφόσον A συνεκτικό ϑα
ισχύει ότι το A περιέχεται στο U1 ή στο U2. ΄Εστω ότι περιέχεται στο U1. Θα δείξουµε ότι
και B ⊂ U1 και άρα ϑα έχουµε ότι A ∪ B ⊂ U1.

Επειδή A ∩ B , ∅ επιλέγουµε x ∈ A ∩ B. Τότε x ∈ U1 και άρα U1 ∩ B , ∅ ⇒ B ⊂ U1
εφόσον B συνεκτικό σύνολο.
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Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι ο (X, d) είναι µη-συνεκτικός. Τότε υπάρχουν δύο µη κενά ανοικτά

και ξένα µεταξύ τους σύνολα U1, U2 ώστε X = U1∪U2. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : (X, d)→
{0,1} µε

f (x) = 0 αν x ∈ U1 και f (x) = 1 αν x ∈ U2.

Η f είναι καλά ορισµένη, εφόσον U1 ∩ U2 = ∅, είναι επί, εφόσον X ∩ Uj , ∅ για j = 1,2.
Τέλος είναι και συνεχής εφόσον f −1(0) = U1, f −1(1) = U2 και f −1({0,1}) = X , δηλαδή
αντίστροφη εικόνα ανοικτού συνόλου είναι ανοικτό σύνολο.

Αντιστρόφως αν υπάρχει µια f : (X, d) → {0,1} η οποία είναι συνεχής και επί, τότε
τα σύνολα f −1(0) και f −1(1) είναι ανοικτά µη κενά. ΄Ετσι έχουµε ότι τα f 1(0), f −1(1) είναι
µια κάλυψη του X από δύο µε κενά, ξένα ανοικτά σύνολα. Εποµένως ο (X, d) είναι
µη-συνεκτικός.
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Απόδειξη :
΄Εστω I ένα διαστήµατα.
α) ΄Εστω I2 το διάστηµα της εκφώνησης. Θέτουµε µ2 το µέσο του διαστήµατος I2. Το

µ2 ∈ I και άρα µ2 ∈ K1 ή µ2 ∈ K2.
Στην πρώτη περίπτωση ϑέτουµε I3 = (µ2,max I2) ενώ στη δεύτερη I3 = (min I2, µ2). Ας

παρατηρήσουµε ότι

I3 ⊂ I2, µήκος(I3)=µήκος(I2)/2 = (b1 − a1)/22, min I3 ∈ K1 και max I3 ∈ K2.

Αν υποθέσουµε ότι επιλέξει τα διαστήµατα (In)kn=1 ώστε

Α) Ik ⊂ Ik−1 ⊂ . . . I1.

Β) In = (an , bn), bn − an = (b1 − a1)/2n−1 για κάθε n = 1, . . . , k.

Γ) an ∈ K1 και bn ∈ K2 για κάθε n = 1, . . . , k.

Εάν µk είναι το µέσο του Ik τότε έχουµε ότι µk ∈ K1 ή µk ∈ K2. Στην πρώτη ϑέτουµε
Ik+1 = (µk , bk) ενώ στη δεύτερη ϑέτουµε Ik+1 = (ak , µk).

Είναι άµεσο να δούµε ότι το Ik+1 έχει τις ιδιότητες 1) − 2) και αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη της ύπαρξης της ακολουθίας (In)n∈N.

ϐ) Εφόσον In+1 = (an+1, bn+1) ⊂ (an , bn) = In είναι άµεσο ότι η ακολουθία (an)n∈N είναι
αύξουσα και η (bn)n∈N είναι ϕθίνουσα.

Επίσης επειδή In ⊂ I1 = (a1, b1) για κάθε n ∈ N έχουµε ότι οι ακολουθίες (an)n∈N, (bn)n∈N
είναι επίσης και ϕραγµένες ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. Εποµένως είναι συγκλί-
νουσες. Επειδή bn − an = (b1 − a1)/2n−1 έχουµε ότι οι αυτές ακολουθίες έχουν το ίδιο
όριο. Θέτουµε x0 το κοινό όριο.

γ) Επειδή K1 κλειστό και (an)n∈N ⊂ K1 έχουµε ότι x0 ∈ K1. ΄Οµοια έχουµε ότι x0 ∈ K2
΄Ετσι έχουµε ότι x0 ∈ K1 ∩ K2 που είναι άτοπο εφόσον από την υπόθεση έχουµε ότι

K1 ∩ K2 = ∅.
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Εποµένως έχουµε ότι για κάθε διάστηµα I του R δεν υπάρχουν κλειστά και ξένα µεταξύ
υποσύνολα του R που τέµνουν το I και I ⊂ K1 ∪ K2 και άρα από ΄Ασκηση 7.2.1 το I είναι
συνεκτικό σύνολο.
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Απόδειξη :
΄Εστω A µη κυρτό υποσύνολο του R. Τότε υπάρχουν δύο σηµεία του a, b και λ ∈

(0,1) ώστε το σηµείο x0 = λa + (1 − λ)b < A, δηλαδή υπάρχει εσωτερικό σηµείο x0
του ευθύγραµµου τµήµατος µε άκρα τα a, b που δεν ανήκει στο σύνολο A. Τότε αν
U1 = (−∞, x0) και U2 = (x0,+∞) έχουµε ότι τα U1, U2 είναι ανοικτά ξένα υποσύνολα του
R, U1 ∩ A , ∅, U2 ∩ A , ∅ και A ⊂ U1 ∪ U2. Εποµένως το A είναι µη συνεκτικό.

΄Εστω A συνεκτικό υποσύνο του R. Εάν δεν είναι διάστηµα τότε υπάρχουν a, b ∈ I και
c ώστε a < c < b και c < I. Εποµένως το A είναι µη κυρτό και άρα δεν είναι συνεκτικό,
άτοπο.
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Απόδειξη :
΄Εστω (X, d) κατά τόξα συνεκτικός µετρικός χώρος. ΄Εστω U1, U2 δύο ανοικτά και ξένα

µεταξύ τους σύνολα ώστε X = U1∪U2. Για να δείξουµε ότι X συνεκτικός αρκεί να δείξουµε
ότι U1 = ∅ ή U2 = ∅.

Εάν U1 , ∅ και U2 , ∅ επιλέγουµε x ∈ U1 και y ∈ U2. Επειδή (X, d) κατά τόξα
συνεκτικός υπάρχει f : [a, b] → X συνεχής µε f (0) = x και f (1) = y. Τότε έχουµε
f ([0,1]) ⊂ U1 ∪ U2. Επειδή f ([0,1]) συνεκτικό σύνολο, ΄Ασκηση 7.2.3, ϑα έχουµε ότι
f ([0,1]) ∩ U1 = ∅ ή f ([0,1]) ∩ U2 = ∅ που είναι άτοπο.

΄Ετσι έχουµε ότι U1 = ∅ ή U2 = ∅.
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Απόδειξη :
α) Εάν R+ = {x ∈ R : x > 0} τότε το R+ είναι συνεκτικό σύνολο. Επίσης η f : R+ → R2

µε f (x) = (x,ηµ(1/x)), είναι άµεσο ότι είναι συνεχής και άρα το σύνολο B = f (R+) =

{(x,ηµ(1/x) : x > 0} είναι συνεκτικό ως συνεχή εικόνα συνεκτικού. Θα δείξουµε ότι

A = {(0, y) : y ∈ [−1,1]} ∪ {(x,ηµ(
1
x

)) : x > 0} ⊂ B (8.44)

και έτσι από την ΄Ασκηση 7.2.7 ϑα έχουµε ότι το σύνολο A ϑα είναι συνεκτικό. Από τον
ορισµό του συνόλου B αρκεί να δείξουµε ότι τα σηµεία (0, y), y ∈ [−1,1] ανήκουν στην
κλειστότητα του B.

Ας παρατηρήσουµε ότι για κάθε y ∈ [−1,1] υπάρχει t ∈ [−π/2, π/2] ώστε ηµ(t) = y.
Εάν ϑέσουµε tn = 1

t+2nπ τότε έχουµε ότι tn > 0 και lim
n→∞

tn = 0 και

lim
n→∞

ηµ(1/tn) = lim
n→∞

ηµ(t + 2nπ) = lim
n→∞

ηµ(t) = y.

΄Ετσι έχουµε ότι lim
n→∞

(tn ,ηµ(1/tn)) = (0, y) και αυτό αποδεικνύει την (8.44).

ϐ)Θα δείξουµε τώρα ότι δεν υπάρχει συνεχής καµπύλη που να συνδέει το σηµείο
( 1
π ,0) = ( 1

π ,ηµ(π)) µε το σηµείο (0,0) και να ϐρίσκεται µέσα στο σύνολο A. ΄Εστω f (t) =

(x(t), y(t)), t ∈ [0,1] µια καµπύλη που ενώνει τα σηµεία ( 1
π ,0), (0,0) µε f (1) = ( 1

π ,0)
και f (0) = (0,0). Τότε η συνάρτηση x(t) είναι συνεχής και από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης
τιµής επιλέγουµε t1 ∈ (0,1) µε x(t1) = 2

3π . Στη συνέχεια από Θεώρηµα ενδιάµεσης
τιµής επιλέγουµε t2 ∈ (0, t1) µε x(t1) = 2

5π . Συνεχίζοντας µε αυτό το τρόπο επιλέγουµε
επαγωγικά µια ϕθίνουσα ακολουθία (tn)n∈N ώστε

tn ∈ (0, tn−1) και x(tn) = 2
(2n+1)π > 0 για κάθε n ∈ N.

Επειδή (tn)n∈N είναι ϕθίνουσα και ϕραγµένη το lim
n→∞

tn υπάρχει. Επειδή f (tn) = (x(tn), y(tn)) ⊂
A και x(tn) > 0 για κάθε n ∈ N έχουµε ότι

(x(tn), y(tn)) ⊂ {(x,ηµ(
1
x

)) : x > 0} για κάθε n ∈ N.
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΄Ετσι έχουµε ότι

f (tn) = (x(tn),ηµ(2n + 1)
π

2
) = (x(tn), (−1)n) για κάθε n ∈ N,

και άρα το lim
n→∞

f (tn) δεν υπάρχει, άτοπο.
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Απόδειξη :
α) ΄Εστω U1, U2 δύο ανοικτά και ξένα σύνολα ώστε ∪n∈NAn ⊂ U1 ∪U2. Επειδή για κάθε

n ∈ N, το An είναι συνεκτικό ϑα ισχύει ότι An ⊂ U1 ή An ⊂ U2. Ας υποθέσουµε ότι An ⊂ Uj.
j ∈ {0,1}.

Τότε επειδή An ∩ An+1 , ∅ και An ⊂ Uj ϑα έχουµε ότι An+1 ⊂ Uj.
΄Ετσι αν

A1 ⊂ Uj ⇒ A2 ⊂ Uj ⇒ A3 ⊂ Uj ⇒ . . .

και έτσι παίρνουµε ότι An ⊂ Uj για κάθε n ∈ N . Εποµένως ∪n∈NAn ⊂ Uj και αυτό µας
δείχνει ότι η ∪n∈NAn είναι συνεκτικό σύνολο.

ϐ) Εφόσον ∩n∈NAn , ∅ έχουµε ότι An ∩ An+1 , ∅ για κάθε n ∈ N και εποµένως από το
α) ερώτηµα η ∪n∈NAn είναι συνεκτικό σύνολο.
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Απόδειξη :
ι) Εάν ϑέσουµε Bn = {(x, x/n) : x ∈ R} τότε έχουµε ότι A1 = ∪n∈NBn. Επίσης (0,0) ∈ Bn

για κάθε n ∈ N, οπότε από τη ΄Ασκηση 7.2.13 αρκεί να δείξουµε ότι κάθε Bn είναι
συνεκτικό σύνολο. Ας παρατηρήσουµε ότι το σύνολο Bn είναι η ευθεία y = x/n και
ιδιαίτερα Bn = fn(R) όπου fn : R→ R2 µε f (x) = (x, x/n). Η συνάρτηση fn είναι συνεχής.
Πράγµατι αν (xk)k∈N → x0 τότε limk→∞

xk
n =

x0
n και εποµένως limk→∞ fn(xk) = f (x0).

Επίσης επειδή R συνεκτικό σύνολο έχουµε ότι το Bn = fn(R) είναι συνεκτικό σύνολο. Από
τη ΄Ασκηση 7.2.13 έχουµε ότι το A1 είναι συνεκτικό σύνολο.

ιι) Αν B1 = {(x, y) : x > 0} και B2 = {(x, y) : x < 0} τότε έχουµε ότι A2 = B1 ∪ B2.
Θα δείξουµε ότι τα B1, B2 είναι ανοικτά σύνολα και έτσι ϑα έχουµε ότι το A2 δεν είναι
συνεκτικό σύνολο.

Εάν π1 : R2 → R µε π1(x, y) = x από την ΄Ασκηση 5.1.10 έχουµε ότι π1 είναι συνεχής
και B1 = π−1

1 (0,+∞). Επειδή (0,+∞) είναι ανοικτό σύνολο έχουµε ότι και το B1 είναι
ανοικτό σύνολο. ΄Οµοια έχουµε ότι B2 είναι ανοικτό σύνολο εφόσον B2 = π−1

2 (−∞,0) όπου
π2(x, y) = y.

ιιι) Θα δείξουµε ότι το A3 είναι συνεκτικό σύνολο. Από την ΄Ασκηση 7.2.11 αρκεί να
δείξουµε ότι είναι κατά τόξα συνεκτικό. ΄Εστω (x1, y1), (x2, y2) ∈ A3. Εάν y1, y2 > 2 τότε η

f : [0,1]→ R3 µε f (t) = t(x1, y1) + (1 − t)(x2, y2)

είναι συνεχής συνάρτηση µε f (0) = (x2, y2) και f (1) = (x1, y1). Επίσης f ([0,1]) ⊂ A3
εφόσον ty1 + (1 − t)y2 > 2 για κάθε t ∈ [0,1]. Ας παρατηρήσουµε ότι η f (t) είναι το
ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα σηµεία (x2, y2) και (x1, y1). ΄Οµοια αν y1, y2 < 2 τότε
η f : [0,1]→ R3 µε f (t) = t(x1, y1) + (1 − t)(x2, y2) είναι συνεχής καµπύλη που ενώνει τα
σηµεία (x2, y2) και (y1, y1) και ϐρίσκεται στο A3.

Εάν y1 < 2 < y2 τότε παίρνουµε τα δύο ευθύγραµµα τµήµατα που ενώνουν τα σηµεία
(x1, y1) και (0,2), και τα σηµεία (0,2) και (x2, y2). Πιο συγκεκριµένα η

f (t) =

(1 − t)(x1, y1) + t(0,2), αν t ∈ [0,1]
(2 − t)(0,2) + (t − 1)(x2, y2) αν t ∈ [1,2]
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είναι µια συνεχής συνάρτηση που ενώνει τα σηµεία (x1, y1) και (x2, y2) και περιέχεται στο
A3. ΄Ετσι έχουµε ότι το A3 είναι συνεκτικό.
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Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι Bd(A) = A ∩ X \ A = ∅. Τότε έχουµε ότι X = A ∪ X \ A και άρα ο

X είναι η ένωση δύο ξένων κλειστών συνόλων, άτοπο εφόσον X συνεκτικός.
�
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα

• Ακολουθίες, Πλήρεις
Μετρικοί χώροι
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 215 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
Ας υποθέσουµε ότι C∩Bd(A) = ∅. Από την υπόθεση τα σύνολα (X \A)∩C, A∩C είναι

µη κενά. Επίσης C ∩ A ∩ (C ∩ X \ A) = ∅ διαφορετικά αν

x ∈ C ∩ A ∩ (C ∩ X \ A)⇒ x ∈ C ∩ Bd(A)

που είναι άτοπο.
΄Ετσι έχουµε ότι τα σύνολα C ∩ A, (C ∩ X \ A) είναι µια διαµέριση του C από µη κενά,

κλειστά σύνολα που είναι άτοπο εφόσον C συνεκτικό σύνολο.
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• Μετρικές
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 216 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
΄Εστω ότι ο X δεν είναι συνεκτικός. Τότε X = U ∪ V όπου U, V ανοικτά, ξένα µη-κενά

υποσύνολα του X . Επιλέγουµε ένα u ∈ U και v ∈ V . Τότε από την υπόθεση έχουµε ότι
υπάρχει G συνεκτικό σύνολο που περιέχει τα u, v. Επειδή G συνεκτικό και τα σύνολα
G ∩ U,G ∩ V είναι µια διαµέριση του G από ανοικτά σύνολα, έχουµε ότι είτε G ⊂ U είτε
G ⊂ V , άτοπο. ΄Ετσι έχουµε ότι ο X είναι συνεκτικός.
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 217 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
΄Εστω x , y δύο διαφορετικά σηµεία του X . Τότε τα σύνολα A = {x}, B = {y}

είναι κλειστά και ξένα υποσύνολα του X και εποµένως υπάρχει f : X → [0,1] συνεχής
συνάρτηση µε f|A = 0 και f|B = 1, δες ΄Ασκηση 5.1.14. Επειδή X συνεκτικός και f συνεχής
από ΄Ασκηση 7.2.3 το f (X ) είναι συνεκτικό υποσύνολο του R. Από την ΄Ασκηση 7.2.10
το f (X ) είναι κυρτό σύνολο. Επειδή 0,1 ∈ f (X ) ⇒ [0,1] ⊂ f (X ). Εποµένως ο X είναι
υπεραριθµήσιµος εφόσον το [0,1] είναι.
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 218 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
΄Εστω ο µετρικός χώρος (X, d) όπου d(·, ·) είναι διακριτή µετρική. Θα δείξουµε ότι τα

µόνα συνεκτικά υποσύνολα του X είναι τα µονοσύνολα. ΄Εστω C ένα µη κενό συνεκτικό
υποσύνολο του X . Αν το x ∈ C τότε έχουµε ότι τα σύνολα {x} και C \ {x} είναι ανοικτά,
εφόσον στη διακριτή τοπολογία κάθε σύνολο είναι ανοικτό και κλειστό. Τότε έχουµε ότι
C ⊂ {x} ∪ (C \ {x}), και επειδή C συνεκτικό έχουµε ότι C ⊂ {x}. Εποµένως C = {x}.
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• Μετρικές
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• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
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Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 219 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη :
΄Εστω q ∈ Q και Cq η συνεκτική συνιστώσα του q. Θα δείξουµε ότι κάθε µη κενό

συνεκτικό σύνολο υποσύνολο του Q είναι µονοσύνολο και αυτό ϑα λύση την άσκηση.
΄Εστω C συνεκτικό υποσύνολο του Q και q1 < q2 δύο διαφορετικά στοιχεία του. Επι-

λέγουµε x0 ∈ R \ Q µε q1 < x0 < q2. Εάν A1 = (−∞, x0), A2 = (x0,∞) τότε A1, A2 ξένα
ανοικτά υποσύνολα του R. Τα Uj = Q∩Aj, j = 1,2 είναι µη κενά ανοικτά, ξένα υποσύνολα
του Q ώστε C ⊂ U1 ∪ U2 και C ∩ Uj , ∅ για j = 1,2, το οποίο είναι άτοπο εφόσον C
συνεκτικό. Εποµένως το C είναι µονοσύνολο.
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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µετρικών χώρων

• Συµπάγεια

• Συνεκτικότητα

• Θεωρήµατα
Arzela-Ascoli και
Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 220 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Εάν το f (A) δεν είναι συνεκτικό σύνολο υπάρχουν B, C ανοικτά υποσύνολα του
(Y, ρ) ώστε f (A) ⊂ B ∪ C και B ∩ f (X ) , ∅, C ∩ f (X ) , ∅. Επειδή f συνεχής έχουµε ότι
f −1(B), f −1(C) είναι ανοικτά σύνολα και A ⊂ f −1(B)∪ f −1(C). Επειδή A συνεκτικό σύνολο
ϑα έχουµε ότι A ∩ f −1(B) = ∅ ή A ∩ f −1(C) , ∅. Στην πρώτη περίπτωση ϑα έχουµε ότι
f (A) ∩ B = ∅ που είναι άτοπο ενώ στη δεύτερη f (A) ∩ C = ∅ επίσης άτοπο.

΄Ετσι έχουµε ότι f (A) είναι συνεκτικό σύνολο.
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Stone-Weierstrass

Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 221 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : ∆είξτε ότι η T είναι Lipschitz µε σταθερά ‖f ‖∞. �

Λύση
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• Μετρικές

• Ανοικτά-κλειστά σύνολα
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Μετρικοί χώροι

• ∆ιαχωρισιµότητα

• Συναρτήσεις µεταξύ
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 222 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Υπόδειξη : Χρησιµοποιείστε το Θεώρηµα Arzela-Ascoli (ΙΙ) και την ΄Ασκηση 6.1.24. �

Λύση
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 223 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω M ∈ R ώστε supx∈[a,b] |fn(x)| ≤ M για κάθε n ∈ N. Από το ϑεώρηµα
Arzela-Ascoli αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο

FM = {f ∈ C[a, b] : οµοιόµορφα συνεχής και sup
x∈[a,b]

|f (x)| ≤ M}

είναι κλειστό υποσύνολο του C([a, b]). ΄Εστω (fn)n∈N ⊂ FM , f : [a, b]→ R και

lim
n→∞

sup
x∈[a,b]

|fn(x) − f (x)| = 0.

Από την ΄Ασκηση 5.1.15 έχουµε ότι f είναι συνεχής. Επειδή η f είναι ορισµένη στο κλειστό
διάστηµα [a, b] είναι οµοιόµορφα συνεχής και ϕραγµένη. Επίσης επειδή lim

n→∞
fn(x) = f (x)

για κάθε x ∈ [a, b] έχουµε ότι supx∈[a,b] |f (x)| ≤ M ΄Ετσι έχουµε ότι κάθε f ∈ FM είναι
οµοιόµορφα συνεχής και ϕραγµένη από M και άρα f ∈ FM . ΄Ετσι έχουµε ότι FM είναι
κλειστό και άρα από το ϑεώρηµα Arzela-Ascoli F συµπαγές. Εποµένως η ακολουθία
(fn)n∈N έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 224 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για κάθε x, y ∈ [a, b] από ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε ότι |f (x) − f (y)| =

|f ′(z)(x − y)| ≤ |x − y|. ΄Ετσι έχουµε ότι η ακολουθία (fn)n∈N είναι οµοιόµορφα συνεχής
εφόσον για ε > 0 αν πάρουµε δ = ε έχουµε ότι

|f (x) − f (y)| ≤ |x − y| < ε για κάθε x, y ∈ [a, b] µε |x − y| < δ.

Επίσης εάν πάρουµε y = a τότε για κάθε x > a έχουµε ότι

|f (x) − f (a)| ≤ |A| ⇒ |f (x)| ≤ f (a)| + |x − a| ≤ |f (a)| + |b − a|

και εποµένως η ακολουθία (fn)n∈N είναι οµοιόµορφα ϕραγµένη.
Εάν πάρουµε το σύνολο F1 της προηγούµενης άσκησης έχουµε ότι (fn)n∈N ⊂ F1 και

επειδή το F1 είναι συµπαγές έχουµε ότι η (fn)n∈N έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 225 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : Για να δείξουµε ότι η F είναι συνεχής,

|F (f ) − F (g)| = |
∫ 1

0
f 2(t) − g2(t)dt | = |

∫ 1

0
(f (t) − g(t))(f (t) + g(t)dt |

≤ sup
t∈[0,1]

|f (t) − g(t)| |f (t) + g(t)| ≤ 2d∞(f, g)

εφόσον f, g ∈ M , εποµένως supt∈[0,1] |f (t)| ≤ 1,supt∈[0,1] |g(t)| ≤ 1 και άρα |f (t)+g(t)| ≤ 2 για
κάθε t ∈ [0,1]. Εποµένως |F (f ) − F (g)| ≤ 2d∞(f, g) και αυτό αποδεικνύει ότι F συνεχής.

Για να δείξουµε ότι M δεν είναι συµπαγές ϑεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων
fn(x) = xn, n ∈ N. Για κάθε n ∈ N η συνάρτηση fn ∈ M και επίσης fn+1(x) ≤ fn(x)
για κάθε x ∈ X . Επίσης lim

n→∞
fn(x) = 0 για κάθε x ∈ [0,1) και fn(1) = 1 για κάθε

n ∈ N. και άρα lim
n→∞

fn = 0 κατά σηµείο. Εάν ο M ήταν συµπαγές τότε η (fn) ϑα είχε µια
συγκλίνουσα υπακολουθία σε ένα στοιχείο f ∈ M. Εάν lim

n→∞
d(fn , f ) = 0 τότε έχουµε ότι

και lim
n→∞

fn(t) = f (t) για κάθε t Από τα παραπάνω έχουµε ότι f (1) = 1 και f (t) = 0 για κάθε
t ∈ [0,1) και άρα f όχι συνεχής άτοπο. Εποµένως ο M δεν είναι συµπαγές υποσύνολο
του C([0,1]).
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• Μετρικές
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 226 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : α) ΄Εστω A ένα ϕραγµένο υποσύνολο του C([a, b]) και M > 0 µε ‖f ‖∞ =

sup{f (x) : x ∈ [a, b]} ≤ M για κάθε f ∈ A. Τότε για κάθε f ∈ A

|Tf (x) − Tf (y)| ≤
∫ y

x
|f (t)|dt ≤ ‖f ‖∞|x − y| ≤ M |x − y|.

΄Ετσι έχουµε ότι για κάθε ε > 0 αν δ = ε
M τότε για κάθε f ∈ A και κάθε x, y ∈ [a, b] µε

|x − y| ≤ δ ισχύει
|Tf (x) − Tf (y)| ≤ M |x − y| ≤ ε

και αυτό αποδεικνύει ότι η T απεικονίζει ϕραγµένα σύνολα σε ισοσυνεχή.
΄Εστω B ένα ϕραγµένο υποσύνολο του C([0,1]). Για να δείξουµε ότι το T (B) είναι

συµπαγές υποσύνολο αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε ακολουθία (fn)n∈N στοιχείων του B
η ακολουθία (Tfn)n∈N

ϐ) Από το α) ερώτηµα έχουµε ότι το σύνολο F = {Tfn : n ∈ N} είναι ισοσυνεχές
Εποµένως το σύνολο F είναι κλειστό ϕραγµένο και ισοσυνεχές υποσύνολο του C([a, b]).
Από το Θεώρηµα Arzela-Ascoli έχουµε ότι η ακολουθία (Tfn)n∈N έχει υπακολουθία που
συγκλίνει οµοιόµορφα στο [a, b].
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• Μετρικές
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Τµ. Μαθηµατικών

Πρώτη Σελίδα

JJ II

J I

Σελίδα 227 από 230

Πίσω

Όλη η οθόνη

Κλείσε

Έξοδος

Απόδειξη : ΄Εστω F το σύνολο των ισοµετριών από τον (X, d) στον (X, d). Θα δείξουµε ότι το
F είναι κλειστό και ισοσυνεχές σύνολο συναρτήσεων. Τότε από το Θεώρηµα Arzela-Ascoli
ϑα έχουµε ότι είναι συµπαγές.

Επειδή κάθε f ∈ F είναι ισοµετρία έχουµε ότι d(f (x), f (y)) = d(x, y) για κάθε x, y ∈ X
και άρα είναι άµεσο ότι το F είναι ισοσυνεχές σύνολο συναρτήσεων. Θα δείξουµε ότι είναι
κλειστό. ΄Εστω (fn)n∈N µια ακολουθία ισοµετριών που συγκλίνει σε µια f : (X, d)→ (X, d).
Τότε έχουµε ότι

lim
n→∞

sup
x∈X

d(fn(x), f (x)) = 0.

΄Ετσι έχουµε ότι για κάθε x ∈ X η ακολουθία (fn(x))n∈N συγκλίνει στο f (x) και εποµένως
από τριγωνική ανισότητα,

|d(f (x), f (y))−d(fn(x), fn(y))| ≤ d(f (x), fn(x)) + d(fn(y), f (y))⇒
lim
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = d(f (x), f (y)).

Επειδή fn είναι ισοµετρία για κάθε n ∈ N έχουµε ότι d(fn(x), fn(y)) = d(x, y) και έτσι
έχουµε ότι d(f (x), f (y)) = d(x, y) για κάθε x, y ∈ X . Από την ΄Ασκηση 6.1.24 έχουµε ότι η
f είναι ισοµετρία και άρα το F είναι κλειστό υποσύνολο.
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Απόδειξη : Από τη ϑεωρία έχουµε ότι υπάρχει µια ακολουθία πολυωνύµων pn ώστε

lim
n→∞

sup{|f (x) − pn(x)| : x ∈ [0,1]} = 0.

Επίσης επειδή [0,1] συµπαγές σύνολο έχουµε ότι υπάρχει M ∈ R ώστε |f (x)| ≤ 1 για κάθε
x ∈ [0,1]. Τότε έχουµε ότι

|

∫ 1

0
f 2(x) − f (x)pn(x)dx | ≤ sup

x∈[0,1]
|f (x)(f (x) − pn(x))|

∫ 1

0
dx −−−−→

n→∞
0.

και άρα
∫ 1
0 f

2(x)dx = lim
n→∞

∫ 1
0 f (x)pn(x)dx.

Επειδή
∫ 1
0 f (x)xk = 0 για κάθε k ∈ N έχουµε ότι

∫ 1
0 f (x)p(x)dx = 0 για κάθε πολυώ-

νυµο και άρα
∫ 1
0 f (x)pn(x)dx = 0 για κάθε n ∈ N. ΄Ετσι έχουµε ότι

∫ 1
0 f

2(x)dx = 0 και
επειδή f συνεχής παίρνουµε f = 0.
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Απόδειξη : Η συνάρτηση x2 διαχωρίζει τα σηµεία του [0,1]., εφόσον αν 0 ≤ x , y ≤ 1
x2 , y2. ΄Ετσι έχουµε ότι η άλγεβραA που παράγεται από τις συναρτήσεις , x2 διαχωρίζει
τα σηµεία του [0,1]. Από το ϑεώρηµα Stone-Weiestrass η άλγεβρα A είναι πυκνό στο
C([0,1]).

Για να δείξουµε ότι η άλγεβρα A που παράγεται από τις συναρτήσεις , x2 δεν είναι
πυκνό υποσύνολο του C([−1,1]) παρατηρούµε ότι για κάθε f ∈ A ισχύει ότι f (−1) = f (1).
εποµένως η άλγεβρα δεν είναι πυκνό υποσύνολο του C([−1,1]).
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Απόδειξη :

Εάν
∫ 1
0 f ( 2n+1√x)dx = 0 τότε µε την αλλαγή µεταβλητής u = 2n+1√x έχουµε ότι∫ 1

0
f ( 2n+1√x)dx = 0

u= 2n+1√x
⇒ (2n + 1)

∫ 1

0
u2nf (u)du = 0

για κάθε n ∈ N. Επειδή η άλγεβρα που παράγεται από τις συναρτήσεις , x2 είναι πυκνό
υποσύνολο του C([0,1] έχουµε ότι f = 0.

Η f (x) = x ικανοποιεί την υπόθεση αλλά δεν είναι η µηδενική συνάρτηση.
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