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Ενότητα 1η

Συνέχεια συναρτήσεων

1.1. Είδη ασυνέχειας

Για το δεξιό πλευρικό όριο limt→x+ f (t) και το αριστερό πλευρικό όριο limt→x− f (t) συµ-

ϐολίζονται αντίστοιχα f (x+) και f (x−).

Ορισµός 1.1.1 Για τη συνάρτηση f : (a, b) → R λέµε ότι έχει ασυνέχεια πρώτου είδους

στο x ∈ (a, b) όταν είναι ασυνεχής στο x αλλά τα f (x+) και f (x−) υπάρχουν (και ανήκουν

στο R).

Αν τουλάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια της f στο x δεν υπάρχει, τότε λέµε ότι η f
έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στο x.

Παρατήρηση 1.1.2 Για να έχει η f ασυνέχεια πρώτου είδους στο x δύο πράγµατα µπορούν

να συµβαίνουν :

• είτε f (x+) 6= f (x−)
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• είτε f (x+) = f (x−) 6= f (x).

Παραδείγµατα

(α΄) Η συνάρτηση f : R → R µε

f (x) =
{

1, αν x ∈ Q
0, αν x /∈ Q

έχει ασυνέχειες δεύτερου είδους σε όλα τα σηµεία του R.

(ϐ΄) Η συνάρτηση f : R → R µε

f (x) =
{

x, αν x ∈ Q
0, αν x /∈ Q

έχει ασυνέχειες δεύτερου είδους σε όλα τα σηµεία του R \ {0} και είναι συνεχής στο

x = 0.

(γ΄) Η συνάρτηση f : R → R µε

f (x) =
{

sin 1
x , αν x 6= 0

0, αν x = 0

έχει ασυνέχεια δεύτερου είδους στο x = 0 και είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του

R \ {0}.

1.2. Μονοτονία και συνέχεια

Θεώρηµα 1.2.1 Αν f αύξουσα στο (a, b), τότε τα f (x+) και f (x−) υπάρχουν για κάθε

x ∈ (a, b). Συγκεκριµένα ισχύει

sup
a<t<x

f (t) = f (x−) ≤ f (x) ≤ f (x+) = inf
x<t<b

f (t).
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Οµοίως, αν f ϕθίνουσα στο (a, b) τότε τα f (x+) και f (x−) υπάρχουν για κάθε x ∈ (a, b)
και ισχύει

inf
a<t<x

f (t) = f (x−) ≥ f (x) ≥ f (x+) = sup
x<t<b

f (t).

Απόδειξη : Αν η f είναι αύξουσα τότε το σύνολο E = {f (t) : a < t < x} είναι άνω

ϕραγµένο από το f (x). ΄Αρα έχει supremum. ΄Εστω A = supa<t<x f (t). Για κάθε ε > 0
υπάρχει δ > 0 ώστε A − ε ≤ f (x − δ) ≤ A ≤ A + ε. Αλλά η f είναι αύξουσα συνεπώς

A − ε ≤ f (x) ≤ A + ε για κάθε x ∈ (x − δ, x + δ). Συνεπώς, A = f (x−). ▲

Πρόταση 1.2.2 Οι µονότονες συνερτήσεις δεν έχουν ασυνέχειες δεύτερου είδους.

Θεώρηµα 1.2.3 ΄Εστω f µονότονη συνάρτηση στο (a, b). Το σύνολο των σηµείων ασυνέ-

χειας της f είναι το πολύ αριθµήσιµο.

Απόδειξη : ΄Εστω E το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας της f και έστω πως η f είναι

αύξουσα. ΄Αρα f (x−) < f (x+) για κάθε x ∈ E. Αν πάρουµε τώρα έναν ϱητό αριθµό rx

ώστε f (x−) < rx < f (x+) τότε η συνάρτηση r : E → Q µε r(x) = rx είναι ένα προς ένα. ▲

Πρόταση 1.2.4 Υπάρχει συνάρτηση f : R → R η οποία είναι συνεχής στο R\Q, ασυνεχής

στο Q και αύξουσα.

Απόδειξη : ΄Εστω (rn)∞n=1 µία αρίθµηση του Q (δηλαδή Q = {rn : n ∈ N}). Η

συνάρτηση

f (x) =
∑

{n : rn<x}

1
2n

είναι µια τέτοια συνάρτηση. ▲
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 1. ΄Εστω f αύξουσα συνάρτηση στο (a, b). ∆είξτε ότι f (x+) = infx<t<b f (t).

΄Ασκηση 2. ΄Εστω f ϕθίνουσα συνάρτηση στο (a, b). ∆είξτε ότι

inf
a<t<x

f (t) = f (x−) και inf
x<t<b

f (t) = f (x+).

΄Ασκηση 3. ΄Εστω E το σύνολο των σηµείων ασυνέχειας µιας αύξουσας συνάρτησης f :
(a, b) → R. ∆είξτε ότι αν x ∈ E τότε f (x−) < f (x+).

Για ένα τέτοιο x διαλέγουµε ϱητό αριθµό rx ώστε f (x−) < rx < f (x+). ∆είξτε ότι η

συνάρτηση r : E → Q µε r(x) = rx είναι συνάρτηση ένα προς ένα.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση και τέτοια ώστε αν το G είναι οποιοδήποτε

ανοιχτό υποσύνολο του R τότε και το f (G) είναι ανοιχτό στο R. ∆είξτε ότι η f είναι

µονότονη.

΄Ασκηση 5. ΄Εστω (rn)∞n=1 µία αρίθµηση του Q (δηλαδή Q = {rn : n ∈ N}). ∆είξτε ότι η

συνάρτηση

f (x) =
∑

{n : rn<x}

1
2n

είναι ασυνεχής ακριβώς στα σηµεία του Q. (Υπόδειξη : ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N ισχύει

f (rn) + 1/2n ≤ f (rn+).)
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Ενότητα 2η

Ολοκλήρωση

2.1. Ορισµός ολοκληρώµατος

Ορισµός 2.1.1 Με τον όρο διαµέριση ενός κλειστού διαστήµατος [a, b] εννοούµε ένα πεπε-

ϱασµένο σύνολο σηµείων P = {a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b}. Γράφουµε ∆xi = xi − xi−1

για i = 1, 2, . . . , n. Η ποσότητα λ(P) λέγεται «λεπτότητα της διαµέρισης P ».

Για µία ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R ϑέτουµε Mi = supx∈[xi−1,xi ] f (x) και

mi = infx∈[xi−1,xi ] f (x) (οι τιµές αυτές µπορεί να είναι και σύν ή πλην άπειρο). Ορίζουµε

τώρα το κάτω και άνω άθροισµα Darboux της συνάρτησης f στο διάστηµα [a, b] ως προς

τη διαµέριση P να είναι οι ποσότητες :

κάτω άθροισµα Darboux:

U(f,P) =
n∑

i=1

Mi∆xi
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άνω άθροισµα Darboux:

L(f,P) =
n∑

i=1

mi∆xi

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής η περιγραφή του κάτω αθροίσµατος Darboux είναι το

συνολικό εµβαδό των παραλληλογράµων που έχουν ϐάσεις τα διαστήµατα της διαµέρισης

P και ύψος το µεγαλύτερο δυνατό ώστε τα παραλληλόγραµµα αυτά να ϐρίσκονται εξ’

ολοκλήρου κάτω από το γράφηµα της f . Οµοίως το άνω άθροισµα Darboux είναι το

συνολικό εµβαδό των παραλληλογράµων που έχουν ϐάσεις τα διαστήµατα της διαµέρισης

P και ύψος το ελάχιστο δυνατό ώστε το γράφηµα της f να ϐρίσκεται εξ’ ολοκλήρου µέσα

στα παραλληλόγραµµα.

Στη συνέχεια ορίζουµε το κάτω και άνω ολοκλήρωµα Darboux να είναι οι ποσότητες :

κάτω ολοκλήρωµα Darboux:

-∫ b

a
f (x) dx = inf

P
U(f,P)

άνω ολοκλήρωµα Darboux:

-

∫ b

a
f (x) dx = inf

P
U(f,P)

Αν συµπίπτουν οι δύο αυτές τιµές λέµε ότι η κοινή τιµή είναι το ολοκλήρωµα Darboux της

συνάρτησης f στο διάστηµα [a, b]. Την κοινή αυτή τιµή τη συµβολίζουµε µε

∫ b
a f (x) dx.

Παρατήρηση 2.1.2 Φανερά τα άνω και κάτω ολοκληρώµατα υπάρχουν αν η f είναι ϕραγ-

µένη συνάρτηση (στο R). Συγκεκριµένα, αν m ≤ f (x) ≤ M για κάθε x ∈ [a, b] (όπου m και

M είναι δύο πραγµατικοί αριθµοί) τότε

m(b − a) ≤ L(f,P) ≤ U(f,P) ≤ M(b − a)

για κάθε διαµέριση P του διαστήµατος [a, b].
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2.2. Το ολοκλήρωµα Riemann

Αν για τη διαµέριση P = {x0, x1, . . . , xn} ϑεωρήσω και µία επιλογή «ενδιάµεσων» σηµείων

S = {s1, s2, . . . , sn} µε si ∈ (xi−1, xi) για = 1, 2, . . . , n τότε µπορούµε να ορίσουµε το

άθροισµα Riemann:

R(f,P ,S) :=
n∑

i=1

f (si)∆xi .

Φανερά για κάθε διαµέριση P και για κάθε επιλογή σηµείων S ισχύει

L(f,P) ≤ R(f,P ,S) ≤ U(f,P).

Ορισµός 2.2.1 Μια διαµέριση P1 λέγεται εκλέπτυνση της διαµέρισης P2 όταν P2 ⊆ P1.

Το ολοκλήρωµα Riemann µπορεί να περιγραφεί διαισθητικά λέγοντας ότι είναι «η

οριακή τιµή των R(f,P ,S) καθώς η διαµέριση P εκλεπτύνεται και η λεπτότητά της λ(P)
τείνει στο µηδέν». Αυστηρά ο ορισµός είναι ο εξής :

Ορισµός 2.2.2 ΄Εστω f : [a, b] → R. Η f λέγεται Riemann ολοκληρώσιµη µε ολοκλή-

ϱωµα τον αριθµό ` ∈ R αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε διαµέρισηP του [a, b]
µε λ(P) < δ και για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων S στην P ισχύει |R(f,P ,S)− `| < ε.

Παρατηρήστε ότι ενώ στον ορισµό του ολοκληρώµατος Darboux έπρεπε η συνάρτηση f
να είναι ϕραγµένη (γιατί ήταν απαραίτητο ;) στον ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann
δεν Ϲητήσαµε κάτι τέτοιο. Μπορεί όµως να δεί κανείς εύκολα ότι αν µια συνάρτηση είναι

ολοκληρώσιµη κατά Riemann τότε είναι και ϕραγµένη (δες ΄Ασκηση 11).

Επόµενος στόχος είναι να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα Darboux και το ολοκλήρωµα

Riemann ταυτίζονται.

Λήµµα 2.2.3 Αν η διαµέριση P∗ του διαστήµατος [a, b] είναι εκλέπτυνση της διαµέρισης

P τότε ισχύει

L(f,P) ≤ L(f,P∗) και U(f,P∗) ≤ U(f,P).
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Απόδειξη : Είναι εύκολο να δείξει κανείς το Ϲητούµενο αν η P∗ έχει ένα µόνο σηµείο

επιπλεόν της P. ▲

Θεώρηµα 2.2.4 Για κάθε ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R ισχύει

-

∫ b

a
f (x) dx ≤

-∫ b

a
f (x) dx.

Απόδειξη : Αν P∗ = P1 ∪ P2 για δύο διαµερίσεις P1 και P2 του [a, b] τότε έχουµε

L(f,P1) ≤ L(f,P∗) ≤ U(f,P∗) ≤ U(f,P2).

Συνεπώς, L(f,P) ≤ U(f,P2) για όλες τις διαµερίσεις P1 και P2 του [a, b]. ▲

Θεώρηµα 2.2.5 Μια συνάρτηση f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν

για κάθε ε > υπάρχει διαµέριση P του [a, b] ώστε

U(f,P)− L(f,P) < ε. (2.1)

Απόδειξη : Αν ισχύει η (2.1) τότε
-

∫ b
a f =

-∫ b
a f αφού για κάθε διαµέριση P του [a, b]

ισχύει

L(f,P) ≤
-

∫ b

a
f ≤

-∫ b

a
f ≤ U(f,P).

΄Εστω ` η κοινή τιµή τους. Συνεπώς

L(f,P) ≤ ` ≤ U(f,P). (2.2)

Τώρα έχουµε ότι για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων

L(f,P) ≤ R(f,P ,S) ≤ U(f,P). (2.3)
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Συνεπώς ο ορισµός του ολοκληρώµατος Riemann µαζί µε τις (2.2) και (2.3) δίνουν το

αποτέλεσµα.

Αντίστροφα, επιλέγουµε ενδιάµεσα σηµεία S1 και S2 ώστε R(f,P ,S1) ' L(f,P) και

R(f,P ,S2) ' U(f,P). Από τον ορισµό της ολοκληρωσιµότητας Riemann ϑα έχω ότι

L(f,P) ' U(f,P). ▲

Θεώρηµα 2.2.6 Το ολοκλήρωµα Darboux και το ολοκλήρωµα Riemann ταυτίζονται. ∆η-

λαδή, αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R είναι Darboux ολοκληρώσιµη τότε είναι και

Riemann ολοκληρώσιµη, και αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι Riemann ολοκληρώσιµη

τότε είναι ϕραγµένη και Darboux ολοκληρώσιµη. Και στις δύο περιπτώσεις οι τιµές των δύο

ολοκληρωµάτων συµπίπτουν.

Απόδειξη : Η πρώτη κατεύθυνση έπεται άµεσα αφού ϑα ισχύει (2.1). Για την δεύτερη

κατεύθυνση η συνάρτηση πρέπει να είναι ϕραγµένη (΄Ασκηση 11) και είναι και Darboux
ολοκληρώσιµη εξαιτίας της (2.1).

Από την (2.3) έπεται ότι τα ολοκληρώµατα έχουν κοινή τιµή. ▲

Θεώρηµα 2.2.7 Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι µονότονη τότε είναι και Riemann
ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη : Τα mi και Mi στην (2.1) υπολογίζονται εύκολα. ▲

Θεώρηµα 2.2.8 ΄Εστω συνάρτηση f : [a, b] → R ϕραγµένη µε πεπερασµένο πλήθος ασυ-

νεχειών. Τότε η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη : Αν το x ∈ (a, b) είναι σηµείο ασυνέχειας έστω διαµέριση P = {a = x0 ≤
x1 ≤ · · · ≤ xn = b του [a, b] και i ώστε xi < x < xi+1. Το παραλληλόγραµο µε ϐάση το

διάστηµα [xi , xi+1] στο οποίο ϐρίσκεται η ασυνέχεια και ύψος είτε το mi είτε το Mi έχει

εµβαδό µικρότερο από το γινόµενο του xi+1− xi επί το ϕράγµα της f . Συνεπώς το εµβαδό

αυτό είναι µικρό αν η P έχει µικρή λεπτότητα. Στο υπόλοιπο πεδίο ορισµού, δηλαδή
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στο συµπαγές σύνολο [a, xi ] ∪ [xi+1, b] η f είναι οµοιόµορφα συνεχής και συνεπώς µια

διαµέριση µε µικρή λεπτότητα δίνει καλή εκτίµηση για τις διαφορές f (xj) − f (xj−1) που

εµφανίζονται στην (2.1). Με αυτόν τον τρόπο επιβεβαιώνουµε την (2.1). ▲

Θεώρηµα 2.2.9 ΄Εστω m ≤ f ≤ M ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο διάστηµα [a, b] και

φ : [m, M ] → R συνεχής. Τότε η σύνθεση h(x) := φ
(
f (x)

)
είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Το επόµενο ϑεώρηµα παρουσιάζει τις ϐασικές ιδιότητες του ολοκληρώµατος η απόδειξη

των οποίων αφήνεται ως άσκηση.

Θεώρηµα 2.2.10 ΄Εστω f, g ολοκληρώσιµες συναρτήσεις στο διάστηµα [a, b]. Τότε ισχύουν

τα ακόλουθα:

(α΄)

∫ b
a (f + g)(x) dx =

∫ b
a f (x) dx +

∫ b
a g(x) dx

(ϐ΄) για κάθε c ∈ R ισχύει

∫ b
a (cf )(x) dx = c

∫ b
a f (x) dx

(γ΄) για κάθε c ∈ [a, b] ισχύει

∫ b
a f (x) dx =

∫ c
a f (x) dx +

∫ b
c f (x) dx

(δ΄) αν |f (x)| ≤ M για κάθε x ∈ [a, b] τότε

∣∣∣∫ b
a f (x) dx

∣∣∣ ≤ M(b − a)

(ε΄)

∣∣∣∫ b
a f (x) dx

∣∣∣ ≤ ∫ b
a |f (x)|dx (τριγωνική ανισότητα).
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 6. Υπολογιστε τα ολοκληρώµατα

∫ b
a cos x dx,

∫ b
a sin x dx και

∫ b
a ex dx µε χρήση

του ορισµού του ολοκληρώµατος Riemann.

΄Ασκηση 7. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα της συναρτησης f : [0, 2] → R κάνοντας χρήση του

ορισµού του ολοκληρώµατος Riemann, όπου

f (x) =
{

x2 0 ≤ x ≤ 1
3(x − 2)2 1 < x ≤ 2.

΄Ασκηση 8. ∆είξτε ότι αν η f είναι συνεχής συνάρτηση στο [a, b] και f ≥; 0 τότε αν

∫ b
a f (x) dx =

0 πρέπει απαραίτητα f (x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

΄Ασκηση 9. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f (x) =
{

x αν x ∈ Q
0 αλλιώς

δεν είναι ολοκληρώσιµη σε κανένα διάστηµα [a, b] ⊆ R.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω f ϕραγµένη και ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [a, b]. ∆είξτε ότι

(α΄) αν |f (x)| ≥ ε > 0 για κάθε x ∈ [a, b] τότε η 1/f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

(ϐ΄) αν f (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b] τότε η
√

f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].

΄Ασκηση 11. Αποδείξτε ότι οι Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις είναι απαραίτητα ϕραγ-

µένες.
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Ενότητα 3η

Σειρές

3.1. Σειρές και αναδιατάξεις

Ορισµός 3.1.1 ΄Εστω η ακολουθία an ∈ R. Ονοµάζουµε «σειρά» της an την ποσότητα

∞∑
n=1

an := lim
n→∞

(a1 + a2 + ·+ an)

εφόσον αυτό το όριο υπάρχει στο R. Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι «η σειρά συγκλίνει». Αν

το όριο δεν υπάρχει στο R ή είναι +∞ ή −∞ λέµε ότι η σειρά της an «αποκλίνει».

Παρακάτω ϑα αναπτύξουµε κριτήρια µε τη ϐοήθεια των οποίων ϑα µπορούµε σε πολλές

περιπτώσεις να αποφασίζουµε αν µία σειρά συγκλίνει ή όχι. Πριν όµως από αυτό ϑα

πρέπει να ελέγξουµε αν η σειρά µε την οποία προσθέτουµε τους όρους της an έχει ή δεν

έχει σηµασία. Η σειρά µε την οποία προσθέτουµε πεπερασµένο πλήθος όρων ως γνωστόν

δεν έχει σηµασία και δίνει πάντα το ίδιο αποτέλεσµα (µάλιστα η πρόσθεση µε διαφορετική
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σειρά πεπερασµένου πλήθους αριθµών αποτελεί τον γνωστό µας «έλεγχο της πράξης» όπως

διδάσκεται στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση). Εδώ ϑα δούµε ότι το γεγονός ότι προσθέτουµε

ένα άπειρο πλήθος όρων (στην πράγµατικότητα ο υπολογισµός µας εµπεριέχει ένα όριο)

ενδέχετε να παίζει αποφασιστικό ϱόλο στο πιό ϑα είναι το αποτέλεσµα.

Ορισµός 3.1.2 ΄Εστω kn : N → N µια 1-1 απεικόνιση. Αν για µια ακολουθία an ϑέσω

a′n = akn τότε η νέα ακολουθία a′n είναι µιά «αναδιάταξη» των όρων της an. Οµοίως η σειρά∑∞
n=1 a′n λέγεται «αναδιάταξη» της σειράς

∑∞
n=1 a′n

Παρατηρήστε ότι η ακολουθία a′n έχει ακριβώς τους ίδιους όρους µε την an αφού η kn

είναι 1-1 και επί. Η διαφορά της a′n από την an είναι ότι η πρώτη παρουσιάζει τους όρους

της an µε άλλη σειρά. Για παράδειγµα έστω an ακολουθία στο R και

kn =
{

n − 1, n άρτιος

n + 1, n περιττός.

Τότε έχουµε:

όροι της an: a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10, a11, . . .

όροι της a′n: a2, a1, a4, a3, a6, a5, a8, a7, a10, a9, a12, . . .

Παράδειγµα 3.1.3 ΄Εστω η σειρά

∞∑
n=1

(−1)n

n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+

1
5
− 1

6
+ · · ·

Μια αναδιάταξη είναι η

1 +
1
3
− 1

2
+

1
5

+
1
7
− 1

4
+

1
9

+
1
11
− 1

6
+ · · ·
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όπου κάθε αρνητικός όρος εµφανίζεται µετά από δύο ϑετικούς. Φανερά ισχύει

s =
∞∑

n=1

(−1)n

n
< 1− 1

2
+

1
3

=
5
6

.

΄Εστω t το άθροισµα της αναδιάταξης. Ανά τρείς, οι όροι της αναδιάταξης είναι της µορφής

1
4k − 3

+
1

4k − 1
− 1

2k
> 0.

΄Αρα αν s′n το άθροισµα των n πρώτων όρων της αναδιατεταγµένης σειράς τότε s′3 < s′6 < s′9.

΄Αρα lim sup s′n > s′3 = 5/6.

Θεώρηµα 3.1.4 (Riemann) ΄Εστω ότι η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει αλλά η
∑∞

n=1 |an| απο-

κλίνει, και έστω a, b ώστε −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞. Τότε υπάρχει αναδιάταξη
∑∞

n=1 a′n ώστε

lim sup s′n = b και lim inf s′n = a.

Απόδειξη : Ξεχωρίζουµε τους ϑετικούς και τους αρνητικούς όρους της an σε δύο ακο-

λουθίες pn > 0 και qn > 0 ώστε pn = an αν an > 0 και qn = −an αν an < 0. Ισχύει∑
pn =

∑
qn =

∑
|an| = ∞ διότι

∑
pn +

∑
qn =

∑
|an| και

∑
pn −

∑
qn =

∑
an. Τέ-

λος προσθέτουµε αρκετούς όρους της pn µέχρι να υπερβούµε για πρώτη ϕορά το b. Μετά

αφαιρούµε όρους της qn µέχρι να πέσει η τιµή του αθροίσµατος για πρώτη ϕορά κάτω

από το a. Μετά ξαναπροσθέτουµε επόµενους όρους από την pn µέχρι να υπερβούµε για

πρώτη ϕορά στο b κ.λπ. Το γεγονός ότι pn → 0 και qn → 0 συνεπάγεται ότι lim sup s′n = b
και lim inf s′n = a. ▲

Πόρισµα 3.1.5 Αν η
∑∞

n=1 an συγκλίνει και
∑∞

n=1 |an| = ∞ τότε για κάθε x ∈ R υπάρχει

αναδιάταξη a′n της an ώστε
∑∞

n=1 a′n = x.

Απόδειξη : ΄Ιδια απόδειξη µε το Θεώρηµα 3.1.4 µε a = b. ▲
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3.2. Κριτήρια σύγκλισης

Θεώρηµα 3.2.1 (Κριτήριο ϱίζας) ΄Εστω η σειρά
∑∞

n=1 an. Θέτουµε α = lim supn→∞
n
√
|an|.

(α΄) Αν α < 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει (και µάλιστα απολύτως).

(ϐ΄) Αν α > 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1 an αποκλίνει.

(γ΄) Αν α = 1 δεν υπάρχει συµπέρασµα.

Απόδειξη :

(α΄) Αν α < 1 έστω r ∈ R ώστε α < r < 1. Τότε από το Θεώρηµα 3.1.3β του πρώτου

µέρους των σηµειώσεων υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει
n
√
|an| < r,

δηλαδή |an| < rn
. Αυτό µας επιτρέπει να συγκρίνουµε την σειρά της |an | µε τη

γεωµετρική σειρά µε λόγο r.

(ϐ΄) Αν α > 1 τότε υπάρχει υπακολουθία
kn
√
|akn | που συγκλίνει στο α > 1. ΄Αρα |akn | > 1

για άπειρο πλήθος όρων, συνεπώς η an δε συγκλίνει στο µηδέν.

(γ΄)
∑∞

n=1 1/n2 < ∞ =
∑∞

n=1 1/n.

▲

Θεώρηµα 3.2.2 (Κριτήριο λόγου) ΄Εστω η σειρά
∑∞

n=1 an µε an 6= 0 για κάθε n ∈ N.

Θέτουµε α = lim supn→∞ |an+1/an|.

(α΄) Αν α < 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει (και µάλιστα απολύτως).

(ϐ΄) Αν υπάρχει υπακολουθία kn ώστε |akn+1/akn | ≥ 1 τότε η σειρά
∑∞

n=1 an αποκλίνει.

(γ΄) Αν α = 1 δεν υπάρχει συµπέρασµα.
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Απόδειξη :

(α΄) Αν α < 1 έστω r ∈ R ώστε α < r < 1. Τότε από το Θεώρηµα 3.1.3β του πρώτου

µέρους των σηµειώσεων υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N ισχύει |an+1/an | < r,

δηλαδή |an| < rn−N |aN |. Αυτό µας επιτρέπει να συγκρίνουµε την σειρά της |an| µε

τη γεωµετρική σειρά µε λόγο r.

(ϐ΄) Αν υπάρχει υπακολουθία kn ώστε |akn+1/akn | ≥ 1 τότε η an δε συγκλίνει στο µηδέν.

(γ΄)
∑∞

n=1 1/n2 < ∞ =
∑∞

n=1 1/n.

▲

Το επόµενο κριτήριο σύγκλισης είναι ένα κριτήριο γενικότερο του κριτηρίου Dirichlet
για τις εναλλάσσουσες σειρές. Χρειαζόµαστε το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 3.2.3 (΄Αθροιση κατά παράγοντες) ΄Εστω δύο ακολουθίες an , bn µε n = 0, 1, 2, . . .
Θέτουµε An =

∑n
k=0 ak και A−1 = 0. Αν 0 ≤ p ≤ q τότε ισχύει

q∑
n=p

anbn =
q−1∑
n=p

An(bn − bn+1) + Aqbq − Ap−1bp.
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Απόδειξη :

q∑
n=p

anbn =
q∑

n=p

(An − An−1)bn =
q∑

n=p

Anbn −
q∑

n=p

An−1bn

=
q−1∑
n=p

Anbn + Aqbq −
q−1∑

n=p−1

Anbn+1

=
q−1∑
n=p

Anbn + Aqbq −
q−1∑
n=p

Anbn+1 − Ap−1bp

=
q−1∑
n=p

An(bn − bn+1) + Aqbq − Ap−1bp.

▲

Θεώρηµα 3.2.4 ΄Εστω ότι η ακολουθία An =
∑n

k=1 ak είναι ϕραγµένη, και έστω bn ϕθί-

νουσα και µηδενική ακολουθία. Τότε η σειρά
∑∞

n=1 anbn συγκλίνει.
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Απόδειξη : ΄Εστω πως |An| ≤ M και bn ≤ bN ≤ ε/2M για κάθε n ≥ N ∈ N.∣∣∣∣∣
q∑

n=1

−
p−1∑
n=1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
q∑

n=p

anbn

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
q−1∑
n=p

An(bn − bn+1) + Aqbq − Ap−1bp

∣∣∣∣∣
≤

∑
n = pq−1|An|(bn − bn+1) + |Aq|bq + |Ap−1|bp

≤ M

(
q−1∑
n=p

(bn − bn+1) + bq + bp

)
≤ 2Mbp ≤ 2MbN ≤ ε.

∆ηλαδή η ακολουθία

(∑p
n=1 anbn

)
p

είναι ακολουθία Cauchy. ▲

Θεώρηµα 3.2.5 (Κριτήριο Dirichlet) Αν |cn| ϕθίνουσα και µηδενική ακολουθία, µε c2m−1 ≥
0 και c2m ≤ 0 τότε η σειρά

∑
cn συγκλίνει.

Απόδειξη : Παρατηρούµε ότι
∑∞

n=1 cn =
∑∞

n=1(−1)n|cn| και χρησιµοποιούµε το Θεώ-

ϱηµα 3.2.4 µε An =
∑n

k=1(−1)k
και bn = |cn|. ▲

Το κριτήριο Dirichlet το χρησιµοποιούµε συχνά σε σειρές που η ακολουθία που τις

ορίζει αλλάζει συνεχώς πρόσηµο, όπως για παράδειγµα στην
∑∞

n=1(−1)n/n.

Το τελευταίο κριτήριο που ϑα µας απασχολήσει είναι το ακόλουθο:

Θεώρηµα 3.2.6 (Κριτήριο συµπύκνωσης του Cauchy) Αν η ακολουθία an είναι ϕθί-

νουσα και µε µη-αρνητικούς όρους τότε η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά∑∞
n=1 2na2n συγκλίνει.
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Απόδειξη : ΄Εστω sn =
∑n

k=1 ak και tn =
∑n

k=1 2ka2k . Αφού an ≥ 0 αρκεί να δείξουµε

ότι η sn είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν η tn είναι ϕραγµένη.

΄Εστω tn ϕραγµένη. Για κάθε n ∈ N έστω k ∈ N ώστε n ≤ 2k
. Τότε

sn ≤ a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + a6 + a7) + · · ·+ (a2k + a2k+1 + · · ·+ a2k+1−1)
≤ a1 + 2a2 + 22a22 + · · ·+ 2ka2k = tk.

Συνεπώς η sn είναι ϕραγµένη. Αν αντιστρόφως η sn είναι ϕραγµένη τότε για κάθε k ∈ N
ϐρίσκουµε n ≥ 2k

οπότε

sn ≤ a1 + a2 + (a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2k−1+1 + · · ·+ a2n )

≤ 1
2

a1 + a2 + 2a4 + 22a23 + · · ·+ 2k−1a2k

=
1
2

tk.

΄Αρα και η tk είναι ϕραγµένη. ▲

Το κριτήριο συµπύκνωσης του Cauchy αποτελεί τον ποιό εύκολο τρόπο για να ελεγξει

κανείς τη σύγκλιση της σειράς
∑∞

n=1 1/np
για p ∈ R. Οµοίως είναι χρήσιµο σε σειρές που

έχουν λογαρίθµους. Για παράδειγµα, η σειρά
∑∞

n=1 1/(n log n) αποκλίνει αν και µόνο

αν αποκλίνει η
∑∞

n=1 2n/(2n log 2n) =
∑∞

n=1 1/(n log 2). Η τελευταία αποκλίνει αν και

µόνο αν αποκλίνει η
∑∞

n=1 2n/(2n log 2) η οποία πράγµατι αποκλίνει.
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 12. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές :

∞∑
n=1

(√
n2 + 1− n

) ∞∑
n=1

n3

en

∞∑
n=1

1
n log

(
1 + 1

n

)
∞∑

n=2

np

(
1√

n − 1
− 1√

n

) ∞∑
n=1

√
n + 1−

√
n

n

∞∑
n=1

(
n
√

n − 1
)n

∞∑
n=1

1
log n

∞∑
n=1

1
n log n

∞∑
n=1

1
n(log n)p

∞∑
n=1

1
n(log n)(log log n)

∞∑
n=1

1
n(log n)(log log n)2

΄Ασκηση 13. ΄Εστω an ∈ R+ ώστε η σειρά
∑∞

n=1 an να συγκλίνει. ∆είξτε οτι οι ακόλουθες

σειρές συγκλίνουν :

(α΄)
∑∞

n=1 a2
n

(ϐ΄)
∑∞

n=1
an

1+an

(γ΄)
∑∞

n=1
a2

n
1+a2

n
.
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Ενότητα 4η

Ακολουθίες συναρτήσεων

4.1. Ακολουθίες συναρτήσεων

Ορισµός 4.1.1 ΄Εστω fn ακολουθία συναρτήσεων ορισµένων σε ένα σύνολο E ⊆ R. Αν

η ακολουθία αριθµών fn(x) συγκλίνει για κάθε x ∈ E, ορίζουµε τη συνάρτηση f (x) :=
limn→∞ fn(x) µε πεδίο ορισµού το E και λέµε ότι «η fn συγκλίνει κατά σηµείο στην f ».

Γράφουµε δε fn → f .

Οµοίως αν η σειρά
∑∞

n=1 fn(x) συγκλίνει για κάθε x ∈ E ορίζουµε την f (x) =
∑∞

n=1 fn(x)
— την σειρά των fn.

Τα ερωτήµατα που ϑα µας απασχολήσουν σε αυτή την ενότητα είναι υπο ποιές προϋπο-

ϑέσεις ιδιότητες που έχουν οι fn διατηρούνται και στην οριακή συνάρτηση f . Για παρά-

δειγµα, αν όλες οι fn είναι συνεχείς συναρτήσεις είναι συνεχής και η οριακή συνάρτηση

f ; Αυτό το ερώτηµα ϐλέπει κανείς εύκολα πως είναι ισοδύναµο µε µια εναλλαγή ορίων :
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για να είναι η οριακή συνάρτηση f συνεχής στο σηµείο x ϑα πρέπει να ισχύει

lim
t→ x

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

lim
t→ x

fn(t). (4.1)

Ακολουθούν µερικά παραδείγµατα µε τα οποία γίνεται ϕανερό ότι η έννοια της σύγ-

κλισης όπως ορίστηκε στον Ορισµό 4.1.1 δεν αρκεί για να είµαστε σίγουροι ότι ιδιότητες

των fn κληρονοµούνται και στην οριακή συνάρτηση f .

Παράδειγµα 4.1.2 (α΄) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων

fn(x) =
n

n + |x − 1|
.

Για αυτή την ακολουθία η εναλαγή των ορίων για n → ∞ και x → 1 όπως αυτή

περιγράφεται στην (4.1) δεν ισχύει.

(ϐ΄) ΄Εστω gn(x) = x2/(1 + x2)n
µε x ∈ R και fn(x) =

∑n
k=1 gk(x). Εύκολα ελέγχουµε

ότι fn → f µε

f (x) =
{

0 αν x = 0
1 + x2

αν x 6= 0.

Φανερά όλες οι fn είναι συνεχείς συναρτήσεις αλλά η οριακή f είναι ασυνεχής.

(γ΄) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) =
(
sin(nx)

)
/
√

x. Ισχύει fn → f = 0, αλλά

f ′n 9 f ′ = 0 αφού f ′n(0) = lim
√

n = ∞. Σε αυτό το παράδειγµα ϐλέπουµε ότι η

σύγκλιση δεν διατηρήται όταν παραγωγίζουµε.

(δ΄) ΄Εστω η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = n2x(1−x2)n
για x ∈ [0, 1]. Εύκολα ϐλέπει

κανείς ότι fn → 0 αλλά

∫ 1

0
fn(x) dx 9

∫ 1

0
0 dx = 0
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4.2. Οµοιόµορφη σύγκλιση

Θα ορίσουµε τώρα µια ισχυρότερη έννοια σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων η οποία,

όταν ισχύει, δεν επιτρέπει να εµφανιστούν «ανωµαλίες» όπως οι παραπάνω.

Ορισµός 4.2.1 (Οµοιόµορφη σύγκλιση) ΄Εστω fn ακολουθία συναρτήσεων ορισµένη σε

ένα υποσύνολο E του R. Λέµε ότι η fn συγκλίνει «οµοιόµορφα» την f στο E και γράφουµε

fn ⇒ f όταν για κάθε ε > 0 υπάρχει N = N(ε) ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N να ισχύει

|fn(x)− f (x)| ≤ ε, για κάθε x ∈ E.

Οµοίως η
∑∞

n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα στο E αν και µόνο αν η ακολουθία των µερικών

αθροισµάτων sn(x) =
∑n

k=1 fk(x) συγκλίνει οµοιόµορφα.

Θεώρηµα 4.2.2 ΄Εστω fn ορισµένη στο σύνολο E ⊆ R. Η fn συγκλίνει οµοιόµορφα αν και

µόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n, m ≥ N να ισχύει

|fn(x)− f (x)| ≤ ε.

∆ηλαδή, αν και µόνο αν η fn είναι «οµοιόµορφα Cauchy».

Απόδειξη : Αν fn ⇒ f τότε υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n ≥ N να ισχύει |fn(x) −
f (x)| ≤ ε/2 για κάθε x ∈ E. Συνεπώς, αν n, m ≥ N ϑα ισχύει

|fn(x)− fm(x)| ≤ |fn(x)− f (x)|+ |f (x)− fm(x)| ≤ ε.

Αντιστρόφως, έστω x ∈ E. Τότε η ακολουθία αριθµών fn(x) είναι ακολουθία Cauchy
στο R και συνεπώς συγκλίνει. Το όριο αυτό επειδή προφανώς εξαρτάται από το επιλεγµένο

x το ονοµάζουµε f (x). ∆ηλαδή ορίσαµε µια συνάρτηση f (x) := limn→∞ fn(x) για κάθε

x ∈ E. ΄Οµως τώρα αν |fn(x)− fm(x)| ≤ ε για κάθε n, m ∈ N και για κάθε x ∈ E αφήνουµε

το m να πάει στο άπειρο και οδηγούµαστε έτσι στην |fn(x) − f (x)| ≤ ε για κάθε n ≥ N
και για κάθε x ∈ E. ▲
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Θεώρηµα 4.2.3 fn ⇒ f αν και µόνο αν supx∈E |fn(x)− f (x)| → 0 καθώς n →∞.

Απόδειξη : fn ⇒ f αν και µόνο αν supx∈E |fn(x)− f (x)| ≤ ε για n «αρκετά» µεγάλο. ▲

Θεώρηµα 4.2.4 (Weierstraß) ΄Εστω fn : E → R και |fn(x)| ≤ Mn για κάθε x ∈ E και για

κάθε n ∈ N, όπου Mn ∈ R. Τότε αν η σειρά
∑∞

n=1 Mn συγκλίνει τότε η σειρά συναρτήσεων∑∞
n=1 fn συγκλίνει οµοιόµορφα.

Απόδειξη : Για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N ώστε για κάθε n, m ∈≥ N να ισχύει∑m
k=n+1 Mk ≤ ε. ΄Αρα για κάθε x ∈ E και για κάθε n, m ≥ N ισχύει∣∣∣∣∣

m∑
k=n+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|fk(x)| ≤
m∑

k=n+1

Mk ≤ ε.

΄Αρα ∣∣∣∣∣
m∑

k=1

fk(x)−
n∑

k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ ε,

σηλαδή η ακολουθία συναρτήσεων

(∑n
k=1 fk(x)

)
n

είναι οµοιόµορφα Cauchy και συνεπώς

συγκλίνει οµοιόµορφα µε ϐάση το Θεώρηµα 4.2.2. ▲

4.2.1. Οµοιόµορφη σύγκλιση και συνέχεια

Θεώρηµα 4.2.5 ΄Εστω fn : E → R συνεχείς συναρτήσεις, f : E → R και fn ⇒ f . Τότε και

η f είναι συνεχής συνάρτηση στο E.

Απόδειξη : ΄Εστω x ∈ E οριακό σηµείο του E. Πρέπει να δείξω ότι limt→x f (t) = f (x).
Υπάρχει n0 ∈ N ώστε |fn0(z)− f (z)| ≤ ε/3 για κάθε z ∈ E. ΄Οµως η fn0 είναι συνεχής στο
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E άρα υπάρχει δ > 0 ώστε αν |t − x| < δ συνεπάγεται |fn0(t) − fn0(x)| ≤ ε/3. Συνεπώς

για |t − x| < δ ϑα έχουµε

|f (t)− f (x)| ≤ |f (t)− fn0(t)|+ |fn0(t)− fn0(x)|+ |fn0(x)− f (x)|

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
≤ ε.

▲

4.2.2. Οµοιόµορφη σύγκλιση και παραγώγιση

Αν µιά ακολουθία παραγωγίσιµων συναρτήσεων fn συγλίνει οµοιόµορφα σε µία παραγω-

γίσιµη συνάρτηση f δεν είναι σωστό ότι f ′n → f . Για παράδειγµα οι fn(x) =
(
sin(nx)

)
/
√

n
συγκλίνουν οµοιόµορφα στην f (x) = 0 αλλά ελέγχουµε εύκολα ότι f ′n(0) 9 0.

Θεώρηµα 4.2.6 ΄Εστω fn παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο διάστηµα (a, b) ώστε για κάποιο

x0 ∈ (a, b) η ακολουθία

(
fn(x0)

)
n

συγκλίνει. Αν f ′n ⇒ g στο (a, b) τότε fn ⇒ f και f ′n = g.

Απόδειξη : ΄Εστω ε > 0 και N ∈ N ώστε |fn(x0) − fm(x0)| ≤ ε/2 και |f ′n(t) − f ′m(t)| ≤
ε
/(

2(b − a)
)

για κάθε t ∈ (a, b). Από την τελευταία ανισότητα και το Θεώρηµα Μέσης

τιµής για τη συνάρτηση fn − fm έχουµε∣∣(fn(x)− fm(x)
)
−
(
fn(t)− fm(t)

)∣∣ ≤ |x − t|ε
2(b − a)

≤ ε

2
.

Συνεπώς

|fn(x)− fm(x)| ≤
∣∣(fn(x)− fm(x)

)
−
(
fn(x0)− fm(x0)

)∣∣+ |fn(x0)− fm(x0)|

≤ ε

2
+

ε

2
,
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∆ηλαδή η fn συγκλίνει οµοιόµορφα στην f . Μένει να δείξουµε ότι f ′ = g. ΄Εστω x ∈ (a, b).
Ορίζουµε τις

φn(t) =
{ fn(t)−fn(x)

t−x αν t 6= x
f ′n(x) αν t = x

και φ(t) =
{ f (t)−f (x)

t−x αν t 6= x
f ′(x) αν t = x.

Καθώς t → x ισχύει φn(t) → f ′n(x) και φ(t) → f ′(x).
Τώρα φn(t) − φm(t)| ≤ ε

/(
2(b − a)

)
συνεπώς η φn συγκλίνει οµοιόµορφα. Αλλά

ϕανερά φn → φ (κατά σηµείο) συνεπώς φn ⇒ φ.

Τέλος επειδή οι φn είναι συνεχείς ϑα είναι συνεχής και η φ οπότε ϑα ισχύει

g(x) = lim
n→∞

f ′n(x) = lim
n→∞

lim
t→x

φn(t) = lim
t→x

lim
n→∞

φn(t) = lim
t→x

φ(t) = f ′(x).

▲

4.2.3. Οµοιόµορφη σύγκλιση και ολοκλήρωµα

Θεώρηµα 4.2.7 Αν fn ⇒ f στο διάστηµα [a, b] και οι fn είναι Riemann ολοκληρώσιµες

στο [a, b], τότε και η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη και ισχύει

lim
n→∞

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a
f (x) dx.

Απόδειξη : Αφού η fn συγλίνει οµοιόµορφα άρα είναι και οµοιόµορφα Cauchy (Θεώ-

ϱηµα 4.2.2). Επειδή τώρα από την τριγωνική ανισότητα (2.2.10) ισχύει∣∣∣∣∫ b

a
fn −

∫ b

a
fm

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a
(fn − fm)

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|fn − fm | ≤ sup

x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)|(b − a)

έπεται ότι η ακολουθία πραγµατικών αριθµών

(∫ b
a fn

)
n

είναι ακολουθία Cauchy άρα

υπάρχει το ` := limn→∞
∫ b

a fn.
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Θα δείξουµε τώρα ότι η f είναι ολοκληρώσιµη. ΄Εστω ε > 0· τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε

|fn0(x) − f (x)| ≤ ε για κάθε x ∈ [a, b]. Η fn0 είναι ολοκλνρώσιµη οπότε υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε διαµέριση P του [a, b] και για κάθε επιλογή ενδιάµεσων σηµείων S ισχύει∣∣∣∣R(fn0 ,P ,S)−

∫ b

a
fn0

∣∣∣∣ ≤ ε.

΄Ετσι,

|R(f,P ,S)− `| ≤ |R(f,P ,S)−R(fn0 ,P ,S)|+
∣∣∣∣R(fn0 ,P ,S)−

∫ b

a
fn0

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ b

a
fn0 − `

∣∣∣∣
Από τα προηγούµενα µένει να δείξουµε ότι η ποσότητα |R(f,P ,S) − R(fn0 ,P ,S)| είναι

«µικρή»:

|R(f,P ,S)−R(fn0 ,P ,S)| =
∣∣∣∑(

f (si)− fn0(si)∆xi

∣∣∣
≤

∑∣∣(f (si)− fn0(si)
∣∣∆xi

≤
∑

ε∆xi

≤ ε
∑

∆xi

≤ ε.

▲
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Ενότητα 5η

∆υναµοσειρές

5.1. ∆υναµοσειρές

Μια ειδική κατηγορία σειρών συναρτήσεων
∑∞

n=1 fn(x) είναι εκείνες όπου η η fn είναι

της µορφής fn(x) = cn(x − a)n
, όπου cn , a ∈ R. Οι σειρές αυτής της µορφής, δηλαδή,∑∞

n=0 cn(x − a)n
λέγονται δυναµοσειρές µε κέντρο το a.

Ορισµός 5.1.1 Λέµε ότι µία συνάρτηση f «αναπτύσεται σε δυναµοσειρά γύρω από το a µε

ακτίνα R > 0» αν υπάρχουν cn ∈ R ώστε

f (x) =
∞∑

n=0

cn(x − a)n
για κάθε x ∈ (a − R, a + R).

Θεώρηµα 5.1.2 ΄Εστω η δυναµοσειρά
∑∞

n=0 cnxn
η οποία συγκλίνει για κάθε |x| < R.

Ορίζουµε f (x) =
∑∞

n=0 cnxn
. Τότε για κάθε ε > 0 η δυναµοσειρά συγκλίνει οµοιόµορφα
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στο [−R + ε, R− ε]. Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα (−R, R) και f ′(x) =∑∞
n=1 ncnxn−1

για κάθε |x| < R.

Απόδειξη : Επειδή η σειρά
∑∞

n=0 cn(R − ε)n
συγκλίνει απολύτως αφού

lim sup
n→∞

n
√
|cn(R − ε/2)n| ≤ 1

(αλλιώς η σειρά ϑα αποκλίνει στο R − ε/2) και άρα

lim sup
n→∞

n
√
|cn(R − ε)n| =

|R − ε|∣∣R − ε
2

∣∣ lim sup
n→∞

n
√
|cn(R − ε/2)n|

≤
∣∣∣∣ R − ε

R − ε
2

∣∣∣∣
< 1.

Αλλά για κάθε x ∈ [−R + ε, R − ε] ισχύει |cnxn| ≤ |cn(R − epsilon)n|. Αυτό µε τη ϐοή-

ϑεια του Θεωρήµατος Weierstraß (Θεώρηµα 4.2.4) δίνει ότι η σειρά
∑∞

n=0 cnxn
συγκλίνει

οµοιόµορφα στο [−R + ε, R − ε].
Φανερά λοιπόν η f είναι συνεχής στο [−R + ε, R− ε] για κάθε ε > 0 και συνεπώς είναι

συνεχής σε όλο το διάστηµα (−R, R).
Για την παραγώγιση τώρα, έστω gn(x) =

∑n
k=0 ckxk

, οπότε g′n(x) =
∑n

k=1 kckxk−1
.

Από την υπόθεση η gn συγκλίνει κατά σηµείο στην f . Η g′n(x) συγκλίνει αν και µόνο αν

η gn(x) συγκλίνει, διότι

lim sup
n→∞

n
√
|ncnxn−1| = lim sup

n→∞

n
√
|cnxn|,

για κάθε x ∈ [−R + ε, R − ε]. ΄Αρα η g′n συγκλίνει οµοιόµορφα στην g. Εφόσον gn(0) =
c0 → f (0) = c0 από το Θεώρηµα 4.2.6 συνεπάγεται ότι η gn συγκλίνει οµοιόµορφα στην
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f και f ′ = g· οπότε

f ′(x) = lim
n→∞

g′n(x) =
∞∑

n=1

ncnxn−1.

▲

Με επαγωγή και υπό τις παραπάνω προϋποθέσεις ισχύει

f (k)(x) =
∞∑

n=k

n(n − 1) · · · (n − k + 1)cnxn−k ,

για κάθε |x| < R. ΄Ετσι µπορούµε να συµπαιράνουµε ότι f (k)(0) = k!ck και άρα

ck =
f (k)(0)

k!
.

Από την τελευταία προκύπτει «το ανάπτυγµα MacLaurin»

f (x) =
∞∑

n=0

f (k)(0)
k!

xk.

Ανάλογο αποτέλεσµα µε τη διαφόριση δυναµοσειρών ισχύει και για την ολοκλήρωσή

τους : επειδή

lim sup n

√
|cnxn+1|

n + 1
= lim sup n

√
|cnxn|

έπεται ότι η σειρά

N∑
n=1

∫ t

a
cnxn =

N∑
n=1

cn

n + 1
xn+1

∣∣∣t
a
−→

∞∑
n=1

cn

n + 1
xn+1

∣∣∣t
a
,
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για a, t ∈ (−R, R). Επίσης η

N∑
n=1

∫ t

a
cnxn =

∫ t

a

N∑
n=1

cnxn

συγκλίνει στο

∫ t
a

∑∞
n=1 cnxn

αφού στο [a, t] η
∑N

n=1 cnxn
συγκλίνει οµοιόµορφα στην∑∞

n=1 cnxn
(από το Θεώρηµα 4.2.7 και από την οµοιόµορφη σύγκλιση της σειράς στο

[−R + ε, R − ε] για κάθε ε > 0).

΄Αρα, ∫ t

a

∞∑
n=1

cnxn =
∞∑

n=1

cn

n + 1
xn+1

∣∣∣t
a
.

Θεώρηµα 5.1.3 (Taylor) Υποθέτω ότι η συνάρτηση f (x) =
∑∞

n=0 cnxn
όπου η σειρά συγ-

κλίνει για κάθε |x| < R. Εάν a ∈ (−R, R) τότε η f µπορεί να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά

γύρω από το x = a η οποία συγκλίνει για κάθε x ∈ R µε |x − a| < R − |a|. Επιπλέον για

αυτά τα x ισχύει

f (x) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(x − a)n.

Απόδειξη : Με τη ϐοήθεια του δυωνυµικού αναπτύγµατος έχουµε:

f (x) =
∞∑

n=0

cn

(
(x − a) + a

)n

=
∞∑

n=0

cn

n∑
m=0

(
n

m

)
an−m(x − a)m

=
∞∑

m=0

( ∞∑
n=m

(
n

m

)
cnan−m

)
(x − a)m .
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Στις παραπάνω σχέσεις εκτελέσαµε µιά αλλαγή στη σειρά των αθροισµάτων ως προς n και

ως προς m. Αυτή η δυνατότητα δικαιολογείται από το επόµενο λήµµα (Λήµµα 5.1.4) και

δεδοµένου ότι η σειρά

∞∑
n=0

n∑
m=0

∣∣∣∣cn

(
n

m

)
an−m(x − a)m

∣∣∣∣
συγκλίνει απόλυτα αφού ταυτίζεται µε την

∑∞
n=0 |cn|

(
|x − a| + |a|

)n
, η οποία συγκλίνει

αν |x − a|+ |a| < R. ▲

Λήµµα 5.1.4 Θεωρούµε µια διπλή ακολουθία {ai,j} και υποθέτουµε ότι
∑∞

j=1 |ai,j| = bi ∈
R για i = 1, 2, . . . και ότι η σειρά

∑∞
i=1 bi συγκλίνει. Τότε ισχύει

∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j =
∞∑

j=1

∞∑
i=1

ai,j.

Η απόδειξη αυτού του λήµµατος µπορεί να γίνει και µε πιό απλό τρόπο αλλά εδώ ϑα

ακόλουθήσουµε το όµορφο τέχνασµα που παρουσιάζει ο Walter Rudin στο ϐιβλίο «Αρχές

Μαθηµατικής Αναλύσεως»

Απόδειξη : Ορίζουµε τις συναρτήσεις fi : E → R για i ∈ N, E = {0} ∪ {1, 1
2 , 1

3 , . . .} να

δίνονται από τους τύπους :

fi(0) =
∞∑

j=1

aij και fi

(
1
n

)
=

n∑
j=1

aij.

Είναι ϕανερό ότι κάθε µιά από τις fi είναι συνεχής στο 0. ΄Εστω g(x) =
∑∞

i=1 fi(x) για

κάθε x ∈ E. Παρατηρούµε ότι |fi(1/n)| ≤
∑n

j=1 |aij| ≤ bi και |fi(0)| ≤
∑∞

j=1 |aij| = bi .

Συνεπώς |fi(x)| ≤ bi για κάθε x ∈ E. Επειδή τώρα η
∑∞

i=1 bi συγκλίνει από την υπόθεση,
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έπεται από το Θεώρηµα Weierstraß (Θεώρηµα 4.2.4) ότι η
∑∞

i=1 fi συγκλίνει οµοιόµορφα

στην g. Συνεπώς η g είναι συνεχής συνάρτηση άρα ισχύουν οι ακόλουθες :

∞∑
i=1

∞∑
j=1

aij =
∞∑

i=1

fi(0) = g(0) = lim
n→∞

g
( 1

n

)
= lim

n→∞

∞∑
i=1

fi

( 1
n

)
= lim

n→∞

∞∑
i=1

n∑
j=1

aij = lim
n→∞

∞∑
i=1

(ai1 + ai2 + · · ·+ ain)

= lim
n→∞

( ∞∑
i=1

ai1 +
∞∑

i=1

ai2 + · · ·+
∞∑

i=1

ain

)

= lim
n→∞

n∑
j=1

∞∑
i=1

aij

=
∞∑

j=1

∞∑
i=1

aij.

▲

Ασκήσεις

΄Ασκηση 14. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις ακολουθίες :

(α΄) fn(x) =
x2

(1 + x2)n
, για x ∈ R,

(ϐ΄) fn(x) =
n2x

n2 + nx + 1
, για x ∈ [0, a] όπου a ∈ [0,∞) ∪ {∞},

(γ΄) fn(x) = x
√

n3e−nx2
, για x ∈ R.
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΄Ασκηση 15. ΄Εστω f, fn : A → R και fn ⇒ f . ∆είξτε ότι αν όλες οι fn είναι ϕραγµένες

συναρτήσεις τότε και η f είναι ϕραγµένη συνάρτηση.

΄Ασκηση 16. Ελέξτε ως προς τη σύγκλιση τις ακολουθίες συναρτήσεων:

(α΄) fn(x) = xn(1− x)n
για x ∈ [0, 1],

(ϐ΄)

fn(x) =
{ 1

n αν x = 0 ή x /∈ Q
q + 1

n αν x = p
q ∈ Q, p

q ανάγωγο κλάσµα µε p ∈ Z και q ∈ N.

΄Ασκηση 17. Θεωρούµε τη σειρά συναρτήσεων

f (x) =
∞∑

n=1

1
1 + n2x

.

(α΄) Για ποιά x ∈ R συγκλίνει απολύτως ;

(ϐ΄) Σε ποιά υποδιαστήµατα του R συγκλίνει οµοιόµορφα ;

(γ΄) Είναι η f συνεχής στα σηµεία που συγκλίνει ;

(δ΄) Είναι η f ϕραγµένη ;

΄Ασκηση 18. ∆είξτε ότι η σειρά συναρτήσεων

∞∑
n=1

(−1)n x2 + n

n2
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συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε ϕραγµένο διάστηµα [a, b] αλλά όχι απόλυτα για κανένα

x ∈ R.

΄Ασκηση 19. ΄Εστω fn(x) = x/(1+nx2) µε x ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχει συνάρτηση f ορισµένη

στο R ώστε fn ⇒ f και f ′(x) = lim f ′n(x) για κάθε x ακριβώς στο R \ {0}.

΄Ασκηση 20. ΄Εστω ακολουθία συνεχών συναρτήσεων fn στο R και συνάρτηση f στο R ώστε

fn ⇒ f . ∆είξτε ότι αν xn , x ∈ R και xn → x τότε fn(xn) → f (x).

΄Ασκηση 21. Αποδείξτε ότι η σειρά

∞∑
n=1

(−1)n

√
n

sin
(
1 +

x

n

)
συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάθε διάστηµα [−A, A] για κάθε A ∈ R.
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