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Βιογραφικό Σηµείωµα

Ο Στυλιανός Κ. Πηχωρίδης γεννήθηκε στην Αθήνα
στις 18 Οκτωβρίου 1940. Το 1963 πήρε το δίπλωµα του
Ηλεκτρολόγου Μηχανικού από το εµπ. Από το 1968
µέχρι το 1971 έκανε µεταπτυχιακές σπουδές στο Τµήµα
Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου του Σικάγου, όπου και
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στο οποίο όµως παρέµεινε µόνο κατά το ακαδηµαϊκό έτος 1991–1992.
Κατά την διάρκεια της ακαδηµαϊκής σταδιοδροµίας του δίδαξε ως επισκέ-

πτης καθηγητής σε διάφορα πανεπιστήµια της Γαλλίας και των ηπα.
Το κύριο ερευνητικό του έργου αφορά την κλασική αρµονική ανάλυση και

ιδιαίτερα τα τριγωνοµετρικά πολυώνυµα και την συζυγή συνάρτηση.
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Σηµείωµα των επιµελητών

Το 2002 στο Τµήµα Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αιγαίου δόθηκε το
µάθηµα LATEX και Postscript. Μετά από συνεννόηση µε την Χρυσάνθη Πηχω-
ρίδου (αδερφή του Στέλιου Πηχωρίδη) επιλέξαµε να δώσουµε στους φοιτητές
για εξάσκηση την αντιγραφή των σηµειώσεων στον Απειροστικό Λογισµό του
Στέλιου Πηχωρίδη. Συνεργάστηκαν πολλοί φοιτητές και γράφτηκε το µεγαλύ-
τερο µέρος του κειµένου.
Από εκείνο το σηµείο έπρεπε να γίνουν διάφορα πράγµατα:

• να διορθωθεί ο κώδικας που είχαν γράψει οι φοιτητές ο οποίος, όπως
ήταν φυσικό, είχε πολλά TEXνικά λάθη,

• να συµπληρωθούν όσα κοµµάτια δεν είχαν αντιγραφεί,

• να κατασκευαστούν τα σχήµατα σε ηλεκτρονική µορφή,

• να σχεδιαστεί (TEXνικά) η παρούσα έκδοση,

• να κατασκευαστεί η γραµµατοσειρά που θα χρησιµοποιούσαµε,

• να γίνει αντιπαραβολή του κειµένου µε το πρωτότυπο.
Τα δυο τελευταία αποτελούσαν και το δυσκολότερο µέρος του εγχειρήµα-

τος.
Η αντιπαραβολή έγινε γραµµή-γραµµή µε το πρωτότυπο κείµενο όπως αυ-

τό εµφανίζεται στην πρώτη χειρόγραφη έκδοση από τις Εκδόσεις Σύγχρονη
Εποχή. Γλωσσικές αλλαγές δεν έγιναν. Έγιναν όµως αλλαγές που σχετίζονται
µε την ορθογραφία και το συντακτικό καθώς και αλλαγή των περισσοτέρων
συντµήσεων σε πλήρεις εκφράσεις («για παράδειγµα» αντί για «π.χ.», κ.λπ.).
Έγιναν επίσης µερικές (λίγες) επεµβάσεις στο µαθηµατικό περιεχόµενο του

βιβλίου. Συγκεκριµένα όσα (προφανή) λάθη εντοπίσαµε κατά την αντιπαραβολή
µε το πρωτότυπο τα διορθώσαµε. Για παράδειγµα, στο κεφάλαιο 7 ο ορισµός
του πεπερασµένου συνόλου δεν ήταν σωστός. Το πρωτότυπο έγραφε ότι ένα
σύνολο είναι πεπερασµένο αν είναι σε ένα προς ένα και επί αντιστοιχία µε το
σύνολο των φυσικών αριθµών (δες πρωτότυπο).
Όταν ο Στέλιος Πηχωρίδης σταµάτησε τη δακτυλογράφηση των σηµειώσεών

του, εµφανίστηκε στο Τµήµα Μαθηµατικών της Κρήτης ο πρώτος ίσως υπο-
λογιστής στην Ελλάδα που έτρεχε το πρόγραµµα TEX µε µερική (αλλά σε
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Σηµείωµα των επιµελητών

ικανοποιητικό βαθµό) υποστήριξη για τα ελληνικά. Το µηχάνηµα, ένα vms,
ονοµαζόταν Τάλως και οι χρήστες εργαζόταν σε αυτό µέσω των λεγόµενων
«dummy terminals». Για τα αγγλικά το TEX χρησιµοποιούσε τις γραµµατοσει-
ρές του Knuth αλλά για τα ελληνικά είχε µια πολύ ιδιαίτερη γραµµατοσειρά.
Το µηχάνηµα, και η εγκατάσταση του TEX που είχε, ήταν σε χρήση µέχρι το
1998, οπότε και αποσύρθηκε. Σε αυτό το µηχάνηµα, µε την ιδιαίτερη εκείνη
γραµµατοσειρά για τα ελληνικά, γράφτηκαν πολλές εργασίες (για παράδειγµα
φοιτητών) όπως και σηµειώσεις από τους διδάσκοντες. Είµαστε σίγουροι πως
πολλοί συνάδελφοι έχουν ακόµα εκτυπώσεις από τον Τάλω.
Για ιστορικούς λόγους λοιπόν αποφασίσαµε τις σηµειώσεις του Στέλιου Πη-

χωρίδη να τις αναπαραγάγουµε µε εκείνη τη γραµµατοσειρά. Η γραµµατοσει-
ρά αυτή έχει χαθεί. Έτσι έπρεπε να επανασχεδιαστεί από την αρχή µε βάση
εκτυπώσεις από τον Τάλω που είχαµε κρατήσει. Εκτός όµως από την µερι-
κή υποστήριξη που παρείχε, της προσθέσαµε διάφορα πράγµατα που έλλειπαν,
όπως τονισµένα κεφαλαία, πεζοκεφαλαία κ.α.
Οι σηµειώσεις του Στέλιου Πηχωρίδη χρησιµοποιήθηκαν για αρκετά χρόνια

στο Τµήµα Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Κρήτης, για την διδασκαλία του
µαθήµατος του Απειροστικού Λογισµού, και µια ολόκληρη γενιά αποφοίτων του
Πανεπιστηµίου Κρήτης, είχαν µια πρώτη επαφή µε την αυστηρή Ανάλυση, µέσα
από τις σελίδες αυτών των σηµειώσεων.
Σήµερα λοιπόν παρουσιάζουµε αυτό το κείµενο όπως νοµίζουµε ότι θα το

είχε παρουσιάσει εκείνος αν ζούσε και µετέφερε τα αρχεία του στον Τάλω.
Ελπίζουµε ότι εκτός από την, ιδιότυπη ίσως, απόδοση τιµής στη µνήµη του,
οι σηµειώσεις αυτές στην νέα, και ίσως πιο ελκυστική µορφή τους, θα αποτε-
λέσουν ουσιαστικό βοήθηµα για τους νεώτερους µαθηµατικούς.

Αριστείδης Κοντογεώργης
Αντώνης Τσολοµύτης Καρλόβασι, Σάµος 2006.
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Σηµείωµα των επιµελητών της πρώτης
έκδοσης1

Ο Στέλιος Πηχωρίδης (1940–1992) ήλθε στο Πανεπιστήµιο Κρήτης το 1983.
Υπήρξε καθηγητής του Μαθηµατικού τµήµατος, στο οποίο δίδασκε κάθε εξά-
µηνο και από ένα διαφορετικό µάθηµα.

Για πολλά από αυτά τα µαθήµατα ( και ιδιαίτερα για τα µαθήµατα της Ανά-
λυσης) έγραψε διδακτικές σηµειώσεις, µερικές από τις οποίες χρησιµοποιούνται
ακόµη από άλλους διδάσκοντες, αλλά όχι συστηµατικά. Εξαίρεση αποτελούν
οι «πρόχειρες σηµειώσεις» που έγραψε ο Στέλιος την άνοιξη του 1985 για το
µάθηµα «Απειροστικός Λογισµός Ι» και καθιερώθηκαν από τότε ως ένα από τα
βασικά βοηθήµατα των πρωτοετών φοιτητών τόσο του Μαθηµατικού Τµήµατος,
όσο και του τµήµατος της Επιστήµης των Υπολογιστών του Πανεπιστηµίου
Κρήτης. Μάλιστα, από όσο γνωρίζουµε, τις ίδιες σηµειώσεις χρησιµοποιούν και
στο Μαθηµατικό Τµήµα του Πανεπιστηµίου Κύπρου.

Ας τονίσουµε, όµως, εδώ ότι και ο ίδιος ο Στέλιος τις σηµειώσεις αυτές
τις φρόντισε ιδιαίτερα από την αρχή. Μ’ αυτό εννοούµε ότι είναι οι µόνες
σηµειώσεις του, για τις οποίες θέλησε να αντικαταστήσει το αρχικό του χειρό-
γραφο µε ένα πιο ευπαρουσίαστο κείµενο (ο ίδιος δεν θεωρούσε τα γράµµατα
του ευανάγνωστα και ο αναγνώστης µπορεί να κρίνει µόνος του από µερικές
ασκήσεις που, εκ των υστέρων, πρόσθεσε ο Στέλιος σε κάποια κεφάλαια).

Έτσι άρχισε να δακτυλογραφεί µόνος του τα χειρόγραφα, αλλά οι δυσκολίες
που συνάντησε τον ανάγκασαν, µετά τις 29 πρώτες σελίδες να σταµατήσει.

Το υπόλοιπο κείµενο γράφτηκε από τη Γιάννα Κυρέζη, υποψήφια φοιτήτρια
τότε του Μαθηµατικού Τµήµατος, η οποία αντέγραψε µε τον ωραίο γραφικό
χαρακτήρα τις ιδιόχειρες σηµειώσεις του Στέλιου.

Παρά την επιµέλεια, όµως, και την φροντίδα µε την οποία ο Στέλιος ετοί-
µαζε τις σηµειώσεις του, ουδέποτε συµφώνησε να εκδώσει σε βιβλίο κάποιες
από αυτές. Η απάντηση του στις προτροπές πολλών συναδέλφων του ήταν
πάντοτε η εξής: «Αυτές δεν είναι ούτε καν σηµειώσεις. Είναι πρόχειρες ση-
µειώσεις. Είναι γραµµένες αναγκαστικά σε πολύ µικρό χρονικό διάστηµα και
ακολουθούν υποχρεωτικά το περιεχόµενο και τους στόχους, που την στιγµή αυ-
τή πρόβλεπε ο Οδηγός Σπουδών µας. Αν κάποτε έχω τον χρόνο και αποφασίσω

1Εκδόσεις Σύγχρονη Εποχή, 1996
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Σηµείωµα των επιµελητών της πρώτης έκδοσης

να γράψω ένα βιβλίο για παράδειγµα για τον Απειροστικό Λογισµό, δεν είµαι
καθόλου σίγουρος ότι θα µοιάζει και πολύ µε τις τωρινές µου σηµειώσεις»
∆υστυχώς, η ζωή δεν έδωσε στον Στέλιο την ευκαιρία αυτή. Μας έµειναν

µόνο οι «πρόχειρες σηµειώσεις» του.
Έτσι, στην Ηµερίδα που διοργάνωσε το Μαθηµατικό τµήµα του Πανεπι-

στηµίου Κρήτης, στις 7 Μαΐου 1993, στην µνήµη του Στέλιου, διατυπώθηκε
από πολλούς η άποψη να εκδοθούν σε βιβλίο τουλάχιστον οι σηµειώσεις του
Απειροστικού Λογισµού.
Όλοι συµφώνησαν για µια τέτοια έκδοση και µάλιστα έδωσαν στον Μανόλη

Κατσοπρινάκη αρκετές παρατηρήσεις τους, για κάποιες παραλήψεις, αβλεψίες
και διευκρινίσεις που κατά την γνώµη τους έπρεπε να µπουν στο κείµενο.
Με αυτό τον τρόπο, όµως, µαζεύτηκαν (εκτός από κάποιες ουσιαστικές

διορθώσεις, που έπρεπε να γίνουν και τις περισσότερες από τις οποίες τις γνώ-
ριζε ήδη και ο Στέλιος) από την µία αρκετές ακόµα επεξηγήσεις και λεπτοµέ-
ρειες, και από την άλλη ένας µεγάλος αριθµός ασκήσεων, που η ενσωµάτωσή
τους µέσα στο κείµενο θα άλλαζε αρκετά το ύφος του συγγραφέα.
Για τον λόγω αυτό αποφασίσαµε να εκδοθεί τώρα το πρωτότυπο κείµενο,

αφού κάναµε µόνο µερικές απαραίτητες διορθώσεις σε αυτό, µε τέτοιο τρόπο
ώστε να µπορεί να διαβαστεί και ταυτόχρονα να φαίνονται τα σηµεία όπου
έγιναν οι διορθώσεις. Για διευκόλυνση του αναγνώστη προσθέσαµε περιεχόµενα
µε βάση τους τίτλους του κειµένου. Έτσι, παραδίνουµε στον καλοπροαίρετο
αναγνώστη φωτογραφική µεταφορά του πρωτοτύπου κειµένου, ελπίζοντας να
µας συγχωρέσει για όσες άλλες διορθώσεις διαπιστώσει ότι δεν κάναµε. Ο ίδιος
ο Στέλιος έβαζε πρώτη άσκηση στους φοιτητές του να του βρουν όσο γίνεται
περισσότερα σφάλµατα («λάθη», όπως έλεγε) στις σηµειώσεις του.
Μια τέτοια έκδοση, χωρίς ιδιαίτερα πολλές µεταβολές και αλλοιώσεις του

αρχικού κειµένου, ανταποκρίνεται και σε επιθυµία της αδελφής του Στέλιου,
Χρυσάνθης Πηχωρίδου, η οποία και ανέλαβε να την προωθήσει. Ας ευχηθούµε
ότι µελλοντικά θα παρουσιαστεί µια έκδοση βελτιωµένη και επιµεληµένη, σύµ-
φωνα µε τις παρατηρήσεις των συναδέλφων που δίδαξαν αυτές τις σηµειώσεις.

∆εκέµβριος 1995
Οι µαθητές του Στέλιου Πηχωρίδη

Μανόλης Κατσοπρινάκης και Σταύρος Παπαδόπουλος
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Εισαγωγή

Σκοπός του µέρους του Απειροστικού Λογισµού µε το οποίο θα ασχοληθούµε
είναι η µελέτη ορισµένων βασικών ιδιοτήτων των πραγµατικών συναρτήσεων
µιας πραγµατικής µεταβλητής.

Στους περισσότερους κλάδους των Μαθηµατικών αρχίζουµε µε τη µελέτη
ενός βασικού συνόλου, τα στοιχεία του οποίου ικανοποιούν κάποιες θεµελιώδεις
σχέσεις, τις οποίες δεχόµαστε αξιωµατικά. Στη συνέχεια προχωρούµε στη µελέτη
συναρτήσεων οι οποίες ορίζονται σε κατάλληλα υποσύνολα του βασικού αυτού
συνόλου. Στον Απειροστικό Λογισµό το βασικό σύνολο είναι το σύνολο R των
πραγµατικών αριθµών.

Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνουµε δύο παρατηρήσεις :

(i) Ιστορικά η ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού, καθώς και των περισ-
σοτέρων άλλων κλάδων των Μαθηµατικών, δεν έγινε µε αυτό τον τρόπο.
Αν και η αξιωµατική µέθοδος στα Μαθηµατικά πρωτοεµφανίστηκε από
τους κλασσικούς χρόνους (και παρέµεινε σαν µέθοδος στα Μαθηµατικά
ουσιαστικά µοναδική),η «αξιωµατικοποίηση» του Απειροστικού Λογισµού
επιτεύχθηκε µόλις στο τέλος του περασµένου αιώνα.

(ii) Τόσο το βασικό σύνολο όσο και οι κλάσεις συναρτήσεων που µελε-
τάµε στους διάφορους κλάδους των Μαθηµατικών µέχρι σήµερα, έχουν
άµεση σχέση τόσο µε άλλους κλάδους των Μαθηµατικών όσο και µε
άλλες επιστήµες. Π.χ. τα πρώτα ίχνη του Απειροστικού Λογισµού στην
κλασσική εποχή ήταν άµεσα συνδεδεµένα µε τη Γεωµετρία (µήκος περι-
φέρειας, εµβαδά και όγκοι γεωµετρικών σχηµάτων κ.λ.π.) Η σηµαντική
ανάπτυξη που γνώρισε ο κλάδος µετά την Αναγέννηση υπαγορεύτηκε
σε πολύ µεγάλο βαθµό από ανάγκες Φυσικών Επιστηµών (Αστρονοµία,
Μηχανική,. . .).

∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι ο Απειροστικός Λογισµός αποτελεί ένα από τα
σηµαντικότερα επιστηµονικά επιτεύγµατα του ανθρώπου. Ξεκινώντας από διαι-
σθητικά απλές και γενικά παραδεκτές αρχές, πετυχαίνει µια σύνθεση που προ-
καλεί θαυµασµό τόσο για τη λογική ενότητά της όσο και για τον πλούτο των
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Εισαγωγή

αποτελεσµάτων της. Οι εφαρµογές του και η αλληλεπίδραση µε άλλους κλά-
δους της επιστήµης, σε ολοένα και αυξανόµενο ρυθµό, είναι αναρίθµητες και
αναντικατάστατες.
Είναι απολύτως απαραίτητο να κατανοήσει ο νεοεισαγόµενος στο θέµα και

τις δύο αυτές όψεις της θεωρίας. Η κάθε µία, όσο σηµαντική και ενδιαφέρου-
σα και να είναι, µόνη της οδηγεί είτε σε ένα όµορφο, αλλά ίσως άχρηστο
κοµψοτέχνηµα, ή σε ένα απέραντο δάσος από λογικά σωστούς, και ίσως απο-
κρουστικούς, τύπους, που η µόνη σηµασία τους θα είναι ότι είναι «αναγκαίο
κακό».
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1K E F A L A I O
Οι πραγµατικοί αριθµοί

1.1 Η γεωµετρική παράσταση

Θεωρούµε δύο διαφορετικά σηµεία O και E, το E δεξιά του O, πάνω σε µια
ευθεία X ′X . Μπορούµε να θεωρήσουµε τους πραγµατικούς αριθµούς σαν τα
σηµεία αυτής της ευθείας. Η διαισθητική εικόνα που έχουµε στο µυαλό µας
είναι να αντιστοιχίσουµε σε κάθε σηµείο M της X ′X την απόσταση του M
από το O, αν το M βρίσκεται δεξιά από το O (Σχήµα 1.1) και πάρουµε το
OE για µονάδα.

x
′

xN 0 E M

Σχήµα 1.1

Έτσι, για παράδειγµα, το M αντιστοιχεί (προσεγγιστικά) στον αριθµό 2,5
και το N στον −0,5.

1.2 Φυσικοί, ακέραιοι, ρητοί αριθµοί

Η µελέτη των πραγµατικών αριθµών αρχίζει συνήθως µε το σύνολο N των
φυσικών αριθµών 1, 2, 3, 4, . . . Το άθροισµα και το γινόµενο δύο φυσικών
είναι πάντοτε ένας φυσικός αριθµός. Αν στους φυσικούς επισυνάψουµε το 0
και τους αντίθετούς τους, παίρνουµε το σύνολο Z των ακεραίων αριθµών 0, ±1,
±2, . . . Το άθροισµα, το γινόµενο και (κατά αντίθεση προς τους φυσικούς) η
διαφορά δύο ακεραίων είναι πάντοτε ένας ακέραιος αριθµός. Αν στους ακεραί-
ους επισυνάψουµε και όλα τα κλάσµατα m/n, όπου m, n ακέραιοι και n 6= 0,



1. Οι πραγµατικοί αριθµοί

τότε παίρνουµε το σύνολο Q των ρητών αριθµών. Εκτός του αθροίσµατος, του
γινοµένου και της διαφοράς τώρα και το πηλίκο (κατά αντίθεση προς τους
ακεραίους) δύο ρητών q/r, όπου r 6= 0, είναι πάντοτε ρητός αριθµός.
Απλές γεωµετρικές κατασκευές στο επίπεδο δίνουν τη γεωµετρική παρά-

σταση των ρητών αριθµών. Στο Σχήµα 1.2, για παράδειγµα, βλέπουµε την
κατασκευή του ρητού 2/3 (σηµείο Λ).

x′ xO Λ E

Ξ

N
M

Σχήµα 1.2

1.3 Άρρητοι αριθµοί

Ήδη από την αρχαιότητα ανακαλύφτηκαν πραγµατικοί αριθµοί οι οποίοι δεν
είναι ρητοί. Για παράδειγµα, το µήκος της διαγωνίου ενός τετραγώνου µε πλευρά
1 δεν είναι ρητός αριθµός.
Η πολύ ωραία απόδειξη αυτού του θεωρήµατος είναι γνωστή από τους

κλασσικούς χρόνους και έχει ως εξής :
Αν γράψουµε x για το µήκος της διαγωνίου, τότε θα έχουµε (Πυθαγόρειο

θεώρηµα)
x2 = 12 + 12 = 2.

Ας υποθέσουµε λοιπόν, για να οδηγηθούµε σε άτοπο, ότι ο x είναι ρητός,
δηλαδή x = m/n όπου m, n ακέραιοι µε n 6= 0. Απλοποιώντας, αν χρειαστεί,
το κλάσµα m/n µπορούµε ακόµη να υποθέσουµε ότι «οι m και n δεν είναι
και οι δύο ζυγοί». Θα έχουµε λοιπόν

2 = m2/n2 ή m2 = 2n2

και εποµένως ο m2, άρα και ο m, είναι ζυγός, δηλαδή m = 2m1 για κάποιο
ακέραιο m1. Τότε όµως

2n2 = 4m2
1 ή n2 = 2m2

1

και εποµένως ο n2, άρα και ο n, είναι ζυγός. Φτάσαµε λοιπόν σε άτοπο και
έτσι συµπεραίνουµε ότι ο x δεν είναι ρητός.
Οι πραγµατικοί αριθµοί οι οποίοι δεν είναι ρητοί λέγονται άρρητοι.
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1.4 Ένα αξιωµατικό σύστηµα για τους πραγµατικούς αριθµούς

Το σύνολο όλων των πραγµατικών, ρητών και αρρήτων, θα συµβολίζουµε
µε το γράµµα R. Από τα όσα είπαµε µέχρι τώρα γίνεται φανερό ότι

N $ Z $ Q $ R.

Μόνο η σχέση Q 6= R δεν είναι τετριµµένη. Είναι όµως άµεση συνέπεια της
προηγούµενης πρότασης.

1.4 Ένα αξιωµατικό σύστηµα για τους πραγµατικούς
αριθµούς

Ένας τρόπος αυστηρής εισαγωγής των πραγµατικών αριθµών θα ήταν να δώ-
σουµε ένα αξιωµατικό χαρακτηρισµό των φυσικών αριθµών (για παράδειγµα,
µε τα λεγόµενα αξιώµατα του Peano) και, στη συνέχεια, να δώσουµε µια
ακριβή έννοια στις διαδοχικές επισυνάψεις νέων στοιχείων που αναφέραµε στις
προηγούµενες παραγράφους. Θα µπορούσαµε, για παράδειγµα, να ορίσουµε
τους ακεραίους σαν διατεταγµένα ζεύγη φυσικών (m, n) µαζί µε κατάλληλους
νόµους για ισότητα, πρόσθεση και πολλαπλασιασµό ακεραίων.
Στο µυαλό µας φυσικά θα έχουµε την αντιστοίχηση του (m, n) µε τον

ακέραιο m − n και εποµένως θα ορίζαµε : (m, n) = (m′, n′) αν και µόνο
αν m + n′ = n + m′, (m, n) + (m′, n′) = (m + m′, n + n′), (m, n)(m′, n′) =
(mm′ + nn′, mn′ + nm′).
∆εν θα ακολουθήσουµε αυτήν την «κατασκευαστική» πορεία, παρά το µε-

γάλο ενδιαφέρον που παρουσιάζει, αλλά θα θεωρήσουµε τους πραγµατικούς α-
ριθµούς σαν ένα µη κενό σύνολο R µε τις εξής χαρακτηριστικές ιδιότητες:

(α) Το R είναι διατεταγµένο σώµα.

(β) Κάθε µη κενό και φραγµένο προς τα πάνω υποσύνολο του R έχει άνω πέρας
(αξίωµα συνέχειας).

Οφείλουµε βέβαια να επεξηγήσουµε τους όρους που εµφανίζονται στον
παραπάνω χαρακτηρισµό των πραγµατικών αριθµών.
∆ιατεταγµένο σώµα. Η ιδιότητα (α) εκφράζει συνοπτικά ότι οι συνήθεις

πράξεις (πρόσθεση, πολλαπλασιασµός, ύπαρξη 0, 1, ύπαρξη αντιθέτου και αν-
τιστρόφου) καθώς και η σχέση διατάξεως α ≦ β είναι ορισµένες στο R και
έχουν τις ιδιότητες που περιµένουµε. Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης είναι εξοι-
κειωµένος µε αυτές τις ιδιότητες και γι’ αυτό δεν τις επαναλαµβάνουµε εδώ.
(βλέπε 7.1)
Αξίωµα συνέχειας. Πρέπει να εξηγήσουµε τους όρους «φραγµένο προς τα

πάνω» και «άνω πέρας».
Ένα υποσύνολο A του R λέγεται φραγµένο προς τα πάνω, αν υπάρχουν α ∈ R

ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει, x ≦ α. Κάθε τέτοιο α λέγεται «άνω φράγµα»
του A.
Άνω πέρας ή supremum ενός προς τα πάνω φραγµένου συνόλου A λέγεται

ένα άνω φράγµα α του A το οποίο έχει την ιδιότητα : α ≦ α′ για κάθε άνω
φράγµα α′ του A (συµβολισµός: α = supA).

–3–



1. Οι πραγµατικοί αριθµοί

Είναι φανερό ότι το άνω πέρας, αν υπάρχει, είναι µοναδικό. Πραγµατικά αν
α, α′ είναι άνω πέρατα ενός συνόλου (A ⊆ R) τότε α ≦ α′ και α′ ≦ α
δηλαδή α = α′.
Το αξίωµα της συνέχειας λέει, ότι για κάθε φραγµένο προς τα πάνω και

µη κενό υποσύνολο των πραγµατικών A, το sup A υπάρχει (στο R). Όπως
θα γίνει φανερό από τα παραδείγµατα που ακολουθούν η ιδιότητα αυτή δεν
ισχύει αν αντικαταστήσουµε το R µε το Q.

Παραδείγµατα: Εξετάζουµε τα σύνολα

A = {0, 1, 3},
B = {x : x < 0}
Γ = {x ∈ R : x > 0x2 < 2},
∆ = {x ∈ R : x > 0x2 ≤ 2},
E = {x ∈ Z : x διαιρείται µε το 3}

Τα A, B, Γ, ∆ είναι φραγµένα προς τα πάνω. Για A, B, για παράδειγµα,
ο αριθµός 3 είναι ένα φράγµα τους (τετριµµένο). Επίσης τετριµµένο είναι να
δούµε ότι sup A = 3.
Τα Γ και ∆ είναι επίσης φραγµένα προς τα πάνω. Επειδή προφανώς Γ ⊆ ∆

αρκεί να δείξουµε ότι το ∆ είναι φραγµένο προς τα πάνω (και µάλιστα κάθε
άνω φράγµα του ∆ είναι και άνω φράγµα του Γ· γιατί;) Ισχυρίζοµαι πράγµατι
ότι, για παράδειγµα, το 2 είναι άνω φράγµα του ∆. Έστω πραγµατικά x ∈ ∆
πρέπει να δείξω ότι x ≤ 2. Αν όµως x > 2, τότε x2 > 4 και έτσι αποκλείεται
το x να ανήκει στο ∆, διότι τότε x2 ≤ 2 < 4 < x2.
Το αξίωµα της συνέχειας µας εξασφαλίζει ότι υπάρχουν τα sup A(= 3),

sup B, sup Γ, sup ∆.
Είναι εύκολο να δούµε ότι sup B = 0. Πραγµατικά αν x ∈ B , τότε x ≤ 0

άρα το 0 είναι άνω φράγµα του B.
Αν a ένα άλλο άνω φράγµα του B, τότε αποκλείεται a < 0 (διότι τότε

a/2 < 0, άρα και a/2 ∈ B, και θα έπρεπε a/2 < a, οπότε (αφού a < 0)
και 1/2 > 1 , που φυσικά είναι άτοπο) . Συνάγουµε λοιπόν ότι 0 ≤ a που
αποδεικνύει τον ισχυρισµό µας .

Παρατήρηση 1.4.1 Τα παραδείγµατα A, B δείχνουν ότι το sup ενός συνόλου
µπορεί να ανήκει (περίπτωση συνόλου A) ή να µην ανήκει (περίπτωση συνόλου
B) στο θεωρούµενο σύνολο.

Είναι φανερό ότι Γ 6= ∅ (για παράδειγµα, 1 ∈ Γ) άρα, από το αξίωµα της
συνέχειας, υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός x ώστε x = sup Γ.
Ισχυρισµός: x2 = 2 και x > 0.
Ο ισχυρισµός δείχνει ότι υπάρχει (στο R) η «θετική τετραγωνική ρίζα του

2», ενώ γνωρίζουµε ότι δεν υπάρχει στο Q.

Απόδειξη. Για την απόδειξη αρκεί να δείξουµε ότι και οι δύο υποθέσεις
x2 < 2 και x2 > 2 οδηγούν σε άτοπο. Είναι προφανές ότι x > 0.
Έστω πρώτα x2 < 2. Θα δείξω ότι υπάρχει ε µε 0 < ε ≤ 1 ώστε x+ ε ∈ Γ,

το οποίο προφανώς αντιφάσκει µε το ότι το x είναι το sup Γ (και άρα άνω
φράγµα του Γ). Αρκεί λοιπόν να διαλέξω το ε ώστε
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1.4 Ένα αξιωµατικό σύστηµα για τους πραγµατικούς αριθµούς

(x + ε)2 = x2 + 2εx + ε2 < 2 και 0 < ε ≤ 1,

δηλαδή
ε(2x + ε) < 2 − x2 και 0 < ε ≤ 1.

Αρκεί, για παράδειγµα, να πάρω

ε = min

{
1,

1

2
,
2 − x2

2x + 1

}

(min {a, b} σηµαίνει τον πιο µικρό από τους a, b αν a 6= b, και τον a αν a = b
. Ανάλογα ορίζεται το max{a, b}).
Άσκηση: min{a, b} = a+b−|a−b|

2 , max{a, b} = a+b+|a−b|
2 .

Πράγµατι µε αυτή την επιλογή του ε και επειδή υποθέσαµε x2 < 2 θα
έχουµε 0 < ε ≤ 1 και

ε(2x + ε) ≤ ε(2x + 1) ≤ 1

2

2 − x2

2x + 1
(2x + 1) < 2 − x2.

Έστω τώρα x2 > 2. Θα δείξω τώρα, για να φτάσω πάλι σε άτοπο, ότι
υπάρχει ε > 0 ώστε x−ε είναι άνω φράγµα του Γ. Αρκεί λοιπόν να διαλέξουµε
το ε > 0 έτσι ώστε x − ε > 0 και (x − ε)2 > 2, διότι τότε για κάθε y ∈ Γ θα
έχουµε y2 < 2 < (x − ε)2, δηλαδή y < x − ε.
Θέλω λοιπόν να βρω ε > 0 ώστε 0 < ε < x και x2 − 2εx + ε2 > 2. Αρκεί,

για παράδειγµα, να πάρω ε = x2−2
2x (γιατί;).

Όπως και στην περίπτωση Γ το sup ∆ υπάρχει και µάλιστα sup Γ ≤ sup ∆.
Αν τώρα y ∈ ∆, τότε y2 < 2 ή y2 = 2. Στην πρώτη περίπτωση y ∈ Γ και
άρα y ≤ sup Γ και στη δεύτερη y = sup Γ, δηλαδή y ≤ sup Γ. Και στις
δύο περιπτώσεις λοιπόν συνάγουµε ότι το sup Γ είναι άνω φράγµα του ∆,
εποµένως sup ∆ ≤ supΓ. Τελικά λοιπόν sup Γ = sup ∆.
Ας εξετάσουµε τέλος το σύνολο E. Είναι διαισθητικά φανερό ότι το E

δεν είναι φραγµένο προς τα πάνω. Πρέπει να το δείξουµε βασιζόµενοι στα
αξιώµατα πραγµατικών a και b µόνο.
Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι E = {3k : k ∈ Z}. Ας υποθέσουµε ότι το E

είναι φραγµένο. Επειδή το E είναι προφανώς µη κενό (για παράδειγµα, 3 ∈ E)
θα υπάρχει το sup E, έστω b = sup E. Τότε όµως b−1 < b και άρα θα υπάρχει
στοιχείο του E που είναι µεγαλύτερο του b − 1, δηλαδή θα υπάρχει k ∈ Z
ώστε 3k > b− 1. Συνάγουµε ότι 3(k + 1) = 3k + 3 > b − 1 + 3 = b + 2 > b και
3(k + 1) ∈ E, που είναι φυσικά άτοπο (γιατί βρήκαµε στοιχείο του E γνήσια
µεγαλύτερο από το sup E).

Παρατήρηση 1.4.2 Για µη κενά σύνολα A που δεν είναι φραγµένα προς τα
πάνω γράφουµε sup A = +∞ (Το σύµβολο +∞ διαβάζεται «συν άπειρο». Θα
το συναντάµε συχνά στη συνέχεια).

Θα δούµε τώρα µια διαισθητικά φανερή και πολύ σηµαντική ιδιότητα των
πραγµατικών.
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1. Οι πραγµατικοί αριθµοί

Αν ε τυχαίος θετικός πραγµατικός αριθµός και a ένας άλλος πραγµατικός τότε
υπάρχει ένας φυσικός n ώστε nε > a
Συνήθως εκφράζουµε την ιδιότητα αυτή λέγοντας «το σώµα των πραγ-

µατικών R είναι Αρχιµήδεια διατεταγµένο». Η απόδειξη είναι άµεση συνέπεια
του αξιώµατος της συνέχειας και ουσιαστικά τη δώσαµε στο παραπάνω πα-
ράδειγµα E. Πραγµατικά, αν δεν υπάρχει τέτοιο n ∈ N, τότε το σύνολο
A = {nε : n ∈ N} θα είναι φραγµένο προς τα πάνω και (προφανώς) µη κενό.
Θα υπάρχει εποµένως το sup A, έστω sup A = b. Επειδή b − ε < b, θα υπάρχει
ένα στοιχείο mε, m ∈ N , του A ώστε b− ε < mε, δηλαδή b < (m+1)ε. Αλλά
(m + 1)ε ∈ A και φτάσαµε σε άτοπο.

Παρατήρηση 1.4.3 Μπορεί να δειχτεί ότι υπάρχουν διατεταγµένα σώµατα στα
οποία δεν ισχύει η ιδιότητα αυτή. Εποµένως η ισχύς της στους πραγµατικούς
αριθµούς εξαρτάται ουσιαστικά από το αξίωµα της συνέχειας (βλέπε 7.1).

Είναι ιστορικά ενδιαφέρον να σηµειώσουµε εδώ ότι η παραπάνω πρόταση
αναφέρεται µε θαυµαστή σαφήνεια από τον Αρχιµήδη στο έργο του «Τετρα-
γωνισµός της ορθογωνίου κώνου τοµής (παραβολής)» όπου και διαβλέπει, σε
µια εποχή που κάθε άλλο παρά ξεκαθαρισµένη ήταν η έννοια του πραγµατι-
κού αριθµού, την ανάγκη να υποθέσει την ιδιότητα αυτή αξιωµατικά. Γράφει
µεταξύ άλλων

symbainei de tOn proeirhmenOn TeOrhmatOn

ekaston mhdenos hsson tOn aney toytoy

toy lhmmatos apodedeigmenOn pepisteyke

nai arkei de es tanomoianpistin toytois anag

menOn tOn yf amOn ekdidomenOn

(. . . πιστεύεται δε ότι έκαστον των ανωτέρω θεωρηµάτων δεν υστερεί των
θεωρηµάτων, τα οποία απεδείχθησαν χωρίς τη βοήθειαν του λήµµατος τούτου,
µου είναι δε αρκετόν, εάν τα υπ’ εµού ευρεθέντα θεωρήµατα έχουν τον αυτόν
βαθµόν αληθείας, όπως τα ανωτέρω αναφερόµενα. . . (Ε.Σ. Σταµάτη: Αρχιµήδους
τετραγωνισµός παραβολής).)
Τελείως ανάλογα µε τον ορισµό των φραγµένων προς τα πάνω συνόλων

και του supremum ορίζονται τα φραγµένα προς τα κάτω σύνολα και το
infimum (κάτω πέρας), το οποίο συµβολίζουµε inf. Πιο συγκεκριµένα αν A ⊆
R και για κάθε x ∈ A, a ≤ x, τότε το a λέγεται κάτω φράγµα του A. Το inf A
είναι ένα κάτω φράγµα µεγαλύτερο ή ίσο από κάθε άλλο κάτω φράγµα. Αν
γράψουµε −A για το σύνολο {x : −x ∈ A}, τότε είναι τετριµµένο να δούµε
ότι inf A = − sup(−A), απ’ όπου συνάγουµε άµεσα το θεώρηµα (όχι αξίωµα!):

Θεώρηµα 1.4.4 Κάθε µη κενό φραγµένο προς τα κάτω σύνολο έχει κάτω πέρας.

1.5 Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι για κάθε θετικό αριθµό m υπάρχει ακριβώς µία θετική τε-
τραγωνική ρίζα του, δηλαδή ακριβώς ένας θετικός αριθµός m ώστε
(
√

m)2 = m.
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1.5 Ασκήσεις

2. Είναι ο αριθµός
√

2 +
√

3 ρητός; Ίδια ερώτηση για τον αριθµό

(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1 −

√
5

2

)n

, n ∈ N.

3. ∆είξτε ότι µια ικανή συνθήκη για να ισχύει η σχέση: |a − b| < ε για
a, b ∈ R και ε > 0, είναι να υπάρχει x ∈ R ώστε: |a − x| < ε/2 και
|b − x| < ε/2. Είναι η συνθήκη αυτή αναγκαία; Αν ναι τότε βρείτε όλα
τα x ∈ R που ικανοποιούν την αναγκαία συνθήκη.

4. ∆είξτε ότι µεταξύ δύο τυχαίων διαφορετικών πραγµατικών αριθµών υ-
πάρχει ένας άρρητος.

5. ∆είξτε ότι κάθε φραγµένο προς τα πάνω υποσύνολο του N είναι πεπε-
ρασµένο. Ισχύει η ίδια ιδιότητα για το Z; για το Q;

6. ∆ώστε παράδειγµα, ανάλογα µε τα παραδείγµατα της παραγράφου 1.4,
για κάτω φράγµατα και µελετήστε τα µε τον ίδιο τρόπο.

7. Πραγµατευτείτε την ύπαρξη της
√

2 σαν infimum ενός κατάλληλου συ-
νόλου A.

8. Αν A ⊂ R, A 6= ∅, και θέσουµε −A = {x ∈ R : −x ∈ A}, τότε inf A =
− sup(−A)

9. ∆ίνεται A = {|αβ| : −2 < α ≤ 5,−4 < β ≤ 3}. Βρείτε, αν υπάρχουν τα
sup A, inf A και εξετάστε αν ανήκουν ή όχι στο A.

10. Αν A ⊆ R, A 6= ∅ και το A δεν είναι φραγµένο προς τα πάνω, τότε
ορίζουµε το sup A να είναι το σύµβολο +∞. ∆είξτε ότι: sup A = +∞
αν και µόνο αν ισχύει «για κάθε M ∈ R υπάρχει x ∈ A ώστε x > M».
∆ώστε ανάλογο ορισµό για το inf A = −∞.

11. Αν θέλατε να επεκτείνετε τον ορισµό των supA, inf A στην περίπτωση
A = ∅, τι θα προτείνατε; Πάρτε για δεδοµένο ότι προτάσεις της µορ-
φής «Π1 ⇒ Π2» θεωρούνται αληθείς αν η πρόταση Π1 είναι ψευδής,
ανεξάρτητα από το αν είναι αληθής ή όχι η Π2.
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2K E F A L A I O
Πραγµατικές Συναρτήσεις

2.1 Μερικά χρήσιµα υποσύνολα του R

Όπως αναφέραµε στην εισαγωγή, το κύριο µέληµα µας θα είναι να µελετή-
σουµε συναρτήσεις ορισµένες πάνω σε υποσύνολα των πραγµατικών.
Γενικά, µε τον όρο συνάρτηση, εννοούµε µια αντιστοίχηση µεταξύ των

στοιχείων ενός σύνολου A, το οποίο θα ονοµάζουµε πεδίο ορισµού της συνάρ-
τησης, και στοιχείων ενός σύνολου B, το οποίο θα ονοµάζουµε πεδίο τιµών,
ώστε σε κάθε στοιχείο a του A να αντιστοιχεί ακριβώς ένα στοιχείο του
B. Συχνά χρησιµοποιούµε τα γράµµατα f, g, h, . . . για συναρτήσεις και γρά-
φουµε f(a) για το στοιχείο του πεδίου τιµών που αντιστοιχεί στο a. Πριν
προχωρήσουµε σε παραδείγµατα, θα εξετάσουµε µερικά υποσύνολα του R που
εµφανίζονται συνήθως σαν πεδία ορισµού. Σχεδόν πάντοτε σάυτό το µάθηµα
το πεδίο τιµών B θα είναι το R (τέτοιες συναρτήσεις λέγονται πραγµατικές).

2.1α΄ ∆ιαστήµατα

Τα πεδία ορισµού των πραγµατικών συναρτήσεων θα είναι συνήθως διαστήµα-
τα. Με τον όρο αυτό εννοούµε υποσύνολα του R της µορφής:

Σύνολο Σύµβολο Ονοµασία
{x : α < x < β} (α, β) ανοιχτό διάστηµα α, β
{x : α < x} (α,∞) ανοιχτό διάστηµα α,∞
{x : α > x} (−∞, α) ανοιχτό διάστηµα −∞, α
R (−∞,∞) Πραγµατικοί
{x : α ≤ x ≤ β} [α, β] κλειστό διάστηµα α, β
{x : α ≤ x} [α,∞) κλειστό διάστηµα α,∞
{x : α ≥ x} (−∞, α] κλειστό διάστηµα −∞, α
{x : α < x ≥ β} (α, β]
{x : α ≥ x < β} [α, β)



2. Πραγµατικές Συναρτήσεις

Το προτελευταίο διάστηµα λέγεται ηµιανοιχτό (ή ηµίκλειστο) ακριβέστερα
ανοιχτό αριστερά και κλειστό δεξιά. Ανάλογη ονοµασία έχει και το τελευταίο
διάστηµα. Στα παραπάνω τα α, β είναι πραγµατικοί αριθµοί µε α < β. Τα
σύµβολα −∞, +∞, διαβάζονται «µείον άπειρο» και «συν άπειρο» αντίστοιχα.

2.1β΄ Εσωτερικά σηµεία.

Ένα σηµείο x ενός υποσυνόλου A του R λέγεται εσωτερικό σηµείο του A αν
υπάρχει ε >0 ώστε το ανοιχτό διάστηµα (x− ε, x + ε), που θα το ονοµάζουµε
και ε-περιοχή του x, να περιέχεται στο A : (x − ε, x + ε) ⊂ A

Παρατηρείστε ότι όλα τα σηµεία των διαστηµάτων της µορφής (α, β),
(α,∞), (−∞, α) , (−∞,∞) είναι εσωτερικά σηµεία . Έστω για παράδειγ-
µα x ∈ (α, β), δηλαδή α < x < β. Αν γράψουµε ε = min {x − α, β − x}, τότε
(x − ε, x + ε) ⊂ (α, β) (βλέπε σχήµα 2.1).

α = x − ε x x + ε β

ε

( ))
{x < x + ε ≤ x + β − x = β}

Σχήµα 2.1

Τα σηµεία των υπολοίπων διαστηµάτων είναι επίσης εσωτερικά µε πιθανή
εξαίρεση κάποια άκρα. Για παράδειγµα α ∈ [α,∞) αλλά οποιαδήποτε ε-περιοχή
του α, (α − ε, α + ε) µε ε > 0 , περιέχει αριθµούς µικρότερους του α (για
παράδειγµα τον α − ε

2 και εποµένως δεν περιέχεται στο [α,∞] (σχήµα 2.2).

α − ε α α + ε

α − ε
2

( ) )

Σχήµα 2.2

Σε πάρα πολλές περιπτώσεις η µελέτη µιας πραγµατικής συνάρτησης απλου-
στεύεται στα εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της και το γεγονός αυτό
δικαιολογεί την εισαγωγή αυτής της έννοιας.
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2.2 Παραδείγµατα πραγµατικών συναρτήσεων.

2.2 Παραδείγµατα πραγµατικών συναρτήσεων.

2.2α΄ Ακολουθίες.

Αν µια συνάρτηση a έχει πεδίο ορισµού τους φυσικούς N, a : N → R ,
τότε λέγεται ακολουθία. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε συνήθως αn αντί
(an), n = 1, 2, . . . και µιλάµε για την ακολουθία {an}, n = 1, 2, . . . αντί για
τη συνάρτηση a : N → R. Θα γράφουµε επίσης a1, a2, . . . , an, . . . για την
ακολουθία {an}, n = 1, 2, . . .
Παραδείγµατα: an = 1/n, n = 1, 2, . . . , bn = n, n = 1, 2, . . . , cn = (−1)n, n =

1, 2, . . . .

2.2β΄ Πολυωνυµικές συναρτήσεις.

Με τον όρο αυτό εννοούµε φυσικά συναρτήσεις f : R → R που ορίζονται από
τύπους της µορφής :

f(x) = α0 + α1x + · · · + αnxn, x ∈ R

όπου α0, α1, α2, . . . , αn είναι δεδοµένοι πραγµατικοί αριθµοί και αn 6= 0. Ο α-
ριθµός n λέγεται βαθµός της πολυωνυµικής συνάρτησης. Αν α1 = .... = αn = 0,
δηλαδή αν f(x) = α0, x ∈ R η συνάρτηση λέγεται σταθερά και ο βαθµός της
είναι 0 αν α0 6= 0 ενώ δεν ορίζεται βαθµός αν α0 = 0 (ορισµένοι συγ-
γραφείς ορίζουν στην περίπτωση αυτή σαν βαθµό το −∞). Οι πολυωνυµικές
συναρτήσεις πρώτου βαθµού λέγονται συνήθως γραµµικές.

2.2γ΄ Ρητές συναρτήσεις.

Με τον όρο αυτό εννοούµε συναρτήσεις f : A → R που ορίζονται από τύπους
της µορφής

f(x) =
P (x)

Q(x)
=

α0 + α1x + · · · + αnxn

b0 + b1x + · · · + bmxm

δηλαδή είναι πηλίκα δύο πολυωνύµων. Το A εδώ είναι το σύνολο των πραγ-
µατικών x για τους οποίους Q(x) 6= 0 και υποθέτουµε ότι το πολυώνυµο Q
δεν είναι η σταθερά 0. Αποδεικνύεται ότι σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν το
πολύ m πραγµατικοί αριθµοί x για τους οποίους ισχύει Q(x) = 0. Οι αριθµοί
αυτοί λέγονται ρίζες του Q. Η απόδειξη είναι εύκολη µε επαγωγή ως προς
το βαθµό m του Q. Για m = 1, δηλαδή για Q γραµµική, έχουµε ακριβώς µία
ρίζα. Έστω τώρα m > 1 και α µια ρίζα του Q. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του
Q µε x − α θα έχει βαθµό < 1, δηλαδή θα είναι µια σταθερά και εποµένως
Q(x) = (x−α)π(x)+c για κάποιο πολυώνυµο π(x). Θέτοντας x = α βλέπουµε
ότι c = 0 και εποµένως Q(x) = (x − α)π(x). Το π(x) έχει βαθµό m − 1 και
για κάθε ρίζα β του Q µε β 6= α θα έχουµε Q(β) = 0 = (β −α)π(β), δηλαδή
π(β) = 0. Κάνοντας την επαγωγική υπόθεση ότι το π(x) έχει το πολύ m − 1
ρίζες συνάγουµε ότι το Q(x) έχει πράγµατι το πολύ m ρίζες (τις ρίζες του π
και την α).

Παρατηρήσεις:
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2. Πραγµατικές Συναρτήσεις

(i) Υπάρχει ένα σοβαρό λογικό κενό σε όσα είπαµε. Η αρχή της επαγωγής
ισχύει φυσικά και θα τη χρησιµοποιήσουµε ελεύθερα και στη συνέχεια. Θα
πρέπει όµως να δείξουµε ότι είναι συνέπεια των αξιωµάτων που παρα-
δεχτήκαµε (α και β). Υπάρχει ένα ακόµη σοβαρότερο κενό. ∆εν έχουµε
ακόµη ορίσει ποιοι από τους πραγµατικούς είναι οι Φυσικοί. Θέλουµε βέ-
βαια το σύνολο των Φυσικών να περιέχει τους 1, 1+1(= 2), 2+1(= 3), . . .
και µόνον αυτούς. Πρέπει λοιπόν να είναι ένα σύνολο N που ικανοποιεί:

(α΄) 1 ∈ N,

(β΄) αν n ∈ N τότε και n + 1 ∈ N.

Τέτοια όµως σύνολα µπορεί να υπάρχουν πολλά (για παράδειγµα το ίδιο
το R, το Q,. . . ) Ορίζουµε λοιπόν το σύνολο των Φυσικών N να είναι η
τοµή όλων των υποσυνόλων των πραγµατικών που ικανοποιούν τις (iα΄)
και (iβ΄), µε άλλα λόγια το N είναι το «µικρότερο» σύνολο πραγµατικών
που ικανοποιεί τις (iα΄) και (iβ΄), (γιατί;).

(ii) Οι ρητές συναρτήσεις f(x) = P (x)/Q(x) που εξετάσαµε, είναι ειδικές πε-
ριπτώσεις των λεγόµενων αλγεβρικών συναρτήσεων, δηλαδή συναρτήσεων
f που ικανοποιούν ταυτοτικά στο πεδίο ορισµού τους µια πολυωνυµική
εξίσωση δύο µεταβλητών:

a0(x) + a1(x)f(x) + · · · + ak(x)(f(x))k = 0

όπου a0, a1, . . . , ak, πολυωνυµικές συναρτήσεις και η ak δεν είναι η
σταθερή συνάρτηση 0. Η ρητή f = P

Q για παράδειγµα ικανοποιεί την

P (x) + Q(x)f(x) = 0.

Θα γνωρίσουµε αργότερα και άλλα σηµαντικά παραδείγµατα αλγεβρικών
συναρτήσεων, όπως για παράδειγµα f(x) =

√
x, x > 0.

2.2δ΄ Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Θεωρούµε δύο κάθετους άξονες X ′OX , Y ′OY στο επίπεδο και θυµόµαστε ότι
σε κάθε (διατεταγµένο) ζευγάρι πραγµατικών αριθµών (x, y) αντιστοιχεί µονο-
σήµαντα ένα σηµείο του επιπέδου µε τετµηµένη x και (δηλαδή προσηµασµένη
προβολή στον άξονα X ′OX) και τεταγµένη (δηλαδή προσηµασµένη προβολή
στον άξονα Y ′OY ) y.
Θεωρούµε επίσης µια περιφέρεια µε κέντρο 0 και ακτίνα 1 διαγραµµένη

µε φορά αντίθετη µε τη φορά των δεικτών του ρολογιού.
Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι για κάθε πραγµατικό ϑ υπάρχει ένα σηµεί-

ο M(x, y) πάνω στην περιφέρεια ώστε το τόξο ÂM να είναι ϑ ακτίνια.
Φυσικά σε διαφορετικούς αριθµούς ϑ, ϕ, είναι δυνατόν να αντιστοιχεί το ί-
διο σηµείο M . Η ικανή και αναγκαία συνθήκη γι’ αυτό είναι: «ϑ − ϕ =
ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π».

– 12–



2.2 Παραδείγµατα πραγµατικών συναρτήσεων.

x′ x

y′

y

0

A

N

M ′

N ′

θ

M(x, y)

Σχήµα 2.3

Οι συναρτήσεις sin (ηµίτονο), cos (συνηµίτονο) και tan (εφαπτοµένη) ορί-
ζονται τώρα ως εξής:

sin ϑ = y ϑ ∈ R cosϑ = x ϑ ∈ R tan ϑ =
y

x
ϑ ∈ R − {(2k + 1)

π

2
: k ∈ Z}

Με βάση τους ορισµούς αυτούς µπορούµε εύκολα να βρούµε τις γνωστές σχέ-
σεις µεταξύ των τριγωνοµετρικών αυτών συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι ο α-
ναγνώστης είναι εξοικειωµένος µε αυτές.

Υπενθυµίζουµε µόνο την εξής ανισότητα που θα µας χρειαστεί αργότερα.

| sin ϑ| ≤ |ϑ| ≤ | tanϑ| , |ϑ| <
π

2

Αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση 0 < ϑ < π
2 (γιατί;) και να παρατηρήσουµε

ότι (βλέπε σχήµα 2.3)

2 sinϑ = MM ′ ≤ M̂M ′ = 2ϑ
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2. Πραγµατικές Συναρτήσεις

και
1

2
ϑ = εµβαδόν OAM ≤ εµβαδόν OAN =

1

2
AN =

1

2
tan ϑ

(η τελευταία ισότητα προκύπτει άµεσα από την οµοιότητα των τριγώνων ONM
και OAN . Η AN είναι φυσικά η εφαπτοµένη της περιφέρειας στο A).
Μια απλή παρατήρηση για τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις sin ϑ και cosϑ

είναι ότι είναι περιοδικές µε περίοδο 2π, δηλαδή ικανοποιούν τη σχέση

f(ϑ + 2π) = f(ϑ), ϑ ∈ R, f = sin ϑ ή f = cosϑ.

Αν τώρα k είναι ένας φυσικός αριθµός τότε για το sin (και όµοια για το cos)
θα έχουµε:

sin(x + k · 2π) = sin(x + (k − 1)2π) = · · · = sin(x + 2π) = sin(x)

δηλαδή όχι µόνο το 2π αλλά και κάθε πολλαπλάσιό του, 2kπ k ∈ N, είναι
περίοδος. Το 2π είναι µάλιστα η πιο µικρή θετική περίοδος. Πραγµατικά αν
0 < a < 2π και sin(ϑ + a) = sin(ϑ) για όλα τα ϑ, τότε, παίρνοντας ϑ = 0,
έχουµε sin(a) = sin(0) = 0, δηλαδή (αφού 0 < a < 2π) a = π. Παίρνοντας
τώρα ϑ = π/2 έχουµε sin(π + π/2) = sin(π/2), δηλαδή -1=1 που είναι άτοπο.
Παρατήρηση. Η εισαγωγή των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων που δώσαµε

παραπάνω, έχει το «µειονέκτηµα», ότι στηρίχτηκε στην γεωµετρική εποπτεία.
Θα έπρεπε λοιπόν, ή να δικαιολογήσουµε, µε βάση τα αξιώµατα των πραγµατι-
κών αριθµών, τα γεωµετρικά επιχειρήµατα που χρησιµοποιήσαµε, ή να δώσουµε
άλλους ορισµούς, χωρίς αυτό το µειονέκτηµα. Στη συνέχεια έπρεπε να δώσου-
µε επιχειρήµατα, που πείθουν ότι οι νέοι ορισµοί οδηγούν σε συναρτήσεις που
έχουν την γεωµετρική ερµηνεία που θέλουµε. Θα σκιαγραφήσουµε την τελευ-
ταία µέθοδο αργότερα (µετά την εισαγωγή της έννοιας του ολοκληρώµατος).

2.2ε΄ Πρόσηµο (sgn) ενός πραγµατικού αριθµού

Σε πολλές περιπτώσεις χρήσιµες συναρτήσεις δίνονται «κατά τµήµατα». Για
παράδειγµα

f(x) =





1 x > 0

0 x = 0

−1 x < 0

Η συνάρτηση αυτή συµβολίζεται συνήθως µε sgn(x) και έχει την ονοµασία
«πρόσηµο του x». Η απλή σχέση

x = sgn(x)|x|
δικαιολογεί αυτή την ονοµασία.

2.2στ΄ Ακέραιο µέρος ενός πραγµατικού αριθµού.

Έστω x ένας πραγµατικός αριθµός.
Ισχυρισµός : Υπάρχει ακριβώς ένας ακέραιος n ώστε n ≤ x < n + 1.
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2.2 Παραδείγµατα πραγµατικών συναρτήσεων.

Αν πιστέψουµε τον ισχυρισµό, τότε µπορούµε να ορίσουµε µια συνάρτηση,
η οποία σε κάθε x αντιστοιχεί αυτόν τον ακέραιο n.
Ονοµάζουµε αυτή την συνάρτηση «ακέραιο µέρος του x» και τη συµβολί-

ζουµε [x]. Έχουµε λοιπόν :

[x] =





. . . . . .
−1 −1 ≤ x < 0

0 0 ≤ x < 1
1 1 ≤ x < 2
2 2 ≤ x < 3

. . . . . .

Γυρνάµε τώρα στον ισχυρισµό, ο οποίος, όσο όσο φανερός και να είναι διαι-
σθητικά, χρειάζεται απόδειξη. Κατ΄ αρχάς αν υπήρχαν δύο τέτοιοι ακέραιοι m
και n, τότε n ≤ x < n + 1 και m ≤ x < m + 1 και εποµένως n < m + 1 και
m < n + 1, δηλαδή m = n.
Παρατηρούµε τώρα ότι υπάρχει φυσικός M ώστε M > |x| (λόγω της Αρ-

χιµήδειας διάταξης των πραγµατικών) δηλαδή −M < x < M . Προφανώς ό-
µως το x θα θα ανήκει σε ένα από τα ηµίκλειστα διαστήµατα [k, k + 1),
k = −M, . . . , M − 1, που είναι αυτό ακριβώς που θέλαµε να δείξουµε.
Με την βοήθεια της συνάρτησης [x] µπορούµε εύκολα να δείξουµε µια

πολύ σηµαντική ιδιότητα των ρητών αριθµών:

Πρόταση 2.2.1 Αν a < b είναι δύο τυχαίοι πραγµατικοί, τότε υπάρχει ρητός q
ώστε a < q < b.

Η σηµασία της πρότασης είναι ότι µας εξασφαλίζει όσο θέλουµε καλή «προσέγ-
γιση» των πραγµατικών µε ρητούς. Πραγµατικά, για οποιοδήποτε x ∈ R και
ε > 0 υπάρχει ρητός q στο διάστηµα (x − ε, x + ε) και εποµένως |x − q| < ε.
Φυσικά µια τέτοια προσέγγιση µπορούµε να πάρουµε µε κατάλληλα µεγά-
λο κοµµάτι της «δεκαδικής» ανάπτυξης ενός πραγµατικού x (για παράδειγµα
1,41 = 141

100 είναι µια ρητή προσέγγιση του
√

2). Σε επόµενη παράγραφο θα
σκιαγραφήσουµε την απόδειξη της δυνατότητας παράστασης των πραγµατικών
µε δεκαδικούς και θα έχουµε έτσι µια άλλη, διαισθητικά πιο φυσιολογική,
απόδειξη για την ιδιότητα των ρητών που αναφέραµε. Πολύ συχνά στη βιβλιο-
γραφία η ιδιότητα αυτή εκφράζεται και ως εξής:

Θεώρηµα 2.2.2 Οι ρητοί αποτελούν πυκνό υποσύνολο των πραγµατικών.

Απόδειξη: Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών ξέρουµε ότι υπάρχει
n ∈ N ώστε n(b−a) > 2 και εποµένως nb > na+2 > [na]+1 > na. Γράφοντας

q = [na]+1
n , έχουµε a < q < b. 2

Εξ ίσου απλό είναι να δείξουµε ότι «µεταξύ δύο ρητών q1 < q2 υπάρχει
άρρητος». Πραγµατικά, οι αριθµοί q1+

√
2/n), n ∈ N, είναι όλοι άρρητοι (γιατί;)

και µεγαλύτεροι του q1. Αν διαλέξουµε το n έτσι ώστε n >
√

2
(q2−11)

, το

οποίο είναι δυνατόν λόγω Αρχιµήδειας ιδιότητας, τότε ο άρρητος a = q1 +
√

2
n

ικανοποιεί την ανισότητα q1 < a < q2.

– 15 –



2. Πραγµατικές Συναρτήσεις

2.2ζ΄ Χαρακτηριστική Συνάρτηση

Αν A ⊂ R, ονοµάζουµε χαρακτηριστική συνάρτηση του A (συµβολισµός χA) τη
συνάρτηση:

χA(x) =





1 x ∈ A
. . . . . .
0 x /∈ A

Χαρακτηριστικές συναρτήσεις συναντάµε στον Απειροστικό Λογισµό. Έτσι
π.χ. η χQ, όπου Q το σύνολο των ρητών, που ονοµάζεται και «συνάρτηση του
Dirichlet» θα είναι αρκετά συχνή πηγή αντιπαραδειγµάτων.

2.2η΄ Γραφική παράσταση συναρτήσεων.

Έστω f : A → R, A ⊆ R, µια πραγµατική συνάρτηση. Το υποσύνολο του
επιπέδου µε συντεταγµένες (x, f(x)), x ∈ A, λέγεται γράφηµα της f . Φυσι-
κά εννοούµε εδώ ότι οι συντεταγµένες παίρνονται ως προς ένα ορθογώνιο
δεξιόστροφο σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων.

Ιδού οι γραφικές παραστάσεις (που είναι όρος συνώνυµος µε το γράφηµα)
µερικών από τις συναρτήσεις που ορίσαµε πιο πάνω.

O x0

f(x) = 2x + 3
(0, 3)

(−3/2, 0)

y

y

xO

0(−1, 0)

(1, 0)

(0, 2)

(2, 0)

f(x) = x3 − 2x2 − x + 2
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2.2 Παραδείγµατα πραγµατικών συναρτήσεων.

y

xO 0

(0, 2)

(0, 1/2)

(1/2, 0)

(2, 0)

f(x) = 2x−1
x−2

y

0O x

f(x) = [x]

y

xO

0

(π, 0) (2π, 0)

f(x) = sin x
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2. Πραγµατικές Συναρτήσεις

O

0

x

y

f(x) = tanx

π
2 π 3π

2

y

x

0

f(x) = χQ(x)

;

2.3 Ασκήσεις

1. Θεωρούµε τις συναρτήσεις:

f(x) = x − [x], x ∈ R

g(x) =

{
x − [x], [x] ≤ x ≤ [x] + 1

2
[x] + 1 − x, [x] + 1

2 < x < [x] + 1.

∆είξτε ότι οι f και g είναι περιοδικές και βρείτε την περίοδο τους.
∆είξτε επίσης ότι 0 ≤ g(x) ≤ | sin(πx)| και βρείτε τα x για τα οποία
ισχύουν ισότητες.

2. Έστω ένα µη κενό σύνολο πραγµατικών αριθµών A που έχει µόνο εσω-
τερικά σηµεία (τέτοια σύνολα λέγονται ανοιχτά). Έστω x0 ∈ A. ∆είξτε
ότι υπάρχει διάστηµα I που περιέχει το x0 και περιέχεται στο A και πού
έχει την ιδιότητα : Για κάθε άλλο διάστηµα J % I, J 6⊂ A. Με άλλα
λόγια το I είναι το «µεγαλύτερο» ανοιχτό διάστηµα που περιέχει το x0

και περιέχεται στο A (υπόδειξη: αξίωµα συνέχειας). ∆ώστε παραδείγµατα,
αν υπάρχουν, στα οποία το A δεν είναι διάστηµα, όπου το I έχει τη
µορφή (a, b), (−∞, a), (−∞,∞).

3. Με βάση τον ορισµό των φυσικών που δώσαµε στην παρατήρηση (ι)
της παραγράφου 2.2γ′ δείξαµε την αρχή της τέλειας επαγωγής : «Αν
A ⊂ N, 1 ∈ A, n ∈ A ⇒ n + 1 ∈ A , τότε A = N»
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3K E F A L A I O
Σύγκλιση, συνέχεια

Ίσως η σηµαντικότερη έννοια του Απειροστικού Λογισµού είναι η έννοια του
Ορίου. Μπορούµε να πούµε ότι ο Απειροστικός Λογισµός µελετάει εκείνες τις
ιδιότητες των πραγµατικών συναρτήσεων που έµµεσα ή άµεσα συνδέονται µε
όρια. Θα διακρίνουµε διάφορες περιπτώσεις: όρια συναρτήσεων f(x) όταν το
x τείνει σε έναν πραγµατικό αριθµό x0, όταν το x τείνει στο +∞, όταν
το x τείνει στο −∞, όρια ακολουθιών κ.λπ. Είναι δυνατόν να ενοποιηθούν
αυτές οι περιπτώσεις, όπως µας διδάσκει ένας κλάδος των Μαθηµατικών που
ονοµάζεται Τοπολογία, αλλά δεν κρίνεται σκόπιµο να επιλεγεί αυτή η µέθοδος
τώρα.

3.1 Ακολουθίες

3.1α΄ Σύγκλιση σε πραγµατικό αριθµό

Έστω an µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Η διαισθητική εικόνα που έχου-
µε στο µυαλό µας, όταν λέµε «η an συγκλίνει στον αριθµό a» είναι φυσικά,
ότι οι τιµές an βρίσκονται «όσο θέλουµε κοντά» στο a «για αρκετά µεγάλα
n».
Ας προσπαθήσουµε να µεταφράσουµε σε µαθηµατικό ορισµό αυτές τις απαι-

τήσεις.
«Όσο θέλουµε κοντά» σηµαίνει ότι η απόλυτη τιµή της διαφοράς an − a

γίνεται όσο θέλουµε µικρή «για αρκετά µεγάλα n», δηλαδή όποιος και να
είναι ο θετικός ε, «για αρκετά µεγάλα n», έχουµε |an − a| < ε.

«Για αρκετά µεγάλα n» σηµαίνει φυσικά ότι για κάποιο φυσικό αριθµό n0,
n > n0.
Κάνοντας την σύνθεση των όσων είπαµε, φτάνουµε στον παρακάτω ορισµό,

ο οποίος αποδίδεται συνήθως στο Γάλλο µαθηµατικό A. Cauchy (αρχές 19ου
αιώνα)



3. Σύγκλιση, συνέχεια

Ορισµός 3.1.1 Η ακολουθία an συγκλίνει στον αριθµό a (συµβολισµός: lim an

ή an → a), αν για κάθε ε > 0, υπάρχει φυσικός n0 ώστε η ανισότητα n > n0 να
συνεπάγεται |an − a| < ε.

Μια λίγο «ποιοτική» έκφραση που χρησιµοποιούσαν οι µαθηµατικοί παλιό-
τερα ήταν η εξής:
«an → a, αν για οποιοδήποτε ε > 0, οσοδήποτε µικρό, η διαφορά an − a

µπορεί να γίνει (υπάρχουν n) και να µείνει (για όλα τα n > n0), σε απόλυτη
τιµή, µικρότερη του ε».
Μίλαγαν επίσης για «δυνάµει» άπειρο και «γίγνεσθαι» άπειρο και άλλες

«φιλοσοφίες», για τις οποίες η συµβουλή στον νεοεισαγόµενο στο θέµα είναι
µία και µόνο: να τις αποφεύγει.

Παραδείγµατα:

(i) an = 1/n → 0. Πραγµατικά, έστω ε > 0. Υπάρχει φυσικός n0 ώστε
n0ε > 1 (γιατί;), εποµένως και nε > 1 για όλα τα n > n0. Με άλλα
λόγια υπάρχει n0 ώστε 1/n = |1/n − 0| < ε για όλα τα n > n0, που
αποδεικνύει ότι 1/n → 0.

(ii) an = n. Στη περίπτωση αυτή δεν υπάρχει a ∈ R ώστε an → a. Πραγ-
µατικά αν υπήρχε τέτοιο a τότε, παίρνοντας π.χ. ε = 1, θα υπήρχε και
n0 ∈ N ώστε |an − a| < 1, εποµένως an = n < a +1, για όλα τα n > n0,
το οποίο είναι άτοπο.

(iii) an = (−1)n. Και πάλι δεν υπάρχει πραγµατικός a ώστε an → a. ∆ιαι-
σθητικά αυτό είναι φανερό γιατί οι ζυγοί όροι της ακολουθίας (a2n,
n ∈ N) είναι 1 και οι µονοί −1. Ας µεταφράσουµε σε απόδειξη αυ-
τή την διαισθητική εικόνα. Έστω an → a και ας πάρουµε πάλι ε = 1.
Θα υπήρχε τότε n0 ώστε |an − a| < 1 για όλα τα n > n0. Φυσικά υ-
πάρχουν και µονά και ζυγά n > n0. Συνεπώς, θα έπρεπε να ισχύουν
συγχρόνως οι ανισότητες : |1 − a| < 1 και | − 1 − a| < 1 και εποµένως
1 + 1 = 2 > |1 − a| + |1 + a| ≥ |(1 − a) + (1 + a)| = 2, που φυσικά είναι
άτοπο.

3.1β΄ Σύγκλιση στο ±∞

Στην περίπτωση του παραδείγµατος (ii) οι όροι της ακολουθίας µπορούν να
ξεπεράσουν, και να µείνουν, οι µεγαλύτεροι από οποιοδήποτε πραγµατικό α-
ριθµό, οσονδήποτε µεγάλο. Πραγµατικά, αν M ∈ R τότε από την Αρχιµήδεια
διάταξη των πραγµατικών συνάγουµε άµεσα ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε n0 > M
και άρα n > M για όλα τα n > n0. Λέµε στην περίπτωση αυτή ότι η an

συγκλίνει (µερικοί συγγραφείς λένε αποκλίνει) στο +∞. Ανάλογα ορίζουµε
τη σύγκλιση στο −∞ (για παράδειγµα an = (−n) → −∞). Ακριβέστερα:

Ορισµός 3.1.2 Μια ακολουθία αn συγκλίνει στο +∞ (−∞) αν για κάθε M ∈ R
υπάρχει φυσικός αριθµός n0 ώστε αn > M (αn < m) για όλα τα n > n0.
Συµβολισµός: limαn = +∞ (lim αn = −∞) ή αn → +∞ (αn → −∞).
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3.1 Ακολουθίες

Συγκλίνουσες θα ονοµάζουµε τις ακολουθίες που συγκλίνουν σε ένα πραγµατι-
κό αριθµό. Ειδικότερα οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο 0 λέγονται µηδενικές.
Είναι φανερό ότι «αn → α αν και µόνο αν η ακολουθία αn − α είναι µη-
δενική». Θα λέµε αποκλίνουσες τις ακολουθίες που δεν συγκλίνουν ούτε σε
πραγµατικό αριθµό ούτε στο +∞ ούτε στο −∞. Είναι επίσης φανερό από
τον ορισµό ότι αν αλλάξουµε πεπερασµένο πλήθος όρων µιας ακολουθίας τότε
η συµπεριφορά της ως προς την σύγκλιση δεν αλλάζει. Με άλλα λόγια: «Αν
υπάρχει n0 ∈ N ώστε αn = βn για κάθε n > n0, τότε η αn συγκλίνει (σε
πραγµατικό αριθµό, στο +∞, στο −∞) αν και µόνο αν το ίδιο ισχύει για τη
βn».
Μια άλλη απλή (και πολλή σηµαντική) ιδιότητα είναι η εξής: αν αn → α και

αn → β, τότε α = β. Με άλλα λόγια, το όριο µιας συγκλίνουσας ακολουθίας
είναι µοναδικό. (Φυσικά όριο µιας συγκλίνουσας ακολουθίας ονοµάζεται ο
αριθµός limαn).
Η απόδειξη είναι απλή αλλά ο συλλογισµός είναι πολύ χρήσιµος και ση-

µαντικός. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι αn → α και αn → β. Για κάθε ε > 0
υπάρχουν n1, n2 ώστε n > n1 ⇒ |αn − α| < ε, n > n2 ⇒ |αn − β| < ε. Για
κάποιο λοιπόν n > max(n1, n2) θα έχουµε

|α − β| = |(αn − α) − (αn − β)| ≤ |αn − α| + |αn − β| < ε + ε = 2ε.

Αφού το ε, άρα και το 2ε, µπορεί να είναι οποιοσδήποτε θετικός αριθµός
το αποτέλεσµα µε άλλα λόγια είναι: «Ο αριθµός |α−β| είναι µικρότερος κάθε
θετικού αριθµού». Αν α 6= β τότε |α − β| > 0 και µπορούµε να πάρουµε π.χ.

ε = |α−β|
2 , οπότε συνάγουµε 2 < 1, που φυσικά είναι άτοπο και εποµένως

α = β.

Παρατήρηση 3.1.3 Πριν τον 19ο αιώνα οι µαθηµατικοί µίλαγαν για θετικές
ποσότητες µικρότερες κάθε άλλου θετικού αριθµού και τις έλεγαν απειροστά.
Μόλις δείξαµε, ότι τέτοιες θετικές ποσότητες δεν υπάρχουν. Τη σοβαρή αυτή
«γκάφα» επεσήµανε ένας Ιρλανδός φιλόσοφος (B. Berkley), σε γράµµα του
προς «άπιστο µαθηµατικό» της εποχής, όπου λίγο πολύ έλεγε: «∆ιαµαρτύροµαι
για τις κουταµάρες που γράφετε»· και είχε δίκιο! Μετά από ένα δύο αιώνες
οι µαθηµατικοί διόρθωσαν την κατάσταση εφαρµόζοντας τη λεγόµενη «εψιλον-
τική».
«Εψιλοντική» λέγεται, ίσως λίγο κοροϊδευτικά, η µέθοδος που ακολουθήσα-

µε στον ορισµό του ορίου µε το ε.

Μια άλλη απλή ιδιότητα είναι η επονοµαζόµενη «σάντουιτς»:

Πρόταση 3.1.4 Αν αn ≤ βn ≤ γn και limαn = lim γn = α, τότε και limβn =
α.

Απόδειξη: Έστω ε > 0. Θα υπάρχουν φυσικοί n1, n2 ώστε n > n1 ⇒ |αn−α| <
ε και n > n2 ⇒ |γn − α| < ε. Αν λοιπόν n > n0 = max{n1, n2} τότε
|αn −α| < ε και |γn −α| < ε, εποµένως και max{|αn −α|, |γn −α|} < ε (ποια
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3. Σύγκλιση, συνέχεια

είναι η γεωµετρική σηµασία αυτού του συλλογισµού;).
Παρατηρούµε τώρα ότι αν α ≤ βn τότε |βn−α| ≤ |γn−α| και αν α > βn τότε
|βn−α| < |αn−α|. Στην οποιαδήποτε λοιπόν περίπτωση |βn−α| ≤ max{|αn−α|,
|γn − α|} και εποµένως n > n0 ⇒ |βn − α| < ε, δηλαδή βn → α. 2

Θα κλείσουµε αυτή την παράγραφο µε δύο ακόµη σηµαντικές ιδιότητες,
οι οποίες είναι επίσης διαισθητικά φανερές, για την απόδειξη των οποίων θα
κάνουµε ουσιαστική χρήση του αξιώµατος της συνέχειας. Τις δίνουµε µε τη
µορφή θεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.1.5

(i) Κάθε µονότονη και φραγµένη ακολουθία συγκλίνει.

(ii) Κάθε φραγµένη ακολουθία περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Οφείλουµε κατ’ αρχάς να εξηγήσουµε τους όρους που εµφανίζονται στην
διατύπωση του θεωρήµατος.
Έστω αn µια ακολουθία.
Αν αn+1 ≥ αn για όλα τα n ∈ N, τότε η αn λέγεται αύξουσα.

Αν αn+1 ≤ αn για όλα τα n ∈ N, τότε η αn λέγεται φθίνουσα.
Αν αn+1 > αn για όλα τα n ∈ N, τότε η αn λέγεται γνήσια αύξουσα.
Αν αn+1 < αn για όλα τα n ∈ N, τότε η αn λέγεται γνήσια φθίνουσα.
Αν η αn είναι (γνήσια) αύξουσα ή (γνήσια) φθίνουσα, τότε λέγεται (γνή-

σια) µονότονη.
Μια ακολουθία λέγεται φραγµένη, αν το σύνολο {αn : n ∈ N} ⊂ R είναι

φραγµένο, δηλαδή υπάρχει M ∈ R ώστε |αn| ≤ M για όλα τα n.
Αν από τους όρους µιας ακολουθίας αφαιρέσουµε µερικούς (πεπερασµένου

ή άπειρου πλήθους), µε τέτοιο τρόπο ώστε να µείνει πάλι µια ακολουθία, τότε
την ακολουθία αυτή τη λέµε υπακολουθία της αn. Ιδού ο ακριβής ορισµός:

Ορισµός 3.1.6 Η ακολουθία βn είναι υπακολουθία της αn αν υπάρχει µια γνήσια
αύξουσα ακολουθία φυσικών k1 < k2 < · · · < kn < · · · ώστε βn = αkn

για όλα
τα n ∈ N.

Λίγη σκέψη δείχνει ότι «αν µια ακολουθία συγκλίνει (ή συγκλίνει στο +∞
ή στο −∞) τότε κάθε υπακολουθία της συγκλίνει στο ίδιο όριο» (πραγµατικά
έστω αn → α, αkn

µια υπακολουθία της αn και ε > 0. Υπάρχει n0 ώστε
n > n0 ⇒ |αn − α| < ε και επειδή kn ≥ n (γιατί;) για όλα τα n, n > n0 ⇒
|αkn

− α| < ε).

Απόδειξη του Θεωρήµατος:

(i) Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η αn είναι αύξουσα (η απόδειξη για φθί-
νουσες είναι παρόµοια). Το αξίωµα της συνέχειας µας εξασφαλίζει την
ύπαρξη του αριθµού α = sup{αn : n ∈ N}. Ισχυρίζοµαι, όπως και φυσι-
κά αναµένεται, ότι αn → α. Πραγµατικά έστω ε > 0, τότε θα υπάρχει
n0 ώστε αn0

> α − ε (αλλιώς το α − ε θα ήταν άνω φράγµα µικρότε-
ρο του α). Για κάθε n > n0, επειδή η αn είναι αύξουσα, θα έχουµε
α ≥ αn ≥ αn0

> α − ε και εποµένως |αn − α| < ε, που αποδεικνύει τον
ισχυρισµό µας.
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3.1 Ακολουθίες

(ii) Από την υπόθεση συνεπάγεται ότι θα υπάρχει M ∈ R ώστε −M < αn <
M για όλα τα n. Θεωρώ το σύνολο A των πραγµατικών αριθµών µε την
εξής ιδιότητα: «Αν x ∈ A, τότε υπάρχουν άπειρα n ∈ N ώστε αn ≥ x»,
δηλαδή A = {x ∈ R : υπάρχουν άπειρα n µε αn ≥ x}
Προφανώς −M ∈ A και x ∈ A ⇒ x ≤ M , δηλαδή το A είναι µη κενό
και φραγµένο προς πάνω. Έστω λοιπόν (αξίωµα συνέχειας) α = supA.
Θα φτιάξω µια υπακολουθία της αn που να συγκλίνει στο α.

Στο διάστηµα (α−1, α+1) υπάρχουν σίγουρα άπειροι όροι της ακολουθίας
µας (αλλιώς το α − 1 θα ήταν ένα άνω φράγµα του A· γιατί;). Έστω
αk1

ένας τέτοιος όρος. Στο διάστηµα (α − 1
2 , α + 1

2 ) υπάρχουν επίσης
άπειροι της ακολουθίας µας και άρα σίγουρα ένας, έστω ο αk2

, µε k2 >
k1. Συνεχίζοντας µε τον τρόπο αυτό, βρίσκουµε k1 < k2 < · · · < kn

ώστε αkρ
∈ (α − 1

ρ , α + 1
ρ ), ρ = 1, . . . , n, και ο ίδιος συλλογισµός µας

εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός kn+1 > kn ώστε αkn+1
∈ (α− 1

n+1 , α+ 1
n+1 ).

Έχουµε λοιπόν α− 1
ρ < αkρ

< α+ 1
ρ , ρ ∈ N. Η ιδιότητα σάντουιτς δείχνει

τώρα ότι πράγµατι η υπακολουθία βρ = αkρ
συγκλίνει στο α, διότι οι

ακολουθίες α − 1
ρ και α + 1

ρ , ρ ∈ N, συγκλίνουν στο α (γιατί;).

2

3.1γ΄ Ιδιότητες συγκλινουσών ακολουθιών

Είναι αρκετά εύκολο να δείξει κανείς, ότι απλές πράξεις πάνω στους όρους
συγκλινουσών ακολουθιών οδηγούν στα αναµενόµενα αποτελέσµατα στα όρια
τους. Θα αποδείξουµε ενδεικτικά µερικές από αυτές τις ιδιότητες και θα πα-
ραπέµψουµε τις υπόλοιπες (που θα πρέπει να τις βλέπει ήδη σαν ρουτίνα ο
αναγνώστης) στις ασκήσεις.

Πρόταση 3.1.7 Αν αn → α και βn → β, τότε αn + βn = γn → α + β

Απόδειξη: Πράγµατι έστω ε > 0. Υπάρχουν n1, n2 ∈ N ώστε n > n1 συνεπά-
γεται |αn −α| < ε/2 και n > n2 συνεπάγεται |βn − β| < ε/2 και εποµένως αν
n > max(n1, n2) τότε

|γn − (α + β)| = |(αn − α) + (βn − β)| ≤ |αn − α| + |βn − β| < ε/2 + ε/2 = ε.

2

Πρόταση 3.1.8 Αν αn → α και βn → β, τότε αnβn = γn → α · β.

Εδώ η απόδειξη είναι πιο ενδιαφέρουσα. Αρχίζουµε µε ένα απλό, αλλά ση-
µαντικό, λήµµα.

Λήµµα 3.1.9 Αν αn → α, τότε η αn είναι φραγµένη.
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3. Σύγκλιση, συνέχεια

Απόδειξη: Πραγµατικά, παίρνοντας ε = 1, υπάρχει n0 τέτοιο ώστε αν n > n0

να έχουµε |αn − α| < 1 και εποµένως αν n > n0 τότε |αn| < |α| + 1. Έχουµε
λοιπόν προφανώς |αn| ≤ max{|α|+1, |α1|, . . . , |αn0

|} για όλα τα n ∈ N, δηλαδή
η αn είναι φραγµένη. 2

Απόδειξη της Πρότασης 3.1.8: Γυρνάµε τώρα στην απόδειξη της αnβn →
α · β. Το τέχνασµα που θα χρησιµοποιήσουµε είναι πολύ συνηθισµένο. Έστω
ε > 0. Αφού οι αn, βn συγκλίνουν θα είναι φραγµένες, δηλαδή υπάρχουν
M1, M2 ώστε |αn| < M1, |βn| < M2 για όλα τα n ∈ N. Θα έχουµε επίσης (το
τέχνασµα):

|αnβn − αβ| = |αnβn − αnβ + αnβ − αβ| ≤
≤ |αn||βn − β| + |β||αn − α| ≤
≤ M1|βn − β| + |β||αn − α|.

Θα αρκούσε λοιπόν να βρούµε n0 τέτοιο ώστε για n > n0 κάθε προσθετέος
του δεξιού µέλους της ανισότητας να είναι µικρότερος του ε/2. Αυτό όµως
είναι σίγουρα δυνατό, γιατί υπάρχουν n1, n2 ∈ N ώστε n > n1 έχουµε

|αn − α| <
ε

2(|β| + 1)
,

n > n2 και συνεπώς |βn − β| < ε/(2M1), οπότε n > n0 = max{n1, n2}
συνεπάγεται

M1|βn − β| + |β||αn − α| <
ε

2
+

ε

2

|β|
|β| + 1

≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

2

Ερώτηση: γιατί πήραµε ε/
(
2(|β| + 1)

)
και όχι ε/

(
2|β|

)
;

Η ειδική περίπτωση µιας σταθεράς ακολουθίας αn, δηλαδή αn = α για όλα
τα n, οπότε τετριµµένα αn → α, µας δίνει τη χρήσιµη ιδιότητα:

Πρόταση 3.1.10 Αν βn → β τότε γn = αβn → αβ.

(δείξτε τη σχέση αυτή και απ’ ευθείας από τον ορισµό).
Αν ζητήσουµε ανάλογο θεώρηµα για το πηλίκο πρέπει να είµαστε λίγο

προσεκτικοί στους παρονοµαστές. Πιο συγκεκριµένα:

Πρόταση 3.1.11 Αν αn → α, βn → β και β 6= 0 τότε

(i) Υπάρχει n0 ∈ N ώστε n > n0 ⇒ |βn| > |β|
2 > 0

(ii) Αν γn = αn

βn
για n > n0 και γn = οτιδήποτε για n < n0, τότε γn → α

β .

Η υπόθεση β 6= 0 είναι ουσιαστική (αλλιώς δεν έχει νόηµα το α/β). Ο κά-
πως παράξενος ορισµός της γn γίνεται για τεχνικούς λόγους µόνο (θέλουµε να
αποφύγουµε την περίπτωση βn = 0 για κάποια n).
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Απόδειξη: Το (i) προκύπτει άµεσα από τον ορισµό µε ε = |β|/2 > 0. Για το
(ii) αρκεί να δείξουµε ότι η ακολουθία δn = 1/βn για n > n0 και οτιδήποτε
για n ≤ n0, συγκλίνει στο 1/β και µετά να εφαρµόσουµε την ιδιότητα για το
γινόµενο συγκλινουσών ακολουθιών. Έστω ε > 0. Λόγω του (i) µπορούµε να
υποθέσουµε |βn| > |β|/2 για n > n0, οπότε θα έχουµε

∣∣∣∣
1

βn
− 1

β

∣∣∣∣ =
|βn − β|
|β||βn|

≤ |βn − β| 2

|β|2 ,

διότι |βn| > |β|/2. Επειδή βn → β υπάρχει n, ώστε n > n1 ⇒ |βn −β| < |β|2
2 ε.

Αν λοιπόν n > max{n0, n1} τότε |δn − 1/β| < ε. 2

Ανάλογες ιδιότητες ισχύουν, σε ορισµένες περιπτώσεις, ακόµη και όταν η
µία ή και οι δύο ακολουθίες αn, βn συγκλίνουν στο = +∞ ή στο −∞. Πιο
συγκεκριµένα:

αn → +∞ & βn → β =⇒ αn + βn → +∞
αn → +∞ & βn → +∞ =⇒ αn + βn → +∞
αn → +∞ & βn → β(6= 0) =⇒ αn → (sgnβ)∞

φυσικά: (sgnβ)∞ =

{
+∞ αν β > 0
−∞ αν β < 0

αn → +∞ & βn → +∞ =⇒ αnβn → +∞
αn → −∞ & βn → β(6= 0) =⇒ αnβn → (−sgnβ)∞
αn → −∞ & βn → +∞ =⇒ αnβn → −∞
αn → −∞ & βn → −∞ =⇒ αnβn → +∞
αn → ±∞ =⇒ 1/αn → 0

Οι αποδείξεις είναι ανάλογες (λίγο πιο εύκολες) µε αυτές που ήδη δώσαµε.
Εδώ πρέπει να κάνουµε µια σηµαντική παρατήρηση: ∆εν αναφέραµε κανένα
αποτέλεσµα που να αντιστοιχεί σε πράξεις της µορφής ∞−∞, 0 ·∞, 0/0, ∞/∞.
Αυτό δεν είναι τυχαίο· δεν υπάρχουν αντίστοιχα αποτελέσµατα. Ας εξετάσουµε
για παράδειγµα την περίπτωση ∞−∞. Ισχυρίζοµαι ότι υπάρχουν ακολουθίες
αn, βn ώστε αn → +∞, βn → +∞ ενώ η βn − αn µπορεί να συγκλίνει σε
οποιοδήποτε πραγµατικό αριθµό, ή να συγκλίνει στο +∞, ή να συγκλίνει στο
−∞ ή και να αποκλίνει. Πραγµατικά

(i) αn = n, βn = n+λ, λ ∈ R. Εδώ αn → +∞, βn → +∞, ενώ βn −αn →
λ,

(ii) αn = n, βn = n + (−1)n. Εδώ βn ≥ n − 1 → +∞, άρα βn → +∞, και
επίσης αn → +∞, ενώ βn − αn = (−1)n δε συγκλίνει.

(iii) αn = n, βn = 2n. Έχουµε αn → +∞, βn → +∞, ενώ βn − αn = n →
+∞.

(iv) αn = 2n, βn = n. Έχουµε αn → +∞, βn → +∞ ενώ βn − αn = −n →
−∞.
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Ανάλογα παραδείγµατα µπορούµε να δώσουµε και για τις περιπτώσεις 0 · ∞
(1/n · n → 1, 1

n · n2 → +∞, 1
n · (−n2) → −∞, (−1)n

n · 2n → δεν συγκλίνει), 0
0

και ∞
∞ .
Οι απλές ιδιότητες που αναφέραµε σε αυτή την παράγραφο έχουν µεγάλη

πρακτική σηµασία, γιατί σε πολλές περιπτώσεις µας απαλλάσσουν από τη συχνά

επίπονη «εψιλοντική». Για παράδειγµα 2n−n2+1
n3 → 0, διότι

2n − n2 + 1

n3
=

2

n2
+

(
− 1

n

)
+

1

n3
=

(
2 · 1

n

)
· 1

n
+ (−1) · 1

n
+

1

n
·
(

1

n
· 1

n

)
→

→ (2 · 0) · 0 + (−1) · 0 + 0 · (0 · 0) = 0.

3.2 Σύγκλιση και συνέχεια συναρτήσεων.

Για να αποφύγουµε επαναλήψεις θα χρησιµοποιούµε τον όρο συνάρτηση αντί
του όρου πραγµατική συνάρτηση.

3.2α΄ Όρια συναρτήσεων.

Στις ακολουθίες εξετάζαµε που «τείνουν» οι τιµές αn, όταν n → +∞. Για το
λόγο αυτό µάλιστα γράφουµε καµιά φορά limn→∞ αn, αντί limαn. Στην πε-
ρίπτωση των συναρτήσεων έχουµε περισσότερες περιπτώσεις. Πιο συγκεκριµένα
θα µελετήσουµε «όρια» συναρτήσεων f(x) όταν το x τείνει σε ένα πραγµατι-
κό αριθµό ή στο ±∞. Η διαισθητική εικόνα που έχουµε στο µυαλό µας είναι
φυσικά η εξής: «Η f(x) συγκλίνει στον αριθµό α, όταν το x τείνει στο x0, αν
η παράσταση |f(x)−α| µπορεί να γίνει όσο θέλουµε µικρή, αρκεί το x να είναι
αρκετά κοντά στο x0». Είναι πολύ εύκολο, κατά αναλογία µε ότι κάνουµε για
τις ακολουθίες, να δώσουµε ένα ακριβή ορισµό, εφ’ όσον όµως προηγουµένως
ξεκαθαρίσουµε για ποια x0 θα µιλάµε.
Για να αποκτήσει ουσιαστικό νόηµα η έκφραση «αρκεί το x να είναι αρκετά

κοντά στο x0», είναι φυσιολογικό να απαιτήσουµε το εξής:
«Σε κάθε δ-περιοχή, δ > 0, του x0, δηλαδή σε κάθε ανοιχτό διάστηµα

(x0 − δ, x0 + δ) του x0, υπάρχουν σηµεία του πεδίου ορισµού της συνάρτησης
που εξετάζουµε διαφορετικά από το x0». Τέτοια σηµεία x0 λέγονται σηµεία συσ-
σώρευσης του πεδίου ορισµού.
Έτσι για παράδειγµα όλα τα σηµεία των διαστηµάτων που θεωρήσαµε στην

παράγραφο 2.1α΄, καθώς και τα άκρα τους, είναι σηµεία συσσώρευσης αυτών
των διαστηµάτων. Τέτοια διαστήµατα, ή πεπερασµένες ενώσεις τέτοιων δια-
στηµάτων, θα είναι, σχεδόν αποκλειστικά, τα πεδία ορισµού των συναρτήσεων
που θα µας απασχολήσουν σε αυτό το µάθηµα. ∆ίνουµε τώρα τον αναµενόµενο
ορισµό.

Ορισµός 3.2.1 Αν το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού µιας συ-
νάρτησης f , τότε το όριο της f(x) όταν το x τείνει στο x0 υπάρχει και ισούται
µε α, αν ισχύει το εξής: για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x του
πεδίου ορισµού της f , 0 < |x − x0| < δ συνεπάγεται ότι |f(x) − α| < ε.
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Στην περίπτωση που το όριο υπάρχει και ισούται µε α θα χρησιµοποιούµε
το συµβολισµό: limx→x0

f(x) = α ή f(x) → α, x → x0.

Τελείως ανάλογα µε ότι είπαµε για ακολουθίες ορίζουµε πότε το όριο είναι
+∞ ή −∞. Πιο συγκεκριµένα:
Ορισµός 3.2.2 Αν το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού µιας συ-
νάρτησης f , τότε λέµε ότι limx→x0

f(x) = +∞(−∞) αν ισχύει το εξής: για
κάθε M ∈ R, υπάρχει δ > 0, ώστε για κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της f ,
0 < |x − x0| < δ ⇒ f(x) > M(f(x) < M).

Μπορούµε ακόµη να ορίσουµε και όρια της µορφής limx→+∞ f(x) και
limx→−∞ f(x). Φυσικά εδώ θα έπρεπε µε κάποια έννοια το +∞ ή το −∞ να
είναι «σηµείο συσσώρευσης» του πεδίου ορισµού.

Ορισµός 3.2.3 Το +∞ (−∞) λέγεται σηµείο συσσώρευσης ενός συνόλου A ⊂ R,
αν κάθε διάστηµα της µορφής (α, +∞)

(
(−∞, α)

)
περιέχει σηµεία του A.

Στις συνηθισµένες περιπτώσεις που θα παρουσιαστούν σε αυτό το µάθηµα,
τα πεδία ορισµού θα περιέχουν ένα ολόκληρο διάστηµα της µορφής (α, +∞)(
(−∞, α)

)
, οπότε το +∞(−∞) θα είναι αυτόµατα σηµείο συσσώρευσης. ∆ί-

νουµε τώρα τον αντίστοιχο ορισµό:

Ορισµός 3.2.4 Αν το +∞(−∞) είναι σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού
µιας συνάρτησης f , τότε, λέµε ότι το limx→+∞ f(x) (limx→−∞ f(x)) υπάρχει
και ισούται µε α, αν για κάθε ε > 0 υπάρχει M , ώστε για όλα τα x που ανήκουν
στο πεδίο ορισµού της f , x > M(x < M) ⇒ |f(x) − α| < ε. Λέµε επίσης ότι
limx→+∞ f(x) = +∞, αν για κάθε M ∈ R υπάρχει M ′ ∈ R, ώστε για κάθε
σηµείο x του πεδίου ορισµού της f , x > M ′ ⇒ f(x) > M . Ανάλογα ορίζουµε
τα limx→+∞ f(x) = −∞, και limx→−∞ f(x) = −∞.
Σε ορισµένες περιπτώσεις οι τιµές µιας συνάρτησης f(x) πλησιάζουν έναν

αριθµό α (ή το +∞ ή το −∞), όταν το x πλησιάζει το x0 µένοντας πάντα
µεγαλύτερο ή πάντα µικρότερο του x0. Λέµε τότε ότι υπάρχει το πλευρικό όριο
της f , όταν το x τείνει στο x0, από δεξιά ή από αριστερά αντίστοιχα. Σε αυτές
τις περιπτώσεις χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς limx→x+

0
f(x) ή lim f(x),

x → x+
0 , ή f(x+

0 ) και limx→x−

0
f(x) ή lim f(x), x → x−

0 , ή f(x−
0 ), αντίστοιχα.

Σηµειώστε ότι τέτοια όρια δεν ορίζονται για x → +∞ ή x → −∞ (αν
θέλετε, από τη φύση τους τέτοια όρια είναι πλευρικά).
Φυσικά για να µιλάµε για πλευρικά όρια, πρέπει να ισχύει κάτι παραπάνω

από το να είναι το x0 σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού. Πιο συγκε-
κριµένα για να ορίσουµε το f(x+

0 ), θα πρέπει για κάθε δ > 0 να υπάρχουν
σηµεία του πεδίου ορισµού της f στο διάστηµα (x0, x0 + δ) και για να ο-
ρίσουµε το f(x−

0 ), θα πρέπει να υπάρχουν σηµεία του πεδίου ορισµού στο
διάστηµα (x0− δ, x0). Έτσι, για παράδειγµα, δεν έχει νόηµα να µιλάµε για το
limx→α− f(x) στην περίπτωση που το πεδίο ορισµού της f είναι ένα διάστηµα
της µορφής (α, β), ενώ κατ’ αρχάς µπορεί να υπάρχει το limx→α+ f(x). Ιδού
τώρα ο ακριβής ορισµός.
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Ορισµός 3.2.5 Αν το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f έχει σηµεία σε κάθε
διάστηµα της µορφής (x0, x0 + δ), δ > 0, και αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0
ώστε για κάθε x του πεδίου ορισµού της f , 0 < x − x0 < δ ⇒ |f(x) − α| < ε,
τότε λέµε ότι υπάρχει το όριο της f(x), όταν το x τείνει στο x0 από δεξιά και
ισούται µε α (Συµβολισµός: f(x+

0 ) = α). Ανάλογα ορίζεται το f(x−
0 ) = α και

τα f(x+
0 ) = ±∞, f(x−

0 ) = ±∞.
Σηµειώνουµε ότι τα όρια συναρτήσεων αν υπάρχουν, όπως και στην περί-

πτωση των ακολουθιών, είναι µοναδικά.
Για να αποφύγουµε επαναλήψεις ρουτίνας θα υποθέτουµε ότι όπου εµφα-

νίζονται όρια για x → x0, το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης των αντίστοιχων
πεδίων ορισµού, έστω και αν δεν το αναφέρουµε ρητά.

3.2β΄ Ιδιότητες ορίων

Αν µια συνάρτηση είναι σταθερά, δηλαδή f(x) = c για όλα τα x του πεδίου
ορισµού της, τότε |f(x) − c| = 0 για όλα τα x και εποµένως (τετριµµένο)
limx→x0

f(x) = c. Επίσης τετριµµένο είναι να δείξουµε ότι limx→x0
f(x) = x0

αν f(x) = x.
Λίγο πιο δύσκολο, αλλά πάλι εφαρµογή ρουτίνας του ορισµού, είναι να

δείξουµε ότι αν η f(x) είναι πολυωνυµική, f(x) = α0 +α1x+ · · ·+αnxn τότε
limx→x0

f(x) = f(x0). Ας το δείξουµε για την f(x) = x2−2x+1. Έστω ε > 0.
Θέλουµε ένα δ ώστε |f(x) − f(x0)| < ε για όλα τα x µε 0 < |x − x0| < δ.
Έχουµε όµως

|f(x) − f(x0)| = |x2 − 2x − x2
0 + 2x0|

= |x − x0||x + x0 − 2|
≤ |x − x0|(|x| + |x0| + 2).

Αν |x − x0| < 1, τότε |x| < |x0| + 1 και εποµένως, για |x − x0| < 1, έχουµε
|f(x) − f(x0)| < |x − x0|(2|x0| + 3).
Αρκεί λοιπόν να βρούµε το δ έτσι ώστε, για 0 < |x − x0| < δ, να ισχύει η
παραπάνω ανισότητα και συγχρόνως |x − x0|(2|x0| + 3) < ε. Μπορούµε λοιπόν
να πάρουµε δ = min {1, ε/(2|x0 + 3|)}, το οποίο προφανώς είναι µεγαλύτερο
του µηδενός.
Ο συλλογισµός αυτός είναι τυπικός στην εφαρµογή του «εψιλοντικού» ορι-

σµού του ορίου. Μερικά όµως απλά και αναµενόµενα αποτελέσµατα για όρια
µπορούν συχνά να µας απαλλάξουν από αυτόν. Ιδού µερικά από αυτά:

Πρόταση 3.2.6 Ας είναι f, g δύο συναρτήσεις ορισµένες σ’ ένα σύνολο A και
x0 ένα σηµείο συσσώρευσης του A. Αν τα limx→x0

f(x), limx→x0
g(x) υπάρ-

χουν, τότε υπάρχουν και τα όρια : limx→x0
(f(x) + g(x)), limx→x0

(f(x)g(x))
και ισούνται µε limx→x0

f(x) + limx→x0
g(x) και (limx→x0

f(x))(limx→x0
g(x))

αντίστοιχα. Αν επιπλέον limx→x0
g(x) 6= 0, τότε limx→x0

f(x)/g(x) υπάρχει και
ισούται µε limx→x0

f(x)/limx→x0
g(x)

Φυσικά, µε µια (τετριµµένη) επαγωγή, το παραπάνω αποτέλεσµα επεκτεί-
νεται σε πεπερασµένα αθροίσµατα και γινόµενα συναρτήσεων. Αν πιστέψουµε
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προς στιγµήν αυτή την πρόταση, είναι πολύ εύκολο να δείξουµε ότι, τόσο για
πολυώνυµα όσο και για ρητές συναρτήσεις f(x), ισχύει limx→x0

f(x) = f(x0)
για κάθε σηµείο x0 του πεδίου ορισµού τους. [Σηµειώστε ότι στην περίπτωση
των ρητών συναρτήσεων οι ρίζες του παρανοµαστή δεν περιλαµβάνονται στο
πεδίο ορισµού. Οι ρίζες αυτές είναι όµως σηµεία συσσώρευσης του πεδίου ορι-

σµού (γιατί;) και άρα κατ’ αρχήν έχει νόηµα να εξετάσουµε το limx→x0

f(x)
g(x)

ακόµη κι αν το x0 είναι ρίζα του παρανοµαστή. Παραπέµπουµε τη µελέτη
αυτής της περίπτωσης στις ασκήσεις.]
Πραγµατικά, κάθε µονώνυµο ακxκ είναι γινόµενο της σταθερής συνάρτησης

ακ και κ συναρτήσεων ίσων µε x, άρα limx→x0
ακxκ = ακxκ

0 .
Παρατηρώντας ότι κάθε πολυώνυµο είναι άθροισµα µονωνύµων και χρησι-

µοποιώντας πάλι την προηγούµενη πρόταση, έχουµε άµεσα το ζητούµενο για
πολυώνυµα. Φυσικά το αποτέλεσµα για ρητές συναρτήσεις είναι άµεσο πόρισµα
του τελευταίου µέρους του θεωρήµατος.
Η απόδειξη της πρότασης είναι ανάλογη µε την αντίστοιχη για ακολουθίες.

Η περίπτωση f(x) + g(x) είναι η πιο εύκολη και την παραλείπουµε.
Ας εξετάσουµε το limx→x0

(f(x)g(x)). Πρώτα ας δείξουµε το εύκολο και
σηµαντικό λήµµα:

Λήµµα 3.2.7 Αν υπάρχει το limx→x0
f(x), τότε υπάρχουν δ > 0 και M ∈ R,

ώστε |f(x)| < M για κάθε x του πεδίου ορισµού της f για το οποίο ισχύει
0 < |x − x0| < δ.

Απόδειξη: Έστω limx→x0
f(x) = α και ας πάρουµε ε = 1 στον ορισµό του

ορίου. Θα υπάρχει δ > 0 ώστε 0 < |x − x0| < δ συνεπώς |f(x) − α| < 1, για
κάθε x του πεδίου ορισµού, εποµένως και |f(x)| < |α| + 1. Αρκεί λοιπόν να
πάρουµε M = |α| + 1.
Τώρα το κλασικό τέχνασµα. Έστω ότι limx→x0

f(x) = α, limx→x0
g(x) = β

και ε > 0. Θέλουµε ένα δ > 0 ώστε 0 < |x− x0| < δ συνεπάγεται |f(x)g(x)−
αβ| < ε. Έχουµε

|f(x)g(x) − αβ| ≤ |f(x)g(x) − αg(x)| + |αg(x) − αβ|
= |g(x)||f(x) − α| + |α||g(x) − β|.

Μόλις δείξαµε ότι υπάρχει δ1 > 0 ώστε 0 < |x−x0| < δ1 συνεπάγεται |g(x)| <
|β| + 1. Υπάρχουν ακόµα δ2, δ3 > 0 ώστε 0 < |x − x0| < δ2 συνεπάγεται
|f(x) − α| < ε

2(|β|+1) και 0 < |x − x0| < δ3 συνεπάγεται |g(x) − β| < ε
2(|α|+1) .

Αν λοιπόν πάρουµε δ = min{δ1, δ2, δ3}, το οποίο προφανώς είναι θετικό,
θα έχουµε:

0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x)g(x) − αβ| < (|β| + 1)
ε

2(|β| + 1)
+ |α| ε

2(|α| + 1)
< ε,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό µας. 2

Για την περίπτωση του πηλίκου δείχνουµε ένα άλλο απλό, αλλά επίσης
σηµαντικό, λήµµα:
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Λήµµα 3.2.8 Αν limx→x0
g(x) = β 6= 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x

του πεδίου ορισµού της g, 0 < |x − x0| < δ συνεπάγεται |g(x)| > |β|
2 > 0.

Η ιδιότητα αυτή είναι άµεση συνέπεια του ορισµού (πάρτε ε = |β|/2, που
είναι θετικό από την υπόθεση).
Για να αποφύγουµε περιπλοκές ρουτίνας, ας υποθέσουµε ότι οι f και g

έχουν πεδία ορισµού που περιέχουν µια περιοχή του x0. Μικραίνοντας αν
χρειαστεί το δ του τελευταίου αποτελέσµατος, µπορούµε να υποθέσουµε ότι

οι f και g ορίζονται στο διάστηµα (x0 − δ, x0 + δ) και |g(x)| > |β|
2 για

x0 − δ < x < x0 + δ.
Έστω ε > 0. Έχουµε

∣∣∣∣
1

g(x)
− 1

β

∣∣∣∣ =
|β − g(x)|
|β||g(x)| 6

2

|β|2 |g(x) − β|,

|x − x0| < δ. Υπάρχει τώρα δ1 > 0 ώστε

0 < |x − x0| < δ1 ⇒ |g(x) − β| <
ε|β|2

2

και εποµένως

0 < |x − x0| < min{δ, δ1} ⇒
∣∣∣∣

1

g(x)
− 1

β

∣∣∣∣ < ε.

Συνάγουµε ότι limx→x0

1
g(x) = 1

β και το ζητούµενο αποτέλεσµα προκύπτει από

την αντίστοιχη ιδιότητα για γινόµενο δύο συναρτήσεων (εφαρµόστε την στις
συναρτήσεις f και 1/g).
Ας εξετάσουµε τώρα για λίγο τη σχέση µεταξύ υπάρξεως ορίου και υπάρ-

ξεως πλευρικών ορίων.
Είναι κατ’ αρχάς τετριµµένο ότι η ύπαρξη του limx→x0

f(x) (πεπερασµένου
ή απείρου) συνεπάγεται και την ύπαρξη των limx→x+

0
f(x) και limx→x−

0
f(x). Το

αντίστροφο δεν αληθεύει, όπως µπορεί να δει κανείς εξετάζοντας τα παρακάτω
παραδείγµατα.

(i) f(x) =

{
0 x 6= 0
1 x = 0.

Είναι τετριµµένο να δούµε ότι limx→0+ f(x) = limx→0− f(x) (= 0)

(ii) f(x) = [x] , x0 ∈ N Είναι επίσης τετριµµένο να δούµε, ότι αν x0 ∈ Z,
τότε limx→x+

0
f(x) = x0, limx→x−

0
f(x) = x0 − 1, ενώ το limx→x0

f(x)
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δεν υπάρχει (γιατί;).

(iii) f(x) =

{
0 x ≤ 0
sin 1

x x > 0

Είναι προφανές ότι limx→0− f(x) =
0. Η κατάσταση από δεξιά όµως εί-
ναι πολύ χειρότερη. ∆εν υπάρχει το
limx→0+ f(x). ∆ιαισθητικά, κοιτώντας
τη γραφική παράσταση, βλέπουµε ό-
τι η f(x) αντί να πλησιάζει έναν α-
ριθµό, όταν x → 0+, πλησιάζει µάλ-
λον ολόκληρο το ευθύγραµµο τµήµα:
x = 0,−1 ≤ y ≤ 1.
Ας υποθέσουµε λοιπόν, για να φτά-

(0, 1)

(0,−1)

Σχήµα 3.1

σουµε σε άτοπο, ότι f(0+) υπάρχει και ισούται µε α. Θα υπάρχει τότε δ > 0
ώστε 0 < x < δ συνεπάγεται |f(x) − α| < 1/2. Ισχυρίζοµαι ότι στο διάστηµα
(0, δ) υπάρχουν x1, x2 ώστε 1/x1 = kπ και 1/x2 = 2kπ + π/2.
Τότε f(x1) = 0, f(x2) = 1 και εποµένως |0−α| < 1/2, |1−α| < 1/2 οπότε

και

1 = |(0 − α) − (1 − α)| ≤ |0 − α| + |1 − α| <
1

2
+

1

2
= 1

που είναι φυσικά άτοπο. Για να δείξουµε τώρα την ύπαρξη των x1, x2, αρκεί
να δείξουµε ότι υπάρχει k ∈ N ώστε 1/(kπ) < δ και 1/(2kπ) + π/2 < δ.
Ο τελευταίος ισχυρισµός είναι σχεδόν τετριµµένος. Αρκεί για παράδειγµα

να πάρουµε k = [1/δ] + 1.

3.2γ΄ Συνέχεια συναρτήσεων

Η διαισθητική εικόνα της σηµαντικής αυτής έννοιας αποδίδεται συχνά µε την
έκφραση: η γραφική παράσταση της συνάρτησης δεν έχει «κοψίµατα». Αυτό
δεν περιγράφει πάντοτε καλά την κατάσταση. Υπάρχουν, για παράδειγµα, συ-
ναρτήσεις καλά ορισµένες, που η γραφική τους παράσταση δεν είναι πολύ
διαφωτιστική. Παραδείγµατος χάριν, το τελευταίο παράδειγµα της προηγούµε-
νης παραγράφου ή ακόµη χειρότερο παράδειγµα, η συνάρτηση του Dirichlet

f(x) = xQ =

{
1 x ∈ Q
0 x 6∈ Q.
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Η πλήρης κατανόηση του ακριβούς ορισµού είναι εποµένως απαραίτητη.
Κατ’ αρχάς η συνέχεια ορίζεται «τοπικά», δηλαδή ορίζουµε τι σηµαίνει

συνάρτηση συνεχής σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της. Προσέξτε ότι σε
αντίθεση µε ότι λέγαµε στα όρια, εδώ απαιτούµε το x0 να ανήκει στο πεδίο
ορισµού.
Ονοµάζουµε κατόπιν µια συνάρτηση συνεχή σε ένα υποσύνολο Α του πε-

δίου ορισµού της, αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του Α. Ιδού ο ακριβής
ορισµός.

Ορισµός 3.2.9 Αν το x0 ανήκει στο πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f , και για
κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε x στο πεδίο ορισµού της f , |x−x0| < δ
τότε |f(x) − f(x0)| < ε, τότε η f λέγεται συνεχής στο x0.

Στην περίπτωση που το x0 είναι και σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού,
µια απλή µατιά στους δύο ορισµούς ορίου και συνέχειας δείχνει ότι:

Πρόταση 3.2.10 Η συνέχεια της f στο x0 είναι ισοδύναµη µε τη σχέση

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

δηλαδή µε την ύπαρξη του limx→x0
f(x) και την ισότητά του µε f(x0).

Όπως αναφέραµε και προηγούµενα, σε αυτό το µάθηµα τα πεδία ορισµού
θα είναι διαστήµατα ή πεπερασµένες ενώσεις διαστηµάτων, οπότε κάθε x0

στο πεδίο ορισµού θα είναι σηµείο συσσώρευσης, και εποµένως θα ισχύει η
ισοδυναµία των δύο ορισµών. Ειδικότερα τα συµπεράσµατα της προηγούµενης
παραγράφου µας οδηγούν άµεσα στο συµπέρασµα:

Πρόταση 3.2.11 Τα πολυώνυµα και οι ρητές συναρτήσεις είναι συνεχείς σε όλα
τα σηµεία του πεδίου ορισµού τους.

Ανάλογα µε τον ορισµό των πλευρικών ορίων ορίζουµε συνέχεια από δεξιά και
συνέχεια από αριστερά.

Ορισµός 3.2.12 Αν το x0 ανήκει στο πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f και για
κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για κάθε σηµείο x του πεδίου ορισµού, 0 ≤
x − x0 < δ συνεπάγεται |f(x) − f(x0)| < ε (0 ≤ x0 − x < δ συνεπάγεται
|f(x) − f(x0)| < ε), τότε η f λέγεται συνεχής από δεξιά (αριστερά) στο x0.

Είναι φανερό ότι η ύπαρξη του f(x+
0 ) και η ισότητα f(x+

0 ) = f(x0) συνεπά-
γονται συνέχεια από δεξιά και η ύπαρξη του f(x−

0 ) και η ισότητα f(x−
0 ) =

f(x0) συνέχεια από αριστερά. Επίσης αν κάθε διάστηµα (x0, x0 + δ), δ > 0,
τέµνει το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f , τότε η συνέχεια από δεξιά συ-
νεπάγεται την ύπαρξη του f(x+

0 ) και την ισότητα f(x+
0 ) = f(x0). Ανάλογα

ισχύουν για συνέχεια από αριστερά.
Είναι επίσης φανερό ότι µια συνάρτηση συνεχής στο x0 είναι συνεχής από

δεξιά και συνεχής από αριστερά και αντίστροφα.
Στο παράδειγµα (i) της προηγούµενης υποπαραγράφου η f δεν είναι συ-

νεχής ούτε από δεξιά ούτε από αριστερά. Στο παράδειγµα (ii) είναι συνεχής
από δεξιά και ασυνεχής από αριστερά. Στο παράδειγµα (iii) είναι συνεχής από
αριστερά και ασυνεχής από δεξιά.
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Παρατήρηση 3.2.13 ∆εν πρέπει να ξέφυγε την προσοχή του αγνώστου ότι
στον ορισµό της συνέχειας απαιτήσαµε «|x − x0| < δ συνεπάγεται . . .» και όχι
«0 < |x − x0| < δ συνεπάγεται. . .», που απαιτούµε στον ορισµό του ορίου.

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι το όριο είχε νόηµα µόνο για σηµεία συσσώρευσης
του πεδίου ορισµού, ενώ η συνέχεια έχει κατ’ αρχήν νόηµα για όλα τα σηµεία
του πεδίου ορισµού. Η διαφορά είναι πάντως «επιφανειακή». Πραγµατικά, ας
δούµε τι συµβαίνει στα σηµεία του πεδίου ορισµού που δεν είναι σηµεία
συσσώρευσης. Αν x0 ένα τέτοιο σηµείο, τότε θα υπάρχει δ > 0 ώστε (x0 −
δ, x0 + δ)

⋂ {πεδίο ορισµού}= {x0} (γιατί;). Εποµένως για οποιοδήποτε ε > 0
η συνεπαγωγή |x − x0| < δ συνεπάγεται |f(x) − f(x0)| < ε θα ισχύει για όλα
τα x του πεδίου ορισµού µε |x−x0| < δ (δηλαδή το x0 µόνο). Με άλλα λόγια
στα σηµεία του πεδίου ορισµού που δεν είναι σηµεία συσσώρευσης, τα οποία
για προφανείς λόγους λέγονται µεµονωµένα, κάθε συνάρτηση είναι αυτόµατα
συνεχής.
Παράδειγµα: Η συνάρτηση

f(x) =

{
x2 |x| > 1
0 x = 0

,

(−1, 0) (1, 0)

µε πεδίο ορισµού (−∞,−1) ∪ {0} ∪ (1,∞) είναι συνεχής στο x0 = 0.
Θα κλείσουµε την παράγραφο αυτή δείχνοντας ότι οι τριγωνοµετρικές συναρ-

τήσεις είναι συνεχείς. Οι αποδείξεις θα στηριχθούν στις ανισότητες που δείξαµε
στην υποπαράγραφο 2.2δ΄ µε γεωµετρικά επιχειρήµατα µόνο.
Πριν προχωρήσουµε είναι σκόπιµο να παρεµβάλλουµε εδώ µια απλή, αλλά

πολύ χρήσιµη πρόταση:

Θεώρηµα 3.2.14 Αν η συνάρτηση f(x) ορίζεται σε ένα διάστηµα (α, β) και είναι
συνεχής στο x0 ∈ (α, β), αν η συνάρτηση g ορίζεται σε ένα διάστηµα (γ, δ) που
περιέχει την εικόνα του (α, β) µέσω της f (δηλαδή το σύνολο {f(x) : α <
x < β}) και αν η g είναι συνεχής στο σηµείο f(x0), τότε η σύνθετη συνάρτηση
h = g ◦ f (ορισµός: (g ◦ f)(x) = g

(
f(x)

)
, α < x < β) είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι σχεδόν τετριµµένη. Έστω ε > 0. Υπάρχει δ1 > 0
ώστε |y − f(x0)| < δ1 συνεπάγεται |g(y) − g(f(x0))| < ε λόγω της συνέχειας
της g στο f(x0). Λόγω τώρα της συνέχειας της f στο x0 υπάρχει δ < 0
ώστε |x − x0| < δ συνεπάγεται |f(x) − f(x0)| < δ1 και εποµένως |x − x0| < δ
συνεπάγεται |g(f(x)) − g(f(x0))| = |h(x) − h(x0)| < ε, που αποδεικνύει την
συνέχεια της h στο x0. 2

Σαν εφαρµογή του θεωρήµατος παρατηρούµε ότι cosx = sin(π/2−x), δηλα-
δή η συνάρτηση cos είναι σύνθεση των συναρτήσεων sin και της πολυωνυµικής
π/2 − x. Εποµένως αν δείξουµε τη συνέχεια της συνάρτησης sin, θα έχουµε
και τη συνέχεια της cos.
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Πρόταση 3.2.15 Η συνάρτηση sin(x) είναι συνεχής.

Απόδειξη: Έστω x0 ∈ R. Παρατηρούµε ότι

| sinx − sin x0| = 2

∣∣∣∣sin
x − x0

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣cos

x + x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣sin
x − x0

2

∣∣∣∣ .

∆είξαµε στην υποπαράγραφο 2.2δ΄ ότι | sin θ| ≤ |θ| για |θ| ≤ π/2. Επειδή
| sin θ| ≤ 1 πάντοτε, η ανισότητα | sin θ| ≤ |θ| ισχύει για όλα τα πραγµατικά θ.
Έχουµε λοιπόν πάντοτε

| sinx − sin x0| ≤ 2

∣∣∣∣
x − x0

2

∣∣∣∣ = |x − x0|

κι εποµένως (δ = ε)

|x − x0| < ε συνεπάγεται | sin x − sin x0| < ε

2

Σαν µια εφαρµογή θα δείξουµε τη σηµαντική σχέση

lim
x→0

sinx

x
= 1

Οι ανισότητες | sin x| ≤ |x| ≤ | tanx| = |sin x/cosx|, |x| < π/2, για x 6= 0
γράφονται και ως εξής: | cosx| ≤ (sin x)/x ≤ 1, 0 < |x| < π/2. Γνωρίζουµε
όµως ότι limx→0 cosx = cos 0 = 1, άρα αν ε > 0 υπάρχει δ < 0 ώστε 0 < |x| <
δ (και |x| < π/2) συνεπάγεται 1 − ε < (sin x)/x < 1 + ε ή |(sin x)/x− 1| < ε
που αποδεικνύει τον ισχυρισµό µας.

Παρατήρηση 3.2.16 Η παραπάνω απόδειξη περιέχει ουσιαστικά και την από-
δειξη της ιδιότητας «σάντουιτς» για συναρτήσεις: «Αν f(x) ≤ g(x) ≤ h(x),
0 < |x− x0| < δ και limx→x0

f(x) = limx→x0
h(x) τότε το limx→x0

g(x) υπάρ-
χει και είναι το ίδιο µε το limx→x0

f(x)».

3.2δ΄ Ιδιότητες συνεχών συναρτήσεων. Είδη ασυνεχειών.

Για να αποφύγουµε περιπλοκές ρουτίνας θα υποθέτουµε εφ’ εξής, εκτός αν
ρητά αναφέρεται το αντίθετο, ότι τα πεδία είναι διαστήµατα. Μια συνάρτηση είναι
συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β], αν είναι συνεχής στο (α, β), συνεχής
από δεξιά στο α και από αριστερά στο β. Ανάλογα θα ισχύουν για διαστήµατα
της µορφής (α, β] ή [α, β).
Οι ιδιότητες για αθροίσµατα, γινόµενο και πηλίκο ορίων συνεπάγονται ά-

µεσα ότι το άθροισµα, το γινόµενο και το πηλίκο δύο συναρτήσεων f και g που
είναι συνεχείς στο x0, είναι συνεχείς στο x0. Στην περίπτωση του πηλίκου πρέπει
να υποτεθεί επί πλέον ότι g(x0) 6= 0.
Ας υποθέσουµε ότι το x0 είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού µιας

συνάρτησης f . Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει δ > 0 ώστε το διάστηµα (x0 −
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δ, x0 + δ) να περιέχεται στο πεδίο ορισµού. (Θα κάνουµε συχνά αυτή την
υπόθεση όταν µελετάµε «τοπικά» µια συνάρτηση. Στα συνηθισµένα πεδία ο-
ρισµού η υπόθεση σηµαίνει ότι εξαιρούµε άκρα στην περίπτωση κλειστών ή
ηµίκλειστων διαστηµάτων. Η µελέτη στα άκρα, όταν δεν είναι επανάληψη
ρουτίνας, θα γίνεται χωριστά). Η συνέχεια της f στο x0 σηµαίνει την ύπαρ-
ξη του ορίου limx→x0

f(x) και την ισότητα limx→x0
f(x) = f(x0), δηλαδή

f(x0+) = f(x0−) = f(x0). Τι σηµαίνει ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0;
Σηµαίνει ή ότι f(x0+) = f(x0−) 6= f(x0) ή ότι f(x0+) 6= f(x0−) ή ότι του-
λάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια δεν υπάρχει. Στην πρώτη περίπτωση λέµε
ότι στο x0 παρουσιάζεται άρσιµη ασυνέχεια της f στη δεύτερη περίπτωση ασυ-
νέχειας, ασυνέχεια α΄ είδους (ή πήδηµα ) και στην τρίτη ασυνέχεια β΄ είδους (ή
ουσιώδη).
Στην περίπτωση ασυνέχειας α΄ είδους λέµε επίσης πήδηµα τη διαφορά

f(x0+)−f(x0−). Τα «κοψίµατα» στη γραφική παράσταση που αναφέραµε στην
αρχή της παραγράφου παρουσιάζονται στις ασυνέχειες α΄ είδους.
Αν α = f(x0−), β = f(x0+)

τότε β − α = δ 6= 0, οπότε, διαλέ-
γοντας για παράδειγµα ε = |δ|

3 , θα

έχουµε ότι θα υπάρχει δ > 0 ώστε
το γράφηµα της f να βρίσκεται πά-
νω από τη γραµµή (1) (σχήµα 3.2)
στο διάστηµα (x0, x0 + δ) και κάτω
από τη γραµµή (2) στο διάστηµα
(x0 − δ, x0). Πρέπει πάντως να το-
νιστεί ότι τα πιο δύσκολα (και συ-
χνά πιο ενδιαφέροντα) προβλήµατα

x0 − δ x0 x0 + δ

d/3

d/3

d/3

α

β
(1)

(2)

Σχήµα 3.2

εµφανίζονται στην περίπτωση των ουσιωδών ασυνεχειών.
Από τα παραδείγµατα της υποπαραγράφου 3.2β΄ στο (i) έχουµε άρσιµη ασυνέ-
χεια, στο (ii) ασυνέχεια α΄ είδους και στο (iii) ουσιώδη ασυνέχεια. Θα δώσουµε
τώρα ένα άλλο χαρακτηρισµό της συνέχειας που αποδίδεται στο Γερµανό µα-
θηµατικό Heine (τέλος 19ου αιώνα). Υποθέτουµε ότι µια συνάρτηση f είναι
συνεχής σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της. Έστω xn µια ακολουθία
σηµείων του πεδίου ορισµού µε την ιδιότητα xn → x0 και ε > 0. Από τη
συνέχεια της f έχουµε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε |x − x0| < δ συνεπάγεται
|f(x) − f(x0)| < ε. Από τη σχέση xn → x0 έχουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε
n > n0 να συνεπάγεται |xn − x0| < δ. Συνάγουµε λοιπόν ότι n > n0 συνεπά-
γεται |f(xn) − f(x0)| < ε, µε άλλα λόγια f(xn) → f(x0). Έχουµε έτσι δείξει
το µισό του ακόλουθου Θεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.2.17 Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν για κάθε
ακολουθία xn σηµείων του πεδίου ορισµού της f µε xn → x0, η ακολουθία f(xn)
συγκλίνει στο f(x0)

Για το υπόλοιπο της απόδειξης πρέπει να δείξουµε ότι αν η f δεν είναι
συνεχής στο x0 τότε υπάρχει ακολουθία xn µε xn → x0 ώστε η {f(xn)} δεν
συγκλίνει στο f(x0). Υποθέτουµε λοιπόν ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0,
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δηλαδή είναι λάθος η πρόταση: «Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε |x−x0| < δ
συνεπάγεται |f(x) − f(x0)| < ε.» Αυτό σηµαίνει ότι: Υπάρχει ε > 0 ώστε για
κάθε δ > 0 υπάρχει x µε |x − x0| < δ και |f(x) − f(x0)| ≥ ε.

Παρατήρηση 3.2.18 Ένα πραγµατικά καλό κριτήριο ότι έχετε καταλάβει τι γί-
νεται µέχρις εδώ, είναι να βεβαιωθείτε ότι καταλαβαίνετε (και δεν αποδέχεστε
απλά) την παραπάνω πρόταση. Αν δε συµβαίνει αυτό, γυρίστε πάλι στις ακο-
λουθίες).

Παίρνω τώρα για δ διαδοχικά τα 1/n, n ∈ N. Για κάθε n βρίσκω ένα xn ∈
(x0 − 1/n, x0 + 1/n) και |f(xn) − f(x0)| ≥ ε. Η σχέση όµως x0 − 1/n < xn <
x0 + 1/n συνεπάγεται ότι xn → x0 (ιδιότητα σάντουιτς) και η ανισότητα
|f(xn) − f(x0)| ≥ ε για όλα τα n ∈ N, κάνει αδύνατη την f(xn) → f(x0).
Φτάσαµε λοιπόν στο ζητούµενο άτοπο.

Παρατήρηση 3.2.19
Η δυνατότητα επιλογής ενός xn από κάθε διάστηµα (x0 − 1/n, x0 + 1/n) µε
την ιδιότητα |f(xn) − f(x0)| ≥ ε, έτσι ώστε να σχηµατιστεί µια ακολουθία
{xn}, στηρίζεται σε ένα αξίωµα της θεωρίας συνόλων που ονοµάζεται αξίωµα
επιλογής. Οι µαθηµατικοί αποδέχονται γενικά τη χρήση αυτού του αξιώµατος,
το οποίο όµως πρέπει να τονιστεί έχει προκαλέσει πολλές και έντονες συζητή-
σεις στην µαθηµατική κοινότητα.
Συνδυάζοντας τις ιδιότητες που έχουµε δείξει µέχρι τώρα βλέπουµε ότι

οι ρητές συναρτήσεις, οι τριγωνοµετρικές και οι «σύνθετες» συναρτήσεις που
µπορούµε να σχηµατίσουµε µε αυτές είναι συνεχείς. Έτσι για παράδειγµα οι
παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς στα πεδία ορισµού τους:

tan x, x ∈ R\{(k + 1/2)π : k ∈ Z}.

sin
2x + 5

x2 − 1
, x 6= ±1,

sin 2x − cosx

2 sinx − 1
, x 6= 2kπ +

π

6
, x 6= (2k + 1)π − π

6
, k ∈ Z.

3.3 Ορισµένα βασικά Θεωρήµατα για συνεχείς συ-
ναρτήσεις.

Σε αυτή την υποπαράγραφο θα δούµε δυο χρήσιµα, και διαισθητικά φανερά
θεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις. Όπως θα γίνει φανερό από τις αποδείξεις,
το κλειδί άµεσα ή έµµεσα θα είναι το αξίωµα τις συνέχειας.
Αρχίζουµε µε µερικές απλές ιδιότητες ακολουθιών, που θα µας χρειαστούν

στην απόδειξη.

Λήµµα 3.3.1 Αν an → a και γ ≤ an ≤ δ τότε γ ≤ a ≤ δ.

Απόδειξη: Πραγµατικά αν a > δ (και παρόµοια αν a < γ), τότε θα υπήρχε n
ώστε

|an − a| <
a − δ

2

– 36–



3.3 Ορισµένα βασικά Θεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις.

και εποµένως a−an < (a − δ)/2, δηλαδή an > (a + δ)/2 > δ που είναι φυσικά
άτοπο. (βλέπε σχήµα 3.3).

γ δ αn α

α−δ
2

Σχήµα 3.3

2

Λήµµα 3.3.2 Αν an → a τότε |an| → |a|.

Απόδειξη: Η ιδιότητα αυτή είναι άµεση συνέπεια της ανισότητας

∣∣|an| − |a|
∣∣ ≤ |an − a|.

2

Ιδού τώρα το πρώτο από τα θεωρήµατα µας:

Θεώρηµα 3.3.3 Αν η f είναι συνεχείς στο κλειστό διάστηµα [a, b], τότε:

(i) είναι φραγµένη στο [a, b] και

(ii) υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε f(x0) = sup{f(x) : a ≤ x ≤ b}.

Απόδειξη:

(i) Αν η f δεν είναι φραγµένη τότε για κάθε Μ ∈ R υπάρχει x ∈ [a, b]
ώστε |f(x)| > M . Παίρνοντας διαδοχικά M = 1, 2, . . . βρίσκουµε µια
ακολουθία xn, µε α ≤ xn ≤ β, ώστε |f(xn)| > n, n = 1, 2, . . . Η xn

είναι φραγµένη, άρα θα υπάρχει υπακολουθία της xkn
, k1 < k2 < · · · <

kn < · · · η οποία συγκλίνει, έστω στο x0. Θα έχουµε τότε x0 ∈ [a, b]
(γιατί;). Επειδή όµως η f είναι συνεχής στο x0 και xkn

→ x0 θα έχουµε
f(xkn

) → f(x0) και εποµένως |f(xkn
)| → |f(x0)|. Από την άλλη µεριά

όµως η ανισότητα |f(xkn
)| > kn συνεπάγεται προφανώς ότι |f(xkn

)| →
+∞ και φτάσαµε σε άτοπο.

(ii) ∆είξαµε ότι η f είναι φραγµένη στο [a, b], δηλαδή ότι το σύνολο {f(x) :
a ≤ x ≤ b} είναι φραγµένο (και προς τα πάνω και προς τα κάτω). Το
σύνολο αυτό είναι προφανώς µη κενό και εποµένως (αξίωµα συνέχειας)
το sup{f(x) : α ≤ x ≤ β} υπάρχει και είναι ένας πραγµατικός αριθµός,
έστω A. Πρέπει να δείξουµε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε f(x0) = A.
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Από τον ορισµό του sup συνάγουµε ότι για κάθε n ∈ N υπάρχει ένα
τουλάχιστον xn ∈ [a, b] ώστε A− 1/n < f(xn) ≤ A. Η ακολουθία xn έχει
υπακολουθία xkn

η οποία συγκλίνει σε κάποιο x0 ∈ [a, b] (γιατί;) και για
την οποία ισχύει:

A − 1

kn
< f(xkn

) ≤ A.

Η ιδιότητα «σάντουιτς» δείχνει άµεσα ότι f(xkn
) → A. Η οριακή αυτή

σχέση καθώς και η συνέχεια της f στο x0 = limxkn
έχουν ως συνέπεια

ότι

f(xkn
) → f(x0), n → ∞,

και εποµένως f(x0) = A, που είναι ακριβώς αυτό που έπρεπε να δείξου-
µε.

2

Παρατήρηση 3.3.4 Το (ii) δείχνει ότι η «µέγιστη» τιµή της συνάρτησης f
«πιάνεται» για κάποιο x0 ∈ [a, b]. Θα επανέλθουµε στο ζήτηµα αυτό αργότερα.

Παρατήρηση 3.3.5 Ας κάνουµε µια µικρή ανάλυση των υποθέσεων του θεω-
ρήµατος για να βεβαιωθούµε ότι δεν µπήκαν απλά και µόνο για να κάνουν
δυνατή την απόδειξη, αλλά γιατί πραγµατικά χρειάζονταν (αυτή την ανάλυση
να προσπαθείτε να την κάνετε πάντα στα θεωρήµατα που συναντάτε).

Η συνέχεια της f είναι απαραίτητη όπως φαίνεται από το παράδειγµα

f(x) =

{
0, αν x = 0

1 − |x|, αν 0 <| x |≤ 1.

(0, 1)

(−1, 0) (1, 0)

Εδώ sup f(x) = 1 αλλά δεν υπάρχει x0 ∈ [−1, 1] µε f(x0) = 1. ∆εν
υπάρχει αντίφαση µε το θεώρηµα 3.3.3 γιατί η f δεν είναι συνεχής στο 0.
Το ότι το πεδίο ορισµού είναι κλειστό διάστηµα δεν µπορεί να αντικατα-

σταθεί µε οποιουδήποτε είδους διάστηµα. Αν για παράδειγµα θεωρήσουµε την
f(x) = x µε 0 < x < 1, τότε sup f(x) = 1, ενώ για κανένα x0 ∈ (0, 1)
δεν έχουµε f(x0) = 1 (µας λείπει το x0 = 1!). (Ερώτηση: Σε ποιο σηµείο της
απόδειξης χρησιµοποιήθηκε ότι το διάστηµα είναι κλειστό;)

Η ίδια ακριβώς απόδειξη ότι υπάρχει x1, α ≤ x1 ≤ β, ώστε f(x1) = inf{f(x) :
α ≤ x ≤ β}.
Μπορούµε ακόµη να φτάσουµε στο ίδιο συµπέρασµα εφαρµόζοντας το θε-

ώρηµα που αποδείξαµε στην συνάρτηση −f(x)(γιατί;).
Το δεύτερο θεώρηµα µας έχει το όνοµα «Θεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής»

και λέγει ότι µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [a, b] παίρνει
κάθε τιµή µεταξύ των f(a) και f(b). Ακριβέστερα:
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Θεώρηµα 3.3.6 Αν η f είναι συνεχής στο [a, b] και αν f(a) < f(b) και c ∈
(f(a), f(b)) τότε υπάρχει x0 µε a < x0 < b ώστε f(x0) = c. Το ίδιο αποτέλεσµα
ισχύει και αν f(a) > f(b) και f(a) > c > f(b).

Η γεωµετρική ερµηνεία του θε-
ωρήµατος είναι φανερή. Απλά πα-
ρατηρούµε ότι η ευθεία y = c τέ-
µνει σε κάποιο σηµείο το γράφηµα
της συνεχούς συνάρτησης f (σχή-
µα 3.4 ).
Η ειδική περίπτωση f(a) < 0, f(b) >
0, c = 0 είναι γνωστή σαν Θεώρηµα
των Bolzano-Weierstrass (ο Bol-
zano ήταν Τσέχος µαθηµατικός του
19ου αιώνα. Ο Weierstrass ήταν
Γερµανός µαθηµατικός του 19ου
αιώνα και µάλιστα ένας από τους
διασηµότερους. Φηµιζόταν για την

α x0 β

c

f(α)

f(β)

Σχήµα 3.4

ακρίβεια και αυστηρότητα των µεθόδων που χρησιµοποιούσε).
Μπορούµε να διατυπώσουµε το θεώρηµα και ως εξής:

Θεώρηµα 3.3.7 (Bolzano-Weierstrass) 1 Αν η f είναι συνεχής στο [a, b] και
αν f(a) · f(b) < 0 τότε η f έχει µία τουλάχιστον ρίζα x0 στο (a, b).

f(β)

f(α)

α β

x0

α + δ

β − δ

Σχήµα 3.5

Τα δύο θεωρήµατα είναι στην πραγµατικότητα ισοδύναµα. Πραγµατικά
το θεώρηµα Bolzano-Weierstrass είναι ειδική περίπτωση του θεωρήµατος της

1Σε ορισµένα βιβλία το θεώρηµα αναφέρεται σαν θεώρηµα Bolzano. Σε άλλα σαν θεώρηµα
Bolzano-Weierstrass αναφέρεται το θεώρηµα: κάθε φραγµένη ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακο-
λουθία.
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ενδιάµεσης τιµής και το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής προκύπτει άµεσα αν ε-
φαρµόσουµε το θεώρηµα των Bolzano-Weierstrass στην συνεχή συνάρτηση
g(x) = f(x) − c, για την οποία ισχύει g(a) · g(b) = (f(a) − c) · (f(b) − c) < 0.

Απόδειξη: Αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση f(a) < 0 < f(b) (γιατί;). Η
ιδέα της απόδειξης που θα δώσουµε είναι πολύ απλή: Όπως φαίνεται από το
σχήµα 21 µπορεί να υπάρχουν περισσότερα από ένα τέτοια x0. Ας «κυνηγήσου-
µε» το «αριστερότερο» (x0 στο σχήµα). Πως µπορούµε να το χαρακτηρίσουµε;
απλούστατα είναι το «πιο µικρό» x µε την ιδιότητα: «κάθε x′ αριστερά του x
ικανοποιεί την ανισότητα f(x′) < 0». Για να µετατρέψουµε αυτή την ιδέα σε
απόδειξη δείχνουµε ότι:

(i) Το σύνολο A = {x ∈ (a, b] : a ≤ x′ < x ⇒ f(x′) < 0} είναι µη κενό και
φραγµένο προς τα πάνω.

(ii) Αν x0 = supA τότε a < x0 < b και f(x0) = 0.

Το ότι το A είναι φραγµένο προς τα πάνω είναι φανερό (το b για παράδειγµα
είναι ένα άνω φράγµα του). Το ότι είναι µη κενό προκύπτει ως εξής: Η
συνέχεια της f στο a συνεπάγεται ότι υπάρχει δ > 0 ώστε a ≤ x < a + δ
συνεπάγεται |f(x) − f(a)| < −f(a)/2 < 0. (Πάρτε ε = −f(a)/2 > 0 στον
ορισµό της συνέχειας) και εποµένως a ≤ x < a + δ συνεπάγεται f(x) <
f(a)/2 < 0. Όλα λοιπόν τα x του διαστήµατος (a, a + δ) ανήκουν στο A και
έτσι το A δεν είναι κενό. Από το αξίωµα της συνέχειας τώρα συµπεραίνουµε
ότι υπάρχει το x0 = supA και είναι προφανώς γνήσια µεγαλύτερο του a.
Από τη συνέχεια της f στο B συνάγουµε, όπως και προηγουµένως, ότι

υπάρχει δ′ > 0 ώστε b − δ′ < x ≤ b συνεπώς f(x) > 0 και εποµένως όλα τα
x στο διάστηµα (b − δ′, b] είναι άνω φράγµατα του A και άρα ξεπερνούν το
x0. Έχουµε λοιπόν δείξει ότι a < x0 < b και δε µένει παρά να δείξουµε ότι
f(x0) = 0.
Ας υποθέσουµε f(x0) 6= 0 για να φτάσουµε σε άτοπο. Αν f(x0) > 0 τότε

θα υπάρχει δ > 0 ώστε αν x ∈ (x0−δ, x0 +δ)∩(α, β) ,τότε f(x) > f(x0/2) > 0
(γιατί;). Εποµένως το x0 − δ/2 για παράδειγµα, θα είναι ένα άνω φράγµα του
A µικρότερο του x0, που είναι φυσικά άτοπο. Αν f(x0) < 0 τότε θα υπήρχε
δ > 0 ώστε αν x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)∩ (a, b), τότε f(x) < f(x0)/2 < 0. Εποµένως
x0 + δ/2 για παράδειγµα θα ανήκει στο A που είναι αδύνατο. 2

Θα χρησιµοποιήσουµε πολλές φορές τα θεωρήµατα αυτά στη συνέχεια. Εδώ
θα αρκεστούµε σε δύο ενδιαφέρουσες εφαρµογές.

Θεώρηµα 3.3.8 Κάθε πολυώνυµο περιττού βαθµού έχει τουλάχιστον µία πραγµα-
τική ρίζα

Απόδειξη: Έστω f(x) = α0 + α1 · x + · · · + αn · xn, αn 6= 0 και n ένας µονός
φυσικός. Γράφουµε το f(x) στη µορφή

f(x) = αn · xn ·
(

1 +
αn−1

αn · x + · · · + α0

αn · xn

)
= αn · xn · g(x)
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όπου

g(x) = 1 +
αn−1

αn · x + · · · + α0

αn · xn
.

Παρατηρούµε ότι η g ορίζεται στα διαστήµατα (−∞, 0), (0, +∞) και ότι

lim
x→+∞

g(x) = 1 και lim
x→−∞

g(x) = 1

(γιατί;). Υπάρχουν λοιπόν αριθµοί M > 0 και N > 0 ώστε x > M συνεπάγεται
g(x) > 0 και x < −N συνεπάγεται g(x) > 0. Έστω M ′ > M και N ′ > N θα
έχουµε:

f(M ′) · f(−N ′) = α2
n · (M ′)n · (−N ′)n · g(M ′) · g(−N ′) < 0

διότι α2
n > 0, g(M ′) > 0, g(−N ′) > 0, (M ′)n > 0, (−N)n < 0 αφού το n είναι

µονός αριθµός. Το θεώρηµα των Bolzano-Weierstrass µας εξασφαλίζει τώρα
την ύπαρξη µιας ρίζας της f στο διάστηµα (−N ′, M ′). 2

Η δεύτερη εφαρµογή είναι ειδική περίπτωση ενός θεωρήµατος που είναι
γνωστό ως θεώρηµα σταθερού σηµείου του Banach (Ο S. Banach ήταν Πολωνός
µαθηµατικός του α΄ µισού του 20ου αιώνα):

Θεώρηµα 3.3.9 Αν η f : [0, 1] → [0, 1] είναι συνεχής, τότε υπάρχει x0 ∈ [0, 1]
ώστε f(x0) = x0

f

(0, 0)

(0, 1) (1, 1)

(1, 0)

Σχήµα 3.6

Απόδειξη: Γεωµετρικά πρέπει να δείξουµε ότι το γράφηµα της f τέµνει τη
διαγώνιο του τετραγώνου µε κορυφές (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), δηλαδή το γρά-
φηµα της g(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1. Αν f(0) = 0 ή f(1) = 1, τότε φυσικά δεν
χρειαζόµαστε τίποτε άλλο. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι f(0) > 0 και f(1) < 1.
Η συνάρτηση h(x) = g(x) − f(x) ικανοποιεί τότε τις υποθέσεις του θεωρήµα-
τος της ενδιάµεσης τιµής. Υπάρχει λοιπόν x0 ∈ (0, 1) ώστε g(x0) − f(x0) = 0,
δηλαδή f(x0) = x0. 2
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3.4 Ασκήσεις

1. Συµπληρώστε τις αποδείξεις στις παραγράφους 3.1γ΄ και 3.2β΄

2. Αν η συνάρτηση f(x), α < x < β, είναι συνεχής και αν limx→β− f(x) =
limx→α+ f(x) = +∞, τότε υπάρχει x0 ∈ (α, β), ώστε η τιµή f(x0) να
είναι το ελάχιστο της f στο (α, β).

3. Αν η f(x) είναι φραγµένη στο διάστηµα (x0 −α, x0 + α), α > 0, δηλαδή
|f(x)| ≤ M για κάθε x µε |x − x0| < α, τότε η συνάρτηση g(x) =
(x − x0)f(x) είναι συνεχής στο x0.

4. Μελετήστε τα όρια limx→x0
g(x) όπου g(x) = P (x)/Q(x) µια ρητή συ-

νάρτηση και x0 ρίζα του παρονοµαστή. Ίδια ερώτηση για τα όρια όταν
x → +∞ ή x → −∞.

5. ∆είξτε ότι αν αn → +∞ τότε η αn είναι φραγµένη προς τα κάτω,
δηλαδή το σύνολο {αn : n ∈ N} είναι φραγµένο προς τα κάτω. Ίδια
ερώτηση για την περίπτωση αn → −∞.

6. ∆ίνεται η ακολουθία ak. Θέτουµε bn = sup{ak : k ≥ n}. ∆είξτε ότι το
lim bn υπάρχει ή lim bn = +∞. Το όριο αυτό συµβολίζεται lim sup an.
Όµοια ορίζεται το lim inf an και αποδεικνύεται ότι υπάρχει ή είναι −∞.
∆είξτε ότι η an συγκλίνει αν και µόνο αν lim sup an = lim inf an.

7. Για µια ακολουθία αn γράφουµε sup αn, inf αn για το sup, inf του συ-
νόλου {αn : n ∈ N}. ∆είξτε ότι sup(αn +βn) ≤ sup αn +supβn, inf(αn +
βn) ≥ inf αn + inf βn. Βρείτε παραδείγµατα, αν υπάρχουν, στα οποία οι
ανισότητες είναι γνήσιες.

8. Χρησιµοποιώντας τον ε − δ ορισµό µόνο δείξτε ότι :

lim
n2

n2 + n
= 1,

lim
x→2

x

x2 − 1
=

2

3
.

9. Βρείτε, αν υπάρχει, M ∈ R ώστε: x > M συνεπάγεται

x5 + 4x + 7

x4 + 1
> 106.

10. Αν [αn, βn], n = 1, 2 . . . µια ακολουθία εγκιβωτισµένων κλειστών διαστη-
µάτων, δηλαδή [α1, β1] ⊃ [α2, β2] ⊃ . . . ⊃ [αn, βn] ⊃ . . ., τότε

(α΄) Η τοµή
⋂∞

n=1[αn, βn] δεν είναι κενή και µάλιστα υπάρχουν τα
limαn, limβn και ισχύει

∞⋂

n=1

[αn, βn] = [lim αn, limβn].
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(β΄) Βρείτε αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι η τοµή
⋂∞

n=1[αn, βn]
µονοσύνολο.

11. Βρείτε, αν υπάρχει, το lim αn αν

(α΄) αn =
√

n + 5 −√
n

(β΄)

αn =
αn2 + βn + γ

α′n2 + β′n + γ′ , α′ 6= 0.

Είναι καλά διατυπωµένο το ερώτηµα (β΄); Αν όχι διορθώστε τη
διατύπωση χωρίς να αλλάξετε φυσικά την ουσία του ερωτήµατος.

12. Μια συνεχής συνάρτηση f έχει την ιδιότητα f(x) = f(−x) για κάθε
x 6= 0. ∆είξτε ότι f(0) = 0.

13. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x10 − 7x7 + 8x5 + x2, x ∈ R. ∆είξτε ότι το
σύνολο των τιµών της είναι φραγµένο προς τα κάτω, δηλαδή inf{f(x) :
x ∈ R} > −∞. Υπάρχει x0 ∈ R ώστε f(x0) = inf A όπου A = {f(x) :
x ∈ R};

14. Για ποια x είναι συνεχής η συνάρτηση [x] cos πx; Η ίδια ερώτηση για τη
συνάρτηση [x] sin πx.
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4K E F A L A I O
ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

4.1 Βασικές έννοιες

4.1α΄ Ορισµοί και απλά παραδείγµατα

Έστω f µια συνάρτηση και x0 ένα εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της.
Θα υπάρχει τότε δ > 0 ώστε το x0 + h να βρίσκεται στο πεδίο ορισµού της
f για |h| < δ. Η διαφορά f(x0 + h) − f(x0) συµβολίζεται συχνά ∆f και ο-
νοµάζεται «αύξηση» της συνάρτησης, ενώ το h = (x0 + h) − x0 συµβολίζεται
∆x και ονοµάζεται «αύξηση» της «ανεξάρτητης µεταβλητής» x στο x0. Το
πηλίκο ∆f/∆x ονοµάζεται «πηλίκο αυξήσεων» και το όριό του για ∆x → 0,
αν υπάρχει, παράγωγος της f στο x0. Κατ’ αναλογίαν µε ό,τι είπαµε για όρια
συναρτήσεων ορίζουµε πότε η παράγωγος είναι +∞ ή −∞ καθώς και παρα-
γώγους από δεξιά και αριστερά. Ας συγκεντρώσουµε αυτές τις παρατηρήσεις
σε έναν ορισµό:

Ορισµός 4.1.1 (i) Αν υπάρχει το όριο

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h

τότε η f λέγεται παραγωγίσιµη στο x0 και το όριο παράγωγος της f στο x0

(συµβολισµός: f ′(x0) ή Df(x0) ή
df
dx

∣∣
x=x0

και, αν δεν υπάρχει κίνδυνος

σύγχυσης, απλά df/dx).

(ii) Αν υπάρχει το όριο

lim
h→0+

f(x0 + h) − f(x0)

h

(
lim

h→0−

f(x0 + h) − f(x0

h

)
,

τότε λέµε ότι η f έχει παράγωγο από δεξιά (αριστερά), και τη συµβολίζουµε
µε f ′(x0+) (f ′(x0−)) ή D+f(x0) (D−f(x0)).
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(iii) Στην περίπτωση που τα παραπάνω όρια είναι +∞ ή −∞ λέµε ότι η f έχει
παράγωγο (ή παράγωγο από δεξιά ή παράγωγο από αριστερά) +∞ ή −∞,
(αλλά δε λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη).

Παρατήρηση 4.1.2 Η παράγωγος από δεξιά (αριστερά) ορίζεται µε τον ίδιο
ακριβώς τρόπο και σε περιπτώσεις που το x0 δεν είναι εσωτερικό σηµείο του
πεδίου ορισµού. Για τον ορισµό απαιτείται µόνο η f να είναι ορισµένη σ’ ένα
διάστηµα της µορφής [x0, x0 + δ) (ή (x0 − δ, x0]), δ > 0.

Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 τότε

f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0)

x − x0
→ 0,

για x → x0, (γιατί;), δηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε |x − x0| < δ
συνεπάγεται

|f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0)| < ε|x − x0|,

απ’ όπου έπεται ότι το |x − x0| < δ συνεπάγεται

|f(x) − f(x0)| <
(
|f ′(x0)| + ε

)
|x − x0|.

Εποµένως αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 τότε είναι και συνεχής στο x0

(Προσοχή: παραγωγίσιµη σηµαίνει ότι η f ′(x0) είναι πεπερασµένη, όχι +∞ ή
−∞). Πραγµατικά, παίρνοντας στην παραπάνω ανισότητα ε = 1, έχουµε για
τυχαίο ε′ > 0 ότι |f(x)− f(x0)| < ε′ για όλα τα x του πεδίου ορισµού για τα
οποία

|x − x0| < min

(
ε′

|f ′(x0)| + 1
, δ

)
.

Οι γνωστές πλέον ιδιότητες των ορίων µάς επιτρέπουν να βρούµε τύπους
για παραγώγους αθροίσµατος, γινοµένου και πηλίκου συναρτήσεων (αφού δεί-
ξουµε φυσικά πρώτα ότι υπάρχουν). Έτσι έχουµε:

(f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0)

(f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0)(

f

g

)′
(x0) =

g(x0)f
′(x0) − g′(x0)f(x0)

(g(x0))2
, g(x0) 6= 0.

Ας αποδείξουµε τους τύπους για το γινόµενο και το πηλίκο. Φυσικά υποθέ-
τουµε ότι το x0 είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού και των δύο
συναρτήσεων f και g. Παρατηρούµε επίσης ότι η συνέχεια της g στο x0 και
η συνθήκη g(x0) 6= 0 συνεπάγεται ότι η g είναι διάφορη του µηδενός σε µια
περιοχή (x0 − δ, x0 + δ), δ > 0, και εποµένως ορίζεται καλά τουλάχιστον σ’
αυτή την περιοχή το πηλίκο f/g.
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Για το γινόµενο χρησιµοποιούµε το κλασικό τέχνασµα:

f(x0 + h)g(x0 + h) − f(x0)g(x0)

h
=

f(x0 + h)g(x0 + h) − f(x0)g(x0 + h)

h

+
f(x0)g(x0 + h) − f(x0)g(x0)

h

= g(x0 + h)
f(x0 + h) − f(x0)

h

+f(x0)
g(x0 + h) − g(x0)

h
→ g(x0)f

′(x0) + f(x0)g
′(x0),

για h → 0 (στην τελευταία σειρά εκτός από τον ορισµό της παραγώγου χρη-
σιµοποιήσαµε και την συνέχεια της g στο x0).
Έχοντας αποδείξει τον τύπο για το γινόµενο, αρκεί να δείξουµε ότι

(
1

g

)′
(x0) = − g′(x0)

(g(x0))2

για να δείξουµε τον τύπο του πηλίκου. Έχουµε:

1

h

(
1

g(x0 + h)
− 1

g(x0)

)
= −g(x0 + h) − g(x0)

h
· 1

g(x0)g(x0 + h)

→ −g′(x0)
1

(g(x0))2
,

για h → 0, όπου πάλι χρησιµοποιήσαµε τη συνέχεια της g στο x0 και την
υπόθεση g(x0) 6= 0.

Ας δώσουµε τώρα µερικά απλά αλλά σηµαντικά παραδείγµατα:

(i) f(x) = c (σταθερά). Εδώ ∆f(x0) = 0 για οποιοδήποτε x0 άρα ∆f/∆x =
0 → 0, δηλαδή f ′(x0) = 0.

(ii) f(x) = x, x ∈ R: εδώ

f(x + h) − f(x)

h
=

x + h − x

h
= 1 → 1

δηλαδή x′ = 1.

(iii) f(x) = xn, n ∈ N:

(x0 + h)n − xn
0

h
=

h{(x0 + h)n−1 + (x0 + h)n−2x0 + · · · + xn−1
0 }

h

→ xn−1
0 + xn−1

0 + · · · + xn−1
0 = nxn−1

0 ,

καθώς h → 0, δηλαδή (xn)′ = nxn−1. (Αποδείξτε τον τύπο αυτό και µε
επαγωγή χρησιµοποιώντας τη σχέση (fg)′ = f ′g + fg′).
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Ο τύπος αυτός ισχύει και για n = 0 διότι τότε η f είναι σταθερά. Ισχύει
επίσης και για n ∈ Z και n < 0. Πράγµατι, έστω f(x) = x−n, n ∈ N, x 6=
0. Θα έχουµε:

(
f(x)

)′
=

(
1

xn

)′
= − (xn)′

x2n
= −nxn−1

x2n
= −nx−n−1

για x 6= 0. Άρα για όλους τους ακέραιους n ισχύει (xn)′ = nxn−1 για
κάθε x στο πεδίο ορισµού της xn (δηλαδή όλα τα x για n ≥ 0 και τα
x µε x 6= 0 για n < 0).

(iv) f(x) = a0 + a1x + · · · + anxn: γενικά, αν c σταθερά τότε

(cg)′(x0) = c′g(x0) + cg′(x0) = cg′(x0),

οπότε τετριµµένα f ′(x) = a1 + 2a2x + · · · + nanxn−1.

(v) f(x) = sin x. Εδώ θα έχουµε

f(x + h) − f(x)

h
=

sin (x + h) − sin x

h
=

2 sin h
2 cos (x + h

2 )

h

=
sin h

2
h
2

cos

(
x +

h

2

)
→ cosx,

όταν h → 0. Στην τελευταία σειρά χρησιµοποιήσαµε την συνέχεια του
συνηµιτόνου, την σχέση (sin x)/x → 1 για x → 0, και τον τύπο για όριο
σύνθετης συνάρτησης (γιατί;). Έχουµε λοιπόν τη βασική σχέση: (sin x)′ =
cosx.

(vi) f(x) = cosx. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε (cos x)′ = − sinx (θα δώ-
σουµε και µια διαφορετική απόδειξη σε λίγο).

(vii) f(x) = tanx, x 6= (k + 1
2 )π, k ∈ Z.

(tanx)′ =

(
sin x

cosx

)′
=

cosx(sin x)′ − sinx(cos x)′

(cosx)2

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x

=
1

cos2 x
,

δηλαδή (tanx)′ = 1/cos2 x = 1 + tan2 x.

(viii) f(x) = |x| για x ∈ R. Αν x0 > 0, επειδή f(x) = x στο διάστηµα (0,∞),
θα έχουµε f ′(x0) = x′|x=x0

= 1 (γιατί;). Αν x0 < 0, επειδή f(x) = −x
στο διάστηµα (−∞, 0), θα έχουµε f ′(x0) = −1.

Η περίπτωση x0 = 0 παρουσιάζει περισσότερο ενδιαφέρον. Κατ’ αρχάς
η |x| είναι συνεχής στο 0 (πάρε δ = ε) αλλά, όπως θα δούµε σε λίγο
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δεν είναι παραγωγίσιµη δηλαδή η παραγωγισιµότητα συνεπάγεται συνέχεια
αλλά το αντίστροφο δεν είναι γενικά σωστό.

Ενδιαφερόµαστε για το όριο του πηλίκου

f(0 + h) − f(0)

h
=

|h|
h

,

όταν h → 0. Προφανώς limh→0+ |h|/h = 1 και limh→0− |h|/h = −1 και
εποµένως δεν υπάρχει το limh→0 |h|/h, δηλαδή η |x| δεν έχει παράγωγο
στο 0. ∆είξαµε όµως ότι υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι f ′(0+) και
f ′(0−) και µάλιστα f ′(0+) = 1, f ′(0−) = −1.

(ix) Ας θεωρήσουµε τώρα µια συνάρτηση που ορίζεται µε «διαφορετικούς τύ-
πους» σε διαφορετικά διαστήµατα

f(x) =

{
0, αν x < 0
x2, αν x ≥ 0.

Η f(x) συµπίπτει µε τη σταθερά συνάρτηση 0 για x < 0, άρα f ′(x) = 0
για x < 0 και µε την x2 για x > 0, άρα f ′(x) = 2x για x > 0. Για
x = 0 είναι κατ’ αρχάς συνεχής, γιατί

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

0 = 0 = f(0) = lim
x→0+

x2 = lim
x→0+

f(x).

0

Η f είναι παραγωγίσιµη στο 0. Πραγµατικά η f ′(0+) υπάρχει και ισούται
προφανώς µε την από δεξιά παραγωγό της x2 για x = 0. Επειδή η x2,
−∞ < x < ∞ έχει παραγωγό στο µηδέν, θα έχει και από δεξιά παραγωγό
ίση µε (x2)′x=0 = (2x)x=0 = 2 · 0 = 0. Όµοια η αριστερή παραγωγός στο
µηδέν θα ισούται µε την παραγωγό της σταθεράς µηδέν στο µηδέν,
δηλαδή µε µηδέν και εποµένως f ′(0) = 0. Βρήκαµε λοιπόν:

f ′(x) =

{
0, x < 0
2x, x ≥ 0.

4.1β΄ Ο κανόνας της αλυσίδας

Θα δείξουµε τώρα ένα πολύ σηµαντικό θεώρηµα που θα µας επιτρέψει να
παραγωγίζουµε µε ευκολία πολύ περισσότερες συναρτήσεις. Τελείως φορµαλι-
στικά (ξεχνώντας προς στιγµή πεδία ορισµού, εσωτερικά σηµεία, και αλλά πα-
ρόµοια) ο κανόνας λέγει ότι για τη σύνθετη συνάρτηση h(x) = f(g(x)) έχουµε
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h′(x) = f ′(g(x)
)
g′(x) Και αφού προς στιγµήν ξεχάσαµε την «αυστηρότητα» ας

δώσουµε και µια ευλογοφανή (αλλά λανθασµένη) απόδειξη. Έχουµε λοιπόν:

h(x) − h(x0)

x − x0
=

f(g(x)) − f(g(x0))

x − x0

=
f(g(x)) − f(g(x0))

g(x) − g(x0)
· g(x) − g(x0)

x − x0
.

Η g είναι συνεχής στο g(x) → g(x0) άρα x → x0 για x → x0 και εποµένως,
για x → x0 ισχύει,

h(x) − h(x0)

x − x0
−→ lim

g(x)→g(x0)

f(g(x)) − f(g(x0))

g(x) − g(x0)
· lim

x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0

= f ′(g(x0))g
′(x0).

Από τα πολλά «στραβά» που περιέχει ο παραπάνω συλλογισµός ίσως το ουσια-
στικό είναι ότι δεν «δουλεύει» αν g(x) = g(x0) για x «κοντινά» στο x0. Θα
δώσουµε παρακάτω µια σωστή απόδειξη.

Ιδού πρώτα µερικές εφαρµογές:

(i)

(cosx)′ =
(
sin(

π

2
− x)

)′
=
(
cos(

π

2
− x)

)
(
π

2
− x)′

= − cos(
π

2
− x) = − sinx.

(ii)

(
sin(x3 cosx)

)′
= cos(x3 cosx)(x3 cosx)′

= cos(x3 cosx)
(
3x2 cosx − x3 sin x

)

(iii) ((ax + b)n)′ = n(ax + b)n−1(ax + b)′ = an(ax + b)n−1, για κάθε n ∈ N.

Προχωράµε τώρα στη διατύπωση και απόδειξη του κανόνα της αλυσίδας.

Θεώρηµα 4.1.3 (κανόνας της αλυσίδας) Αν x0 εσωτερικό σηµείο του πεδίου
ορισµού της g και y0 = g(x0) εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της f και οι
παραγωγοί g′(x0) , f ′(y0) υπάρχουν (και είναι πεπερασµένες), τότε η σύνθετη
συνάρτηση h(x) = f(g(x)) έχει παραγωγό στο x0 και ισχύει ο τύπος:

h′(x0) = f ′(g(x0)) · g′(x0).

Απόδειξη: Η παραγωγισιµότητα της g στο x0 συνεπάγεται ότι η g είναι συ-
νεχής στο x0. Υπάρχει επίσης δ1 > 0 ώστε τα y µε |y − y0| < δ1 να βρί-
σκονται στο πεδίο ορισµού της f , διότι το y0 = g(x0) είναι εσωτερικό ση-
µείο αυτού του πεδίου ορισµού. Συνάγουµε λοιπόν ότι υπάρχει δ2 > 0 ώστε,
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4.1 Βασικές έννοιες

|x − x0| < δ2 συνεπάγεται |g(x) − g(x0)| < δ1 και εποµένως για |x − x0| < δ2

η h(x) = f
(
g(x)

)
ορίζεται.

Θέλουµε να δείξουµε ότι η διαφορά

f(g(x)) − f(g(x0))

x − x0
− f ′(g(x0))g

′(x0)

τείνει στο µηδέν για x → x0. Η διάφορα αυτή γράφεται:

f(g(x)) − f(g(x0))

x − x0
−f ′(g(x0))

g(x) − g(x0)

x − x0
+f ′(g(x0)

) (g(x) − g(x0)

x − x0
− g′(x0)

)
.

Ο δεύτερος όρος τείνει στο µηδέν διότι

g(x) − g(x0)

x − x0
→ g′(x0)

για x → x0. Μένει λοιπόν να δείξουµε ότι και ο πρώτος όρος τείνει στο µηδέν
δηλαδή ότι

f
(
g(x)

)
− f

(
g(x0)

)
− f ′(g(x0)

)(
g(x) − g(x0)

)

x − x0
→ 0,

για x → x0. Έστω λοιπόν ε > 0. Η παραγωγισιµότητα της g στο x0 συνεπά-
γεται ότι υπάρχει δ′2 > 0 ώστε:

|x − x0| < δ′2 ⇒
∣∣∣∣
g(x) − g(x0)

x − x0

∣∣∣∣ < |g′(x0)| + 1 = M.

Η παραγωγισιµότητα της f στο y0 = g(x0) συνεπάγεται ότι υπάρχει δ3

ώστε: |y − y0| < δ3 συνεπάγεται

∣∣∣∣
f(y) − f(y0)

y − y0
− f ′(y0)

∣∣∣∣ <
ε

M

άρα και:

|f(y) − f(y0) − (y − y0)f
′(y0)| ≤

ε

M
|y − y0|

αν |y − y0| < δ3. Η συνέχεια της g στο x0 συνεπάγεται ότι υπάρχει δ4 > 0 ώ-
στε: |x−x0| < δ4 συνεπάγεται |g(x)−g(x0)| < δ3. Θέτοντας τώρα δ = min{δ′2, δ4}
και περιµαζεύοντας τα όσα είπαµε θα έχουµε 0 < |x − x0| < δ συνεπάγεται

∣∣f
(
g(x)

)
− f

(
g(x0)

)
− f ′(g(x0)

)(
g(x) − g(x0)

)∣∣
x − x0

≤ ε

M

∣∣∣∣
g(x) − g(x0)

x − x0

∣∣∣∣

<
ε

M
M

= ε,

που αποδεικνύει τον ισχυρισµό µας. 2
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4.1γ΄ Η παράγωγος ως συνάρτηση

Αν µια συνάρτηση f έχει παραγωγό για όλα τα x στο πεδίο ορισµού της,
τότε η παραγωγός αυτή θα είναι µια νέα συνάρτηση που εξακολουθούµε να
συµβολίζουµε µε f ′. Αν η f ′ έχει παράγωγο τη συµβολίζουµε µε f ′′ (ή D2f
ή D2f/dx2) κ.ο.κ.

Παραδείγµατα:

(i) f(x) = x3. Έχουµε f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6, f (4)(x) = 0, . . .,
f (n)(x) = 0 για n ≥ 4.

(ii) f(x) = sin x. Έχουµε

f ′(x) = cosx,

f ′′(x) = − sinx,

f ′′′(x) = − cosx,

f (4)(x) = sin x

και γενικότερα (τετριµµένη επαγωγή)

f (4k+1)(x) = cosx, f (4k+2)(x) = − sin x,
f (4k+3)(x) = − cosx, f (4k+4)(x) = sin x, για k = 0, 1, 2, . . .

4.2 Φυσική και γεωµετρική σηµασία της παραγώγου

Η εισαγωγή της έννοιας της παραγώγου έγινε τον 17ο αιώνα και αποδίδεται
στους Newton1, Fermat2 και Leibnitz3 (ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο).
Το κίνητρο για τον Newton ήταν η κατασκευή µαθηµατικού µοντέλου για
την ερµηνεία των νοµών κίνησης των πλανητών του Kepler. Στο περίφηµο
έργο του «Principia» θέτει στην πραγµατικότητα τις βάσεις και προχωράει
σηµαντικά στην ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού, όπως τον γνωρίζουµε
σήµερα (αν και η ανάγνωση των Principia θυµίζει µάλλον τα «Στοιχεία» του
Ευκλείδη παρά ένα σηµερινό κείµενο). Ο Fermat οδηγήθηκε στην έννοια της
παραγώγου στην προσπάθεια του να ορίσει την εφαπτόµενη µιας καµπύλης,
ενώ ο Leibnitz οδηγήθηκε εκεί από φιλοσοφικής µορφής ερωτήσεις. Από τη
δουλεία του τελευταίου µας έµεινε ουσιαστικά µόνο ο συµβολισµός df/dx, ενώ
οι ανακαλύψεις των Fermat και Newton θεωρούνται και σήµερα θεµελιώδεις.
Στις επόµενες δυο παραγράφους θα πούµε δυο λόγια για τις σηµαντικές αυτές
ανακαλύψεις.

1∆ιάσηµος Άγγλος επιστήµονας του 17ου–18ου αιώνα.
2Γάλλος µαθηµατικός του 17ου–18ου αιώνα.
3Γερµανός µαθηµατικός και φιλόσοφος του 17ου–18ου αιώνα.
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4.2α΄ Η παράγωγος στη Μηχανική

Για να µελετήσουµε την κίνηση ενός υλικού σηµείου στο χώρο γράφουµε
x(t), y(t), z(t) για τις συντεταγµένες του, που είναι φυσικά συναρτήσεις του
χρόνου t. ∆εχόµαστε ότι ο χρόνος περιγράφεται µε ένα πραγµατικό αριθµό,
ο οποίος µεταβάλλεται σε ένα διάστηµα [a, b]. Ας εξετάσουµε για απλότητα
µόνο την κίνηση της προβολής του σηµείου στον άξονα x, ή, αν θέλετε, ας
υποθέσουµε ότι σηµείο κινείται πάνω σε µια ευθεία την οποία παίρνουµε σαν
άξονα των x.
Το σηµείο λοιπόν ξεκινάει από την θέση x(a) και φτάνει στην θέση x(b) σε

χρόνο b − a. Αν η κίνηση του ήταν «οµοιόµορφη» θα λέγαµε ότι η ταχύτητα
του είναι (x(b) − x(a))/(b − a). Εν γένει όµως αυτό δεν συµβαίνει και γι’
αυτό ονοµάζουµε το πηλίκο (x(b) − x(a))/(b − a) «µέση ταχύτητα». Φυσικά
µέση ταχύτητα θα έχουµε για κάθε χρονικό διάστηµα (t, t + h), ή, για να
συµφωνήσουµε µε την παράδοση, (t, t + ∆t). Είναι φυσιολογικό, τουλάχιστον
για µικρά ∆t, να προσεγγίζουµε την ταχύτητα τη στιγµή t µε αυτή την
µέση ταχύτητα (x(t + ∆t) − x(t))/(∆t) και να ορίσουµε ως ταχύτητα κατά τη
στιγµή t το όριο

lim
x(t + ∆t) − x(t)

∆t
,

για ∆t → 0. Επειδή το x(t) παριστάνει τη θέση του κινητού, δηλαδή το διά-
στηµα που διήνυσε µέχρι τη στιγµή t, αν υποθέσουµε ότι x(a) = 0, µπορούµε
να πούµε ότι: «η (στιγµιαία) ταχύτητα είναι η παράγωγος του διαστήµατος ως
προς το χρόνο».
Από το σηµείο αυτό και πέρα πολλά από τα αποτελέσµατα του Απειροστι-

κού Λογισµού αποκτούν µια «µηχανική» σηµασία (αλλά και αντίστροφα πολλά
ερωτήµατα της Μηχανικής µας οδηγούν σε προτάσεις του Απειροστικού Λογι-
σµού). Έτσι για παράδειγµα, η δεύτερη παράγωγος του διαστήµατος ως προς
το χρόνο είναι η «επιτάχυνση».
Ας δούµε µε περισσότερη λε-

πτοµέρεια ένα απλό παράδειγµα (αρ-
µονικός ταλαντωτής). Υποθέτουµε ό-
τι ένα κινητό M κινείται οµοιό-
µορφα πάνω στη περιφέρεια ενός
κύκλου µε κέντρο την αρχή και
ακτίνα 1 κατά φορά αντίθετη µε
τη φορά των δεικτών του ωρο-
λογίου και ακόµη ότι τη χρονική
στιγµή t = 0 βρίσκεται στο σηµεί-
ο (1, 0). Ενδιαφερόµαστε για την
κίνηση της προβολής του σηµείου
πάνω στον άξονα των x.
Η υπόθεση ότι η κίνηση πάνω στη
περιφέρεια είναι οµοιόµορφη σηµαί-
νει ότι η γωνία ϑ(= ϑ(t)) είναι α-

M

(0, 0) (1, 0)p

θ(t)

Σχήµα 4.1

νάλογη του χρόνου, δηλαδή ότι ϑ(t) = ωt, όπου ω µια σταθερά που ονοµά-
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ζεται γωνιακή ταχύτητα και µετριέται σε rad/sec, όταν µετράµε το χρόνο σε
δευτερόλεπτα και τη γωνία σε ακτίνια.
Η θέση της προβολής P στον άξονα των x θα δίνεται από τη συνάρτηση

x(t) = cosϑ(t) = cosωt.

Η ταχύτητα και η επιτάχυνση λοιπόν του P θα είναι

υ(t) = x′(t) = −ω sin ωt

και
b(t) = x′′(t) = −ω2 cosωt.

Πολύ συχνά εµφανίζονται στη Φυσική περιπτώ-
σεις κίνησης παρόµοιας µε την κίνηση του P . Αν
για παράδειγµα φανταστούµε ένα υλικό σηµείο µά-
ζας 1 στην άκρη ενός ελατηρίου και το αποµακρύ-
νουµε από τη θέση ισορροπίας κατά τη διεύθυνση
του ελατηρίου και κατά µήκος 1 τότε, υπό την
προϋπόθεση ότι βρισκόµαστε ακόµα στην «ελαστική
περιοχή» (δηλαδή δεν χάλασε το ελατήριο), το ση-
µείο θα κινείται όπως το P (θα εκτελεί όπως λέµε

1

Σχήµα 4.2

«αρµονική ταλάντωση»). Οι νόµοι της Φυσικής που µας οδηγούν σ’ αυτό το
συµπέρασµα είναι γνωστοί. Το ότι βρισκόµαστε στην ελαστική περιοχή σηµαί-
νει ότι ισχύει ο νόµος του Hooke δηλαδή, η δύναµη που ασκείται στο σηµείο
µας θα κατευθύνεται προς την αρχή και θα είναι ανάλογη της αποµάκρυνσης:
F = −kx, όπου k είναι µια θετική σταθερά. Ας γράψουµε λοιπόν k = ω2.
Η δύναµη όµως είναι ίση µε την µάζα επί την επιτάχυνση (αυτός είναι ένας
από τους βασικούς νόµους που ανακάλυψε ο Newton) και εποµένως θα έχουµε
(µάζα = 1)

x′′(t) = −ω2x(t).
Έχουµε λοιπόν µια εξίσωση για την άγνωστη συνάρτηση που περιέχει εκτός
από τη συνάρτηση και παραγώγους της (εδώ τη δεύτερη). Μια τέτοια εξί-
σωση λέγεται διαφορική και ένα από τα κύρια επιτεύγµατα του Απειροστικού
Λογισµού είναι ότι δίνει µεθόδους για την λύση τέτοιων εξισώσεων. Φυσικά
δεν φτάνει αυτή η εξίσωση για να βρούµε την άγνωστη συνάρτηση. Ιδού µια
φυσική απόδειξη: «Στην ίδια εξίσωση θα φτάναµε αν αποµακρύναµε το σηµείο
κατά 1/2 , και όχι κατά 1, από τη θέση ισορροπίας. Προφανώς όµως τότε
έπρεπε να βρούµε διαφορετική συνάρτηση, αν µη τι άλλο διότι δε θα ίσχυε η
συνθήκη x(0) = 1. Αλλά και αν ακόµη είχαµε την ίδια αρχική αποµάκρυνση
1 και τη στιγµή t = 0 δίναµε µια αρχική ταχύτητα στο κινητό µας (φαντα-
στείτε µια ελαφριά «σφυριά») πάλι στην ίδια εξίσωση θα φτάναµε. Είναι όµως
προφανές και πάλι ότι θα έπρεπε να βρούµε διαφορετική συνάρτηση, αν µη
τι άλλο δε θα ίσχυε η συνθήκη x′(0) = 0». Εδώ τελειώνουν όµως οι αντιρ-
ρήσεις γιατί αν δώσουµε την αρχική αποµάκρυνση (x(0) = 1) και την αρχική
ταχύτητα (x′(0) = 0) τότε η «φυσική» διαίσθηση µας λέγει ότι το κινητό εί-
ναι «καταδικασµένο» να ακολουθήσει µια συγκεκριµένη κίνηση. ∆ιατυπωµένο
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σε µαθηµατικούς όρους αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µία µόνο συνάρτηση x(t) που
ικανοποιεί την εξίσωση x′′(t) = −ω2x(t) και τις συνθήκες x(0) = 1 και x′(0) = 0.
Μια τέτοια συνάρτηση βρήκαµε στην αρχή της παραγράφου: x(t) = cosωt.

«Αποδείξαµε» λοιπόν ότι η αποµάκρυνση x(t) στον αρµονικό ταλαντωτή µας
είναι η x(t) = cosωt, όπου η γωνιακή ταχύτητα ω είναι η τετραγωνική ρίζα
της «σταθεράς του ελατηρίου» k. Βάλαµε τη λέξη αποδείξαµε σε εισαγωγικά
γιατί η απόδειξη µας στηρίχτηκε στη Φυσική εµπειρία. Θα δούµε στις ασκήσεις
ότι ο Απειροστικός Λογισµός θα µας δώσει σχετικά εύκολα τη µαθηµατική
απόδειξη που λείπει.

Παρατήρηση 4.2.1 Ένας προσεχτικός αναγνώστης στο σηµείο αυτό πρέπει να
ρωτήσει: Καλά, πιστεύω ότι αργότερα θα µας δώσεις αυστηρή απόδειξη, αλλά
και το Φυσικό επιχείρηµα φαίνεται ατράνταχτο (ένα κινητό που ξεκινάει από
δεδοµένη θέση (x(0) = 1) µε δεδοµένη ταχύτητα (x′(0) = 0) και σε κάθε
θέση που θα περάσει ασκείται επάνω του δεδοµένη δύναµη (−ω2x) δεν µπο-
ρεί παρά να έχει προδιαγεγραµµένη κίνηση). Τι γίνεται λοιπόν, µπορούµε να
αποδείξουµε µαθηµατικές προτάσεις µε φυσικά επιχειρήµατα; Η απάντηση είναι
ναι εφ’ όσον η Φυσική θεωρία (εδώ Μηχανική) της οποίας τους νόµους χρη-
σιµοποιούµε είναι «καλή». Πιο συγκεκριµένα εδώ στηριχθήκαµε στο νόµο του
Newton (αξίωµα για τη Μηχανική) «δύναµη = (µάζα)·(επιτάχυνση)». Ο νόµος
αυτός (ουσιαστικά λόγω της αυστηρής απόδειξης που θα δώσουµε αργότερα)
συνεπάγεται το «ατράνταχτο» φυσικό επιχείρηµα που χρησιµοποιήσαµε.

4.3 Η παράγωγος ως κλίση εφαπτοµένης

Ας υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f είναι ορισµένη σε µια γειτονιά του σηµεί-
ου x0 και ότι είναι παραγωγίσιµη στο x0. Θεωρούµε τη χορδή MN (βλέπε
σχήµα 26) και υποθέτουµε ότι το σηµείο N

(
x0 + h, f(x0 + h)

)
πλησιάζει το

M , δηλαδή το h τείνει στο 0. Περιµένουµε, γεωµετρικά, ότι η ευθεία πάνω
στην οποία βρίσκεται η χορδή θα πλησιάζει µια ευθεία που είναι φυσιολογικό
να καλέσουµε εφαπτοµένη του γραφήµατος της f στο (x0, f(x0)). Μπορούµε
λοιπόν να ορίσουµε την εφαπτοµένη στο M να είναι µια ευθεία που περνάει
από το M και έχει κλίση το όριο, αν υπάρχει, των κλίσεων των χορδών MN
όταν h → 0. Θα δούµε ότι η παραγωγισιµότητα συνεπάγεται την ύπαρξη αυ-
τού του ορίου. Πραγµατικά (βλέπε σχήµα) η κλίση της MN είναι φυσικά µια
συνάρτηση του h που δίνεται από τον τύπο:

f(x0 + h) − f(x0)

h
=

(NΛ)

(MΛ)

Υπάρχει λοιπόν το όριο των κλίσεων και δεν είναι τίποτε άλλο παρά η f ′(x0)
δηλαδή (βλέπε σχήµα 26) tan ω = f ′(x0).
Γράφοντας ∆f(x0, h) = f(x0 + h) − f(x0) και df(x0, h) = f ′(x0)h δηλαδή,

το ∆f(x0, h) = ΛN είναι η «αύξηση πάνω στο γράφηµα της f», ενώ το
df(x0, h) = KΛ είναι η «αύξηση πάνω στην εφαπτοµένη f(x0)+(x−x0)f

′(x0)».
Η γεωµετρική διαίσθηση µάς λέγει ότι η διαφορά ∆f(x0, h)−df(x0, h) = NK,
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x0 x0 + h

Λ

M

N

f

K

ω

∆f = f(x0 + h) − f(x0)

f ′(x0) · h

(x0, f(x0))

Σχήµα 4.3

δηλαδή το «λάθος» που θα κάναµε αν αντικαθιστούσαµε την f(x) µε την
f(x0)+ (x−x0)f

′(x0) (≡ εξίσωση εφαπτοµένης), γίνεται, ακόµη και σε σχέση
µε το h, πολύ µικρό, όταν h → 0. Ας δούµε µε µεγαλύτερη ακρίβεια τι
συµβαίνει. Έχουµε

NK = ∆f(x0, h) − df(x0, h) = f(x0 + h) − f(x0) − f ′(x0)h

= h
f(x0 + h) − f(x0) − f ′(x0)h

h
= h · q(x0, h)

όπου

q(x0, h) =
f(x0 + h) − f(x0)

h
− f ′(x0).

Η παραγωγισιµότητα της f στο x0 σηµαίνει ότι η q, ως συνάρτηση του h,
τείνει στο µηδέν για h → 0, δηλαδή όχι µόνο

∆f(x0, h) − df(x0, h) → 0

αλλά και
∆f(x0, h) − df(x0, h)

h
→ 0, όταν h → 0

Συνήθως η ιδιότητα εκφράζεται ως εξής: Το ∆f(x0, h) − df(x0, h) είναι «α-
πειροστό» ανώτερης τάξης από το h, ή ακόµα: Το ∆f(x0, h) − df(x0, h) είναι
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«µικρό o» του h (συµβολισµός:

∆f(x0, h) − df(x0, h) = o(h),

για h → 0).
Ας δώσουµε τους ακριβείς ορισµούς: Κατ’ αρχάς απειροστό λέγεται µια συ-

νάρτηση f(x) µε την ιδιότητα f(x) → 0, x → x0 (ακριβέστερα απειροστό για
x → x0).
Το σύµβολο «o» (o µικρό) καθώς και το «O» (O µεγάλο) οφείλονται στο

Γερµανό µαθηµατικό Landau (α΄ µισό 20ου αιώνα) και ορίζονται ως εξής:

Ορισµός 4.3.1 Αν f , g δύο συναρτήσεις ορισµένες σε µια περιοχή ενός σηµείου
x0 (ανάλογοι ορισµοί δίνονται και αν οι συναρτήσεις ορίζονται σε διαστήµατα της
µορφής (x0, x0 + h) ή (x0 − h, x0), για h > 0), τότε

(i) f(x) = O(g(x)), x → x0, αν υπάρχουν δ > 0 και M ώστε

|x − x0| < δ ⇒ |f(x)| ≤ M |g(x)|.

(ii) f(x) = o(g(x)), x → x0, αν

f(x)

g(x)
→ 0,

για x → x0.

(f(x) = O(g(x)), για x → x0, διαβάζεται: η f είναι «O µεγάλο» της g για
x → x0 και η f(x) = o(g(x)), για x → x0, διαβάζεται: η f είναι «o µικρό»
της g για x → x0.)
Παραδείγµατα:

(i) sin x = O(x), για x → 0. Πραγµατικά | sin x| ≤ |x| για όλα τα x.

(ii) sin 1
x = O(1), για x → 0. Πραγµατικά | sin(1/x)| ≤ 1 για όλα τα x.

(iii) x2 = o(x), για x → 0. Πραγµατικά x2/x = x → 0, για x → 0.

(iv) 1 − cosx = o(x), για x → 0. Πραγµατικά

1 − cosx

x
=

1

x
2 sin2 x

2
=

sin x
2

x
2

sin
x

2
→ 1 · 0 = 0,

για x → 0.

Παρατήρηση 4.3.2 Αν γράψουµε ∆x για το h τότε η σχέση df(x0, h) = f ′(x0)·
h γίνεται f ′(x0) = df(x0, h)/∆x. Για τη συνάρτηση f(x) = x θα έχουµε

df(x0, h) = 1 · h = h

για όλα τα h, δηλαδή dx(x0, h) = ∆x. Οι παρατηρήσεις αυτές οδηγούν στο
«συµβολισµό του Leibnitz» για την παράγωγο df/dx. Ας σηµειώσουµε ακόµη
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ότι το df(x0, h), το οποίο για δεδοµένο x0, είναι απλά η γραµµική οµογενής
συνάρτηση f ′(x0) · h, λέγεται διαφορικό της f . ∆εν θα επιµείνουµε περισσό-
τερο στη σηµαντική αυτή έννοια γιατί στις συναρτήσεις µιας µεταβλητής που
εξετάζουµε δεν προσφέρει τίποτε περισσότερο από ότι η παράγωγος. Όπως
θα µάθετε αργότερα η κατάσταση είναι τελείως διαφορετική για συναρτήσεις
περισσότερων µεταβλητών.

Κλείνουµε αυτή την υποπαράγραφο µε µια απλή εφαρµογή. Ας θεωρήσουµε
τη συνάρτηση f(x) = (1/4)x2. Το γράφηµά της είναι µια παραβολή µε «εστία»
το σηµείο N(0, 1) και «διευθετούσα» την ευθεία y = −1. Γεωµετρικά ορίζεται
ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που απέχουν από την εστία N και τη
διευθετούσα y = −1. Πραγµατικά (βλέπε σχήµα 4.4)

y

y = −1
M ′

M
(
x, x2

4

)

N(0, 1)

α

β

δ

γ

xx

Σχήµα 4.4

(MN)2 = x2 +

(
x2

4
− 1

)2

= x2 +

(
x2

4

)2

+ 1 − x2

2

= 1 +

(
x2

4

)2

+
x2

2

=

(
1 +

x2

4

)2

= (MM ′)2.
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Μια πολύ γνωστή ιδιότητα της παραβολής είναι ότι «η εφαπτοµένη της διχοτο-
µεί τη γωνία που σχηµατίζει η παράλληλος προς τον άξονα συµµετρίας της και
η ευθεία που συνδέει το σηµείο επαφής µε την εστία». Ας την αποδείξουµε:
πρέπει να δείξουµε (βλέπε σχήµα 27) ότι γ = δ, δηλαδή γ = α − β και επειδή
γ = π/2 − α πρέπει να δείξουµε ότι 2α − β = π/2. Έχουµε όµως:

tanα = f ′(x)

=
x

2
(η κλίση της εφαπτοµένης είναι η παράγωγος)

tanβ =
1

x

(
x2

4
− 1

)

και εποµένως:

tan 2α =
2 tanα

1 − tan2 α

=
x

1 − x2

4

= − 1

tan β

= cot (−β),

απ’ όπου πραγµατικά έπεται 2α − β = π/2. (Χωρίς να το πούµε υποθέσαµε ότι
οι γωνίες α, β, γ, δ ήταν οξείες, δηλαδή x > 0 και x2/4 > 1. ∆ιερευνήστε και
τις υπόλοιπες περιπτώσεις.

4.4 Ορισµένα βασικά θεωρήµατα για παραγωγίσιµες
συναρτήσεις

Ο ορισµός της παραγώγου υπαγορεύτηκε από ανάγκες της Γεωµετρίας και της
Μηχανικής και ο Απειροστικός Λογισµός, που βασίζεται σ’ αυτή την έννοια,
έδωσε τεράστια ώθηση και στις δύο αυτές επιστήµες (και σε άλλες πολλές). Ο
ορισµός όµως αυτός είναι σίγουρα πετυχηµένος και για έναν άλλο λόγο: δίνει
λαβή για τη δηµιουργία µιας πλουσιότατης θεωρίας που απαντάει σε πολλά φυ-
σιολογικά ερωτήµατα για τη συµπεριφορά των πραγµατικών συναρτήσεων. ∆εν
υπάρχει αµφιβολία, ότι θα έχανε µεγάλο µέρος από τη σηµασία του ο Απειρο-
στικός Λογισµός χωρίς τις εφαρµογές του, αλλά είναι επίσης βέβαιο ότι θα είχε
τη θέση του στη Μαθηµατική Επιστήµη ακόµη και χωρίς αυτές. Σύµφωνα µε
µια «µεταµαθηµατική» αρχή οι δύο αυτές όψεις µπορεί να είναι αλληλένδετες:
«Μια καλή µαθηµατική θεωρία αν δεν έχει προέλθει από σηµαντικά ερωτήµατα
άλλων επιστηµών περιέχει τη δυνατότητα να εφαρµοστεί ακόµη και µετά τη
δηµιουργία της».

Από την παράγραφο αυτή θα αρχίσει να γίνεται εµφανής ο πλούτος της
θεωρίας που µελετάµε.
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4.4α΄ Τα θεωρήµατα του Rôlle και της µέσης τιµής

Έστω f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [α, β] και συνεχής
σ’ αυτό. Υπενθυµίζουµε ότι για τα σηµεία α, β η συνέχεια ισοδυναµεί µε
συνέχεια από δεξιά και αριστερά αντίστοιχα. Ας υποθέσουµε ακόµη ότι η f
είναι παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α, β). (∆ε µας ενδιαφέρει η ύπαρξη
παραγώγων, από δεξιά και αριστερά βέβαια, στα α, β).
Είναι φανερό γεωµετρικά ότι αν µετακινήσουµε τη χορδή AB (βλέπε σχή-

µα 4.5) παράλληλα προς τον εαυτό της, σε κάποια στιγµή θα γίνει εφαπτόµενη

A
(α, f(α))

B

(β, f(β)

x0α β

Σχήµα 4.5

του γραφήµατος, σε ένα σηµείο x0, α < x0 < β. Η κλίση της εφαπτοµένης στο
x0, δηλαδή η f ′(x0) θα είναι ίση µε την κλίση της χορδής, δηλαδή

(
f(β) − f(α)

)

(β − α)
.

∆ώσαµε λοιπόν µια γεωµετρικά ευλογοφανή απόδειξη του παρακάτω σηµαντι-
κού θεωρήµατος.

Θεώρηµα 4.4.1 (µέσης τιµής) Αν η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α, β]
και παραγωγίσιµη στο (α, β), τότε υπάρχει x0 ∈ (α, β) ώστε:

f ′(x0) =
f(β) − f(α)

β − α
.

Μια ειδική και ενδιαφέρουσα περίπτωση του θεωρήµατος προκύπτει όταν

f(α) = f(β) = 0.

Η περίπτωση αυτή είναι γνωστή σαν θεώρηµα του Rôlle. Ο Rôlle (Γάλλος
µαθηµατικός του 17ου αιώνα) απέδειξε το θεώρηµα µόνο για πολυώνυµα.

Θεώρηµα 4.4.2 (Rôlle) Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήµατος της µέσης
τιµής και επιπλέον f(α) = f(β) = 0 τότε υπάρχει x0 ∈ (α, β) ώστε f ′(x0) = 0.
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α x0 β

Σχήµα 4.6

Μια απλή παρατήρηση δείχνει ότι στην πραγµατικότητα τα δυο θεωρήµατα
είναι ισοδύναµα. Πραγµατικά ας υποθέσουµε ότι ισχύει το θεώρηµα του Rôlle
και ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση

f(x) − g(x) = h(x),

όπου

g(x) = f(α) +
f(β) − f(α)

β − α
(x − α)

η γραµµική συνάρτηση της οποίας το γράφηµα περιέχει τη χορδή AB. Η
h θα ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος του Rôlle γιατί η g είναι
παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής σε όλο το R και f(α) = g(α), f(β) = g(β).
Υπάρχει λοιπόν x0 ∈ (α, β) ώστε h′(x0) = 0, δηλαδή

f ′(x0) −
f(β) − f(α)

β − α
= 0.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε το θεώρηµα του Rôlle.

Απόδειξη: Αν η f είναι σταθερή στο [α, β] δηλαδή f(x) = 0 για κάθε x ∈ [α, β],
τότε f ′(x) = 0 για όλα τα x και το θεώρηµα είναι τετριµµένο. Ας υποθέσουµε
λοιπόν ότι υπάρχει x, αναγκαστικά στο (α, β), ώστε f(x) 6= 0. Χωρίς βλάβη
της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε f(x) > 0. Επειδή η f είναι συνεχής
υπάρχει x0 ∈ [α, β] ώστε:

f(x0) = sup{f(x) : x ∈ [α, β]},

δηλαδή f(x0) ≥ f(x) για κάθε x στο [α, β]. Επειδή υπάρχει x µε f(x) > 0,
θα έχουµε f(x) > 0, εποµένως α < x0 < β. Θα δείξουµε ότι f ′(x0) = 0 και η
απόδειξη θα έχει τελειώσει.
Επειδή x0 ∈ (α, β), υπάρχει η παράγωγος f ′(x0) άρα και οι f ′(x+

0 ) και
f ′(x−

0 ) και µάλιστα
f ′(x0) = f ′(x+

0 ) = f ′(x−
0 ).

Έχουµε όµως

f ′(x+
0 ) = lim

x→x+
0

f(x) − f(x0)

x − x0
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και επειδή f(x0) ≥ f(x) και x > x0 το πηλίκο
f(x)−f(x0)

x−x0
θα είναι µικρότερο

ή ίσο του µηδενός για x > x0. Συνάγουµε ότι

f ′(x0) = f ′(x+
0 ) ≤ 0.

Με τελείως παρόµοιο τρόπο βρίσκουµε

f ′(x0) = f ′(x−
0 ) ≥ 0

και εποµένως f ′(x0) = 0 όπως έπρεπε να δείξουµε. 2

Παρατήρηση 4.4.3 Η υπόθεση της παραγωγισιµότητας στο (α, β) είναι φυσικά
απαραίτητη για να έχει νόηµα το συµπέρασµα του θεωρήµατος. Η υπόθεση της
συνέχειας στο [α, β] θα µπορούσε κατ’ αρχήν να αντικατασταθεί ισοδύναµα
µε συνέχεια στα α και β µόνο (γιατί;) και είναι επίσης απαραίτητη. Αυτό το
βλέπουµε µε το απλό παράδειγµα: f(x) = 0 για 0 ≤ x < 1 και f(1) = 1. Εκτός
από τη συνέχεια στο 1 όλες οι άλλες προϋποθέσεις επαληθεύονται αλλά το
συµπέρασµα είναι σίγουρα αδύνατο. Πραγµατικά f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (0, 1),
ενώ

f(1) − f(0)

1 − 0
= 1 6= 0

(βλέπε σχήµα 4.7).

0

1

1

Σχήµα 4.7

Παρατήρηση 4.4.4 Υπάρχουν διάφορες χρήσιµες παραλλαγές του θεωρήµατος
της µέσης τιµής. Η µορφή που δείξαµε είναι γνωστή µε το όνοµα του La-
grange (Γάλλος µαθηµατικός του 18ου αιώνα). Αν για παράδειγµα θεωρήσουµε
δύο συναρτήσεις f και g που ικανοποιούν και οι δύο τις υποθέσεις του θεω-
ρήµατος της µέσης τιµής τότε η συνάρτηση:

h(x) = (f(β) − f(α)) · g(x) − (g(β) − g(α)) · f(x)

θα ικανοποιεί τη σχέση h(α) = h(β) και τις υποθέσεις του θεωρήµατος. Θα
υπάρχει λοιπόν x ∈ (α, β), ώστε:

(f(β) − f(α)) · g′(x0) = (g(β) − g(α)) · f ′(x0).
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Αν υποθέσουµε ότι οι f ′ και g′ δεν έχουν κοινή ρίζα στο (α, β) και ακόµα
g(β) − g(α) 6= 0, οπότε αναγκαστικά g′(x0) 6= 0 (γιατί;), µπορούµε να γράψου-
µε την παραπάνω σχέση µε τη µορφή

f(β) − f(α)

g(β) − g(α)
=

f ′(x0)

g′(x0)
.

Έχουµε λοιπόν δείξει το επόµενο θεώρηµα της µέσης τιµής του Cauchy, το
οποίο θα µας χρειαστεί αργότερα.

Θεώρηµα 4.4.5 Αν οι f και g ικανοποιούν τις υποθέσεις του θεωρήµατος της
µέσης τιµής και αν επιπλέον οι f ′ και g′ δεν έχουν κοινή ρίζα στο (α, β) και
g(β) − g(α) 6= 0, τότε υπάρχει x0 ∈ (α, β) ώστε:

f(β) − f(α)

g(β) − g(α)
=

f ′(x0)

g′(x0)
.

Θεωρούµε αυτονόητο ότι ο αναγνώστης θα έχει ήδη επιχειρήσει να δει αν η
προϋπόθεση ότι η f ′ και η g′ δεν έχουν κοινή ρίζα είναι απαραίτητη. Αν
δεν τα έχει καταφέρει ας δοκιµάσει τις συναρτήσεις x2 και x3 στο διάστηµα
[−1, 1]. (Αν δεν έχει καν επιχειρήσει, τότε ίσως πρέπει να ξανασκεφτεί αν η
επιλογή του να σπουδάσει µαθηµατικά ήταν σωστή.)
Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε µια πολύ σηµαντική εφαρµογή του

θεωρήµατος µέσης τιµής.

Θεώρηµα 4.4.6 Αν µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα διάστηµα (α, β) έχει
παράγωγο f ′(x) ίση µε µηδέν για όλα τα x ∈ (α, β) τότε η f είναι σταθερά στο
(α, β).

Απόδειξη: Παίρνουµε τυχαίο x0 ∈ (α, β) και εξετάζουµε τη διαφορά f(x) −
f(x0) για x ∈ (α, β). Υποθέτουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι x0 < x. Το
θεώρηµα της µέσης τιµής µας λέγει ότι υπάρχει ξ ∈ (x0, x) ώστε f(x)−f(x0) =
f ′(ξ)(x − x0), δηλαδή (αφού f ′(ξ) = 0) f(x) = f(x0), όποιο και να είναι το
x ∈ (α, β).
Ένας ισοδύναµος τρόπος να εκφράσουµε το ίδιο αποτέλεσµα είναι να πού-

µε: «αν δύο συναρτήσεις f και g έχουν την ίδια παράγωγο σε ένα διάστηµα,
f ′(x) = g′(x) για α < x < β, τότε διαφέρουν κατά µια σταθερά σ’ αυτό το
διάστηµα, δηλαδή f(x) = g(x) + c για α < x < β». (Αρκεί να παρατηρήσουµε
ότι η υπόθεση συνεπάγεται (f − g)′(x) = 0 για α < x < β.)

2

4.4β΄ Μονότονες Συναρτήσεις

Σ’ αυτή την υποπαράγραφο τα πεδία ορισµού θα είναι πάντοτε διαστήµατα.
Πιο συγκεκριµένα θα θεωρήσουµε συναρτήσεις που ορίζονται σε ένα ανοιχτό
διάστηµα [a, b]. Στις περισσότερες περιπτώσεις είναι δουλειά ρουτίνας η εξέταση
των υπόλοιπων µορφών διαστηµάτων και θα την παραλείπουµε.
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Μια συνάρτηση f : (a, b) → R λέγεται αύξουσα (γνήσια αύξουσα) αν x < y
συνεπάγεται f(x) ≤ f(y) για x, y ∈ (a, b) (x < y συνεπάγεται f(x) < f(y)
για x, y ∈ (a, b)) και φθίνουσα (γνήσια φθίνουσα) αν x < y συνεπάγεται
f(x) ≥ f(y) για x, y ∈ (a, b) (x < y συνεπάγεται f(x) > f(y) για x, y ∈ (a, b)).
Μονότονη (γνήσια µονότονη) λέγεται µια συνάρτηση που είναι αύξουσα ή
φθίνουσα (γνήσια αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα).

Παραδείγµατα:

(i) Η συνάρτηση sinx είναι γνήσια αύξουσα στο (−π/2, π/2) καθώς και στο
[−π/2, π/2].

(ii) Η συνάρτηση x+(x) = max(x, 0) είναι αύξουσα στο R αλλά όχι γνησίως
αύξουσα (ένας άλλος τρόπος να γράψουµε την x+ είναι ο x+(x) =
1
2 |x| + x, µαντέψτε και ορίστε την x−).

(iii) Η συνάρτηση tan x είναι γνήσια αύξουσα σε κάθε διάστηµα της µορφής(
(2k − 1)π

2 , (2k + 1)π
2

)
.

(iv) Η συνάρτηση cosx είναι φθίνουσα στο διάστηµα (0, π).

(v) Η συνάρτηση −[x] είναι φθίνουσα αλλά όχι γνήσια στο R.

Μια µονότονη συνάρτηση δεν είναι υποχρεωτικά συνεχής (παράδειγµα [x]).
Ας δούµε τι είδους ασυνέχειες παρουσιάζει. Θα περιοριστούµε σε αύξουσες
συναρτήσεις. Η µελέτη των φθινουσών είναι τελείως ανάλογη (αν θέλουµε
µάλιστα µπορούµε να αναγάγουµε τη µια περίπτωση στην άλλη παρατηρώντας
ότι «η f είναι αύξουσα αν και µόνο αν η −f είναι φθίνουσα»).
Έστω λοιπόν f : (a, b) → R µια αύξουσα συνάρτηση και a < x0 < b. Το

σύνολο {f(x) : a < x < x0} είναι προφανώς µη κενό και φραγµένο προς τα

α βx0

Σχήµα 4.8

πάνω διότι για παράδειγµα το f(x0)
είναι ένα άνω φράγµα του. Υπάρχει
λοιπόν το sup{f(x) : a < x < x0}.
Αν γράψουµε γ για αυτό το sup ι-
σχυριζόµαστε (κάτι που είναι φανερό
διαισθητικά) ότι γ = f(x−

0 ). Πραγµα-
τικά, για κάθε ε > 0 υπάρχει x1 < x0

ώστε f(x1) > γ − ε (αλλιώς το γ − ε
θα ήταν άνω φράγµα µικρότερο από
το supremum). Τότε όµως θα έχου-
µε και f(x) > γ − ε για κάθε x µε

x1 < x. Θέτοντας λοιπόν δ = x0 − x1 θα έχουµε 0 < x0 − x < δ συνεπάγεται
γ − ε < f(x) ≤ γ < γ + ε, που αποδεικνύει ότι γ = f(x0−). Τελείως παρόµοια
δείχνουµε ότι γ′ = inf{f(x) : x0 < x < β} = f(x+

0 ).
Η ύπαρξη των δύο πλευρικών ορίων f(x+

0 ) και f(x−
0 ) δείχνει ότι αν το

x0 δεν είναι σηµείο συνεχείας θα είναι ασυνέχεια α΄ είδους και µάλιστα µε
πήδηµα

f(x+
0 ) − f(x−

0 ) = inf{f(x) : x < x0} − sup{f(x) : x < x0}.
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Ας συνοψίσουµε αυτά τα αποτελέσµατα σε ένα θεώρηµα.

Θεώρηµα 4.4.7 Αν η f είναι αύξουσα (φθίνουσα) στο (a, b), τότε αν είναι α-
συνεχής σε κάποιο x0, η ασυνέχειά της θα είναι α΄ είδους. Επιπλέον θα έχουµε:
f(x−

0 ) ≤ f(x0) ≤ f(x+
0 )
(
f(x−

0 ) ≥ f(x0) ≥ f(x+
0 )
)
.

Ας θεωρήσουµε τώρα µια αύξουσα συνάρτηση f ορισµένη στο (a, b) και
ας γράψουµε: γ = inf{f(x) : α < x < β}, δ = sup{f(x) : α < x < β}. Αν
το σύνολο {f(x) : α < x < β} δεν είναι φραγµένο προς τα κάτω (πάνω)
τότε το γ (δ) σηµαίνει −∞(+∞). Στην οποιαδήποτε περίπτωση οι τιµές της
f(x), για α < x < β, βρίσκονται στο διάστηµα [γ, δ] (στην περίπτωση που το
γ ή το δ ή και τα δύο είναι +∞ ή −∞, τότε γράφουµε (−∞, δ], [γ,∞)
ή (−∞,∞). Στην περίπτωση που η f είναι γνήσια αύξουσα µπορούµε να
αντικαταστήσουµε το [γ, δ] µε (γ, δ). Πραγµατικά, αν για παράδειγµα f(x0) =
γ για κάποιο x0 ∈ (a, b) τότε παίρνοντας για παράδειγµα x1 = (a + x0)/2 θα
έχουµε f(x1) < f(x0) = γ, διότι x1 < x0, που είναι άτοπο.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η f εί-

ναι όχι µόνο γνήσια αύξουσα αλλά
και συνεχής. Ισχυριζόµαστε ότι για
κάθε y ∈ (γ, δ) υπάρχει ακριβώς έ-
να x ∈ (α, β) ώστε f(x) = y.
Πραγµατικά, επειδή y > γ και γ =
inf{f(x) : α < x < β} θα υ-
πάρχει x1 ∈ (α, β) ώστε f(x1) =
γ1 < y και όµοια θα υπάρχει x2 ∈
(α, β), αναγκαστικά x2 > x1, ώστε
f(x2) = γ2 > y. Το αποτέλεσµα
µας τώρα είναι άµεση συνέπεια του
θεωρήµατος της ενδιάµεσης τιµής ε-
φαρµοσµένου στη συνεχή συνάρτη-

δ

γ

α β

γ1

γ2

x1 x2( )[ ]

(
[

)
]

Σχήµα 4.9

ση f στο διάστηµα [x1, x2].
Ένας άλλος τρόπος να εκφράσουµε το αποτέλεσµα που βρήκαµε είναι ο

εξής: «Αν η f είναι γνήσια µονότονη και συνεχής στο (a, b), τότε έχει αντί-
στροφο g στο (γ, δ), δηλαδή y = f(x) συνεπάγεται x = g(y) ή g (f(x)) = x
και f (g(y)) = y, για όλα τα x ∈ (a, b) και y ∈ (γ, δ)».
Ισχύει και κάτι παραπάνω : «Η g είναι γνήσια αύξουσα και συνεχής στο

(γ, δ)».
Έστω γ < y1 < y2 < δ. Υπάρχουν x1, x2 ώστε y1 = f(x1) και y2 = f(x2)

και φυσικά x1 < x2 (αλλιώς θα είχαµε y1 ≥ y2) δηλαδή g(y1) < g(y2).
Η g λοιπόν είναι γνήσια αύξουσα στο (γ, δ) και εποµένως, αν δεν ήταν συ-

νεχής, σε ένα σηµείο y0 ∈ (γ, δ),τότε ή limy→y−

0
g(y) < g(y0) ή limy→y+

0
g(y) >

g(y0).
Ας υποθέσουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι g(y−

0 ) < g(y0). Θα έχουµε
τότε: γ < y < y0 συνεπάγεται α < g(y) < g(y−

0 ) < g(y0) και εποµένως:
γ < y < y0 συνεπάγεται f (g(y)) < f

(
g(y−

0 )
)

< f (g(y0)), δηλαδή γ < y < y0

συνεπάγεται y < f
(
g(y−

0 )
)

< y0, το οποίο προφανώς είναι άτοπο — πάρτε για
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παράδειγµα y = 1
2

(
y0 + f

(
g(y−

0 )
))
.

Ας προχωρήσουµε ένα βήµα παραπέρα και ας εξετάσουµε γνήσια µονότονες
και συνεχείς συναρτήσεις f που είναι παραγωγίσιµες σ’ ένα σηµείο x0. Ισχύει
το παρακάτω θεώρηµα:

Θεώρηµα 4.4.8 (i) Αν η f είναι γνήσια µονότονη και συνεχείς στο (a, b) και
παραγωγίσιµη στο x0 µε f ′(x0) 6= 0, τότε η αντίστροφή της g είναι παρα-

γωγίσιµη στο y0 = f(x0) και g′(y0) = (f ′(x0))
−1
.

(ii) Αν f ′(x0) = 0, τότε, g′(y0) = +∞ αν η g είναι αύξουσα, και g′(y0) = −∞
αν η g είναι φθίνουσα.

Απόδειξη: Θα δείξουµε µόνο το (i). Η απόδειξη του (ii) είναι παρόµοια (ά-
σκηση).
Ιδού κατ’ αρχάς µια πολύ συνηθισµένη και λανθασµένη απόδειξη. Αν γρά-

ψουµε y = f(x) τότε x = g(y) και χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό του
Leibnitz για την παράγωγο:

dx

dy
=

1
dx
dy

δηλαδή g′(y0) = 1/f ′(x0) Φυσικά το λάθος βρίσκεται στο ότι χρησιµοποιήσαµε
το σύµβολο dx/dy σαν πηλίκο ενώ δεν είναι παρά όριο πηλίκων. ∆εν είναι
δύσκολο πάντως να διορθώσουµε τα πράγµατα.
Η ύπαρξη της f ′(x0) σηµαίνει:

f(x) − f(x0)

x − x0
→ f ′(x0),

για x → x0.
Επειδή f ′(x0) 6= 0 θα έχουµε επίσης

x − x0

f(x) − f(x0)
→ 1

f ′(x0)
,

για x → x0. Για κάθε ε > 0 θα υπάρχει λοιπόν δ > 0 ώστε x0− δ < x < x0 + δ
συνεπάγεται ∣∣∣∣

x − x0

f(x) − f(x0)
− 1

f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε.

Υποθέτουµε χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι η f είναι γνήσια αύξουσα. Ας
γράψουµε

y1 = f

(
x0 −

δ

2

)
< f(x0) = y0 < f

(
x0 +

δ

2

)
= y2

και η = min{y0 − y1, y2 − y0}. Για κάθε y µε y0 − η < y < y0 + η θα έχουµε
g(y) ∈ (x0 − δ/2, x0 + δ/2), δηλαδή y = f(x) για κάποιο x (συγκεκριµένα το
g(y)) στο (x0 − δ/2, x0 + δ/2). Έχουµε λοιπόν βρει ότι:

|y − y0| < η ⇒ g(y) − g(y0)

y − y0
=

x − x0

f(x) − f(x0)
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για κάποιο x µε |x − x0| < δ/2, και εποµένως

|y − y0| < η ⇒
∣∣∣∣
g(y) − g(y0)

y − y0
− 1

f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε,

που συµπληρώνει την απόδειξη. 2

Παράδειγµα: f(x) = xn, για n ∈ N, x > 0. Είναι φανερό ότι η xn είναι
γνήσια αύξουσα, άρα υπάρχει η αντίστροφή της g, στο διάστηµα (0,∞), διότι
infx>0 xn = 0 και supx>0 xn = ∞. Θα έχουµε λοιπόν g(y) = x αν και µόνο
αν xn = y, 0 < y < ∞. Ως συνήθως γράφουµε y1/n αντί g(x) και ym/n για
τη σύνθετη συνάρτηση (g(x))m, για m ∈ Z.

x1
x2

x3

x0

y

Σχήµα 4.10

Το προηγούµενο αποτέλεσµα µάς δίνει την παράγωγο της g(x). Πραγµατικά
αν xn = y τότε:

g′(x) =
1

f ′(x)
=

1

nxn−1
=

1

n(y
1
n )n−1

=
1

n
y−n−1

n =
1

n
y

1
n
−1

δηλαδή ο τύπος (xn)′ = nxn−1 ισχύει και για εκθέτες της µορφής 1/n, για
n ∈ N.
Ο αναγνώστης καλείται να συµπληρώσει ορισµένα «κενά» στο παραπάνω

παράδειγµα. Για παράδειγµα, γράφοντας xq, q ∈ Q, x > 0 υπονοούµε ότι η
συνάρτηση ορίζεται καλά, δηλαδή αν q = m/n = m′/n′, για m, m′ ∈ Z, και
n, n′ ∈ N τότε τα (x1/n)m και (x1/n′

)m′

δίνουν την ίδια συνάρτηση. Επίσης
αν το n είναι περιττό τότε η x1/n ορίζεται για όλα τα x και έχει παράγωγο
για όλα τα x 6= 0 (για x = 0 η παράγωγος είναι +∞ αν n > 1). Για n = 1
φυσικά η παράγωγος υπάρχει για όλα τα x. Είναι επίσης εύκολο να δειχτεί
ότι οι συνήθεις ιδιότητες των δυνάµεων (xα+β = xαxβ , (xα)β = xαβ όπου α, β
ρητοί) ισχύουν.
Ας δείξουµε για παράδειγµα ότι xα+β = xαxβ , όπου υποθέτουµε x > 0,

α = m1/n1, β = m2/n2, µε m1, m2 ∈ Z, και n1, n2 ∈ N. Επειδή η συνάρτη-
ση f(x) = xn1n2 είναι γνήσια αύξουσα αρκεί να δείξουµε ότι (xα+β)n1n2 =
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x3

x3

xx2

√
x = x1/2

x1/3

x1/3

Σχήµα 4.11

(xαxβ)n1n2 . Χρησιµοποιώντας τις γνώστες ιδιότητες των δυνάµεων για ακέ-
ραιους εκθέτες και τον ορισµό του xq, q ∈ Q, έχουµε

(xα+β)n1n2 =
(
x

m1n2+m2n1
n1n2

)n1n2

= xm1n2+m2n1

= xm1n2xm2n1

= (xm1)n2(xm2)n1

= (x
m1
n1 )n1n2(x

m2
n2 )n1n2

= (xα)n1n2(xβ)n1n2

= (xαxβ)n1n2 ,

που αποδεικνύει τη σχέση xα+β = xαxβ .
Μια γενική απλή παρατήρηση για την αντίστροφη g µιας γνήσια µονότονης

συνάρτησης f είναι ότι «τα γραφήµατα των f και g είναι συµµετρικά ως προς
τη διχοτόµο» (των συναρτήσεων x, x2, x3 φαίνονται στο σχήµα 34).
Κλείνουµε την παράγραφο µε ένα απλό και σηµαντικό θεώρηµα:

Θεώρηµα 4.4.9 (i) Αν η f είναι αύξουσα (φθίνουσα) και παραγωγίσιµη στο
(α, β) τότε f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0 για α < x < β).

(ii) Αν η f είναι παραγωγίσιµη και f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) > 0) για α < x < β,
τότε η f είναι αύξουσα (γνήσια αύξουσα) στο (α, β). Ανάλογα ισχύουν για
φθίνουσες (γνήσια φθίνουσες) συναρτήσεις.

Απόδειξη:

(i) Αν η f είναι αύξουσα τότε τα πηλίκα διαφορών
(
f(x) − f(x0

)/
(x − x0)

είναι πάντοτε µεγαλύτερα ή ίσα του µηδενός και εποµένως f ′(x0) ≥ 0
για κάθε x0 ∈ (α, β)
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(ii) Έστω α < x1 < x2 < β. Εφαρµόζοντας το θεώρηµα της µέσης τιµής στο
[x1, x2] έχουµε f(x2) − f(x1) = (x2 − x1)f

′(ξ) για κάποιο ξ ∈ (x1, x2)
και εποµένως (x2 > x1, f ′(ξ) ≥ 0) f(x2) ≥ f(x1). Αν f ′(ξ) ≥ 0 τότε
f(x2) > f(x1).

2

Παραδείγµατα:

(i) Η συνάρτηση f(x) = x2 είναι αύξουσα στο διάστηµα (0,∞) και φθί-
νουσα στο (−∞, 0). Η παράγωγός της είναι 2x και είναι πραγµατικά
µεγαλύτερη του µηδενός για x > 0, και µικρότερη του µηδενός για
x < 0.

(ii) Η συνάρτηση f(x) = x3 είναι αύξουσα και µάλιστα γνήσια σε όλο το R,
παρόλο που η παράγωγος της 2x2 µηδενίζεται για x = 0. (Είναι βέβαια
≥ 0 για όλα τα x).

(iii) Ας θεωρήσουµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
0, αν x < 0
x2, αν x ≥ 0.

Η f(x) είναι αύξουσα στο (−∞,∞) (όχι γνήσια) και f ′(x) ≥ 0 για
−∞ < x < ∞ (βλέπε παραδόσεις 4.1α΄)

4.4γ΄ Οι συναρτήσεις αx, xα, log

Έστω a > 0. Το σύµβολο an, n ∈ N, ορίζεται σαν το γινόµενο n παραγόντων
ίσων µε α και το σύµβολο am/n, m ∈ Z, n ∈ N ως ο (µοναδικός) θετικός
αριθµός β για τον οποίο ισχύει βn = αm. Με τον τρόπο αυτό ορίζεται λοιπόν
η συνάρτηση aq για q ∈ Q, και όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο
ικανοποιεί τις αναµενόµενες ιδιότητες των δυνάµεων.
Θέλουµε τώρα να «επεκτείνουµε» τον παραπάνω ορισµό έτσι ώστε να ορί-

σουµε µια συνάρτηση f(x), που θα συµβολίζουµε πάλι ax ορισµένη για όλα
τα x ∈ R και ώστε f(q) = aq αν q ∈ Q.
Αυτό φυσικά θα µπορούσε να γίνει κατά πολλούς τρόπους, θέτοντας για

παράδειγµα f(x) = 0 για άρρητα x και f(q) = aq, q ∈ Q, αλλά δεν είναι
όλες αυτές οι επεκτάσεις επιθυµητές. Για παράδειγµα, θέλουµε η «επέκταση»
που θα βρούµε να ικανοποιεί τις ιδιότητες των δυνάµεων. Θα δούµε σε λίγο
ότι αυτό µπορούµε να το πετύχουµε αν απαιτήσουµε:

(i) η f να είναι συνεχής και

(ii) f(x) = aq, q ∈ Q.

Αν υποθέσουµε προς στιγµήν ότι υπάρχει τέτοια f , τότε ο ορισµός της συνέ-
χειας κατά Heine µας λέγει ότι f(qn) → f(q), δηλαδή aqn → f(q) για κάθε
ακολουθία ρητών qn µε την ιδιότητα qn → q. Οδηγούµαστε λοιπόν στον εξής
ορισµό:

– 69–



4. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

Ορισµός 4.4.10 Αν a > 0, x ∈ R και qn → q, qn ∈ Q, τότε ορίζουµε ax =
lim aqn .

Για να είναι «καλός» αυτός ο ορισµός πρέπει:

(i) Να υπάρχει το lim aqn , και

(ii) Αν qn → x και q′n → x, qn, q′n ∈ Q, τότε lim aqn = lim aq′

n .

Και οι δύο αυτές ιδιότητες µπορούν να δειχθούν εύκολα µε τη βοήθεια της

Πρόταση 4.4.11 Αν a > 0 και qn → 0 µε qn ∈ Q, τότε aqn → 1.

Η περίπτωση a = 1 είναι τετριµµένη και η περίπτωση a < 1 ανάγεται εύκο-
λα στην a > 1 (πώς;). Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε a > 1. Παρατηρούµε
ότι η υπόθεση a > 1 συνεπάγεται (τετριµµένο) aq > aq′

όταν q > q′ και
εποµένως (

a|qn|
)−1

= a−|qn| ≤ aqn ≤ a|qn|.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι a|qn| → 1. Γράφουµε |qn| = An/Bn και Bn =
ΠnAn +Υn (αλγόριθµος της διαίρεσης) µε An, Bn, Πn, Υn ≥ 0 και 0 ≤ Υ′

n, An

και έχουµε:

a|qn| = a
1

Πn+
Υn
An ≤ a

1
Πn .

Θέτουµε λοιπόν a1/Πn = 1 + γn, δηλαδή a = (1 + γn)Πn , γn ≥ 0, και αρκεί
να δείξουµε ότι γn → 0. Από τον τύπο του διωνύµου του Newton έχουµε
a = (1 + γn)

Πn ≥ 1 + Πnγn οπότε και 0 ≤ γn ≤ a−1
Πn
.

Η σχέση Bn = ΠnAn +Υn, 0 ≤ Υn ≤ An δίνει αµέσως Πn = [Bn/An] που
συγκλίνει στο άπειρο, άρα (a − 1)/Πn → 0 και εποµένως γn → 0.
Γυρνάµε τώρα στα (i), (ii). Η σύγκλιση της qn, qn → x, συνεπάγεται ότι η

qn είναι φραγµένη και εποµένως το lim aqn είναι διάφορο του µηδενός (γιατί;)
και έτσι

lim
aq′

n

aqn
= lim aq′

n−qn = 1,

δηλαδή lim aqn = lim aq′

n για κάθε q′n µε q′n → x.
Η παρατήρηση αυτή αποδεικνύει το (ii) και δείχνει ότι για να δείξουµε το

(i) αρκεί να το δείξουµε για µια συγκεκριµένη ακολουθία qn µε qn → x.
∆ιαλέγουµε µια qn αύξουσα, οπότε η aqn είναι αύξουσα και (επειδή για

παράδειγµα aqn ≤ a[x]+1) φραγµένη, άρα συγκλίνουσα. Μένει να δείξουµε ότι
µπορούµε να διαλέξουµε την qn αύξουσα. Παίρνουµε ένα ρητό q1 µε x− 1 <
q1 < x, ένα ρητό q2 > q1 µε x− 1/2 < q2 < x κ.ο.κ. Το γεγονός ότι οι ρητοί
είναι πυκνοί στους πραγµατικούς δείχνει ότι µπορούµε να σχηµατίσουµε µια
τέτοια ακολουθία, η οποία από τον τρόπο κατασκευής της θα είναι αύξουσα (η
δεκαδική παράσταση του x για παράδειγµα, δίνει άµεσα µια τέτοια ακολουθία).
Έχουµε λοιπόν τώρα ένα ακριβή ορισµό του συµβόλου ax και στη συνέχεια

θα µελετήσουµε τις ιδιότητες του, καθώς και άλλες συναρτήσεις (xa, loga x)
που συνδέονται µε την συνάρτηση ax που ονοµάζεται εκθετική µε βάση a.

– 70–



4.4 Ορισµένα βασικά θεωρήµατα για παραγωγίσιµες συναρτήσεις

Παρατήρηση 4.4.12 Ο τρόπος που ακολουθούµε για να ορίσουµε την ax είναι
αναµφισβήτητα πολύ κοντά στη διαισθητική εικόνα που έχουµε στο µυαλό µας
(αν θέλαµε να βρούµε το 2π = 23,14159... θα το προσεγγίζαµε µε 23, 23,1,
23,14, 23,141, 23,1415, 23,14159, . . .), παρά τις κάποιες τεχνικές δυσκολίες που
παρουσιάζει. Θα δώσουµε στο επόµενο κεφάλαιο έναν «οικονοµικότερο» τρόπο
ορισµού µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος.

4.4δ΄ Η εκθετική συνάρτηση αx, α > 0

Οι ιδιότητες ax+y = axay, (ax)y = axy, a−x = 1/ax, (ab)x = axbx, α > 0,
β > 0, x, y ∈ R είναι άµεσες συνέπειες του ορισµού. Για παράδειγµα,

(ab)x = lim(ab)qn = lim(aqnbqn) = (lim aqn)(lim bqn) = axbx

όπου qn µια ακολουθία ρητών µε qn → x.
Αν a = 1, ax = 1 για όλα τα x και αν a < 1 τότε

ax =
1

( 1
a )x

µε 1/a > 1. Για να µελετήσουµε λοιπόν συνέχεια, παραγωγισιµότητα κ.τ.λ.,
αρκεί να εξετάσουµε την περίπτωση a > 1.
Υποθέτουµε λοιπόν a > 1. Αν x − y > 0 τότε υπάρχει ακολουθία qn ∈ Q,

q0 ∈ Q µε qn ≥ q0 > 0 για όλα τα n, ώστε qn → x − y (γιατί;) και εποµένως

ax

ay
= ax−y ≥ aq0 > 1,

δηλαδή η ax είναι αύξουσα αν a > 1 (αν a < 1 τότε η ax είναι φθίνουσα).
Στον προηγούµενο συλλογισµό χρησιµοποιήσαµε την µονοτονία της ay, y ∈

R. Πού χρησιµοποιήθηκε; Πώς αποδεικνύεται;

Πρόταση 4.4.13 Η ax είναι συνεχής στο R.

Απόδειξη: Έστω x0 ∈ R. Πρέπει να δείξουµε lim ax, x → x0 δηλαδή

lim(ax − ax0) = lim ax0(ax−x0 − 1) = ax0 lim(ax−x0 − 1) = 0,

για x → x0. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι lim ax = 1, x → 0 (δηλαδή η
συνέχεια για x = 0 συνεπάγεται συνέχεια παντού!)
Στην αρχή της παραγράφου δείξαµε ότι qn → 0 συνεπάγεται aqn → 1

(qn ∈ Q). Έχουµε εποµένως a1/n → 1. Έστω τώρα ε > 0. Θα υπάρχει n0 ∈ N
ώστε 0 < a1/n0 − 1 < ε και επειδή η ax είναι αύξουσα

0 < x <
1

n0
⇒ 0 < ax − 1 < a

1
n0 − 1 < ε.

∆είξαµε λοιπόν ότι lim ax = 1 για x → 0+ και, επειδή a−x = 1/ax, θα έχουµε
επίσης lim ax = 1 για x → 0−, δηλαδή lim ax = 1, για x → 0. 2

Στο σχήµα 4.12 φαίνονται (σχηµατικά) οι περιπτώσεις a = 1/3, 1/2, 1, 2, 3.
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α = 1
3

α = 1
2

α = 1

α = 2

α = 3

Σχήµα 4.12

Πρόταση 4.4.14 Η f(x) = ax είναι παραγωγίσιµη στο R.

Απόδειξη: Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι

ax+h − ax

h
= ax ah − 1

h
.

Εποµένως, αν υπάρχει το limh→0(a
h − 1)/h, δηλαδή η παράγωγος της ax για

x = 0, τότε υπάρχει η παράγωγος για οποιοδήποτε x και ισχύει (ax)′ = f ′(0)ax,
δηλαδή η παράγωγος της ax είναι η ίδια η ax πολλαπλασιασµένη επί µια
σταθερά!

Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι

a−h − 1

−h
=

1 − ah

−hah
= a−h ah − 1

h

και a−h → 1, h → 0. Αρκεί εποµένως να δείξουµε ότι το limh→0+(ah − 1)/h
υπάρχει.

Ισχυριζόµαστε ακόµη ότι αρκεί να πάρουµε h = 1/k, k = 1, 2, . . ., δηλαδή
να δείξουµε ότι η ακολουθία k(a1/k − 1) συγκλίνει. Ας αποδείξουµε πρώτα
τον τελευταίο ισχυρισµό.
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Γράφουµε yk = k(a1/k − 1) οπότε θα έχουµε

a =
(
1 +

yk

k

)k

= 1 + yk +
k(k − 1)

2

(yk

k

)2

+ · · ·

+
k(k − 1) · · · (k − l + 1)

l!

(yk

k

)l

+ · · ·

+
k(k − 1) · · · (k − (k − 1))

k!

(yk

k

)k

= 1 + yk +
1

2!

(
1 − 1

k

)
y2

k + · · ·

+
1

l!

[(
1 − 1

k

)
· · ·
(

1 − l − 1

k

)]
yl

k + · · ·

+
1

k!

[(
1 − 1

k

)
· · ·
(

1 − k − 1

k

)]
yk

k

Η σχέση αυτή δείχνει ότι η yk είναι φθίνουσα. Πραγµατικά αν για κάποιο
k είχαµε yk < yk+1 τότε θα είχαµε και

a = 1 + yk + · · · + 1

k!

(
1 − 1

k

)
· · ·
(

1 − k − 1

k

)
yk

k

< 1 + yk+1 +
1

2!

(
1 − 1

k + 1

)
y2

k+1 + · · ·

+
1

k!

[(
1 − 1

k + 1

)
· · ·
(

1 − k − 1

k + 1

)]
yk

k+1

+
1

(k + 1)!

[(
1 − 1

k + 1

)
· · ·
(

1 − k

k + 1

)]
yk+1

k+1

= a

που είναι φυσικά άτοπο. Η yk είναι λοιπόν φθίνουσα και φραγµένη προς τα
κάτω (≥ 0) άρα συγκλίνει.

Ας δείξουµε τώρα, για να τελειώσουµε την απόδειξη, ότι (ah − 1)/h συγ-
κλίνει για h → 0+. Γράφουµε k = [1/h] και έχουµε

a
1

k+1 − 1
1
k

<
ah − 1

h
<

a
1
k − 1

1
k+1

,

διότι k ≤ 1/h < k + 1, ή

k

k + 1

(
(k + 1)(a

1
k+1 − 1)

)
<

ah − 1

h
<

k + 1

k

(
k(a

1
k − 1)

)
,

από όπου εύκολα έπεται ότι η (ah − 1)/h συγκλίνει, όταν h → 0+. 2
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Ο αριθµός e

Η προηγούµενη απόδειξη περιέχει και ένα ακόµα ενδιαφέρον συµπέρασµα: η
ακολουθία (1 + 1

k )k συγκλίνει. Πραγµατικά

(
1 +

1

k

)k

= 1 + 1 +
1

2!

(
1 − 1

k

)
+ · · · + 1

k!

[(
1 − 1

k

)
−
(

1 − k − 1

k

)]

και εποµένως (
1 +

1

k

)k

<

(
1 +

1

k + 1

)k+1

δηλαδή η (1 + 1
k )k είναι αύξουσα. Επίσης

(
1 +

1

k

)k

< 1 + 1 +
1

2!
+ · · · + 1

k!

< 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2k

= 1 + 1 + 1 − 1

2k+1
< 3,

οπότε η ακολουθία (1+ 1
k )k ως αύξουσα και φραγµένη συγκλίνει. Το lim (1 + 1

k )k,
καθώς k → ∞, συµβολίζεται µε e και ισούται προσεγγιστικά µε

2,718281828459045235360287 . . .

Ένας άλλος χρήσιµος τύπος για τον αριθµό e προκύπτει από την ανισότητα

(
1 +

1

k

)k

≤ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

k!
.

Αν λοιπόν γράψουµε

bk = 1 +
1

2!
+ · · · + 1

k!

τότε η bk θα είναι αύξουσα και φραγµένη (ίδια απόδειξη όπως πριν) εποµένως
θα συγκλίνει και θα έχουµε:

e ≤ lim

(
1 +

1

1!
+ · · · + 1

k!

)
.

Από την άλλη µεριά για οποιοδήποτε φυσικό m, αν k ≥ m, θα έχουµε:

(
1 +

1

k

)k

≥ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

m!

[(
1 − 1

k

)
· · ·
(

1 − m − 1

k

)]

και αφήνοντας το k να τείνει στο άπειρο,

e ≥ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

m!
= bm.

Η διπλή ανισότητα bm ≤ e ≤ lim bm για όλα τα m δείχνει ότι e = lim bm.
Συγκεντρώνουµε τα παραπάνω αποτελέσµατα σε ένα θεώρηµα:
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Θεώρηµα 4.4.15 Οι ακολουθίες

ak =

(
1 +

1

k

)k

και bk = 1 +
1

1!
+ · · · + 1

k!

είναι αύξουσες, ak ≤ bk, φραγµένες και έχουν το ίδιο όριο που συµβολίζεται µε
το γράµµα e (≃ 2,718281).

Ο αριθµός αυτός είναι µια από τις σηµαντικότερες σταθερές που εµφανίζον-
ται στα Μαθηµατικά. Είναι ενδιαφέρον να δώσουµε και µια ακόµη παράσταση
του e, αυτή τη φορά µε µια φθίνουσα ακολουθία. e = lim(1 + 1

k )k+1 και η
(1 + 1

k )k+1 φθίνει. Η σχέση e = lim(1 + 1
k )k+1 είναι σχεδόν προφανής:

(
1 +

1

k

)k+1

=

(
1 +

1

k

)k (
1 +

1

k

)
→ e · 1 = e.

Για να δείξουµε ότι η (1 + 1
k )k+1 είναι φθίνουσα, πρέπει να δείξουµε:

(
1 +

1

k

)k+1

<

(
1 +

1

k − 1

)k

,

για k = 1, 2, 3, . . ., δηλαδή (k+1)k+1(k−1)k < k2k+1 ή (k2−1)k(k+1) < k2k+1

ή

1 +
1

k
<

(
k2

k2 − 1

)k

=

(
1 +

1

k2 − 1

)k

.

Η τελευταία ανισότητα αποδεικνύεται ως εξής:

(
1 +

1

k2 − 1

)k

= 1 + k
1

k2 − 1
+ · · · > 1 +

k

k2 − 1
> 1 +

1

k
.

Ένα άµεσο πόρισµα είναι η παρακάτω χρήσιµη ανισότητα:

(
1 +

1

k

)k

< e <

(
1 +

1

k

)k+1

,

για k = 1, 2, 3, . . .
Μια ωραία εφαρµογή αυτής της ανισότητας είναι η (ex)′ = ex, δηλαδή η

ex ισούται µε τη παράγωγο της! Πραγµατικά έχουµε δείξει ότι: (ex)′ = cex

όπου c = lim k(e1/k − 1). Οι ανισότητες

(
1 +

1

k

)k

< e <

(
1 +

1

k

)k+1

δίνουν 1 < k(e
1
k − 1) και (k + 1)

(
e

1
k+1 − 1

)
< k+1

k → 1 απ’ όπου συνάγουµε:

lim k(e1/k − 1) ≥ 1 και lim k(e1/k − 1) ≤ 1, δηλαδή lim k(e1/k − 1) = 1.
Η ιδιότητα αυτή µας οδηγεί να χρησιµοποιούµε συνήθως την ex και ό-

χι τις ax, a 6= e. Όταν για παράδειγµα λέµε εκθετική συνάρτηση χωρίς να
αναφέρουµε βάση, θα εννοούµε πάντοτε την ex.
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Συχνά επίσης στη βιβλιογραφία χρησιµοποιούµε τις λεγόµενες υπερβολικές
συναρτήσεις οι οποίες έχουν ιδιότητες παρόµοιες µε αυτές των τριγωνοµετρι-
κών συναρτήσεων (στη θεωρία των µιγαδικών συναρτήσεων θα µάθετε ότι η
σχέση αυτή είναι ακόµη πιο στενή). Οι συναρτήσεις αυτές είναι:

• υπερβολικό ηµίτονο: sinhx =
ex − e−x

2
(ή shx)

• υπερβολικό συνηµίτονο: coshx =
ex + e−x

2
(ή chx)

• υπερβολική εφαπτοµένη: tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
(ή th x).

sinhx

coshx

tanhx

1

Σχήµα 4.13

Οι υπερβολικές συναρτήσεις ορίζονται για όλα τα x ∈ R. Ιδού οι γραφικές πα-
ραστάσεις και µερικές ιδιότητές τους (οι αποδείξεις είναι απλές και αφήνονται
στον αναγνώστη).

cosh2 x − sinh2 x = 1 sinh (−x) = − sinhx
cosh (−x) = coshx tanhx = sinhx/ coshx
sinh 2x = 2 sinhx coshx (sinhx)′ = cosh x
(cosh x)′ = sinhx (tanhx)′ = 1/(coshx)2

Κλείνουµε αυτή την παράγραφο µε ένα αποτέλεσµα λίγο διαφορετικού χαρα-
κτήρα.
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Ο αριθµός e είναι άρρητος.

Πραγµατικά έστω ότι ο e είναι ο ρητός m/n, m, n ∈ N. Η σχέση

bk = 1 +
1

1!
+ · · · + 1

k!
→ e

µας λέγει τότε

0 <
m

n
−
(

1 +
1

1!
+ · · · + 1

n!

)
= lim

k→∞

(
1

(n + 1)!
+ · · · + 1

(n + k)!

)

ή ακόµη

0 < n!

(
m

n
−
(

1 +
1

1!
+ · · · + 1

n!

))

= lim
k→∞

(
1

n + 1
+

1

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + 1

(n + 1) · · · (n + k)

)

= lim gk,

όπου

gk =
1

n + 1
+ · · · + 1

(n + 1) · · · (n + k)
.

∆ηλαδή ο θετικός ακέραιος αριθµός

A = n!

(
m

n
− 1 − 1

1!
− · · · − 1

n!

)

είναι το lim gk.
Παρατηρούµε όµως ότι

0 < gk <
1

2
+

1

2 · 3 +
1

23
+ · · · + 1

2k

=
1

2
+

1

6
+

1

8

(
1 +

1

2
+ · · · + 1

2k−3

)

=
1

2
+

1

6
+

1

8

(
2 − 1

2k−2

)
<

1

2
+

1

6
+

1

8
· 2

=
11

12
.

Οπότε 0 < A ≤ 11/12 που φυσικά είναι άτοπο.

Παρατήρηση 4.4.16 Ισχύει κάτι πολύ ισχυρότερο. Ο e όχι µόνο δεν είναι ρη-
τός, δηλαδή δεν είναι ρίζα εξίσωσης της µορφής ax+ b = 0 µε a, b ακέραιους,
αλλά είναι και υπερβατικός, δηλαδή δεν υπάρχει πολυώνυµο οποιουδήποτε βαθ-
µού a0 + a1x+ · · ·+ anxn µε ακέραιους συντελεστές που να έχει σαν µια ρίζα
το e.
Το σηµαντικό αυτό θεώρηµα αποδείχτηκε το 1872 από το Γάλλο µαθηµατικό

Hermite και λίγο αργότερα ο Γερµανός µαθηµατικός Lindemann, µε παρόµοια
µέθοδο, έδειξε το ίδιο αποτέλεσµα για το π. Το τελευταίο αυτό αποτέλεσµα
είναι το κλειδί για να δειχτεί ότι «ο κύκλος δεν τετραγωνίζεται µε κανόνα
και διαβήτη».
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Η λογαριθµική συνάρτηση

Αν a > 0 και a 6= 1 τότε η συνάρτηση ax είναι γνήσια µονότονη (αύξουσα
αν a > 1, φθίνουσα αν a < 1). Επίσης

lim
x→∞

ax = +∞, και lim
x→−∞

ax = 0

αν a > 1 και
lim

x→∞
ax = 0, και lim

x→−∞
ax = +∞

αν a < 1.
Οι αποδείξεις είναι εύκολες. Για παράδειγµα,

ax ≥ a[x] = (1 + (a − 1))[x] ≥ 1 + [x](a − 1) → +∞

όταν x → +∞ αν a > 1.
Μια προφανής παραλλαγή του θεωρήµατος της ενδιάµεσης τιµής µας λέγει

τώρα, ότι για κάθε y µε 0 < y < ∞, υπάρχει ακριβώς ένα x (διότι η ax είναι
γνήσια µονότονη) ώστε ax = y. Το x αυτό λέγεται λογάριθµος µε βάση a του
y και συµβολίζεται loga y.
Η συνάρτηση loga x, x > 0 είναι λοιπόν η αντίστροφη της ax που είναι συ-

νεχής και παραγωγίσιµη. Είναι λοιπόν και η loga x συνεχής και παραγωγίσιµη
στο (0, +∞) και για την παράγωγό της θα έχουµε:

(loga x)′ =
1

(ay)′
=

1

cay
=

1

cx

(αν x = ay). Το c είναι το limh→0(a
h − 1)/h.

Οι ιδιότητες της ax που δείξαµε συνεπάγονται άµεσα στις γνωστές ιδιότητες
των λογαρίθµων:

(i) loga(xy) = loga x + loga y, διότι

aloga x+loga y = aloga xaloga y = xy = aloga (xy)

(ii) loga a = 1,

(iii) loga 1 = 0,

(iv) limx→+∞ loga x = +∞ αν a > 1,

(v) limx→0+ loga x = −∞ αν a > 1 (τι γίνεται αν a < 1;),

(vi) loga xy = y loga x, διότι ay loga x = (aloga x)y = xy.

Ειδικά αν a = e γράφουµε log x αντί loge x (ή και lnx) και ονοµάζουµε
αυτό το λογάριθµο φυσικό ή Νεπέρειο (αν a = 10 ονοµάζεται δεκαδικός ή
λογάριθµος του Briggs).
Υπάρχει µια πολύ απλή σχέση µεταξύ λογαρίθµων ως προς διάφορες βάσεις.

Αν για παράδειγµα a > 0, b > 0 τότε: a = blogb a και εποµένως αν loga x = y
(x > 0), τότε ay = x, δηλαδή by logb a = x, οπότε logb x = (logb a)(loga x).
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Από τη σχέση ax = ex log a µπορούµε εύκολα να βρούµε µια άλλη µορφή
της σταθεράς c, που εµφανίζεται στην παράγωγο της ax. Πραγµατικά, βρήκαµε
(ax)′ = cax. Από την άλλη µεριά (ax)′ = (ex log a)′ = loga(ex log a) = (log a)ax

δηλαδή c = log a.
Μπορούµε λοιπόν τώρα να γράψουµε (για a > 0) (ax)′ = (log a)ax, (ex)′ =

ex για −∞ < x < +∞,

(loga x)′ =
1

log a

1

x
και (log x)′ =

1

x
,

για x > 0.
Χρήσιµο είναι επίσης να παρατηρήσουµε ότι (log |x|)′ = 1/x για όλα τα

x 6= 0.
Για x > 0 το έχουµε ήδη δείξει. Αν x > 0 τότε

(log |x|)′ = (log(−x))′ = − 1

−x
=

1

x
.

Η γραφική παράσταση της log |x| φαίνεται στο σχήµα 4.14.

−1 10

log |x|

Σχήµα 4.14

Η συνάρτηση xb, x > 0, b ∈ R

Έχουµε ήδη ορίσει το σύµβολο xb και µπορούµε να ανάγουµε τη µελέτη της
συνάρτησης αυτής στη µελέτη της log x παρατηρώντας ότι:

xb = eb log x

δηλαδή η xb είναι σύνθεση των γνωστών πλέον συναρτήσεων ex και b logx.
Έχουµε για παράδειγµα ότι για b > 0 η xb είναι αύξουσα, τείνει στο +∞ για
x → +∞ και στο µηδέν για x → 0+. Αν b < 0 τότε η xb είναι φθίνουσα και
τείνει στο 0 όταν x → +∞, και στο +∞ όταν x → 0+.
Η παράγωγος της xb είναι αυτή ακριβώς που περιµένουµε, δηλαδή bxb−1.

Πραγµατικά,

(xb)′ = (eb log x)′ = b
1

x
(eb log x) = b

1

x
xb = bxb−1
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δηλαδή για οποιοδήποτε b ∈ R ισχύει (xb)′ = bxb−1 για x > 0.

Οι αντίστροφες τριγωνοµετρικές και οι αντίστροφες υπερβολικές συναρτήσεις

Τόσο οι τριγωνοµετρικές όσο και οι υπερβολικές συναρτήσεις είναι γνήσια
µονότονες σε κάποια διαστήµατα και εποµένως έχουν αντίστροφες σ’ αυτά.

(i) sin x, −π/2 ≤ x ≤ π/2. Στο διάστηµα αυτό η sin x είναι γνήσια αύξουσα,
έχει εποµένως αντίστροφο, την οποία θα συµβολίζουµε µε Arcsin x ή
(τοξηµx). Η Arcsin x ορίζεται στο διάστηµα

[−1, 1] =

[
sin

(−π

2

)
, sin

(π

2

)]
,

συνεχής στο [−1, 1] και παραγωγίσιµη στο (−1, 1).

Η γραφική παράσταση της Arcsinx, όπως έχουµε αναφέρει, προκύπτει
από τη γραφική παράσταση της sin x µε κατοπτρισµό ως προς τη διχοτόµο
y = x.

−π
2

π
2

−1 1

Σχήµα 4.15

Αν x0 ∈ (−1, 1) και x0 = sin y0, για −π/2 < y0 < π/2, τότε γνωρίζουµε
ότι:

(Arcsin x)′x=x0
=

1

(sin y)′y=y0

=
1

cos y0
=

1√
1 − x2

διότι cos y0 > 0 για y0 ∈ (−π/2, π/2).

Στο σηµείο 1 η παράγωγος από αριστερά της Arcsinx, όπως αναµένεται
και γεωµετρικά, είναι +∞. Στην ανάπτυξη της θεωρίας για µονότονες
συναρτήσεις δεν εξετάσαµε την περίπτωση πλευρικών παραγώγων. Τόσο
οι διατυπώσεις όσο και οι αποδείξεις είναι προφανείς παραλλαγές της
περίπτωσης εσωτερικού σηµείου.

Ας δείξουµε λοιπόν απ’ ευθείας ότι (Arcsin x)′x=1− = +∞.
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Έστω M > 0. Επειδή (sin x)′x=x0
= cosx0 = 0, θα υπάρχει δ > 0 ώστε

π

2
− δ < x <

π

2
⇒ sinx − 1

x − π
2

<
1

M
,

δηλαδή

cos δ < sinx < 1 ⇒ x − π
2

sin x − 1
> M.

Γράφοντας sinx = y, έχουµε λοιπόν:

cos δ < y < 1 ⇒ Arcsin y − π
2

y − 1
> M,

το οποίο δείχνει ότι D− Arcsin x|x=π/2 = +∞. Όµοια δείχνεται ότι η
παράγωγος από δεξιά στο x = −1 είναι πάλι +∞.
Παρατήρηση 4.4.17 Ένα φυσιολογικό ερώτηµα είναι γιατί περιορίσαµε
την συνάρτηση sin x στο διάστηµα [−π/2, π/2] και όχι σε άλλα διαστή-
µατα, για παράδειγµα, [π/2, 3π/2], όπου πάλι η sin x είναι µονότονη.

∆εν υπάρχει κατ’ αρχήν κα-
νείς λόγος γι’ αυτό. Σε κά-
θε διάστηµα της µορφής [kπ−
π/2, kπ + π/2], για k ∈ Z,
η sin x είναι γνήσια µονότο-
νη (αύξουσα για k ζυγό και
φθίνουσα για k µονό) και ε-
ποµένως θα έχει και αντίστρο-
φη Arcksin, γνήσια µονότονη,
συνεχή στο (−1, 1) µε τιµές
στο [kπ − π/2, kπ + π/2] και
µε παράγωγο: (Arck sin x)′ =
(−1)k 1√

1−x2
, για x ∈ (−1, 1).

Ο παράγοντας (−1)k δικαιο-
λογείται από την εξής παρα-

Arc2sin

Arc1sin

Arc0sin

Arc−1sin

Arc−2sin

3π/2

π/2

−π/2

−3π/2

−1 1x

Σχήµα 4.16

τήρηση:

Arc2ksinx = 2kπ + Arc0sinx = 2kπ + arcsinx

και

Arc2k+1sinx = 2(k + 1)π − Arc0sinx = (2k + 1)π − arcsinx.

Χρησιµοποιούµε µερικές φορές το σύµβολο arcsinx για να παραστήσουµε
µε την «πλειότιµη συνάρτηση» που σε κάθε x αντιστοιχεί τις άπειρες τιµές
Arcksinx, για k ∈ Z. Ο ακριβής ορισµός και η µελέτη των πλειότιµων
συναρτήσεων δεν θα µας απασχολήσει εδώ. Ο κλάδος των Μαθηµατικών
στον οποίο φυσιολογικά ανήκει αυτή η µελέτη, είναι η θεωρεία των µι-
γαδικών συναρτήσεων. Αναφέρουµε µονάχα ότι οι συναρτήσεις Arcksinx
που ορίσαµε λέγονται κλάδοι της πλειότιµης συνάρτησης arcsinx και η
Arcsin x πρωτεύων κλάδος.
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Ανάλογες παρατηρήσεις ισχύουν και για τις αντίστροφες των cosx, tan x,
αλλά θα τις παραλείψουµε.

(ii) cosx, 0 ≤ x ≤ π. Στο διάστηµα αυτό η cosx είναι γνήσια φθίνουσα
έχει εποµένως αντίστροφο την οποία θα συµβολίζουµε µε Arccosx. Αν
0 ≤ x ≤ π τότε −π/2 ≤ π/2 − x ≤ π/2 και y = cosx αν και µόνο αν
y = sin(π/2−x). Συνάγουµε ότι Arccosx = π/2−Arcsinx και εποµένως

(Arccosx)′ =





−1√
1−x2

όταν − 1 < x < 1

−∞ όταν x = −1 ή 1 (πλευρική παράγωγος).

π

π/2

1

1−1 0

−Arccosx

cosx

Σχήµα 4.17

(iii) tan x, −π/2 < x < π/2. Η Arctan ορίζεται στο −∞ < x < ∞, είναι
αύξουσα και έχει παράγωγο:

(Arctan x)′ =

(
1

cos2 y

)−1

=

(
sin2 y + cos2 y

cos2 y

)−1

= (1 + tan2 y)−1

όπου x = tan y δηλαδή (Arctan x)′ = 1/(1 + x2) για −∞ < x < ∞.

−π/2

−π/2

π/2

π/2

Σχήµα 4.18

Για τις αντίστροφες των υ-
περβολικών συναρτήσεων δεν
χρειαζόµαστε νέα σύµβολα—
µπορούµε να τις εκφράζουµε
µε τη βοήθεια της συνάρτη-
σης log. (Το ίδιο ισχύει και
για τις αντίστροφες τριγωνο-
µετρικές συναρτήσεις, µε κα-
τάλληλη επέκταση της συνάρ-
τησης log x, για µιγαδικά x,
όπως µας διδάσκει η θεωρία
αριθµών των µιγαδικών συ-
ναρτήσεων).
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(iv) coshx, x ≥ 0. Στο διάστηµα αυτό η coshx είναι γνήσια αύξουσα,
cosh 0 = 1, limx→+∞ coshx = +∞, και εποµένως υπάρχει η αντίστροφη
της g στο διάστηµα [0,∞). Αν x ≥ 0 και cosh y = x τότε (ey + e−y)/2 =
x, δηλαδή (ey)2 − 2x(ey) + 1 = 0, απ’ όπου έπεται ότι ey = x +

√
x2 − 1

δηλαδή y = log(x +
√

x2 − 1) (γιατί αποκλείσαµε τη ρίζα x−
√

x2 − 1;).

Βρήκαµε λοιπόν ότι η αντίστροφη της coshx, x ≥ 0, είναι η log(x +√
x2 − 1). Χρησιµοποιείται πάντως στη βιβλιογραφία, κατ’ αναλογίαν προς
την Arccos και το σύµβολο Arccosh. Γράφουµε δηλαδή Arccoshx =
log(x +

√
x2 − 1) για x ≥ 1.

(v) sinhx για −∞ < x < ∞. Με τον ίδιο τρόπο ακριβώς βρίσκουµε ότι
η αντίστροφη συνάρτηση, που συµβολίζουµε Arcsinh, είναι η log(x +√

x2 + 1).

(vi) tanhx για −∞ < x < ∞. Παρόµοια πάλι, η αντίστροφη συµβολίζεται µε
Arctanhx και είναι η 1

2 log 1+x
1−x .

sinhx

Arcsinhx

1

1

−1

−1

Arctanhx

tanhx

coshx

Arccoshx

Σχήµα 4.19

Είτε µε το θεώρηµα παραγώγισης αντιστρόφου συνάρτησης και απλές ιδιό-
τητες των υπερβολικών συναρτήσεων είτε απ’ ευθείας βρίσκουµε εύκολα τις
παραγώγους των αντιστρόφων υπερβολικών συναρτήσεων:

(Arccoshx)′ =
1√

x2 − 1
, x > 1,

(Arcsinhx)′ =
1√

1 + x2
, −∞ < x < ∞,

–83–



4. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

(Arctanhx)′ =
1

1 − x2
, −1 < x < x.

Οι γραφικές παραστάσεις των αντιστρόφων υπερβολικών συναρτήσεων φαί-
νονται στο σχήµα 4.19.

4.4ε΄ Οι στοιχειώδεις συναρτήσεις

Ας ανασκοπήσουµε τις συναρτήσεις που µελετήσαµε µέχρι τώρα. Είναι τα πο-
λυώνυµα και οι ρητές συναρτήσεις, οι τριγωνοµετρικές και οι αντίστροφες
τους, οι υπερβολικές και οι αντίστροφές τους, οι δυνάµεις µε πραγµατικό εκ-
θέτη, οι εκθετικές και οι αντιστροφές τους λογαριθµικές. Οι συναρτήσεις αυτές
λέγονται βασικές στοιχειώδεις συναρτήσεις και συναρτήσεις που κατασκευάζον-
ται από αυτές µε τις στοιχειώδεις αλγεβρικές πράξεις (δεν θα δώσουµε ακριβή
ορισµό) λέγονται στοιχειώδεις. Στον επόµενο πίνακα συνοψίζουµε τους τύπους
που έχουµε βρει για τις παραγώγους των βασικών στοιχειωδών συναρτήσεων.
Σε µερικές περιπτώσεις οι συναρτήσεις ορίζονται και στα άκρα των διαστηµά-
των που αποτελούν το πεδίο ορισµού. Για παράδειγµα η xa, αν a > 0 µπορεί
να οριστεί και για x = 0 (0a = 0) και µάλιστα αν a ≥ 0, τότε υπάρχει η
παράγωγος της από δεξιά στο 0 και ισούται µε 0, αν a > 1 και µε 1 αν
a = 1 (αν 0 < a < 1 η παράγωγος από δεξιά στο 0 είναι +∞. Θα αφήσουµε
στον αναγνώστη την διερεύνηση αυτών των περιπτώσεων.

Συνάρτηση f(x) Πεδίο ορισµού Παράγωγος
c (σταθερά) −∞ < x < ∞ 0

xn, n = 1, 2, . . . −∞ < x < ∞ nxn−1

xn, n = −1,−2, . . . .ξ.'0 nxn−1

xa, a ∈ R, x > 0 axa−1

ax, a > 0, −∞ < x < ∞ (log a)ax

ex, −∞ < x < ∞ ex

loga x, a > 0, a 6= 1 x > 0
log |x| x 6= 0 1

x
sin(x) −∞ < x < ∞ cos(x)
cos(x) −∞ < x < ∞ − sin(x)
tan(x) −∞ < x < ∞,

x 6= (2k + 1)π
2 , k ∈ Z,

1
cos2(x) = 1 + tan2(x)

sinh(x) −∞ < x < ∞ cosh(x)
cosh(x) −∞ < x < ∞ sinh(x)

tanh(x) −∞ < x < ∞ 1
cosh2(x)

= 1 − tanh2(x)

Arcsin(x) −1 < x < 1 1√
1−x2

Arccos(x) −1 < x < 1 − 1√
1−x2

Arctan(x) −∞ < x < ∞ 1
1+x2

Arcsinh(x) −∞ < x < ∞ 1√
1+x2

Arccosh(x) x > 1 1√
x2−1

Arctanh(x) −1 < x < 1 1
1−x2

Η παραγώγιση των στοιχειωδών συναρτήσεων είναι τώρα δουλειά ρουτί-
νας. Στον επόµενο πίνακα δίνουµε µερικά παραδείγµατα, τα οποία θα µας
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χρειαστούν στο επόµενο κεφάλαιο.
Συνάρτηση Πεδίο Ορισµού Παράγωγος√
ax2 + bx + c ax2 + bx + c > 0 2ax+b

2
√

ax2+bx+c

log(x +
√

a2 + x2) −∞ < x < ∞ 1√
a2+x2

Arcsinh(1/x) x > 1 − 1
x
√

x2−1

log | tan(x
2 )| x ∈ R, x 6= kπ, k ∈ Z 1

sin x
|x|a x 6= 0 ax|x|a−2

Arcsin(x
a ) |x| < a 1√

a2−x2

a2

2

(
Arcsin(x

a ) +
(

x
a2

√
a2 − x2

))
|x| < a

√
a2 − x2

Πολύ συχνά συναντάµε επίσης συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισµού ένα
διάστηµα εκτός από πεπερασµένο πλήθος σηµείων του και συµπίπτουν µε µια
στοιχειώδη συνάρτηση σε κάθε ένα από τα υποδιαστήµατα στα οποία τα σηµεία
αυτά χωρίζουν το αρχικό διάστηµα. Η συνάρτηση log |x| για παράδειγµα είναι
τέτοιας µορφής. Στα άκρα των υποδιαστηµάτων η συµπεριφορά της συνάρτησης
(αν είναι συνεχής, αν έχει παράγωγο, αν είναι συνεχής από δεξιά ή από
αριστερά) ποικίλει.
Αντί να περιγράψουµε εξαντλητικά

αυτές τις περιπτώσεις, το οποίο είναι
απλά θέµα ρουτίνας, θα δώσουµε ένα
τυπικό παράδειγµα:

f(x) =





0 x < 0
xa x > 0
b x = 0

a ≥ 0, b ∈ R.

α = 2

α = 1/2

α = 1

α = 0
1

β

Σχήµα 4.20

Παρατηρώντας ότι limx→0− f(x) = 0 συµπεραίνουµε ότι αν b 6= 0 η συνάρ-
τηση µας δεν είναι συνεχής από αριστερά άρα ούτε καν συνεχής.
Αν a 6= 0 τότε limx→0+ f(x) = 0 και εποµένως πάλι στην περίπτωση b = 0,

η συνάρτηση είναι συνεχής και από δεξιά άρα συνεχής στο 0.
Αν a = 0, τότε limx→0+ x0 = 1 και εποµένως η συνάρτηση δεν είναι

συνεχής. Για b = 1 είναι συνεχής από δεξιά.
Ας εξετάσουµε τώρα την ύπαρξη παραγώγων από δεξιά και αριστερά στο

0. Αν b 6= 0 τότε D−f(0) = +∞ για b > 0 και D−f(0) = −∞ για b < 0

f(x) − f(0)

x − 0
=

−b

x
→ +∞, x → 0−,

αν b > 0 και − b
x → −∞, x → 0− αν b < 0.

Αν b = 0 τότε D−f(0) = 1 (τετριµµένο). Αν b = 0 και a 6= 0, τότε

D+f(0) = axa−1 |x=0= 0 για a > 1

και
D+f(0) = +∞ για a < 1,

–85–



4. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

αφού
f(x) − f(0)

x − 0
=

xa

x
= xa−1 → +∞, x → 0+, για a < 1.

Βλέπουµε λοιπόν ότι για b = 0 και a > 1, η f(x) είναι όχι µόνο συνεχής
αλλά και παραγωγίσιµη στο 0. Γεωµετρικά έπρεπε να το περιµένουµε αυτό,
γιατί µόνο για a > 1 το γράφηµα της f(x), x > 0, εφάπτεται του άξονα των
x.
Όσο µεγαλύτερος γίνεται ο εκθέτης a τόσο «καλύτερη» γίνεται η συµπερι-

φορά της συνάρτησης στο 0. ( «κολλάνε» καλύτερα τα δύο κοµµάτια της f .)
Αν για παράδειγµα a > 2 τότε φυσικά a > 1 και έτσι έχουµε πρώτη παράγωγο
f ′:

f ′(x) =

{
0 x ≤ 0

axa−1 x > 0

δηλαδή

f ′(x) = ag(x), όπου g(x) =

{
0 x ≤ 0

xa−1 x > 0
.

Επειδή a > 2, a− 1 > 1, άρα και η g έχει παράγωγο (και στο 0) και έτσι και
η f έχει δεύτερη παράγωγο.
Η κατανόηση της απλής αυτής τεχνικής µας επιτρέπει να ορίζουµε συ-

ναρτήσεις που ικανοποιούν ορισµένες προδιαγεγραµµένες συνθήκες. Ιδού ένα
παράδειγµα ενός τύπου προβλήµατος που εµφανίζεται συχνά:

Πρόβληµα: Βρείτε µια συνάρτηση f(x) −∞ < x < ∞, η οποία να είναι
σταθερά ίση µε 1 για x < 0, να ισούται µε ένα πολυώνυµο βαθµού 3 για
x > 0 και να είναι δύο φορές παραγωγίσιµη.
Με τον όρο δυο φορές παραγωγίσιµη εννοούµε ότι βέβαια ότι υπάρχει η

(και είναι πεπερασµένη) η f ′′(x) για όλα τα x.
Η κατασκευή µιας τέτοιας συνάρτησης f είναι εύκολη. Αν f(x) = a0 +

a1x + a2x
2 + a3x

3, x > 0, τότε θα πρέπει να ισχύουν οι ισότητες

f(0) = 1, f ′(0) = f ′′(0) = 0 (γιατί; )

δηλαδή
a0 = 1, a0 = 2a2 = 0,

οπότε η συνάρτηση

f(x) =

{
1 x < 0
1 + x3 x ≥ 0,

για παράδειγµα είναι µια λύση του προβλήµατος (βρείτε όλες τις λύσεις του
προβλήµατος).
Οι συναρτήσεις που ανασκοπήσαµε σ’ αυτή την παράγραφο είναι φυσικά

από τις πιο συνηθισµένες. Πάντως πρέπει να τονίσουµε ότι πολύ συχνά, ακόµη
και σε απλά προβλήµατα, χρειαζόµαστε και άλλες συναρτήσεις. Χαρακτηριστικό
είναι το παράδειγµα του απλού εκκρεµούς, η µελέτη του οποίου οδηγεί στις
λεγόµενες ελλειπτικές συναρτήσεις. Αποδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις αυτές δεν
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είναι στοιχειώδεις (η απόδειξη δεν είναι εύκολη και δεν θα µας απασχολήσει).
Θα επανέλθουµε στο παράδειγµα αυτό στο επόµενο κεφάλαιο.
Ασκήσεις.
1 Στην παράγραφο 4.2.1 ;; αφήσαµε αναπόδεικτο τον ισχυρισµό «Μεταξύ

των συναρτήσεων x(t) −∞ < t < ∞, οι οποίες έχουν β-παράγωγο µόνον η
cos(kt) ικανοποιεί την εξίσωση x′′(t) + kx(t) = 0 και τις συνθήκες x(0) = 1,
x′(0) = 0»

4.5 Ασκήσεις

1. Ο ισχυρισµός αυτός είναι συνέπεια ενός γενικού θεωρήµατος των δια-
φορικών εξισώσεων αλλά µπορείτε να τον δείξετε και µε τα µέσα που
διαθέτετε τώρα.

(α΄) Γράψτε x(t) = cos kt + y(t) και δείξτε και ότι η y(t) ικανοποιεί
την εξίσωση y′′(t) + k2y(t) = 0, −∞ < t < ∞, και τις συνθήκες
y(0) = y′(0) = 0.

(β΄) ∆είξτε ότι η εξίσωση x′′(t)+k2x(t) = 0, −∞ < t < ∞, συνεπάγεται
ότι η συνάρτηση

(
x′(t)

)2
+ k2

(
x(t)

)2
είναι σταθερά.

(γ΄) Συνδυάστε τα (α΄) και (β΄) για να συµπληρώσετε την απόδειξη.

(δ΄) Τι σας θυµίζει από την µηχανική το (β΄) ερώτηµα;

2. (α΄) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [α, β], παραγωγίσιµη στο
(α, β) και υπάρχει το όριο limx→α f ′(x) τότε υπάρχει και η D+f(α)
και ισούται µε το όριο αυτό.

(β΄) ∆είξτε ότι η υπόθεση ότι υπάρχει το limx→α+ f ′(x) δεν µπορεί να
παραληφθεί (δηλαδή βρείτε ένα παράδειγµα όπου η D+f(α) δεν
υπάρχει το limx→α+ f ′(x)).

3. (α΄) Ποια είναι η γεωµετρική σηµασία της σχέσης f ′(x0) = +∞, x0

εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού της f ; Ίδια ερώτηση για το
−∞.

(β΄) Κατασκευάστε µια συνάρτηση f(x), α < x < β ώστε D+f(x0) =
+∞, D−f(x0) = −∞ για κάποιο x0 ∈ (α, β).

4. Αν f(x), g(x) είναι πολυώνυµα, f(x) = (x−α)kg(x), k ∈ N, και g(a) 6= 0
τότε το k λέγεται πολλαπλότητα της ρίζας a του f(x). ∆είξτε ότι µια
ρίζα πολλαπλότητας k > 1 είναι µια ρίζα του f (k−1)(x).

5. ∆είξτε ότι (f × g)(k)(x) =
∑k

λ=0 fλ(x)gk−λ(x) όπου f (0)(x) σηµαίνει
f(x) και οι συναρτήσεις f και g υποτίθεται παραγωγίσιµες τουλάχιστον
k φορές.

6. Έστω f(x), α < x < ∞, µια συνάρτηση και A, B ∈ R. Η ευθεία
y = Ax + B λέγεται ασύµπτωτος, για x → ∞ του γραφήµατος της f αν
limx→∞{f(x) − (Ax + B)} = 0.
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(α΄) Βρείτε την ασύµπτωτη του γραφήµατος µιας αν υπάρχει της f(x) =√
x2 + 1, x > 0.

(β΄) Ορίστε κατά αναλογίαν ασύµπτωτες για x → −∞ και δώστε παρά-
δειγµα.

(γ΄) Πότε η ευθεία x = A θα λέγεται ασύµπτωτη του γραφήµατος µιας
f ; Προτείνετε έναν ορισµό που να συνεπάγεται ότι η x = 0 είναι
ασύµπτωτη της f(x) = 1/x και βρείτε τις ασύµπτωτες της tanx.

(δ΄) Βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων:

esin2 x, x ∈ R, (log x)(log x)2 , x > 0, xx, x > 0, x(xx), x > 0.

(ε΄) ∆ίνεται ότι η συνάρτηση f είναι ασυνεχής στο x = 0 και ότι η
g′(0) δεν υπάρχει.

i. Είναι σωστή ή όχι η πρόταση: «Η f + g είναι ασυνεχής στο
x = 0»; Αν είναι σωστή δώστε απόδειξη, αν όχι δώστε αντιπα-
ράδειγµα.

ii. Με τις ίδιες προϋποθέσεις, ίδια ερώτηση για την πρόταση: «Η
(fg)′ δεν υπάρχει στο x = 0».

(στ΄) Η f είναι παραγωγίσιµη στο (0,∞) και limx→∞ f ′(x) = 0. ∆είξτε
ότι limx→∞{f(x + 1) − f(x − 1)} = 0.

(ζ΄) Βρείτε τις εφαπτοµένες της παραβολής y = x2 + 1 που περνάνε από
την αρχή (0, 0). Πού τέµνει τον άξονα των x η εφαπτοµένη της
ίδιας καµπύλης στο σηµείο (1, 2);

(η΄) Έστω ότι τα (xn, 0), (0, yn) είναι τα σηµεία τοµής των εφαπτοµένων
της y = x3 στα σηµεία (n, n3), n ∈ N. Βρείτε τα όρια lim xn, lim yn.

(θ΄) ∆είξτε τους τύπους των πινάκων (σελίδα 85).

(ι΄) Βρείτε το µεγαλύτερο διάστηµα της µορφής (−a, a) µε την ιδιότητα:
«Η συνάρτηση f(x) = (sinx)(cos x) έχει αντίστροφη στο (−a, a)».
Βρείτε την αντίστροφη της f και την παράγωγό της.

(ια΄) Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f1(x), . . . , fn(x) έχουν παραγώγους
τουλάχιστον n τάξης σε ένα διάστηµα (α, β). Γράφουµε

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) . . . fn(x)
f ′
1(x) . . . f ′

n(x)
... . . .

...

f
(n−1)
1 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(όπου g(λ)(x) σηµαίνει την λ τάξης παράγωγο της g). ∆είξτε ότι

dW

dx
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(x) . . . fn(x)
f ′
1(x) . . . f ′

n(x)
... . . .

...

f
(n−1)
1 (x) . . . f

(n−1)
n (x)

f
(n)
1 (x) . . . f

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Παρατήρηση: Η ορίζουσα W (x) λέγεται ορίζουσα του Wronski και
έχει εφαρµογές στη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων.

(ιβ΄) ∆ώστε παραδείγµατα (µε συγκεκριµένο τύπο—όχι απλά µε γραφικές
παραστάσεις) στοιχειωδών συναρτήσεων (πολυώνυµα, τριγωνοµετρι-
κές, εκθετικές, . . . ) f , g, h, q ώστε

i. f(−1) = 0, f(2) = 1, f ′(1) > 0.

ii. g(−1) = 0, g(2) = 1, g′(1) < 0.

iii. h(k) = 0, k ∈ Z, |h(x)| < 1/2, x ∈ R, h(1/2) 6= 0.

iv. q(0) = 0, q(3) = 1, q′(1) = 0 και η q είναι γνήσια αύξουσα στο
[0, 3].

(ιγ΄) i. Βρείτε, όπου υπάρχουν, τις παραγώγους των συναρτήσεων:
√

x − 1

x + 1
, arccot

1 + x

1 − x
, log

{
tanh−1

(
tan

x

2

)}
.

ii. Βρείτε τις β΄ παραγώγους των συναρτήσεων:

ex2

log x, e2x sin
(
3x +

π

6

)
.

(ιδ΄) ∆είξτε τους τύπους:

i. cosh(x + y) = coshx cosh y + sinhx sinh y,

ii. sinh(2x) = 2 sinhx coshx,

iii. tanh(2x) = 2 tanhx
1+tanh2 x

,

iv.
(
−x

8 + 1
32 sinh(4x)

)′
= (sinhx cosh x)2.

(ιε΄) Αν f(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)(x − 4), τότε η f ′(x) έχει ακριβώς
τρεις διαφορετικές πραγµατικές ρίζες.

(ιστ΄) ∆είξτε ότι η εξίσωση ex = 1 + x έχει ακριβώς µία πραγµατική ρίζα.
Ποια;

(ιζ΄) ∆είξτε το δεύτερο µέρος του θεωρήµατος 4.4.8 (σελίδα 66).

(ιη΄) ∆ίνεται η

βn = 1 +
1

(2!)2
+ · · · + 1

(n!)2
.

∆είξτε ότι η βn συγκλίνει σε έναν άρρητο αριθµό.

(ιθ΄) i. ∆είξτε ότι η εξίσωση tan x = x έχει άπειρες ρίζες και µάλιστα
ακριβώς µία σε κάθε διάστηµα της µορφής Ik = (kπ−π/2, kπ+
π/2) για k ∈ Z.

ii. Γράφουµε ak για τη ρίζα στο διάστηµα Ik, k = 1, 2, . . .. Βρείτε,
αν υπάρχει, το lim(ak+1 − ak) και δώστε γεωµετρική ερµηνεία
του αποτελέσµατός σας.

(κ΄) Ένα κινητό M κινείται ισοταχώς από το A προς το O µε ταχύτητα
1 m/sec. Η ακτίνα OA του κύκλου είναι 1 m. Στη θέση B βρίσκεται
µια φωτεινή πηγή και ζητείται η ταχύτητα της σκιάς N του σηµείου
M πάνω στην περιφέρεια (δες σχήµα 4.21).
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A

B

M

N

π/2

0

Σχήµα 4.21

(κα΄) ∆είξτε το παρακάτω χρήσιµο θεώρηµα: «Αν η f είναι συνεχής και
µονότονη σε ένα διάστηµα I, τότε η εικόνα µέσω της f οποιουδή-
ποτε διαστήµατος j ⊂ I είναι επίσης ένα διάστηµα».
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5K E F A L A I O
Το Ολοκλήρωµα Riemann

Ο απειροστικός λογισµός λέγεται συχνά «διαφορικός και ολοκληρωτικός λογι-
σµός». Ο όρος διαφόριση, για συναρτήσεις µιας µεταβλητής, είναι ταυτόσηµος
µε τον όρο παραγωγίσιµη (βλέπε παράγραφο 4.2). Η «ολοκλήρωση», ένα µέρος
που της οποίας θα µελετήσουµε στη συνέχεια, δικαιολογεί τον όρο ολοκληρω-
τικός λογισµός. Οι αρχές της «ολοκλήρωσης» ανάγονται στη µέθοδο της «εξάν-
τλησης» που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι για την εύρεση όγκων και εµβαδών.
Στο έργο για παράδειγµα του Αρχιµήδη «τετραγωνισµός της παραβολής», που
αναφέραµε και προηγούµενα, αναπτύσσονται µε θαυµαστή ακρίβεια οι βασικές
έννοιες της ολοκλήρωσης.

Στους µαθηµατικούς της αναγέννησης, ειδικότερα στο Newton, οφείλουµε
την σύνδεση µεταξύ παραγώγισης και ολοκλήρωσης. Το όνοµα του µεγάλου
Γερµανού µαθηµατικού Riemann (µέσα δέκατου ενάτου αιώνα) υπάρχει στον
τίτλο, γιατί υπάρχουν διάφορες θεωρίες ολοκλήρωσης, και αυτή που θα µας
απασχολήσει οφείλετε βασικά σε αυτόν.

5.1 Το πρόβληµα του εµβαδού

5.1α΄ Η µέθοδος της εξάντλησης

Ως εµβαδόν ενός επιπέδου σχήµατος A θεωρούµε τον αριθµό που προκύπτει
όταν συγκρίνουµε το A µε ένα τετράγωνο πλευράς 1. Κατ’ αρχάς δηλαδή
αποδίδουµε εµβαδόν 1 σε αυτό το τετράγωνο (είτε περιέχει είτε όχι τις πλευρές
του) και αποδεχόµαστε ότι η ένωση δύο ή περισσοτέρων απλών σχηµάτων
(ορθογώνια, τρίγωνα, πολύγωνα,. . . ) «µε ξένα εσωτερικά» είναι το άθροισµα
των εµβαδών των αντιστοίχων σχηµάτων. Έτσι οδηγούµαστε εύκολα στον τύπο
για το εµβαδόν ορθογωνίων µε ρητές πλευρές.

Η περίπτωση τυχαίου ορθογωνίου ανάγεται σ’ αυτήν, αν προσεγγίσουµε τις
πλευρές µε ρητούς, για παράδειγµα µε µια πεπερασµένη δεκαδική παράσταση



5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

τους. Με ένα απλό τέχνασµα βρίσκουµε επίσης τον τύπο για το εµβαδόν
τριγώνου (βλέπε σχήµα 5.1).

1 × 1

E = 4 · 2 = 8

v

β1 β2

β1 + β2 = β,

E = 1
2 (β1v1) + 1

2 (β2v2) = 1
2βv.

Σχήµα 5.1

Η περίπτωση του κύκλου είναι τυπική της µεθόδου της εξάντλησης. Ας

0

α

B

vn A

Γ

̺n

Σχήµα 5.2

είναι α η ακτίνα του κύκλου, vn το ύψος
και ̺n η πλευρά κανονικού πολυγώνου µε
2n πλευρές εγγεγραµµένου στον κύκλο. Ό-
πως φαίνεται εύκολα από το σχήµα, αν E
είναι το εµβαδόν του κύκλου τότε:

2n 1

2
vn̺n < E < 2n

(
1

2
vn̺n + (α − vn)̺n

)
.

Η ακολουθία 1
22nvn̺n είναι προφανώς αύ-

ξουσα (το πολύγωνο µε 2n + 1 πλευρές θα
περιέχει επί πλέον 2n τρίγωνα της µορφής
ABΓ∆) φράσσεται από το E.

Από την άλλη µεριά

0 < E − 1

2
2nvn̺n < 2n(α − vn)̺n = (α − vn) sn < (α − vn) s

όπου sn περίµετρος του πολυγώνου και s περιφέρεια του κύκλου. Προφανώς
όµως (α − vn) → 0, οπότε

1

2
vn (2n̺n) =

1

2
vnsn → E,

για n → ∞. Παρατηρώντας τώρα ότι το vn συγκλίνει στο α και το sn στο s
(αν θέλετε έτσι ορίζουµε το µήκος της περιφέρειας), φτάνουµε στο συµπέρασµα
E = αs/2.
Φυσικά θα ήταν µάταιο να επινοεί κανείς και από µια µέθοδο για κάθε

σχήµα. Για τα συνηθισµένα γεωµετρικά σχήµατα εύκολα βλέπει κανείς, ότι θα
αρκούσε να έχει µια γενική µέθοδο για να βρίσκει εµβαδά «κάτω» από το
γράφηµα µιας θετικής φραγµένης συνάρτησης f . Το εµβαδόν του αριστερά
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α β

f

Σχήµα 5.3

σχήµατος για παράδειγµα είναι άθροισµα πέντε εµβαδών σχηµάτων τέτοιας
µορφής. Με τον όρο «κάτω από το γράφηµα µιας θετικής f» εννοούµε το
σύνολο

{(x, y) : α ≤ x ≤ β και 0 ≤ y ≤ f (x)}.
Το σύµβολο που θα χρησιµοποιούµε γι’ αυτό το εµβαδόν θα είναι

∫ α

β
f(t) dt

και θα το ονοµάζουµε ορισµένο ολοκλήρωµα της f στο διάστηµα [α, β]. Το
σύµβολο αυτό θα το ορίσουµε µε τρόπο που να έχει νόηµα και για όχι αναγ-
καστικά θετικές συναρτήσεις. ∆εν θα ορίζεται όµως για όλες τις συναρτήσεις.
Εκείνες για τις οποίες ορίζεται θα λέγονται Riemann-ολοκληρώσιµες.
Πριν ξεκινήσουµε τη γενική θεωρία θα δώσουµε ακόµη ένα παράδειγµα.

Πιο συγκεκριµένα, χρησιµοποιώντας τη σηµερινή γλώσσα των µαθηµατικών, θα
µελετήσουµε ένα πρόβληµα που απασχόλησε τον Αρχιµήδη τον τρίτον αιώνα
πριν την αρχή της χριστιανικής χρονολόγησης. Θα µακρυγορήσουµε λίγο σ’
αυτό το παράδειγµα µε σκοπό να προετοιµάσουµε καλύτερα το έδαφος για
την γενική περίπτωση.

5.1β΄ Ο Τετραγωνισµός της παραβολής

Θεώρηµα 5.1.1 (Αρχιµήδης) Το εµβαδόν του χωρίου OABΓ µεταξύ της παρα-
βολής f (x) = x2, του άξονα των x και της ευθείας x = 1 ισούται µε το 1/3 του
εµβαδού του ορθογωνίου OABΓ.

Απόδειξη: Ας χωρίσουµε το διάστηµα [0, 1] σε υποδιαστήµατα [x0, x1), [x1,x2) ,
. . . , [xn−1, xn] παίρνοντας τα σηµεία x0, x1, x2, . . . , xn ώστε 0 = x0 < x1 <
x2 < · · · < xn−1 < xn = 1 σε κάθε διάστηµα [xk, xk+1] ισχύει x2

k ≤ x2 ≤
x2

k+1 για x ∈ [xk, xk+1] και εποµένως το αντίστοιχο κοµµάτι του εµβαδού
που ζητάµε θα είναι µεγαλύτερο από το εµβαδόν του ορθογωνίου µε βάση
[xk, xk+1] και ύψος x2

k και µικρότερο από το εµβαδόν του ορθογωνίου µε την
ίδια βάση και ύψος x2

k+1. Αν λοιπόν ονοµάσουµε E το ζητούµενο εµβαδόν,
θα έχουµε:

n−1∑

k=0

(xk−1 − xk)x2
k < ε <

n−1∑

k=0

(xk−1 − xk)x2
k+1
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

Ας γράψουµε Σ∆ για το αριστερό άθροισµα και Σ∆ για το δεξιά. Το ∆
αντιστοιχεί στη διαµέριση x0, x1, . . . , xn του [0, 1] που θεωρήσαµε.

0
A

B

y = x2

xk xk+1

1

1

Γ

Σχήµα 5.4

Το σύνολο Σ∆ όπου ∆ η «διαµέρι-
ση» του [0, 1] είναι προφανώς µη κενό
και φραγµένο προς τα πάνω, για πα-
ράδειγµα από το E, οπότε και από το
Σ∆′ για οποιοδήποτε ∆′. Υπάρχει λοι-
πόν το supremum αυτού του συνόλου.
Γράφουµε:

¯

∫ 1

0

x2 dx = sup Σ∆,

όπου ∆ διαµέριση του [0, 1] και ονο-
µάζουµε το

¯

∫ 1

0
x2 dx «κάτω Darboux

ολοκλήρωµα» της x2 στο [0, 1]. (Ο
Darboux ήταν ο Γάλλος γεωµέτρης

του δέκατου ένατου αιώνα).
Όµοια ορίζουµε το «πάνω Darboux ολοκλήρωµα»

¯∫ 1

0

x2 dx = inf
{
Σ∆ : ∆ διαµέριση του [0, 1]

}

θα έχουµε προφανώς:

¯

∫ 1

0

x2 dx ≤ E ≤
¯∫ 1

0

x2 dx.

Θέλουµε να δείξουµε ότι
¯

∫ 1

0 x2 dx =
∫̄ 1

0 x2 dx. Στην περίπτωση αυτή γράφουµε

∫ 1

0 x2 dx για την κοινή αυτή θα τιµή και θα την ονοµάζουµε το Riemann ολο-
κλήρωµα της x2 στο [0, 1]. Ας παρατηρήσουµε κατ’ αρχάς ότι για οποιαδήποτε
διαµέριση ∆,

Σ(∆) ≤
¯

∫ 1

0

x2 dx ≤
¯∫ 1

0

x2 dx ≤ Σ(∆)

και εποµένως

0 ≤
¯∫ 1

0

x2 dx −
¯

∫ 1

0

x2 dx ≤ Σ∆ − Σ∆.

Αν λοιπόν για οποιοδήποτε ε > 0 µπορούµε να βρούµε ∆ ώστε Σ∆ − Σ∆ < ε
θα έχουµε τελειώσει. Αυτό όµως είναι αρκετά εύκολο. Παίρνουµε

∆ =

{
0,

1

n
,
2

n
, . . . ,

n

n
= 1

}
,

n ∈ N, και έχουµε

Σ∆ =

n−1∑

k=0

(
k + 1

n
− k

n

)
k2

n2
=

1

n3

n−1∑

k=0

k2,
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Σ(∆) =

n−1∑

k=0

(
k + 1

n
− k

n

)
(k + 1)2

n2
=

1

n3

n−1∑

k=0

(k + 1)2 =
1

n3

n∑

k=0

k2,

και εποµένως

Σ∆ − Σ∆ =
1

n3
n2 =

1

n
.

Αρκεί λοιπόν να πάρουµε n > 1/ε για να έχουµε Σ∆ − Σ∆ < ε. 2

Αν τώρα θυµηθούµε ότι:

n∑

k=0

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
(δώστε απόδειξη µε επαγωγή),

βλέπουµε ότι έχουµε δείξει

1

n3

n(n + 1)(2n + 1)

6
− n2

n3
< E <

1

n3

n(n + 1)(2n + 1)

6
,

δηλαδή

1

3

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

2n

)
− 1

n
< E <

1

3

(
1 +

1

n

)(
1 +

1

2n

)
.

Οι ακολουθίες αριστερά και δεξιά συγκλίνουν στο 1/3 εποµένως 1/3 ≤ E ≤
1/3, δηλαδή E = 1/3, που είναι ακριβώς αυτό που θέλαµε να δείξουµε.

5.2 Ορισµός και βασικές ιδιότητες του ολοκληρώµα-
τος.

5.2α΄ Ο ορισµός του Darboux.

Έχοντας για οδηγό το προηγούµενο παράδειγµα, θα ορίσουµε το ολοκλήρωµα
Riemann, για φραγµένες συναρτήσεις σε ένα κλειστό διάστηµα [a, b] (δεν
υποθέτουµε τώρα ότι οι συναρτήσεις είναι ≥ 0.) ∆ίνουµε πρώτα µερικούς
ορισµούς.
Ένα πεπερασµένο σύνολο ∆ = {x0, x1, . . . , xn} τέτοιο ώστε

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

ονοµάζεται διαµέριση του [a, b]. Πλάτος της διαµέρισης ∆ ονοµάζουµε τον
αριθµό

d(∆) = max{x1 − x0, x2 − x1, . . . , xn − xn−1}.
Το σύνολο των διαµερίσεων του [a, b] θα το συµβολίζουµε µε D[a, b] η απλά
D⌉l⊔⊣, αν δεν υπάρχει κίνδυνος συγχύσεως. Μια διαµέριση ∆′ λέγεται εκλέ-
πτυνση µιας διαµέρισης ∆, αν ∆′ ⊃ ∆. Λέµε ακόµα ότι η ∆′ είναι λεπτότερη
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

από την ∆. Με άλλα λόγια περνάµε από µια διαµέριση ∆ σε µια εκλέπτυνση
της, αν της προσθέσουµε και άλλα διαιρετικά σηµεία.
Ιδού µια απλή και χρήσιµη ιδιότητα των διαµερίσεων: Αν ∆, ∆′ δύο δια-

µερίσεις του [a, b] τότε το σύνολο ∆ ∪∆′ είναι µια εκλέπτυνση και των δύο.
Κάθε άλλη εκλέπτυνση και των δύο περιέχει την ∆ ∪ ∆′. Η απόδειξη είναι
τετριµµένη.
Έστω τώρα f µια συνάρτηση ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα [a, b]

και ∆ = {x0, x1, . . . , xn} ∈ ∆[a, b]. Σε κάθε ένα από τα διαστήµατα [x0, x1],
[x1, x2], . . . , [xn−2, xn−1], [xn−1, xn] η f είναι φραγµένη και προς τα πάνω
και προς τα κάτω. Ονοµάζουµε mk και Mk αντίστοιχα το inf και sup των
τιµών της σ’ αυτά τα διαστήµατα, δηλαδή ορίζουµε

mk = inf{f(x) : xk ≤ x ≤ xk+1},

Mk = sup{f(x) : xk ≤ x ≤ xk+1}, k = 0, 1, . . . , n − 1.

Ορίζουµε τώρα για κάθε διαµέριση ∆ το κάτω και το πάνω άθροισµα της f
µε τους τύπους:

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)mk,

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)Mk.

Η ανισότητα Σ(f, ∆) ≥ Σ(f, ∆) είναι προφανής. Ισχύει και κάτι παραπάνω:
Αν ∆, ∆′ ∈ D τότε Σ(f, ∆) ≥ Σ(f, ∆′). Αρκεί να δείξουµε ότι ∆′ ⊃ ∆
συνεπάγεται Σ(f, ∆) ≤ Σ(f, ∆′) και Σ(f, ∆′) ≤ Σ(f, ∆) διότι τότε θα έχουµε

Σ(f, ∆) ≤ Σ(f, ∆ ∪ ∆′) ≤ Σ(f, ∆ ∪ ∆′) ≤ Σ(f, ∆′).

Μένει λοιπόν να δείξουµε την τελευταία υπογραµµισµένη πρόταση. Η σχέση
∆′ ⊃ ∆ σηµαίνει ότι η ∆′ έχει περισσότερα ή τα ίδια διαιρετικά σηµεία
µε την ∆. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε την περίπτωση που η ∆′ έχει ένα
παραπάνω διαιρετικό σηµείο. Έστω λοιπόν ότι ∆ = {x0, x1, . . . , xn} και ∆′ =
{x0, . . . , xk, yk, xk+1, . . . , xn}, δηλαδή η ∆′ έχει παραπάνω το σηµείο yk µε
xk < yk < xk+1. Αν γράψουµε

m′
k = inf{f(x) : xk ≤ x ≤ yk}

m′′
k = inf{f(x) : yk ≤ x ≤ xk+1}

M ′
k = sup{f(x) : xk ≤ x ≤ yk}

M ′′
k = sup{f(x) : yk ≤ x ≤ xk+1},

θα έχουµε:

Σ(f, ∆′) − Σ(f, ∆) = m′
k(yk − xk) + m′′

k(xk+1 − yk) − mk(xk+1 − xk)

= (m′
k − mk)(yk − xk) + (m′′

k − mk)(xk+1 − yk) ≥ 0,
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διότι προφανώς m′
k ≥ mk και m′′

k > mk, δηλαδή Σ(f, ∆′) ≥ Σ(f, ∆).
Εντελώς παρόµοια αποδεικνύεται ότι Σ(f, ∆′) ≤ Σ(f, ∆).

Η γεωµετρική σηµασία των όσων είπαµε µέχρι τώρα είναι απλούστατη,
αν σκεφτούµε και πάλι το πρόβληµα του εµβαδού κάτω από το γράφηµα
µιας f ≥ 0. Το Σ(f, ∆) παριστάνει το εµβαδόν µιας ένωσης ορθογωνίων που
«προσεγγίζει από κάτω» το ζητούµενο εµβαδόν και το Σ(f, ∆) δίνει αντίστοιχη
«προσέγγιση» από πάνω (βλέπε σχήµα 50)

A B

0

y

x
a = x0 x1 x2 x3 = β

I
m1

Λ

K

m2

N m3

Ξ

M

Γ M1 ∆

E M2 Z

H M3 Θ

Σ(f, ∆) = (x1 − x0)M1 + (x2 − x1)M2 + (x3 − x2)M3 = εµβ(ABΓ∆EZHΘBA)

Σ(f, ∆) = (x1 − x0)m1 + (x2 − x1)m2 + (x3 − x2)m3 = εµβ(AIKΛMNΞBA)

Σχήµα 5.5

Το σύνολο {Σ(f, ∆) : ∆ ∈ ∆} είναι προφανώς µη κενό και φραγµένο προς
τα πάνω, διότι οποιοδήποτε Σ(f, ∆) είναι ένα άνω φράγµα του. Υπάρχει λοι-
πόν το supremum αυτού του συνόλου (αξίωµα συνέχειας). Θα το συµβολίζου-

µε µε
∫ b

a
f ή

∫ b

a
f(x)dx και θα το καλούµε κάτω Darboux ολοκλήρωµα της f

στο [a, b].

Το σύνολο
{
Σ(f, ∆) : ∆ ∈ ∆

}
είναι προφανώς µη κενό και φραγµένο προς

τα κάτω, διότι κάθε Σ(f, ∆) για παράδειγµα είναι ένα κάτω φράγµα του.

Υπάρχει λοιπόν το infimum αυτού του συνόλου. Θα το συµβολίζουµε µε
∫ b

af

ή
∫ b

af(x)dx και θα το καλούµε άνω Darboux ολοκλήρωµα της f στο [a, b].

∆ίνουµε τώρα τον ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann µιας φραγµένης
συνάρτησης.
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

Ορισµός 5.2.1 (Darboux) Μια φραγµένη συνάρτηση f , ορισµένη σε ένα κλειστό

διάστηµα [a, b], λέγεται Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b], αν
∫ b

af =
∫ b

a
f . Η

κοινή αυτή τιµή λέγεται Riemann ολοκλήρωµα της f και συµβολίζεται µε
∫ b

a f

ή
∫ b

a
f(x)dx.

Ο ορισµός που δώσαµε και η συζήτηση που προηγήθηκε δίνει σχεδόν άµεσα
µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για την Riemann ολοκληρωσιµότητα µιας
συνάρτησης f .

Θεώρηµα 5.2.2 Μια φραγµένη συνάρτηση f ορισµένη στο κλειστό διάστηµα [a, b]
είναι Riemann ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν, για κάθε ε > 0 υπάρχει ∆ ∈
∆([a, b]) τέτοιο ώστε

Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε.

Απόδειξη: Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη, οπότε

f, ∆′ +
ε

2
>

∫ b

a

f =

∫ b

a

f > Σ(f.∆′′) − ε

2
,

για κάποιες διαµερίσεις ∆′, ∆′′, (γιατί;). Αν τώρα ∆ = ∆′∪∆′′ είναι µια κοινή
εκλέπτυνση των ∆′, ∆′′, τότε η τελευταία ανισότητα και οι ανισότητες

Σ(f, ∆′′) > Σ(f, ∆), Σ(f, ∆′) < Σ(f, ∆)

που δείξαµε προηγουµένως συνεπάγονται

Σ(f, ∆) +
ε

2
> Σ(f, ∆) − ε

2
,

δηλαδή
Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε.

Αντίστροφα, αν υποθέσουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει ∆ ∈ ∆ τέτοιο ώστε
Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε, τότε οι προφανείς ανισότητες

Σ(f, ∆) ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

f ≤ Σ(f, ∆)

συνεπάγονται

0 ≤
∫ b

a

f −
∫ b

a

f ≤ Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε

και εποµένως ∫ b

a

f =

∫ b

a

f.

2

Πριν προχωρήσουµε, ας δώσουµε ένα παράδειγµα µιας φραγµένης συνάρτησης
που δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη.
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Η συνάρτηση του Dirichlet περιορισµένη στο διάστηµα [0, 1], δηλαδή η
συνάρτηση

f(x) =

{
1 x ρητός στο [0, 1]
0 xάρρητος στο [0, 1]

δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη.
Πραγµατικά, για οποιαδήποτε διαµέριση ∆ = {0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1}

του [0, 1] Mk = 1 και mk = 0, διότι σε κάθε διάστηµα [xk, xk+1] υπάρχουν
και ρητοί και άρρητοι αριθµοί. Συνάγουµε λοιπόν ότι:

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) · 0 = 0

Σ(f, ∆) =
n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) · 1 = 0

και εποµένως
∫ 1

0
f = 0 < 1 =

∫ 1

0
f , δηλαδή η f δεν είναι ολοκληρώσιµη.

5.3 Ο ορισµός του Riemann

Ας γυρίσουµε για λίγο στο πρόβληµα του εµβαδού. ∆ιαισθητικά τουλάχιστον
µπορούµε να προσεγγίσουµε το εµβαδόν κάτω από το γράφηµα µιας f ≥ 0
ορισµένης στο [a, b], χωρίς να ασχοληθούµε µε τα Σ καιΣ. Απλά για κάθε
διαµέριση ∆ = {α = x0 < x1 < · · · < xn = β} παίρνουµε µια τυχαία επιλογή
σηµείων Ξ = {ξ0, . . . , ξn−1} ώστε xk ≤ ξk ≤ xk+1 για k = 0, 1, . . . , n − 1 και
σχηµατίζουµε το άθροισµα

∑
(f, ∆, Ξ) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)f(ξk).

Περιµένουµε τώρα ότι αν το πλάτος d της διαµέρισης (υπενθυµίζουµε τον
ορισµό του d = max{x1−x0, . . . , xn−xn−1}) τείνει στο 0, τότε το

∑
(f, ∆, Ξ)

θα τείνει στο εµβαδόν που ζητάµε. Ένας «εύλογος» λοιπόν ορισµός για το∫ β

α
f θα ήταν: ∫ β

α

f = lim
d→0

∑
(f, ∆, Ξ).

∆υστυχώς ο ορισµός αυτός δεν έχει νόηµα και πρέπει να καταλάβουµε καλά
το γιατί. Ο λόγος είναι απλά ότι δεν έχουµε ορίσει έννοια ορίου της µορφής
limd→0

∑
(f, ∆, Ξ). Με όσα έχουµε πει, µόνο αν το

∑
(f, ∆, Ξ) ήταν µια συ-

νάρτηση του d θα µπορούσαµε να µιλήσουµε για το όριο. Αλλά το
∑

(f, ∆, Ξ)
κάθε άλλο παρά τέτοια συνάρτηση είναι· πραγµατικά όπως έπεται από τον ο-
ρισµό του, εξαρτάται από τη διαµέριση ∆, δηλαδή µια n − άδα x0, x1, . . . , xn

πραγµατικών αριθµών και από την επιλογή Ξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξn−1}, δηλαδή α-
κόµη µια n − άδα. Και για να πούµε όλη την αλήθεια η κατάσταση είναι
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

ακόµη χειρότερη, γιατί τα ξ0, ξ1, . . . , ξn−1 εξαρτώνται από τα x0, . . . , xn, αφού
πρέπει xk ≤ ξk ≤ xk+1. Οι µαθηµατικοί έφτιαξαν θεωρία που καλύπτει αυτές
τις περιπτώσεις (θεωρία δικτύων, ή σύγκλιση Moore-Smith), αλλά δεν χρειάζε-
ται να φτάσουµε σ’ αυτήν. Αρκεί να θυµηθούµε τον «εψιλοντικό» ορισµό του
ορίου και, χρησιµοποιώντας τον σαν µοντέλο, να περιγράψουµε τι θα θέλαµε
να είναι το «limd→0

∑
(f, ∆, Ξ)». Το αποτέλεσµα είναι ο επόµενος ορισµός:

Ορισµός 5.3.1 (Riemann) Μια φραγµένη συνάρτηση f ορισµένη στο κλειστό
διάστηµα [α, β], λέγεται ολοκληρώσιµη σ’ αυτό, αν υπάρχει ένας αριθµός I που

θα τον γράφουµε
∫ β

α
f και θα τον ονοµάζουµε ολοκλήρωµα της f στο [α, β], ώστε

για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 µε την ιδιότητα για κάθε διαµέριση:

∆ = {α = x0 < x1 < · · · < xn = β}

και κάθε επιλογή Ξ = {ξ0, . . . , ξn−1} µε xk ≤ ξk ≤ xk+1 µε k = 0, 1, . . . , n − 1
να ισχύει: πλάτος(∆) = d < δ συνεπάγεται

∣∣∣∣∣
∑

(f, ∆, Ξ) −
∫ β

α

f

∣∣∣∣∣ < ε.

Ο ορισµός του Riemann υπήρξε ο πρώτος ιστορικά ακριβής ορισµός του
ολοκληρώµατος. Θα βασίσουµε την ανάπτυξη της θεωρίας στον ορισµό του
Darboux, που είναι εννοιολογικά απλούστερος, και θα αναβάλουµε για αργό-
τερα την απόδειξη της ισοδυναµίας των δύο ορισµών.

5.4 Η ολοκληρωσιµότητα των µονότονων και συνε-
χών συναρτήσεων

Το κριτήριο που δώσαµε στην προηγούµενη παράγραφο θα µας βοηθήσει να
δείξουµε την ολοκληρωσιµότητα τόσο των µονότονων όσο και των συνεχών
συναρτήσεων.

5.4α΄ Μονότονες συναρτήσεις

Ας υποθέσουµε ότι η f είναι αύξουσα στο [α, β]. ∆ιαλέγουµε σαν ∆ τη
διαµέριση που αντιστοιχεί σε χωρισµό του [α, β] σε n ίσα τµήµατα δηλαδή,

∆ =

{
α, α +

β − α

n
, . . . , α + k

β − α

n
, . . . , α + n

β − α

n
= β

}
.
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Στην περίπτωση αυτή θα έχουµε

Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)(Mk − mk)

=

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)(f(xk+1) − f(xk))

=
β − α

n

n−1∑

k=0

(f(xk+1) − f(xk))

=
β − α

n

(
f(β) − f(α)

)
.

Έστω τώρα ε > 0. Πρέπει να δείξουµε ότι υπάρχει n ώστε

β − α

n

(
f(β) − f(α)

)
< ε.

Φυσικά αυτό είναι πάντοτε δυνατό· αρκεί να πάρουµε

n >
(β − α)

(
f(β) − f(α)

)

ε
.

5.4β΄ Συνεχείς συναρτήσεις

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η f είναι συνεχής στο [α, β] και ε > 0. Πρέπει να
βρούµε ∆ ∈ D ώστε

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)(Mk − mk) < ε.

Επειδή η f είναι συνεχής, θα υπάρχουν ξ′k, ξ′′k στο [xk, xk+1] ώστε

Mk = f(ξ′′k ), και mk = f(ξ′k).

Ας κάνουµε κατ’ αρχάς την υπόθεση ότι η f είναι όχι µόνο συνεχής, αλλά
ότι έχει και παράγωγο φραγµένη στο (α, β), δηλαδή ότι υπάρχει η f ′(x) για
x ∈ (α, β) και |f ′(x)| ≤ M για α < x < β για κάποιο πραγµατικό M .
Το θεώρηµα της µέσης τιµής στην περίπτωση αυτή µας λέγει ότι

Mk − mk = f(ξ′′k ) − f(ξ′k) = (ξ′′k − ξ′k)f ′(ξ′′′k ),

όπου ξ′′′k κάποιος αριθµός µεταξύ των ξ′k και ξ′′k , και εποµένως

Mk − mk ≤ |ξ′′k − ξ′k|M ≤ |xk+1 − xk|M ≤ d(∆)M,

όπου d(∆) το πλάτος της ∆.
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Αν λοιπόν πάρουµε µια ∆ µε d(∆) < ε
/(

(M + 1)(β − α)
)
, τότε

Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)(Mk − mk)

<
ε

(β − α)(M + 1)

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)M

=
ε

(β − α)(M + 1)
M(β − α)

< ε.

Αν καλοσκεφτούµε τον παραπάνω συλλογισµό, βλέπουµε ότι η παραγωγι-
σιµότητα της f µας χρειάστηκε µόνο για να δείξουµε ότι η f ικανοποιεί µια
συνθήκη λίγο ισχυρότερη από τη συνέχεια στο [α, β]. Πιο συγκεκριµένα την
εξής:
Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για όλα τα x1, x2 από το πεδίο ορισµού

της f
|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1) − f(x2)| < ε.

Μια συνάρτηση που ικανοποιεί τη συνθήκη αυτή στο πεδίο ορισµού της
λέγεται οµοιόµορφα συνεχής σ’ αυτό. Η ολοκληρωσιµότητα των συνεχών συναρ-
τήσεων είναι τώρα άµεση συνέπεια του παρακάτω σηµαντικού θεωρήµατος.

Θεώρηµα 5.4.1 Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α, β],
τότε είναι και οµοιόµορφα συνεχής σ’ αυτό, δηλαδή για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0
µε την ιδιότητα: για κάθε x, y ∈ [α, β] µε |x − y| < δ έπεται |f(x) − f(y)| < ε.

Σε επόµενο κεφάλαιο θα δώσουµε την απόδειξη του θεωρήµατος αυτού
καθώς και ορισµένα σχόλια πάνω στην οµοιόµορφη συνέχεια. Παρατηρούµε
πάντως, ότι η ειδική περίπτωση που αποδείξαµε είναι αρκετή για την παρα-
πέρα ανάπτυξη της θεωρίας. Πραγµατικά, ένα απλό πόρισµα της ειδικής αυτής
περίπτωσης είναι ότι «Οι ρητές, οι τριγωνοµετρικές, οι υπερβολικές, οι λογαριθµι-
κές, οι εκθετικές συναρτήσεις καθώς και συνδυασµοί µε απλές πράξεις ή συνθέσεις
αυτών είναι ολοκληρώσιµες σε κάθε κλειστό διάστηµα [α, β] που περιέχεται στο
πεδίο ορισµού τους».
Πραγµατικά οι συναρτήσεις αυτές είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού

τους και οι παράγωγοι τους είναι συνεχείς. Σε ένα κλειστό λοιπόν διάστηµα
αυτές οι παράγωγοι είναι φραγµένες, εποµένως εφαρµόζεται το αποτέλεσµα
που αποδείξαµε παραπάνω.

5.5 Ιδιότητες του ολοκληρώµατος Riemann

Όπως και στην περίπτωση των ορισµών της συνέχειας και της παραγώγου,
έτσι και τώρα πρέπει να αποδείξουµε τουλάχιστον τις απλές ιδιότητες του
ολοκληρώµατος, αυτές που «αναµένεται» να έχει η καινούργια έννοια που
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ορίσαµε. Η απόδειξη είναι η ανταµοιβή για ένα πετυχηµένο ορισµό, ή, αν
θέλετε, το ανάλογο της πειραµατικής επαλήθευσης µιας θεωρίας στη Φυσική.
Για να είµαστε όµως ειλικρινείς, πρέπει να πούµε ότι σε αρκετές περιπτώσεις
η δουλειά αυτή είναι αγγαρεία (συλλογισµοί ρουτίνας, περιπτωσιολογία, . . . ).
Στις περιπτώσεις αυτές είναι «αναγκαίο κακό».
Θα χρησιµοποιήσουµε τους συµβολισµούς των προηγουµένων παραγράφων

για τα ∆, Mk, mk, χωρίς να επαναλαµβάνουµε κάθε φορά τον ορισµό τους.

(i) Αν f(x) = c = σταθερά για α ≤ x ≤ β, τότε
∫ β

α
f = c(β − α).

Πραγµατικά, στην περίπτωση αυτή έχουµε Mk = mk = c και εποµένως

Σ(f, ∆) =
n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)c = c(β − α)

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)c = c(β − α)

οπότε και
∫ β

α
f =

∫ β

αf = c(β − α)

(ii) Αν οι f και f είναι ολοκληρώσιµες στο [α, β], τότε και η f + g είναι
ολοκληρώσιµη και ισχύει:

∫ β

α

(f + g) =

∫ β

α

f +

∫ β

α

g

Χρησιµοποιούµε τα mk, Mk για το inf και sup της f + g στο [xk, xk+1],
τα m′

k, M ′
k για την f και τα m′′

k , M ′′
k για την g αντίστοιχα. Για κάθε x

στο [xk, xk+1] έχουµε:

f(x) + g(x) ≤ M ′
k + M ′′

k

δηλαδή το M ′
k+M ′′

k είναι προφανώς άνω φράγµα της f+g στο [xk, xk+1],
άρα είναι µεγαλύτερο ή ίσο από το supremum της f +g στο ίδιο διάστη-
µα. Συνάγουµε λοιπόν ότι: Mk ≤ M ′

k + M ′′
k και οµοίως mk ≥ m′

k + m′′
k.

Πολλαπλασιάζοντας αυτές τις ανισότητες µε τον θετικό αριθµό (xk+1−xk)
και προσθέτοντας για k = 0, 1, . . . , n − 1, βρίσκουµε:

Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆) =
∑

(m′
k + m′′

k)(xk+1 − xk)

≤
∑

mk(xk+1 − xk)

= Σ(f + g, ∆) ≤ Σ(f + g, ∆)

=
∑

Mk(xk+1 − xk)

≤
∑

(M ′
k + M ′′

k )(xk+1 − xk)

= Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆).
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δηλαδή
(Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆)) ≤ Σ(f + g, ∆) ≤
≤ Σ(f + g, ∆) ≤

(
Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆)

)
.

Από τις τελευταίες ανισότητες προκύπτει άµεσα ότι

0 ≤ Σ(f+g, ∆)−Σ(f+g, ∆) ≤
(
Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆)

)
+
(
Σ(g, ∆) − Σ(g, ∆)

)
.

Έστω τώρα ε > 0. Από το κριτήριο ολοκληρωσιµότητας που ξέρουµε
συνάγουµε ότι υπάρχουν ∆1, ∆2 τέτοια ώστε

0 ≤ Σ(f, ∆1) − Σ(f, ∆1) <
ε

2

και
0 ≤ Σ(g, ∆2) − Σ(g, ∆2) <

ε

2
.

Αν ∆ = ∆1 ∪ ∆2 η κοινή εκλέπτυνση των ∆1, ∆2, τότε οι ανισότητες
αυτές θα εξακολουθούν να ισχύουν αν θέσουµε ∆ στην θέση των ∆1, ∆2

(γιατί;).

Προσθέτοντας τις ανισότητες που προκύπτουν βρίσκουµε:

0 ≤ Σ(f + g, ∆) − Σ(f + g, ∆) < ε

που σύµφωνα πάλι µε το κριτήριο µας δείχνει ότι η f + g είναι ολοκλη-
ρώσιµη.

Μένει να δείξουµε ότι

∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

Έστω ε > 0. ∆είξαµε πριν λίγες γραµµές την ανισότητα

Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆) ≤ Σ(f + g, ∆) ≤

≤
∫ b

a

(f + g) ≤ Σ(f + g, ∆) ≤ Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆)

για οποιαδήποτε ∆ ∈ ·([a, b]). Επειδή
∫ b

a f = inf Σ(f, ∆) θα υπάρχει ∆1

τέτοιο ώστε

Σ(f, ∆1) <

∫ b

a

f +
ε

2
γιατί;

και παρόµοια θα υπάρχει ∆2 τέτοιο ώστε

Σ(g, ∆2) <

∫ b

a

g +
ε

2
.

Οι ανισότητες αυτές θα ισχύουν και για την κοινή εκλέπτυνση ∆ των
∆1, ∆2 οπότε θα έχουµε

Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆) <

∫ b

a

f +

∫ b

a

g + ε.
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Με όµοιο συλλογισµό βρίσκουµε

Σ(f, ∆) + Σ(g, ∆) <

∫ b

a

f +

∫ b

a

g − ε

(µπορούµε να υποθέσουµε ότι η ίδια διαµέριση ∆ εµφανίζεται και στις
δύο ανισότητες γιατί;)

Συνδυάζοντας όσα είπαµε παραπάνω συνάγουµε:

∫ b

a

f +

∫ b

a

g − ε <

∫ b

a

(f + g) <

∫ b

a

f +

∫ b

a

g + ε,

άρα, επειδή το ε είναι αυθαίρετος θετικός αριθµός

∫ b

a

(f + g) =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

Παρατήρηση: Η απόδειξη αυτή θα ήταν συντοµότερη αν χρησιµοποιού-
σαµε τον ορισµό του Riemann, γιατί αντί για ανισότητες θα χρησιµο-
ποιούσαµε την προφανή ισότητα:

Σ(f + g, ∆, Ξ) = Σ(f, ∆, Ξ) + Σ(g, ∆, Ξ).

∆εν ακολουθήσαµε αυτή την µέθοδο γιατί δεν έχουµε ακόµη αποδείξει
την ισοδυναµία των ορισµών.

(iii) Αν f ολοκληρώσιµη στο [a, b] και λ πραγµατικός αριθµός, τότε και η λf
είναι ολοκληρώσιµη και ισχύει

∫ b

a

λf = λ

∫ b

a

f.

Η απόδειξη είναι παρόµοια και αφήνεται στον αναγνώστη.

(iv) Αν f, g ολοκληρώσιµες στο [a, b] και λ, µ πραγµατικοί αριθµοί, τότε η
λf + µg είναι ολοκληρώσιµη και ισχύει

∫ b

a

(λf + µg) = λ

∫ b

a

f + µ

∫ b

a

g.

Απόδειξη: Άµεση συνέπεια των (ii) και (iii). 2

(v) Αν a < c < b, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν
είναι ολοκληρώσιµη στα [a, c] και [c, b]. Ισχύει τότε

∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.
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Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στα [a, c] και
[c, b]. Έστω επίσης ε > 0. Υπάρχουν ∆1 ∈ ·([a, c]) και ∆2 ∈ ·([c, b])
τέτοια ώστε

Σ(f, ∆1) ≤
∫ c

a

f ≤ Σ(f, ∆1)

και
Σ(f, ∆1) − Σ(f, ∆1) <

ε

2
,

Σ(f, ∆2) ≤
∫ b

c

f ≤ Σ(f, ∆2)

και
Σ(f, ∆2) − Σ(f, ∆2) <

ε

2
.

Προφανώς,
Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆1) + Σ(f, ∆2)

και
Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆1) + Σ(f, ∆2)

αν ∆ = ∆1 ∪ ∆2 ∈ ·([a, b]) η ένωση των ∆1, ∆2.

Συνάγουµε λοιπόν ότι:

Σ(f, ∆) ≤
∫ c

a

f +

∫ b

c

f ≤ Σ(f, ∆)

και
Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) =

(
Σ(f, ∆1) − Σ(f, ∆1)

)
+

+
(
Σ(f, ∆2) − Σ(f, ∆2)

)
<

ε

2
+

ε

2
= ε.

Έχουµε επίσης

Σ(f, ∆) ≤
∫ b

a

f ≤ Σ(f, ∆).

Συνδυάζοντας τις τρεις τελευταίες ανισότητες βρίσκουµε:

∣∣∣∣∣

∫ b

a

f −
(∫ c

a

f +

∫ b

c

f

)∣∣∣∣∣ ≤ Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε,

οπότε ∫ b

a

f =

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

Παρόµοια έχουµε
∫ b

a

=

∫ c

a

f +

∫ b

c

f.

Η άλλη κατεύθυνση είναι ευκολότερη και αφήνεται στον αναγνώστη. 2
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(vi) Αν αλλάξουµε την τιµή µιας ολοκληρώσιµης στο διάστηµα [a, b] συ-
νάρτησης f σε ένα σηµείο το ολοκλήρωµα δεν αλλάζει, δηλαδή αν
f(x) = g(x) για όλα τα x ∈ [a, b] εκτός ίσως από x = x0 τότε

∫ b

a

f =

∫ b

a

g.

Φυσικά το ίδιο θα ισχύει αν αλλάξουµε την τιµή της f σε ένα πεπερα-
σµένο πλήθος σηµείων (τετριµµένη επαγωγή).

Απόδειξη: Παρατηρούµε καταρχάς ότι η h = f − g είναι παντού 0 στο
[a, b] εκτός ίσως από το x0. Αρκεί λοιπόν, λόγω της ιδιότητας (iv) για

λ = 1 και µ = −1 να δείξουµε ότι
∫ b

a
h = 0. Αν h(x0) = 0 το αποτέλε-

σµα είναι άµεση συνέπεια της ιδιότητας (i). Έστω λοιπόν h(x0) 6= 0 και
ε > 0. Ας πάρουµε µία διαµέριση ∆ µε πλάτος d(∆) < ε/(2|h(x0)|). Το
πολύ δύο όροι των αθροισµάτων που ορίζουν τα Σ(h, ∆) και Σ(h, ∆)
θα είναι διάφοροι του µηδενός και ο καθένας από αυτούς θα είναι κατ’
απόλυτη τιµή µικρότερος του d(∆)|h(x0)| < ε/2.

Θα έχουµε λοιπόν

−ε < Σ(h, ∆) ≤
∫ b

a

h ≤
∫ b

a

h ≤ Σ(h, ∆) < ε,

από όπου άµεσα έπεται ότι το
∫ b

a
h υπάρχει και ισούται µε 0. 2

(vii) Αν m ≤ f ≤ M , a ≤ qx ≤ b και f ολοκληρώσιµη, τότε

m(b − a) ≤
∫ b

a

f ≤ M(b − a).

Απόδειξη: Για κάθε ∆ έχουµε

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)Mk ≤ M

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) = M(b − a).

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk)mk ≥ m

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) = m(b − a)

2

(viii) Αν f(x) ≤ g(x), a ≤ x ≤ b και f, g ολοκληρώσιµες στο [a, b] τότε

∫ b

a

f ≤
∫ b

a

g.
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Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι
∫ b

a
h ≥ 0 για κάθε ολοκληρώσιµη h

µε h(x) ≥ 0, a ≤ x ≤ b (γιατί;). Αυτό όµως είναι φανερό γιατί η
υπόθεση h(x) ≥ 0 συνεπάγεται mk ≥ 0, άρα Σ(h, ∆) ≥ 0 για οποιαδήποτε
διαµέριση ∆. 2

(ix) ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |,

για κάθε f ολοκληρώσιµη στο [a, b].

Απόδειξη: Η εκφώνηση της ιδιότητας αυτής είναι λίγο «πονηρή». Ας την
αποδείξουµε καταρχάς αφελώς και µετά ας δούµε που την «πατήσαµε».

Έχουµε
−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| για a ≤ x ≤ b,

οπότε οι ιδιότητες (ii) και (viii) µας δίνουν

−
∫ b

a

|f | ≤
∫ b

a

f ≤
∫ b

a

|f |,

δηλαδή ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f |.

Που την πατήσαµε; Μα φυσικά έπρεπε καταρχάς να αποδείξουµε ότι η
ολοκληρωσιµότητα της f συνεπάγεται την ολοκληρωσιµότητα της |f |. Ευτυ-
χώς η απόδειξη είναι εύκολη και αφήνεται στον αναγνώστη. (υπόδειξη:
Η διαφορά Mk − mk για την |f | δεν ξεπερνάει την αντίστοιχη διαφορά
για την f .) 2

(x) Μια γενίκευση. Το
∫ b

a f(x)dx έχει οριστεί µόνο στην περίπτωση a < b.
Θα είναι χρήσιµο να το ορίσουµε και στις περιπτώσεις a = b και a < b.
Ο ορισµός είναι ο εξής:

Ορισµός 5.5.1 Αν a = b και η f είναι ορισµένη στο a θέτουµε
∫ a

a

f = 0.

Αν a > b και η f είναι ολοκληρώσιµη στο [b, a], θέτουµε
∫ b

a

f = −
∫ a

b

f.

Είναι πολύ εύκολο να δούµε ότι όλες οι ιδιότητες που δείξαµε ισχύουν
και µε την γενικευµένη αυτή έννοια του ολοκληρώµατος. Για παράδειγµα αν
a > b και οι f, g είναι ολοκληρώσιµες στο [b, a], τότε

∫ b

a

(f + g) = −
∫ a

b

(f + g) = −
∫ a

b

f −
∫ a

b

g =

∫ b

a

f +

∫ b

a

g.

Η επαλήθευση των υπολοίπων ιδιοτήτων αφήνεται στον αναγνώστη,
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5.5α΄ Τα βασικά θεωρήµατα για το ολοκλήρωµα.

Τα δύο θεωρήµατα που θα αποδείξουµε σ’ αυτή την παράγραφο είναι από τα
σηµαντικότερα του Απειροστικού Λογισµού, για αυτό και ονοµάζονται «Θε-
µελιώδη Θεωρήµατα». Ουσιαστικά θα συνδέσουν τις έννοιες παραγώγιση και
ολοκλήρωση. Η ανακάλυψη τους αποδίδεται στους Newton και Leibniz. Είναι
ακριβώς αυτά τα θεωρήµατα που οριοθετούν µια νέα εποχή για τον Απειροστι-
κό Λογισµό λίγο µετά την Αναγέννηση και για πολλούς την απαρχή του.

Ας θεωρήσουµε µια συνάρτηση f ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [α, β]. ∆εν
υποθέτουµε ότι f ≥ 0, αλλά είναι σκόπιµο να έχει ο αναγνώστης αυτή την
περίπτωση στο µυαλό του, για να παρακολουθεί τη γεωµετρική σηµασία τόσο
των αποτελεσµάτων όσο και των αποδείξεων που θα δώσουµε.

∆είξαµε (ιδιότητα (v)) ότι αν α < x < β τότε το
∫ x

α f υπάρχει. Η γε-
νίκευση που δώσαµε µάλιστα στο τέλος της προηγούµενης παραγράφου µάς
επιτρέπει να ορίσουµε το

∫ x

α f για α ≤ x ≤ β. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το

H

α x x + h β

f

Σχήµα 5.6

ολοκλήρωµα
∫ x

α
f ορίζει µια συνάρτηση, ας την γράψουµε F (x), ορισµένη στο

διάστηµα [α, β],

F (x) =

∫ x

α

f, για α ≤ x ≤ β.

Ας µελετήσουµε τη συνάρτηση αυτή. Η διαφορά F (x + h) − F (x) παριστάνει
γεωµετρικά το οριζόντια διαγραµµισµένο εµβαδόν στο σχήµα 5.6. Το εµβαδόν
αυτό προφανώς είναι µικρότερο από το εµβαδόν ενός ορθογώνιου µε βάση
h και ύψος M , όπου M ένα άνω φράγµα της |f |, και |f(x)| < M , για
α ≤ x ≤ β, και εποµένως τείνει στο 0 µε το h. Το συµπέρασµα λοιπόν είναι:
αν η f είναι ολοκληρώσιµη στο [α, β] τότε η συνάρτηση F (x) =

∫ x

α
f είναι

συνεχής στο [α, β]. Η ακριβής απόδειξη είναι εξίσου απλή. Έχουµε:

|F (x0 + h) − F (x0)| =

∣∣∣∣∣

∫ x0+h

α

f −
∫ x0

α

f

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ x0+h

x0

f

∣∣∣∣∣ ≤ M |h|
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και εποµένως

|F (x + h) − F (x)| < M
ε

M
= ε.

Αποδείξαµε λοιπόν, κάτι παραπάνω από τη συνέχεια της F , δηλαδή όχι
µόνο ότι η |F (x + h) − F (x)| είναι µικρή µε το |h| αλλά και ότι ισχύει η
σχέση

|F (x0 + h) − F (x0)| ≤ M |h|.
Οι µαθηµατικοί χρησιµοποιούν για τέτοιες συνεχείς συναρτήσεις τον όρο

«Lipschitz συνεχείς», αλλά δε θα επεκταθούµε σ’ αυτή την έννοια. Έχοντας
όµως τώρα δείξει ότι υπάρχει «περίσσευµα» συνέχειας στο x0 θα εξετάσουµε
µήπως υπάρχει και η παράγωγος της F στο x0. Η απάντηση είναι αρνητική
χωρίς κάποια επιπρόσθετη υπόθεση. Αυτό µπορούµε να το καταλάβουµε αµέσως
µε ένα παράδειγµα. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f(x) =

{
1, αν x0 ≤ x < β
0, αν α ≤ x < x0.

Η f είναι ολοκληρώσιµη στο [α, β] (γιατί;) και

F (x) =

∫ x

α

f =

{
0, αν α ≤ x ≤ x0

x − x0, αν x0 ≤ x ≤ β,

(γιατί;). Η γεωµετρική ερµηνεία του παραπάνω τύπου είναι προφανής (βλέπε
σχήµα 5.7).

α βx0 x

f

α βx0 x

F

Σχήµα 5.7

Ο τύπος που βρήκαµε για την F (x) επαληθεύει αµέσως τη συνέχεια της F
και δείχνει επίσης ότι η F ′ δεν υπάρχει στο x0 (F ′(x+

0 ) = 1, F ′(x−
0 ) = 0). Αν

όµως x 6= x0 τότε

F ′(x) =

{
0, αν α ≤ x < x0

1, αν x0 < x ≤ β,

δηλαδή για x 6= x0 η F ′ υπάρχει και ισούται µε f(x). Το συµπέρασµα αυ-
τό είναι γενικό και ονοµάζεται πρώτο θεµελιώδες θεώρηµα του Απειροστικού
Λογισµού.

Θεώρηµα 5.5.2 Αν η f είναι ολοκληρώσιµη στο [α, β] και συνεχής στο x0 ∈
[α, β] τότε η συνάρτηση F (x) =

∫ x

α f , για α ≤ x ≤ β, είναι παραγωγίσιµη στο
x0 και η παράγωγός της ισούται µε f(x0).
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Φυσικά αν x0 = α (x0 = β) εννοούµε συνέχεια και παραγώγιση από δεξιά
(αριστερά).

Απόδειξη: θα εξετάσουµε την περίπτωση α < x0 < β και θα υποθέτουµε ότι
|h| < min{β − x0, x0 − α} ούτως ώστε x0 + h ∈ (α, β). Η περίπτωση x0 = α
ή x0 = β είναι ανάλογη και αφήνεται στον αναγνώστη. Καλείται επίσης ο
αναγνώστης να παρακολουθήσει όλα τα βήµατα της απόδειξης στο σχήµα 5.8.

y

f

x0 x0 + h

f(x0) · h

F (x0 + h) − F (x0) − f(x0) · h

x

Σχήµα 5.8

Θέλουµε να δείξουµε ότι F ′(x0) = f(x0) δηλαδή ότι:

lim
h→0

(
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0)

)
= 0.

Έστω πρώτα h > 0. Θα έχουµε:
∣∣∣∣
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ 1h
{∫ x0+h

α
f −

∫ x0

α
f − hf(x0)

}∣∣∣

=
∣∣∣
{

1
h

∫ x0+h

x0
f −

∫ x0+h

x0
f(x0)

}∣∣∣

=
∣∣∣ 1h
∫ x0+h

x0
(f − f(x0))

∣∣∣

≤ 1
h

∫ x0+h

x0
|f − f(x0)|.

Έστω ε > 0. Επειδή η f υποτέθηκε συνεχής στο x0 θα υπάρχει δ > 0 ώστε
|h| < δ συνεπάγεται |f(x)−f(x0)| < ε. Αν λοιπόν |h| < δ, τότε |f(x)−f(x0)| <
ε για x0 ≤ x ≤ x0 + h, και εποµένως 0 < h < δ συνεπάγεται

∣∣∣∣
F (x0 + h) − F (x0)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤
1

h

∫ x0+h

x0

|f − f(x0)| <
1

h
hε = ε,
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που αποδεικνύει ότι F ′(x+
0 ) = f(x0). Όµοια αποδεικνύουµε ότι F ′(x−

0 ) =
f(x0) και εποµένως F ′(x0) = f(x0). (∆ικαιολογήστε όλα τα βήµατα της πα-
ραπάνω απόδειξης. Πού χρησιµοποιήθηκε η υπόθεση h > 0;) 2

Πριν προχωρήσουµε σε σχόλια και εφαρµογές του θεωρήµατος αυτού ας
προχωρήσουµε σε ένα πόρισµα του που ονοµάζεται β΄ θεµελιώδες θεώρηµα του
Απειροστικού Λογισµού.
Ας θεωρήσουµε πάλι µια συνάρτηση f ορισµένη στο [α, β] και συνεχή

για κάθε x ∈ [α, β]. Έστω τώρα G µια άλλη συνάρτηση µε πεδίο ορισµού
πάλι το [α, β], παραγωγίσιµη στο (α, β), συνεχής στο [α, β], και τέτοια ώστε
G′(x) = f(x), α < x < β. Μια τέτοια συνάρτηση θα ονοµάζεται αρχική ή
αόριστο ολοκλήρωµα της f (πιο σπάνια λέγεται και αντιπαράγωγος).
∆είξαµε ότι η συνάρτηση F (x) =

∫ x

α f είναι ένα αόριστο ολοκλήρωµα της
f . Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η F (x) − G(x) είναι σταθερά στο (α, β) και
(αφού είναι συνεχής) εποµένως σταθερά και στο [α, β]. Θα έχουµε λοιπόν
F (x) − G(x) = c, για α ≤ x ≤ β. Αν x = 0 τότε F (α) =

∫ α

α f = 0 άρα
c = −G(α) οπότε:

F (x) = G(x) − G(α) =

∫ x

α

f

και ειδικότερα

F (β) =

∫ β

α

f = G(β) − G(α).

∆είξαµε λοιπόν το:

Θεώρηµα 5.5.3 Αν G είναι ένα αόριστο ολοκλήρωµα της f , α ≤ x ≤ β, τότε∫ β

α
f = G(β) − G(α).

Συνήθως η G ορίζεται σε ένα διάστηµα (γ, δ) µε γ < α < β < δ και είναι
παραγωγίσιµη σ¨ αυτό, οπότε η συνέχεια στα α, β είναι αυτόµατη.
Στην παραπάνω απόδειξη δείξαµε ότι αν G1(x) και G2(x) είναι δύο αόρι-

στα ολοκληρώµατα της f τότε το G2(x) − G1(x) είναι σταθερά και εποµένως
αν ξέρουµε ένα αόριστο ολοκλήρωµα, τα ξέρουµε όλα.
Για το αόριστο ολοκλήρωµα θα χρησιµοποιούµε το ίδιο σύµβολο µε το

ορισµένο ολοκλήρωµα αλλά χωρίς όρια ολοκλήρωσης, (τα α, β στο
∫ β

α
λέγονται

όρια ολοκλήρωσης, πάνω όριο το β και κάτω όριο το α). Θα γράψουµε δηλαδή∫
f ή

∫
f(x) dx για κάθε συνάρτηση της οποίας η παράγωγος ισούται µε f

στο πεδίο ορισµού της f (που υποτίθεται ότι είναι ένα διάστηµα).

Ο τύπος
∫ β

α
f = G(β)−G(α) έχει επικρατήσει να γράφεται

∫ β

α
f = G(x)|βα,

δηλαδή χρησιµοποιούµε το σύµβολο G(x)|βα για τη διαφορά G(β) − G(α).
Με τα όσα έχουµε πει µέχρι τώρα, συνάγουµε ότι «ο υπολογισµός ορισµένων

ολοκληρωµάτων ανάγεται στην εύρεση αρχικών συναρτήσεων (αόριστων ολοκληρω-
µάτων)». Αυτό δεν είναι πάντοτε απλό ακόµη και αν η προς ολοκλήρωση συ-
νάρτηση είναι στοιχειώδης. Στις περιπτώσεις αυτές αν ενδιαφερόµαστε για την
αριθµητική τιµή ή για µια καλή προσέγγιση ενός ορισµένου ολοκληρώµατος,

χρησιµοποιούµε διάφορες µεθόδους που βασίζονται στον ορισµό του
∫ β

α
f .
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∫
xn dx =

xn+1

n + 1
+ c, n 6= −1, n ∈ Z

∫
1

x
dx = log |x| + c

∫
xα dx =

xα+1

α + 1
+ c, n ∈ R, α 6= −1

∫
αx dx =

αx

log α
+ c, α > 0

∫
ex dx = ex + c

∫
cosxdx = sin x + c

∫
sin xdx = − cosx + c

∫
1

cos2 x
= tanx + c

∫
1√

1 − x2
dx = Arcsin x + c

= −Arccosx +
(π

2
+ c
)

∫
1

1 + x2
dx = Arctanx + c

∫
coshxdx = sinhx + c

∫
sinhxdx = coshx + c

∫
1

cosh2 x
dx = tanhx + c

Πίνακασ 5.1 Πίνακας αορίστων ολοκληρωµάτων

Ο πίνακας των παραγώγων ορισµένων στοιχειωδών συναρτήσεων που δώ-
σαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο δίνει σχεδόν αυτόµατα ένα πίνακα αορίστων
ολοκληρωµάτων. Το γράµµα c θα σηµαίνει, ως συνήθως, µια σταθερά. Οι τύ-
ποι ισχύουν για τα x για τα οποία τα δεξιά µέλη ορίζονται (και έχουν, όπως
ξέρουµε, τότε παράγωγο).

5.6 Βασικές τεχνικές ολοκλήρωσης

Όπως αναµένουµε πολλές ιδιότητες της παραγώγισης µεταφέρονται σε αντίστοι-
χες ιδιότητες για την αόριστη ολοκλήρωση. Θα εξετάσουµε µερικές από αυτές
που είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στον υπολογισµό αορίστων, άρα και ορισµένων ο-
λοκληρωµάτων. Έτσι, για παράδειγµα, η γνωστή σχέση (αF +βG)′ = αF ′+βG′

α, β σταθερές, συνεπάγεται τη σχέση
∫

(αf + αg) = α
∫

f + β
∫

g.

Παράδειγµα: Για τυχαίο πολυώνυµο f(x) = α0 + α1x + · · · + αnxn, έχουµε

∫
f = c + α0x + α1

x2

2
+ · · · + αn

xn+1

n + 1
.

Πιο ενδιαφέροντες είναι οι κανόνες ολοκλήρωσης που προέρχονται από τον
τύπο παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης (κανόνας της αλυσίδας) και από τον
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τύπο παραγώγισης γινοµένου. Λέγονται αντίστοιχα «ολοκλήρωση µε αντικατά-
σταση» (ή αλλαγή µεταβλητής) και «ολοκλήρωση κατά µέρη».

5.6α΄ Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση

Αν F (x) είναι ένα αόριστο ολοκλήρωµα της f , σε ένα διάστηµα α < x <
β, δηλαδή αν F ′(x) = f(x) για x ∈ (α, β) και g(y) για γ < y < δ µια
παραγωγίσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα g(y) ∈ (α, β) για γ < y < δ, τότε
η σύνθετη συνάρτηση F (g(y)) ορίζεται και η παράγωγος της δίνεται από τον
τύπο (κανόνας αλυσίδας):

(
F
(
g(y)

))′
= F ′(g(y)

)
g′(y) = f(g(y))g′(y),

για γ < y < δ. Με άλλα λόγια η συνάρτηση F (g(y)) είναι ένα αόριστο
ολοκλήρωµα της f(g(y))g′(y). Γράφουµε συνήθως αυτή την ιδιότητα ως εξής:

∫
f
(
g(y)

)
g′(y)dy =

∫
f(x) dx.

Φυσικά αυτό σηµαίνει ότι, εκτός από µια προσθετική σταθερά, η συνάρτηση
του y που παριστάνει το αριστερά µέλος προκύπτει από τη συνάρτηση του x
που παριστάνει το δεξιό µέλος, αν αντικαταστήσουµε το x µε g(y).

Παρατήρηση 5.6.1 Φορµαλιστικά ο παραπάνω τύπος προκύπτει από το ολοκλή-
ρωµα

∫
f(x) dx αν στη θέση του x θέσουµε g(y) και στη θέση του «διαφορι-

κού» dx το dg(y) = g′(y)dy. Φυσικά το dx στο ολοκλήρωµα
∫

f(x) dx είναι
απλώς σύµβολο, που βρίσκεται εκεί για να µας θυµίζει το ∆xk

= xk+1 − xk

στο άθροισµα
∑

f(xk)(xk+1 − xk) του ορισµού του Riemann. Ο παραπάνω
τύπος δίνει µια πολύ χρήσιµη µέθοδο ολοκλήρωσης στις περιπτώσεις που το
ολοκλήρωµα του αριστερά µέλους είναι ευκολότερο στον υπολογισµό.

Παραδείγµατα

(i)
∫

(2x + 3)3 dx. Θέτουµε 2x + 3 = y δηλαδή x = (y − 3)/2 και έχουµε
∫

(2x + 3)3 dx =

∫
y3 1

2
dy =

1

2

y4

4
+ C =

(2x + 3)4

8
+ C.

(ii)
∫

cos3 xdx. Εδώ, όπως και σε άλλες περιπτώσεις, δεν φαίνεται άµεσα η
«καλή» αντικατάσταση. Θα µπορούσε κανείς να δώσει διάφορους κανόνες
που θα κάλυπταν αρκετές περιπτώσεις αλλά δεν θα ακολουθήσουµε αυτή
τη τακτική. Εξ’ άλλου σε καµιά περίπτωση οι κανόνες αυτοί δεν πρόκει-
ται να αντικαταστήσουν την εµπειρία που προέρχεται µε την εξάσκηση.
Παρατηρούµε ότι

cos3 x = cos2 x cos x = (1 − sin2 x)(sin x)′

Εποµένως, θέτοντας sin x = y:
∫

cos3 xdx =

∫
(1 − y2)dy = c + y − y3

3
= c + sin x − sin3 x

3
.
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(iii)

∫
xe−x2

dx = −1

2

∫
(−2x)e−x2

dx = −1

2

∫
(−x2)′e−x2

dx

= −1

2

∫
eydy = c − ey

2

= c − e−x2

2
.

(iv)

∫
dx

(x − α)m
για m = 1, 2, . . .

∫
dx

(x − α)m
=

∫
(x − α)−m(x − α)′ dx

=

∫
y−mdy

=





c + log |y| = c + log |x − α|, αν m = −1

y−m+1

−m + 1
=

(x − α)(−m+1)

−m + 1
, αν m 6= −1.

(v)
∫

αx+β
x2+γx+δ dx, ∆ = γ2 − 4δ = −4k2 < 0.

∫
αx + β

x2 + γx + δ
dx =

∫
α(x + γ

2 ) + β − αγ
2

(x + γ
2 )2 + 4δ−γ2

4

dx

=
α

2

∫
2(x + γ

2 )

(x + γ
2 )2 + 4δ−γ2

4

dx

+
(
β − αγ

2

)∫ dx

(x + γ
2 )2 + 4δ−γ2

4

.

Υπολογίζουµε χωριστά τα δύο ολοκληρώµατα του β΄ µέλους γράφοντας
k2 = (4δ − γ2)/4 (= −δ/4 > 0):

I1 =

∫
2(x + γ

2 ) dx

(x + γ
2

2
) + 4δ−γ2

4

=

∫
((x + γ

2 )2 + k2)′ dx

(x + γ
2 )2 + k2

=

∫
dy

y
= c + log |y| = c + log

∣∣∣∣
(
x +

γ

2

)2

+ k2

∣∣∣∣
= c + log |x2 + γx + δ|.
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I2 =

∫
dx

(x + γ
2 )2 + 4δ−γ2

4

=

∫
dx

(x + γ
2 )2 + k2

=
1

k2

∫
dx

{ 1
k (x + γ

2 )}2 + 1
=

1

k

∫
( 1

k (x + γ
2 ))′ dx

{ 1
k (x + γ

2 )}2 + 1

=
1

k

∫
dy

y2 + 1
= c +

1

k
Arctan y

= c +
1√

4δ − γ2
Arctan

x + γ
2√

4δ − γ2
.

5.7 Ολοκλήρωση κατά µέρη

Ο τύπος (fg)′ = f ′g + fg′ οδηγεί αµέσως στον παρακάτω τύπο που είναι
γνωστός σαν «τύπος ολοκλήρωσης κατά µέρη»:

∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x) −

∫
f ′(x)g(x).

Ο τύπος γράφεται συχνά ως εξής:
∫

fdg = fg −
∫

gdf,

και έχει πάρα πολλές εφαρµογές τόσο για υπολογισµούς ολοκληρωµάτων όσο
και για την εξαγωγή θεωρητικών αποτελεσµάτων.

Παραδείγµατα

(i)
∫ 2

1
log xdx. Υπολογίζω πρώτα ένα αόριστο ολοκλήρωµα της log x µε ο-

λοκλήρωση κατά µέρη:
∫

log xdx =

∫
(x)′ log xdx = x log x −

∫
x(log x)′ dx

= x log x −
∫

x
1

x
dx = x log x − x + c

Έχουµε τώρα:
∫ 2

1

log xdx = (x log x − x)
∣∣2
1

= 2 log 2 − 2 + 1 = −1 + log 4 = log
4

e
.

Πιο συχνά προχωράµε ταυτόχρονα στην εύρεση του ορισµένου ολοκλη-
ρώµατος, σε περιπτώσεις σαν την παραπάνω, γράφοντας:

∫ 2

1

log xdx =

∫ 2

1

(x)′ log xdx = x log x|21 −
∫ 2

1

x
1

x
dx

= 2 log 2 − 1 log 1 − (2 − 1) = −1 + log 4

= log
4

e
.
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(ii)

∫
x2 cosxdx =

∫
x2(sin x)′ dx = x2 sin x −

∫
2x sinxdx

= x2 sin x + 2x cosx − 2

∫
cosxdx

= x2 sin x + 2x cosx − 2 sinx + c.

(iii)
∫ (αx+β)

(x2+γx+δ)µ dx, ∆ = γ2 − 4δ = −k2 < 0, µ = 2, 3, . . .. Προχωράµε όπως

στο παράδειγµα v (σελίδα 115) και έχουµε

∫
(αx + β)

(x2 + γx + δ)µ
dx =

a

2

∫
2(x + γ

2 )

(x2 + γx + δ)µ
dx

+
(
β − αγ

2

)∫ dx

(x2 + γx + δ)µ
.

Υπολογίζουµε χωριστά τα δύο ολοκληρώµατα του β΄ µέλους

I1 =

∫
2(x + γ

2 )

(x2 + γx + δ)µ
dx =

∫
(x2 + γx + δ)′ dx

(x2 + γx + δ)µ

=

∫
dy

yµ
= c +

y−µ+1

−µ + 1

= c − 1

µ − 1

1

(x2 + γx + δ)µ−1
.

I2 =

∫
dx

{(x + γ
2 )2 + k2}µ

=

∫
k(

x+ γ
2

k )′ dx

k2µ{(x+γ
2

k )2 + 1}µ

= k1−2µ

∫
dy

(y2 + 1)µ
.

Μας µένει έτσι να υπολογίσουµε το

∫
dy

(y2 + 1)µ

και να αντικαταστήσουµε το y µε (x+γ/2)/k. Θα βρούµε ένα τύπο για
το ολοκλήρωµα αυτό, ας το καλέσουµε Iµ, συναρτήσει του Iµ−1. Μετά

από µ − 1 βήµατα θα φτάσουµε στο I1 =
∫ dy

1+y2 το οποίο ξέρουµε να
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το υπολογίσουµε (= Arctan y + c). Έχουµε λοιπόν:

Iµ =

∫
dy

(1 + y2)µ
=

∫
1 + y2 − y2

(1 + y2)µ
dy

=

∫
dy

(1 + y2)µ−1
−
∫

y2

(1 + y2)µ
dy = Iµ−1 −

1

2

∫
y

2y

(1 + y2)µ
dy

= Iµ−1 −
1

2

∫
y

(1 + y2)′

(1 + y2)µ
dy = Iµ−1 −

1

2

∫
y(1 + y2)−µ(1 + y2)′dy

= Iµ−1 +
1

2(µ − 1)

∫
y{(1 + y2)−(µ−1)}′dy

= Iµ−1 +
1

2(µ − 1)

{
y

(1 + y2)µ−1
−
∫

dy

(1 + y2)µ−1

}

=
2µ − 3

2µ − 2
Iµ−1 +

1

2(µ − 1)

y

(1 + y2)µ−1
.

δηλαδή βρήκαµε το Iµ συναρτήσει του Iµ−1. Στην προτελευταία ισότητα
χρησιµοποιήσαµε ολοκλήρωση κατά µέρη.

Παρατήρηση 5.7.1 Τα ολοκληρώµατα (iv) και (v), σελίδα 115, και (iii), σε-
λίδα 117, θα µας χρειαστούν στην επόµενη παράγραφο για την ολοκλήρωση
ρητών συναρτήσεων.

5.8 Η ολοκλήρωση των ρητών συναρτήσεων.

Στην παράγραφο αυτή θα δείξουµε ότι µε τις µεθόδους που αναπτύξαµε µέχρι
τώρα µπορούµε να ολοκληρώσουµε συναρτήσεις της µορφής P (x)/Q(x), όπου
τα P (x), Q(x) είναι πολυώνυµα και το Q έχει την µορφή:

Q(x) = (x − α1)
n1 · · · (x − αk)nk(x2 + γ1x + δ1)

m1 · · · (x2 + γλx + δλ)mλ ,

όπου α1, . . . , δλ ∈ R, n1, . . . , mλ ∈ N και γ2
ρ − 4δ2

ρ < 0 για 1 ≤ ρ ≤ λ.

Παρατήρηση 5.8.1 Στην πραγµατικότητα κάθε πολυώνυµο µπορεί να γραφτεί
ως µια σταθερά επί ένα πολυώνυµο της παραπάνω µορφής. Αυτό είναι πόρι-
σµα του λεγόµενου θεµελιώδους θεωρήµατος της «Άλγεβρας», σύµφωνα µε το
οποίο «κάθε µη σταθερό πολυώνυµο έχει τουλάχιστον µία εν γένει µιγαδική
ρίζα». Στην παραπάνω διατύπωση το πολυώνυµο µπορεί να έχει και µιγαδι-
κούς συντελεστές. Στην περίπτωση τώρα που το πολυώνυµο έχει πραγµατικούς
συντελεστές, τότε οι καθαρά µιγαδικές ρίζες του εµφανίζονται ανά ζεύγη συ-
ζυγών µιγαδικών αριθµών και τα ζεύγη αυτά δηµιουργούν τους παράγοντες
της µορφής (x2 +γx+δ)m. ∆εν θα παρουσιάσουµε εδώ αυτή την θεωρία, διότι
φυσιολογικά ανήκει στην θεωρία των µιγαδικών συναρτήσεων. Στους υπολογι-
σµούς το θεώρηµα δεν είναι χρήσιµο, γιατί δεν µας δίνει µέθοδο να βρίσκουµε
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ρίζες. Το ότι η απόδειξη του θεωρήµατος, παρά το όνοµα του, χρειάζεται µέ-
σα του Απειροστικού Λογισµού (η Θεωρία των µιγαδικών συναρτήσεων είναι
κατά κάποια έννοια η επέκταση του Απειροστικού Λογισµού για µιγαδικές συ-
ναρτήσεις), µπορούµε να το δούµε από την περίπτωση πολυωνύµου βαθµού 3
(για πολυώνυµα βαθµού 1 και 2 το θεώρηµα είναι γνωστό από τα Γυµνασιακά
Μαθηµατικά).
Πραγµατικά µε την βοήθεια του θεωρήµατος της ενδιάµεσης τιµής δείξαµε

ότι κάθε πολυώνυµο 3ου βαθµού έχει µία τουλάχιστον ρίζα. Αν λοιπόν

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3, a3 6= 0,

θα υπάρχει πραγµατικός ρ τέτοιος ώστε f(ρ) = 0, και εποµένως

f(x) = f(x) − f(ρ) = a1(x − ρ) + a2(x
2 − ρ2) + a3(x

3 − ρ3) =

a3(x − ρ)

{
x2 + xρ + ρ2 +

a2

a3
(x + ρ) +

a1

a3

}
=

a3(x − ρ)

{
x2 +

(
ρ +

a2

a3

)
x +

(
ρ2 +

a2

a3
ρ +

a1

a3

)}
,

δηλαδή πράγµατι η f(x) έχει την µορφή που περιγράψαµε στην αρχή της
παραγράφου. Για την απόδειξη πάντως χρησιµοποιήσαµε το θεώρηµα της εν-
διάµεσης τιµής, δηλαδή ένα θεώρηµα που κατέξοχήν ανήκει στον Απειροστικό
Λογισµό.

Η µέθοδος ολοκλήρωσης ρητών συναρτήσεων P (x)/Q(x) µε παρονοµαστή
Q της µορφής που περιγράψαµε (θεωρητικά δηλαδή όλων των ρητών συναρ-
τήσεων) στηρίζεται στο παρακάτω θεώρηµα που ονοµάζεται Θεώρηµα ανάλυσης
σε απλά κλάσµατα.

Θεώρηµα 5.8.2 Αν τα διώνυµα x−α1, . . . , x−αk είναι διαφορετικά ανά δύο, τα
τριώνυµα x2+γ1x+δ1, . . . , x

2+γλx+δλ διαφορετικά αν δύο, οι διακρίνουσες γ2
ρ−

4δρ αρνητικές για ρ = 1, . . . , λ και n1, . . . , nk, m1, . . . , mλ φυσικοί αριθµοί, τότε
υπάρχουν σταθερές A1

1, . . . , A
n1

1 ; . . . ; A1
k, . . . , Ank

k ; ∆1
1, . . . , ∆

m1

1 ; . . . ; ∆mλ

λ ; Γ1
1, . . . , Γ

mλ

λ

ώστε
P (x)

Q(x)
=

A1
1

x − α1
+ · · · + An1

1

(x − α1)n1
+ · · ·

+ · · · + A1
k

x − α1
+ · · · + Ank

k

(x − αk)nk
+

+
Γ1

1x + ∆1
1

(x2 + γ1x + δ1)
+ · · · + Γm1

1 x + ∆m1

1

(x2 + γ1x + δ1)m1
+ · · ·

· · · + Γ1
λx + ∆1

λ

(x2 + γλx + δλ)
+ · · · + Γmλ

λ x + ∆mλ

λ

(x2 + γλx + δλ)mλ
,

όπου P, Q πολυώνυµα ώστε ο βαθµός P να είναι γνήσια µικρότερος του βαθµού
του Q και

Q(x) = (x − α1)
n1 · · · (x − αk)nk(x2 + γ1x + δ1)

m1 · · · (x2 + γλx + δλ)mλ .
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Παρατήρηση 5.8.3 Εκτελώντας την διαίρεση P (x) = π(x)Q(x) + y(x), όπου ο
βαθµός του y(x) γνήσια µικρότερος του βαθµού του Q(x), βλέπουµε ότι

P (x)

Q(x)
= π(x) +

y(x)

Q(x)

και εποµένως η υπόθεση «ο βαθµός P να είναι γνήσια µικρότερος του βαθµού
του Q» δεν βλάπτει ουσιαστικά την γενικότητα.

Απόδειξη: Η ιδέα της απόδειξης είναι πολύ απλή και θα µας δώσει και την
επιπρόσθετη πληροφορία, ότι οι σταθερές A1

1, . . . , ∆
mλ

λ είναι µονοσήµαντα ορι-
σµένες.
Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή ως προς τον βαθµό n1 + n2 + · · · + 2m1 +

· · · + 2mλ = N του Q. Για N = 1 το θεώρηµα είναι τετριµµένο. Υποθέτουµε
N > 1.
Αν πιστέψουµε καταρχάς την ανάλυση σε κλάσµατα που λέει το θεώρηµα,

τότε η παράσταση

P (x)

Q(x)
− An1−1

1

x − α1)n1
=

P (x) − An1

1 Q1(x)

Q(x)
,

όπου Q1(x) το πολυώνυµο Q(x)
(x−α1)n1

, µετά την εκτέλεση των πράξεων θα

πρέπει να πάρει την µορφή B(x)
Q2(x) όπου B, Q2 πολυώνυµα, Q2(x) = Q(x)

x−α1
και

ο βαθµός του B είναι γνήσια µικρότερος του βαθµού του Q2 (γιατί;). Το An1

1

λοιπόν καθορίζεται, αν αυτό είναι δυνατόν, από την συνθήκη:
Το πολυώνυµο P (x) − An1

1 Q1(x) διαιρείται µε x − α1, δηλαδή

P (α1) − An1

1 Q1(α1) = 0.

Το ότι πραγµατικά η συνθήκη αυτή καθορίζει το An1

1 προκύπτει από το
ότι Q1(α1) 6= 0 (γιατί;).
Η ίδια σκέψη µας καθοδηγεί και για τον καθορισµό των Γm1

1 , ∆m1

1 . Έχουµε:

P (x)

Q(x)
− Γm1

1 x + ∆m1

1

(x2 + γ1x + δ1)m1
=

P (x) − (Γm1

1 x + ∆m1

1 )Q1(x)

Q(x)
,

όπου Q1(x) είναι το πολυώνυµο Q(x)
(x2+γ1x+δ1)m . Τα Γm1

1 , ∆m1

1 , καθορίζονται

όπως και προηγούµενα, αν αυτό είναι δυνατόν από την συνθήκη:
Το πολυώνυµο P (x) − (Γm1

1 x + ∆m1

1 )Q1(x) διαιρείται µε το τριώνυµο x2 +
γ1x + δ1.
Αν γράψουµε ρ1x + ρ2, q1x + q2 τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των P, Q1

δια του x2 + γ1x + δ1 η παραπάνω συνθήκη ισοδυναµεί µε την
Υπάρχει σταθερά B τέτοια ώστε :

(Γm1

1 x + ∆m1

1 )(q1x + q2) − (ρ1x + ρ2) = B(x2 + γ1x + δ1)

– 120–



5.8 Η ολοκλήρωση των ρητών συναρτήσεων.

∆ηλαδή:

q1Γ
m1

1 + 0 · ∆m1

1 − B = 0,

q2Γ
m1

1 + q1∆
m1

1 − γ1B = ρ1,

0 · Γm1

1 + q2∆
m1

1 − δ1B = ρ2.

Για να είναι λοιπόν δυνατός ο καθορισµός των Γm1

1 , ∆m1

1 πρέπει η ορίζουσα

D =

∣∣∣∣∣∣

q1 0 −1
q2 q1 −γ1

0 q2 −δ1

∣∣∣∣∣∣
= −δ1q

2
1 + γ1q1q2 − q2

2 ,

να είναι 6= 0. Καταρχάς αποκλείεται q1 = q2 = 0 γιατί τότε και το πολυώνυµο

Q1(x) = Q(x)
(x2+γ1x+δ1)m1

θα έπρεπε να διαιρείται µε x2 + γ1x + δ1, το οποίο

δεν συµβαίνει. Η απόδειξη είναι εύκολη αλλά όχι τελείως τετριµµένη. (Το
x2 + γ1x + δ1 είναι ανάγωγο ( δεν γράφεται ως γινόµενο πολυωνύµων 1ου
βαθµού), διότι γ2

1 − 4δ1 < 0, και εποµένως για να διαιρεί το Q1 θα πρέπει
να διαιρεί έναν από τους ανάγωγους παράγοντές του. Το τελευταίο όµως δεν
µπορεί να συµβεί).
Έστω λοιπόν q2 6= 0. Θα έχουµε

D = −q2

{
δ1

(
q1

q2

)2

− γ1

(
q1

q2

)
+ 1

}
,

και επειδή εξ΄ υποθέσεως γ2
1 − 4δ1 < 0 έπεται D 6= 0.

Αφαιρώντας λοιπόν από το P (x)
Q(x) ένα όρο της µορφής

A
(x−α)m ή

Γx+∆
(x2+γx+δ)m ,

αναγόµαστε σε µια ρητή συνάρτηση B(x)
Q2(x) , όπου το πολυώνυµο B(x) έχει βαθ-

µό µικρότερο από τον βαθµό του πολυωνύµου Q2(x) και ο βαθµός του τελευ-
ταίου είναι µικρότερος του N . Η επαγωγική υπόθεση µας και οι παρατηρήσεις
αυτές συµπληρώνουν εύκολα την απόδειξη. 2

Παρατήρηση 5.8.4 Αν µας επιτρέπονταν η χρήση µιγαδικών αριθµών, η από-
δειξη θα ήταν σηµαντικά απλούστερη (γιατί;).

Παράδειγµα:
∫

dx
(x−1)2(x+1)(x2+1) . Αρχίζουµε µε την ανάλυση

1

(x − 1)2(x + 1)(x2 + 1)
=

A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

Γ

x + 1
+

∆x + E

x2 + 1
.

Η βασική µέθοδος προσδιορισµού των συντελεστών A, B, Γ, ∆, E συνίσταται,
αφού κάνουµε τις πράξεις στο β΄ µέλος, στο να εξισώσουµε τους συντελεστές
των αριθµητών και να λύσουµε το σύστηµα που προκύπτει. Ας εφαρµόσουµε
την µέθοδο στο παράδειγµα µας:

1

(x − 1)2(x + 1)(x2 + 1)
=

A

x − 1
+

B

(x − 1)2
+

Γ

x + 1
+

∆x + E

x2 + 1
=
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A(x − 1)(x + 1)(x2 + 1) + B(x + 1)(x2 + 1) + Γ(x − 1)2(x2 + 1) + (∆x + E)(x + 1)(x − 1)2

(x − 1)2(x + 1)(x2 + 1)
,

οπότε πρέπει

1 = (A+Γ+∆)x4+(B−2Γ−∆+E)x3+(B+2Γ−∆−E)x2+(B−2Γ+∆−E)x+(−A+B+Γ+E),

δηλαδή
A + Γ + ∆ = 0
B − 2Γ − ∆ − E = 0
B + 2Γ − ∆ − E = 0
B − 2Γ + ∆ − E = 0
−A + B + Γ + E = 1

Λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε

A = −3

8
, B =

1

4
, Γ =

1

8
, ∆ =

1

4
, E =

1

4
.

Ένας άλλος τρόπος να βρούµε τους συντελεστές, που αντιστοιχούν σε παρο-
νοµαστές της µορφής (x − αk)mk είναι να πολλαπλασιάσουµε την σχέση που
δίνει την ανάλυση του P (x)/Q(x) επί (x − αk)mk και να θέσουµε x = αk.
Στο παράδειγµα µας, για παράδειγµα, πολλαπλασιάζοντας επί (x− 1)2 και θέ-
τοντας x = 1 βρίσκουµε: B = 1

(1+1)(12+1) = 1
4 . Πολλαπλασιάζοντας επί x + 1

και θέτοντας x = −1, βρίσκουµε Γ = 1
(−1−1)2((−1)2+1) = 1

4·2 = 1
8 .

Η ολοκλήρωση τώρα της συνάρτησης 1
(x−1)2(x+1)(x2+1) ανάγεται σε γνωστά

ολοκληρώµατα.
∫

dx

(x − 1)2(x + 1)(x2 + 1)

= −3

8

∫
dx

x − 1
+

1

4

∫
dx

(x − 1)2
+

1

8

∫
dx

x + 1
+

1

4

∫
x + 1

x2 + 1
dx

= −3

8
log |x − 1| − 1

4

1

x − 1
+

1

8
log |x + 1| + 1

4

∫
dx

x2 + 1
+

1

8

∫
2x

x2 + 1
dx

=
3

8
log |x − 1| − 1

4

1

x − 1
+

1

8
log |x + 1| + 1

4
Arctan(x) +

1

8
log |x2 + 1| + c.

5.8α΄ Ολοκληρώµατα που ανάγονται σε ολοκληρώµατα ρητών
συναρτήσεων.

Πολλές µορφές ολοκληρωµάτων ανάγονται σε ολοκλήρωση ρητών συναρτήσε-
ων. Παρουσιάζουµε µερικές από αυτές τις περιπτώσεις. Θα χρησιµοποιούµε το
γράµµα R για ρητές συναρτήσεις µιας η περισσότερων µεταβλητών. Για πα-

ράδειγµα R(x, y) θα σηµαίνει µια συνάρτηση της µορφής P (x,y)
Q(x,y) , όπου P, Q

πολυώνυµα των x, y.

(i)
∫

R(cos(x), sin(x))dx. Η αντικατάσταση tan x
2 = y, (x = 2 Arctan(y)),

ανάγει τα ολοκληρώµατα αυτά σε ολοκληρώµατα ρητών συναρτήσεων.
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Πραγµατικά, θα έχουµε:

cos(x) =
1 − y2

1 + y2
, sin(x) =

2y

1 + y2
, (2 Arctan y)′ =

2

1 + y2
,

οπότε το ολοκλήρωµα γίνεται
∫

R

(
1 − y2

1 + y2
,

2y

1 + y2

)
1

1 + y2
dy,

δηλαδή το ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης. Η µέθοδος αυτή είναι αρκε-
τά επίπονη, για αυτό επιδιώκουµε συχνά, ανάλογα µε την µορφή της
R να βρούµε απλούστερους τρόπους ολοκλήρωσης. Αν για παράδειγµα η
R(cos(x), sin(x)) έχει την µορφή cos(x)R1(cos(x), sin(x)) και στην ρητή
συνάρτηση R1(x, y) εµφανίζονται µόνο άρτιες δυνάµεις του x, τότε η
αντικατάσταση y = sin(x) ανάγει το

∫
R(cos(x), sin(x))dx σε ολοκλήρω-

µα ρητής συνάρτησης (γιατί;).

Παράδειγµα:
∫

dx
sin(x) . Θέτουµε y = tan(x/2), οπότε sin(x) = 2y

1+y2 και
έχουµε: ∫

dx

sin(x)
=

∫
1 + y2

2y
(Arctan(y))′dy =

1 + y2

2y

2

1 + y2
dy =

∫
dy

y
= log |y| + c.

Αν και εδώ το ολοκλήρωµα υπολογίστηκε εύκολα, ας δώσουµε και ένα
άλλο τρόπο υπολογισµού.

∫
dx

sin(x)
=

∫
dx

2 sin
(

x
2

)
cos
(

x
2

) =

∫
1

2

(
1

cos2
(

x
2

)
)(

1

tan
(

x
2

)
)

dx =

∫ (
tan

(
x
2

))′

tan
(

x
2

) dx = c + log
∣∣∣tan

(x

2

)∣∣∣ .

(ii)
∫

R(ex)dx. Η αντικατάσταση ex = y ανάγει το ολοκλήρωµα στο
∫

R(y)dy
y .

Στην περίπτωση αυτή ανάγονται και τα ολοκληρώµατα ρητών συναρτή-
σεων των υπερβολικών συναρτήσεων.

Παράδειγµα:
∫

sinh2(x)dx. Θέτουµε y = ex, οπότε sinh(x) = 1
2 (y − 1

y )
και έχουµε ∫

sinh2(x) =

∫
1

4

(
y − 1

y

)2
dy

y
=

1

4

∫ (
y2 +

1

y2
− 2

)
1

y
dy =

1

4

[∫
y dy +

∫
y−3dy − 2

∫
dy

y

]
=

1

4

[
y2

2
+

y−2

−2
− 2 log |y|

]
+ c =

1

4

[
1

2
(e2x − e−2x) − 2x

]
+ c =

sinh(x)

4
− x

2
+ c.
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(iii)
∫

R

(
x,
(

ax+b
cx+d

) 1
n

)
dx, n ∈ N. Η αντικατάσταση y =

(
ax+b
cx+d

) 1
n

ανάγει το

ολοκλήρωµα σε ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης.

Παράδειγµα:
∫

dx
x
√

x−1
. Θέτουµε x − 1 = y2, οπότε

∫
dx

x
√

x − 1
=

∫
2ydy

(1 + y2)y
= 2 Arctan y + c = 2 Arctan

√
x − 1 + c.

(iv)
∫

R(x,
√

ax2 + bx + c)dx. Τα ολοκληρώµατα αυτά είναι η ειδική περίπτω-

ση n = 2 ολοκληρωµάτων της µορφής
∫

R(x,
√

P (x))dx, όπου P (x) ένα
πολυώνυµο βαθµού n. Την περίπτωση n = 1 την έχουµε ουσιαστικά εξε-
τάσει. Πραγµατικά το

∫
R(x,

√
ax + b)dx ανάγεται σε ολοκλήρωµα ρητής

συνάρτησης να θέσουµε y2 = ax + b. Ας δούµε λεπτοµερέστερα γιατί.

Η αντικατάσταση y2 = ax+b, δηλαδή x = y2−b
a µετατρέπει την R(x,

√
ax + b)

στη ρητή συνάρτηση R
(

y2−b
a , y

)
και το ολοκλήρωµα

∫
R(x, y) στο

∫
R

(
y2 − b

a
, y

)(
y2 − b

a

)′
dy =

∫
R

(
y2 − b

a
, y

)
2y

a
dy.

Ήταν ουσιαστικό για την µετατροπή αυτή το γεγονός ότι η y2 = ax + b

έχει ρητή λύση ως προς x : x = y2−b
a . Έτσι για παράδειγµα η αντικατά-

σταση y2 = ax2 + bx + c δεν είναι η κατάλληλη για την µετατροπή του
ολοκληρώµατος

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx σε ολοκλήρωµα ρητής συνάρτη-

σης. Πραγµατικά θα είχαµε

x =
−b ±

√
b2 − 4(c − y2)

2a
,

δηλαδή

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c) dx

=

∫
R

(
−b ±

√
b2 − 4(c − y2)

2a
, y

)(
−b ±

√
b2 − 4(c − y2)

2a

)′

dy,

δηλαδή, εν γένει ολοκλήρωµα πάλι µη ρητής συνάρτησης.

Ας υποθέσουµε κατ’ αρχάς ότι a > 0. Μια µικρή αλλαγή στην παραπάνω
ιδέα, που οφείλεται στον µεγάλο Ελβετό µαθηµατικό του 18ου αιώνα L.
Euler, θα µας δώσει την επιθυµητή αντικατάσταση. Θέτουµε ax2+bx+c =
(y +

√
ax)2. Τώρα µπορούµε να βρούµε ρητά το x συναρτήσει y (γιαυτό

προσθέσαµε τον όρο
√

ax):

x =
c − y2

2
√

ay − b
,
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οπότε το ολοκλήρωµα µετατρέπεται ως εξής:

R(x,
√

ax2 + bx + c) dx

=

∫
R

(
c − y2

2
√

ay − b
, y +

√
a

c − y2

2
√

ay − b

)(
c − y2

2
√

ay − b

)′
dy.

Αν a < 0, τότε το τριώνυµο ax2 + bx + c θα έχει δύο πραγµατικές ρίζες
ρ1, ρ2, (αλλιώς θα ήταν < 0 για όλα τα x) και θα έχουµε:

ax2 + bx + c = a(x − ρ1)(x − ρ2) = (x − ρ1)
2 a(x − ρ2)

x − ρ1
.

Αν λοιπόν θέσουµε y2 = a(x−ρ2)
x−ρ1

, τότε µπορούµε να λύσουµε πάλι ρητά

ως προς x και θα έχουµε x = aρ2−ρ1y2

a−y2 , οπότε

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c) =

∫
R

(
aρ2 − ρ1y

2

a − y2
, y

(
aρ2 − ρ1y

2

a − y2
− ρ1

))(
aρ2 − ρ1y

2

a − y2

)′
dy.

Μια διαφορετική µέθοδος για την ολοκλήρωση θα ήταν, µε µετασχηµατι-
σµούς ανάλογους µε αυτούς που χρησιµοποιήσαµε στο παράδειγµα (v) σε-
λίδα 115, να αναχθούµε σε ολοκληρώµατα της µορφής

∫
R(x,

√
x2 + 1) dx

ή
∫

R(x,
√

x2 − 1) ή
∫

R(x,
√

1 − x2).

Το
∫

R(x,
√

x−1) µετατρέπεται σε ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης του

ex µε την αντικατάσταση x = cosh(x) και το
∫

R(x,
√

1 − x2) dx µε-
τατρέπεται σε ολοκλήρωµα ρητής συνάρτησης των sin(y), cos(y) µε την
αντικατάσταση x = sin(y).

Παραδείγµατα:

(α) Η συνάρτηση y =
√

a2 − x2, −a ≤ x ≤ a, παριστάνει ηµιπεριφέρεια
µε ακτίνα a. Το ολοκλήρωµα

∫ a

−a

√
a2 − x2 dx, παριστάνει εποµένως το

εµβαδόν του διαγραµµισµένου ηµικυκλίου και θα πρέπει να ισούται µε
1
2πa2. Ας το επαληθεύσουµε. Θέτουµε x = a · sin(x), −π

2 ≤ t ≤ π
2 και

έχουµε ∫ a

−a

√
a2 − x2 dx =

∫ π
2

−π
2

a cos ta cos t dt =

a2

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt,

και µένει να δείξουµε ότι

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt =
π

2
.
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(−α, 0) (α, 0)

Σχήµα 5.9

Η απόδειξη είναι εύκολη:

∫ π
2

−π
2

cos2 t dt =
1

2

∫ π
2

−π
2

2 cos2 t dt =

1

2

∫ π
2

−π
2

(1 + cos(2t)) dt =
1

2

(π

2
−
(π

2

))
+

1

4

∫ π
2

−π
2

cos(2t)(2t)′ dt =

π

2
+

1

2

∫ π

−π

cos(y) dy =
π

2
+

1

4
sin(y)

∣∣∣∣
π

−π

=
π

2
.

Παρατήρηση: ∆εν πρέπει να διέφυγε της προσοχής του αναγνώστη ότι
χρησιµοποιήσαµε δύο φορές την εξής ιδιότητα:

Αν x = q(t), γ ≤ t ≤ δ είναι παραγωγίσιµη τότε

∫ q(δ)

q(γ)

f(x) dx =

∫ δ

γ

f
(
q(t)

)
q′(t) dt».

Εδώ βέβαια έχουµε κάνει, χωρίς να το πούµε, και άλλες υποθέσεις, ό-
πως η ολοκληρωσιµότητα των f(x) και f

(
q(t)

)
q′(t). ∆εν θα ψάξουµε να

βρούµε τις ακριβείς προϋποθέσεις, θα υποθέσουµε απλά ότι οι q και f
είναι τέτοιες ώστε να ισχύει ο τύπος αόριστης ολοκλήρωσης µε αντικα-
τάσταση ∫

f(x) dx =

∫
f
(
q(t)

)
q′(t) dt

(
x = q(t)

)
.

Το αριστερό µέλος είναι µια συνάρτηση F (x) και το δεξιό µια συνάρτηση
G(t) ώστε F

(
q(t)

)
= G(t). Εποµένως

∫ q(δ)

q(γ)

f(x) dx = F
(
q(δ)

)
− F

(
q(γ)

)
= G(δ) − G(γ) =

∫ δ

γ

f
(
q(t)

)
q′(t) dt.

Αν η q είναι για παράδειγµα αύξουσα, τότε έχουµε µια διαισθητικά
ξεκάθαρη εικόνα: Όταν το t µεταβάλλεται από το γ µέχρι το δ το
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x = q(t) µεταβάλλεται, αυξανόµενο και αυτό, από q(γ) έως q(δ). Αν η
q δεν είναι αύξουσα, γενικότερα µονότονη, τότε η διαισθητική εικόνα

είναι πιο πολύπλοκη. Ας φανταστούµε το
∫ 1

0 xdx. Γράφοντας x = sin t,
0 ≤ t ≤ π/2, είναι φανερό και αναλυτικά και διαισθητικά, ότι

(∫ 1

0

xdx =

∫ π/2

0

sin t cot t dt.

∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣∣∣∣
1

0

=
1

2
− 0 =

1

2
,

∫ π/2

0

sin t cos t dt =
1

2

1

2

∫ π/2

0

(sin t)(2t)′ dt

=
1

4

∫ π

0

sin y dy =
1

4

[
− cos y

]π
0

=
1

4

[
−(−1)− (−1)

]
=

1

2

)

Παίρνοντας τώρα x = sin t, 0 ≤ t ≤ 5π/2 (όχι 0 ≤ t ≤ π/2), σύµφωνα µε
τον παραπάνω τύπο θα έπρεπε πάλι να βρούµε:

∫ 1

0

xdx =

∫ 5π/2

0

sin t cos t dt

(
=

∫ π/2

0

sin t cos t dt +

∫ 5π/2

π/2

sin t cos t dt

)
.

Αυτό πράγµατι φαίνεται σωστό γιατί
∫ 5π/2

π/2
sin t cos t dt = 0 όπως φαίνεται

άµεσα από ένα απλό υπολογισµό. Στη γενική περίπτωση το τελευταίο

ολοκλήρωµα θα αντιστοιχούσε σε ένα ολοκλήρωµα της µορφής
∫ δ

γ
g′(t) dt,

όπου g(γ) = g(δ) (πάρτε g(t) = F
(
q(t)

)
, οπότε g′(t) = F ′(q(t)

)
q′(t) =

f
(
q(t)

)
q′(t)). Ένα τέτοιο όµως ολοκλήρωµα είναι φυσικά 0, διότι

∫ δ

γ

g′(t) dt = g(δ) − g(γ) = 0.

(β)

∫ √
1 + x2 dx
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Θέτουµε x = sinh y οπότε 1 + x2 = cosh2 y και έχουµε

∫ √
1 + x2 dx =

∫
cosh y cosh y dy

=

∫ (
ey + e−y

2

)2

dy =
1

4

∫ (
e2y + e−2y + 2

)
dy

=
1

4

∫
e2y dy +

1

4

∫
e−2y dy +

y

2
+ c

=
1

4

e2y

2
− 1

4

e−2y

2
+

y

2
+ c

=
1

4
sinh(2y) +

y

2
+ c

=
1

2
x
√

1 + x2 +
1

2
log
(
x +

√
1 + x2

)
+ c.

Με τον µετασχηµατισµό του Euler θα προχωρούσαµε ως εξής: 1 + x2 =
(y + x)2 δηλαδή x = (1 − y2)/(2y), οπότε

∫ √
1 + x2 dx =

∫ (
y +

1 − y2

2y

)(
1 − y2

2y

)′
dy

= −
∫

1 + y2

2y

1 + y2

2y2
dy = −1

4

∫
1 + 2y2 + y4

y3

= −1

4

∫
(y−3 + 2y−1 + y) dy

= −1

4

(
y−2

−2
+ 2 log |y| − y2

2

)
+ c

=
1

8

1

(
√

1 + x2 − x)2
− 1

2
log
(√

1 + x2 − x
)
− (

√
1 + x2 − x)2

8
+ c

όπου στο τελευταίο βήµα αντικαταστήσαµε το y µε
√

1 + x2 − x.

Πού κάναµε λάθος; Απάντηση: πουθενά! Απλούστατα οι δυο εκφράσεις
που βρήκαµε διαφέρουν µεταξύ τους κατά µια σταθερά (αποδείξτε το).

5.9 Το απλό εκκρεµές

Τα ολοκληρώµατα
∫

R(x,
√

p(x) dx µε p(x) πολυώνυµο βαθµού µεγαλύτερου
του 2, εν γένει δεν εκφράζονται µε τη βοήθεια στοιχειωδών συναρτήσεων. Οι
περιπτώσεις βαθµού 3 ή 4 οδηγούν στα λεγόµενα ελλειπτικά ολοκληρώµατα.
Η πολύ ενδιαφέρουσα θεωρία τους ξεφεύγει από τους σκοπούς αυτών των
σηµειώσεων. Ξεκινάει βασικά από τον Νορβηγό µαθηµατικό N. Abel (αρχή
19ου αιώνα).
Σηµειώνουµε ότι τέτοια ολοκληρώµατα εµφανίζονται ακόµη και σε α-

πλά, τουλάχιστον στη διατύπωση, προβλήµατα όπως για παράδειγµα η εύρε-
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ση του µήκους ελλειπτικού τόξου ή η µελέτη της κίνησης του απλού εκκρε-

0

θ0

θ

ℓ

mg

A

l(cos θ − cos θ0)

Σχήµα 5.10

µούς. Ας εξετάσουµε λεπτο-
µερέστερα το απλό εκκρε-
µές. Γράφουµε g για την
επιτάχυνση της βαρύτητας
(≃ 10 m/sec2) και θεωρού-
µε τις δυνάµεις που προ-
έρχονται από τριβή, αντί-
σταση αέρα κ.λπ.). Η θέση
του εκκρεµούς καθορίζεται
από τη γωνία θ = θ(t). Πε-
ριµένουµε, από τη φυσική
εποπτεία, ότι η συνάρτηση

θ = θ(t) θα είναι µια συνεχής περιοδική συνάρτηση, µε περίοδο T ίση µε
το χρόνο που χρειάζεται η µάζα για να επιστρέψει στην αρχική της θέση,
φθίνουσα για 0 ≤ t ≤ T/2 και αύξουσα για T/2 ≤ t ≤ T .
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι βρισκόµαστε στην αρχή της κίνησης, οπότε η θ

είναι φθίνουσα. Η αρχή της διατήρησης της ενέργειας συνεπάγεται ότι

1

2
m

(
ℓ
dθ

dt

)2

= mg
(
cos θ(t) − cos θ0

)
ℓ.

Η µαθηµατική ερµηνεία του ότι η θ φθίνει στην αρχή της κίνησης θα είναι
η υπόθεση ότι dθ/dt < 0, οπότε

dθ

dt
= −

√
2g

ℓ
(cos θ − cos θ0)

= −
√

2g

ℓ

(
1 − 2 sin2 θ

2
− 1 + 2 sin2 θ0

2

)

δηλαδή,

dθ

dt
= −2

√
g

ℓ

(
sin2 θ0

2
− sin2 θ

2

)
.

Η υπόθεση dθ
dt < 0 σηµαίνει ότι η θ = θ(t) αντιστρέφεται και για την

αντίστροφή της t = t(θ) θα έχουµε

dt

dθ
= −1

2

√
ℓ

g

1

sin θ0

2

√
1 − k2 sin2 θ

2

,

για −θ0 < θ < θ0, όπου θέσαµε k = 1/ sin(θ0/2). Το t λοιπόν θα είναι ένα
αόριστο ολοκλήρωµα της παραπάνω συνάρτησης και εποµένως ο προσδιορισµός
του ανάγεται στην εύρεση ολοκληρωµάτων της µορφής

∫
dθ√

1 − k2 sin2 θ
.
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Τα ολοκληρώµατα αυτής της µορφής λέγονται «ελλειπτικά α΄ είδους µε τη
µορφή του Lagrange».
Γράφοντας sin θ = y, το παραπάνω ολοκλήρωµα µετασχηµατίζεται ως εξής:

∫
dθ√

1 − k2 sin2 θ
=

∫
cos θ dθ

cos θ
√

1 − k2 sin2 θ

=

∫
dy√

(1 − y2)(1 − k2y2)
,

δηλαδή είναι πραγµατικά της µορφής
∫

R(x,
√

p(x)) dx, όπου το p είναι πο-
λυώνυµο 4ου βαθµού.

5.10 Ολοκλήρωση µε τη βοήθεια του υπολογιστή

Ο αριθµητικός υπολογισµός ενός ορισµένου ολοκληρώµατος
∫ β

α f(x) dx όταν
δίνονται οι αριθµοί α, β και η συνάρτηση f ακόµα και όταν δεν µπορούµε
να βρούµε µε τη βοήθεια στοιχειωδών συναρτήσεων τύπο για το

∫
f(x) dx,

διευκολύνεται πολύ µε την βοήθεια των υπολογιστών. Αυτό ήταν γνωστό από
πολλά χρόνια και έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι για να γίνεται όσο το δυνατόν
αποδοτικότερα αυτή η δουλειά. Θα πούµε λίγα λόγια στο τέλος του κεφαλαίου
και θα µάθετε περισσότερα σε άλλα µαθήµατα. Προς το τέλος της δεκαετίας
του 1970 άρχισαν να χρησιµοποιούνται προγράµµατα υπολογιστών τα οποία δεν
δίνουν µόνο αριθµητικές τιµές αλλά εκτελούν και αόριστες ολοκληρώσεις σε ό-
λες τις περιπτώσεις που αυτό είναι δυνατό να γίνει. Έτσι για παράδειγµα, όλες
οι ολοκληρώσεις που µάθαµε (ρητών συναρτήσεων R(x,

√
αx2 + βx + γ), . . .)

µπορούν να γίνουν µε τη βοήθεια των υπολογιστών. Αυτό δεν πρέπει να προ-
καλεί έκπληξη, γιατί εννοιολογικά τουλάχιστον, όταν είναι γνωστή η θεωρία η
υπόλοιπη εργασία είναι δουλειά ρουτίνας. Φαίνεται όµως ότι υπήρχαν αρκετά
προβλήµατα που έπρεπε να επιλυθούν µέχρι να γίνει δυνατή η χρήση των
υπολογιστών γι’ αυτό το σκοπό και αυτό δικαιολογεί τη χρονική καθυστέρηση
σ’ αυτό τον τοµέα.
Ιδού η εντολή και η απάντηση ενός υπολογιστή (από το πρόγραµµα mac-

syma) για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος

∫
xdx

(x − 1)2(x + 1)(x2 + 1)

ανάλογου µε αυτά που είδαµε στην ενότητα 5.7. (Η απάντηση δόθηκε σε
λιγότερο από 1 sec!)

(c5) integrate(x/((x-1)^2*(x+1)*(x^2+1)),x);

(d5)
log(x2+1)

8
-
log(x+1)

8
-
atan(x)

4
-
log(x-1)

8

1

4x-4
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5.11 Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Το ολοκλήρωµα Riemann ορίστηκε για φραγµένες συναρτήσεις ορισµένες σε
ένα κλειστό διάστηµα [α, β]. Είναι πολύ χρήσιµο να επεκτείνουµε τον ορισµό
και για συναρτήσεις (όχι αναγκαστικά φραγµένες) ορισµένες σε άλλης µορφής
διαστήµατα. ∆ίνουµε πρώτα τους σχετικούς ορισµούς:

Ορισµός 5.11.1 (i) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα [γ, β], α <

γ ≤ β και υπάρχει το όριο limγ→α+

∫ β

γ
f τότε λέµε ότι υπάρχει το γενι-

κευµένο ολοκλήρωµα
∫ β

α+ f και ισούται µε το παραπάνω όριο.

(ii) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής [α, γ], α ≤ γ < β
και υπάρχει το όριο limγ→β−

∫ γ

α f , τότε λέµε ότι υπάρχει το γενικευµένο

ολοκλήρωµα
∫ β−

α f και ισούται µε το παραπάνω όριο.

(iii) Αν υπάρχουν τα
∫ γ

α+ f και
∫ β−

γ
f για κάποιο γ, α < γ < β, τότε λέµε ότι

υπάρχει το ολοκλήρωµα
∫ γ

α+ f +
∫ β−

γ
. (Εύκολα φαίνεται ότι αν υπάρχει το

∫ β−

α+ τότε υπάρχουν τα
∫ δ

α+ ,
∫ β−

δ
και για οποιοδήποτε άλλο δ, α < δ < β,

και η τιµή τού
∫ β−

α+ f είναι ανεξάρτητη της επιλογής του γ, α < γ < β.)

(iv) Τα ολοκληρώµατα
∫∞

α ,
∫∞

α+ ,
∫ β

−∞,
∫ β−

−∞,
∫∞
−∞ ορίζονται ανάλογα. Για πα-

ράδειγµα, το
∫∞

α f υπάρχει αν η f είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα

της µορφής [α, M ], M > α και υπάρχει το όριο limM→∞
∫M

α f , το οποίο

ορίζεται ως η τιµή του
∫∞

α f .

Μια τετριµµένη παρατήρηση σχετικά µε τα γενικευµένα ολοκληρώµατα εί-

ναι ότι η ύπαρξη, για παράδειγµα του
∫ β

α
f συνεπάγεται και την ύπαρξη των

∫ β

α+ f ,
∫ β−

α
f ,
∫ β−

α+ f . Αν α < γ < β τότε

∣∣∣∣∣

∫ β

α

f −
∫ β

α

f

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ γ

α

f

∣∣∣∣ ≤ (γ − α)M,

όπου το M είναι ένα άνω φράγµα της |f | στο [α, β] (το οποίο υπάρχει λόγω
της ολοκληρωσιµότητας της f στο [α, β]). Από την ανισότητα αυτή έπεται

άµεσα ότι limγ→α+

∫ β

γ
f =

∫ β

α
f , δηλαδή

∫ β

α
f =

∫ β

α+ f .

Οι ενδιαφέρουσες εποµένως περιπτώσεις είναι εκείνες στις οποίες η f δεν
είναι ολοκληρώσιµη στο [α, β] (ή το διάστηµα είναι της µορφής [α, ,∞),
(−∞, β], (α,∞), (−∞, β)). Αυτό µπορεί να συµβεί

(i) όταν η f δεν είναι ορισµένη στο α η στο β ή και στα δύο ή

(ii) όταν η f δεν είναι φραγµένη.
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Σηµειώνουµε ακόµα ότι τα γενικευµένα ολοκληρώµατα συναντιόνται πολύ
συχνά και είναι σηµαντικότατα τόσο σε διάφορους κλάδους των µαθηµατικών
όσο και σε εφαρµογές.
Πριν προχωρήσουµε σε εφαρµογές θα δώσουµε ένα απλό αλλά σηµαντικό

κριτήριο για την ύπαρξη γενικευµένων ολοκληρωµάτων. Θα το διατυπώσουµε
στην περίπτωση διαστήµατος της µορφής [α,∞), αλλά ισχύει µε τις προφανείς
αλλαγές και στις υπόλοιπες περιπτώσεις.
Αν |f(t)| ≤ g(t), a ≤ t < ∞, και το

∫∞
α g υπάρχει, τότε υπάρχει και το∫∞

α f , εφ’ όσον η f είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής [α, M ],
M > α.

Απόδειξη: ∆είχνουµε πρώτα ότι υπάρχει το
∫∞

α

(
f(t) + g(t)

)
dt. Πραγµατικά,

η υπόθεσή µας συνεπάγεται ότι 0 ≤ f(t) + g(t) ≤ 2g(t), άρα η Φ(M) =∫M

α

(
f(t) + g(t)

)
dt είναι αύξουσα συνάρτηση του M και φράσσεται προς τα

πάνω από το 2
∫∞
α g (γιατί;). Συνάγουµε λοιπόν ότι υπάρχει το όριο

lim
M→∞

∫ M

a

(
f(t) + g(t)

)
dt,

δηλαδή το
∫∞

α (f +g). Εξ’ υποθέσεως όµως υπάρχει και το limM→∞
∫M

α g(t) dt,
άρα θα υπάρχει και το

lim
M→∞

(∫ M

α

(f + g) −
∫ M

α

g

)
= lim

M→∞

∫ M

a

f,

δηλαδή θα υπάρχει το
∫∞

α
f . 2

Αφήνουµε στον αναγνώστη να διατυπώσει και να αποδείξει απλές ιδιότητες
των γενικευµένων ολοκληρωµάτων ανάλογες µε αυτές που δείξαµε για τα

απλά ολοκληρώµατα (για παράδειγµα
∫ β

α+ f +
∫ β

α+ g =
∫ β

α+(f + g) κ.λπ.).

Αν δεν υπάρχει κίνδυνος συγχύσεως θα γράφουµε απλά
∫ β

α f αντί για
∫ β

α+ f ή
∫ β−

α f .

Παραδείγµατα: (α)
∫ 1

0+ xa dx. Το ολοκλήρωµα είναι γενικευµένο «στο 0»,
γιατί η xa δεν ορίζεται για x = 0 (εκτός για a ∈ N, σύµφωνα µε τους
ορισµούς που δώσαµε σε αυτές τις σηµειώσεις).
Αν a = −1 και ε > 0 τότε

∫ 1

ε

dx

x
= log x

∣∣1
ε
= − log ε = log

1

ε
→ ∞

καθώς ε → 0+. Άρα το ολοκλήρωµα δεν υπάρχει. (Σε τέτοιες περιπτώσεις λέµε
επίσης: «το ολοκλήρωµα αποκλίνει στο ∞.)
Αν a 6= 1 και ε > 0, τότε

∫ 1

ε

xa dx =
xa+1

a + 1

∣∣∣∣
1

ε

=
1

a + 1
− εa+1

a + 1
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και εποµένως το ολοκλήρωµα υπάρχει και ισούται µε 1/(a + 1) αν a > −1,
ενώ δεν υπάρχει (αν θέλετε, αποκλίνει στο ∞) για a < −1.

(β)
∫∞
1 xa dx. Αν a = 1 και M > 1 τότε

∫ M

1

dx

x
= log x

∣∣M
1

= log M → ∞

καθώς M → ∞ άρα το
∫∞
1

xa dx δεν υπάρχει.
Αν a 6= 1, τότε

∫ M

1

xa dx =
xa+1

a + 1

∣∣∣∣
M

1

=
Ma+1

a + 1
− 1

a + 1

και εποµένως το ολοκλήρωµα υπάρχει και ισούται µε −1/(a + 1) αν a < −1,
ενώ δεν υπάρχει (είναι ∞ αν a > −1.

Παρατήρηση 5.11.2 Τα δύο αυτά παραδείγµατα χρησιµοποιούνται πολύ συχνά
σε συνδυασµό µε το κριτήριο που αποδείξαµε προηγούµενα. Για παράδειγµα,
το ∫ ∞

1

(sin x)x

x2 + 1
dx

υπάρχει. Πραγµατικά έχουµε, για x ≥ 1,
∣∣∣∣
(sin x)x

x2 + 1

∣∣∣∣ ≤
x

x3
=

1

x2
= x−2

και −2 < −1.

(γ) Το
∫∞
0+ xa dx δεν υπάρχει για κανένα a (γιατί;).

(δ) Ένα πολύ σηµαντικό ολοκλήρωµα είναι το λεγόµενο «ολοκλήρωµα του
Euler β΄ είδους» ή «Γάµµα συνάρτηση», που ορίζεται για όλα τα s > 0 ως
εξής:

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−t dt.

Το ολοκλήρωµα είναι γενικευµένο και στο 0 λόγω του παράγοντα ts−1.

Πρέπει να δείξουµε την ύπαρξη των
∫ 1

0 ts−1e−t dt και
∫∞
1 ts−1e−t dt. Για

το πρώτο παρατηρούµε ότι |ts−1e−t| ≤ ts−1 (γιατί;) και χρησιµοποιούµε το
παράδειγµα (α). Για το δεύτερο παρατηρούµε ότι ts−1e−t = (ts−1e−t/2)e−t/2

και θα δείξουµε σε λίγο ότι η ts−1e−t/2 είναι φραγµένη στο [1,∞), δηλαδή
υπάρχει M ώστε 0 ≤ ts−1e−t/2 ≤ M για t ≥ 1. Με βάση το κριτήριό µας
αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι το

∫∞
1 Met/2 dt υπάρχει. Αυτό όµως είναι απλό

διότι:

∫ N

1

Me−t/2 dt = M
(
−2e−t/2

) ∣∣∣∣
N

1

= M
(
2e−1/2 − 2e−N/2

)
→ 2Me−1/2.

–133–



5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

Μένει να δείξουµε ότι η f(t) = ts−1e−t/2 είναι φραγµένη στο διάστηµα [1,∞).
Παρατηρούµε ότι f(t) ≥ 0 και

f ′(t) = ts−2e−t/2
(
(s − 1) − 1

2
t
)
.

Η f ′(t) είναι λοιπόν µη θετική για t ≥ 2(s − 1) οπότε η f(t) είναι φθίνουσα
για t ≥ 2(s − 1). Από την άλλη µεριά η f(t) είναι συνεχής στο κλειστό
διάστηµα [1, 2(s − 1)] και εποµένως είναι φραγµένη εκεί· έστω |f(t)| ≤ A,
1 ≤ t ≤ 2(s − 1). Συνολικά λοιπόν θα έχουµε |f(t)| ≤ A για όλα τα t µε
t ≥ 1, όπως ακριβώς έπρεπε να δείξουµε.

Παρατήρηση 5.11.3 Στο τελευταίο µέρος της απόδειξης ουσιαστικά δείξαµε ότι
για οποιοδήποτε n ∈ N tne−t → 0 καθώς n → ∞ (γιατί;). Θα επανέλθουµε σε
αυτή την πολύ σηµαντική οριακή σχέση.

Ας πούµε µε την ευκαιρία του παραδείγµατος δυο λόγια παραπάνω για τη
συνάρτηση Γ(s), s > 0.
Έχουµε

Γ(s) =

∫ ∞

0

ts−1e−t dt

άρα

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−t dt = −e−t
∣∣∞
0

= 1.

(∆ικαιολογήστε πλήρως την πιο πάνω γραµµή. Όσο πιο γρήγορα γίνει κτήµα
σας το περιεχόµενο αυτής της παραγράφου τόσο πιο γρήγορα θα µπορείτε και
εσείς, χωρίς να κάνετε λάθη, να χρησιµοποιείτε αυτού του είδους τις συντοµεύ-
σεις.)
Εφαρµόζοντας ολοκλήρωση κατά µέρη, πάλι µε συντοµεύσεις, έχουµε:

Γ(s + 1) =

∫ ∞

0

tse−t dt =

∫ ∞

0

ts(−e−t)′ dt

= tse−t
∣∣∣
∞

0
+s

∫ ∞

0

ts−1e−t dt

= sΓ(s)

(και πάλι δικαιολογήστε πλήρως τις συντοµεύσεις).
Η «συναρτησιακή» αυτή σχέση, Γ(s + 1) = sΓ(s), δίνει αµέσως Γ(2) =

1 · Γ(1) = 1, Γ(3) = 2Γ(2) = 2, Γ(4) = 3Γ(3) = 3 · 2 · 1, . . . και γενικά
(τετριµµένη επαγωγή) Γ(n + 1) = n!, n ∈ N. Με άλλα λόγια η Γ(s) είναι µια
συνάρτηση η οποία για ακέραιες θετικές τιµές του s συµπίπτει µε το (s− 1)!.
Αυτό µόνο του δεν λέει πολλά πράγµατα αν η Γ δεν έχει και άλλες καλές
ιδιότητες, για παράδειγµα να είναι συνεχής, να έχει παραγώγους κ.λπ. Στην
πραγµατικότητα έχει όλες αυτές τις ιδιότητες. Ας δείξουµε για παράδειγµα ότι
είναι συνεχής.
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Έστω s0 > 0. Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα της µέσης τιµής έχουµε:

Γ(s) − Γ(s0) =

∫ ∞

0

(ts−1 − ts0−1e−t dt

= (s − s0)

∫ ∞

0

tξ−1(log t)e−t dt

και εποµένως

Γ(s) − Γ(s0) ≤ |s − s0|
∣∣∣∣
∫ ∞

0

tξ−1(log t)e−t dt

∣∣∣∣ ,

όπου ξ είναι ένας αριθµός, που εξαρτάται εν γένει από το t, µεταξύ των s0

και s.
Παίρνοντας |s − s0| < s0/2 και παρατηρώντας ότι η ta είναι µονότονη

συνάρτηση του a συνάγουµε ότι

(log t)t
1
2
s0−1e−t ≤ (log t)tξ−1e−t ≤ (log t)t

3
2

s0−1e−t

για t > 0 (γιατί;). Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο που δείξαµε την ύπαρξη
του ολοκληρώµατος

∫∞
0 ta−1e−t dt για a > 0, δείχνουµε και την ύπαρξη

του
∫∞
0 ta−1(log t)e−t dt (δείξτε το). Φτάσαµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η

|s − s0| < s0/2 συνεπάγεται

|Γ(s) − Γ(s0)| < |s − s0|
(∣∣∣∣A

(
s0

2

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣A
(

3s0

2

)∣∣∣∣
)

,

όπου

A(a) =

∫ ∞

0

e−tta−1(log t) dt.

Η συνέχεια της συνάρτησης Γ έπεται εύκολα από την τελευταία ανισότητα.

Ερώτηµα Μαντέψτε (όχι αποδείξτε) ποια σχέση υπάρχει µεταξύ Γ(α) και A(α),
α > 0; Αν θέλετε τώρα αποδείξτε αυτό που µαντέψατε.

5.12 Ο ορισµός του log x µε τη βοήθεια του ολο-
κληρώµατος

Θα κλείσουµε αυτή την παράγραφο µε µια ενδιαφέρουσα εφαρµογή, που δεί-
χνει πώς µπορούµε να ορίσουµε νέες συναρτήσεις µε τη βοήθεια του ολοκλη-
ρώµατος. Πιο συγκεκριµένα θα δώσουµε ένα δεύτερο ορισµό της συνάρτησης
log x. Ο ορισµός αυτός δεν είναι διαισθητικά τόσο ικανοποιητικός όσο ήταν ο
ορισµός που δώσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, θα είναι όµως απλούστερος.
Ξεκινάµε από τον τύπο :

∫ x

1

dt

t
= log x − log 1 = log x,
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για x > 0, που ήδη γνωρίζουµε. Υποθέτουµε ότι δεν έχει οριστεί ακόµη
η συνάρτηση log x, οπότε χρησιµοποιούµε τον παραπάνω τύπο για ορισµό,
δηλαδή ορίζουµε:

log x =

∫ x

1

dt

t
,

για x > 0.
Ο ορισµός είναι «καλός» γιατί σε κάθε διάστηµα [1, x] (ή [x, 1] αν x < 1)

η συνάρτηση 1/t είναι συνεχής (και έχει φραγµένη παράγωγο, αν δεν θέλετε
να χρησιµοποιήσετε το αναπόδεικτο ακόµη θεώρηµα για την ολοκληρωσιµότη-
τα των συνεχών συναρτήσεων). Η συνάρτηση λοιπόν που ορίσαµε είναι και
παραγωγίσιµη και ισχύει (log x)′ = 1/x για x > 0 όπως φυσικά περιµέναµε.
Επειδή η (log x)′ είναι παντού θετική, η συνάρτηση log x είναι αύξουσα

και εποµένως έχει αντίστροφο. Την αντίστροφο αυτή συµβολίζουµε µε ex και
την ονοµάζουµε εκθετική συνάρτηση. Μια απλή παραλλαγή του θεωρήµατος
για την αντιστροφή µονότονων συναρτήσεων δείχνει ότι η ex ορίζεται στο
διάστηµα (−∞,∞).
Πραγµατικά αρκεί να παρατηρήσουµε ότι

lim
x→+∞

log x = +∞

και
lim

x→0+
log x = −∞.

Οι δύο αυτές σχέσεις είναι στην πραγµατικότητα ισοδύναµες, διότι (ολοκλή-
ρωση µε αντικατάσταση)

log
1

x
=

∫ 1/x

1

dt

t
=

∫ x

1

d( 1
y )

( 1
y )

=

∫ x

1

−1
y2 dy

1
y

= −
∫ x

1

dy

y
.

Για να δείξουµε ότι log x → +∞ καθώς x → +∞ θεωρούµε ένα αριθµό
M > 0. Πρέπει να βρούµε x0 ώστε το x > x0 να συνεπάγεται log x > M .
Γράφουµε N = [M ] + 1 και παίρνουµε x0 = 22N+1 θα έχουµε, αν x > x0,

log x > log x0 =

∫ 22N+1

1

dt

t
=

∫ 2

1

dt

t
+ · · · +

∫ 22N+1

22N

dt

t
.

Για οποιοδήποτε όµως k = 1, 2, . . ., η αντικατάσταση 2ky = t δείχνει ότι

∫ 2k+1

2k

dt

t
=

∫ 2

1

2kdy

2ky
>

∫ 2

1

1

2
dy =

1

2

και εποµένως

log x >
1

2
+

1

2
+ · · · + 1

2
=

1

2
2N = N > M

που αποδεικνύει ότι πραγµατικά limx→+∞ log x = +∞.
Έχοντας ορίσει το ex µπορούµε τώρα για τυχαίο α > 0, να ορίσουµε

αx = ex log α.
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Φυσικά οι παραπάνω «ταχυδακτυλουργίες» µόνες τους δεν είναι ικανοποι-
ητικές. Θα πρέπει να δείξουµε, χωρίς να χρησιµοποιήσουµε τη θεωρία που α-
ναπτύξαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ότι οι συναρτήσεις που ορίσαµε έχουν
τις ιδιότητες που περιµένουµε. Σαν παράδειγµα ας δείξουµε ότι η συνάρτηση
αx, όπως την ορίσαµε τώρα για x = 2 δίνει το γνωστό µας τύπο α2.

Πρέπει λοιπόν να δείξουµε ότι e2 log α = α2, δηλαδή (από τον ορισµό της
ex σαν αντίστροφης του log x) 2 logα = log(α2), ή ακόµα

2

∫ α

1

dt

t
=

∫ α2

1

dt

t
.

Πραγµατικά έχουµε (ολοκλήρωση µε αντικατάσταση αy = t)

∫ α2

1

dt

t
=

∫ α

1

dt

t
+

∫ α2

α

dt

t
=

∫ α

1

dt

t
+

∫ α

1

αdy

αy
= 2

∫ α

1

dt

t
.

Παρατήρηση 5.12.1 Χρησιµοποιήσαµε την τελείως τετριµµένη (γιατί;) ιδιότητα

∫ β

α

f(x) dx =

∫ β

α

f(y)dy.

Για το λόγο αυτό µάλιστα όταν γράφουµε το ολοκλήρωµα
∫ β

α f µε τη µορφή

∫ β

α

f(x) dx,

ονοµάζουµε το x βουβή µεταβλητή.

Τελείως ανάλογα µπορούµε µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος να ορίσουµε
και τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. Για παράδειγµα, η sin x σε µια «µικρή»
περιοχή του 0 µπορεί να οριστεί σαν η αντίστροφη της συνάρτησης που δίνεται
από το ολοκλήρωµα

∫ x

0

dt√
1 − t2

που φυσικά δεν είναι τίποτε άλλο παρά η συνάρτηση Arcsin x. (Βρείτε µια
τέτοια «µικρή» περιοχή. Εργαστείτε έντιµα· δεν έχουµε ακόµη ιδέα για τις
ιδιότητες του sin x, για παράδειγµα δεν ξέρουµε ότι η sin x είναι αύξουσα
στο διάστηµα (−π/2, π/2).

∆εν θα ασχοληθούµε περισσότερο µε αυτόν τον τρόπο ορισµού των τριγω-
νοµετρικών συναρτήσεων. Σηµειώνουµε µόνο, ότι αυτή η µέθοδος µας απαλ-
λάσσει από τους γεωµετρικούς ορισµούς που δώσαµε στο κεφάλαιο 2.
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5.13 Ασκήσεις

1. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση στο [α, β] µε φραγµένη παράγωγο στο
(α, β) δηλαδή |f ′(x)| ≤ M για α < x < β. Θέτουµε:

αn =
β − α

n

[
f(α) + f

(
α +

β − α

n

)
+ f

(
α + 2

β − α

n

)
+ · · ·

· · · + f

(
α + (n − 1)

β − α

n

)]
.

(α΄) Ποια είναι η γεωµετρική σηµασία του αn; (υποθέστε ότι f ≥ 0.)

(β΄) ∆είξτε ότι limαn =
∫ β

α f .

(γ΄) Ισχύει το β αν υποθέσουµε µόνο τη συνέχεια της f στο [α, β];

(δ΄) ∆είξτε ότι ∣∣∣∣∣αn −
∫ β

α

f

∣∣∣∣∣ ≤
M(β − α)2

2

1

n

Παρατήρηση 5.13.1 Το (δ΄) δείχνει ότι όχι µόνο αn →
∫ β

α f αλλά ακόµη
ότι η σύγκλιση είναι αρκετά «γρήγορη». Προσέξτε τον παράγοντα M στο
β′ µέλος που δείχνει ότι αν η παράγωγος παίρνει πολύ µεγάλες τιµές εί-
ναι πιθανόν να χρειαστούµε «πολύ µεγάλο» n για να προσεγγίσουµε κα-

λά το
∫ β

α
f µε το αn. Πειραµατιστείτε µε τη συνάρτηση f(x) = sin2(kx),

k ∈ N, α = 0, β = π, παίρνοντας n = k για να πειστείτε. Περισσότερα
για προσεγγιστικές µεθόδους υπολογισµού ολοκληρωµάτων θα µάθετε σε
άλλα µαθήµατα.

2. (α΄) Αν η f(x) είναι συνεχής στο (−∞,∞) και αν υπάρχει το (γενικευ-
µένο) ολοκλήρωµα

∫∞
−∞ |f(x)| dx τότε υπάρχουν και τα (γενικευ-

µένα) ολοκληρώµατα
∫∞
−∞ f(x) cos (xy) dx και

∫∞
−∞ f(x) sin (xy) dx

για οποιοδήποτε y ∈ R. Τα ολοκληρώµατα αυτά λέγονται µετασχη-
µατισµός Fourier συνηµιτόνου και ηµιτόνου της f αντίστοιχα και
έχουν πολλές εφαρµογές.

(β΄) Υποθέστε επιπλέον ότι η f είναι παραγωγίσιµη και ακόµη ότι για
κάποιο α > 0, f(x) = 0 για |x| ≥ α. ∆είξτε ότι οι µετασχηµατισµοί
Fourier συνηµιτόνου και ηµιτόνου της f , σαν συναρτήσεις του y,
τείνουν στο 0 για y → ∞ καθώς και για y → −∞.

3. Γράφουµε In =
∫ π/2

0 sinn xdx, n ∈ N.

(α΄) ∆είξτε ότι In = n−1
n In−2 (υπόδειξη: ολοκλήρωση κατά µέρη).

(β΄) Χρησιµοποιείστε το (3α΄) για να δείξετε ότι:

I2n =
(2n − 1)(2n − 3) · · · 1

2n(2n− 2) · · · 2
π

2
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I2n+1 =
2n(2n − 2) · · · 2

(2n + 1)(2n − 1) · · · 3
και εποµένως

π = 2
[2n(2n − 2) · · · 2]2

(2n + 1)[(2n − 1)(2n − 3) · · · 3]2
I2n

I2n+1
,

για κάθε n ∈ N.

(γ΄) Ξεκινώντας από τη σχέση: sin 2n+1x ≤ sin 2nx ≤ sin 2n−1x και το
(3α΄) δείξτε ότι:

1 ≤ I2n

I2n+1
≤ 1 +

1

2n

και εποµένως I2n/I2n+1 → 1 καθώς n → ∞.
(δ΄) Συµπεράνετε τον επόµενο τύπο του Wallis (Σκοτσέζος µαθηµατικός

του 18ου αιώνα)

π = lim
n→∞

(
4n

(
(2n − 2)(2n − 4) · · · 2
(2n − 1)(2n − 3) · · · 3

)2
)

.

4. (α΄) Εξετάζοντας το
∫ n

1
dt
t δείξτε ότι |1+ 1

2 + · · ·+ 1
n − log n| < 1. ∆είξτε

ακόµη ότι η αn = 1 + 1
2 + · · · + 1

n − log n είναι φθίνουσα.

(Υπόδειξη: το οριζόντια διαγραµµισµένο εµβαδόν στο σχήµα 5.11
είναι µικρότερο από το κάθετα διαγραµµισµένο). Υπάρχει εποµένως

y

x1 n − 1 n n + 1

Σχήµα 5.11

το limαn το οποίο συµβολί-
ζεται συνήθως µε το γράµµα
γ (∼ 0,5772156649 . . .) και
λέγεται σταθερά του Euler.
Ερώτηση: είναι το γ ρητός ή
άρρητος; ∆οκιµάστε αν θέλε-
τε να απαντήσετε σ’ αυτή την
ερώτηση αλλά µην επιµείνετε
πολύ. Κανείς, µέχρι σήµερα,
δεν µπόρεσε να βρει την α-
πάντηση (και δοκίµασαν πολ-
λοί και καλοί µαθηµατικοί, ο
Euler για παράδειγµα).

(β΄) Συγκρίνοντας το log(n!) µε το
∫ n+1/2

1
log xdx δείξτε ότι αν

αn =
n!

nn+ 1
2

e−n

τότε υπάρχουν δύο θετικές σταθερές A, B ώστε A < αn < B.(
Υπόδειξη:

∫ n+1/2

1
=
∫ 3/2

1
+
∫ 5/2

3/2
+ · · · +

∫ n+1/2

n−1/2

)
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

(γ΄) Ισχύει κάτι παραπάνω: limαn =
√

2π (τύπος του Stirling). Για την
απόδειξη αρκεί να δείξετε ότι η αn είναι µονότονη και µετά να
χρησιµοποιήσετε τον τύπο του Wallis για να δείξετε ότι

α2
n

α2n
→

√
2π.

5. Θεωρείστε µια θετική συνεχή συνάρτηση f(x), α ≤ β, και το στερεό που
παράγεται µε περιστροφή του γραφήµατος της γύρω από τον άξονα Ox
κατά γωνία 2π.

α

β0

f(x)

Σχήµα 5.12

(α΄) ∆ώστε επιχειρήµατα που να καθιστούν ευλογοφανή τον τύπο:

V =

∫ β

α

π(f(x))2 dx

για τον όγκο V αυτού του στερεού. (∆εν ζητάµε αυστηρή απόδειξη
γιατί δεν έχουµε δώσει ακριβή ορισµό του όγκου ενός στερεού.)

(β΄) Εφαρµόστε τον τύπο αυτό για να βρείτε τους γνωστούς τύπους
της στερεοµετρίας για τους όγκους σφαιρικού τµήµατος, κυλίνδρου,
κώνου, κόλουρου κώνου.

6. Βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περιλαµβάνεται µεταξύ του άξονα
των x, του γραφήµατος της f(x) = x4 και της εφαπτοµένης του γραφή-
µατος στο σηµείο (2, 16).

7. Μια ράβδος µε άκρα 0 και 1 έχει γραµµική πυκνότητα (≡ limh→0 m(x, h)/h,
όπου m(x, h) η µάζα του τµήµατος [x, x + h]) λ(x), 0 ≤ x ≤ 1. Υπο-
θέτουµε ότι η λ είναι R-ολοκληρώσιµη. Η συνολική µάζα M1 ή ροπή
M1,α ως προς το σηµείο α και η ροπή αδράνειας M2,α ως προς το α
δίνονται από τους τύπους:

• M =
∫ 1

0
λ(x) dx.
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• M1,α =
∫ 1

0
(x − α)λ(x) dx.

• M2,α =
∫ 1

0
(x − α)2λ(x) dx.

(α΄) ∆είξτε ότι οι M1,α, M2,α είναι καλά ορισµένες, δηλαδή ότι οι
(x − α)λ(x) και (x − α)2λ(x) είναι R-ολοκληρώσιµες. (Υπόδειξη:
δείξτε γενικότερα ότι «f, g R-ολοκληρώσιµες συνεπάγεται fg R-
ολοκληρώσιµη». Για την απόδειξη παρατηρείστε ότι fg = 1

4 [(f +
g)2 − (f − g)2] και δείξτε ότι «f R-ολοκληρώσιµη συνεπάγεται f2

R-ολοκληρώσιµη». Αν f ≥ 0 η τελευταία πρόταση είναι εύκολη, αν
όχι, τότε υπάρχει M ώστε f+M ≥ 0 και f2 = (f+M)2−M2−2Mf .
Την απόδειξη αυτή την έµαθα από ένα παλιότερο συµµαθητή σας.)

(β΄) Αν λ(x) ≥ 0 και M 6= 0 το σηµείο β = M1,0/M λέγεται κέντρο
βάρους της ράβδου. ∆είξτε ότι M2,β = M2,0 − β2M .

(γ΄) Εφαρµόστε τα παραπάνω για λ(x) = |x − 1/2| και λ(x) = sinπx.

8. Έστω f µια συνεχής συνάρτηση στο R. ∆είξτε ότι :

∫ α

−α

f(x2) dx = 2

∫ α

0

f(x2) dx,

∫ α

−α

xf(x4) dx = 0,

∫ π/2

0

f(cosx) dx =
1

2

∫ π

0

f(cosx) dx

και ∫ kπ

0

f(cos2 x) dx = k

∫ π

0

f(cos2 x) dx,

k ∈ Z, α ∈ R.

9. Για ποια τιµή του θετικού αριθµού α ισχύει:

lim
x→0

1

x − sin x

∫ x

0

t2√
t + α

dt = 1;

10. Βρείτε το όριο

lim
x→∞

x−1e−2x

∫ x

0

e2t
√

1 + t2 dt.

11. Βρείτε το ολοκλήρωµα
∫ π

2

0 sin xdx µε βάση τον ορισµό ή την άσκηση 1.
(Υπόδειξη :

sin x + · · · + sin kx =
cos x

2 − cos(k + 1
2x)

2 sin x
2

,

x 6= 2kπ, k ∈ Z).
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

12. ∆είξτε ότι

0 ≤
∫ π

2

0

sin t

t
dt ≤ π

4
+

4

π

√
2

2
.

Μπορούν να αντικατασταθούν οι παραπάνω ανισότητες µε γνήσιες; Παρα-
τήρηση: Το αόριστο ολοκλήρωµα

∫
sin t

t δεν υπολογίζεται µε στοιχειώδεις
συναρτήσεις. Μην προσπαθήσετε εποµένως να το βρείτε.

13. Αν η συνάρτηση f έχει φραγµένη παράγωγο στο [α, β], τότε

lim
k→∞

∫ β

α

(f(x) cos kx) dx = 0.

14. Χρησιµοποιώντας τις µεθόδους που αναπτύχθηκαν σ’ αυτό το κεφάλαιο,
βρείτε τα ολοκληρώµατα:

∫
(αx + β)3 dx

∫
dx

(αx + β)k
, (k ∈ Z)

∫ √
xdx

∫
dx√

αx + β

∫
dx

1 + α2x

∫
dx√

5 − 3x2

∫
tan2 xdx

∫
dx

sin x

∫
x2 cosxdx

∫
Arctan xdx

∫
log(3x) dx

∫
x3e−x dx

∫
dx

(
√

1 + x2)3

∫
ex − 1

ex + 1
dx

∫
x
√

α2 + x2 dx

∫
dx

sin3 x

∫
dx√

2x + 3

∫
3xex dx

∫
ex
√

α − βex dx

∫
xdx

cos2 x2

∫
3tanhx dx

cosh2 x

∫
dx

x
√

x2 − 2
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∫
cosxdx√
1 + sin2 x

∫ √
x2 − α2

x
dx

∫
dx√

x(1 − x)
(θέστε x = sin2 t),

∫
lnx

x3
dx

∫
x2e3x dx

∫
xdx

sin2 x

∫
eαx sinhxdx

dx

x(x + 1)2

∫
dx

x4 + 1

∫
3x + 5

x2 + 2x + 2
dx

∫
x4

x4 − 1
dx

∫
x2 + 1

(x2 − 4x + 5)2
dx

∫
x2 dx√

x2 − x − 1

∫
dx

x −
√

x2 − 1

∫
x2 dx√
4 + 9x2

∫
4
√

x2(1 − x2 dx

∫
sin 3xdx

cosx

∫
x sin2 x cos4 xdx

∫
log cosx

sin2 x
dx

∫
xex cosxdx

∫
dx

(x + 2)2(x + 3)2

∫
dx

(
3
√

x2 3
√

x)2

∫
xdx√

1 − 2x2 − x4

∫
5xdx√
1 + x4

∫
dx

2 + 3 cos2 x

∫
cos4 xdx

∫
cos(log x) dx

∫
Arcsin

√
xdx

∫
|x| dx

∫
xdx

sinh2 x
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5. Το Ολοκλήρωµα Riemann

∫
dx

sinx sin 2x

∫
cosαxdx√
α2 + sin2 αx

∫
xdx

cos2 3x

∫
sinhx cosh xdx

2x

2 − 4x
dx

∫ √
ex + 1 dx

Στα παραπάνω ολοκληρώµατα καθορίστε τα διαστήµατα στα οποία ισχύ-
ουν οι τύποι σας καθώς και τις προϋποθέσεις για τις παραµέτρους που
εµφανίζονται.
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ

ΚΑΙ ΤΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε µερικές χρήσιµες εφαρµογές των όσων εί-
δαµε µέχρι τώρα. Τα θέµατα που θα εξετάσουµε είναι ουσιαστικά ανεξάρτητα
µεταξύ τους και µπορούν να διαβαστούν µε οποιαδήποτε σειρά.

6.1 Απροσδιόριστες µορφές---κανόνες του de l’ Hos-

pital

Ας υποθέσουµε ότι οι συναρτήσεις f(x) και g(x) είναι παραγωγίσιµες στα
διαστήµατα (β, α), (α, γ), ότι οι g(x) και g′(x) είναι µη µηδενικές για x ∈
(β, α) ∪ (α, γ) και ακόµη ότι limx→α f(x) = limx→α g(x) = 0. Στην περίπτωση
αυτή το limx→α f(x)/g(x), µπορεί να υπάρχει, αλλά φυσικά δεν µπορεί να
υπολογιστεί µε τον κανόνα

lim
f(x)

g(x)
=

lim f(x)

lim g(x)
=

0

0
.

Ισχύει όµως το παρακάτω θεώρηµα, γνωστό σαν ένας από τους κανόνες του
de l’Hospital. (Γάλλος µαθηµατικός του 17ου αιώνα).

Θεώρηµα 6.1.1 Με τις προϋποθέσεις που αναφέραµε παραπάνω, αν υπάρχει το

lim
x→α

f ′(x)/g′(x)

τότε υπάρχει και το limx→α f(x)/g(x), και τα δύο όρια είναι ίσα. Το αποτέλεσµα
ισχύει και στην περίπτωση που τα όρια είναι +∞ ή −∞.



6. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

Απόδειξη: Η ιδέα της απόδειξης είναι πολύ απλή:

f(x)

g(x)
=

f(x) − 0

g(x) − 0
=

f(x) − f(α)

g(x) − g(α)
=

(f(x) − f(α))/(x − α)

(g(x) − g(α)(x − α)
≈ f ′(x)

g′(x)

για x αρκετά κοντά στο α. Φυσικά κάθε άλλο παρά απόδειξη δώσαµε, αλλά
δεν είναι δύσκολο να διορθώσουµε τα πράγµατα. Πρώτα από όλα ορίζουµε
f(α) = g(α) = 0 και έτσι οι (νέες) συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς
(γιατί;) στο (β, γ) και παραγωγίσιµες στο (β, α) ∪ (α, γ). Θα δείξουµε ότι:

lim
x→α+

f(x)

g(x)
= lim

x→α+

f ′(x)

g′(x)
.

Παρόµοια δείχνουµε και την ισότητα των ορίων από αριστερά, εποµένως και
το θεώρηµα. Με την επέκταση του πεδίου ορισµού των f και g που κάναµε,
µπορούµε να γράψουµε:

f(x)

g(x)
=

f(x) − f(α)

g(x) − g(α)

και να εφαρµόσουµε το θεώρηµα της µέσης τιµής στη µορφή του Cauchy.
(Ελέγξτε τις υποθέσεις του θεωρήµατος). Θα έχουµε: f(x)/g(x) = f ′(ξ)/g′(ξ),
για κάποιο ξ, α < ξ < x, από όπου είναι φανερό ότι αν υπάρχει το

lim
x→α+

f ′(x)

g′(x)
,

θα υπάρχει και το limx→α+ f(x)/g(x) και τα δυο όρια θα είναι ίσα (συµ-
πληρώστε τις λεπτοµέρειες). Αν προσέξουµε την απόδειξη (και κάνουµε τις
προφανείς αλλαγές στις προϋποθέσεις) βλέπουµε ότι έχουµε επίσης δείξει: «Η
ύπαρξη του ορίου της f ′(x)/g′(x) από δεξιά (αριστερά) συνεπάγεται την ύ-
παρξη του ορίου της f(x)/g(x) από δεξιά (αριστερά) και την ισότητα των δυο
ορίων». 2

Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν και όταν α = +∞ ή α = −∞.

Θεώρηµα 6.1.2 Αν οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο (β,∞), αν g(x) 6= 0 και
g′(x) 6= 0 στο (β,∞), αν limx→+∞ f(x) = limx→+∞ g(x) = 0 και αν το όριο

lim
x→∞

f ′(x)/g′(x)

υπάρχει, τότε υπάρχει και το limx→∞ f(x)/g(x), και τα δύο όρια είναι ίσα.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε β > 0.
Γράφοντας τώρα f1(x) = f(1/x), g1(x) = g(1/x), 0 < x < 1/β, αναγόµαστε
στην προηγούµενη περίπτωση ορίου από δεξιά µε α = 0. 2

Παραδείγµατα:

(i) limx→0 (sin x)/x Έχουµε (sin x)′/x′ = (cosx)/1 → 1, x → 0.
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(ii) (log x)/(x − 1), x → 1. Έχουµε

(log x)′

(x − 1)′
=

x−1

1
→ 1, για x → 1

άρα και (log x)/(x − 1) → 1, για x → 1.

(iii) x2 sin(1/x)/sinx, x → 0. Έχουµε

(x2 sin(1/x))′

(sin x)′
=

2x sin(1/x) + x2(−x−2) cos(1/x)

cosx

= 2x sin(1/x)
1

cosx
− 1

cosx
cos

1

x
.

Ο όρος 2x sin(1/x)/ cos(x)) τείνει στο 0 για x → 0, ενώ ο όρος

cos(1/x)

cosx

δεν συγκλίνει (γιατί;), άρα δεν υπάρχει το limx→0(x
2 sin(1/x))/sinx.

Από την άλλη µεριά, το αρχικό όριο limx→0(x
2 sin(1/x))/sin x, σίγουρα

υπάρχει, διότι

(x2 sin(1/x))/sin x = x
( x

sinx

)
sin

1

x
→ 0, αν x → 0

Το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι δεν ισχύει το «αντίστροφο» του κανόνα,

δηλαδή η ύπαρξη του lim f(x)
g(x) δεν συνεπάγεται την ύπαρξη του lim f ′(x)

g′(x) .

(iv) Ένα συνηθισµένο λάθος «αρχαρίων» είναι να εφαρµόζουνε τον κανόνα
και όταν δεν ισχύει η προϋπόθεση: lim f(x) = lim g(x) = 0. Φυσικά το
αποτέλεσµα τους δεν είναι, εν γένει, σωστό.

Παράδειγµα: (x + 5)/(x + 1) → 5, x → 0, ενώ (x + 5)′/(x + 1)′ = 1/1 →
1, x → 0.

(v) Πολλές φορές ο κανόνας του de l’Hospital οδηγεί πάλι σε «απροσδιόριστη
µορφή 0

0», αλλά είναι δυνατόν να τον ξαναεφαρµόσουµε, δηλαδή να
εξετάσουµε το όριο των πηλίκων f ′′(x)/g′′(x), f ′′′(x)/g′′′(x) κ.ο.κ. Ιδού
ένα παράδειγµα:

1 − cosx

x2
, x → 0.

Έχουµε

(1 − cosx)′

(x2)′
=

sin x

2x
,

(1 − cosx)′′

(x2)′′
=

cosx

2
→ 1

2
, για x → 0,

και εποµένως:

lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

sin x

2x
= lim

x→0

cosx

2
=

1

2
,
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όταν x → 0. Ανάλογος κανόνας ισχύει και όταν

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = ±∞.

Ισχύουν επίσης οι παραλλαγές που διατυπώσαµε στις παρατηρήσεις. ∆ια-
τυπώνουµε και αποδεικνύουµε την τυπική περίπτωση.

Θεώρηµα 6.1.3 Αν f , g είναι παραγωγίσιµες, g′(x) < 0 στο διάστηµα (a, β),

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = +∞,

και το limx→a+ f ′(x)/g′(x) υπάρχει, τότε υπάρχει και το limx→a+ f(x)/g(x) και
τα δύο όρια είναι ίσα. (Ανάλογα αποτελέσµατα ισχύουν για όρια από αριστερά,

για αµφίπλευρα όρια, για a = +∞ ή a = −∞, καθώς και όταν το lim f ′(x)
g′(x) είναι

+∞ ή −∞).

Απόδειξη: Έστω ε > 0 και ας γράψουµε A = lim f ′(x)/g′(x). Υπάρχει γ, µε
α < γ < β, ώστε αν α < x ≤ γ τότε f(x) > 0, g(x) > 0 και

∣∣∣∣
f ′(x)

g′(x)
− A

∣∣∣∣ <
ε

2
.

Το θεώρηµα της µέσης τιµής του Cauchy µας δίνει:

f(x) − f(γ)

g(x) − g(γ)
=

f ′(ξ)

g(ξ)
για κάποιο ξ µε x < ξ < γ,

και όλα τα x µε α < x < γ1(< γ), όπου το γ1 έχει επιλεγεί µε τέτοιο τρόπο
που η α < x < γ1(< γ) να συνεπάγεται f(x) > f(γ) και g(x) > g(γ) (αυτό
είναι σίγουρα δυνατό, διότι f(x) → +∞ και g(x) → ∞, x → α+).
Η ιδέα της απόδειξης είναι τώρα η εξής: «Επειδή f(x) → ∞ και g(x) →

∞, x → α+, το πηλίκο f(x)/g(x) θα είναι κοντά στο (f(x) − f(γ))/(g(x) − g(γ)),
δηλαδή στο f ′(ξ)/g′(ξ) το οποίο είναι κοντά στο A, αν το x είναι αρκετά
κοντά στο α». Ας µετασχηµατίσουµε τώρα την ιδέα αυτή σε απόδειξη.
Για α < x < γ1 έχουµε:

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(x) − f(γ)

g(x) − g(γ)
=

f(x)

g(x)

1 − f(γ)/f(x)

1 − g(γ)/g(x)
, ή

f(x)

g(x)
=

f ′(ξ)

g′(ξ)

1 − g(γ)/g(x)

1 − f(γ)/f(x)
=

= A
1 − g(γ)/g(x)

1 − f(γ)/f(x)
+

(
f ′(ξ)

g′(ξ)
− A

)
1 − g(γ)/g(x)

1 − f(γ)/f(x)

= A − A
g(γ)/g(x) − f(γ)/f(x)

1 − f(γ)/f(x)
+

(
f ′(ξ)

g′(ξ)
− A

)
1 − g(γ)/g(x)

1 − f(γ)/f(x)
,

οπότε, για α < x < γ1 έχουµε

∣∣∣∣
f(x)

g(x)
− A

∣∣∣∣ ≤ A

∣∣∣∣∣∣

g(γ)
g(x) −

f(γ)
f(x)

1 − f(γ)
f(x)

∣∣∣∣∣∣
+

ε

2

∣∣∣∣∣∣
1 − g(γ)

g(x)

1 − f(γ)
f(x)

∣∣∣∣∣∣
.

– 148–



Απροσδιόριστες µορφές—κανόνες του de l’ hospital

Το δεξιά µέλος αυτής της ανισότητας συγκλίνει στο ε
2 για x → α+, άρα

υπάρχει γ2, για α < γ2 < γ1, ώστε για α < x < γ2 να έχουµε

∣∣∣∣
f(x)

g(x)
− A

∣∣∣∣ < ε,

(γιατί;) που συµπληρώνει την απόδειξη. 2

Οι δύο «απροσδιόριστες µορφές» που εξετάσαµε, 0/0 και ∞/∞, µας επιτρέ-
πουν να βρούµε όρια και σε άλλες περιπτώσεις µε απλούς µετασχηµατισµούς.
Οι πιο συνηθισµένες είναι οι περιπτώσεις των µορφών: 0 ·∞, ∞−∞, 00, 1∞.
Με τις συνηθισµένες υποθέσεις για πεδία ορισµού οι µετασχηµατισµοί αυτοί
περιγράφονται συνοπτικά ως εξής:

• 0 · ∞. Αν f(x) → 0, g(x) → ∞ τότε f(x)g(x) = f(x)
1/g(x) , που είναι της

µορφής 0
0 .

• ∞−∞. Αν f(x) → ∞, g(x) → ∞, τότε f(x)−g(x) = (f(x)·g(x))( 1
g(x) −

1
f(x)), που είναι της µορφής 0 · ∞.

• 00. Αν f(x) → 0 και f(x) > 0, g(x) → 0 τότε (f(x))g(x) = eg(x) log(f(x))

και η g(x) log f(x) είναι της µορφής ∞ · 0.

• 1∞. Αν f(x) → 1 και g(x) → ∞, τότε f(x)g(x) = eg(x) log f(x) και η
g(x) log f(x) είναι της µορφής ∞ · 0.

Παραδείγµατα:

(i) xαe−x, x → ∞, α > 0. Εδώ έχουµε τη µορφή ∞ · 0 ή αν γράψουµε
xαe−x = xα/ex,∞/∞. Έχουµε

(xα)′

(ex)′
=

αxα−1

ex
.

Αν α ≤ 1 τότε

αxα−1

ex
=

α

xα−1ex
→ 0, για x → ∞

άρα xα/ex → 0, x → ∞.
Αν α > 1 συνεχίζουµε στις δεύτερες παραγώγους κ.ο.κ. Παίρνοντας [α]+
1 παραγώγους αν α 6∈ N και α παραγώγους αν α ∈ N, βρίσκουµε

lim
x→∞

xα

ex
= lim

x→∞

(
α(α − 1) . . . (α − [α])

xα−[α]−1

ex

)
= 0, αν α 6∈ N

και

lim
x→∞

xα

ex
= lim

x→∞

(
α(α − 1) . . . 1

1

ex

)
= 0, αν α ∈ N.
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Σε όλες δηλαδή τις περιπτώσεις xα/ex → 0 για x → +∞. (Φυσικά η
σχέση αυτή ισχύει και για α < 0, χωρίς να χρειάζεται ο κανόνας του de
l’Hospital για την απόδειξή της).

Η σηµαντική οριακή σχέση αυτού του παραδείγµατος εκφράζεται συνήθως
ως εξής : «Το ex τείνει στο ∞ γρηγορότερα από κάθε δύναµη του x».

Αν γράψουµε ex = y δηλαδή x = log y, βλέπουµε ότι η παραπάνω οριακή
σχέση είναι ισοδύναµη µε την

(log y)α

y
→ 0, για y → ∞

που εκφράζεται συνήθως ως εξής: «Οποιαδήποτε δύναµη του log x τείνει
στο ∞ πιο αργά από το x»

(ii) xβ log x, x → 0, β > 0. Εδώ έχουµε τη µορφή 0 · (−∞). Γράφοντας

xβ log x =
log x

x−β
,

έχουµε

(log x)′

(x−β)′
=

1
x

−βx−β−1
= − 1

β
xβ → 0, όταν x → 0.

6.2 Ακρότατα συναρτήσεων

Ορισµός 6.2.1 Αν µια συνάρτηση f έχει πεδίο ορισµού ένα σύνολο A ⊂ R και
υπάρχει x0 ∈ A µε την ιδιότητα f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) για όλα τα x ∈ A
δηλαδή, αν f(x0) = sup{f(x) : x ∈ A} (f(x0) = inf{f(x) : x ∈ A}), τότε η
τιµή f(x0) λέγεται µέγιστο (ελάχιστο) της f στο A και συµβολίζεται µε max f
(min f).

Ας σηµειώσουµε ότι το µέγιστο ή το ελάχιστο µιας συνάρτησης µπορεί να
είναι τιµή της f για περισσότερα από ένα σηµεία του πεδίου ορισµού της.
Για παράδειγµα αν f(x) = cosx, x ∈ R τότε max f = 1 = cos(2kπ) και
min f = −1 = cos(2k + 1)π, k = 0,±1,±2, . . .
Μια συνάρτηση, ακόµα κι αν είναι φραγµένη, µπορεί να µην έχει µέγιστο

ή ελάχιστο. Για παράδειγµα η

f(x) = x, για 0 ≤ x < 1,

δεν έχει µέγιστο, διότι sup{f(x) : 0 < x < 1} = 1 6= f(x) για κάθε x µε
0 ≤ x < 1. Αυτό µπορεί να συµβεί ακόµη και αν το πεδίο ορισµού είναι
κλειστό διάστηµα. Για παράδειγµα η

f(x) =

{
|x| 0 < |x| < 1

1 x = 0
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δεν έχει ελάχιστο στο κλειστό διάστηµα [−1, 1] διότι inf{f(x) : 0 ≤ x ≤ 1} =
0 6= f(x) για κάθε x ∈ [−1, 1]. Από την άλλη µεριά έχουµε δει ότι αν το πεδίο
ορισµού είναι κλειστό διάστηµα και η f συνεχής τότε η f έχει και µέγιστο
και ελάχιστο.

Τα ακρότατα (δηλαδή µέγιστα ή ελάχιστα) για τα οποία µιλήσαµε ονοµά-
ζονται ακριβέστερα ολικά προς διάκριση από τα τοπικά τα οποία ονοµάζονται
ως εξής: Η τιµή f(x0) µιας συνάρτησης f(x) λέγεται τοπικό µέγιστο της f , αν
υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε η περιοχή (x0−ε, x0 +ε) να περιέχεται στο πεδίο ο-
ρισµού της f και η τιµή της f(x0) να είναι ολικό µέγιστο της f περιορισµένης
στο (x0 − ε, x0 + ε) δηλαδή f(x) ≤ f(x0) για κάθε x µε x0 − ε < x < x0 + ε.
Ανάλογα ορίζεται το τοπικό ελάχιστο.

Παράδειγµα: Για τη συνάρτηση f του σχήµατος 6.1 οι τιµές f(x1), f(x3)
είναι τοπικά µέγιστα, οι τιµές f(x2), f(x4) τοπικά ελάχιστα, η τιµή f(x4)
ολικό (και τοπικό) ελάχιστο και η τιµή f(β) ολικό (αλλά όχι τοπικό) µέγιστο.

Για συναρτήσεις που έχουν πα-
ράγωγο σ’ ένα σηµείο x0, είναι πο-
λύ εύκολο να βρούµε µια αναγ-
καία συνθήκη για να είναι η τι-
µή f(x0) τοπικό µέγιστο (ελάχι-
στο). Πραγµατικά, το x0 είναι α-
ναγκαστικά εσωτερικό σηµείο του
πεδίου ορισµού της f (γιατί;) και
για αρκετά µικρά h > 0, θα έχου-
µε

1

h

(
f(x0 + h) − f(x0)

)
≤ 0

και

y

xα βx1 x2 x3 x4

Σχήµα 6.1

1

h

(
f(x0 − h) − f(x0)

)
≥ 0,

εποµένως D+f(x0) ≤ 0 και D−f(x0) ≥ 0. Αν τώρα υπάρχει η f ′(x0), τότε

f ′(x0) = D+f(x0) = D−f(x0) = 0.

Στο ίδιο συµπέρασµα φτάνουµε και αν υποθέσουµε ότι το x0 είναι θέση τοπι-
κού ελαχίστου. Για παραγωγίσιµες λοιπόν συναρτήσεις f ο µηδενισµός της f ′(x0)
είναι αναγκαία συνθήκη για να είναι το x0 θέση τοπικού ακρότατου.

Παράδειγµα: Η παράγωγος της συνάρτησης cosx που θεωρήσαµε προηγούµενα
είναι η sin x, η οποία πραγµατικά µηδενίζεται στις θέσεις των ακροτάτων (που
είναι αναγκαστικά και τοπικά):

sin 2kπ = sin(2k + 1)π = 0, k ∈ Z.

Από την άλλη µεριά η συνθήκη αυτή δεν είναι µε κανένα τρόπο ικανή.
Πραγµατικά, η συνάρτηση f(x) = x3, x ∈ R, έχει παράγωγο 3x2 η οποία
µηδενίζεται για x = 0. Η τιµή f(0) = 0 όµως δεν είναι τοπικό ακρότατο διότι

– 151–



6. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

για οποιαδήποτε περιοχή (−ε, ε), ε > 0, έχουµε f(x) > f(0) = 0 για 0 < x < ε
και f(x) < f(0) = 0 και −ε < x < 0.
Η γεωµετρική σηµασία της αναγκαίας συνθήκης που βρήκαµε σηµαίνει ότι

αν το x0 είναι σηµείο ακρότατου και υπάρχει η εφαπτοµένη του γραφήµατος
στο x0, τότε αυτή η εφαπτοµένη θα είναι οριζόντια. Αυτό φυσικά αναµενόταν
και διαισθητικά.

x3

Σχήµα 6.2

Στην περίπτωση που υπάρχει η δεύτερη παράγωγος f ′′(x0) τότε είναι εύκο-
λο να βρούµε και ικανές συνθήκες για να είναι το x0 θέση τοπικού µεγίστου
ή ελαχίστου. Πιο συγκεκριµένα

Πρόταση 6.2.2 Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε µια περιοχή του x0, αν f ′(x0) = 0
και αν f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0) τότε το x0 είναι θέση τοπικού ελαχίστου
(µεγίστου).

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι πολύ εύκολη. Ας υποθέσουµε για παράδειγµα, ότι
f ′′(x0) > 0. Αυτό σηµαίνει ότι

lim
x→x0

f ′(x) − f ′(x0)

x − x0
> 0

και εποµένως υπάρχει δ > 0 ώστε

0 < |x − x0| < δ ⇒ f ′(x) − f ′(x0)

x − x0
> 0 (γιατί;)

δηλαδή
0 < x − x0 < δ ⇒ f ′(x) > f ′(x0) = 0

και
0 < x0 − x < δ ⇒ f ′(x) < f ′(x0) = 0

Το θεώρηµα της µέσης τιµής τώρα µας δίνει:

0 < x − x0 < δ ⇒ f(x) − f(x0) = (x − x0)f
′(ξ1), x0 < ξ1 < x,
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0 < x0 − x < δ ⇒ f(x) − f(x0) = (x0 − x)f ′(ξ2), x < ξ2 < x0,

και εποµένως f(x0) ≤ f(x) για |x−x0| < δ, δηλαδή το x0 είναι θέση τοπικού
ελαχίστου

Τελείως παρόµοια δείχνουµε ότι η συνθήκη f ′′(x0) < 0 είναι ικανή συνθήκη
για να είναι το x0 θέση τοπικού µεγίστου. 2

Παραδείγµατα:

(i) Ας θεωρήσουµε πάλι την f(x) = cosx, x ∈ R. Η f ′(x) = − sin x µηδενί-
ζεται στα σηµεία xk = kπ, k ∈ Z και

f ′′(xk) = − cosxk = − cos kπ =

{
−1, αν k άρτιος

1, αν k περιττός.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι οι θέσεις 2kπ, k ∈ Z είναι θέσεις τοπικών µε-
γίστων και οι θέσεις (2k +1)π, k ∈ Z, θέσεις τοπικών ελαχίστων. Φυσικά
το αποτέλεσµα αυτό µπορούσαµε να βρούµε και απ’ ευθείας παρατηρών-
τας ότι −1 ≤ cosx ≤ 1 για όλα τα x.

(ii) f(x) = x3. Η f ′(x) = 3x2 µηδενίζεται µόνο για x = 0, όπου όµως και η
f ′′(x) = 6x µηδενίζεται. Η ικανή συνθήκη που δώσαµε δεν δίνει λοιπόν
κανένα συµπέρασµα. Από την άλλη µεριά όµως f(x) < 0 για x < 0, και
f(x) > 0 για x > 0, και εποµένως η θέση x = 0 δεν είναι θέση ούτε
ελαχίστου, ούτε µεγίστου.

(iii) f(x) = x4. Και πάλι f ′(0) = f ′′(0) = 0, ενώ τώρα η θέση x = 0 είναι
προφανώς θέση τοπικού ελαχίστου.

(iv) f(x) = −x4. Και τώρα f ′(0) = f ′′(0) = 0, ενώ η θέση x = 0 είναι θέση
τοπικού µεγίστου.

(v) Θεωρούµε τα σηµεία A(0, α), B(β, γ), α, β, γ > 0 και ζητάµε ένα ση-
µείο M(x, 0) µε 0 ≤ x ≤ γ ώστε το µήκος AMB να είναι ελάχιστο
(σχήµα 6.3).
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Η λύση του προβλήµατος
αυτού µας δίνει το σηµείο
προσπτώσεως µιας φωτεινής
ακτίνας που ξεκινάει από
το A, ανακλάται στον άξο-
να των x και περνάει από
το B σύµφωνα µε µια αρχή
της οπτικής που είναι γνω-
στή µε το όνοµα Fermat.
Μια απλή γεωµετρική κα-
τασκευή δίνει αµέσως τη
λύση: Το M είναι η τοµή

A′

A
(0, α)

0 M(x, 0)

B′

B (γ, β)

Σχήµα 6.3

του άξονα των x και της ευθείας A′B, όπου A′(0,−α) το συµ-
µετρικό του A ως προς τον άξονα των x′ (γιατί;). Από τα όµοια
τρίγωνα A′OM και MBB′ θα έχουµε τώρα

OM

OA′ =
MB′

BB′

δηλαδή
x

α
=

γ − x

β
=

γ

α + β

ή

x =
αγ

α + β
.

Ας λύσουµε τώρα το πρόβληµα και µε τις τεχνικές που µάθαµε. Το
µήκος AMB είναι φυσικά, µια συνάρτηση του x, 0 < x < γ, ας την
ονοµάσουµε f(x). Θα έχουµε:

f(x) =
√

α2 + x2 +
√

β2 + (γ − x)2, 0 < x < γ,

οπότε

f ′(x) =
x√

α2 + x2
− γ − x√

β2 + (γ − x)2

Λύνοντας τώρα την εξίσωση f ′(x) = 0, δηλαδή την

x√
α2 + x2

=
γ − x√

β2 + (γ − x)2
,

έχουµε x2β2 = α2(γ − x)2, δηλαδή βx = α(γ − x), οπότε x = αγ
α+β .

Φυσικά δεν τελειώσαµε. Πρέπει να δείξουµε ότι η θέση αυτή είναι θέση
ελαχίστου στο (α, γ). Προφανώς

0 <
αγ

α + β
=

α

α + β
γ < γ.

Παρατηρούµε τώρα ότι η συνεχής συνάρτηση f(x) παίρνει σε κάποια
θέση x0, 0 ≤ x0 ≤ γ την ελάχιστη τιµή της. Αν η θέση αυτή βρίσκεται
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στο (0, γ) τότε θα είναι και θέση τοπικού ελαχίστου, άρα θα πρέπει
f ′(x0) = 0. Είδαµε όµως ότι µόνο στη θέση x = αγ/(α + β) του (0, γ)
µηδενίζεται η f ′. Αναγκαστικά λοιπόν θα έχουµε στην περίπτωση αυτή
ότι η θέση αγ/(α + β) είναι η θέση ολικού ελαχίστου. Μένει λοιπόν να
δείξουµε ότι ούτε η τιµή f(0), ούτε η f(γ) είναι το ελάχιστο της f στο
[0, γ].

Ένας τρόπος να πετύχουµε αυτό το στόχο, θα ήταν να δείξουµε ότι

f(0) > f

(
αγ

α + β

)

και

f(γ) > f

(
αγ

α + β

)

(κάντε το!). Θα ακολουθήσουµε µια άλλη µέθοδο.

Η συνεχής συνάρτηση f ′(x) µηδενίζεται µόνο στο αγ/(α + β) στο διά-
στηµα [0, γ] και επίσης

f ′(0) = − γ√
β2 + γ2

< 0, f ′(γ) =
γ√

α2 + γ2
> 0,

άρα η f ′(x) είναι αρνητική για 0 < x < αγ/(α + β) και θετική για

αγ/(α + β) < x < γ

(γιατί;). Η συνάρτηση λοιπόν f φθίνει στο διάστηµα [0, αγ/(α + β)] και
αυξάνει στο [αγ/(α + β), γ] οπότε προφανώς η θέση αγ/(α + β) είναι
θέση ολικού ελαχίστου στο διάστηµα (0, γ).

6.3 Η γεωµετρική σηµασία της δεύτερης παραγώγου

Ας θεωρήσουµε µια ευθεί-
α που δεν είναι παράλληλη µε
τον άξονα των y. Θα δίνεται α-
πό µια εξίσωση της µορφής y =
λx + µ, −∞ < x < +∞. Τα
σηµεία του επιπέδου που βρί-
σκονται «πάνω» από την ευθεία
αυτή ορίζονται φυσιολογικά σαν
τα σηµεία (x, y) για τα οποία
y > λx + µ δηλαδή τα σηµεία
(x, y) για τα οποία η τεταγµέ-
νη y είναι µεγαλύτερη από την

y
(x, y)

(x, λx + µ)

y = λx + µ

x x

Σχήµα 6.4

τεταγµένη του σηµείου της ευθείας µε την ίδια τετµηµένη.
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Χωρίζεται έτσι το επίπεδο σε τρία
µέρη:

I = {(x, y) : y > λx + µ}
II = {(x, y) : y < λx + µ}
III = {(x, y) : y = λx + µ}.

Αν (x, y) ∈ I ή (x, y) ∈ II θα λέµε αν-
τίστοιχα ότι το (x, y) βρίσκεται πάνω
ή κάτω από την ευθεία y = λx + µ.
Ας θεωρήσουµε τώρα το γράφηµα µιας
συνάρτησης f ορισµένης σ’ ένα διά-
στηµα (α, β) και ας υποθέσουµε ό-
τι η f είναι παραγωγίσιµη και ότι
x0 ∈ (α, β). Σε αυτή την παράγραφο

I:
y
−

(λ
x

+
µ
)
>

0

II: y − (λx + µ) < 0

III: y − (λx + µ) = c

Σχήµα 6.5

θα εξετάσουµε την θέση του γραφήµατος της f ως προς την εφαπτοµένη στο
σηµείο (x0, y0).

Αν υπάρχει δ > 0 ώστε το τµήµα του γραφήµατος {(x, f(x)) : |x−x0| < δ} να
βρίσκεται πάνω (κάτω) από την εφαπτοµένη στο x0, y = f(x0)+f ′(x0)(x−x0),
τότε θα λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω (κάτω) στο σηµείο x0.
Αν το τµήµα του γραφήµατος {(x, f(x)) : 0 < x − x0 < δ} βρίσκεται πάνω
(κάτω) και το {(x, f(x)) : 0 < x0 − x < δ} κάτω (πάνω) από την εφαπτοµένη,
τότε το x0 λέγεται σηµείο καµπής της f . (βλέπε σχήµα 6.6)

x1 : κοίλα προς τα κάτω
x2 : σηµείο καµπής
x3 : κοίλα προς τα πάνω

x2x1 x3

Σχήµα 6.6

Παραδείγµατα:

(i) f(x) = x2, x0 = 0. Η καµπύλη στρέφει τα κοίλα προς τα πάνω (τετριµ-
µένο).

(ii) f(x) = x3, x0 = 0. Το x0 είναι σηµείο καµπής (τετριµµένο).

(iii) f(x) =

{
x4 sin 1

x , x 6= 0
0, x = 0

, x0 = 0.
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Η f είναι παραγωγίσιµη παντού µε

f ′(x) =

{
−x2 cos 1

x + 4x3 sin 1
x , x 6= 0

0, x = 0

Το x0 = 0 δεν είναι σηµείο καµπής και η f δεν στρέφει τα κοίλα ούτε
προς τα πάνω ούτε προς τα κάτω.

Πραγµατικά f ′(0) = 0 άρα η εφαπτοµένη στο (0,0) είναι ο άξονας των x.
Επίσης για οποιοδήποτε δ > 0 η f παίρνει και θετικές και αρνητικές τιµές
στο διάστηµα (0, δ), δηλαδή το γράφηµα της έχει σηµεία και πάνω και
κάτω από την εφαπτοµένη (δώστε την απόδειξη του ισχυρισµού αυτού).

Ας γυρίσουµε για λίγο στη γενική περίπτωση. Αν στο x0 η f στρέφει τα
κοίλα προς τα πάνω τότε υπάρχει δ > 0 ώστε

f(x) ≥ f ′(x0)(x − x0) + f(x0) για |x − x0| < δ

δηλαδή:

g(x) = f(x) − f ′(x0)(x − x0) − f(x0) ≥ 0 = g(x0) για |x − x0| < δ.

Το να στρέφει λοιπόν τα κοίλα προς τα πάνω η f στο x0 ισοδυναµεί µε
το να είναι το x0 θέση τοπικού ελαχίστου για την g(x), γεγονός που είναι
και γεωµετρικά φανερό (γιατί;). Ας υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχει δεύτερη
παράγωγος f ′′(x0). Με αυτά που είπαµε στην προηγούµενη παράγραφο και
παρατηρώντας ότι g′(x0) = f ′(x0)−f ′(x0) = 0 και g′′(x0) = f ′′(x0) συνάγουµε:
Ικανή συνθήκη για να στρέφει η f τα κοίλα προς τα πάνω είναι η f ′′(x0) > 0
και (παρόµοια) ικανή συνθήκη για να στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω είναι η
f ′′(x0) < 0.
Αν το x0 είναι σηµείο καµπής τότε το x0 δεν είναι θέση τοπικού ελαχίστου,

ούτε τοπικού µεγίστου της g. Επειδή τώρα g′(x0) = f ′(x0) − f ′(x0) = 0 θα
πρέπει αναγκαστικά να έχουµε g′′(x0) = f ′′(x0) = 0 (γιατί;), δηλαδή: Αναγκαία
συνθήκη για να είναι το x0 σηµείο καµπής είναι να ισχύει f ′′(x0) = 0.
Η συνθήκη αυτή δεν είναι µε κανένα τρόπο ικανή. Για παράδειγµα, η

f(x) = x4 δεν έχει σηµείο καµπής το x = 0 (στρέφει προφανώς τα κοίλα προς
τα πάνω), ενώ f ′′(0) = 0. Ένα πιο «άγριο» παράδειγµα είναι το παράδειγµα
(iii) στη σελίδα 156.

Παρατήρηση 6.3.1 Λεπτοµερέστερη εξέταση συνθηκών για τοπικά ακρότατα
και σηµεία καµπής απαιτεί τον λεγόµενο τύπο Taylor τον οποίο θα εξετά-
σουµε αργότερα.

6.3α΄ Η µέθοδος του Newton για τη λύση εξισώσεων

Η εύρεση των ριζών µιας εξίσωσης f(x) = 0 δεν είναι, εν γένει, εύκολη
ακόµη και αν η f είναι απλή συνάρτηση, για παράδειγµα πολυώνυµο. Υπάρ-
χουν πολλές προσεγγιστικές µέθοδοι για το σκοπό αυτό από τις οποίες θα
περιγράψουµε µια γνωστή µε το όνοµα του Newton.
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Έστω f µια συνάρτηση µε συνεχείς παραγώγους πρώτης και δεύτερης τά-
ξης σε ένα διάστηµα (γ, δ) ⊃ [α, β] (βλέπε σχήµα 6.7). Ας Υποθέσουµε ακό-
µα ότι f ′(x) > 0, a ≤ x ≤ β και
f(a) < 0, f(β) > 0. Γνωρίζουµε ό-
τι υπάρχει ακριβώς µια ρίζα ̺ της
f στο διάστηµα [a, β] (γιατί;) και
σκοπός µας είναι να την προσεγγί-
σουµε.
Η ιδέα της µεθόδου είναι απλή. Ξε-
κινάµε από ένα σηµείο x1 «αρκετά
κοντά» στη ρίζα ̺ και ονοµάζουµε
x2 την τετµηµένη της τοµής της ε-
φαπτοµένης στο (x1, f(x1)) µε τον
άξονα των x. Συνεχίζοντας µε αυ-

y

γ

α ̺

x2 x1β δ x

Σχήµα 6.7

τόν τον τρόπο βρίσκουµε µια ακολουθία x1, x2, x3, . . ., η οποία τουλάχιστον
διαισθητικά περιµένουµε να συγκλίνει στη ζητούµενη ρίζα ̺. Ας αποδείξουµε
αυτόν τον ισχυρισµό.
Ας ξεκαθαρίσουµε πρώτα τον όρο αρκετά κοντά που χρησιµοποιήσαµε πα-

ραπάνω. Έστω M το µέγιστο της |f ′′(x)| και m το ελάχιστο της f ′(x) στο
[a, β]. Θα έχουµε m > 0 (γιατί;) και θα υποθέσουµε ότι |x1 − ̺| < 1

2
m
M . Θα

δούµε ότι µε αυτή την προϋπόθεση η ακολουθία xk συγκλίνει και µάλιστα
αρκετά γρήγορα στη ρίζα ̺.
Παρατηρούµε κατ’ αρχάς ότι

xk+1 = xk − fracf(xk)f ′(xk)

(γιατί;) και εποµένως θα υπάρχουν ξk ∈ (̺, xk), ξ′k ∈ (xk, ξk) ώστε

xk+1 = xk − ̺ − f(xk)

f ′(xk)
= xk − ̺ − f(xk) − f ′(̺)

f ′(xk)
=

= (xk − ̺)

(
1 − f ′(ξk)

f ′(xk)

)
= (xk − ̺)

(
f ′(xk) − f ′(ξk)

f ′(xk)

)
=

= (xk − ̺)

[
(xk − ξk)

f ′′(ξ′k)

f ′(xk)

]
= (xk − ̺)

[
(xk − ξk)

f ′′(ξ′k)

f ′(xk)

]
,

οπότε

|xk+1 − ̺| ≤ |xk − ̺|
(
|xk − ̺|M

m

)
.

Η υπόθεση

|x1 − ̺| <
1

2

m

M
µας δίνει άµεσα

|x2 − ̺| <
1

2
|x1 − ̺|.

|x3 − ̺| < |x2 − ̺|
(
|x2 − ̺|M

m

)
<

(
1

2

)2

|x1 − ̺|
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και γενικά (εύκολη επαγωγή)

|xk − ̺| <

(
1

2

)k−1

|x1 − ̺|.

Η τελευταία σχέση δείχνει ότι πραγµατικά xk → ̺ και µάλιστα το λά-
θος xk − ̺ τείνει στο 0 πιο γρήγορα από τη φθίνουσα γεωµετρική πρόοδο(

1
2

)k |x1 − ̺|. Στην πραγµατικότητα η σύγκλιση είναι ακόµα ταχύτερη αλλά
δεν θα επιµείνουµε στο σηµείο αυτό.

Παράδειγµα: Ακόµα και σε περιπτώσεις που έχουµε άλλες µεθόδους για
την επίλυση µιας εξίσωσης, η µέθοδος του Newton µπορεί να αποδειχτεί
καλύτερη.Ας λύσουµε για παράδειγµα την f(x) = x2 − 2 = 0 στο διάστηµα
[1, 2] δηλαδή ας προσεγγίσουµε τη

√
2. Αρχίζουµε µε x1 = 2 και έχουµε

x1 = 2

x2 = 2 − f(2)

f ′(2)
= 2 − 2

4
= 1,5

x3 = 1,5 − f(1,5)

f ′(1,5)
= 1,5 − 2,25 − 2

2 · 1,5
= 1,5 − 0,25

3
=

4,25

3
= 1,4166 . . .

∆εδοµένου ότι
√

2 = 1,4142 . . . βλέπουµε ότι µε δύο µόνο βήµατα πετύχα-
µε προσέγγιση πολύ καλύτερη του 10−2.

6.3β΄ Μια απλή διαφορική εξίσωση.

Η κατάστρωση και η λύση διαφορικών εξισώσεων αποτελεί µια από τις σηµαν-
τικότερες εφαρµογές του Απειροστικού Λογισµού. Μια τέτοια εξίσωση µελε-
τήσαµε µε αρκετή λεπτοµέρεια στο πρόβληµα του αρµονικού ταλαντωτή. Η
συστηµατική µελέτη αυτών των εξισώσεων θα γίνει σε άλλα µαθήµατα. Στην
παράγραφο αυτή θα περιοριστούµε σε µια απλή εξίσωση που εµφανίζεται πολύ
συχνά. Η εξίσωση που θα εξετάσουµε είναι η y′ = ky όπου k ένας σταθερός
πραγµατικός αριθµός. Εδώ φυσικά ψάχνουµε για µια συνάρτηση y = f(x) η
οποία ικανοποιεί τη σχέση y′ = ky. Αυτόµατα λοιπόν, περιορίζουµε το ψάξιµο
µεταξύ παραγωγίσιµων συναρτήσεων, οπότε, σύµφωνα µε την ανάπτυξη της
θεωρίας που παρουσιάσαµε το πεδίο ορισµού τους θα είναι ανοιχτό διάστηµα.
Είναι φανερό ότι αν η y = f(x) είναι λύση της εξίσωσής µας και η c ·f(x),

c σταθερά, είναι επίσης λύση. Τα όσα είπαµε για την εκθετική συνάρτηση µάς
οδηγούν αµέσως στη λύση y = ekx (πραγµατικά (ekx)′ = kekx) και εποµένως
οι συναρτήσεις cekx, c ∈ R, είναι λύσεις της εξίσωσης µας. Ισχυριζόµαστε ότι
δεν υπάρχουν άλλες. Πιο συγκεκριµένα αν µια συνάρτηση y = f(x) ικανοποιεί
την y′ = ky σε κάποιο διάστηµα (a, β) τότε υπάρχει σταθερά c ώστε y′ = cekx

για x ∈ (a, β). (Ειδικότερα το συµπέρασµα αυτό σηµαίνει ότι οποιαδήποτε
λύση σ’ ένα διάστηµα (a, β) µπορεί να επεκταθεί σε ολόκληρο το R (γιατί;).
Ας δούµε καταρχάς πώς θα φτάσουµε τελείως φορµαλιστικά σε αυτό το

συµπέρασµα.
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Αν f ′(x) = kf(x) τότε f ′(x)/f(x) = k δηλαδή. log |f(x)| = kx + c1, c1

σταθερά δηλαδή |f(x)| = ec1ekx και εποµένως f(x) = cekx όπου τώρα το c
µπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγµατική τιµή (ενώ το ec

1 παίρνει µόνο θετικές
τιµές).
Το κύριο εµπόδιο για να µετασχηµατίσουµε τον παραπάνω συλλογισµό σε

απόδειξη είναι ότι δεν ξέρουµε á priori ότι f(x) 6= 0 και έτσι δεν µπορού-
µε να γράψουµε f ′(x)/f(x) = k. Αντί να εξετάσουµε ξεχωριστά: περιπτώσεις
(f(x) = 0, f(x) 6= 0) εκµεταλλευόµαστε το αναµενόµενο τώρα συµπέρασµα και
δείχνουµε ότι «Αν f ′(x) = kf(x) α < x < β, τότε η f(x) · e−kx είναι σταθερή
στο (α, β) δηλαδή f(x) = ce−kx, c σταθερά».
Η απόδειξη είναι σχεδόν τετριµµένη. Έχουµε:

(f(x) · e−kx)′ = f ′(x) · e−kx − ke−kx · f(x)

= ke−kx · f(x) − ke−kx · f(x)

= 0,

α < x < β οπότε πράγµατι η f(x) · e−kx σταθερά στο (α, β).

Ένα µοντέλο πληθυσµιακής εξέλιξης.

Ας γράψουµε f(t) για τον πληθυσµό ενός συνόλου οργανισµών όπου η
µεταβλητή t παριστάνει χρόνο. Παρόλο που η συνάρτηση f πρέπει να παίρνει
µόνο ακέραιες τιµές στο θεωρητικό µοντέλο που θα δώσουµε, θα τη θεωρήσου-
µε µια πραγµατική συνάρτηση για την οποία µάλιστα θα υποθέσουµε ότι έχει
παράγωγο για κάθε t ∈ R. Θα υποθέσουµε ακόµα ότι η τη χρονική στιγµή 0
ο πληθυσµός είναι γνωστός, έστω α, δηλαδή f(0) = α. Η εξέλιξη του πληθυ-
σµού εξαρτάται φυσικά από τον αριθµό των γεννήσεων και τον αριθµό των
θανάτων που συµβαίνουν στον πληθυσµό. Μια—από βιολογική άποψη—εύλογη
παραδοχή είναι ότι η διαφορά του αριθµού των γεννήσεων από τον αριθµό
των θανάτων είναι για κάθε t ανάλογη µε τον πληθυσµό f(t). Η παραδοχή
αυτή µεταφρασµένη σε µαθηµατικούς όρους µας οδηγεί στην εξίσωση:

f ′(t) = kf(t),

όπου k µια σταθερά που εξαρτάται από τα βιολογικά χαρακτηριστικά του πλη-
θυσµού και του περιβάλλοντος στο οποίο αναπτύσσεται. Η συνάρτηση λοιπόν
f θα είναι λύση του προβλήµατος:

f ′(t) = kf(t)
f(0) = α

}

Η f ′(t) = kf(t) δίνει f(t) = cekt και η f(0) = α µας λέγει ότι: c = α, δηλαδή
f(t) = αekt.

6.4 Ασκήσεις

1. Συµπληρώστε την απόδειξη του δεύτερου θεωρήµατος

lim f(x) = lim g(x) = ±∞
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της §6.1.

2. Αν η f(x) είναι συνεχής στο (α, β) και αν

lim
x→α+

f(x) = lim
x→β−

f(x) = +∞

δείξτε ότι η f(x) έχει ελάχιστο στο (α, β).

3. Βρείτε έναν αριθµό α, αν υπάρχει, ώστε να υπάρχει το όριο

lim
x→0

(
sin 2x

x3
+

α

x2

)
.

4. Αν υπάρχει η f ′′(x) στο (α, β) και είναι θετική τότε η συνάρτηση είναι
κυρτή, δηλαδή

f(γx + δy) < γf(x) + δf(y)

για όλα τα x, y ∈ (α, β) και γ, δ ∈ R µε γ > 0, δ > 0 και γ + δ = 1. Τι
σηµαίνει γεωµετρικά η παραπάνω ανισότητα; (Συγκρίνετε το γράφηµα
της f στο [x, y] µε την αντίστοιχη χορδή του γραφήµατος).

5. Μια ραδιενεργός ουσία έχει µάζα m(t), όπου t ο χρόνος. Η υπόθεση ότι
η ουσία είναι ραδιενεργός σηµαίνει ότι «χάνει µάζα µε ρυθµό ανάλογο
προς τη µάζα», δηλαδή m′(t) = −k2 · m(t) για κάποια σταθερά k. ∆είξτε
ότι «ο χρόνος ηµιζωής» της ουσίας, δηλαδή ο χρόνος που χρειάζεται για
να µείνει η µισή ρίζα, είναι ανεξάρτητος της αρχικής µάζας m0.
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Πολλά και σηµαντικά θέµατα της θεωρίας παραλήφθηκαν στην ανάπτυξη που
παρουσιάσαµε µέχρι τώρα. Στο κεφάλαιο αυτό θα κάνουµε µια σύντοµη εισα-
γωγή σε µερικά από αυτά τα θέµατα. Όπως και στο κεφάλαιο 6 τα θέµατα
είναι γενικά ανεξάρτητα µεταξύ τους και µπορούν να διαβαστούν µε οποια-
δήποτε σειρά.

7.1 Τα αξιώµατα του διατεταγµένου σώµατος

Για λόγους πληρότητας δίνουµε τον κατάλογο των αξιωµάτων ενός διατε-
ταγµένου σώµατος. Το θέµα αυτό αναπτύσσεται διεξοδικά στο µάθηµα της
Άλγεβρας.

Ορισµός 7.1.1 Ένα µη κενό σύνολο Σ λέγεται διατεταγµένο σώµα αν ισχύουν τα
εξής:

(i) Για κάθε ζευγάρι x, y ∈ Σ υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του, που συµβολί-
ζεται x + y και λέγεται άθροισµα των x, y, ώστε για όλα τα x, y, z ∈ Σ να
έχουµε:

(α΄) (x + y) + z = z + (y + z).

(β΄) Υπάρχει ένα στοιχείο του Σ, που συµβολίζεται 0, ώστε:

x + 0 = 0 + x = x.

(γ΄) Υπάρχει ένα στοιχείο, που συµβολίζεται −x, ώστε:

x + (−x) = (−x) + x = 0.

(δ΄) x + y = y + x.
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(ii) Για κάθε x, y ∈ Σ υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του, που συµβολίζεται xy
και λέγεται γινόµενο των x, y, ώστε για όλα τα x, y, z ∈ Σ να έχουµε:

(α΄) (xy)z = x(yz).

(β΄) Υπάρχει ένα στοιχείο του Σ διαφορετικό από το 0, που συµβολίζεται
1, ώστε:

1x = x1 = x.

(γ΄) Για κάθε x ∈ Σ µε x 6= 0 υπάρχει ένα στοιχείο του Σ, που συµβολί-
ζεται x−1, ώστε:

xx−1 = x−1x = 1.

(δ΄) xy = yx.

(ε΄) x(y + z) = xy + xz.

(iii) Υπάρχει ένα υποσύνολο P του Σ, που λέγεται σύνολο των θετικών στοι-
χείων του Σ, ώστε:

(α΄) Για κάθε x ∈ Σ ισχύει ακριβώς µια από τις τρεις σχέσεις: x ∈ P ,
−x ∈ P , x = 0.

(β΄) x, y ∈ P συνεπάγεται x + y ∈ P και xy ∈ P .

Όποιος είναι λίγο εξοικειωµένος µε τη σύγχρονη Άλγεβρα θα αναγνώρισε
ότι τα αξιώµατα (i)α΄, (i)β΄, (i)γ΄ χαρακτηρίζουν το Σ σαν οµάδα ως προς
την πρόσθεση και τα (i)α΄, (i)β΄, (i)γ΄, (i)δ΄ σαν Αβελιανή οµάδα. Τα αξιώµατα
(i) και (ii) χαρακτηρίζουν το Σ σαν σώµα. Η τρίτη οµάδα των αξιωµάτων
καθορίζει τα θετικά στοιχεία και εποµένως τη διάταξη, αν ορίσουµε x < y αν
και µόνο αν y − x ∈ P .
Όλες οι γνωστές ιδιότητες των πράξεων και της διάταξης προκύπτουν από

τα παραπάνω αξιώµατα. Για παράδειγµα, «το 0 είναι µοναδικό». Πραγµατικά, αν
υπήρχε στοιχείο 0′ ώστε 0′ + x = x + 0′ = x για όλα τα x ∈ Σ, τότε παίρνοντας
x = 0 θα είχαµε: 0′ + 0 = 0 και 0′ + 0 = 0′ (αξίωµα 1β΄) οπότε και 0 = 0′. Μια
άλλη τετριµµένη ιδιότητα είναι η 1 > 0, δηλαδή 1 − 0 = 1 ∈ P . Πραγµατικά,
επειδή 1 6= 0 µένουν οι δύο περιπτώσεις 1 ∈ P ή −1 ∈ P . Αν (−1) ∈ P τότε
1 = (−1)(−1) ∈ P που είναι άτοπο (αξίωµα 3). Συνάγουµε λοιπόν ότι 1 ∈ P .

Άσκηση

(i) ∆είξτε όσες και όποιες ιδιότητες θέλετε των διατεταγµένων σωµάτων.

(ii) Υπάρχει σώµα µε 1 στοιχείο; µε 2 στοιχεία; µε 3 στοιχεία;

Ίδια ερώτηση για διατεταγµένα σώµατα.

Όταν µελετάµε ένα αξιωµατικό σύστηµα µας ενδιαφέρει να δούµε αν τα
αξιώµατα είναι συµβιβαστά, δηλαδή ότι δεν προκύπτει καµία αντίφαση από αυ-
τά. Μας ενδιαφέρει επίσης να δούµε αν τα αξιώµατα είναι ανεξάρτητα, δηλαδή
ότι κανένα από αυτά δεν είναι απόρροια των υπολοίπων. Είναι προφανές ότι
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αν υπάρχει ένα γνωστό σύνολο στο οποίο ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα
εκτός από ένα, τότε το αξίωµα αυτό είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα.
Ας ελέγξουµε ότι το επίµαχο αξίωµα της συνέχειας είναι πραγµατικά ανεξάρ-

τητο από τα αξιώµατα του διατεταγµένου σώµατος. Πρέπει λοιπόν να βρούµε ένα
διατεταγµένο σώµα στο οποίο δεν ικανοποιείται το αξίωµα της συνέχειας. Θεω-
ρούµε το σύνολο Q(x) των ρητών συναρτήσεων. Είναι πολύ εύκολο να δούµε
ότι µε τις συνηθισµένες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού το Q(z) είναι
πραγµατικά σώµα. Ορίζουµε σαν θετικά στοιχεία του Q(x) εκείνες τις ρητές
συναρτήσεις

p(x)

q(x)
=

a0 + · · · + anxn

b0 + · · · + bmxm
,

an 6= 0, bm 6= 0, για τις οποίες οι συντελεστές an και bm είναι οµόσηµοι.

Άσκηση:

(i) ∆είξτε ότι µε τον παραπάνω ορισµό το Q(x) γίνεται διατεταγµένο σώµα
(πρέπει πρώτα να δείξετε ότι ο ορισµός των θετικών στοιχείων είναι
«καλός»).

(ii) ∆είξτε ότι στο Q(x) δεν ισχύει η Αρχιµήδεια ιδιότητα (άρα δεν ισχύει
και το αξίωµα της συνέχειας).

7.2 Οι τοµές του Dedekind

Όπως αναφέραµε στο 1ο κεφάλαιο, ήδη από την αρχαιότητα είχαν ανακαλυφθεί
οι άρρητοι αριθµοί. Είχε γίνει κατανοητό ότι οι ρητοί (τους οποίους θεωρούµε
ότι καταλαβαίνουµε καλά) αφήνουν «κάποια κενά» (για παράδειγµα το

√
2)

των οποίων η συµπλήρωση δηµιουργεί το σύνολο των πραγµατικών αριθµών,
το «συνεχές» όπως έλεγαν παλιότερα. Μέχρι το τέλος του 19ου αιώνα, από
πλευράς ακρίβειας, η καλύτερη πληροφορία που είχαµε ήταν ο ορισµός της
ισότητας δύο πραγµατικών όπως δίνεται στα Στοιχεία του Ευκλείδη και απο-
δίδεται στον Εύδοξο (ο ορισµός του Εύδοξου ουσιαστικά έλεγε: x = y αν και
µόνο αν κάθε ρητός µικρότερος του x είναι και µικρότερος του y και κάθε
ρητός µεγαλύτερος του x είναι και µεγαλύτερος y).
Μια σωστή τοποθέτηση των πραγµάτων έγινε για πρώτη φορά το 1872 από

το Γερµανό Μαθηµατικό R. Dedekind σε ένα βιβλιαράκι του µε τον τίτλο
«Συνέχεια και άρρητοι αριθµοί». Η έννοια του πραγµατικού αριθµού ή το
«συνεχές» των πραγµατικών υπήρχε φυσικά στο µυαλό των ανθρώπων και η
διατύπωση ακριβούς ορισµού ίσως πρέπει να συγκριθεί µε την ανακάλυψη και
διατύπωση ενός βασικού νόµου της Φυσικής (φανταστείτε την ανακάλυψη του
Θαλή για τον ηλεκτρισµό ή του Newton για την βαρύτητα). Ίσως κάτι τέτοιο
να είχε ο Dedekind στο µυαλό του όταν, στο παραπάνω βιβλιαράκι, έγραφε:

. . . Οι πιο πολλοί άνθρωποι θα θεωρήσουν αυτή την ανακάλυψη
κοινοτυπία. Η ανακάλυψη αυτή συνίσταται στο εξής: Είδαµε στην
προηγούµενη παράγραφο ότι κάθε σηµείο ρ της ευθείας παράγει
ένα διαχωρισµό της ευθείας σε δύο µέρη. . .
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Η κεντρική ιδέα του Dedekind ήταν να ταυτίσει τους πραγµατικούς αριθ-
µούς µε «τοµές» των ρητών (τις λεγόµενες τοµές του Dedekind).

Ορισµός 7.2.1 Ένα υποσύνολο Α του Q λέγεται τοµή αν:

(i) ∅ 6= A ( Q

(ii) x ∈ A και y < x συνεπάγεται y ∈ A

(iii) Το A δεν έχει µέγιστο στοιχείο (δηλαδή δεν υπάρχει x0 ∈ A ώστε x0 ≥ x
για όλα τα x ∈ A).

Άσκηση. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό των πραγµατικών που δώσαµε στο πρώ-
το κεφάλαιο δείξτε ότι: «αν σε κάθε πραγµατικό x αντιστοιχίσουµε το σύνολο
Ax = {y ∈ Q, y < x} τότε η αντιστοιχία x → Ax είναι 1 − 1 και επί από
τους πραγµατικούς στο σύνολο όλων των τοµών των ρητών». Ποια είναι η
αντίστροφη της «συνάρτησης» Φ : x 7→ Ax;

Το επόµενο βήµα είναι να ορίσουµε πράξεις και σχέση διατάξεως στο
σύνολο των τοµών και να δείξουµε ότι ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα των
πραγµατικών. Ορίζουµε για παράδειγµα «η τοµή A είναι µικρότερη ή ίση της
B αν A ⊂ B», «Το «άθροισµα» A+B ορίζεται ως {α+β : α ∈ A και β ∈ B}
κ.τ.λ.
Αν θέλετε, µπορείτε να συνεχίσετε µόνοι σας τη θεωρία (δεν υπάρχει που-

θενά ουσιαστική δυσκολία) ή να ανατρέξετε στη βιβλιογραφία.

7.3 Ακολουθίες Cauchy

Για να ελέγξουµε αν µια ακολουθία {αn} συγκλίνει, σύµφωνα µε τον ορισµό
που δώσαµε, πρέπει να γνωρίζουµε το «υποψήφιο» όριο της α (για να εξετά-
σουµε τις απόλυτες τιµές των διαφορών αn − α). Σε πολλές όµως περιπτώσεις
είτε δεν γνωρίζουµε κανένα τέτοιο α είτε, ίσως, δεν ενδιαφερόµαστε για την
τιµή του ορίου, αλλά το µόνο που µας ενδιαφέρει είναι αν η ακολουθία είναι
συγκλίνουσα ή όχι. Το παρακάτω σηµαντικό θεώρηµα µάς δίνει ένα κριτήριο
γι’ αυτές τις περιπτώσεις.

Θεώρηµα 7.3.1 Μια ακολουθία {αn} συγκλίνει αν και µόνο αν είναι «βασική» (ή
«Cauchy»), δηλαδή για κάθε ε > 0, υπάρχει n0 ώστε για όλα τα n, m ∈ N να
ισχύει:

n, m > n0 ⇒ |αn − αm| < ε

Όπως βλέπουµε στον ορισµό της βασικής ακολουθίας δεν υπεισέρχεται καθόλου
το όριο α της {αn}.
Απόδειξη: Ας υποθέσουµε πρώτα ότι η αn συγκλίνει και ότι αn → α. Τότε, για
κάθε ε > 0, υπάρχει n0 µε την ιδιότητα: n > n0 συνεπάγεται |αn − α| < ε/2.
Αν λοιπόν n, m > n0 τότε:

|αn − αm| = |αn − α − (αm − α)|
≤ |αn − α| + |αm − α| <

ε

2
+

ε

2
= ε
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δηλαδή η {αn} είναι βασική.
Το αντίστροφο είναι πιο ενδιαφέρον. ∆είχνουµε πρώτα ότι: «Κάθε βασική

ακολουθία είναι φραγµένη». Πραγµατικά, από τον ορισµό της βασικής ακολου-
θίας, µε ε = 1, βρίσκουµε ένα n0 ∈ N ώστε:

n > n0 ⇒ |αn| ≤ |αn0+1| + |αn − αn0+1| < |αn0+1| + 1

Συνάγουµε λοιπόν ότι για όλα τα n ∈ N, θα έχουµε:

|αn| ≤ |α1| + |α2| + · · · + |αn0+1| + 1 = M

δηλαδή η {αn} είναι φραγµένη.
Γνωρίζουµε τώρα ότι θα υπάρχει µια υπακολουθία {αkn

} της {αn} η οποία
θα συγκλίνει, έστω ότι αkn

→ α. Ισχυρίζοµαι ότι και «ολόκληρη η ακολουθία
{αn} συγκλίνει στο α». Η απόδειξη του ισχυρισµού είναι εύκολη. Έστω ε > 0.
Υπάρχει n0 ∈ N ώστε |αn − αm| < ε/2 για όλα τα n, m ∈ N µε n, m > n0.
Υπάρχει επίσης n1 ∈ N ώστε n > n1 συνεπάγεται |αkn

− α| < ε/2. Αν τώρα
n > max{n0, n1}, τότε kn ≥ n ≥ n0 και εποµένως:

|αn − α| ≤ |αn − αkn
| + |αkn

− α| <
ε

2
+

ε

2
= ε

όπως ακριβώς έπρεπε να δείξουµε. 2

Θεώρηµα 7.3.2 (Κριτήριο Cauchy για ύπαρξη ορίου συνάρτησης) Έστω f
µια συνάρτηση και x0 ένα σηµείο συσσώρευσης του πεδίου ορισµού της. ∆είξτε
ότι µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να υπάρχει το limx→x0

f(x) είναι η εξής:
για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για όλα τα x, y του πεδίου ορισµού της f
που είναι 6= x0 να ισχύει:

|x − x0|, |y − x0| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε

Απόδειξη: Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση. 2

Η ιδιότητα των πραγµατικών ακολουθιών που δείξαµε στο πρώτο θεώρηµα
αυτής της παραγράφου, δηλαδή ότι κάθε βασική ακολουθία πραγµατικών αριθ-
µών συγκλίνει, ονοµάζεται συνήθως πληρότητα του R. Λέµε ακόµα ότι ο R
είναι «πλήρης χώρος». Είναι ενδιαφέρον να συγκρίνουµε, από τη σκοπιά αυτή,
το Q µε το R. «Το Q δεν είναι πλήρης χώρος». Με αυτό φυσικά εννοούµε
ότι υπάρχουν βασικές ακολουθίες {αn} µε αn ∈ Q, n = 1, 2, . . . , οι οποίες δεν
συγκλίνουν (στο Q).
Προσέξτε: Μια τέτοια ακολουθία {αn} µπορεί φυσικά να θεωρηθεί και σαν

ακολουθία στο R, αφού Q ⊆ R, εποµένως συγκλίνει (στο R), αλλά κάλλιστα
µπορεί να συµβεί το όριο της να µην ανήκει στο Q.

Άσκηση

(i) ∆ώστε ένα παράδειγµα µιας βασικής ακολουθίας {αn}, µε αn ∈ Q, n =
1, 2, . . . , που δεν συγκλίνει στο Q.
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(ii) Εξετάστε ποια από τα υποσύνολα [0, 1], (0, 1), [0,∞), (0,∞) του R είναι
πλήρη και ποια όχι, αφού πρώτα διατυπώσετε µε ακρίβεια τι σηµαίνει ότι
ένα υποσύνολο του R είναι πλήρες.

(iii) Αν A ⊂ R και το A είναι πλήρες, τότε κάθε σηµείο συσσώρευσης του A
ανήκει στο A.

7.4 Η δεκαδική παράσταση των πραγµατικών αριθ-
µών

Η δικαιολόγηση της συνηθισµένης δεκαδικής παράστασης των πραγµατικών
βασίζεται κατά ουσιαστικό τρόπο στο αξίωµα της συνέχειας. Ο τρόπος αυτός
παράστασης των πραγµατικών έχει επικρατήσει γιατί παρουσιάζει σηµαντικά
πλεονεκτήµατα στην εκτέλεση πράξεων.

Έστω x ένας θετικός πραγµατικός αριθµός. Γράφουµε x0 = [x] και y0 =
x − x0, οπότε θα έχουµε x = x0 + y0 µε 0 ≤ y0 < 1.

Αν γράψουµε x1 = [10y0], y1 = y0 − 10−1[10y0], θα έχουµε: x = x0 +
x1/10 + y1, µε x1 ακέραιο 0 ≤ x1 < 10 και 0 ≤ y1 < 10−1. Ένας απλός επα-
γωγικός συλλογισµός δείχνει ότι µπορούµε να βρούµε µια ακολουθία ακεραίων
x1, x2, . . . ώστε 0 ≤ xk < 10, k = 1, 2, . . . και

x = x0 +
x1

10
+ · · · + xk

10k
+ yk

µε 0 ≤ yk < 10−k, για όλα τα k ∈ N.

Άσκηση Συµπληρώστε την παραπάνω απόδειξη και δείξτε επιπλέον ότι xk =
[10kx] − 10[10k−1x].

Συνήθως γράφουµε x0, x1, . . . , xk αντί x0 + x1

10 + · · · + xk

10k και καλούµε

αυτό τον αριθµό «δεκαδική προσέγγιση τάξης 10−k του x». Είναι φανερό ότι
η ακολουθία

∆0 = x0, ∆1 = x0 +
x1

10
, . . . , ∆k = x0 +

x1

10
+ · · · + xk

10k
· · ·

συγκλίνει στον αριθµό x.

Αντίστροφα, αν µας δοθεί µια ακολουθία β0, β1, . . . , βn, . . . όπου β0 ∈ N ∪
{0} και βj ∈ {0, 1, . . . , 9}, j = 1, 2, . . . τότε η ακολουθία

αk = β0 +
β1

10
+ · · · + βk

10k

συγκλίνει σε ένα µη αρνητικό αριθµό x. Προφανώς αk ≥ 0 και η {αk} είναι
αύξουσα. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η {αk} είναι φραγµένη προς τα πάνω.
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Για τυχαίο όµως k ∈ N έχουµε:

αk = β0 +
β1

10
+ · · · + βk

10k
≤ β0 +

9

10
+ · · · + 9

10k

= β0 +
9

10
(1 +

1

10
+ · · · + 1

10k−1
)

= β0 +
9

10

1 − 1
10k

1 − 1
10

< β0 +
9

10

1
9
10

= β0 + 1

και έτσι το β0 +1 είναι ένα φράγµα της {αk}. Είναι ενδιαφέρον, και χρήσιµο
σε πολλές περιπτώσεις, να παρατηρήσουµε ότι η παράσταση αυτή δεν είναι
µοναδική. Υπάρχουν δηλαδή πραγµατικοί x µε δύο διαφορετικές δεκαδικές
παραστάσεις. Έτσι για παράδειγµα έχουµε

1,000 . . . = 0,999 . . .

Πραγµατικά:

9

10
+ · · · + 9

10n
=

9

10

1 − 1
10n

1 − 1
10

= 1 − 1

10n
−→ 1,

όταν το n τείνει στο άπειρο. Περιπτώσεις σαν κι αυτή είναι ουσιαστικά οι
µόνες, δηλαδή αν α0,α1α2 . . . = β0,β1β2 . . . τότε ή

(i) a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, . . . ή

(ii) για κάποιο k ∈ {0, 1, 2, . . .}, a0 = b0, . . . , ak−1 = bk−1,ak = bk + 1,
ak+1 = ak+2 = · · · = 0, bk+1 = bk+2 = · · · = 9 ή

(iii) για κάποιο k ∈ {0, 1, 2, 3 . . .}, a0 = b0 = · · · , ak−1 = bk−1, bk = ak+1,
bk+1 = bk+2 = · · · = 0, ak+1 = ak+2 = · · · = 9.

Πραγµατικά, ας υποθέσουµε ότι δεν συµβαίνει το i. Ονοµάζουµε k τον πιο
µικρό από τους αριθµούς 0, 1, 2, . . . για τον οποίο ισχύει ak 6= bk. Έστω ak >
bk. Θα έχουµε

ak

10k
+

ak+1

10k+1
+ · · · + ak+n

10k+n
≥ ak

10k
≥ bk

10k
+

1

10k
,

bk

10k
+

bk+1

10k+1
+ · · · + bk+n

10k+n
≤ bk

10k
+

9

10k+1
+ · · · 9

10k+n
=

=
bk

10k
+

1

10k

(
1 − 1

10n

)
<

bk

10k
+

1

10k

και εποµένως

lim
n→∞

( ak

10k
+ · · · + ak+n

10k+n

)
≥ bk

10k
+

1

10k
≥

≥ lim
n→∞

(
bk

10k
+ · · · + bk+n

10k+n

)
.
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Αν υπάρχει έστω και ένα n > 0 ώστε ak+n > 0 τότε η αριστερή ανισότητα
θα είναι γνήσια (γιατί;) και αν υπάρχει έστω και ένα n > 0 ώστε bk+n < 9
τότε η δεξιά ανισότητα θα είναι γνήσια (γιατί;). Και στις δύο περιπτώσεις
καταλήγουµε σε άτοπο, δηλαδή αν δεν ισχύει η (i) πρέπει να ισχύει η (ii) ή
η (iii).
Άσκηση:

(i) Αν ένας αριθµός x > 0 έχει δεκαδική παράσταση της µορφής x0x1x2 . . . xn . . .
και xn 6= 0 ενώ xn+1 = xn+2 = · · · = 0 τότε x = x0x1 . . . xn . . . =
x0x1 . . . xn−19999 . . ..

(ii) Αν συµφωνήσουµε να γράψουµε όλες τις δεκαδικές παραστάσεις µε ψηφία
ίσα µε 0 µε τις ίσες τους παραστάσεις που τελειώνουν σε 9999 . . . τότε
η δεκαδική παράσταση είναι µονοσήµαντη.

(iii) Αν q = x0x1x2 . . . και q ∈ Q, q > 0, τότε υπάρχουν k, n ∈ N ώστε
xλ+n = xλ για όλα τα λ ≥ k. (Τέτοιες δεκαδικές παραστάσεις λέγονται
περιοδικές). Αντίστροφα κάθε τέτοια δεκαδική παράσταση ισούται µε ένα
ρητό αριθµό.

Υπόδειξη: Για το αντίστροφο, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι ο 10nq − q =
(10n − 1)q είναι ακέραιος. Για το ευθύ γράφετε q = A

B , µε A, B ∈ N και
B = 2ν5ρΓ, ν, ρ ∈ N ∪ {0}, και ο Γ είναι πρώτος προς το 10. Το µικρό
θεώρηµα του Fermat µας εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός φυσικού n ώστε
ο Γ να διαιρεί το 10n − 1. Αυτό είναι µια καλή επιλογή για το n που
ζητάει η άσκηση.

7.5 Το πλήθος των πραγµατικών αριθµών

Χαρακτηρίζουµε σαν πεπερασµένο ένα σύνολο, όταν µπορούµε να µετρήσουµε
µε ένα φυσικό αριθµό το πλήθος των στοιχείων του. Ακριβέστερα λέµε ότι
το A είναι πεπερασµένο όταν υπάρχει αριθµός N ∈ N και µια 1 − 1 και επί
συνάρτηση Φ µε πεδίο ορισµού το σύνολο {1, 2, 3, . . . , N} και πεδίο τιµών
το A. Ο όρος 1 − 1 σηµαίνει ότι Φ(a) = Φ(b) ⇒ a = b, δηλαδή διαφορετικά
στοιχεία έχουν διαφορετικές εικόνες, και ο όρος επί σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο
του A είναι εικόνα ενός στοιχείου του {1, 2, 3, . . . , N}.
Φυσικά υπάρχουν υποσύνολα του R που δεν είναι πεπερασµένα για παρά-

δειγµα τα N, Q, R, (δώστε απόδειξη).
Μεταξύ των απείρων συνόλων φαίνεται διαισθητικά τουλάχιστον ότι κά-

ποια είναι «πιο άπειρα» από άλλα. Η ακριβής κατάταξη των υποσυνόλων του
R (ή και γενικότερα, οποιωνδήποτε συνόλων) ανάλογα µε το «πλήθος» των
στοιχείων τους έγινε στο τέλος του 19ου αιώνα από το Γερµανό µαθηµατικό
G. Cantor. Ο Cantor για τον σκοπό αυτό δηµιούργησε τη λεγόµενη υπερπε-
περασµένη Αριθµητική στην οποία λίγο πολύ έκανε πράξεις µε «άπειρα». Ας
σηµειώσουµε εδώ ότι για αρκετό διάστηµα πολλοί µαθηµατικοί έβλεπαν µε
δυσπιστία τις έρευνες του Cantor. Ένα σηµαντικό αποτέλεσµα αποτέλεσµα σ’
αυτή την κατεύθυνση θα συζητήσουµε µε συντοµία σ’ αυτή την παράγραφο.
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Θεώρηµα 7.5.1 Το σύνολο R των πραγµατικών δεν είναι αριθµήσιµο, δηλαδή δεν
υπάρχει 1 − 1 και επί συνάρτηση από το N στο R.

Η διατύπωση του θεωρήµατος περιέχει και τον ορισµό του αριθµήσιµου συνόλου
(ακριβέστερα «άπειρου αριθµήσιµου» ).
Γενικά λέµε ότι δυο σύνολα A, B είναι ισοδύναµα ή ότι έχουν τον ίδιο

«πληθικό αριθµό» αν υπάρχει µια 1−1 και επί συνάρτηση Φ από το A στο B.
Αριθµήσιµα λοιπόν είναι τα υποσύνολα του R που είναι ισοδύναµα µε το N.
Ήδη από το σηµείο αυτό αρχίζουν τα παράδοξα. Έτσι για παράδειγµα το

σύνολο A των ζυγών φυσικών, A = {2k, k ∈ N} που «έπρεπε» να έχει λιγότε-
ρα στοιχεία από το N, είναι ισοδύναµο µε το N. Αρκεί πράγµατι να πάρουµε
Φ : N → A µε Φ(k) = 2k. Με λίγο περισσότερη προσοχή µπορούµε να δεί-
ξουµε ότι το σύνολο Q των ρητών είναι αριθµήσιµο, ενώ «έπρεπε» να έχει
περισσότερα στοιχεία από το N. Με το R η κατάσταση είναι διαφορετική. Κατ’
αρχάς η συνάρτηση Φ(x) = tan π

2 x, Φ : (−1, 1) → R, δείχνει ότι το R είναι
ισοδύναµο µε το διάστηµα (−1, 1) και η συνάρτηση Ψ : (−1, 1) → (0, 1) µε
Ψ(x) = 1

2 (x + 1) δείχνει ότι το (−1, 1) είναι ισοδύναµο µε το (0, 1), (γιατί;).
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι το (0, 1) δεν είναι αριθµήσιµο. Η απόδειξη θα
κάνει ουσιαστική χρήση του αξιώµατος της συνέχειας (µε την µορφή της δεκα-
δικής παράστασης των πραγµατικών) και θα βασίζεται σε ένα συλλογισµό που
λέγεται διαγώνιο συλλογισµός του Cantor. Ο συλλογισµός αυτός χρησιµοποιείται
πολύ συχνά στα µαθηµατικά.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι υπήρχε µία συνάρτηση Φ 1−1 και επί από το N
στο R. Γράφουµε τη δεκαδική παράσταση των στοιχείων Φ(1), Φ(2), . . . , Φ(N), . . . ,
και για να µην έχουµε πρόβληµα µε το ποια δεκαδική παράσταση παίρνουµε
διαλέγουµε εκείνη που τελειώνει σε 9999
ldots, στις περιπτώσεις που υπάρχουν δυο τέτοιες παραστάσεις. Έστω λοιπόν

Φ(1) = 0, x1
1x

1
2x

1
3 . . . x1

n . . .
Φ(2) = 0, x2

1x
2
2x

2
3 . . . x2

n . . .
...

Φ(n) = 0, xn
1xn

2 xn
3 . . . xn

n . . .
...

οι δεκαδικές τους παραστάσεις.
Για να φτάσουµε σε άτοπο θα βρούµε ένα x ∈ (0, 1) ώστε x 6= Φ(n)

για όλα τα n ∈ N. Θεωρούµε λοιπόν τον αριθµό x µε δεκαδική παράσταση
0, a1, a2, . . . , an, . . ., όπου τα a1, a2, . . . ορίζονται ως εξής: ak = 5 αν xk

k 6= 5
και ak = 6 αν xk

k = 5. Είναι σχεδόν τετριµµένο να δούµε ότι πραγµατικά
x ∈ (0, 1) και x 6= Φ(n), για κάθε n (δείξτε το). 2

Παρατήρηση 7.5.2 Ένα ερώτηµα, τελείως φυσιολογικό, που απασχόλησε τον
Cantor µετά από αυτή την ανακάλυψη, ήταν το εξής: «Υπάρχουν άπειρα υπο-
σύνολα του R τα οποία να µην είναι ισοδύναµα ούτε µε το N ούτε µε το
R;» Η υπόθεση ότι δεν υπάρχουν τέτοια σύνολα είναι γνωστή σαν υπόθεση
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του συνεχούς. Η απάντηση που έδωσαν οι µαθηµατικοί (ο Γερµανός K. Gödel
το 1939 και ο Αµερικανός P. Cohen το 1963) θυµίζει λίγο την «Πυθία». Πιο
συγκεκριµένα έδειξαν ότι µε τις συνηθισµένες παραδοχές που κάνουµε στη
θεωρία συνόλων, δεν πρόκειται να βρούµε καµία αντίφαση είτε αποδεχτούµε,
είτε απορρίψουµε την υπόθεση του συνεχούς. Με άλλα λόγια, αν τα αξιώµατα
στα οποία στηριζόµαστε στην θεωρία των συνόλων είναι συµβιβαστά (δηλαδή
δεν οδηγούν σε αντιφάσεις), τότε θα εξακολουθήσουν να είναι συµβιβαστά,
αν προσθέσουµε σαν αξίωµα την υπόθεση του συνεχούς ή την άρνησή της.

7.6 Η συνέχεια Darboux για την παράγωγο

Ας θεωρήσουµε µια παραγωγίσιµη συνάρτηση ορισµένη σε ένα διάστηµα (a, b).
∆εν υπάρχει a’ priori λόγος να είναι συνεχής η παράγωγος µιας τέτοιας συ-
νάρτησης. Ένα πολύ ενδιαφέρον θεώρηµα του Darboux µας λέει όµως ότι οι
ασυνέχειες της παραγώγου, αν υπάρχουν, είναι µόνο ουσιώδεις. Ακριβέστερα
το θεώρηµα είναι το εξής:

Θεώρηµα 7.6.1 Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο (a, b) και αν f ′(c) 6= f ′(d),
a < c < d < b, και αν A είναι ένας αριθµός µεταξύ των f ′(c) και f ′(d), τότε
υπάρχει ξ, c < ξ < d, ώστε f ′(ξ) = A.

Με άλλα λόγια το θεώρηµα λέει ότι η f ′ ικανοποιεί το συµπέρασµα του
θεωρήµατος της µέσης τιµής (τέτοιες συναρτήσεις αναφέρονται σας Darboux
συνεχείς).
Άσκηση:

(i) ∆είξτε την ιδιότητα για τις ασυνέχειες της f ′ που αναφέραµε πιο πάνω
σαν πόρισµα του θεωρήµατος.

(ii) ∆ώστε ένα παράδειγµα µιας παραγωγίσιµης f ′ µε ασυνεχή παράγωγο σε
ένα διάστηµα.

Υπόδειξη:

(i) Για κάθε διάστηµα I = (a, b), δείξτε ότι η συνάρτηση

gI(x) =





0 x 6∈ (a, b)

{
1 − 4

(b−a)2

(
x − a+b

2

)2}2

x ∈ (a, b)

είναι παραγωγίσιµη σε όλο το R.

(ii) Θεωρείστε τώρα µία συνάρτηση, αφού δείξετε ότι υπάρχει, µε παράγωγο

f(x) =

{
gIn

(x), x ∈ In = ( 1
n , 1

n + 1
n3 ) n = 2, 3, . . .

0, x ∈ (−1, 1) − ∪∞
n=1In.
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(iii) Ή ακολουθήστε το ii µε την συνάρτηση

f(x) =

{
x2 sin( 1

x ), x 6= 0

0 x = 0.

Απόδειξη: Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε f ′(c) < A <
f ′(d).
Ισχυρισµός: Υπάρχει n > 0 ώστε n < d − c και αν

g(x) =
f(x + n) − f(x)

n
, c ≤ x ≤ d − n,

τότε g(c) < A < g(d − n).
Ας πιστέψουµε προς στιγµήν τον ισχυρισµό. Η g είναι προφανώς συνεχής,

οπότε το θεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής, εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός αριθµού
ξ, c < ξ < d − n, ώστε

g(ξ) = A δηλαδή
f(ξ + n) − f(ξ)

n
= A.

Το θεώρηµα τώρα της µέσης τιµής συνεπάγεται την ύπαρξη ενός ξ′, ξ < ξ′ <
ξ + n, ώστε f(ξ + n) − f(ξ) = f ′(ξ′) · n, δηλαδή f ′(ξ′) = A, όπως ακριβώς
έπρεπε να δείξουµε. 2

Άσκηση:

• ∆είξτε τον ισχυρισµό.

• ∆είξτε ότι η συνθήκη g′(x) > του θεωρήµατος 6.1.3 (σελίδα 148) µπορεί
να αντικατασταθεί µε την g′(x) 6= 0. Εξετάστε την ισοδυναµία των δύο
ορισµών.

7.7 Η ισοδυναµία των ορισµών του Darboux και
του Riemann για το ορισµένο ολοκλήρωµα φραγ-
µένων συναρτήσεων

Θα δείξουµε στην παράγραφο αυτή το αποτέλεσµα που αφήσαµε αναπόδεικτο
στην ενότητα 5.2 δηλαδή:

Θεώρηµα 7.7.1 Οι ορισµοί του Riemann και του Darboux για το ορισµένο ολο-
κλήρωµα είναι ισοδύναµοι.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε πρώτα ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο
[a, b] και έστω ε > 0. Υπάρχει διαµέριση

∆ = {a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b},
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τέτοια ώστε ∣∣∣∣∣
∑

(f, ∆, Ξ) −
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ <
ε

4

για οποιαδήποτε επιλογή Ξ συµβιβαστή µε την ∆.
Αν προς στιγµή υποθέσουµε ότι η f είναι συνεχής τότε θα υπάρχουν ε-

πιλογές Ξ′ =
{
ξ′0, . . . , ξ

′
n−1

}
και Ξ′′ =

{
ξ′′0 , . . . , ξ′′n−1

}
ώστε mk = f(ξ′k) και

Mk = f(ξ′′), k = 0, 1, . . . , n − 1 (γιατί;), και εποµένως

Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆, Ξ′′) Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆, Ξ′).

Από τις σχέσεις αυτές και την προηγούµενη ανισότητα έχουµε:

Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆, Ξ′′) − Σ(f, ∆, Ξ′) =

Σ(f, ∆, Ξ′′) −
∫ b

a

f −
(

Σ(f, ∆, Ξ′) −
∫ b

a

f

)
≤

∣∣∣∣∣Σ(f, ∆, Ξ′′) −
∫ b

a

f

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣Σ(f, ∆, Ξ′) −

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ <
ε

4
+

ε

4
< ε,

ικανοποιείται δηλαδή το κριτήριο για την Darboux ολοκληρωσιµότητα.
Παρατηρούµε ακόµα ότι

∫ b

a

f ≥ Σ(f, ∆) = Σ(f, ∆, Ξ′) −
∫ b

a

f +

∫ b

a

f ≥

≥
∫ b

a

f −
∣∣∣∣∣Σ(f, ∆, Ξ′) −

∫ b

a

f

∣∣∣∣∣ >
∫ b

a

f − ε

4
,

και εντελώς παρόµοια ∫ b

a

f <

∫ b

a

f +
ε

4
.

Από τις δύο αυτές ανισότητες έχουµε

∫ b

a

f − ε

4
< f b

a
≤
∫ b

a

<

∫ b

a

f +
ε

4

για οποιοδήποτε ε > 0 και εποµένως

∫ b

a

f =

∫ b

a

=

∫ b

a

f.

Για την γενική περίπτωση (όταν η f δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεχής) παρατη-
ρούµε ότι υπάρχουν επιλογές Ξ′, Ξ′′ «σχεδόν τόσο καλές» όσο και πριν. Πιο
συγκεκριµένα υπάρχουν Ξ′ = {ξ′0, . . . , ξ′n−1}, Ξ′′ = {ξ′′0 , . . . , ξ′′n−1} ώστε

mk > f(ξ′k) − ε

4(b − a)
, Mk < f(ξ′′k ) +

ε

4(b − a)
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και εποµένως

Σ(f, ∆) =

n−1∑

k=0

mk(xk+1 − xk) >

n−1∑

k=0

f(ξ′k)(xk+1 − xk) − ε

4(b − a)

n−1∑

k=0

(xk+1 − xk) =

Σ(f, ∆, Ξ′) − ε

4

και παρόµοια

Σ(f, ∆) < Σ(f, ∆, Ξ′′) +
ε

4
.

Από το σηµείο αυτό και µετά η απόδειξη είναι ουσιαστικά η ίδια (συµπληρώστε
την).
Η άλλη κατεύθυνση, δηλαδή ότι η Darboux ολοκληρωσιµότητα συνεπάγεται

Riemann ολοκληρωσιµότητα είναι πιο ενδιαφέρουσα.
Έστω ε > 0. Υπάρχει τώρα µία διαµέριση ∆ ώστε Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) < ε

2 .
Πρέπει να βρούµε ένα δ > 0 ώστε |Σ(f, ∆′, Ξ) − I| < ε για όλες τις διαµερίσεις
∆′ µε πλάτος d(∆′) < δ και όλες τις επιλογές Ξ, όπου φυσικά παίρνουµε

I =
∫ b

a
f =

∫ b

af.

Ας υποθέσουµε προς στιγµή ότι η ∆′ είναι εκλέπτυνση της ∆ ( που είναι
εν γένη λάθος, γιατί όποιο και να είναι το δ υπάρχουνε ∆′ µε d(∆′) < δ που
δεν είναι εκλεπτύνσεις της ∆) τότε η συνέχεια είναι εύκολη. Πραγµατικά σε
µια τέτοια περίπτωση θα είχαµε:

Σ(f, ∆) ≤ Σ(f, ∆′) ≤ Σ(f, ∆′, Ξ) ≤ Σ(f, ∆′) ≤ Σ(f, ∆)

και επίσης
Σ(f, ∆) ≤ I ≤ Σ(f, ∆),

δηλαδή και οι δύο αριθµοί I και Σ(f, ∆, Ξ) βρίσκονται στο διάστηµα

[Σ(f, ∆), Σ(f, ∆)],

άρα

|Σ(f, ∆′, Ξ) − I| ≤ Σ(f, ∆) − Σ(f, ∆) <
ε

2
< ε.

Θα φτάναµε στην εύκολη αυτή
περίπτωση, αν για παράδειγµα προ-
σθέταµε στην ∆′ όσα σηµεία της
λείπουν για να γίνει εκλέπτυνση
της ∆. Τα σηµεία αυτά θα είναι
το πολύ n ( όσα τα διαιρετικά ση-

ξ′′ξ′

yλ xk yλ+1

Σχήµα 7.1

µεία της ∆). Ας πούµε ότι η ∆′ είναι η {a = y0 < y1 < · · · < ym = b}. Κάθε
φορά που προσθέτουµε ένα διαιρετικό σηµείο έστω το xk, yλ < xk < yλ+1

(βλέπε σχήµα 7.1) το Σ(f, ∆′, Ξ) µεταβάλλεται κατά
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−(yλ+1 − yλ)f(ξλ) + (xk − yλ)f(ξ′) + (yλ+1 − xk)f(ξ′′),

όπου ξ′, ξ′′ δύο σηµεία των διαστηµάτων [yλ, xk], [xk, yλ+1] αντίστοιχα. Η
µεταβολή αυτή θα είναι κατ’ απόλυτη τιµή µικρότερη ή ίση από

(
|yλ+1 − yλ| + |xk − yλ| + |yλ+1 − xk|

)
M ≤ 3d(∆′)M,

όπου M ένα άνω φράγµα της |f(x)| στο [a, b] (θυµηθείτε ότι η f υποτίθεται
φραγµένη στο [a, b], άρα και η |f | είναι φραγµένη), δηλαδή |f(x)| ≤ M για
κάθε x ∈ [a, b].
Η συνολική λοιπόν µεταβολή του Σ(f, ∆′, Ξ) θα είναι κατά απόλυτη τιµή

το πολύ 3nMd(∆′). Αν λοιπόν διαλέξουµε δ = ε
2·3nM , τότε για κάθε διαµέριση

∆′ µε d(∆′) < δ θα υπάρχει µια εκλέπτυνση ∆′′ της ∆′, η οποία θα είναι και
εκλέπτυνση της ∆ ώστε

|Σ(f, ∆′′, Ξ′′) − Σ(f, ∆′, Ξ)| ≤ 3d(∆′)nM < 3nM · ε

2 · 3nM
=

ε

2
,

όποιες και να είναι οι επιλογές Ξ′, Ξ′′. Για την Σ(f, ∆′′, Ξ′′) όµως δείξαµε ότι

|Σ(f, ∆′′, Ξ′′) − I| ≤ ε

2
.

Από τις δύο τελευταίες ανισότητες συνάγουµε ότι

|Σ(f, ∆′, Ξ) − I| ≤ |Σ(f, ∆′, Ξ′) − Σ(f, ∆′′, Ξ′′)|+|Σ(f, ∆′′, Ξ′′) − I| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε

και έτσι η απόδειξη είναι πλήρης. 2

Άσκηση: ∆είξτε όσο πιο πολλές ιδιότητες του ολοκληρώµατος µπορείτε
βασιζόµενοι στον ορισµό του Riemann.

7.8 Οµοιόµορφη συνέχεια

Στην ενότητα 5.3 (σελίδα 99) αναφέραµε χωρίς απόδειξη το εξής:

Θεώρηµα 7.8.1 Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό και φραγµένο
διάστηµα [a, b], τότε είναι οµοιόµορφα συνεχής σε αυτό.

Το θεώρηµα αυτό ήταν το κλειδί στην απόδειξη της Riemann ολοκληρωσιµό-
τητας των συνεχών συναρτήσεων.

Απόδειξη: Υπενθυµίζουµε κατ’ αρχάς ότι η f λέγεται οµοιόµορφα συνεχής στο
[a, b] αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε για όλα τα x, y που ανήκουν στο
[a, b] να ισχύει

|x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.

Ας υποθέσουµε λοιπόν, για να φτάσουµε σε άτοπο, ότι η f είναι συνεχής
στο [a, b] αλλά δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Θα υπάρχει τότε ε > 0 ώστε
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για κάθε δ > 0 να υπάρχουν x, y ∈ [a, b] µε την ιδιότητα |x − y| < δ και
|f(x) − f(y)| ≥ ε. ∆ιαλέγουµε διαδοχικά για δ τους αριθµούς 1

k , k = 1, 2, . . . ,
οπότε βρίσκουµε xk, yk ∈ [a, b] ώστε:

|xk − yk| <
1

k
και |f(xk) − f(yk)| ≥ ε, k = 1, 2, . . .

Η ακολουθία {xk} είναι φραγµένη, άρα υπάρχει υπακολουθία της, η οποία
συγκλίνει. Το όριο της θα είναι αναγκαστικά σηµείο του [a, b]. Τονίζουµε ότι
στο σηµείο αυτό χρησιµοποιείται ουσιαστικά η υπόθεση ότι το πεδίο ορισµού
είναι κλειστό διάστηµα (γιατί;). Η ακολουθία {ykn

} είναι µια υπακολουθία
της {yn} η οποία είναι φραγµένη. Υπάρχει εποµένως υπακολουθία της, έστω η
{ykn̺

} η οποία συγκλίνει σε ένα σηµείο y ∈ [α, β]. Η {xkn̺
}, σαν υπακολουθία

της xkn
, θα συγκλίνει επίσης στο x. Για να αποφύγουµε τους πολλούς δείκτες,

γράφουµε x̺ = xkn̺
, y̺ = ykn̺

, ̺ = 1, 2, . . . και έχουµε:

|x̺ − y̺| <
1

kn̺

<
1

̺

(γιατί;) και |f(x̺) − f(y̺)| ≥ ε, ̺ ∈ N.
Η πρώτη ανισότητα δείχνει ότι x = limx̺ = lim y̺ = y. Η συνέχεια της

f στα σηµεία x, y συνεπάγεται ότι f(x̺) → f(x) και f(y̺) → f(y) = f(x).
Συνάγουµε λοιπόν ότι |f(x̺) − f(y̺)| → |f(x) − f(y)| = 0, που προφανώς
αντιφάσκει µε τις ανισότητες |f(x̺) − f(y̺)| ≥ ε και ε > 0. 2

7.8α΄ Σχόλια και ασκήσεις

(i) Αν σκεφτούµε λίγο την απόδειξη θα δούµε ότι η υπόθεση ότι το πε-
δίο ορισµού είναι ένα κλειστό διάστηµα [α, β] χρησιµοποιήθηκε µε δύο
τρόπους:

(α΄) Το [α, β] είναι φραγµένο σύνολο (για να υπάρχουν υπακολουθίες
που συγκλίνουν) και

(β΄) Το όριο οποιασδήποτε συγκλίνουσας ακολουθίας σηµείων του [α, β]
ανήκει στο [α, β]. Το τελευταίο είναι ισοδύναµο µε το να πούµε
ότι τα σηµεία συσσώρευσης του [α, β] ανήκουν στο [α, β] (γιατί;).

Υποσύνολα όπως το R που ικανοποιούν την (ii) υπάρχουν και άλλα
εκτός από κλειστά διαστήµατα (για παράδειγµα το ίδιο το R, το σύνολο
[0, 1] ∪ [5, 6], το σύνολο [3,∞), . . .). Τα σύνολα αυτά λέγονται κλειστά
και τα κλειστά σύνολα που είναι επίσης φραγµένα λέγονται συµπαγή. Η
τελευταία αυτή έννοια γενικεύεται µε πολλούς τρόπους και είναι πολύ
χρήσιµη στα Μαθηµατικά. Το θεώρηµα λοιπόν που δείξαµε µπορεί να
γενικευτεί και ως εξής:

Κάθε συνεχής συνάρτηση µε πεδίο ορισµού ένα συµπαγές υποσύνολο του
R είναι οµοιόµορφα συνεχής σ’ αυτό.
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(ii) Για να βεβαιωθούµε ότι η υπόθεση της «συµπάγειας» δεν µπορεί να
παραληφθεί προτείνουµε τα παραδείγµατα:

(α΄)

f(x) =
1

x
, 0 < x ≤ 1.

Το (0, 1] δεν είναι κλειστό, διότι το 0 είναι σηµείο συσσώρευσής
του αλλά δεν ανήκει σ’ αυτό. Έστω ε > 0. Παρατηρώντας ότι

1

x
− 1

2x
=

1

2x
>

1

ε

για όλα τα x ∈ (0, 1] µε |x| = |2x − x| < ε/2, δείξτε ότι η f δεν
είναι οµοιόµορφα συνεχής.

(β΄) f(x) = x2,−∞ < x < ∞. Το (−∞,∞) προφανώς δεν είναι φραγ-
µένο.

(iii) Αν η f είναι συνεχής στο A ⊂ R και ε > 0, τότε για κάθε x ∈ A
υπάρχει δ = δ(x) > 0 ώστε

|y − x| < δ(x) ⇒ |f(y) − f(x)| < ε.

Γράψαµε δ = δ(x), γιατί εν γένει το δ εξαρτάται από το x. Ο ορισµός
της οµοιόµορφης συνέχειας δεν σηµαίνει τίποτε άλλο παρά ότι µπορούµε
να επιλέξουµε το δ ανεξάρτητο του x , δηλαδή, για δεδοµένο ε > 0, το
ίδιο δ για όλα τα x ∈ A. ∆είξτε ότι αυτό ισοδυναµεί µε τη συνθήκη:
για κάθε ε > 0, inf {δ0(x) : x ∈ A} > 0 όπου

δ0(x) = sup {δ > 0 : |y − x| < δ ⇒ |f(y) − f(x)| < ε}.

(iv) Φυσικά υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις µε µη συµπαγή πεδία ορισµού
οι οποίες είναι οµοιόµορφα συνεχείς. ∆ώστε παραδείγµατα µε πεδία ορι-
σµού: R, (−1, 1), [0,∞).

7.9 Ο τύπος του Taylor.

Υπάρχει µια πολύ απλή σχέση µεταξύ των συντελεστών α0, α1, . . . , αn ενός
πολυωνύµου f(x) = α0 + α1x + · · · + αnxn και των παραγώγων της f στο 0.
Ας παρατηρήσουµε κατ’ αρχάς ότι για οποιοδήποτε k ∈ N, λ ∈ N έχουµε

(xk)(λ) =

{
k(k − 1) · · · (k − λ + 1)xk−λ, αν λ ≤ k
0, αν λ > k

και εποµένως οι παράγωγοι στη θέση 0 της συνάρτησης f(x) = xk δίνονται
από τη σχέση

f (λ)(0) =

{
k!, αν λ = k
0, αν λ 6= k.
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Για το πολυώνυµο f(x) = α0 + α1x + · · · + anxn θα έχουµε εποµένως

f (k)(0) =

{
k!ak, 0 ≤ k ≤ n
0, k > n,

όπου για λόγους οµοιοµορφίας γράψαµε 0! = 1 και f (0)(x) = f(x), δηλαδή
θεωρήσαµε την f(x) σαν «παράγωγο τάξης 0» του εαυτού της.
Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε για το πολυώνυµο f(x) ότι:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x + · · · + f (n)(0)

n!
xn =

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk.

Ο τύπος αυτός λέγεται τύπος του Maclaurin (Σκοτσέζος µαθηµατικός του
18ου αιώνα) για την f .
∆εν υπάρχει τίποτα το ιδιαίτερο για την τιµή x = 0. Αν γράψουµε

g(x) = f(x + x0) = a0 + a1(x + x0) + · · · + an(x + x0)
n

τότε η g είναι επίσης ένα πολυώνυµο ίδιου βαθµού µε το f και ο τύπος του
Maclaurin για την g γίνεται:

g(t) = g(0) +
g′(0)

1!
t + · · · + g(n)(0)

n!
tn,

δηλαδή

f(t + x0) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
t + · · · + f (n)(x0)

n!
tn

ή (γράφοντας x = t + x0)

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

=

n∑

k=0

fk(x0)

k!
(x − x0)

k.

Ο τελευταίος τύπος είναι γνωστός σαν τύπος του Taylor (Εγγλέζος µαθη-
µατικός του 18ου αιώνα) για την f . Φυσικά ο τύπος του Maclaurin είναι η
ειδική περίπτωση του τύπου του Taylor (για x0 = 0).
Ας θεωρήσουµε τώρα µια συνάρτηση f για την οποία υποθέτουµε ότι είναι

ορισµένη σε µια περιοχή (x0 −α, x0 +α), α > 0, ενός σηµείου x0 και ότι έχει
παραγώγους κάθε τάξης στο διάστηµα αυτό. ∆εν µπορούµε να περιµένουµε
ότι θα ισχύει γενικά ο τύπος του Taylor

f(x) = f(x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

για κάποιο n ∈ N. Πραγµατικά το β΄ µέλος είναι πολυώνυµο ενώ το πρώτο
µπορεί να µην είναι. Η συνάρτηση f(x) = ex για παράδειγµα, έχει παραγώγους
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κάθε τάξης αλλά δεν είναι πολυώνυµο. Όσο οφθαλµοφανής και να φαίνεται
αυτός ο ισχυρισµός χρειάζεται απόδειξη. (Αν υποθέσουµε για παράδειγµα ότι
η ex είναι πολυώνυµο βαθµού n, τότε θα πρέπει η n+1 τάξης παράγωγός της
να είναι ταυτοτικά 0, το οποίο είναι φυσικά άτοπο).
Αντί να εγκαταλείψουµε την προσπάθεια να γενικεύσουµε τον τύπο του

Taylor για πολυώνυµα µε αυτό τον τρόπο, γινόµαστε λιγότερο απαιτητικοί
και εξετάζουµε µήπως το πολυώνυµο

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

«προσεγγίζει», τουλάχιστον για µικρά |x − x0|, την f(x), δηλαδή ψάχνουµε
για «καλά» άνω φράγµατα της παράστασης |Rn(x)|, όπου Rn(x) το λεγόµενο
υπόλοιπο, δηλαδή η παράσταση:

Rn(x) = f(x) −
(

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

)
.

Αυτό είναι πραγµατικά δυνατό όπως δείχνει το επόµενο θεώρηµα.

Θεώρηµα 7.9.1 Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη σε µια περιοχή του x0 και
έχει παράγωγο τάξης n συνεχή στο κλειστό διάστηµα [x0 − δ, x0 + δ], δ > 0, και
υπάρχει n παράγωγος τάξης n + 1 στο (x0 − δ, x0 + δ), τότε υπάρχει αριθµός
ξ = ξ(x), x0 − δ < ξ < x0 + δ, ώστε

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + . . . +

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + Rn(x),

µε

Rn(x) =
fn+1(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1.

Με άλλα λόγια, µε τις προϋποθέσεις που αναφέραµε, ισχύει ο τύπος του
Taylor µε υπόλοιπο Rn(x) που έχει τη λεγόµενη µορφή του Lagrange:

Rn(x) =
fn+1(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1.

Πριν προχωρήσουµε στην απόδειξη ας κάνουµε δυο απλές παρατηρήσεις:

Παρατήρηση 7.9.2 Για n = 0 ο τύπος του Taylor παίρνει τη µορφή

f(x) = f(x0) + f ′(ξ)(x − x0),

δηλαδή ανάγεται στο γνωστό µας θεώρηµα της µέσης τιµής.

Παρατήρηση 7.9.3 Αν υποθέσουµε επί πλέον ότι η fn+1(x) είναι φραγµένη
στο (x0 − δ, x0 + δ), δηλαδή, |fn+1(x)| ≤ M , τότε θα έχουµε

|Rn(x)| ≤ M

(n + 1)!
|x − x0|n+1
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ή

Rn(x) = O((x − x0)
n+1)

για x → x0. Η σχέση αυτή δείχνει ότι για µεγάλα n η προσέγγιση της f(x)
µε το πολυώνυµο

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

είναι πολύ καλή για x «κοντά στο x0».

Παρατήρηση 7.9.4 Το υπόλοιπο Rn(x) µπορεί να εκφραστεί και µε άλλους
τρόπους, για παράδειγµα να πάρει τη λεγόµενη ολοκληρωτική µορφή

Rn(x) =

∫
(x − t)n

n!
fn+1(t) dt.

Άσκηση ∆είξτε τον τελευταίο τύπο (υπόδειξη: ολοκληρώστε κατά µέρη n
φορές).

Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.9.1: Το υπόλοιπο Rn(x) δίνεται εξ’ ορισµού από
τον τύπο:

Rn(x) = f(x) −
(

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

)
.

Μπορούµε να υποθέσουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι x0 < x. Θεω-
ρούµε τώρα τη συνάρτηση

q(t) = f(t) −
(

f(x0) +
f ′(x0)

1!
(t − x0) + · · · + f (n)(x0)

n!
(t − x0)

n

)

+
Rn(x0)

(x − x0)n+1
(t − x0)

n+1

= Rn(t) − Rn(x)

(x − x0)n+1
(t − x0)

n+1,

για x0 ≤ t < x. Από τον ορισµό του Rn βλέπουµε εύκολα ότι

Rn(x0) = R′
n(x0) = · · · = R(n)

n (x0) = 0

(µε άλλα λόγια: το πολυώνυµο f(x) − Rn(x) και οι n πρώτες παράγωγοι του
συµπίπτουν στο x0 µε την f και τις n πρώτες παραγώγους της αντίστοιχα).
Θα έχουµε λοιπόν µετά από µερικές απλές πράξεις:

q(x) = q(x0) = q′(x0) = · · · = q(n)(x0) = 0
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και

q(n+1)(t) = R(n+1)
n (t) − (n + 1)!

Rn(x)

(x − x0)n+1

= f (n+1)(t) − (n + 1)!
Rn(x)

(x − x0)n+1

(πώς προκύπτει η τελευταία ισότητα;).
Το πρόβληµα µας τώρα είναι να δείξουµε ότι υπάρχει ξ ∈ (x0, x) ώστε

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)

n+1

δηλαδή q(n+1)(ξ) = 0.
Αυτό προκύπτει εύκολα µε διαδοχικές εφαρµογές του θεωρήµατος του Rôlle

(ελέγξτε ότι ισχύουν οι απαιτούµενες προϋποθέσεις):
Από την q(x) = q(x0) = 0 έπεται ότι υπάρχει ξ1 ∈ (x0, x) ώστε q′(ξ1) = 0,

από την q′(x0) = q′(ξ1) = 0 έπεται ότι υπάρχει ξ2 ∈ (x0, ξ1) ⊆ (x0, x) ώστε
q′′(ξ2) = 0 κ.ο.κ. Τελικά λοιπόν βρίσκουµε ένα ξ = ξn+1 ∈ (x0, x) ώστε

q(n+1)(ξ) = 0,

που είναι ακριβώς αυτό που θέλαµε να δείξουµε.

Παραδείγµατα:

(i) f(x) = ex, x0 = 0. Προφανώς f (k)(0) = e0 = 1 για κάθε k ∈ N, άρα

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
+ Rn(x),

για κάθε x ∈ R, όπου Rn(x) = eξ

(n+1)!x
n+1 για κάποιο ξ µεταξύ 0 και

x.

Ας εκτιµήσουµε το υπόλοιπο Rn. Έχουµε:

|Rn(x)| ≤ e|x|
|x|n+1

(n + 1)!
.

Αν για παράδειγµα x = 1, και n = 5 τότε

|Rn(1)| ≤ e

(n + 1)!
≤ 3

6!
=

3

720
=

1

240
,

δηλαδή το άθροισµα

1 +
1

1
+

1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
=

326

120
= 2,716

προσεγγίζει το e µε σφάλµα µικρότερο από 0,01.
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7.9 Ο τύπος του Taylor.

∆εν είναι δύσκολο να δείξουµε ότι για όλα τα x ∈ R, ισχύει Rn(x) → 0,
καθώς n → ∞, δηλαδή

lim
n→∞

(
1 +

x

1!
+ · · · + xn

n!

)
= ex.

Πραγµατικά, ας γράψουµε n0 = 2[|x|] + 2 και ας υποθέσουµε n ≥ n0. Θα
έχουµε:

|x|n+1

(n + 1)!
≤ |x|n0

n0!

( |x|
2|x|

)n−n0

=

(
2n0

n0!
|x|n0

)(
1

2

)n

,

και το δεξιά µέλος τείνει στο µηδέν για n → ∞. Φτάσαµε λοιπόν στο
σηµαντικό τύπο

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

1!
+ · · · + xn

n!

)

τον οποίο γράφουµε συνήθως µε τη µορφή ex = 1 + x
1! + . . . + xn

n! + · · ·
ή

ex =

∞∑

n=0

xn

n!

και ονοµάζουµε το δεξιά µέλος «σειρά Maclaurin» της συνάρτησης ex.

(ii) Ζητείται ο υπολογισµός µε προσέγγιση 1/100 του ολοκληρώµατος

∫ 1

0

ex − 1

x
dx.

Είναι µάταιο να προσπαθήσουµε να βρούµε ένα αόριστο ολοκλήρωµα της
(ex − 1)/x µε την βοήθεια στοιχειωδών συναρτήσεων (αποδεικνύεται ότι
δεν υπάρχει τέτοιος τύπος). Χρησιµοποιώντας όµως τον τύπο του Taylor
έχουµε:

ex − 1

x
=

1

x

(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ Rn(x) − 1

)

= 1 +
x

2!
+ · · · + xn−1

n!
+

Rn(x)

x
,

όποτε

∫ 1

0

ex − 1

x
dx =

∫ 1

0

1 dx +
1

2!

∫ 1

0

x + · · ·

· · · + 1

n!

∫ 1

0

xn−1 dx +

∫ 1

0

Rn(x)

x
dx

= 1 +
1

2! · 2 + · · · + 1

n! · n +

∫ 1

0

Rn(x)

x
dx.
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Αρκεί λοιπόν να διαλέξουµε το n ώστε το
∫ 1

0
Rn(x)/x dx να είναι µι-

κρότερο του 1/100. Έχουµε δείξει ότι

|Rn(x)| ≤ e|x||x|n+1

(n + 1)!
≤ e

(n + 1)!
xn+1,

άρα

∫ 1

0

Rn(x)

x
≤ e

(n + 1)!

∫ 1

0

xndx =
e

(n + 1)!(n + 1)
≤ 3

(n + 1)!(n + 1)
.

Αρκεί λοιπόν να πάρουµε n = 4 ( 3
5!5 = 3

5·120 < 1
100 ) όποτε µε προσέγγιση

καλύτερη από 1/100 θα έχουµε

∫ 1

0

ex − 1

x
dx ≃ 1 +

1

2 · 2 +
1

6 · 3 +
1

24 · 4 .

Άσκηση

(i) Βρείτε τον τύπο του Taylor για τις συναρτήσεις sin x και cosx, x ∈ R,
και δείξτε ότι το υπόλοιπο τείνει στο µηδέν για όλα τα x.

(ii) Υπολογίστε µε προσέγγιση 1/100 το ολοκλήρωµα

∫ 1

0

sin t

t
dt.

Παρατήρηση 7.9.5 Ο όρος «σειρά» που χρησιµοποιήσαµε στο πρώτο παράδειγµα
ορίζεται ως εξής: Αν αn είναι µια ακολουθία, η βn µε

βn = α1 + · · · + αn

λέγεται σειρά και συµβολίζεται µε

α1 + α2 + · · · + αn + · · ·

ή
∞∑

n=1

αn.

Τα βn λέγονται µερικά αθροίσµατα της σειράς. Αν η βn συγκλίνει στον αριθµό
β τότε λέµε ότι η σειρά συγκλίνει, ή έχει άθροισµα τον αριθµό β. Η θεω-
ρία των σειρών είναι ένα από τα σηµαντικότερα κεφαλαία του Απειροστικού
Λογισµού, και θα µελετηθεί µε λεπτοµέρεια σε επόµενα µαθήµατα.
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